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REZUMAT. - T-topologia unui grup abelian. Este introdusă o nouă 
topologie functorială ideală şi discretă dar non-completablă, intim legată de 
grupuri abeliene mixte. Sunt demonstrate proprietăţile de bază

R É S U M É . U n e  n o u v e lle  to p o lo g ie  fo n cto r ie lle  id éa le  d iscrète  m ais non  

c o m p u ta b le  in tim em en t lie é  aux groupes a b élien s m ix tes  est introduite. L es  

propriétés de b ase  sont dém ontrées.

L E M M E  1. L ’ensemble T  =  {U s  A \ A/U groupe de torsion} ordonné par 
l ’inclusion est un filtre dans le treillis des sous-groupes de A.

Démonstration. Si U E  T  et U  =s V, en utilisant l ’ép im orp h ism e canonique  

P u v  : Al U -* A/V on  déduit im m édiatem ent que V E T  Par ca lcu l élém entaire  

on  déduit de U,V E T  que U C\ V E T O

L a to p o lo g ie  linéaire déterm inée par ce  filtre  v a  être n om m ée la T- 
to p o lo g ie  de A. On va  aussi u tiliser y  ~ {U E T  \ U sans torsion}.
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Remarque 1 . On a U (E  T  <=> ( /  i T(A) essentiel dans A.

Démonstration. Si U E  T o n  a U 7'(/l) E  T '(lem n ie) d on c /4/(7/ + 1(A)) 
est un groupe de torsion . L ’in clu sion  S(A) s  U  +  T(A) étant év id en te , U + T(A) 
est essen tie l dans A (cf. [1 ], v o l . l ,  ex. 10, p .87). La con d ition  est aussi su ffisan te  

car A/(U + T(A)) groupe de torsion  im p liq u e A/II groupe de torsion  (ca lcu l 

é lé m e n ta ir e ) .^

C ette éq u iv a len ce  gén éra lise  l ’éq u iv a len ce  connue: T(A) e ssen tie l dans 

A <*> A groupe d e  torsion  (cf. [1 ], ex . 11, p .87 ).

PR O P R IÉ T É S im m éd ia tes \ . La T  -topologie d ’un groupe A est plus fine 
que toutes les topologies les plus connues: Z-adique, p-adique, Prüfer et la 
topologie de l'indice fini.

La T-topologie d ’un groupe A est discrète ssi A est un groupe de torsion 
(en  effet: d iscrète  ssi 0  6  1).

Im  ‘T-topologie d ’un groupe A est grossière ssi A — 0.

En e ffe t, si A *  0 , <p, 0 et A sont deja trois Olivers. □

D an s la su ite  l ’ex p o sitio n  suivra un parallélism e avec  [2] pour d es raisons  

évid en tes.

D ’ailleu rs cette  dernière propriété peut être aussi déduite de j21 (3 5): A
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doit être un Ji^-groupe ji, - d iv is ib le ; dans notre ca s  = <j> d on c A est un groupe  

de torsion  a v ec  A[p] = 0  pour chaque p prèm ier. D o n c  A =  0.

P R O P R IÉ T É S im m éd ia tes 2. Si A est un groupe mixte ou sans torsion, 
T  ne contient pas de sous-groupes de torsion.

Si A est sans torsion T = J .

Si A est mixte J  est un système fondamental de voisinages de 0  dans la 
T-topologie.

Démonstration. S i U  et AI U  sont d es  groupes d e  torsion , A le  serrait aussi. 

Pour la  dernière affirm ation  on  prou ve que: U E T  ssi il e x is te  un F  * U, F  E  
J .  E n e ffe t  si A e st un groupe m ix te  et U E  T  n o u s  avon s U * T(U). Si U est 

sans torsion , o n  a rien  a dém ontrer. S i U  est m ix te , so it F  un sou s-grou p e sans  

torsion  m ax im al (n o m m ée  par la  su ite  une st-composante) d e  U. A lors  F  est 

sans torsion  et U/F est groupe de torsion  (on  a m êm e  F  net dans U). A/U étant 

aussi groupe d e  torsion , AIF en  est au ssi, d onc F  E J .  R écip roq u em en t, tout est  

clair. □

Remarque 2. S i F  e st n et dans U et Al IJ e st groupe de torsion , 

gén éralem en t il n ’est pas vrai que F  e st net dans A. L es  st-com p osan tes d ’un 

groupe m ix te  n e  form ent pas un sy stèm e fondam ental de v o is in a g e s  de 0  dans
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la  T -top o log ie .

D a n s le  ca s  contraire tout sou s-grou p e sans torsion  U E  J  contiendrait un 

sou s-grou p e  san s torsion  m axim al dans A.

P R O P R IÉ T É S im m éd ia tes 3. La T-topologie d'un groupe A est toujours 
Hausdorff.

C ela  peut se  dém ontrer d e  p lusieurs m anières:

( i)  O n peut dém ontrer a isém en t q u e l ’in tersection  d e  tou tes le s  st- 

co m p o sa n tes  e st 0. A lo rs  f l { [ 7  s  A\A!U de torsion } =  0  a aussi lieu .

( ii) Pour vérifier  que C\{U z A\U E  T )  = 0 , on  rev ien t à: pour chaque  

a E  A, a *  0  il y a  un U E  <T tel que a £  U. En e ffe t, pour chaque a E  A, a * 
0 , le  lem m e d e Z o m  est ap p licab le  dans l ’en sem b le  d es so u s-g ro u p es d e  A qui 

n e  con tien n et p as a. L ’en sem b le  contien t d on c un sou s-grou p e m axim al pour  

leq u el AIM e st co c y c liq u e  ( [1 ] , (2 5 .2 )) . M ais alors M  E T . O

P R O P R IÉ T É S im m éd ia tes 4. La T-topologie est fonctorielle, idéale et 
donc minimale. (V o ir  [2]).

L a c la sse  d iscrète  C(T) correspondante est la  c la sse  d e  to u s le s  groupes de 

torsion  (d iscrète  et id éa le ).□

Remarque 3. C(T) n ’étant pas ferm ée pour d es p u issa n ces arbitraires, C ( ‘J)
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n e  p rov ien t p as d ’u ne fa m ille  top o lo g iq u e  de radicaux (cf. [2] (2 .1 1 )). C(7 )  est 

ferm ée  aux e x ten s io n s  ( c ’est d onc une c la sse  Sèrre).

P R O P R IÉ T É S im m éd ia tes 5. La T-topologie d ’un groupe contient les 
sous-groupes essentiels.

E n e ffe t  B e ssen tie l dans A ssi S (A ) s  B  et Al B est groupe de torsion. Si 

A e s t  un groupe sans torsion , on  a T=  {sou s-grou p es e sse n t ie ls } , m ais si A 
est un groupe m ix te , aucune st-com p osan te  n ’est pas un sou s-grou p e e sse n tie l.D

P R O P R IÉ T É S im m éd ia tes 6. La *T-topologie de A n  ’admet pas de sous- 
groupes denses autres que A.

E n e ffe t, ([2 ] (3 ,2 )(b ))  B est d en se  dans A ssi Al B a la  to p o lo g ie  grossière  

et o n  u tilise  u n e  propriété antérieure.□

Remarque 4 . O n peut aussi u tiliser un ex erc ice  de [1] (ex . 10, p .3 4 ) pour  

donner u ne autre dém onstration:

si B * A serait un sou s-grou p e d en se  on  aurait B + U = A pour chaque U 
G  T. Pour U = nA a v ec  n naturel, on  v o it que B serait aussi d en se  dans la 

to p o lo g ie  Z -ad iq u e, d on c Al B serait d iv is ib le . A!B n ’est pas un groupe de torsion  

parce q u e  alors B G  T  et on  aurait B +  B = B = A. D o n c  r^AIB) *  0 et alors il 

e x is te  un sou s-grou p e CIB *  Q ( le  théorèm e de structure pour le s  groupes
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d iv is ib les)  qui est aussi un facteur direct. O n prend par ex a m p le  El B s  Cl B avec  

El B » Z  et a lors A/(E+D)) *  (A/B)I(E/B®D/C) «  Q/Z si Al B = CIB®D/B. D on c  

E  + D G  T  et B + (E + D) = E  +  D  =  A, con trad iction .D

P R O P O S IT IO N  1. Si pour une topologie fonctorielle T, la classe discrète 
C(T) est une classe Sèrre alors un sous-groupe B de A est T-concordant ssi AlB 
E  C (7).

Démonstration. U n  sou s-grou p e  est T -concordant si sa  to p o lo g ie  d e  so u s-  

esp a ce  d e  T{A) = A[U J  c o in c id e  a v ec  la  to p o lo g ie  fo n cto r ie lle  de B. D o n c  B est  

T -concordant ss i UB = B n  UA.

P rem ièrem ent, s i B e st 7 -concordant, de UB £  B f l  UA on  déduit q ue pour  

chaque U * B, BIU E  C i m p l i q u e / / ! /  E C . C étant ferm ée  aux so u s-g ro u p es, on  

a 0  E C  d on c on  peut prendre p lu s haut U = B. D o n c  Al B E  C.

R écip roq u em en t, c  étant ferm ée aux sou s-grou p es, on  déduit B D  <uA Ç  

tlB (en  e ffe t  pour U a A  on a B H U ^ B  et B/(B f l  U) m (B +  U) HJ s  A/U E  
C; d on c B/(B H U) EC).  Si AI B E C  et C est une c la sse  Sèrre, BIU et Al B E  C 
=> AIU E  C d o n c  UBQ B C\ u Aet B e st T -concordant.D

C as particulier. B est T -concordant ssi Al B est un groupe de torsion  

P R O P O S IT IO N  2. Tous les groupes quotients sont ‘T-concordanis.
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En e ffe t, C(T) étant u n e  c la sse  id éa le  de groupes on  applique [2] (3 .2 )(b ) .D

Remarque 5. O n p eu t dém ontrer c e  résultat aussi par v o ie  directe:

Tm  =  {C/B s  A/B\(A/B)/(C/B) * A/C groupe d e  torsion} = {ClB s  

A/B\pb\C/B) = C,AIC groupe de torsion} =  la  to p o lo g ie  quotien t de Al B. (Ici 

Pb'.A -* AIB e st la  projection  canonique).

Remarque 6 . L e foncteur indu it par la  T -top o log ie  com m u te avec  le s  

so m m es  d irectes  ( [2 ] , (3 .2 1 )) .

P R O P O S IT IO N  3. 1m  T-topologie n ’est pas computable.

E n e ffe t, la  c la sse  C(T) con tien t d es groupes d iv is ib les  e .g . d on c le  

résu ltat se  d éd u it d e  [2] (5 .1 1 ). D e  la  m êm e  façon  on déduit que le  com p lé té  de  

Z  dans la  T -top o log ie  e st m êm e que le  com p lété  dans la  to p o lo g ie  Z -adique: 

JJ J p pour tou s le s  n om b res prèm iers p (Jp est le  groupe d es en tiers p-ad iques):  

[2] (4 .1 6 ) .D

P R O P O SIT IO N  4. Tout sous-groupe de A est fermé dans la T-topologie

de A.

Démonstration. Si T  est une to p o lo g ie  fo n cto r ie lle , C (7) sa  c la sse  d iscrète  

et 2) le  filtre d e  d éfin ition  (i.e . U 6  2 » - »  Al U  E  C(T)) pour un sou s-grou p e B 
d e A, on  a l ’adhérence B =  f l { B  + U\U Œ T>), d on c B est ferm é ssi B =  f l { #
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+  U\U E  T>). On remarque alors aisément que pour deux topologies 

fonctorielles 71, et T2 avec C(7]) Q  C{T2) (ou 2>, Ç £>2; T2 plus fine que / ’,) si B 
est r,-fermé il est aussi r2-fermé (B E(~){B + U \U E  © 2} Q D { 5  +  U\U E  D ,}  

= B  sont toutes égalités). Mais tout sous-groupe est fermé dans la topologie de 

Prüfer (Fuchs, vol. 1, p.31) et alors on obtient le résultat énoncé.D

Rappelons de [2] (3.12): un sous-groupe B est T-pur dans A si chaque D  
E  C(T) est injectif relativement à la suite exacte

0 — B - *  A — A/B — 0.

La définition revient à la x«-purité (C.P.Walker;e.g. [1], p. 131) donc on 

a: B est T-pur dans A ssi pour chaque U  a B pour lequel B/U est groupe de 

torsion, BIU  est facteur direct dans AUI. Raisonnant comme plus haut, pour 7'2 

plus fine que T, si B  est r2-pur, il est aussi T,-pur. Si on prend Tx la topologie 

de Prüfer, T2 la ^topologie et on remarque que pour % = {groupes cocycliques} 

les sous-groupes Xi»-purs sont exactement les sous-groupes purs, on voit que T - 

pur doit être une notion intermédiaire entre pur et facteur direct.

Remarque 7. Si B est un sous-groupe T-pur de torsion alors B est un 

facteur direct (en effet, dans ce cas 0 6  2)B et alors B10 est un facteur direct 

dans A/0).
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PROPOSITION 5. Si Ext (AlB, 7) = 0 a lieu pour chaque groupe de torsion 
T, alors B est T-pur dans A.

En effet, BIU est un groupe de torsion, A!B «  (AIU)/(BIU), donc Al U  est 

une extension de BIU par A!B et alors B HJ est un facteur direct de A/U. On sait 

(cf. [1], p.189) que Ext(A/B,T) = 0 a lieu pour chaque groupe de torsion T ssi 

A!B est libre, donc cette condition implique deja B facteur direct de A.O

Conclusion: les groupes A dans lesquels chaque sous-groupe T-pur est un 

facteur direct sont ceux pour lesquels on a

0 -*■  T -* G -*■  A/B -*■  0 => 3U n B: G m A/U.

Problèmme 1. Caractériser les groupes complets dans la T-topologie.

Problèmme 2. Quels sont les groupes pour lesquels la T-topologie et la Z -  
topologie coincident?

Vu que la T-topologie est plus fine que la topologie Z-adique, les groupes 

recherchés sont exactement ceux qui on tous les groupes quotients groupes de 

torsion bornés.

Problèmme 3. Caractériser les sous-groupes T-purs dans un groupe sans 

torsion ou un groupe mixte.

Problèmme 4. Étudier les liens de la T-topologie les catégories Walk et

Warf.

i l



G. CĂUJGÂREANU

B I B L I O G R A P H I E

1. L.Fuchs, Infinite Abelian Groups, vol.l, New York and London, 1970.

2. A.Mader, Basic Concepts o f Functorial Topologies Springer Lecture Notes 

Mathematics, Abelian Group Theory, 874, 1982, p.251-271.


