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Neuronhalok seriilékenysége és robosztussaganak vizsgalatara
hasznalt eljaras fejlesztése

Banhelyi Balazs

Szegedi Tudomanyegyetem, Informatikai Intézet

banhelyi@inf.u-szeged.hu

A mesterséges neurdlis halok szdmos tudomanyteriileten megjelennek. Megfigyelhetd, hogy bizonyos esetek-
ben ezek a hdlézatok is tévedhetnek. Gyakran az input kis torzitdsara mar fals eredménnyel térnek vissza [1].
Az ilyen hibak kikiiszobolésére szamos modszer 1étezik. A robusztus tanitds mar a tanitdsi folyamat alatt meg-
prébalja csokkenteni a hald sebezhet6ségét és novelni az ellendlloképességet. Mdas technikdk, a mar kész haldkon
torténd ellenséges példa detektdlason alapulnak. Szamos matematikailag korrektnek gondolt rendszer 1étezik el-
lenséges példdk detektdldsara, de gyakran ezek implementdldsakor a praktikussidgra koncentrdlnak, a numerikus
hibak kikiiszobolése helyett. Ezek a numerikus hibdk a halézat miikodése kozben is megjelennek és a rétegek alatt
folyamatos felhalmozdédnak, mely szintén hibas osztalyozashoz vezethet.

A példak detektdlasara a MIPVerify az adott input képekhez, a lefixalt perturbécio tipus és hozza tartozé korlat
mellett keresi az adott korl4tokon beliili, legkdzelebbi el-lenpéldat és hatdrozza meg azokat a perturbécio értékeket,
melyekkel deformdlva az eredeti inputot, mar téves eredményt kapunk [2].

A MIPVerify kiilonbdz6 MILP feladatok sorozataként fogalmazza meg a problémdt, amelyek megoldadsara
kiils6 solverek alkalmazhatéak. A rendszer miikodésébdl adédé pontatlansagi hibak nagy része a lebegGpontos
aritmetikabol fakad.

Az el6adasunkban bemutatjuk a MIPVerify sebezhet&ségeit [3], illetve mutatunk technoldgidkat melyek ezen
sebezhetdségeket kezelik, mikozben a hatékonysigdbol nem veszit.

Hivatkozasok
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Linearis komplementaritasi feladatok megoldasa belsopontos
algoritmusokkal: Gj utakon

Illés Tibor

Corvinus Operacidkutatasi Kutatokozpont, Budapesti Corvinus Egyetem

tibor.illes@uni-corvinus.hu

Nesterov (2008) azzal az otlettel allt el6, hogy a linedris programozdsi feladat optimalitdsi kritériumait lefré
linedris komplementaritési feladathoz (LCP), az eredeti dontési valtozok mellé, modellezési valtozokat vezessiink
be, amelyek egyfeldl biztositjak, hogy az el6allé j megoldandd feladat tovabbra is konvex optimalizalasi fel-
adat maradjon, masfel6l pedig az eredeti feladat konvex megengedettségi feladatok (CFP) sorozatdval torténd
approximdciéjit adja meg. Az d4j modellezési valtozok jelentds szerepet kapnak a koncepciondlisan is eltérd, 4j
belsdpontos algoritmusok megfogalmazdsiban, amelyek a CFP-k egy sorozatat oldjak meg.

Ennek az el6adédsnak a célja az, hogy a linedris programozasi feladatosztilyrdl, az dj belsGpontos algoritmu-
sokat szamos tovabbi konvex optimalizalasi feladatosztalyra terjessziik ki. A kiterjeszthet6ség kulcsa az, hogy a
feladatok els6rendii optimalitdsi kritériumai monoton LCP-re vagy monoton silyozott LCP-re vezessenek. Meg-
mutatjuk, hogy a kordbbi elképzelésekkel ellentétben, annak semmilyen szerepe sincsen algoritmikus szempontbol,
hogy LCP-t vagy silyozott LCP-t oldunk meg.

A modellezési véltozok bevezethet6ségénél a monoton LCP-k esetén 1ényeges a stlyozott centralis 1t feladat
(WCPP) megoldhatésaganak €s az esetek tobbségében a megoldas egyértelmiiségének a kérdése, amelyet Illés,
Roos és Terlaky (1997) dolgozatukban tisztaztak. A modellezési véltozok természetes mddon elégitenek ki egy
un. parabolikus Osszefiiggést, igy ezek a véltozok is egy konvex halmaz elemei, végig a megoldds soran.

Az 1j bels6pontos algoritmusok predikor-korrektor jellegli algoritmusok, de a prediktor 1épést esetiinkben a
modellezési véltozok irdnyitjdk, mig a korrektor 1épések célja az, hogy az aktudlis CFP-nek megfeleld mindségii
megoldasat allitsuk el6. Az 1j prediktor-korrektor algoritmus iteracids komplexitdsa megegyezik a szakiroda-
lombdl ismert legjobb komplexitdssal.

Kezdeti numerikus teszt eredményeink azt mutatjdk, hogy az esetek tobbségében az iterdcidk szdma joval
kisebb, mint az elméleti legkedvez6tlenebb esetre adott korlat.

A bemutatott dolgozat E.-Nagy Marianndval, Yurii Nesterovval és Rig6 Petra Renatdval k6z6s munka.
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A Borel-Kolmogorov paradoxon és a tipusterek
Pintér Miklos
Budapesti Corvinus Egyetem

pmiklos@protonmail.com

A nemteljes informdciés jatékok osztdlya mind elméleti mind alkalmazas szempontjabdl fontos. Egy nemteljes
informécids jaték kb. egy normdl formdban adott jaték és egy tipustér egyiittese. Célunk a tipusterek fogalméanak
megismertetése.

El6adasunkban a Borel-Kolmogorov paradoxontdl indulva attekintjiik az informaltsag jatékelméleti model-
lezésének (tipusterek) fobb kérdéseit és fogalmait. Kitériink a konglomerabilitds, a diszintegrablitids, a prior és a
poszterior fogalmak helyére, jelentSségére a szakirodalomban. Attekintjiik a tipusterek hdrom interpretéci6jat és
elemezziik a jatékosok véleményeinek kompatiblitdsdnak fokozatait.



6 15. Matematika és Informatika Alkalmazasokkal Konferencia, 2024. november 15—17., Csikszereda

Elosztasok egy hierarchikus termelési struktiiraban

Solymosi Tamas

Budapesti Corvinus Egyetem

tamas.solymosi@uni-corvinus.hu

Olyan tobbszereplds dontési helyzeteket vizsgdlunk, amelyben a szereplék egyiittmiikodését egy hierarchikus
struktura korlatozza. Egyénileg mindegyik szerepld képes valamennyi hasznot elérni, de csak akkor, ha egyiittmiikodik
a hierarchidban felette 1év6 Osszes szereplvel. A legegyszeriibb esetet tekintjiik, amelyben egy kivételével mind-
egyik szereplonek pontosan egy felettese van, azaz a hierarchia egy gyokeres fa graffal irhat6 le. Itt a fa graf csticsai

a szereplSket jelenitik meg, akiknek az egyéni profittermel$ képessége csak olyan koalici6kban aktivalddik, ame-
lyek tartalmazzdk az adott cstcsbol a felettes nélkiili szerepl6t megjelenit kitiintetett cstcsig (a gyokérig) vezetd
uton 1évo Osszes felettes szereplot. Feltessziik, hogy az ilyen gyokeres részfakat alkotd koalicidk haszna a tagjai
altal elért profitok Osszege.

A koz06s véllalkozasokban fontos kérdés, hogy az egylittesen elérhet6 eredményt miként osszak el a szereplok
az egyiittmiikodésre 6sztonzd ,,igazsdgos” mddon. Esetiinkben az egyéni profittermel6 képességek mellett a hie-
rarchidban elfoglalt pozici6 is befolydsolja az egyes szerepl6k hozzajaruldsdnak értékét. Ennek szamszerdsitése, a
kozosen elért haszon elosztdsa kiilonb6zd szabalyok alapjan torténhet. Néhany kozismert elosztasi szabdly mellett
megvizsgalunk pdr olyat is, amelyek egy a vazolt hierarchikus egyiittm{ikodési helyzetet modellezd kooperativ
jaték megoldasaiként is megkaphatdk. Ezen jatékelméleti megoldasok tulajdonsagai alapjan a kiilonbozd elosztasi
szabalyok mogotti elvek is konnyebben 6sszehasonlithatok.
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Gondolatok a matematika tanitasarol
Kolumban Jozsef

Babes—Bolyai Tudoméanegyetem, Matematika és Informatika Kar

jokolumban@yahoo.com

A jelenlevdk bizonydra taldlkoztak mar a matematika tanitdsdval kapcsolatos gondokkal tandrként, de akar
sziil6ként is. El6addsomban arra szeretnék roviden rdmutatni, honnan erednek ezek a gondok, amelyek mar régéta
foglalkoztatjak a szakembereket, amelyekr6l konyvtarnyi tanulmanyt és konyvet irtak, és amelyek mégis szivésan
élnek tovabb. Ugy tiinik, tj miivészeti 4g megsziiletésére van sziikség, amelynek tdrgya a matematika oktatésa.

Nem célom a matematika iskolai tanitdsdnak mddszereir6l beszélni. A médszerek megvélasztdsa méasodlagos
kérdés mindaddig, amig a matematikatanitds évtizedekre visszanyuléan hibds elgondoldsokra épiil, ezzel pedig
didkgeneraciok sorozatdnak torzitja el a matematikdhoz val6 viszonyuldséit. A megfelel6en megvélasztott modszerek
enyhithetik valamelyest ezt a problémadt, 4m ez csak tiineti kezelés. Aki tanit, annak figyelembe kell vennie, hogy
kit, mit, miért tanit, és azt mire lehet hasznalni. Az oktatds mai gondjai éppen abbdl erednek, hogy ezeket sokszor
szem eldl tévesztjiik. A gondok forrdsai koziil harommal szeretnék most foglalkozni, ezek a kovetkezdk: (1) a
gyermeklélektan figyelmen kiviil hagyasa a matematika tanitdsa sordn, (2) a Bourbaki-féle axiomatikus médszer
kialakuldsa, valamint (3) a 20. szdzadi matematikdnak az oktatdsra gyakorolt negativ hatdsa.

(1) Minden tudoményteriileten, amit ma érdemes tudni, az megtaldlhaté a vilaghalén. gy helyénvalénak tiinik
az a kérdés, hogy miért kell az iskoldkban matematikat tanitani, miért kell a didkokat ezzel a ,,nehéz” tantarggyal
,kinozni”? Nyilvanvaléan nem azért, hogy képleteket, szabalyokat tanitsunk nekik, amelyeket rovid id6 alatt elfe-
lejtenek, ha nem alkalmazzak azokat nap mint nap. A mindennapi élet szempontjabdl — a mechanikus tevékeny-
ségekkel ellentétben — a jelenségek természetének, okainak megértése a legfontosabb, mert enélkiil nem lehet
djat alkotni az élet semmilyen teriiletén. Sajnos, a matematikai tananyag jelentds része napjainkban még mindig
memorizaldsbdl és mechanikusan ismételt miiveletekbdl all. J6 példa erre a szorzétdbla, ahol a gépies tanulds
alapvet6 a matematikai teljesitményben. Holott, ha egy egészséges 6todik osztilyos gyermek nem tudja kiviilrél a
szorz6tablat, az nem olyan nagy baj, mint ha nem tudja megindokolni, hogy 3 x 2 miért 6.

Sok tanuléban nagyon kordn kialakul egyfajta félelem a matematikdval kapcsolatban, ami gitolja matemati-
kai teljesitményének fejlodését. Ezt, a matematikai szorongédsnak nevezett lélektani jelenséget Mark H. Ashcraft
(1949-2022) amerikai pszicholégus vizsgélta eldszor. Példaul amikor egy didknak nem sikeriil megtanulnia a
szorz6tablat fiatalon, szorongast fog atélni azért, mert tarsai képesek visszaemlékezni a fontosabb szorzatokra,
mig 6 nem. A matematikai szorongds mérésére skélat is kifejlesztettek (els6kként Richardson és Suinn 1972-ben),
amelyet késébb szamos empirikus kutatds felhasznalt a jelenség vizsgalatara. Ezek alapjan kimutathatd, hogy a
matematikai szorongds Osszefiigg a matematikai teszteken mutatott gyenge teljesitménnyel, a matematikaval kap-
csolatos negativ attitidokkel és a matematika elkeriilésére irdnyul6 tendencidkkal. Ashcraft szerint a matematikatol
val6 menekiilés blivos korként miikodik: felkésziiletlenséget eredményez, ami még tobb szorongast, aggddast,
fesziiltségérzetet kelt a didkokban, ami még jobban elidegeniti ket a matematikatol, és igy tovabb.

A matematikai szorongds gyakorta annak kovetkeztében alakul ki a tanuldkban, hogy a tandr maga is szorong
a matematika bizonyos teriileteire vonatkozé ismereteinek és képességeinek a hidnyossdgai miatt. A vildg szdmos
orszdgdban a leend6 matematikatandroknak elegendd a vizsgdkon 51%-ot elérniiik, tehat az a tandrjelolt, akinek a
matematikai tanterv 49%-at nem sikertilt megértenie és befogadnia, még oktathat, és gyakran oktat is. Félelmeit és
hidnyossagait onkénteleniil dtadja a didkjainak.

Masfeldl, amint azt John Taylor Gatto (1935-2018) amerikai neveléstudés munkdiban kifejtette, a 20. szdzad
sordn kialakult modern nyugati iskolarendszer altaldban idedlis talaj a félelem és a szorongds kialakuldsira. A
probléma az, hogy — kimondva vagy kimondatlanul, merev hozzaalldssal — a didkoknak azt tanitjdk: egyetlen
modon lehet eljutni a j6 eredményhez, és barmilyen mds 1t rossz, még ha a j6 megolddshoz vezetett is. A levezetés
jonak vagy rossznak értékelésével a tanuldkat nem motivaljdk a prébélkozasra, a kisérletezésre. Az aktiv tanuldkat
a konkrét, a tananyagra vonatkozé kérdéseken kiviil az is foglalkoztatja, hogy ,,miért csindljuk igy, és miért nem
ugy?”. A tandrok azzal tennék a legjobbat a gyerekeknek, ha batoritandk Sket, hogy térekedjenek sajit gondolataik
megosztisdra és vélaszaik igazoldsdra a feladatok megolddsa kozben. Ezzel segithetnének enyhiteni a tanuldk
matematikai szorongdsat és sikerélményhez juttathatndk Sket.
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A matematika tanitdsa sordn tapasztalhaté kudarcok sokszor abbdl erednek, hogy nem vessziik figyelembe az
emberi gondolkod4s dltaldnos pszicholdgiai sajatossdgait, valamint a gondolkodédsnak az egyes életkori szakaszok-
ra jellemzé eltéréseit. A mult szdzadban a gyermelélektan nagy fejlédésnek indult. (...) Ennek az 4j ismeretdgnak
egyik elsd rendszeralkotdja Jean Piaget (1896—1980) svijci pszicholégus volt. Vizsgalddasai mindenekel6tt a gyer-
meki gondolkodast tarjak fel azzal a (ma mar kozhelynek latszo, de a hiiszas években, Piaget fellépésekor eredeti
és nehezen elfogadott) feltevéssel, hogy a gyermek gondolkoddsa, itéletalkotdsa mindségileg mds, mint a felnotté,
nem csak ismeretanyagban kevesebb, nem csak hidnyosabb, hanem mds — mas a menete, més a szerkezete, mésféle
érvényességi igényt képvisel. Ezt a jelenségkort, ennek a mindségrendnek a fejlédését kovette nyomon Piaget.
(lasd Majoros Madria: A matematikai gondolkodas leirdsdnak torténeti attekintése. Matematika Oktatdsi Portal,
http://matek.fazekas.hu/).

Gerald Hiither (sziil. 1951-ben) német neurobiolégus leszdgezte, hogy minden gyermek a jatékon keresztiil ta-
nul, amely id&igényes folyamat, amit nem lehet siirgetni, teljesitménykényszer alatt nem lehet eredményesen tanul-
ni. Rossz irdnyba halad a pedagdgia: mi hatdrozzuk meg a tananyag mennyiségét, az elsajatitis sebességét, nem al-
kalmazkodunk a gyerek befogaddképességéhez, a gyermek tempdjdhoz. Ezt a modern agykutatdsban idomitdsnak
nevezik. A megkoviilt mintakt6l szabadulni kell. A gyermekre forditott figyelem a legjobb tanacsadé. Hagyni kell a
gyermekeket 6ndlléan cselekedni a szabad idejlikben, mert ekkor valnak kreativva, és nem akkor, amikor a sziil6k
minden perciiket beosztjadk. Hagyni kell, hogy valédi érzelmeket éljenek meg, hogy felismerjék ezeket, és meg is
tudjak fogalmazni, ki is tudjak fejezni.

A gyermek gondolkodési készségei korfiigg6k. Példaul a 7-11 éves kor a konkrét miiveletek szakasza: képekkel,
gondolatban elképzelt dolgokkal, tevékenységekkel is képes a gyermek foglalkozni. Ez teszi lehet6vé szdmdra a
szamokkal végzett miiveleteket a tdrgyakkal valé manipulalas helyett. Tobb szempontra is képes egyidejiileg fi-
gyelni. Allandésul a szamfogalom, a mennyiségek (hosszisag, tomeg, teriilet, id3). 11 éves kor koriil kezdédik a
formadlis miiveletek szakasza. A gyerekek képessé valnak szimbdlumokkal végezni miiveleteket, allitasokkal, hi-
potézisekkel kapcsolatosan érvelni. Képessé valnak tovabba egyidejtileg osztdlyozni tobbféle szempont szerint,
rendszerezni, néz8pontot véltani, visszafelé kovetkeztetni, és allandosul a térfogat fogalma, a mennyiségek
aranya. Az absztrakt gondolkodds készsége 4ltaldban 13 éves kor utan fejlédik ki.

A matematika irdnti pozitiv motivicié mar 6vodéaskorban elkezd6dhet. Ami érdekel benniinket, ami tetszik
nekiink, ami felkelti a kivancsisdgunkat, azzal szivesen foglalkozunk, szivesen tanuljuk, minden megerdltetés
nélkiil, az megmozgat, tevékenységre sarkall. Ez érvényes a gyermekekre is, ezért fontos az oktatas szempontjabol
is. A gyermeklélektan fenti szempontjait minden oktaténak figyelembe kellene vennie. Ezek gyermekenként kiilon-
bozok, és még akkor is figyelmet kell rd forditanunk, ha egyszerre 25-30 gyermekkel foglalkozunk a tanitdsi 6ran.

(2) Mivel a panaszok nagy része a tananyag nehézségére vonatkozik (és ez kapcsolatos a fentiekkel), arrdl
is kell sz6lnom, hogy a gyermekek tobbségének miért nehéz a matematika tanuldsa. Ahhoz, hogy a probléma
Iényegét és silyat megértsiik, 150 évet vissza kell menniink a torténelemben. 1874-ban jelent meg Georg Cantor
(1845-1918) német matematikus A valos algebrai szdmok halmazdnak tulajdonsdgairol cimi korszakalkoté dol-
gozata, amely 4j fejezeteket nyitott a matematikdban, és az akkori matematikusokat megdobbentd allitasokat is
tartalmazott. Példaul ilyeneket: annyi raciondlis szdm van, ahdny természetes szdm, minden pozitiv hosszisagu
szakasznak ugyanannyi eleme van, mint az egységnégyzetnek €s az egységkockanak, stb. Két tetszSleges hal-
maz esetén az ,ugyanannyi eleme van” azt jelenti, hogy egyik halmaz a méasikra kolcsondsen egyértelmiien (mai
sz6hasznalattal: bijektiven) leképezhetd. (A dolgozat mds érdekes eredményével kapcsolatban 14sd példaul Sain
Marton Nincs kirdlyi it! cim@ konyvét.)

A halmaz fogalmat Cantor a kovetkez6képpen értelmezte: ,,Halmazon a gondolkodasunk éltal j61 meghatarozott
és jol elkiiloniilé objektumok valamely Osszességét értjilk. Ezen objektumokat a halmaz elemeinek nevezziik.”
Lathat6, hogy ez a meghatdrozds nem pontos, hanem koriilird, olyan, mint a kozbeszédben hasznalatos abszt-
rakt fogalmaink értelmezése (asztal, ember, demokracia stb.). Néhdny mas tanulméany kozlése utan Cantor a hal-
mazelmélet teljes felépitését az 1895-ben, illetve 1897-ben megjelent Adalékok a transzfinit szdmok elméletéhez
cimii kétkotetes miivében fejtette ki. Ugy nézett ki, hogy az egész matematika — beleértve a formalis logikat is —
felépithets a halmazelméletre. Es amikor a matematikusok tobbsége mar elismerte a halmazelmélet fontossagat,
Cantor észrevette, hogy elméletében vannak bizonyos logikai problémak. Villaimcsapasként hatott a matematikusok
korében, hogy 1897-ben Cesare Burali-Forti (1861-1931) torinéi matematikus felfedezte a Cantor-féle halmaz-
elmélet egyik ellentmondasat. Egy masik ellentmonddsra Bertrand Russell (1872—-1970) abgol matematikus muta-
tott rd. (Ellentmondédsokat késébb masok is taldltak.) A kiutat keresve David Hilbert (1862-1943) német matema-
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tikus rdjott, hogy az ellentmonddas okozdja a halmaz fogalméanak pontatlan értelmezése, és azt kezelni lehetne, ha a
halmazelméletet olyan axiémadkra épitenék fel, amelyek a matematikdban el6fordul6 halmazok esetén teljesiilnek.
1908-ban Ernest Zermelo (1871-1953) megalkotta a halmazelmélet elsd axiomatikus felépitését, amelyet késébb
Adolf Abraham Fraenkel (1891-1965) jeruzsilemi matematikus egészitett ki. A Zermelo és Fraenkel axiémaival
felépitett halmazelméletbdl levezethetd a kordbbi un. naiv halmazelmélet, és benne az ismert antindmidk nem
1épnek fel. EbbdI azonban nem kovetkezik az elmélet ellentmondds-mentessége. Kurt Godel (1906—1978) osztrak
matematikus 1931-ben bebizonyitotta, hogy ha a Zermelo-Fraenkel axiémarendszer ellentmonddsmentes, akkor
tartalmaz olyan allitast, amely benne nem eldonthetd, és ez igaz az axiomatikusan felépitett matematikara is (lasd
Filep Laszl6 A tudomdnyok kirdlyndje cimi konyvét).

A moédszereinek koszonhetden az axiomatikus halmazelmélet polgarjogot nyert mint 6nalld, érdekes és fontos
matematikai elmélet, de igazi diadala csak az 1930-as években kezd6dott. 1932-ben Andrej Nyikoldjevics Kolmo-
gorov (1903-1987) prébalta a Brouwer-féle intuicionista logikét formalizalni. Ez vezette 6t el a valdszintiségelmélet
axiomatikus felépitéséhez. 1934-ben megjelent az axiomatikus halmazelméletre épitett ,,A valdszinliségszamitas
alapfogalmai” cimfi, nagy feltlinést kelt6 munkaja. Miutan Hilbert axiomatikus mddszerrel kidolgozta a réla el-
nevezett terek elméletét, ugyancsak 1934-ben francia matematikusok egy csoportja elhatarozta, hogy az axioma-
tikus halmazelméletre épitve, Hilberthez hasonlé szellemben megirt konyvekben bemutatja a matematika fon-
tosabb fejezeteit. 1939-tdl tiz, tobbkotetes miivet kozoltek, amelyeken szerz6ként a Nicolas Bourbaki dlnevet
tiintették fel. (Az 1870-71-es francia—német, illetve a krimi hdboriban szerepelt egy Bourbaki nevi tdbornok.)
A matematika elemei (Eléments de mathématique) konyvsorozat célja az volt, hogy bemutassdk a modern ma-
tematikai elméleteket. (A halmazelméletben ismert jeldléseket, valamint az injektiv, sziirjektiv, bijektiv szakkife-
jezéseket is nekik koszonhetjiik.) A tuddscsoport a matematika olyan djkori szintézisét, egységes fogalmakkal és
moédszerekkel rendelkez6 tudomanyként vald targyaldsat kivanta megvaldsitani, ami mélt6 az Euklidész Elemek
cim{i munkdjaban taldlhat6é gondos, preciz, és az 6kori fogalmak szerint szinte teljes felépitéshez. A matematika
teljes egységesitésére valo torekvésiik eredményesnek mondhatd; a huszadik szdzadra teljesen dtalakult a matema-
tika képe.

Ezeket a konyveket eldszor Franciaorszagban, késébb mashol is hasznéltdk az egyetemi oktatdsban. Amikor az
1960-as években a Bourbaki-matematika szemléletmédja és egyes fogalmai atszivarogtak az egyetemekrol az isko-
lai oktatasba, vilagszerte ,,iij matematikdrol” kezdtek beszélni. A tanterveket és a tankdnyveket ebben a szellemben
Ujrairtdk. Ezeknek a hatdsai sok orszdgban — koztiik Romdnidban is — érzddtek és érz6dnek ma is.

Erdekességként megemlitjiik, hogy a Bourbaki-matematika népszertisitéséhez jelentGsen hozzajarult a
Szputnyik—1-nek, a vilag els6 miiholdjanak az 1957. oktéber 4-én (a kazahsztani, mai bajkonuri {rrepiil6térrdl)
tortént fellovése Fold koriili palyara. Az eseményrdl az inditds masnapjan a Pravda megjelentetett egy rovid hirt.
Amerikdban panikként élték meg az emberek a ,fejiik felett repiilé voros Girhajot”. Az amerikaiak megértették,
hogy a Szovjetunidnak olyan fegyver van a kezében, amellyel a vildg barmely pontjara képes eljuttatni egy bombit,
esetleg atomtdltetet is. Eisenhower elnok meghallotta az amerikai tdrsadalom igényét a visszavdgdsra, és azonnal
keresni kezdte a rendelkezésre 4ll6 projekteket, amelyekkel a hosszabb tdvra hozott intézkedésekkel (a NASA
megalapitdsa) az orszdga miel6bb fel tud mutatni valamit a szovjet térnyerés ellensilyozasara. Tobbek kozott a
Kongresszus siirgdsséggel targyalta és iktatta be az 1958-as, National Defense Education Act (Nemzeti védelmi
képzési torvény) jogszabalyt, amely az amerikai iskoldkban a matematika és természettudoményok oktatdsanak
hangsulyosabba tételérdl rendelkezett az addigiakhoz képest. Kézenfekvd 6tlet volt, hogy a matematika oktatdsaba
bevezessék ott is a Bourbaki-féle ,,4j mddszert”. Ezzel bekovetkezett a mdodszer vilagszintli meghonosoddsa.

(3) A matematikai ismeretek és fogalmak felépitésénél a Bourbaki-féle tankonyvek, valamint a hozzajuk tar-
tozé tantervek megprobaltak logikai szempontbdl egyre pontosabb felépitést kovetni. Ennek kovetkeztében a re-
formok és valtoztatasok arra korlatozédtak, hogy logikai szempontbdl pontositottak azt, hogy milyen matematikai
ismereteknek kell megel6znie egy-egy 4j fogalom bevezetését. Ez valdban fontos kérdés egy axiomatikus felépités
esetén, de az emberi ismeretek nem axiomatikusan épiilnek fel. Gondoljunk arra, hogy Newton hogyan fedezte fel a
differencidlhdnyados fogalmét. Az egyenesvonali egyenletes mozgés és a szabadesés példajabol el6bb értelmezte a
pillanatnyi sebességet a kortilirt végtelen kicsi fogalma segitségével. Az integril fogalmanak értelmezését ugyan-
csak fizikai jelenségek tanulmanyozdsa el6zte meg. A hatarérték fogalmanak pontos értelmezése nélkiil a diffe-
rencidl- és integralszamitas akadalytalanul fejlodott, az alkalmazdsok szempontjabol minden lényeges fogalméat
és tételét felfedezték. Csak kozel 150 évvel késdbb jott ra Cauchy, hogy a végtelen kicsi fogalma nem pontos,
ezért a vele kapcsolatos tételek bizonyitdsa sem érvényes. Ettdl fiiggetleniil a differencidl- és integralszamitas —



10 15. Matematika és Informatika Alkalmazasokkal Konferencia, 2024. november 15—17., Csikszereda

koszonte szépen — megsziiletett, és kivirdgzott. Ne feledkezziink meg arrdl, hogy id6kdzben olyan matematikusok
munkélkodtak, mint Leibniz, a Bernoulli-testvérek, Euler, Lagrange stb.

A szakma legjobbjai — ldtva a Bourbaki-mddszer negativ hatdsait — tiltakoztak a mddszernek az iskolai ok-
tatdsba val6 bevezetése ellen. 1963-ban amerikai matematikusok egy csoportja (koztiik Pélya Gyorgy is) referen-
dumot nyujtott be a kormanyhoz, de hidba. A matematikusok egy része azonban nem adta fel a kdros matematikai
oktatds elleni kiizdelmet. Azt, hogy mit kifogasoltak, legvilagosabban Vlagyimir Igorjevics Arnold (1937-2010),
a szdzadforduld egyik leghiresebb matematikusa foglalta 6ssze: a merev, formalista Bourbaki-matematika csinya,
és tanitdsa a tanuldk ellen elkovetett biin.

Meghivott egyetemi vendégtanarként 1997. marcius 7-én Arnold a matematika tanitdsarél Parizsban tartott
tandcskozason hangsiilyozta, hogy ,,A matematika a fizika része. A fizika kisérleti tudomany, a természettudoményok
része. A matematika a fizikdnak az a része, ahol a kisérletek olcs6ak. A huszadik szdzad kdzepén megprobaltak
szétvalasztani a fizikat és a matematikat. A kovetkezmények katasztrofalisnak bizonyultak. Matematikusok egész
generacioi nottek fel ugy, hogy tudomanyuk felét sem ismerték, és persze teljes tudatlansdgban minden mas tu-
doményrdl. El6szor a didkjaiknak, majd az iskoldsoknak kezdték tanitani csinya skolasztikus dlmatematikdjukat.
Mivel a fizik4tdl elszakitott skolasztikus matematika nem alkalmas sem a tanitdsra, sem a mas tudomanyokban
val6 alkalmazdsra, az eredmény a matematikusok irdnti dltaldnos gy{ildlet lett — mind a szegény iskoldsok, mind
a felhasznalok részérdl. Ezen a ponton egy specidlis technikat fejlesztettek ki a matematikdban. Ez a techni-
ka a val6 vilagra alkalmazva néha hasznos, de néha onbecsapdshoz is vezethet. Ezt a technikdt modellezésnek
nevezik. Egy modell megalkotdsakor a kovetkezd idealizalds torténik: bizonyos tényeket, amelyeket csak bizo-
nyos valészinliséggel vagy bizonyos pontossdggal ismeriink, ,,abszolit” helyesnek tekintiink, és ,axiémaként”
fogadunk el. Ennek az ,abszolitumnak™ az értelme éppen abban rejlik, hogy megenged;jiik magunknak, hogy
ezeket a ,tényeket” a formalis logika szabalyai szerint haszndljuk, és ekozben ,tételnek” nyilvanitjuk mindazt,
amit levezethetiink belSliik.A , tiszta” deduktiv-axiomatikus matematika megteremtésére tett kisérletek a fizikdban
hasznalt séma (megfigyelés — modell — a modell vizsgalata — kovetkeztetések — megfigyelésekkel vald ellendrzés)
elvetéséhez és a definicid — tétel — bizonyitds sémdval val6 felvéltasdhoz vezettek... Minden olyan kisérlet, amely
arra irdnyul, hogy a fizikdnak és a valdsdgnak a matematikdba val6 ilyen beavatkozdsat nélkiilozze, szektdssag
és elszigetel6dés, amely minden értelmes ember szemében lerombolja a matematikdr6l mint hasznos emberi
tevékenységrdl alkotott képet.”

Ennek az el6addsnak kovetkezményeként a Bourbaki-csoport meghétrilt. Pierre Cartier, a csoport egyik tagja
elismerte, hogy helytelen a matematikat igy tanitani, ahogy a konyveikben le van {rva, mert azok a matematika
enciklopédidi. Ezeket tankonyveknek tekinteni katasztr6falis tévedés.

Az axiomatikus halmazelmélet 1ij ruhat biztositott a matematika szintetikus bemutataséra, de ett6l az nem so-
kat véltozott: a természettudomanyok ,,babaskoddsaval” sziiletett és virdgzott ki. Torténete kiilonosen a fizikaéval
mindig szorosan kapcsolddott és kapcsolddik ma is. J6 példa erre, hogy a folyadékok dramlasanak tanulmanyozasa
kozben maga Arnold rendkiviil fontos eredményekkel gazdagitotta a nemlinedris differencidlegyenletek elméletét.
Ugyanakkor ritkasdgszdmba mend tanar volt. Kiilonleges tehetsége volt ahhoz, hogy szép, 1j problémédkat talljon,
hogy felkeltse veliik tanitvanyainak érdekl6dését, és bevonja ket a munkdba. Rendkiviili el6ad6 volt a matemati-
kaoktatds minden szintjén. Nehéz, modern elméletek valtak egészen vilagossa és egyszeriivé az 6 kifejtésében. A
modern matematikaoktatast aligha lehetne jobban elképzelni, mint ahogy zsenidlis tankonyveiben le van irva.

Arnold hatdrozottan és nyiltan birdlta a mult szdzad kozepétSl a matematikaoktatdsban megnyilvanulé magas
szintli absztrakciés tendencidt. Nagyon hatdrozott véleménye volt arrdl, hogy az a felfogds, amelyet a Bourbaki-
iskola testesitett meg, negativ hatdssal volt a francia, majd késébb mds orszdgok matematikaoktatdsara is. Nagyon
aggasztotta az, amit a matematika és a természettudoményok 20. szdzadi viszonylagos eltdvoloddsa okozott. A
Bourbaki-mdédszer legfontosabb hidnyossdga, hogy nem veszi (kellképpen) figyelembe sem a matematikatorténet
tanulsagait, sem a matematika alkalmazhatésagat. Sajnos, ezeket a hibakat — példaul Roménidban — ma is elkovetik.

Hogyan lehetne valtoztatni a matematikatanitas mostani helyzetén? Szerintem feltétleniil figyelembe kell venni
Arnold meglatasait. Kétségtelen, hogy véleménye a matematikardl és annak tanitasarél helyes. Ot kellene kovet-
nilik azoknak is, akik a tanterveket 6sszeallitjak.

Kiilonos figyelmet kell forditani a matematika alkalmazésaira a fizikdban és mas tudomanyagakban, hiszen
azokbdl erednek a matematika fogalmai és tételei. A tananyagbdl ki kell hagyni a folosleges formalizmuso-
kat, mint példdul a halmazelméleti ismereteket, bonyolult dsszefiiggéseket, az indokolatlan altaldnositasokat €s
a nehézkes algoritmusokat. Ezaltal lehet csokkenteni a tananyagot. Es még valami: értelmetlen az az elvérds, hogy
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a kozépiskolaban tanitsunk meg minél tobbet abbdl, ami az alkalmazott tudomdanyok elsajatitdsdhoz sziikséges. A
Iényeg az, hogy amit tanulnak a tanulok, azt értsék és tudjik haszndlni.
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Egyensilyi gorbék digitalizalasa rektifikal6-oszlop
szamitasa céljabol
Andras Csaba Dezso, Gagyi Renata Irén, Matyas Laszlo, Salamon Rozalia Veronika,
Molnos Eva, Szép Alexandru
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Az egyszeri vagy ismételt szakaszos vagy folytonos leparlés tervezésének fontos 1épése az egyensulyi egységszam
becslése. Az egyszerii kétkomponens(i rendszerek relativ illékonysagra alapulé Fenske modellje tigy a numerikus
mint a grafikus megoldassal biztositja az egységszam pontos meghatarozasat.

Azonban az olyan bindris rendszereknél, amelyek azeotrop elegyet hoznak 1étre a grafikus megoldas elég nagy
hibalehetéséggel szamol. Epp ezért, f6leg azon rendszereknél, amelyek az azeotrop kornyékén nagyon megkozelitik
anégyzetdiagram diagram 4tl6jat a numerikus médszer gyorsabb és pontosabb eredményhez vezet, ha az egyensulyi
gorbét megfeleld Osszefiiggéssel helyettesitjiik.

Erre tobbféle megoldast dolgoztunk ki kezdve a kiilonbozd hatvanykitevdjli polinomoktdl egész a véltozéd
relativ illékonysdgu rendszerek els6dleges relativ illékonysag-osszetétel fliggvényekig.

A mérési gorbék digitalizdlasira alkalmazott program segitségével, meghatdrozhatova valt a véltoz6 illékonysag
esetében is az egyensulyi gorbe matematikai leirdsa, amely ismeretében az egységszam meghatdrozdsa Excel prog-
ramban elvégezhetd.
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Coulomb hullamfiiggvények csillagszeriiségi sugaranak aszimptotikus
hatvanysora
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A Bessel fiiggvények a klasszikus specidlis fiiggvények fontos elemei, és gyakran megjelennek a matematikai
analizis, matematikai fizika vagy mérnoki tudomanyokkal kapcsolatos problémékban. Geometriai tulajdonsagaik
tanulmanyozasat a komplex fiiggvénytan szempontjabol az 1960-as években Richard Brown, Thomas Hayden, Er-
win Kreyszig, Edward Merkes, John Todd, Malcom Robertson és Herbert Wilf kezdeményezte. Louis de Branges
egyrétl fiiggvényekre vonatkoz6 hires Bieberbach-sejtésének 1985-6s bizonyitdsat kdvetSen a hipergeometrikus
fliggvények a komplex fiiggvénytan reflektorfényébe keriiltek, és a kutatdk e fiiggvények geometriai tulajdonsagait
intenziven tanulményoztak az elmult évtizedekben. A hipergeometrikus fiiggvények csillagszertiségére és konve-
xitasara vonatkozé eredmények egy részét azonban csak elégséges (és nem sziikséges) feltételek formajdban si-
keriilt megadni, és néhdny esetben nem lehetett megtaldlni a paraméterek olyan optimalis tartomdnyat, amelyre a
megfeleld hipergeometrikus fiiggvények az egyréti fiiggvények néhdny ismert alosztalydba tartozzanak. A hiper-
geometrikus fiiggvényekkel kapcsolatos eredmények hatdsara az elmdlt néhany évtizedben a Bessel fiiggvények
geometriai tulajdonsagait (dgymint egyrétiiség, csillagszertiség, konvexitas, egyenletes konvexitas) is alaposan ta-
nulményoztdk a szakért6k. A Bessel fiiggvények esete szerencsésebb volt: sikeriilt meghatdrozni az els6fajui nor-
malizalt Bessel fliiggvények esetén a csillagszertiségi és konvexitasi sugarakat és rendet, egyenletes konvexitas
esetén is (lasd példaul a [BKS14] és [BS14] tanulmanyokat és az ezekben taldlhat6 szakirodalmat).

A [BN21] tanulmanyban a szerz&k a normalizalt, els6faju Bessel fliggvények csillagszertiségi sugaranak aszimp-
totikus viselkedését vizsgéltdk az ugynevezett Rayleigh 0sszegek és az aszimptotikus inverzid segitségével. Eb-
ben az el6éaddsban a normalizélt regularis Coulomb hulldmfiiggvények csillagszer(iségi sugardanak aszimptoti-
kus hatvanysorat vizsgaljuk kozonséges potencidlis polinomok segitségével. A bizonyitasok fontos elemei a re-
gularis Coulomb hulldmfiiggvények zérusainak Rayleigh 0sszegei, az aszimptotikus inverzié és néhany alapvetd
eredménye gtampach és Stovitek matematikusoknak a szabalyos Coulomb hulldmfiiggvényekre vonatkozéan (lasd
[SS14]). Az elbadas a [BKS24] tanulmanyon alapszik.

Hivatkozasok

[BKS24] A. BARICZ, P. KUMAR, S. SINGH, The radius of starlikeness of regular Coulomb wave functions, Proc.
Edinb. Math. Soc. (2024) (submitted).

[BKS14] A. BARICZ, P.A. KUPAN, R. SzASZ, The radius of starlikeness of normalized Bessel functions of the
first kind, Proc. Amer. Math. Soc. 142 (2014) 2019-2025.

[BN21] A. BARICZ, G. NEMES, Asymptotic expansions for the radii of starlikeness of normalised Bessel func-
tions, J. Math. Anal. Appl. 494 (2021) Art. 124624, 11 pp.

[BS14] A. BARICZ, R. SzAsz, The radius of convexity of normalized Bessel functions of the first kind, Anal.
Appl. 12(5) (2014) 485-509.

[SS14] F. STAMPACH, P. STOVICEK, Orthogonal polynomials associated with Coulomb wave functions, J. Math.
Anal. Appl. 419 (2014) 231-254.



14 15. Matematika és Informatika Alkalmazasokkal Konferencia, 2024. november 15—17., Csikszereda

A legjobb alland6 néhany algebrai egyenlotlenséghez
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Ennek a cikknek a célja, hogy megtaldlja a legjobb allandét a
k< f(a,b,c) (D
vagy

k= f(a,b,c) 2)

tipusu egyenl6tlenséghez, ahol a, b, ¢ pozitiv szamok, az f pedig egy raciondlis, szimmetrikus, homogén fiiggvény
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Az alkalmazott statisztika szdmtalan eszkozt biztosit a kornyezetvédelem teriiletén, kiilondsen a 1égszennyezéssel
kapcsolatos problémak alaposabb megértéséhez és kezeléséhez. A kutatdsaink sordn a statisztikai médszerek
széles korét alkalmaztuk, kezdve a leird statisztikatdl, mint az atlag, szérds és medidn, amelyek segitenek az
adatok alapvetd jellemzdinek feltdrdsaban. A kvartilis elemzés, illetve doboz diagramok (box-plot) segitségével
vizsgaltuk az adatok eloszldsét és az esetleges kiugrd értékeket. Tovabba a korreldcios elemzések, mint a Pear-
son és Spearman korrelacid, lehetdvé tették a kiilonbozd valtozok kozotti kapcesolatok feltarasat és értékelését.
Ezeken tilmenden a hierarchikus klaszterelemzés segitségével az adatokat csoportokba rendeztiik hasonlésagaik
alapjan, ami hozzdjarult a 1égszennyezéssel kapcsolatos mintazatok felismeréséhez. A f6 komponens elemzés
(PCA) segitett az adathalmazban rejlé fébb tényezdk azonositdsdban, csokkentve az adatok bonyolultsdgat és
segitve a dontéshozatalban. Az eldrejelzése modellek, lehetové tették szdmunkra a 1égszennyezési trendek és
jovdbeli kockédzatok pontosabb eldrejelzését, hozzajarulva ezzel a megel6z6 intézkedések kidolgozasahoz. Ezek
az eszkozok a hatékonyabb kornyezetvédelmi stratégiak kidolgozasdhoz jarulnak hozza.

The application of statistical methods in air pollution analysis

Katalin Bodor 2, Zsolt Bodor >, Alexandru Szép 2, Jézsef Szilagyi’

!Technology School “Venczel Jézsef”, Miercurea Ciuc
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Engineering, Department of Bioengineering
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alszep@uni.sapientia.ro szilagyijozsef@uni.sapientia.ro

Applied statistics provides numerous tools in environmental protection, especially for a deeper understanding
and management of issues related to air pollution. In our research, we employed a wide range of statistical met-
hods, starting with descriptive statistics such as mean, standard deviation, and median, which helped reveal the
fundamental characteristics of the data. Quartile analysis, using tools like box plots, allowed us to examine da-
ta distribution and identify potential outliers. Additionally, correlation analyses, including Pearson and Spearman
correlations, enabled us to explore and evaluate relationships between different variables. Moreover, hierarchical
cluster analysis helped us group data based on similarities, aiding in the recognition of patterns related to air poll-
ution. Principal component analysis (PCA) played a key role in identifying the main factors within the dataset,
reducing complexity, and assisting in decision-making. Forecasting models, allowed us to make more accurate
predictions regarding air pollution trends and future risks, contributing to the development of preventive measures.
These tools significantly enhance the effectiveness of environmental strategies, particularly in the analysis of air
quality data.
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A reprodukalhatosagi krizisrol az automatizalt epilepsziafelismerési
feladat példajan keresztiil
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Az objektivitds és reprodukédlhatésag (megismételhetdség) a tudomdnyossdg alapvetd ismérvei. Ha példaul
kutatok egy csoportja azt dllitja, hogy sikeriilt egy olyan neurdlis hdl6zatot kifejleszteniiik, amely képes a bérrdkos
anyajegyek automatikus felismerésére [[1], elvarjuk, hogy ugyanezen neurdlis hdl6zatot hasznidlva mésok is képesek
legyenek borrdkos anyajegyeket felismerni, s6t a kutatécsoport altal publikdlt leirds alapjan madasok is képesek
legyenek egy neurdlis hdlézatot 1étrehozni az adott feladat megoldasara.

A tudomdnyos eredmények reprodukdldsa kiilonboz6 tudoméanyteriileteken eltérd erdfeszitést igényelhet, és
az is el6fordul, hogy a publikdlt eredmények nem reprodukdlhatéak: a nemreprodukédlhaté eredmények ardnya
feltlin6en magas a pszicholdgidban, de — ahhoz hasonléan, mint amikor az ember f6z¢és kozben ugyanazon receptet
kovetve idénként odaégeti az ételt — a kémiai kisérletek megismétlése sem teljesen nyilvanvald [2].

A gépi tanulés teriiletén a reprodukalhatésdg elméletileg viszonylag egyszerlien biztosithat6. Elegendd, ha a
tudomdnyos munka az aldbbi harom kovetelménynek megfelel:

1. a modell tanitdsa sordn hasznalt adatok legyenek publikusan elérhetdk,
2. a modell tanitdsdhoz és teszteléséhez hasznalt szoftver (forraskdd) legyen publikusan elérhetd,

3. a szerz6k mellékeljenek egy rovid leirdst arrdl, hogyan kell az altaluk készitett szoftvert haszndlni, hogyan
lehet az eredményeiket reprodukdlni.

Megjegyzendd, hogy az utébbi két pont elméletileg a tanité algoritmus publikaldsaval is kivélthatd, ugyanakkor az
algoritmus pontos €s minden részletere kiterjedd lefrdsa az egyre Osszetettebb modellek és gépi tanuldsi eljarasok
mellett egyre nehezebb. Szintén megemlitjiik, hogy el6fordulhat, hogy a tanit6 algoritmus valamilyen véletlenszeri
valasztast tartlamaz (pl. a silyok inicializdldsa neurdlis hdl6zatok esetében), ekkor a véletlengenerator seed-jének
allitasa sziikséges az eredmények pontos reprodukalasahoz.

Annak ellenére, hogy a gépi tanuldsi eredmények reprodukalhatésaga viszonylag egyszertien biztosithat6 len-
ne, a gépi tanuldsra épiild elemeket tartalmazo publikacidk kozott szEép szammal tandlunk olyanokat, amelyekben
a gépi tanulést alkalmaz6 komponens leirdsa az el6bbi harom kdvetelmény egyikének sem felel meg. Példaként te-
kintjiik a tonikus-klénikus epilepszids rohamok gyorsuldsmérd adatok alapjan torténd automatizélt felismerésének
feladatat és ehhez kapcsoldddéan Beniczky és mtsai. [3], Regalia és mtsai. [4] valamint Onorati és mtsai. [S]] rangos
folyédiratokban megjelent munkait.

Egy tudomanyos eredmény érvényessége szempontjabol nem csak az szamit, hogy a k6zolt eredmények azonos
koriilmények kozott reprodukélhatok-e. Ennél taldn fontosabb is az a kérdés, hogy hasonlo koriilmények kozott
is hasonl6 eredményekre, kovetkeztetésekre jutnank-e [6]. A kordbbi, bérrdkfelismeréses példat folytatva: vajon a
rendszer a valds koriilmények kozott keletkezd adatok esetében is ugyanolyan pontos felismerésre képes-e, mint
az el6feldolgozott és valogatott adatokon?

Az el6adas felhivja a figyelmet, hogy egy tudomanyos éllitds er6sségének megitélése soran vegyiik figyelembe
a kapcsolddo eredmények reprodukdlhatésdgat, tovabbd a gépi tanulds és mesterséges intelligencia eszkoztaranak
hasznélatakor (pl. ChatGPT) tartsuk szem el§ a reprodukélhat6sdg szempontjét.
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Sikszimmetrikus centralis konfiguraciok jellemzése a
négytest-problémaban

Czirjak Zalan
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Modelleket mutatunk be a sikszimmetrikus centrélis konfiguraciok 4tfogé jellemzésére. Targyaljuk, amikor a
testek tomegeit a konfiguracidk alakja (belsd szogei) alapjan allapitjuk meg, és forditva, amikor a tomegek alapjan
allapitjuk meg a konfiguraciok alakjat (szogeit). Diagram alapti modellt mutatunk be a konkav alaku centralis kon-
figuracidk esetére, amikor adott tomegekre tobb kiilonboz6 alak is lehetséges. Alkalmazasképpen meghatarozzuk a
négy testbdl 4ll6 sikszimmetrikus centrilis konfigurdciok lehetséges tipusait, amikor a konfigurdcidk tartalmazzak
a Fold és a Hold tomegeit
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Magfiiggvényekre alapozott belsopontos modszerek elemzése
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A linedris komplementaritsi feladatok megoldasa érdekében egy 1ij, bels6pontos algoritmusokra vonatkozd,
keretrendszert vezetiink be, amely magfiiggvényeken alapszik. Ezéltal a magfiiggvényeknek egy 1j osztalyat hatarozzuk
meg, melyet a standard magfiiggvények osztdlydnak neveziink. Az altalanos belsGpontos mddszerhez egységes és
atfogd komplexitdselemzést nyudjtunk, valamint egy &ltaldnos eljarast dolgozunk ki a mddszer hosszui és rovid
Iépéses vdltozatainak iterdcids korlatjainak meghatdrozasara a standard magfiiggvények teljes osztdlya szdmadra.
Megmutatjuk, hogy a szakirodalomban elérhetd standard magfiiggvényekre az altalunk biztositott eljarassal meg-
kapjuk a legjobb iteraciés hatarokat.
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Az optimalis palyaszamitas mint a modell prediktiv
iranyitas része
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Az optimdlis palyaszamitds valamint a modell alapi prediktiv irdnyitds az optimélis irdnyitds elméletének gya-
korlati alkalmazdasait jelentik. A modern irdnyitastechnikdban ezek nagyon kedveltek lettek, mert az irdnyitds egy
nagyon hatékony mddszerét jelentik, amelyet gyakran alkalmaznak az 6nvezetd autdkndl, a drénok vagy repiils
szerkezetek valamint a humanoid robotok irdnyitasanal. A dolgozatban egy ilyen példat mutatunk be amelyet az
ACROBOT akronimként ismert rendszer esetében alkalmazunk.

Trajectory optimization as part of model predictive control

Laszl6 David , Katalin Gyorgy

Sapientia Hungarian University of Transylvania, Faculty of Technical and Human Sciences
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Trajectory optimization and model predictive control are model-based optimization approaches, built upon optimal
control theory. They are becoming increasingly popular in automotive systems, drone and aeronautics control and
robot control, because they offer an automatic way to stabilize highly dynamic systems, even for underactuated
systems motions. Also they offer the possibility to control legged robots, as humanoids. In this work we present
the ACROBOT trajectory optimization and control application.
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Negyedrendii nemlinearis sajatérték-probléma szingularis és szublinearis
potenciallal
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Ebben az el6adasban olyan negyedrendii parcidlis differencidlegyenleteket tanulmanyozunk nem-kompakt Ri-
emann sokasagokon, amelyek szingularis tagot tartalmaznak. A feladatot varidciés mddszerekkel tanulméanyozzuk,
azaz az egyenlethez hozza rendeljiik az Euler-Lagrange funkciondlt és annak kritikuspontjai szolgéltatjdk az egyen-
letiink megoldasat. A kritikuspontok 1étezéséhez egy Ricceri-tipusu tételt fogunk haszndlni.
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A Rajintelligencia Algoritmusok Teljesitményének Evolicidja

Filep Levente
Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem, Csikszeredai Kar

fileplevente@uni.sapientia.ro

A globdlis optimalizalas az alkalmazott matematika azon dga, amely arra 6sszpontosit, hogy olyan mddszereket
fejlesszen ki, amelyek dltaldban egy matematikai fiiggvény formdjdban leirt probléma globdlis optimuménak meg-
hatdrozasdra szolgalnak. A mérnoki tudomdnyokban, pénziigyekben €s a gépi tanuldsban val6 alkalmazdsai révén
ez a teriilet tovabbra is a kutatas kozéppontjaban all, és folyamatosan fejlédik.

Ahogy az alkalmazasi problémék egyre bonyolultabba valnak, gyakorlatilag lehetetlenné vélik elegendd szamu
pontban kiértékelni a célfiiggvényt ahhoz, hogy kell6 pontossaggal ralatasunk legyen a fiiggvény altal leirt keresési
tér formdjara és igy az optimum helyének megkozelitésére. Ilyen Osszetett problémdk esetén még egyetlen pont
kiértékelése is rendkiviil iddigényes lehet, amely 6rdkat vagy akdr napokat is igénybe vehet. Ilyen helyzetekben
gyakran alkalmazunk metaheurisztikus algoritmusokat a globdlis optimumok keresésére. Bar ezek a médszerek
nem garantaljak a globélis optimumok megtalalasat, az alkalmazott heurisztikak fiiggvényében gyakran talalhatunk
,elég j6” megolddsokat.

A rajintelligencia (Swarm Intelligence, SI) algoritmusok egy olyan metaheurisztikus algoritmusosztaly, ame-
lyek keresési heurisztikdit a természetbeli rajok viselkedése ihlette, mint péld4ul kiilonféle dllatok, madarak, halak
rajai, vagy mads természetes jelenségek, példaul fizikai részecskék vagy testek rajai. A rajokban 1év6 egyének
alapvet6 tigynokok a rendszerben, akik egyszeri szabalyokat kdvetnek, am 0sszességében cselekedeteik kollektiv
intelligencidt hoznak 1étre, innen ered a rajintelligencia elnevezés.

Az elmult harom évtizedben a kutaték szdmos ilyen algoritmust javasoltak és valdsitottak meg, a legfrissebb
felmérések szerint mintegy 400-at. Ebben a tanulmanyban néhdny ilyen jol ismert és konnyen hozzaférhetd algo-
ritmust vizsgalok meg, a legrégebbiektdl a legijabbakig, és 0sszehasonlitom ezek teljesitményét.
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Olyan f, g : R — R n-edfokid (n € N, n > 2) monom fiiggvényeket tanulmanyozunk, amelyek teljesitik az

y"f(z) =2"g(y)

feltételes egyenletet egy adott gorbe dsszes (x, y) pontjdra.
Azt talaljuk, hogy a legtobb (de nem az Gsszes) vizsgélt esetben f és g egyenld és folytonos.
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Optimalitasi kritériumok geometriai vizsgalata
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Ez a kutatés a korlatozott nemlinedris optimalizaldsi problémak megolddsara 6sszpontosit. Amikor stabil meg-
oldéasra van sziikségiink, az egyik leggyakrabban hasznilt mddszer az Intervallumos Branch and Bound (IBB).
Azonban az IBB implementicidk tobbsége nem hasznélja a Karush-Kuhn-Tucker (KKT) vagy Fritz-John (FJ)
optimalitasi feltételeket, amely segitene kisziirni a nem optimadlis intervallumokat. Ezek alkalmazasahoz egy inter-
vallumértékd linearis egyenletrendszert kell megoldanunk, ami sokszor nehézkes lehet, mivel az intervallumok tul
szélesek, vagy a rendszerben tul sok folosleges feltétel taldlhatd. Ez gyakran negativ eredményekhez vezet, és csak
noveli a szadmitasi id6t.

Eldaddsunkban bemutatunk egy elézetes tesztet, amely lehet§vé teszi, hogy a Fritz-John optimalitasi feltételek
csak akkor oldjuk meg, ha mas médon nem tudjuk kizarni a megoldas 1étezését az adott intervallumban. Felhivjuk
a figyelmet a Fritz-John egyenletrendszer megoldasanak nehézségeire. Bevezetiink egy mddszert, amely sordn az
aktiv feltételek gradienseinek intervallumos befoglaldsdval eldontjiik, hogy az adott intervallum tartalmazhatja-
e az optimdlis megoldast. Ha a teszt igazolddik, akkor megoldjuk a Fritz-John egyenletrendszert, amivel idedlis
esetben redukdlhatjuk vagy kizdrhatjuk az intervallumot.
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Ebben az el6addsban olyan tenzorokat tanulményozunk, amelyek felbonthat6ak a sajat egy-rangi kozelitéseik
segitségével. Tehdt azok a tenzorok érdekelnek, amelyek felbonthatok a kovetkez6 eljardssal: szamoljunk ki egy
kritikus egy-rangu kozelitését a tenzornak, ezt vonjuk ki belSle, szamitsuk ki az Gjonnan kapott, d.n. defllt ten-
zor egy kritikus egy-rangu kozelitését, és ismételjiik az eljarast, amig nullat nem kapunk. A tagok szdma egy
ilyen bontdsban meghaladhatja a tenzor rangjat. Ezenkiviil ez a felbontés fiigghet az egy-rangu tagok kivonasi sor-
rendjétdl. Ha azonban a felbontdsban szerepl$ 0sszes egy-rangu tenzor ortogondlis legalabb két tényez&ben, akkor
nem szadmit a tagok kivondsi sorrendje, és igy a felbontds a sorrendt6l fiiggetleniil érvényes. Az ilyen felbontdst
megengedd tenzorokat biortogonalisnak nevezziik, és ezeknek a tenzoroknak a geometridjat vizsgaljuk.
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Moédszertani meguijulas a parbeszéd-orientalt szoftverfejlesztés
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A nagy nyelvi modellek a parbeszéd-alapi programozds révén atformaljak a programozds és a szoftverfej-
lesztés aktivitdsokat és szerepkoroket, 1j kihivasok elé allitva a hagyomanyos informatikai oktatast. Az eléadas
iparagi trendeket és kutatdsi eredményeket ismertet az nagy nyelvi modellek és emberi programozok teljesitményének
osszehasonlitdsa terén, ravilagitva a soron kovetkezd generdcid elott alld kihivdsokra és lehet6ségekre. Ezen
feliil egy atfogd keretrendszert vazol fel a mesterséges intelligencia-alapi péaros programozds oktatdsban vald
integraldsira, amely a reflexion alapulé tanuldst, a fokozatos komplexitdsnovelést, a kreativ autondmiét és az
irdnyitott Al-feliigyeletet helyezi el6térbe.
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Problémagenerator és a felso sarok algoritmus egy 2 dimenzios téglalapos
szabasi problémanal
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A problémageneritorok hasznosak lehetnek bizonyos algoritmusok hatékonysdganak lemérésére. Esetiinkben egy
szabds - csomagolasi problémahoz készitettiik. Ez a problémagenerator 2 dimenzids nagy téglalapon kisebb téglalapokat
hoz 1étre, s igy tokéletes lefedését biztositja a nagy téglalapnak.

A szakirodalomban hidnyp6tld, viszont csak algoritmusok versenyeztetésére hasznalhato. A felsd sarok algorit-
must, amely az egyik szerzd otletére épiil teszteljiik ezzel a probléma generatorral. Ez a médszer kikiiszoboli a holt
tér keletkezését, ami az egyszer(ibb algoritmusok velejaréja. Az algoritmus még a genetikus algoritmus aspektusait
is magan hordozza.

A genetikus algoritmus a kis téglalapok lehelyezési sorrendjében és a fels6 sarok kivalasztasaban vesz részt.
A modszer azért gyorsabb mds algoritmusokndl, mert a lehetséges elhelyezésnél csak 3 sarkat kell megvizsgaljon,
s ha azok nem fednek mds, mar elhelyezett téglalapot, akkor a kovetkezd 1épésben csak a kis téglalap egységnyi
széleire kell elvégezni ugyanazt a vizsgalatot.
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Legyen 2025 Bolyai Farkas-év!

Kasa Zoltan

Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem, Marosvasarhelyi Kar

kasa@ms.sapientia.ro

1775. februar 9-én sziiletett Bolyai Farkas, aki nemcsak Bolyai Janos apja, tanitdja €s inspirdldja, de jelentSs
matematikus is volt. Els6 életrajzir6ja, Paul Stickel szerint vele kezd6dik a magyarorszdgi matematikai kutatas
torténete.

Janos irta apja haldlakor: ,Bolyai Farkas teljesen egyenld rangii Gauss-szal. Mindent dsszevéve, egyetlen ha-
lando sem lehet tokéletes. Farkas munkdssdga sem kevésbé fontos, és elonyosebbnek tartom, hogy inkdbb az
utobbinak vezetése alatt dlltam, mint a Gaussé alatt, mert Gauss sohasem csepegtette volna belém a matematika, és
még kevésbé a filozdfia irdnti tiszta lelkesedést, és egydltaldn, nem lett volna képes onképzésemnek legkevesebb és
legjobb részének ugy jdrulni hozzd, mint Bolyai Farkas. Egy Euklid, Archimedes, Newton, Euler, Lagrange, Gauss
és Bolyai Farkas mily nagy tanitoi a vildgnak! S hol lenne ma a tudomdny, ha akdrmelyik kimaradott volna?” ”

Az el6adasban bemutatom elképzeléseimet arrdl, hogy hogyan lehetne mélté médon megiinnepelni ezt a 250.
évfordulét.

Hivatkozasok
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Algoritmika a szinpadon: hallgat6i megitélés

Katai Zoltan
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A bemutatésra keriilé tanulméany egy algoritmikai tartalmu szinpadi jelenetsorozatot bemutaté videdval kap-
csolatos hallgatéi visszajelzéseket vizsgdl nyolc dimenzié mentén: kognitiv elény, elkotelez8dési elényok, elkote-
lez6dési tényezdk, filmes jellemzok, észlelt hasznossag, észlelt élvezet, kompatibilitas és attitlid. A kutatdsban 214
els6éves hallgaté vett részt, akiket szakteriiletiik (szamitastechnikai tudomanyok, miszaki mérnoki tudomanyok,
kertészmérnoki tudomdanyok, tdrsadalom- és humédntudomanyok) és kordbbi programozési tapasztalataik (nulla,
némi, jelentSs tapasztalat) alapjan osztottunk csoportokra.

Az eszkozt minden dimenzié mentén pozitivan értékelték a hallgatdk, a legmagasabb atlagpontszamot az at-
tittid kapta. Noha a legtobb dimenzi6 esetében nem mutatkozott jelent6s féhatds a szakteriilet vagy a programozasi
tapasztalat alapjan, a halad6 programozdasi ismeretekkel rendelkez és a szdmitastechnikai teriileteken tanul6 hall-
gatok szignifikdnsan magasabb kognitiv eldnyoket jelentettek, ami arra utal, hogy az algoritmikdban val6 jartassag
noveli a vided észlelt kognitiv értékét.

Ezzel szemben a programozasi tapasztalattal nem rendelkezd résztvevdk a nem-kognitiv dimenzidkat értékelték
jobban, ami valészinileg a vided esztétikai tulajdonsagainak és magdval ragad¢ jellegének nagyobb hangsilyozasat
tiikrozi. Ezek az eredmények 6sszhangban vannak a kordbbi kutatdsokkal, amelyek szerint a jol megtervezett ok-
tatdsi eszkdzok hatékonyak lehetnek mind a technikai, mind a nem technikai hétter( hallgat6k esetében. A jovébeli
kutatdsoknak érdemes lenne tovabbi tényezdket is vizsgalniuk, mint példdul a kognitiv stilusok és tanuldsi prefe-
renciak.
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Alkalmazott gépi tanulasi problémak a lapterjesztésben

Kolumban Sandor, Burszan Hunor

Babes-Bolyai Tudomanyegyetem, Explorer Consulting

sandor.kolumban@ubbcluj.ro, hunor.burszan@explorer-consulting.ro

Az utobbi id6ben a nyomtatott kiadvanyok irdnti kereslet csokkenSben van, rdadasul ezek terjesztése sok
szempontbdl specidlis, jelentdsen eltér az atlagos értékesitési folyamatoktdl. Ilyen kornyezetben nem meglepd,
hogy a terjesztd véllalkozdsok javitani probaljak a tevékenységiik hatékonysagit és novelni probaljak az eladott
példanyszamokat.

Az el6adas keretében a lapterjesztési tevékenység specifikumainak éttekintésével kezdiink. A rendelkezésre
all6 adatok struktirajanak bemutatdsa utdn elemezziik, hogy milyen célok tlizhetéek ki egy ilyen vallalkozas
szamara. Ezek kozott kiemeljiik az értékesitési helyek javasldsat, valamint értékesitési helyek kozotti kiadvanyelosztast.

Az értékesitési helyekkel kapcsolatos feladat megolddsara egy alacsonyrangd madtrix kiegészitésen alapuld
algoritmust mutatunk be.

A helyekkel kapcsolatos kérdések megoldasa utdn a ténylegesen kiszéllitandé mennyiségek meghatirozasat
tekintjiik at. Statisztikai alapu termek udjraelosztdsi algoritmust javaslunk egy 4j helyszinen torténd értékesités
elkezdésének.

Az algoritmusok bemutatdsa utdn az ezeket tdmogatd és megvaldsito elkésziilt szoftverrendszert mutatjuk be
mind felhasznél6i, mind fejleszt6i szemszogbdl.

Zarasként egy ilyen projekt finanszirozasi lehet6ségeir6l fogalmazunk meg par gondolatot.
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33 éve Erdélyben a Nemes Tihamér Nemzetkozi Programozasi Verseny

Kovacs Lehel Istvan

Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem, Marosvasarhely

klehel@ms.sapientia.ro

2024-ben szerveztiik meg a Nemes Tihamér Nemzetkozi Programozdasi Verseny Erdélyi Regiond-lis Fordul6janak
33. kiadésat. JelentSs id6szak ez a 33 év, hisz iskolds és kozépiskolds didkok ez-rei vettek részt a kiillonbozd
forduldkon, a verseny meghatdrozta a tovabbjutok szakmai el6me-netelét, pdlyavélasztisat, egyetemista életét. A
verseny 33 éve sordn 699 iskolabdl 24 406 tanul vett részt a helyi / megyei forduldkon, 384 iskolabol 1588 didk
vett részt az erdélyi regiondlis dontdn (1192 a 2000-2001-es tanévtdl), valamint 483 tanulé a budapesti nemzetko6zi
dontén (380 a 2000-2001-es tanévtdl). Ha az iskoldk évenkénti szamat 6sszesitjiik, akkor 38 erdélyi iskola vett
részt a Nemes Tihamér Versenyen, ezek koziil harom folytonosan minden évben, hdrom pedig csak egy-egy év
kieséssel. Legtobb didkot a Szatmarnémeti — Kolcsey Ferenc kiildott, 258-at (42, 118, 98 korosztilyi lebontdsban),
azutdn a Marosvasarhely — Bolyai Farkas kovetkezik, 210 didkkal (7, 93, 110 korosztdlyonkénti lebontdsban),
majd a Székelyudvarhely — Tamési Aron 4ll a harmadik helyen 137 didkkal (0, 64, 73). Kilenc olyan iskola van,
amelyekbdl az évek sordn csak egy-egy tanuld jutott tovabb az erdélyi regiondlis dontére. A budapesti dontére
jutds sorrendje is ugyanez 101 (16, 44, 41); 66 (3, 24, 39); valamint 40 (0, 20, 20) tanuléval.

20 erdélyi didk vett részt a kiilonb6zd olimpiai vdlogatokon, két didklany pedig hdrom alkalommal vett részt az
EGOI didkolimpidn, a legmagasabb megszerzett dij az olimpiai eziistérem volt (2021-ben). Ha a korcsoportonkénti
lebontast vessziik figyelembe, akkor azt mondhatjuk el, hogy a 2000-2001-es tanévtdl kezdédSen 85 tanuld az 1.
korcsoportbdl (V=VIII. osztaly), 541 tanuld a II. korcsoportbdl (IX—X. osztdly), 566 tanuld pedig a III. korcso-
portbdl (XI-XIIL.) vett részt az erdélyi regiondlis dont6n, a budapesti dontd pedig igy alakult: 1. korcsoport: 37, II.
korcsoport: 151, I1I. korcsoport pedig 192.

Megfigyelhetjiik, hogy mig a II. és a III. korcsoportban kozel ugyanannyi tanulé versenyezett, addig az L.
korcsoport messze elmarad ett6l a szamt6l. Ez annak tulajdonithat, hogy az erdélyi iskoldkban, az V-VIII.
osztalyokban nem mindenhol folyik informatika, jelesen programozas oktatas.

Orvendetes, hogy az erdélyi magyar tanuldkat ilyen szinten is érdekli az informatika, a programozas, és nem-
zetkozi szinten is igen szép eredményeket érnek el!
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Ajanlorendszerek osszehasonlité elemzése

Kristé Csongor, Pal Laszlo
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Az ajanlérendszerek kulcsszerepet jatszanak az e-kereskedelemben és a kozosségi médidkban, javitva az tigyfélélményt
és novelve az értékesitést. Kiilonbozd tipusai koziil a kollaborativ szfirés [[L] a felhaszndlok vagy termékek kozotti
hasonlésdgok alapjan készit ajanldsokat, mig a tartalom alapd rendszerek [3]] a termékek sajatossdgait veszik
figyelembe. A hibrid rendszerek [3] célja ezeknek a megkozelitéseknek kombindldsaval a pontosabb ajanlasok
létrehozésa. Tanulméanyunk célja a meméria és modell alapu kollaborativ algoritmusok, valamint a TF-IDF [2] és
SBERT [4] hatékonysaganak vizsgalata egy hibrid rendszer fejlesztése érdekében.
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A roman allami nyugdijrendszer dinamikus szcenarié elemzése
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A kutatdsban a romén 4llami nyugdijrendszer dontéshoz6i szdmdra optimdlis, minimdlis gazdasdgi és tarsadalmi
koltségekkel jaré szcendridk keriilnek bemutatdsra, 2024-2040 periédusban. A szcendridk tartalmazzdk az op-
timdlis dontések sorozatit és azok meghozatalanak id&pontjait. A nyugdijrendszer dinamikdja a Bellman-féle di-
namikai egyenletre alapozva keriil modellezésre. A dinamikus modellben minimalizal4sra keriil a biintet6fiiggvény,
amelynek bemeneti paraméterei: nyugdijkorhatdr, brutt6 orszagos atlagbér, jarulékszint, elérehozott nyugdijasok
aranya, foglalkoztatott nyugdijasok ardnya, foglalkoztatottsagi rata valamint a populdcié dinamikai paraméterek.

A dinamikus programozasi modell lehetvé teszi egy orszdg nyugdij modelljének implementalasat, esetiink-
ben a romdn allami nyugdijrendszer torvényes kereteit. A kiilonb6z6 torvényi véltoztatdsok a modell adaptiv
jellegébdl adéddan konnyen beépithetdk a dinamikus rendszerbe. Tovabba a modell és a hozzatartozé program
Osszességében lehetdséget ad a dontéshozé szamara, hogy a meghatdrozott prioritasi sorrend alapjan, megadja az
életminGséget mutaté biintetSfiiggvényben a silyok értékeit. Igy kiilonboz6 nyugdijrendszer-politikdkat kaphat. A
megvaldsitdsdhoz a MATLAB programozasi kornyezetet hasznaltuk.

A jelen munkat Magyarorszag Collegium Talentum programja timogatja.
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Preferencia-homogén értékfiiggvény a kilataselméletben
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Sapientia-Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem, Csikszeredai Kar, Gazdasdgtudomanyi Tanszék

makozoltan@uni.sapientia.ro, salamonjulia@uni.sapientia.ro

A kilataselmélet szamos alkalmazdsa a kockazatkezelésben és a tobbkritériumos dontéshozatalban implicit médon
feltételezi, hogy a dontéshozok értékfiiggvényei preferencia-homogének és referenciaértékiik nulla.

Az elbadas keretében a preferencia-homogenitds fogalmat kiterjesztjiik arra az esetre, amikor a referenciaérték
nem nulla. Bizonyitjuk, hogy egy preferencia-homogén, referenciafiiggd értékfiiggvény kifejezhets egy kétvaltozos,
pozitiv homogén fiiggvény valamint egy pozitiv értékii egyvéltozds fiiggvény szorzataként tigy a nyereségekre,
mint a veszteségekre vonatkozéan. Meghatarozzuk a preferencia-homogén értékfiiggvény rugalmassaganak altalanos
képletét is.

Megmutatjuk, hogy egy kétvaltozds preferencia-homogén értékfiiggvény kielégiti a Markowitz-kdvetelményeket,
ha a referenciaérték dontésrdl dontésre valtozik, nyereséges kilatdsok esetén kis pozitiv szam, veszteséges kilatdsok
esetén pedig kis negativ szam.

Alkalmazasként bemutatunk egy olyan preferencia-homogén tobbkritériumd dontési modellt, amely a kumu-
lativ kilatdselméleten alapul.
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Aszimmetrikus Kripto, hibak és félreértések

Marton Gyongyvér
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A kriptografia tudoményos alapokon valé kidolgozdsa az 1970-es években kezd6dott, és az elmiilt évek akadémiai
kutatdsainak koszonhetGen napjainkban a szdmitogépes adatbiztonsag egyik legstabilabb teriiletének szamit. Mind-
ezek ellenére a kriptogréfiai algoritmusokat 6vatosan kell kezelni, mert értelmezésiikkor, alkalmazdsukkor, az imp-
lementacidk kivitelezésekor szamos biztonsagi rést idézhetiink eld.

Jelen el6addsban elsdsorban az aszimmetrikus kriptografia teriiletéhez tartoz6 algoritmusok jelenlegi problémairdl
fogunk beszélni, amelyek biztonsdga lényegében harom szdmelméleti probléma (egész szdmok felett értelmezett
faktorizaci6 probléma, primtestek felett értelmezett diszkrét logaritmus probléma, és elliptikus gorbék felett értelmezett
diszkrét logaritmus probléma) feltételezett nehézségén alapszik.
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Azonossagok hasznalata egyenletek megoldasara
Martin Nicholas

Kaposvar
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A dolgozat célja, hogy bemutasson egy 1j médszert a kobos, kvartikus €s néhdny kvintikus egyenlet meg-
olddsara. A dolgozat eredeti Gtlete az volt, hogy valami homadlyos értelemben az

a® +b* 4+ & = 3abe = (a+ b+ ) (a> +b° + ¢ — ab— ac — be)

osszefiiggésnek,amellyel a kozépiskolaban taldlkozhatunk, elegendének kell lennie a kobos egyenlet megoldasahoz.
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A diffizios egyenlet szimmetrikus 6nhasonlé megoldasai végtelen
tartomanyra

Matyas Laszlé' és Barna Imre Ferenc?

I Biomérnoki Tanszék, Sapientia EMTE, 530104 Csikszereda, Szabadsg tér 1.
2 HUN-REN Wigner Fizikai Kutatékézpont, Konkoly Thege Miklés it 29-33, 1121 Budapest

A diffdzié egy viszonylag altaldnos jelenség, mely mind a hétranszport, mind a részecsketranszport egyik le-
hetséges esete. Gyakorlati szempontbdl a hétranszportot felhasznald egyik legkézenfekvbb alkalmazas a hcseréld.
A diffizids egyenletet vizsgaljuk olyan esetben, amikor nincsenek véges tartomanyra vonatkoz6 megszoritasok.
A térbeli plusz és minusz végtelenhez tarté peremfeltételek nulldt vagy konkrét véges értéket jelentenek. A ha-
gyomanyos megoldas a Gauss féle megoldas.
Jelen munkédban a Gauss eloszldson tilmutaté egyébb megoldasok is kovetkeznek egy onhasonlé formaliz-
musbdl. Ezen megolddsok egy része szimmetriukus a térvéaltozora nézve, 1évén péros vagy paratlan.
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Szemléletesen is — kozéppontos hatszogszamok néhany tulajdonsagarol

Molnar Istvan

Gal Ferenc Egyetem, Gazdasdgi Kar, Békéscsaba

molnar.istvan@gfe.hu

Az oktatds, a tanulds folyamata sordn a vizualizaciénak fontos szerepet kell kapnia, hiszen a természetes in-
formdacidszerzéshez ez 4ll a legkdzelebb. A szemléletes bizonyitdsok bemutatdsa, megértetése segithet abban is,
hogy egy problémat minél tobb felSl, minél tobb tton prébaljunk meg megkozeliteni. Természetesen a szemléltetés
sem elegendd onmagdban. A vizudlis levezetések, és az algebrai bizonyitdsok egyiittes alkalmazdsa biztosithatja
az érzéki megismerés és az elvont gondolkodas szoros kapcsolatanak kiépitését a tanuldsban.

Az elbadas sordn a kozéppontos hatszogszamok (olyan ,,alakzatokat” jellemeznek, ahol a kdzéppontban egy
pont van, és azt hatszog alakd ,,pontrétegek” vesznek koriil) tobb tulajdonsdga keriil bemutatdsra matematikai leve-
zetések segitségével és ezen tulajdonsagok egy része pedig szemléletes bizonyitasok alapjan is. Ezen tulajdonsagok
koziil néhany:

Ha az n-edik kozéppontos hatszogszdmot H,,-nel, az n-edik négyzetszamot (),,-nel és az n-edik hdromszog-
szamot T),-nel jeloljiik, akkor

1 Hy=6-Tp 1 +1

2. H,+2- T, 1 = Qon_1

3. Hy =Ton1+ Qn-

4 Hypyp = Hy + Hy, + 60k — 1
5. Hayp 1 =9-H, —2

6. Hy +Hy+ Hs+ -+ H, =n?
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Egy geometriai versenyfeladat és altalanositasai

Németh Laszlo

Soproni Egyetem, Faipari és Kreativipari Kar, Alaptudomanyi Intézet

nemeth.laszlo@uni-sopron.hu

A geometriai feladatok megolddsa gyakran igényel kreativ gondolkoddst. Ha egy kicsit is valtoztatunk a
feltételeken, esetleg altaldnositunk, akkor elképzelhetd, hogy csak nagyon hosszi és dsszetett gondolatsorral ju-
tunk a megolddshoz. Ha mér megsejtettiik a megoldést, mar tudjuk, hogy mit kellene bizonyitani, akkor sokkal
konnyebb helyzetben vagyunk. A GeoGebra szoftver a sejtések meghatarozasara jol alkalmazhat6.

Az el6adasban a Nemzetkozi Matematika Olimpia (International Mathematical Olympiad — IMO) egy geomet-
ria versenyfeladatat és annak altaldnositasait mutatjuk be.

1. feladat (IMO 1995 Problem 1). Legyen A, B, C, D egy egyenes négy kiilonbizd pontja, amelyek ebben a
sorrendben fekszenek az egyenesen. Az AC, ill. BD dtméré folé rajzolt kirok metszéspontjai legyenek X és Y.
Az XY egyenes metszéspontja a BC egyenessel legyen Z. P legyen az XY egyenes egy Z-t6l kiilonbozd pontja.
A CP egyenes metszéspontjai az AC' dtmérdji korrel legyenek C és M, a BP egyenes metszéspontjai a BD
dtmérdjii kirrel legyenek B és N. Bizonyitsuk be, hogy az AM, DN és XY egyenesek egy ponton mennek dt.

(http://db.komal hu/KomalHU/cikk.phtml?id=199517)

A feladatnak Hamzi¢ és Sabanac [I]] egy egyszerii analitikus megoldast adta. Késébb Hamzi¢, Németh, és
Sabanac [2] altaldnositotta a feladatot nem feltétlen metsz6 korokre és analitikusan bebizonyitotta, hogy a két kor
hatvényvonala lesz az az egyenes, amely invaridns. MetszG korok esetén, az[I] feladatban az invaridns egyenes az
XY egyenes.

Csiba et al. [13] tovabb 4ltalanositottak az IMO feladatot korok helyett altalanos kipszeletek (ellipszis, hiperbo-
la, parabola, kor) esetére is. Meghatdroztdk, hogy az|l| feladatban szerepld szerkesztést alkalmazva egy altalanos
egyenes minden pontjdra az egyenes képe kupszelet. A szerzdk a projektiv geometria eszkozeinek felhasznaldsaval
megadtak az invarians egyenesek eseteit is.

Hivatkozasok
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Az elsoéves hallgatok kognitiv képességeinek fejlodése a szamitogépes
gondolkodas tiikrében

Osztian Palma Rozalia, Katai Zoltan, Osztian Erika

Debreceni Egyetem Informatikai Kar, Sapientia Erdélyi Magyar Tudoméanyegyetem Marosvasarhelyi Kar

osztian.palma@ms.sapientia.ro, katai zoltan@ms.sapientia.ro,
osztian@ms.sapientia.ro

A szamitégépes gondolkodas (CT) nagyon fontos szerepet jatszik a problémamegoldd képesség és logikus
gondolkodas teriiletén. Ez a képesség mar egészen fiatal kortdl kezdve elSsegiti a strukturdlt gondolkodast, az
algoritmusok konnyebb megértését és a rendszerszintli szemléletmdd kialakuldsat.

Tovabba, jelentdsen befolydsolhatja a kognitiv képességek (CCAT, RPM) fejlédését is, mely szoros kapcsolat-
ban van az absztrakciés készségekkel, mintafelismeréssel és logikus érveléssel. Ezek a képességek nem csupén az
iskolai vagy egyetemi képzéseken valé teljesitést segitik el, hanem id6vel a munkavallalasban is kiemelt szerepet
jatszanak.

Meéréseink soran harom teszt segitségével (CT, RPM, CCAT) szerettiink volna valaszt kapni az els6éves hall-
gatok szamitdgépes gondolkoddsanak és kognitiv képességeinek kozotti osszefiiggésre.

Kulcsszavak: szdmitogépes gondolkodds, kognitiv képesség, problémamegoldds, intelligencia, oktatds
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Numerikus médszerek vizsgalata véletlen egyiitthatéju keresleti modellek
paraméterbecslésére

Pal Laszlo, Sandor Zsolt
Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem, Csikszeredai Kar

pallaszlo@uni.sapientia.ro, sandorzsolt@uni.sapientia.ro

A BLP (Berry, Levinsohn és Pakes, 1995) [[1] modell széles korben hasznalt fogyasztéi preferencidk becslésére. Ez
amodell egy nemlinedris, korlatos optimalizalasi problémaként kezelhetd, amelyben a célfiiggvény kiszamitdsdhoz
egy nemlinedris egyenletrendszert kell megoldani minden paraméterértékre. Ebben a tanulmanyban [4] a fix-
pont iterdcids moédszert vizsgdljuk derivalt- és derivaltmentes nemlinedris optimalizdlék mellett a modell pa-
ramétereinek becslésére. Tovabba a fixpont iterdcidé gyorsitdsdara a Spectral és Squarem [5] algoritmusokat al-
kalmazzuk. Az eredményeket 8sszehasonlitjuk olyan kordbban javasolt médszerek eredményeivel, mint az MPEC
(mathematical programming with equilibrium constraints) [2] vagy az ABLP (approximated BLP) [3]].
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Parabolikus barrier fiiggvényre épiilo belsopontos algoritmus linearis
optimalizalasra

Rigo6 Petra Renata, Eisenberg-Nagy Marianna, Illés Tibor, Yurii Nesterov

Budapesti Corvinus Egyetem

petra.rigo@uni-corvinus.hu

Egy 1j prediktor-korrektor bels6pontos algoritmust vezetiink be linedris optimalizélési feladatok megoldésara.
A feladatot egy magasabb dimenziods térbe dgyazzuk be modellezési valtozok bevezetésével. A kiterjesztett térben
egy Uj parabolikus barrier fiiggvényt alkalmazunk, amely kulcsszerepet jatszik az algoritmus megfogalmazasaban
és elemzésében is. Az Uj algoritmus érint6 keresési irdnyra épiil. Az algoritmus bonyolultsdgara vonatkozé elemzés
fébb 1épéseit is ismertetjiik.
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Intervallumos korrelalt egyensilyi feladatok

Salamon Julia

Sapientia-Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem, Csikszeredai Kar

salamonjulia@uni.sapientia.ro

Bevezetjiik az erds korreldlt egyensiily fogalmat a kétszemélyes jatékokban, ahol a jatékosok kifizetései interval-
lumokkal vannak megadva.

A korreldlt egyensuly szoveges definicidja a kovetkez6: Minden jatékos egy nyilvanos jel megfigyelése alapjan
hozza meg a dontését. A nyilvanos jel alapjan minden jatékosnak kell valasztania egy cselekvést. Ha egyetlen
jatékosnak sem érdeke eltérni a kivalasztott cselekvéstdl, feltéve, hogy a tobbiek sem térnek el, akkor ezt a stratégiat
leiro egyiittes valdszinlségi eloszlast korreldlt egyensilynak nevezziik.

Igazolunk egy 1étezési tételt az erds korreldlt egyensilyi feladatokra. Az erds korreldlt egyensuly az er6s Nash
egyenstlyok 4ltaldnositdsa. Példat adunk olyan intervallumos kétszemélyes jatékokra, amelyeknek van erds kor-
relalt egyensulyuk, de nincsenek erés Nash egyenstlyi pontjaik.
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Linearis rekurziokkal generalt polinomok

Szalay Laszlo

Soproni Egyetem, Alaptudomanyi Intézet, Sopron

szalay.laszlo@uni-sopron.hu

Vildgszerete népszer(i t¢éma a masodrend( linedris rekurzidk elméletének kutatdsa. Kevesebben foglalkoznak
viszont magasabb rendii rekurzidkkal, bar az utébbi id6ben a harmadrendd sorozatok is egyre inkdbb el6térbe
keriilnek. Az el6addsban bemutatunk egy ismert azonossagot, majd tobb 1épcsdn keresztiil harom egymadsra épiils
altalanositasat. A linedris rekurzidkkal generdlt homogén polinomok szorosan kapcsolédnak bizonyos diofantikus
egyenletek megolddsahoz.
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Neuralis halozatok paraméterrobusztussaga
Szasz Attila

Szegedi Tudomanyegyetem, Informatikai Intézet

szasz@inf.u-szeged.hu

A neurdlis hil6zatok kiemelkedd figyelmet kaptak az elmiilt években, mind a felhasznél6i, mind a kutatdsi ol-
dalrdl. Napjainkban szdmos teriileten alkalmazzdk &ket, ilyen példdul a szamitégépes latds és a beszédfelismerés.
A kutatdsok dont6 tobbsége az egyre pontosabb és megbizhatébb hdlézatok eldéllitdsanak irdnydba mozdult el. A
megbizhatd, mas néven robusztus hil6zatok tanitdsdnak érdekében szamos tanitasi technikét javasoltak a kutatok.
A mddszerek dontd tobbsége két csoportba sorolhatd. Az adverzilis tanitas [1] alapu algoritmusok ellenséges
példak felett optimalizaljak a hal6zatok paramétereit. A mindsitett [2] (certified) tanitas alapi moédszerek pedig
befoglaldst szamitanak a hal6zat kimeneteire, majd a korlatok alapjan feltételezhetd legrosszabb esetet minima-
liz4ljak. A bemenet fokusza timadasok mellett, a hdlézatok paraméter tdimadésa is el6térbe keriilt. Az ilyen tipusu
tdmadasok a hél6zatok paramétereit modositjdk és ezaltal valtjak ki az ellenséges viselkedést. Ezek alapjan ki-
dolgoztak olyan tanitdsi médszereket, melyek a hil6zatok paraméterstabilitdsanak elérését is beépitik a tanitdsi
folyamatba, melyek koziil a szakirodalomban legelterjedtebb az Adverzdlis Siily Perturbdcio (AWP) (3] médszere
lett. Az algoritmus legf6bb hatranya, hogy a legrosszabb esetet erésen alulbecsiili, igy nem nyujt kell védelmet
a paramétertdmaddsok ellen. Kutatdsunk sordn feltartuk az AWP algoritmus legjelent6sebb gyenge pontjit, és ja-
vasoltunk egy certified alapu tanitdalgoritmust, amely szamos esetben novelte a halézatok ellenalloképességét a
paramétertdimadasokkal szemben.
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A Sendov és Schmeisser sejtésekrol

Szasz Robert és Horvath Sandor
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A Sendov sejtés azt éllitja, hogy ha egy P polinomnak az sszes gyoke az egységsugard |z| < 1 zdrt kérlapon
van, akkor barmely gyokre, mint kdzéppontra szerkesztett egységsugari zért korlap lefedi a P'(z) = 0 egyenlet
legatabb egy gyokét.

Szadmos erGsebb dllitas sziiletett az évek sordn, a legtobb hibdsnak bizonyult, kivéve Gerhard Schmeisser pro-
fessor ur allitasat.

A Schmeisser sejtés azt mondja, hogy a gyokok zart konvex burka minden pontja rendelkezik azzal a tulaj-
donsdggal, hogy a pontra mint kézéppontra szerkesztett egységsugari zart korlap tartalmazza a P'(z) = 0 egyenlet
legatdbb egy gyokét.

A cikkiinkben erre a két llitdsra vonatkozdan bizonyitunk néhdny tételt.
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[1] Gerhard Schmeisser, Bemerkungen zu einer Vermutung von Ilieff, Math. Z. 111, (1969) p.121- 125

[2] Gerhard Schmeisser, On Ilieff’s Conjecture, Math. Z. 156, (1977) p. 165 - 173

[3] Gerhard Schmeisser, Qazi Ibadur Rahman, Analytic Theory of Polynomials, London Mathematical Society
Monographs, 2002

[4] T. Sheil-Small, Complex polynomials, Cambridge University Press 2002



15. Matematika és Informatika Alkalmazasokkal Konferencia, 2024. november 15—17., Csikszereda 47

Gabriel-Roiter-mérték és alkalmazasai

Szanto Csaba
BBTE Matematika Informatika Kar
csaba.szanto@ubbcluj.ro

A Gabriel-Roiter-mértéket (roviden GR-mértéket) P. Gabriel vezette be azzal a céllal, hogy egyfajta kombi-
natorikus interpretaciét adjon arra az indukcids sémadra, amelyet A.V.Roiter az algebrak reprezenticiéelméletének
egyik fontos tétele, az elsd Brauer-Thrall sejtés bizonyitdsa sordn hasznlt.

Egy hosszabb mell6zottségi periddus utdn Ringel fedezi fel és alkalmazza tjra ezen mértéket, méghozza az
Artin-algebrak reprezenticidelméletének egyik alapeszkozeként.

Az eldadasban bemutatjuk a mérték értelmezését és kiilonféle reprezentdcidéelméleti alkalmazdsait.
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Unnepi megemlékezés Bolyai Janos sziiletésének szazadik évforduléjan a
Kolozsvari Magyar Kiralyi Ferenc Jozsef Tudomanyegyetemen

Szenkovits Ferenc
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Magyar Matematika és Informatika Intézet
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Bolyai Farkas vélhetSleg gottingeni tanulmdnyai sordn ismerkedett meg a geometria megalapozdsdban oly
kitlintetett pArhuzamossagi axiémaval kapcsolatos kérdésekkel. Erdélybe vald hazatérése utan évekig probalta bi-
zonyitani az axiémdt, de prébélkozdsai természetesen nem vezettek sikerhez. Kozben 1802-ben megsziiletik fia
Bolyai Janos, akit igen nagy gonddal nevel, és aki apja mellett megismerkedik a geometriai alapok e kritikus
kérdésével is. A kudarcos probalkozasok keserével telt apa va inti fidt a pArhuzamosok problémajatdl, de a tiltott
gyiimolcs mindig a legédesebb, és a zseni fitinak 1823-ra megsziiletik eredeti gondolata, ami nem az axiéma bi-
zonyitdsat eredményezi, hanem annak elvetésére, illetve helyettesitésére alapulé geometridk lehet6ségét tarta fel.
A letisztult gondolatok nyomtatdsban az apa segitségével jelennek meg, Farkas Tentamenjének mellékleteként,
Appendix cimen, 1832-ben. A latin nyelven kozolt eredmények sajnos évtizedekkel megel6zték a kortarsak be-
fogadoképességét. Még a matematikusok korondzatlan fejedelme, a nagy Gauss is csak visszafogottan dicséri a
munkat, és sajnos semmit se tesz annak érdekében, hogy ezek a korszakalkoté 1j eredmények bekeriiljenek a
koztudatba. Bolyai Janos munkdssdga teljesen ismeretlen marad, a meg nem értett zseni keserliségével hal meg
erdélyi maganyaban. Evtizedeknek kell eltelni, mire a geometriai gondolkodds fejlédése eléri azt a szintet, hogy
Bolyai Janos gondolatai is mélté helyiikre keriiljenek, el6bb kiilf6ldon, majd a kiilfoldi kutatok érdeklddése révén
Magyarorszagon a Tudomanyos Akadémian is felfigyeljenek a hazai tajakon sziiletett korszakalkot6 eredményekre,
kutatni kezdjék a két Bolyai hagyatékit. Az 1872-ben alapitott kolozsvéri egyetemen kezdetben nem volt olyan
matematikus, aki értette volna a Bolyai-geometriit, annak jelentdségét. Késobb jelentek meg azok a képzett pro-
fesszorok: Réthy Mor, Valyi Gyula, Schlesinger Lajos, akik kutatni kezdték a Bolyai-geometridt, ismertették,
tanitottdk annak elemit €s akik szdmdra vildgossd valt Bolyai Jdnos eredményeinek jelent6sége. A nemzetkozi
elismerés hatdsara a kolozsvari egyetem is nagyszabdasu iinnepséget rendezett Bolyai Janos sziiletésének szdzadik
évforduléjara. El6addsom célja ennek az tinnepségnek az ismertetése, ami példa is lehet arra, hogy miként tiszte-
leghet az utokor szellemi nagyjaink elott.
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Tanuljunk meg hazudni!

Tuzson Zoltan

Benedek Elek Pedagdgiai Liceum, Székelyudvarhely

tuzo60@gmail.com

A cim lattan lehet, hogy sokan ravagndk, hogy miért is kellene megtanulni hazudni, hiszen megy az magatdl
is! Ugyanis ha valaki azt allitja, hogy ,,ma sz€p id6 van” ha le akarom hazudni, maris azt mondom, hogy ,,ma nincs
sz&p id8”. Vajon tényleg ilyen egyszer(i lenne hazudni, hogy egyszeriien csak a ,,nem” szdcskdval letagadjuk az
allitast?

Nézziik csak a kovetkezé allitast:

s: ,,ha el6jott a szivarvany, akkor kék a fli és zold az ég”

Na vajon hogyan is hazudnank le (tagadnank) ezt az éllitast? Bizonyara nem sokan tudndnak ,helyesen ha-
zudni” ebben az esetben, ugyanis az 4llitds tagaddsa nem is olyan egyszerd. Es mit6l bonyolult? Hét att6l, hogy a
kijelentésben jelen vannak az ugynevezett ,,logikai miiveletek”

Az elbadas a logikai kijelentések tagaddsat targyalja.

A bemutatottak alapjan a Tisztelt hallgat6 bizonydra rdjohet arra, hogy a hasznélt logikai miiveletektdl fiiggen,
mennyire bonyolult is lehet egy-egy Gsszetett allitas tagaddsa. Eppen ezért a tagadds elvégzése alapos koriilte-
kintést, és figyelmet igényel, persze a szabdlyok betartasa mellett.
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Szolgaltatasminoség javitasa
hibatiir6 atvalasztas és gépi tanulas segitségével
Vass Balazs

Babes-Bolyai Tudomanyegyetem, Matematika és Informatika Kar,
Magyar Matematika és Informatika Intézet
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem, Villamosmérnoki és Informatikai Kar,
Tavkozlési és Mesterséges Intelligencia Tanszék

balazs.vass@ubbcluj.ro

Napjainkra az internet kulcsfontossagu infrastruktirdva valt, mivel az olyan kritikus szolgéltatasok, mint példaul
a tdvsebészet és az autondm vezetés, egyre inkabb a tavkozlésre tdmaszkodnak. E kihivdsok kezelése érdekében
megbizhat6 €s alacsony késleltetésli kommunikdcids csatorndk kiépitésére van sziikség. A megbizhaté internet
megteremtése megkoveteli az eszkdzhibak és a nagy kiterjedési regionalis katasztréfak elleni védelmet. Az dltalam
elnyert, 2024 szeptemberétdl két évig futd, az MSCA dltal finanszirozott QoSeRM projekt célja az internet megbizhatésdganak
novelése azdltal, hogy javitja a végpon- tok kozotti elérhetdséget, amely egy kritikus szolgaltatdsmindségi mutatd
(Quality of Service, QoS). A projekt idésor-eldrejelzési technikdkat és jol skdldzodo hibatlirs itvonal-vélasztasi al-
goritmusokat kombindl annak érdekében, hogy hatékonyan hasznalja ki a gerinchal6zatban egyébként kihasznalatlanul
maradé savszélességeket. A projekt egy célja, hogy a merdben eltérd filozofiaju mesterséges intelligencia és kom-
binatorikus optimalizalds integraldsaval 6tvozze e két teriilet erosségeit.

Quality of Service enhancement with
Resilient routing and Machine learning

Balazs Vass

Faculty of Mathematics and Computer Science, Babes-Bolyai University, Cluj Napoca, Romania
Department of Telecommunications and Artificial Intelligence (TMIT), Faculty of Electrical Engineering and
Informatics (VIK), Budapest University of Technology and Economics (BME), Budapest, Hungary

balazs.vass@ubbcluj.ro

The internet is critical as mission-critical services like telesurgery and autonomous driving increasingly rely
on telecommunications. Addressing these challenges requires the establishment of ultra-reliable and low-latency
communication channels. Creating a dependable internet necessitates protection against equipment failures and
large-scale regional disasters. The MSCA-funded QoSeRM project aims to enhance end-to-end availability, a cru-
cial Quality of Service metric, to improve the reliability of the internet. It combines advanced time series predicti-
on techniques with resilient routing algorithms to effectively utilise spare link capacities and redundant data. The
project aims to leverage the strengths of both fields, despite their differing philosophies, by integrating artificial
intelligence and combinatorial optimisation.
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A statisztika oktatasa az altalanos és kozépiskolakban
A kozépértékek szélsoérték tulajdonsagarol

Zakarias Adrienn, Olah-Gal Rébert
Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem, Csikszeredai Kar

zakariasadrienn@uni.sapientia.ro, olahgalrobert@uni.sapientia.ro

A kozgazdasdgtanban gyakran el6fordul a szE€ls6érték-keresés, mint optimalizdlsi feladat. Példaul hatdrozzuk meg
egy keresleti vagy bevételi fliggvény alapjan, hogy melyik az optimadlis ar az eladdshoz. Ugyanakkor a gazdasagi
feladatokban szintén stirtin megjelennek a kozépértékek (példaul szamtani atlag, medidn), mint helyzetmutatok.
Ezek 0sszefoglald jellemzést adnak az adatok eloszlasardl és segitséget nyujtanak a dontéshozatalban. Elsore talan
nem gondolnank, de a két emlitett feladattipus szoros kapcsolatban van, Osszefiigg egymdéssal. A kozépértékek
meghatdrozasa sz€ls6érték-, pontosabban minimumkeresési feladatot jelent.

A négy, kozgazdasagtani teriileten is sokszor alkalmazott és ismert, kozépérték a szamtani, mértani, har-
monikus atlag, illetve a medidn. Mig a szdmtani atlag és medidn ugy mikrodkonémiai, mint makrookonémiai
adatsorok Osszehasonlitdsakor eldkeriil (pl. fizetések, vallalati profitok stb.), addig a mértani atlagot bonyolul-
tabb szdmitdsokkor, példdul befektetések, portfoliok hosszi tdvid hozaméanak kiszdmitdsakor, valamint Osszetett
arindexek meghatarozdsakor (Fischer-féle drindex), a harmonikus kozepet pedig példaul drfolyam-nyereség ardny
(P/E ratio) meghatarozdsdhoz hasznaljak.

Egy adatsor esetén a szamtani atlag az attdl val6 eltérések négyzetét minimalizalja, a median viszont az abszolt
eltérésekkel teszi ezt, ezért robusztusabb, kevésbé érzékeny a kiugré értékekre. A mértani atlag a logaritmusos
eltérések négyzetét, a harmonikus pedig az adatok inverzével beszorzott négyzetes eltéréseket minimalizalja.

Legyenek a; az adatsor egyes elemei, f; az egyes elemek gyakorisagai. Keressiik azon = valés szamokat,
melyek az alabbi fliggvényeket minimalizaljak. Ezen z értékek rendre a szdmtani kdzepet, medidn értéket, mértani
és harmonikus kozepet adjak meg.
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Ezen tételeknek a belatasa sz€p bizonyitasi folyamat, mely segiti megérteni a széls6érték-keresés 1ényegét,
ahogy azt a matematikus és pedagdgus Pélya Gyorgy megfogalmazta: ,,a maximum- és minimumfeladatok eszményitik
a természet €s sajat magunk hajlamét arra, hogy minimalis eréfeszitéssel optimdlis eredményt érjiink el.”



