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Félig-felügyelt tanulás kernelek seǵıtségével
Felügyelt és félig-felügyelt tanulás

I felügyelt:
D = {(xxx i , yi ) |xxx i ∈ X ⊆ Rd , yi ∈ {−1,+1}, i = 1, . . . , `};
keressük f : X → {−1,+1}-et, amely egyezik D-vel

I félig-felügyelt:
D = {(xxx i , yi ) | i = 1, . . . , `} ∪ {xxx j | j = `+ 1, . . . , `+ u =: N},
`� u;

I indukt́ıv: keressük f : X → {−1,+1}-et, amely egyezik D-vel
+ DU felhasználása

I transzdukt́ıv: keressük f : DU → {−1,+1}-et felhasználva a
D = DL ∪ DU adatokat

0 5 10

−6

−4

−2

0

2

4

0 5 10

−6

−4

−2

0

2

4

3/1
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Bodó ZalánKernel módszerek a gépi tanulásban

I James Mercer (1909): minden folytonos szimmetrikus pozit́ıv
definit kernel függvény feĺırható skalárszorzatként egy
(nagydimenziós) térben

I kernel: k(xxx ,zzz) = 〈φ(xxx), φ(zzz)〉 = φ(xxx)′φ(zzz), feature leképezés:
φ : X → H

I alkalmazható minden geometriai konstrukció esetén, ha az
szögeket, hosszokat és távolságokat használFEJEZET 6. KERNEL MÓDSZEREK 132
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6.1. ábra. Az XOR feladat – bal oldali ábra – és a nemlineáris vetítés, mely szeparál-
hatóvá teszi az adatokat – jobbra

tól a legtávolabb van. Ez összekapcsolható a 2.4. fejezetben említett regularizáció
módszerével, ugyanis ez a hipersík a legstabilabb a lehetséges hipersíkok közül. A
módszer kernelesített alkalmazásáig sok évnek kellett eltelnie: a paradigma a modern
számítógépek kapacitásának nagymértékű bővülésével lett népszerű.

19. példa. []„Mi újat hoz egy lineáris módszer kernelesítése?”
A kérdésre az XOR feladattal válaszolunk a 4.4 részből. A feladat a 6.1.a ábrán
látható négy pont két osztályba való sorolása, ahol a osztályok kódjai az XOR függvény
kimenetei. A pontjaink

X =

{
(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)

}

és hozzájuk a {−1, 1, 1,−1} címkék tartoznak, ebben a sorrendben. Korábban beláttuk,
hogy az adatok lineárisan nem szétválaszthatók – a 6.1.a ábra pontjait nem tudjuk ket-
téosztani úgy, hogy a két kör egy félsík egyik felén, a két „X” a félsík másik felén legyen.
A megoldáshoz az adatokat vetítjük a következő függvény szerint:

φ(xxx) =
[
x21, x

2
2,
√
2x1x2

]T
(6.1)

a háromdimenziós euklidészi térbe, ahol xk az xxx vektor k-adik komponensét jelöli. A

kutató, majd 2002-től a NEC Princeton-i kutatócsoportjában csatlakozik a „Machine
Learning” csoporthoz. 1995 óta a londoni Royal Holloway egyetem, 2003 óta pedig
a New York-i Columbia egyetem professzora.
Kutatási eredményei közül fontosak a „szupport vektor gépek” és az ezt megalapozó
Vapnik-Chervonenkis elmélet. Wikipedia Vapnik-ról
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1. ábra. Az XOR feladat: (a) input térben, (b) másodfokú polinomiális kernel

által generált térben.
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Gyakran használt kernelek:

I lineáris:
k(xxx ,zzz) = xxx ′zzz

I polynomiális:
k(xxx ,zzz) = (axxx ′zzz + b)c

I Gauss-féle, RBF:

k(xxx ,zzz) = exp

(
−‖xxx − zzz‖2

2σ2

)

I szigmoid:
k(xxx ,zzz) = tanh(axxx ′zzz + r)
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Adatfüggő (data-dependent) kernelek

I hagyományos kernelek: D1 6= D2 adathalmazok esetén,
xxx ,zzz ∈ D1 ∩ D2

k(xxx ,zzz) = k(xxx ,zzz)

I adatfüggő kernelek: D1 6= D2 adathalmazok esetén,
xxx ,zzz ∈ D1 ∩ D2

k(xxx ,zzz ;D1) m k(xxx ,zzz ;D2)

ahol
”
m”-et

”
nem feltétlenül egyenlő”-ként olvassuk

I felügyelt tanulás + adatfüggő kernelek = félig-felügyelt
tanulás
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Félig-felügyelt tanulás
kernelekkel és hashing

módszerek
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Klaszter-kernelek
I klaszter feltevés (cluster assumption): ha két pont

ugyanabban a klaszterben van, nagy valósźınűséggel
ugyanabba az osztályba is tartoznak (= ua. a ćımkéjük)

I hierarchikus klaszter-kernel:
I használjuk a hierarchikus klaszterezésből származó

távolságokat (single, complete, average linkage)
I hasznos tulajdonság: ultrametrikus távolságmátrixot

eredményez az adatokon

ült be-csúsz-nak bi-zony-ta-lan-ság di-men-zió-csök-ken-tő el-osz-lás el-osz-lá-sa e-
red-mé-nye-ként ér-té-kek-hez fel-́ır-ha-tó fel-é-ṕı-ti fo-lya-ma-tok-kal függ-vény függ-vé-
nyek függ-vé-nyét függ-vény-ről függ-vény-tér-nek függ-vény-cso-port-nak gon-dol-ko-dó
Gaussz=-fo-lya-ma-tok-kal ge-ne-rál-ja hogy i-deg-rend-sze-rünk-nek il-lesz-ke-dő kap-
csol-juk kép-let kép-le-tét ki-szá-mı́-ta-ni kom-plex-itá-sa ma-gya-ráz-ni ma-xi-mi-zá-lá-
sán meg-ha-tá-ro-zá-sa meg-ha-tá-roz-ni meg-ta-lá-lá-sa met-szés-pont-já-nál mi-nő-sé-ge
mi-ni-mi-zál-ja mo-del-lek mo-del-le-zés-ben mű-ve-let négy-ze-tek négy-ze-tes osz-tály
osz-tá-lyoz osz-tá-lyo-zó össze-a-dás sú-lyok-hoz szak-i-ro-da-lom-ban szá-mı́-tó-gép=-
tech-no-ló-gia sze-rin-ti szük-ség-sze-rű ter-mé-sze-te-sen tu-laj-don-ság-nál va-la-mi-lyen
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Tétel [Fischer, 2003]

Adott ultrametrikus MMM esetén a − 1
2
MMMc = − 1

2
JJJMMMJJJ mátrix egy

Gram-mátrix lesz, amely a zzz i , i = 1, 2, . . . ,N vektorok skalárszorzatait
tartalmazza, melyek euklideszi távolságai az MMM-ben vannak
(JJJ = III − (1/N)111111′).

I az algoritmus: (i) pontok hierarchikus klaszterezése, (ii)
Mij = linkage távolság az eredő ultrametikus fában a
legközelebbi közös felmenőnél, Mii = 0. 7/1
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I átsúlyozó klaszter-kernelek:
I kernel kombinációk: KKK 1 +KKK 2, a ·KKK , KKK 1 �KKK 2
I átsúlyozó klaszter-kernel: KKK = KKK rw �KKKb, ahol

I KKKb = alap kernel (pl. Gauss, polinomiális stb.)
I KKK rw = átsúlyozó kernel

I Gauss-féle átsúlyozó kernel:

krw(xxx ,zzz) = exp

(
− 1

2σ2
‖UUU ·xxx −UUU ·zzz‖2

)
I skalárszorzat alapú átsúlyozó kernelek:

KKK rw = UUU ′UUU + α · 111111′, α ∈ [0, 1)

KKK rw = β ·UUU ′UUU + 111111′, β ∈ (0,∞)

ahol UUU a K × N méretű klaszter hovatartozási mátrix
(oszlopokban)

I probléma: általánośıtás – közeĺıtő módszerek
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Legközelebbi szomszédok gyors keresése

Legközelebbi szomszédok keresése pozit́ıv definit kernelekkel
I egyenlőtlenségek:

d2(x, z) ≥ k(x, x) + k(z, z)− 2
√
k(x, x)k(z, z)

d2(x, z) ≥ 1

2
k(z, z)− k(x, x)

I tároljuk a maximális d2
max távolságot, és mindig megnézzük,

hogy pl. 1
2k(z, z)− k(x, x) ≥ d2

max
I a száḿıtások akár 50%-át megtakaŕıthatjuk

x

y

z

1

3

6

2

5

9

4

8

7

001100

110010

. . .

. . .

010100

1, 3, 6, . . .

4, 7, 8, . . .

. . .

. . .

2, 5, 9, . . .

1

2. ábra. Locality-sensitive hashing
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Locality-sensitive hashing1 véletlen hiperśıkokkal
I Hamming-távolság hatékonyan kiszáḿıtható:

dH(uuu,vvv) =
n∑

i=1

(uuuXORvvv)

I a k darab hash függvényünk legyen

hi (uuu) =

{
1, rrr ′iuuu ≥ 0
0, rrr ′iuuu < 0

, i = 1, 2, . . . , k , rrr ∈ Rd véletlen vektor

I egy xxx ponthoz rendelt bináris hash szekvencia

[h1(xxx), h2(xxx), . . . , hk(xxx)]

I ekkor:

P(hrrr (u) = hrrr (v)) = 1−θ(uuu,vvv)

π

uuu

vvv

rrr

1Helyérzékeny haśıtás/hashelés 10/1
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Hash kulcsok kiterjesztése ćımkézett adatok seǵıtségével

I feltételezzük, hogy vannak ćımkézett pontjaink (minden
osztályból)

I valamilyen hashing módszerrel előálĺıtott bináris kulcsok +
hibajav́ıtó kódok seǵıtségével tańıtott félig-felügyelt
módszerek (ECOC)

I ECOC:
I kódmátrix:

MMM =


1 1 1 −1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1
−1 1 −1 1 −1 1
−1 −1 1 −1 1 1


I MMM (osztályok száma ×c) minden oszlopára betańıtunk egy

félig-felügyelt modellt
I kimenet: fi (xxx) = a FF módszer kimenete, i = 1, . . . , c

I kiterjesztett kulcsok:

[h1(xxx), . . . , hk(xxx), f1(xxx), . . . , fc(xxx)︸ ︷︷ ︸
kiterjesztés

]
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Köszönöm a figyelmet!
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