A fugegvények approximacioelméletének néhany
kérdése

Finta Zoltan

Weierstrass (1880): barmely f € Cla,b] esetén létezik (P,) polinomfiiggvény
sorozat ugy, hogy P, (z) — f(x) — 0, n — 0o, z—ben egyenletesen.

Bernstein (1912): (B,(f))(z) = En: < Z )xk(l —z)"kf (i) , feC]o,1]

k=0

e G. G. Lorentz: Bernstein Polynomials, Chelsea Publishing Company, New York,
1986.

Korovkin (1953): legyen (L,)n>1, Ly : Cla,b] — Cl|a,b], pozitiv linedris operator
sorozat. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy barmely f € Cla,b] esetén
(Ln(f)(z) — f(z) — 0, n — 0o, x—ben egyenletesen az, hogy (L,(e;))(z) —e;(x) —
0, n — oo, x—ben egyenletesen, ahol ¢;(x) = 2%, i € {0,1,2}.

e F. Altomare, M. Campiti: Korovkin-type Approximation Theory and its Ap-
plications, Walter de Gruyter, Berlin New York, 1994.

(Ln)n>1 pozitiv linedris operdtor sorozat, ahol L, : C(l,p) — C(lup) és 1oy =
[a7 b]? [a7 b)’ (a7 b]’ (a/7 b)

(1) az approximdcid problémdja: mely f fiiggvényekre lesz (L, (f))(z) — f(x) — 0,
n — 0o, r—ben egyenletesen?

(2) a szaturdcié problémdja: mi az elérhetd legjobb approximéciés rend és ez
mely fliggvényekre valésul meg? Az (L,),>1 operdtor sorozat szaturdcios
rendje o, az I, intervallumon, ha az o, '{(L,(f))(z) — f(z)} — 0, n — oo,
x—ben egyenletesen feltételbdl kovetkezik, hogy f édllandé fliggvény az I,
intervallumon, de létezik olyan f € C(I,p) nem éllandé fliggvény, melyre
a Y{(L.(f))(z) — f(z)} egyenletesen korldtos az x szerint, n — oc.
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(3) a nem optimdlis approximdcid problémdja: jellemezziik azon fiiggvényeket,
amelyek adott (dltaldban (n~®)—nak vélasztott) rendben kozelitheték az L,

operatorokkal.
Példa: % (o) [k
Szész-Mirakjan-féle operdtorok: (S,(f))(z) =e™ > n/j f () , f € [0, 00)
= k! n

(1) (Su(f)(x)— f(x) — 0, n — oo, z—ben egyenletesen < f(z?) fiiggvény egyen-
letesen folytonos a [0, co) intervallumon.

(2) Ha f € Cy]0, 00) fliggvényre létezik olyan (ny)xg>1 sorozat, hogy ng{(S,, (f))(z)—
f(z)} — 0, k — oo, egyenletesen x szerint, akkor f allandé fliggvény. Tovabba
n{(S.(f))(z) — f(x)}, n — oo, egyenletesen korlatos x szerint < f differ-
encialhatd, f’ abszolut folytonos és x f”(x) korlatos a [0, c0) intervallumon.

(3) f e Cyl0,00) és0 < a < 1esetén n®*{(S,(f))(x)— f(z)}, n — oo, egyenletesen
korldtos az x szerint < h=2*z{f(x) — 2f(x + h) + f(x + 2h)}, h — 0+ 0,
egyenletesen korlatos x szerint

e Z. Ditzian, V. Totik: Moduli of Smoothness, Springer, New York, 1987.

Popoviciu (1937):

(B - £ < 3 (£, 72) € COALs € P 1L =12
Sikkema (1961):
o sup 1BaD) =71

feCOI\Iy n>1 W (f, ﬁ)

= 1.08988...

e R. Paltanea: Approzimation Theory Using Positive Linear Operators, Birkhéauser,
Boston-Basel-Berlin, 2004.

Freud (1968): létezik C' > 0 gy, hogy

Iwﬂﬁﬂﬂ—f@HSCw(ﬁ “ﬁj”),

minden f € C[0,1], z € [0,1], n =1,2,... esetén



Megjegyzés: ha 0 < a < 2, f € C|0,1] agy, hogy ws(f,t) < Mt*, t > 0 valamely
M > 0 esetén, akkor

z(1—x)

a/2
) , xel0,1],n=1,2,...
n

(Bu(1)(x) — f(x)] < OM(

Berens, Lorentz (1972): legyen 0 < a < 2. Ekkor létezik C' = C'(a) > 0 gy, hogy

a/2
ha f € C[0,1] és |[(Bn(f))(z) — f(z)| < M (W) ,x€[0,1],n=12,...,
akkor wy(f,h) < CMh®, h > 0.

e direkt approximaciés tételek, forditott approximéciés tételek

e a globdlis direkt approximacios tételek, illetve a globalis forditott approximacios
tételek megallapitasa a Ditzian-Totik simasagi modulussal torténik

e szigoruan globalis forditott approximacios egyenlotlenségek bevezetése

e Z. Ditzian, K. G. Ivanov: Strong converse inequalities, J. d’Analyse Math.,
61(1993), 61 - 111.



