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THE ’UNIQUENESS 'OF ; THE EKASSIÇAL SOLUTION OF THE-NAVIE.R* 
STOKES SYSTEM FOR AN INCOMPRESSIBLE NON STATIONARY FLOW

TITUS PET1ULA

In the present note, by using a simple technique which has Seen already 
applied in the study of the Euler system of equations [1], one establishes the 
uniqueness of the classical solution for the Navier-Stokes system. More precisely, 
one considers the case of a plane1 incompressible nonstationary flow in the pre­
sence of given external mass f o r c e s / a ) ,  the viscid fluid being'in contact 
with a fixed obstacle ,(C) and,-with/an unlimited, wall (2). Supposing that the fluid 
behaviour at great distances (where an; uniform translation takes place), as.well 
as the flow spectrum > at the initial-moment / =?=, 0, is known, the flow equa­
tions are ,

 ̂ i?.
du du du 1 r , U 1 dp . v »=  - U V +  - / ¿ x . y ,  /) -  -  f  +  -  A« ;
dt dx dy p . t p dx p

dy _  
dt

dv dv -, i  r  r A1 l dp , v A
~ 7 ~ v t  + l) —  r  +  ~  Av :dx dy p p dy p

— +  — =  0 /p =  const/,
dx dy

' h; ! - for {P.ij S X [0, +  oo[" *

with the initial boundary conditions -

u(x,y,0) =  w0 (=  const), P  e  S, 

« I e  =  0; u \c =  0, 

and the condition at infinity ! *

j? lim « == M0 (=  const)
*,+y,“*-oo

• D !

(i)

(2)

We also admit, under the assumption of the unboundness of the domain S 
that |grad u\, |grad v \ <  M <  +oo, for (P, /) e S x  [0, + °°[2-

1 The argument can be extended unchanged to the tridimensional case.
2 Obviously these assumptions would not be necessary for a bounded flow domain 5. On the 

other side, from the mechanical point of viw, it is quite normal to consider the fluid in an uniform 
translation outside a circonférence whose radius R is large enough. Hence, in the neighborhood of 
infinity, the gradients of the unknown functions vanish or, more completely, all the unknown functi­
ons and their gradiends are bounded *
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Concerning the  unknow n functions u,v  and  p, they  are supposed to belong 
to  O l an d  C1,Q respectively, while the given functions /<(#, y ,f)  are cominous 
and hounded  over S • v — the  viscosity coeficient is also a positive constant.

4  L e t ( » %  and  (« + .« ♦ , » +  a*, /> +  « )  " ° 'v ‘ ' ™ » t e i o n S 0l «
tHe- ’urdblem (1) ’(2),‘ )lsolufidhs suppdstd; -to exist The  ̂^rturbatlon’’
U#',Vv*,p*)  will 'satisfy system of the-safhe dorm as m the case of Euler
____n  n --------* 1ons [ l ] ,  precisely

=  — u* • grad u — (u* +  u) ■ grad u * ---- — -f- — Au*

eqtiati-

dt P dx

' ' ,;i~ '¡IT  =  “  ***! • grad (#*: + ,« )  i. grad v* ~  - t  -j- 1 " ^ -  m m 
! : - I s iu n  v :  ; I p cy  ,, p m  j , ; , v y/
' -  • » ■ ' / ’. ( r ; r I * . » >  -• s '  . .* • . i : i . . r ' l l ! ,  , - ? i , . . , .  . . .‘ •<>1-. . I : i ' - !; i , i ,£“ J q  ■ •- '! .*1 i - . >

V / / o h  h; J*!K, ; • ' ' d x  ■; rlyi- . 1 ' ' i . i  .i-j , ' : -;i<

w ith  hom ogenous in itial-boundary .conditions’ as web as a t infinity3.' - >“ '■■■<
.. i;; . Following then  the sam e'technique ¡we have already used in fl] with regard 

to  E u le r’s equations,’a fte r-m u ltip ly ing1 th«!first-two- equations •• of ‘(ty hy u* and 1 
v* respectively and then  adding th e  results, w e  get, by integrating over S

where n /

d e

d<

; 1 .,

=  5F +  ® ,

SF

and

As

s =  ~   ̂ («*2 -j- v*2) ds,

— i f — v* ti* • grad z; — v* « • grad z;* — z;* w* • grad z>* — // «* • grad« 
s *

— w* w • grad w* — «* «* /  grad,«* — grad p* d s4
.. p

f v -  -!■
® =  l -  u* • A-w*.

- , V  P . v pi
v 1 ‘ S

=  f 4 * . , * !  +  ?“•) +  ¡ t i l  +  ^ l \ } ds =
J p i  'dx* dy*)  l  dx* d y * l  | . , m ! ’ :

=  Sf  i  [ !  f » . « Ï - *  +  O* — } - +  -  ( , , *  &  +  „ *  S i ) ] ¿ 3 -
J p la » i «»I ey \ ay ayll

- Î 7[i£T+i5 f+(IT+(ITI—  . ! ■•■■■
| « 2  | rfo =  0

Cm £

• E v id e n t ly  th e  b ou n c in ess c o n d it io n s  o f  |grad n* |, * jgrad  v* | a n d  |grad p1 
4 B o th  th e  b o u n d a ry  c o n d it io u s  a n d  th e  f lu x  — d iv erg en ce  fo rm u la  are used .

♦ \ are also fulfiled;
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where both the flux — divergence formula and the vanishing of u* and v* on
C U 'S  have been taken into account, «(»„ «„) beeing the unit vector of the out- 
ward normal.

With jregard ¡to Sr, under; th e .assumptionsi erf, bouhdness '6fi t he'l«functions 
gradients which intervene, it is bounded by the integral over S from a bilinear 
form in u* and v*. precisely* , ■■unfit M,

< f (-4 »*• + Bv** +  2C u*  v*) ds, (A, B, C constants)
■ : i.(<f I •; ’ )’ •»: $ ‘p *»■.i:»«I '«*r 'i • j 'f* ;/i-:*>;i* i . u  l ,‘»Vr'!rbb’i »Hi 1
< • i • i • • '.»¿iv/i-; v. L / . j V:i l r ,-I »j. ■ :.*j? -.•¿-¡r. [ t ip ; ; . , ;• ‘-n .■

i.e., in fact, T - i  ' r s  where a1 is ai‘positive''constant.r Hence" we get e ^ e0 e“*. ’ ■ *'* > > V. ; • .i j f  ̂ *> •«. E • /. / .» *.-• 11; r.*i
and, since sq . s(x_,y,Q) =  0 owing to ,the homogenous-initial .conditions, this 
implies t(f) =  0, which .pr.oves the uniqueness, of .the ̂ classical) .solution*, / i .

-.jJ ?.f11r̂ • ir' 1 j in! n i M ' . - c•** j ' : I ■ i ' [ ' I

i.;; i ;-? •; ¡ v. ! •; i j... •• : ■■ j • i- b.
i I?; -•;!r;. ; . ‘ •• ■ * î 111 i
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UNICITATEA SOLUŢIEI CLASICE A SISTEMULUI NAVIER-STOKES PENTRU  
O MIŞCARE FLUIDĂ 1NCOMPRE3IBILÄ NESTAŢIONARĂ

i
( R e z u m a t )

Utilizînd o tehnică simplă, care a fost deja aplicată de autor şi pentru stabilirea unicităţii 
soluţiei sistemului Euler [T], se stabileşte unicitatea soluţiei clasice a sistemului Navier-Stokes 
în condiţiile unei mişcări fluide iucompresibile nestaţioiiare/Pentru fixarea ideilor se consideră 
problema (mai generală) a  ¡atacării,. <lc către:un curent:de! fluid viscos, a unui profil oarecare fix 
in prezenţa unui perete arbitrar nelimitat.

With regard to th e 'ierni  ̂ j — — grad />* j ds, it will not play any part as it becomes

- p p  -  + v ^ V - - i ţ - +p )L  3* 8 x ) , p 3 3* \  ,. dx  ji, cry' J( P J ' 3* 3* By By )
S S ..........  1 • S

8y* dP*\ ' V  M,\ ?  .¿ it*'. ’ b P i ’ r  : M' j- -  
% - T - \ d s \  < . - !  \ h p i + ' T  W-J'» d

, . . . , ,  ^  . . l i i  ■•pcua*
-1 • ‘CdDcerniug p * , once proved that tile system’ (3) ¿as oniy tlie trivial solution «* =  v* — 0, it 

results that grad p*  =  0, so p* =  constant, constant which could be fixed in zero.
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t FO R M U L E  COM BINATE D E  CUADRATURA -  O P Ţ i ^ ^ “

DUMITRU ACU

1. In troducere . în  această  lucrare se ob ţin  formule de cuadratura optima). 
p en tru  formulele com binate de cu ad ra tu ră . în  § 2 se prezintă pe scurt utilizarea 

m etodei funcţiei 9” la  constru irea  formulelor de cuadratură elementară cu 
gradul algebric de ex ac tita te  v  -  1 ; în paragraful 3 se definesc formulele com­
b ina te  de cu ad ra tu ră  ; în  § 4 se dă evaluarea exactă a restului formulelor combi­
n a te  de cu ad ra tu ră  pe clasa de funcţii W n{M ; a, b) (Teorema 1); în paragraful 
5 se ob ţin  form ulele com binate de cu ad ra tu ră  optimale pe clasa W*(M-,a,b) 
(Teorem a 2) ; u ltim ul paragraf este consacrat construirii unui exemplu de for­
mală com binată  optim ală, porn ind  de la form ula lui Simpsou şi formula lui New-

t0 " '  2. Motoda rw>e)M <?• Fie O  [ « , * ] , / =  «. 1 .? . ••• clasa funcţiilor ddiuit, 
pé' in tervalu l (a, b], dc r  ori dcrivabile pc acest interval şi cu / «  continua ţ»

[<I' ^  Mai consideră... d a te  punctele a ...........* .  (noduri situate iu in.emtai
[rt/6]) a s tfe l 'in c it • :i

x0 =  a ^  x, <  x 2 <  . . .  <  xm ^ b  —

şi in tegrala
j - f ; ■ 'M y. ■ .’ * /  l h '

■ " J !U )d x
a

unde /  e  CH--]>¡[a, b\.
'N u m i i  n. formule 

n -r- 1, p en tru  in tegrala  (2), re la tivă  la nodurile (1), orice

(2)

■ J ^  ^  > '■ [ U ,  C /J . ,  r . ,

A urnim, form ula  de cu/idr aluraelem entară, cu gradul algebric de exactitate
^  .■c formulă de tipul

(3)C « ~  1 IM

U ( x ) d x  = ¿ 2  1 2  A * ,J ih)(*i) +  R ( f)
• : J i j¿ —o i* — ia

undeicoeficienţii A¡,¡ sînt independenţi d e / i a r  funcţionala R (/);satisface condiţ’
. ; . ■ ¡ '• '  (4)

J 1 R (x k) =  0, '  li =  0, 1, 2, . . . .  ñ -  1- .
P e n tru ’'obţinerea formulelor-. cLe cuad ra tu ră  elem entară, cu -g f® ^  metoda

care.
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Descriem pe scurt „metoda funcţiei <p” pentru obţinerea formulei de cuadra- 
tură (3—4). Se consideră ecuaţia diferenţială liniară şi,neomogenă

y , ’ j I f  » / .  t ^

<pW(i) - :'( - l)» | ' '  ( (5)
i

se fixează m — 1 soluţii arbitrare

"  f' 9i(#). ¥*(*)'• ■ •. (din’ciasa ¿]) ■ (6)r

a ecuaţiei (5) şi se mai iau încă două soluţii <p0(*)..?„•(*) ale aceleiaşi ecuaţii (5),. 
care sînt însă determinate astfel ca să satisfacă condiţiile iniţiale <pW(a) = 0 ,  ‘ 
<?(w(b) =  0, h =  0, n — 1. Utilizînd formula generalizată - de integrare prin 
părţi, se arată că (v. [5], [1] ) : . a ' 1 ’ /V’ ‘ : - ’ }

h pz 0, n — 1, i =  1, m 
iar

( _ ! ) — *-![<?<«-*-•>(*.) -  ( * ,) ] , (7)

1 ' ,»• i t \
. -  « ■ • >. >' r~-

• ' * • i - i ’’
r. f) ;U  tr.f> !!! !-■ T ■:> <K I ) .. :

’A  « w y ,", (¿ ) ;t - o  J

• n r f / ’i
(8)

V' ■ !■ \V ’
• 1 :r;-. >; • • j;5r» î*̂ * :*! Mii:' r '«?

Reciproc, se poate demonstra că orice formulă de!:cuadratură (3—4) poate 
fi obţinută prin ,»metoda-funcţiei* <p’Y:avînd coeficienţii şi restul daţi de (7) şi 
respectiv (8). ‘ ,r:: * • * • * >  ;
Dacă notăm cii <I> funcţia v •. > v . ■j , \  •

• ' (9) <1): [a, b] -+ R- G(*); =  ^(x) pe -[xit x¿.ţ¿], i =  0, w, (9)
numită şi funcţie fie influenţă, atunci restul dat de(8) se mai scrie:; j

!b: j ■ i • :'Ho- : ■ !],<>/:<:•/ . • ‘f• ->

R (f)  =  J <P{x)fM(x)di. [ ' ! (10)r
i n ! v . * 

II ti • V

fi, J I
3. Formule combinate de cuadratura. Să împărţim intervalul [a, b] în r 

intervale parţiale [«/_,, ], j  =  1, r, definite prin punctele

’■/ ... a =  =  b ' 'Ó/.: Í-J11)
şi să considerăm'familia de r  form ulé dé cuadratura elementară, cu gradul algebric 
de exactitate n — 1, de tipul (3 — 4) :

\e>l) - *\) C' t'.]:, in. v' , . . • • 11 •, -* ■1 v • /w
(/(* )¿ *  =  ¿  +  RAf)>
J trr0 ¡To .
° •' '• ■■ \  i •' _ ____

a =  x0,y ^  *i,y ^  *2,y ^  ^  ^ r Wyj-ij i  I»

( 1 2 )
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Ţinînd seama de identitatea .... . ... ■ •. . ,* , • • , j i ;. , • • • ÎJL i u-j\ < s. v.n ■ •: f :;« ,\ ; «¡v ü ;, - X'r; j * #> .. ,

$ / ( * ) * * «  £  $ / ( * ) ¿ *  ' "
\ ' ‘  ̂  ̂ i/

; - i

i  - m r  l i « î •• f u i , . . -  !

şi calculînd J f ( x)ţxx v̂ ţiH?lnd^orniula ;  din familia (12) de formule de cuadra "

:¿ V* ■-tiifâ, 'r̂ ;=  .foriftuíá. de c u a d r a t u r a ' :: i
: J f
Î;1 *

y m  = £  g  g  f' w & U  *(*=3 +p<>) „a,;
CU

'(14)

unde dj =  Uj — Uj-lt j  =  \ ,r .
Formula (13) cu restul dat de (14) o numim formula combinată dc cuadra­

tura corespunzătoare fam iliei dc formule Q.2) sau, simplu, formulă combinată dc 
cuadratura.

Observaţia 1. Fiecărei perm utări a formulelor de cuadratura din familia 
(l$);(mcojrespunde P formulă;cg>mbiuată de cuadratură. <
\ţ (f-f- toatş ,ícele r formule .din familia (12) sînt reprezentate

fiecare prin'aceeaşi formulă de cuardatură elementară, atunci formulele combi­
nate de cuadratură se reduc la formulele generalizate de cuadratură studiate iu
(4].
((■>) 3. Formula .v'pml^naţă fiu 9ua<Jţaţură (13) are gradul algebric de exactitate 

n — 1. ’ _ ’ ‘ '
4. Studiul restului1 '¿oinl)iiiáil<»:1 Dacă <l-»/(jr) este funcţia de influ­

enţă (9), corespunzătoare formulei dc cuadratură j, j  — \ , r  din familia de for- 
rrţpfy (12), atunci restul formulei ^p;ybip,a,t£|i(f^) sc^sc^  sub forma

r ( d- r C t  x -  a
a ut IA,n] liilm/m|T7i^ni(fiiH-jkti) i j mÎ> H itiu-id11m¡V ■iliiunol

->!-> toi i ti« { m K| a iliiiiiil) ,v. |  v .! v" ->l*:i I I'-M
Fie W r(M •, a, b), r — 0, 1, 2, . . . ,  clasa funcţiilor de definite pe [a, 6] cu 

fix *)\x) eC [a, 6)] şi f M(x) cofitinuă porţiuni şi 'satisfăcînd'condiţia |f (r){%) I =
. i >( i?î?P WWA • 4i-t P .M ñíí-.#i W?(Mi i i ai Mv>nw, fim tru m kdJm .wulc.i -faAwfofr '<

tură (13) are loc evaluarea exactă: ^  j -j i n , | i i  , | .  I u  ••iulil»;/.» 1,1
(16)

F - i ;

ţ>{Wn{M ; a, b), du d2, . . d,) — , sup |p (/•)| =

, u»  a  y / .  1 V.l»JI .Ai*
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?

Demonstraţie, Pentn* / , ,«  .d in ,(15), aven».:,,, .j.,u.,ÍSt hm.

m  m  \M
' ' •  ’ L I

A) :

Vom arăta că există o funcţie /* e  W*(M, a, b) pentru care inegalitatea devine , 
egalitate.

Fie fj o funcţie definită pe intervalul «yl astfel incit derivata de or­
dinul n să fie continuă pe porţiunijşi şăsatisfacă. condiţia ,V /  ir »

• < /  • * -  • ■ ... : -

d o » , .mf i n) («y-i +  di j z r a ) =  M  (%)> j = 1 , r .

Definim /*'(*) =  %ţx\ pe intervalul 'ju„Mi t  Dacă', ./f ' i  foşt definită pţe' [«o/«y-i], 
şi ea are în extremitatea ?/y_! derivate egale'cu ' i,J;

v w \ \  • v>'r:. .* ; / / •  .. v. :‘i , \ : •:,> .'i.! \ r>V.\; v ’- .u 7v'

/*(«?-1) =  Cy-i,0» =  Q -i,i. • • •» /* _,)(«y-1) =

atunci definim
! Ú . , ! /  'I  1 \1. - -  I ! A .»  . \ ( . ) - ' U k

f * ( x ) = ? M x r + ' ix) (19)
pe interyalul Tu/-v!^yl> .upde, :esţe,^iij;|pplip,p^4e, g^pdu l^rrjl.;, ales
astfel q ţ  memtrul, al,(doileă, din̂  (19).să aiba în punctul .y,^y ,rderivâfele .pînă, ,1a ̂  
ordinul:^ -  l^inc^usiv.j respectiv egale 'e u nnvimp^le..;Q 7 ^
1 ,st5)? r« $  •♦•>>!* T?-? j:!;,!iri<u ::•> .•îv-.r iov- li.*»} i >:lii:;..| •;!; v!ti<rn<>i A - !*.- n:l» 

; i i.Astfel folosind' inducţia^ funcţia;/* .este. bine definită pe intervalul: |Vn Jir. 
Uşor se verifică făptui că /* e  Wn(M ; a, b) şi că pentru/* în (17) are lo.c egalitar: 
tea.

Observaţia 4. Teorema 1 -generalizează rezultatele lui S. M ^ N ik 'p ls k i
[6], date în cazul formulelor compuse de cuadratură. ' f

|5. Formule combinate de cuadratură optimale. Am văzut la teorema 1 
că pentru /  <= Wn(M] a, b) restul formulei combinate (13) are evaluarea exactă 
dată de (16). Acum, ne punem problema determinării mărimilor du d2,h . r, dr 
(prin urmare, implicit, să determinăm diviziunea intervalului [a, &]), astfel in­
cit evaluarea exactă (16) a restului să fie minimă. , v > Y

Rezolvarea acestei’'probleme revine la determinarea punctelor de minim 
condiţionat ale funcţiei

. ti  ̂  ̂  ̂  ̂ 1

K{dv i 2, . . . . ¿ , )  =  £  f ^ i{x) 1 dx ■/ - 1 y * - * )  w .

(«-) .(V). 1 7  = •>)' • ■ • •
cu condiţia

iiliiuiiol r. > Iu t<11.1 f. ulmi >i: > ^ { df '  • l: ' ' ’ "

. v,0 • - "A ,i Iu \) in> mlai.lil... •• •'■ *•: ; s 1 -
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Utilizînd metoda multiplicatorilor'lui Dagrange, s<i găseşte - {ţ

^  =  (b — a)
v ~  > ■ i A

r n  i •»<&) w *  v  1 / S i .*>(*) i <**

iar -f r; ; •* y ’ • ! 1 • • > ■ I ‘r- i },•; ' ! S V , V *r'î I =i- **. ) ’?»* ’ '

~1

* =  l.r (20)

min K(dv ’d»; ’. O ' • dr) =
dltdt, . .., df

(  ~b --------“ VT? ,

¿ i ; : y  f e l  ■ (2,j

Aşadar are lo c :
Teorema .2. Dintre toate formulele combinate de. cuadralură (13), cea opti-, 

mala in sensul minimizării evaluării exacte a restului, fie clasa de funcţii W'fM; 
a, b), se obţine pentru dj, i — 1 ,r, dale de (20). Estimaţi-a optimală a restului este 
dată de mărimea\ r ?, H' . . . yM

9(Wn(M ; a, b)) =  M ( s ,,v j 1*'(x ) | dx
)

(22)

V <\! , ’ » r
■ 5 eom binai51 de ciiadratură optimală. Dacă considerăm 
(V?\ mi, • j in 6 ^"9 ^  r> formule ale familiei de formule de cuadratură
din CU {°rfmU a ,lm ;Si,npson iv - f5], Cap. II,' §1) şi că fiecare formulă
CSI Pan Tr c e>\ i°rm?ie a e fan.x*liei (12) coincide cu formula lui Newton (v. 
tu ră : ‘(’5P"f2j) fonîlula CoVlbi”a tă  .(I3) conduce la! fbrmuiâ de cuadra-

:; • i .*.

.*-■1
1 J * 1 p i x )  f e ' = ' £ / ( « )  V g ^ r ± j ţ ± L / ( a i . i ' ,  +  d ,  + ; . .  I  d i)  + '

J . /.f :
f  f ; *' T.i ' r / i V r r > '  *; ? '■ • r. r r I

- r f i  ; A-j ; '' --V ' ' (  - î i i i  / '  v* r. i ;  !,. r  : "> ■ • * '  • ;{J !!i-

+  E  dî ^ f(a  +  di +  dyj:+ %?(*), ?=
i î »«• 1 i ; •r 1 - {• =  i. : ’ (■ j -: r - : '-'r , ţ  ^  .. \ r  re  >î • -'

ţ■/; •,; ’' ; vîl •

+  ¿ - ^ / Î «  +  < + - . + ' î, - .  +  t ) +
,¡8. v . ,~7 , J . ' ,vs»:a

r v •M I i . :  r  !- ; J ' (23)

+  + '^ i  +  • • • +  dj-1 +  ~ j  +  Ps ^ N , - ^ ’ p  - ; •

, că fom ^aunde ps^ Xf k(f) este restul form ulei; Sk şi N;T* ne indică fap 
lui Simpson s-a aplicat de k ori şi formula-lui Ne wton de (r — k) OI*> ^
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Formula (23) are gradul algebric de exactitate egal cu trei. 
Pentru restul formulei (23), dim(16) şe găseşte evaluarea exactă:

?s v (W4(M ; a, b) ; dlf d2, . . . ,  dr) =
'•■ .'/r. -T!’■ ••¿rr/n !*••• f T . ? M \ ¡fr«"*» t

,.rt . v. ' { r
f • Tl > í> i :p  , ; f  1îT }'J ». f = r - -  » ?  ’

• '• - -‘r » f • ? M i .q v rrr *b ¡̂(24)î
..! o.'* -,i -;i» v iv■■ • '• f • ' .....^  r ^  i fi:-.iqfrr?*- Js;.^ .l-.-. ¡Li

r,,„  [ 4 ^ ^  9 M i ’) ’ ^  . ~  ' ' ’ }n "" ^  ‘•;» îj ; < i' rfwrrr ,\ ,? ■>; <n, •. •.

Peutru k =  r diu (23) rezultă formula generalizată a lui .Simpson|f studiată de. 
Gli. C o m a n  [3], iar pentru =  0 se obţine formula ?generalizaţă a.lui Îîewton 
dată în [l].

Utilizînd teorema 2 găsim : dintre toate formulele combinate de cuadra- 
tură (23), formula definită de mărimile

_ _ £ » - «  . i =  n j
k j 2  +  ( r -  A) V3

d =  V3 (bz a) i =  k +  i r k =  0 }
A ^2 +  (r -  A) V3

este formula optimală în sensul minimizării evaluării exacte a restului, pe clasa 
W*{M ; a, b). Estimaţia optimală a restului este

9(W \M  ; «, b)) = iV/(6 -  a)*
720 [A V2 +  (r -  A) V3 ]5 T 4 » (26)
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FORMULES COMBINÉES DE QUADRATURE -  OPTIMALES
(Résumé)

Dans le présent travail on obtient des formules optimales de quadrature pour les formules 
combinées de quadrature. On partage l ’intervalle [a, 5] en r intervalles partiaux [wy_|, uj], j  =  l,r# 
définis par les points ( i l )  et on considère une famille (12) de o formules de quadrature élémentaire
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i 'i'j h: ■if ; ,‘s Vj >;/•■' ' ' "  : ‘v; ........ ' "* ; ■ "j 1 - • • ■, | i; t .
: . v t; : i .•?/';•/• i %'>\< v- : 1 . ! <;■ i / • . - ’ • V/') M r r , ,  ..

au d eg ré  a lgéb riqu e d ’ex a c titu d e  n — 1. O n ca lcu le  f f (x )dx  employant là  ;

». \ ) ........V .,V, ; ‘ ■ ." iri . Ue; elaEmilie
(12), i  =  1 ,r e t  o n  o b tie n t  la  fo rm u le  de  q u a d ratu re  (13) au res te  d o n n é  par (14) j  
le  r este  d o n n é  par (14) s 'a p p elle  la formule combinée de quadrature correspondant à / a i on?u,e (13) av̂  
(12) ou , to u t  s im p lem en t, la formule combinée de quadrature. On d o n n e  l'év a lu a tio n  êfor**uks
form u le  co m b in ée  (13) pour lp c la sse  d e  fo n c tio n s  AVn(M; a, by; On d ém o n tre  ■ Xacte r^tedç \[

1. S i /  e  W n( M  ; a, b), pour le  reste  d e - i a  form u le  co m b in ée , de quadrature
o p tim a le  d a n s le  sen s d e  la  m in im isa tio n  d e  (16).  *a fonnufe

2. D e  to u te s  le s  form ules, co m b in ées  de  q u ad ratu re  (13) la form u le optim ale da
m in im isa tio n  d e  l 'é v a lu a tio n  e x a c te  d u  reste , pou r  la  c la sse  de fo n c tio n s  \Vn(M  ; à b) cst^b SeDS la 
d¡, ï  =  »,r, d o n n ées par (20). ï /ë s t im a t iô r i  o p tim a le  d ii reá te  e s t  d o n n é e  par : (22). ‘ ; ; eDUe °̂Ur

s-r- i'i.-.-î f i » -'1 -.3.; :j ; ; : . \ r ! ■ ; . i i . ;  /

, ¿HÍIj ir! >'! i; ■J i ; ¡ I, /•>
I - - :  j.

; r il ) -
f
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Le théorème de D. J  a c k.s o n^fl] sur^e problème du minimum d'une 
intégrale a été utilisé par l'Acad. P. Turân. Le Prof. D. V. .Ionescu a remarqué 
dans son cours, que la’ dëmoh^râtiôli^dé JacksÔn'petit^ 'etrë sînlplifiëë pour les 
besoins de l'analyse tiuiiiéfiqùe, et-nousv a «»proposé dêVfâire icette 'deínonstrafióhí 

Dans le présent travail, nous reprenons Îè'théorème de'JacksOn et nous 
présentons la démonstration suivante. A fl ■; ; ■„ ¡ni ... >

Dans le théorème de Jackson que nous considérons dans ce travail il s'agit 
de minimiser l'intégrale définie 1 ’ v ........1 ‘ ' i; ' 1

i .N I. !<,■<[ ; ' I . i ’ «>•{
• I . I .. A

kr-< •• • • • i ^ . i : o! ; ^ , i oi  >a <) • ; X ; j o

*)(£
1.1 í i ; ; ■ .A . . . .  , 4 A í i o ¿

h i v - r u T h j ^ * ^  -, ,‘í i i i í n  jj(À)
*>:/p *> 1:j .•iiíiííl ‘. h  \

ou p est une fonction intégrable,£ur l'intervalle -[a, ¿>]Aet positive sur l'intervalle 
(a, b), s est un nombre naturel et \ lt X?, . . . ,  X„ sont des coefficients réels.

On demontre1 qii6nu pciil déiermith’r ' les paramètres Xi/X^ V , ''d'une 
maniere unique, pour que Vintégrale considérée soit minimum, et que ces paramètres 
sont donnés par la solution du système, d'équations.. rA

b i r  i ü ' i ’ >

J /»(*)(*" +  -h v  • , t ,  K ) * - t f f a T l P  - À ; P  =  °* » - 1 (2)

' i; ; .{ •>*?:'? ! w.\ T  = íi¿i*í ' î io;  , Mi- ¿A / )
Pour cela nous considérons la fonction ' 'A' (-A ■■ ■»' 1

. . . .  XB) =  ( M ( W +  h * * ' ' '+ ■■■ K)iidx (3)
a *'

et nous constatons qu'elle à leà propriétés suivantes' ' ' ' '- "i ! » '4
+ o r\ / «•> i>) . ■■ A1 On a

w{\, Xj, ...,* Xn) =  §2s (Xi> X21 . • •* X„)
•. 2° \ ẑ (Xo, X1( . a X„) est un polynôme homogène de degré 2s, ce qu i/veu t

dire, qu'on peut écrire
.\ ., K) =  Swy, Xi> X(- avec t0 -^ t, +  ... + * .  =  2sw(\, X1(
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3° On a w { \ ,  Xx, . . .» X*) ^  0 et 

: v ; ..\ i .ie»(X,0 X1( . .«w, XJ =  0 si, et seulement si

Xj| +  XJ +  . . .  +  X2 =  0. Ces propriétés sont évidentes. 
4° On peut déterminée deux nombres positifs oc et (3, » de manière que 

a |X |2s < w ( V , , ., Xj (i|X |2i

OÙ

r:. : - ;i : ï i ■ l ■ 1 ; , I X I ■ — : V X o  + : X |  +  • • • 4 *  X« ^

, Éii effets considérons l’ensemble des systèmes,.de nombres ' (p^’ (i,, \
pour lesquels ,|(i|(=  L L afonctiqn  w(Xp,.Xi>,- XJ .considérée' su r ,cèt »«¿‘¿ ¡Z
étan t .continue,, il existe les nombres

a =  inf w (Xo, Xi, . . XJ ; |X| =  1 

P =  sup w (Xo, Xj, XJ, | Xu| =  1: i I n . /

où a >  0 la fonction ze>(X0, X2, . . XJ é tan t positive pour jX} =  1.
Soit (X„, Xu X J un systèm e quelconque de nombres réels, on peut 

déterm iner un système de nombres ([*,, (i„) où |(t{ et uü nombre positif
l de manière que

>ii,. / - > í i * ( ! 111 <•;
>!.>■.')’ > :îj• »; >̂i : 

La fonction w (Xp, Xlt 
avons ;V ' ' '

-. . . ¡ •V.'i! , > ¡V'. , ’ J .

•'% =■ l\Li — 0, n î ' | x | :=  /
•• :/• • . \ ■ ; ■

, XJ é tan t un polynôme homogène
i11 : '
de degré 2s, nous

Xi, . . X.) =  o, fix, À .,  |x j

et par suite

1 'A *° 'i |X |2s,k  w(Xo, Xi, . .  ., XJ *5 p jx |2* '■
Cela étant, remplaçons dans l’intégrale (3) Xp =  1. Cette intégrale de\ien 

alors une fontion w( 1, Xi, . . XJ de X1# . . . .  X*. .
b

M h i K  V . - * » )  j  +  V " “ 1 +  ••• +  '* # * *

qui est fondamentale pour cette dém onstration et sera étudiée par la su 

Les inégalités (4) deviennent 

«(1 +  X Î +  . . .  +  X2)s < w (l, Xj, . . . ,  XJ < P(1 +  Xî +
. 'pQŸ

Nous allons associer à la fonction -w (1,->X|, . . .. -X*) U nombre v,
V équation ' 1

 ̂ «(1- -j-.v*)* =  p,. où v2.=  ,Xj +  X| . • • +
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On aura

. i l  A *.U'V V; ■ v • [']\ t . . .  . \.\ } *. A . v V\CV*’\ *'•> Vs
•• -iV» 7/  ' : i  f  ¿ . y L ..................A ) V\o- . .  ’.»•••./ *»U >

')
; ;, T ■ " 2 -  i h T i ï  r  ' ;

;:j< • .< > . .«•.*•.’ï? :i . f  .< I . s*> ?• J v =î . \ J j -j : : ■ 4 m I ' îÎ 1 I ?;.M v» i ; ' k ; o 'M' r .*
! " * •1 î ? ' ï f ; M'"' i ' \ ............. î a ) . • ; \ . /X} - r 1 s » ? : ; > i uî' / .  .:[> • •>:;

La fonction w(l, Xlf . . . ,  XM) a plusieurs propriétés:
Première propriété. 0« a w(l, XA, . . . ,  X„) >  (*, pour ) £ ' r f - X t . +  

+  ^» <  v2. r
En • effet on 1 a zv(ly %y . . > oc(l -f X2 +  .0. X2)5 [ùi pour ‘ X? +

+  . . .  +  X2 >  v2 on aura pi "

M l  K  . . -, K) >  (1 +  v2)* =  a l  =  p
f • r, i. .Va ' . .  ;<x‘V f'\ !V

• ^Seconde propriété. Lasfqnçtion w ( : l , r < X i , considéréepour Xf+ij;,'.;. ^4 
+  X,2, ^ v2 est une fonction continue définie sur un ensemble borné et fermé. >Elle 
atteint alors son infimum en un point (Xj, X®) et nous pouvons écrire

i  =  in fw{\, x2, . . v x,,) =  ^ (i, xj, XJ)
+  2̂ +  • • +;^H < ‘v2 .. j

Troisième propriété. On a I  =  inf w(\t XA, . . X„) < jî  ̂ f j

A  +  . • ■ *  X2 ^
IV . . ■ • J •

. * I ■ !
Remarquons d’abord que le poiut (0, 0, . . . ,  0) appartient à l’ensemble 

(X„ . . . ,  X„) pour lequel X| +  . . .  +  X?, < v2 et w( 1, 0, . . . .  0) < p.
„  . .  . . .  . . r •• i * \Quatri èmc propriété. La fonction z#( 1, X1# ' :./., * X„) considérée pour (Xx 
X„) e  II” a un infimum atteint au moins dans un point de l t n.

+  -r • • +  v2
, • * *' r* v ' ' f l  ,.

fonction w( 1, XA, X») jpour (X1# XH) è R w et il esti atteint au point 
(Xî, Xûn) e i r .

Cinquième propriété. Si 7 =  inf zê (l, X1# X*) =  w(\, Xj, Xi) alors

(Xj|, •••, X*) e  R*1' 1

on a les formules , \ - '  ̂ . ¡a . i i

(i. X»......... x») =  o, ;. (i, x;......... x») =  o
0*1 dxn . ;

En effet, le point (Xj, . . . ,  Xj) où la fonction w{\t X„) atteint
sou infimum est un point intérieur, donc un point de minimum.
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Sixièm e propriété. Le point (XJ, X®) où la fonction ^(1 \ 
atteint son in fim um  pour (Xx, X„) e  R" est unique. ’

Cette propriété é ta it dém ontrée p à r lé prof. D. V. Ioneseu o 
'il existe deux points différents (X?, . ..,X °), (XJ, xi) où SuPposc* 
teint. ; 'L: .»i j «:î î f u  : . V .i;,, :Ilmu.m est

qu’il 
a tte in t

. On a:alors\ t-: \ . ! r . '•"! <U
.V'\

Considérons les polynômes

u(x) =  x” +  XJ*”-*1 -|- . . . +  K, v(x) =  xn +  Xi*"-1 +  . . .  +  xi.

Ils peuvent 'coïncider1 en un certain nombre de points clt • cs, IV*., cf de l'inter- 
valle. {a.Mtjvoù -q <  n: hv - r.-i,.. u- ,

T enant coliipté 'dé l’inégalité 1 '

m < ^ n  ■'
{ . ■ ; I ' ' \ ..

valable pour s =  1 /2 , . . ;  e t u  ^  v nous pouvons écrire

( x» +  ^  + ü * * -1 | 25 <  I  (xn 4- x ;* "-‘ +  . . .  +  X“f  +

. < t , l i ' 1

.. .x) O.i'.'U ,c H ^ (* ” .Ti-XÎ*”- ‘ + . . .  + .X iP2 s

», » » ¡i -."îj >\> \S\  V.\\ <• U'.A '< W  1 **\

valable pourlchaquë intervalle (cf, c^ j); i  — 0,q, où ca =± a,• cqf i  =  b.En mul­
tip lian t' les^idéiîàV membres*. d({ cette inégalité par p{x), où x é  {cit c<+1)> e® 
intégrant e t 'e n 'a jo u ta n t 'to u te s  ces inégalités, membre à membre, o n  trouve.

*  ( l ,  . .. 2 i ± £ )  <  i  w(i  XJ. . . . .  XJ)
ï ü :.j. : iîi uir»: i».  \ :2 1 - 2 J  2 • -  . •

i i

, V ,,  • I .. + ~ Î<;( L  M* V.), . . .  .

Mais nous avons supposé que /, ; , v

w{l, XJ, . . . ,  X®) =  w (l, XJ, . . . ,  Xi) =  inf ze;(l, Xx, ■> *»)

(Xlf . . . .  X.) e  R"
m •i ; , J  é i *, . • • •

Il résulte que

1 / U- : i : ■

' I i

TO f i .->? ! J L ,  ' . . . . . > i ± . î i i =  in, ,,(1. x,, . . . .  U
l 2 2 (>•„ ...,Xh)«K”
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ce qui est en contradiction avec la définition de rinfimum. De cette contradic­
tion résulte l'unicité du point (XJ, . . X®) où la fonction w( 1, X1# . . . ,  X*) 
atteint sou infimum.

Septième propriété. La fonction w(\, Xlt X„) ne peut avoir aucun
minimum relatif, à part le minimum correspondant au point (XJ, . . . ,  X®) où 
elle atteint son infimum.

Supposons qu'il existe un point (Xi, . . . ,  X') différent de (XJ, XJ) 
où la fonction w( 1, X2, X*) ait un minimum relatif. Cela veut dire qu'il
existe un nombre y >  0, tel que pour tout point (Xl# X„) de y-voisinage 
du point (XJ, . . ., Xj on ait

w{\, Xlf . . . ,  XB) <  w( 1, Xi, . . K)

Considérons les polynômes

<Px q(x) =  xn +  X®*"-1 +  . . .  +  XJ, yx(x) = xn + \[xn~l + -•- + K 
et ?(*) =  A<Pxo(%) +  Bffy(x)

où A et B  sont deux nombres positifs, A -f- B  — 1.
Tenant compte de l'inégalité

(Au +  Bv)2s <  Au2s +  Bv2s

valable pour s =  1, 2, . .. et u ^  v, A, B étant deux nombres réels positifs 
A -f- B = 1 ,  nous pouvrons écrire :

(*(*))*< 4  (9jl0(*))* + B(9v(x))*

valable pour les valeurs x pour lesquelles y\Q(x) ^  <pr(x). Par des raisonne­
ments analogues on obtient que pour A <  1,

A \X'i — X?| <  e, i =  1 ,w, e >  y on a

+  B K> •••, A\°n + B \ fn) < w (ix>  . •-» K)

qui est contraire à l'hypothèse que la fonction z0(l,Xlf . . . ,  X«) ait un mini­
mum en (XJ, . . . ,  XJ).

Huitième propriété. La fonction w( 1, X2, . . . ,  Xn) n’a pas de maximum# 
On démontre cette propriété par des raisonnements analogues aux précédents.

Par les propriétés de la fonction
b

M 1, Xlt . . . ,  Xn) =  j  P(x)(xn +  X^""1 +  . . .  +  Xn)2i dx
a

on a démontré qu'elle a un minimum unique égal à son infimum atteint au 
point X?, . . . ,  XJ et que ces nombres sont donnés par le système (2).

2 — Mathematica 3/1981
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A S U P R A  U N E I  T E O R E M E  A L U I JA C K S O N  

( Rezumat )

î n  prezenta  lucrare se face  o d em o n stra ţie  a teo rem ei lu i J a ck so n  asupra minimului integralei

S25 (Xx

u

, X|, . . Xu) = j* p(x)(xn +  Xi*w l +  . . .  +  Xn)2s dx

Se demonstrează că coeficienţii Xx> Xi( . . Xn ai polinom ului m inim izant, al integralei consideri!* 
sînt determ inaţi de ecuaţiile

i P(*){*n +  X i* " -1 +  . . .  +  *n) *h dx =  0 A _  0 .«  -  1
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ON SOME NUMERICAL METHODS IN THE STUDY OF 
RELATIVISTIC POLYTROPIC MODELS

VASILE UnECUE, MCOLAE LUKGU, TIUERIU OPKOIU

1. Introduction. The great spreading known in the last decades by the 
mathematical modelling in the theory of the internal structure of stars is fact 
of common knowledge. The extension of this theory to the relativistic case points 
out new aspects of the spacetime geometry in the neighbourhood of bodies with 
strong gravitational fields.

This pax^er deals with some aspects of the theory of polytropic models by 
using numerical investigations. The polytropic models are more and more used 
in the study of stellar structure, both in the newtonian approximation of the 
gravitation, and in the relativistic case, because Cauchy problems appearing 
here can easily be solved numerically.

In this manner, numerical values for the critical radii:

•^crlt =  Rg [/(>),) ]pc-l|3, I?crit =  Rg [/(^li) ]pca}>
and critical masses:

Merit =  P'iWo f°r Pc =  1/3 an(i Pc =  1# respectively,
are deduced. Also, the behaviour of the space-time metric in the neighbourhood 
of such bodies is pointed out.

The relativistic polytropes are used to the study of internal stellar structure 
both in the static case, and in the dynamic one [1], [2], [3].

The differential equations are written in the non-dimensional variables 
introduced by V. U r e c h e  [2]. The models which we described depend on 
the parameters n and pc.

2. Basic Equations, in order to study the structure and stability of the 
relativistic polytropes we use the non-dimensional variables introduced by 
the transformation [2] :

r — a*/), p =  pcip, P =  pCc2p, M(r) — M*m, (1)
where the notations are the usual ones. If:

a2 =  c2/(4TzGpc)t M* =  4tc «3pc, (2)

then equilibrium equations become:
d m l d r i  =  Y)a<J>,

dp/dn =  -  (* +  p)(tn + yfp)l[r?(l “  2W>l)]- (3)
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The polytropic equation P  =  , with the change to  Emden’s va,^, .
p =  pc0", and the notation p e =  K ^ nl*> becomes: la^  0,

p  — p cQn+'.

Then the hydrostatic equilibrum equation can be w ritten in the form: ^

yfidQjdyfiriP'in +  1)(1 -  2w /yj)/(1 +  A 0) +  v)W +  ^ 0 " + '^  =  0. (J)
W ith these transformations, the system (3) becom es:

7)2 ( d 0 / d 7j ) ( l  -  2w / y))/(1 +  A 0 ) +  » » /A ( n  +  *) +  ( ¿ W ^ h 0 / ( »  +  1) =  o,
dmjd-tj =  yj20”.

The system (6) replaces the system (2.25) — (2.26) from [ l j .  Its integration can 
be performed with the boundary conditions: 0(0) =  1, m (0) =  0.

3. Critical Radii. By using the transform ation yj =  Cxz,x, m =  C>, where 
Ci =  *JpAn +  !). C2 =  \jp \{n  +  l)3, a relation between th e systems (6) and 
(2.25) — (2.26) can be established. So, it  results rjs =  VA(M +  1) This 
method allows to  simplify both the calculations and the expressions of para­
meters. For instance:

«2 =  c2l(4nGpc) =  c2(n +  l ) 3/2^3/2̂ ( / (4tcG yjf 7/3), (7)

Form the expression of A 2, [1], we ob ta in :

A 2a2 =  1 ¡{n +  1) p c. <8)

As i)t =  R/a  and ^  =  yjJ*j{n -f- l)̂ >e, we can w rite :

« =  (2GMIc2)l[2v(^)(n  +  l)3̂ 2], ®
which leads t o :

R =  R g^ l[ 2 v (^ ) (n  +  l)pc],
M* =  M {RsIR)2tH[8v*{t1){n +  l)9̂ 2]. (l0)

We introduce the notation / ( ^ )  =  ^1  [2v(^)(n +  1)AJ- Fronl phr f  
considerations we have two possibilities [2]: p c s  [0,1/3] and A  e  
In  the first case /  (^x) reaches a minimum value for p c =  1/3» wb^e * s j  
second case — for p c =  1. So, we find the critical values of the ra 
equal t o :

< (111 
* c H t =  * f [ / ( S 1 ) ] , t - „ 3  O r  =  1

W ith the new variables, /  (!• x) becomes :

f { t \ s) =  t\, / 2 « s. m s =

and the critical radii can be computed with the formulae :

•^cril =  Rg \_f('ru) ]pc=l|3) Rent — Rg [f(rls)

( 12)

(13}
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The configuration is stable for R >  i?ctU and unstable in the opposite case. The 
central density to mean density^ratio can be computed by using the formula:

P*/p=sa’j'/3,V  (14)

4. Critical Masses. If we denote a =  f(rjs) =  >),/2m5l ms =  m(yjJ, then 
the critical masses, expressed in solar masses, result from [4]:

M  Merit =  13.58a~3/2(1017/pl,2)Mo . * (15)

As p =  pc/p, (3 =  y)J/3wJf and the values of (3 can be known by integrating 
the system (6), then, by considering pc =■ 1018 kg/m3, we can calculate p and then 
MCTlt. The values of (3 depend on n and pc.

5. Characteristics of the Space-Time Metric in the Neighbourhood of Rela­
tivistic Polvtropic Models. The hydrostatic equilibrium equations for the relati­
vistic case were deduced in the case of spherical symmetry. Tolman's metric has 
the form :

ds2 =  e'c*dt* — eHr2 — r2(d& +  sin20 ¿<D2),

where v and X are functions of r. In the case of central symmetry, the metric ds 
is the same for all the points for which r =  const.

As the hydrostatic equilibrium equation, the functions X (r), v(r) and ex, 
cv, respectively, can be obtained from Einstein's equations. With the non-di­
mensional variables, they have the form :

i 1 — 2jm/y), for y) <  v),
6 ~  1 1 — 2w,/ij, for v] > y),,

(16)

e1 =  e~x - 1 —2>»,/•/],- for y) > yj,, (17)

(<{/ +  p) (¿v/*j)/2 +  dpldri =  0, for yj <  yj$, (18)

with the boundary condition ;

lim v(yj) =  V (Y),) S£ .v„ (19)
■nPfiis

where (17) gives the value vs = v (t) J .

Making <{/ =  0W, p =  pc0"+1 in (18), we obtain:

(0" +  pe0” +1) (dvjdri)l2 +  d{p .P+1) /d-n =  0,



or, after elementary calculations.,

dvjdri +  [2pc{n +  1)/ (1 +  Ac0)] =  °> >1 <  >J,

lim v(y)) =  v (rj,) =  vt .
■nSiris

V URECHE, N. LUNGU, T. OPROIU
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The function v =  v(y)) can be easily computed with the formula (17) f 
7i ^ Yi , or* by integrating the equation (20) for vj <  v)s. As equation (20) contain, 
the functions 0 and d0¡d-q, we determine them  from the system  (6). After all, „ 
have the system of differential equations:

^ [ ( i  _  2w/tj)/(1 +  A 0)] dQldrl +  mlPc(* +  !) +  +  ])3 0 <*»»/*) =0;

dmjdt] == v}2 6W, (21)

¿v/rfy) +  [2/>e(w +  1)/(1 +  Ac0)] d ^ I d'rl — 

with the voundary conditions :

0(0) =  1,. m (0) = 0 ,  v . s  vfo) =  In (1 -  2wf/>),). Pi

6. Applications. The system (21), with the boundary conditions (22), was 
integrated by Runge-Kutta method (Gill’s variant), by using a computer FELIX 
C-256 and a program written in F0RTRA N  IV. The functions 0 and mart 
determined and listed for different values n and p c (Table 1).

Table 1

n =* 2 p c =  1 n = : 2 -5  P =  1/3

*) a m ’l 0 m

0.0000 1.00000 0.00000 0.0000 1.00000 0.00000

0.1780 0.98607 0.00185 0.2180 0.98206
0.01012

0.3780 0.93948 0.01671 0.3180 0.96222
0.03580

0.6980 0.81466 0.08882 0.4980 0.90995
0.20230

1.2580 0.54878 0.32894 1.0180 0.67949
0.5319'

2.7580 0.15765 0.83255 2.1580 0.25534 0.61843
3.5580 0.09015 0.94590 3.1580 0.11125

0.64H®
5.1180 0.31776 1.03669 4.4580 0.03301

0.64292
7.1780 0.00096 1.05463 5.5380 0.00028 0.64232
7.2780 0.00001 1.05463 5.5510 0.00001
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Fig. 1

The critical radii are determined by /  (yjs)f f  (yjJ e  [1.6, 35. 5] for n =  1 
pc =  1 and n =  3, pc =  1, respectively, while the critical masses are deter, 
mined by A/CT¡t <= [2.8, 7.4] for n =  1, pc — 1/3 and w =  2, pc =  1, respectively- 

The behaviour of the quantity as function of tj is represented in Figure 1.
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ASUPRA UNOR METODE NUMERICE ÎN  STUDIUL MODELELOR POLITROPICE
RELATIVISTE

Rezumat )
în  lucrarea de faţă se abordează unele aspecte ale teoriei modelelor prin investigaţii numerice. 

Sînt deduse razele critice i?crlt =  ^  [/(*),) ]p a,1j3 masele critice şi se studiază comportarea
metricei spaţiu-timp în vecinătatea unor corpuri politropice relativiste.
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r e z o l v a r e a  e c u a ţ i i l o r  OPERATORIALE NELINIARE în  0 
FRECHET PR IN T R -0 METODĂ ANALOGĂ CU A PARABOLĂ

TANGENTE

SPA'fII 
R

SlîVKR GHOZi:

Fie ecuaţia operatorială

m  =  e (i,
unde P : X —*■ X  aplică continuu spaţiul Frechet X  în el însuşi, 0 fiind ele­
mentul nul al spaţiului.

Pentru rezolvarea ecuaţiei (1) utilizăm algoritmul

Xn + 1 == X„ A ,|P(*„) A „ P ,n, Xn_zS.n- XP(xn̂ i)KnP(x), ţj<|

n =  0, 1, . . .

unde A „ =  [P,,,.,,,^)-1, K  =[P»„,x„_2]~1, P*. *" reprezentînd diferenţe divizate 
generalizate [1] a operatorului P, metodă cunoscută sub denumirea de „ana­
loga parabolelor tangente” [2].

Ecuaţia (1) presupunem că este m ajorată [3] de către ecuaţia reală

Q(z) =  0 (21

unde Q : I  —*- R este o funcţie monotonă definită în I  C  K şi care va*or’ * 
semne contrarii la capetele lui. Acestei ecuaţii îi asociem algoritmul

Zn-fi — zn Q(zn) L  _j_ -;m—2 *

\ Q*„. *„_2 '
(2)

Privitor la existenţa şi unicitatea ecuaţiei (1) demonstrăm

T eorema 1. Dacă pentru aproximaţiile iniţiale x Q, x~i, x~v reŝ e 
zo> z -i> z - ţ  sînt satisfăcute condiţiile:

(i) Există operatorul A =  — [P^i) ^ j ] -1 astfel ca

Px;x(A) < -  ~ 1 ----<  B, XW e S
y,W,,(2)

' ? x { x - x o) < z\ - z 0 C .I . iar Px(xs -  x 0) '< z0 -  z f  

s =  - 1 ,  - 2

definită de
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(ii) P x ( P ( x $ )  ^  Q ( z i )  * — 0, — 1, — 2

(iii) PX‘. x ( P x(l)iX(2) x(3)} <  <?,«)),(2),,(3)

e  S, 2rW' e  I ,  i =  1,3 •;
(iv) P ^ * ( P *<i>,,<2U<3>.*w) <  *?,(»,,(2), I(3)> ,(4)

<= S, z<*> s  7, t  =  1,4

atunci ecuaţia (1) arc o soluţie x *, soluţie care este limita şirului obţinut cu aju­
torul lui ( ! ') ,  avînd loc evaluarea

Px(x* — Xn) < ** —

z* fiind soluţia unică a ecuaţiei (2 ), limita şirului (zn) generat de (2 ').
Demonstraţie. Se arată pentru început că şirul (zn) generat de algoritmul 

(2') converge către z*t soluţia ecuaţiei (2).
Din presupunerea că z_2 < z_x ^  z0 şi ţinînd seama.de algoritmul (2'), 

în baza condiţiilor teoremei, deducem z1 > z0. Utilizînd inducţia, se deduce că 
şirul (zn) este monoton crescător. El va avea o limită dacă este mărginit supe­
rior.

Considerăm funcţia auxiliară

F(z) = z -  XQ(z) -  y&iz) ' (3)

unde X şi fi urmează să fie determinaţi în mod convenabil, se observă că dacă 
z* este o soluţie a ecuaţiei majorante (2), vom avea F(z*) =  0. ,

Punînd condiţiile FZţvSnX = 0  şi F:n,zn_ltxn„2 =  0, se obţine

P =  —
®xn — \* xn• xn—2

QJn> :n — 1 Qxn>*n—2 ®xn —

f Q*n, zn_ i, x„_ "i” — 1))
X = ---------------- 1--------------------------------------------:--------

®xn xn — I ^xtvxn — 1 ^xnfgn — 2 ^xn— l*xn —2
în condiţiile teoremei FgniZn_XtZn_2tZn_3 0.
într-adevăr acest lucru se observă analizînd semnul expresiei

®*n‘ xn — I» xtt—2' xn—3 .F — —*n» x» —1» rn —2» xn — 3 

xw — 1» xn — 2

rn — 1 xn —2 — lxn —2

H” (?**» x*—3 Q*n — l» xn —2> xn—3̂*

(^ / i>  x« ~  2» x« — 3 ^ xn — l ' xn — 2

(4)

(5)
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F{zn) =  z„+
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Considerînd atunci relaţia

F(z) =  F{z„) +  Ftn,,n_x(z -  zn) +  F,nt,n_ v ,n_2(z -  z„)(z ~  +

+  F 'n .’n - V 'n - Z .’ i* ~  Z^ Z “  * - « > ( *  “  * - « ) .  ^

ţinînd seama de (5) şi de faptul că F(z*) =  z*, vom avea

z* =  zn+t +  F,H',n V,n_2i,»[z* -  z„)(z* -  *„_,)(** -  z„_2). w

Deoarece avem F ,m,H_ ^  0» se deduce

z* — zH+1 > 0

deci şirul (z„) dat de (2') este mărginit de către z*.
Arătăm că limita lui este chiar z*. Pentru aceasta, trecînd la limită in

(2'j, vom avea 2 =  lim zn şi deci Q(z) =  0. Deoarece ecuaţia (2) are ca rădăcini 
»-♦00

pe z*, rezultă 2 =  z*.
. Algoritmul (2') este deci convergent şi are ca lim ită pe z*, soluţia ecuaţia

( 2 ) ' Demonstrăm în continuare că elementul x v calculat cu ajutorul algont- 
mului (1') aparţine sferei S.

Avem

x i =  x 0 A0P (*0) — A 0P X" *_i( *_2A_1P (a') XAP(*0) 

iar în baza ipotezelor

ta < * . -  *„) <
0 ( z _ i ) 0 ( V

2*o>*-i ‘ 6*_j, i_i ■ Q*0' J-2

8 (-o) i^  2*0.* _ i , t _ 2 - 8 (* )_ A  _  ^ _

V - i  I 8.-_,,.-_2 •0»O,*_I )
z 0 < -  Zo

ceea ce dovedeşte afirmaţia.
Considerăm în continuare formula

p ( * l )  =  P(x0) +  PXo,x_y{Xl -  x 0) +  P^, -  X 0) ( X 1 -  +

^ FgQ. *_, ,  * _ 2, ^ o ) (^ l ^  —l ) ( ^ l
(7)
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Deoarece avem prin ipoteză px (x{ — x 0) ^ z0 — zit i =  —2, —1, rezultă 

?x(x i — *-1) ^  ?x(xi *o) +  Pxixo *-i) ^ z 1 — Z—\
PxiXl “  *-l) < Px(Xl -  Xo) + PX(X0 -  *-l) < zi -  Z-2 

şi atunci din (7) deducem

Pa'(^(* i)) ^ Q(zo) "1“ Q*0»*-l( Î 2o) “1“ Qsq, i_i, x_2(Zl *o)(*l — Z-xi +

+  Qxt, i—1, *—2, “  -  *-*) =  Q(Zl)

fapt ce dovedeşte că este îndeplinită şi condiţia 2° din teoremă.
Condiţiile 1°, 3° şi 4° rezultă din faptul că xy e S ,
Folosind inducţia, se deduce

Px(P(X»)) < Q{*n) (8)
v„ <= S, iar

Px(X* Xo) ^ zn ^ Z zo-
Ţinînd seama că

Px(Xn+p ~  xn) < Px(x*+p “  xn+p-l) +  • • • +  PxiXn+\ “  xn) < — zn (9)
n baza presupunerilor făcute asupra şirului (2rt), deducem că (xn) este un şir 
undamental şi admite o limită x*, care verifică relaţia

Px(x * — x n) <  z * — z n

>bţinută prin operaţia de trecere la limită în (9).
Rămîne să arătăm că x* este o soluţie a ecuaţiei operatoriale considerate. 

?entru aceasta, din (8), în baza continuităţii lui P(x) şi Q(z), se deduce

Px(P(x*)) < <?(**) =  0
i deci P(x*) =  0.

în  cadrul teoremei următoare evităm condiţia de mărginire a operatorului 
uvers A, presupunlnd doar existenţa lui.

Teorema 2. Pentru elementele iniţiale x 0i X - lt X - 2 respectiv z0, z„lf 
—2, avînd verificate condiţiile

1° Există A =  — [P x(1) V *(1), x(2) e  S definită de relaţia

Px(x — xo) < z' — z0 C  I» iar 
Px ( * i  —  * o )  <  ^ o  —  * {  * =  —  L  ~ 2

2 ° P*(AP(*,)) < BQ(zi), i =  0, - 1 ,  —2, unde

B  >  -
6,(1)
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3° " pA'*,A'(A P .t<'>,*<2>,*<3>) < BQxW,z(2)t:(3)

X® <= S, z(,) e l ,  i  — 1, 2, 3

4° Px*,X^P xH\ xM.xW.xW) ^  •B^i(»>t(2)<t(3)i:,(4)

s  S, v?W e  7, i =  1, 2, 3, 4

rezultă afirmaţia teoremei 1
Demonstraţie. Considerăm ecuaţia operatorială

P(x) =  A P(x) =  0

echivalentă cu (1), iar ca majorantă echivalenta ecuaţiei Q{z) *= 0,

Q{z) =  BQ(x) =  0.

Se verifică uşor relaţiile

1° A =  -  [P  („„(2)]-1 =  -  [ A P d , ,^ ) ] - 1 =  - /

Px J A )  =  1 e  B 0

2° Px(P(Xi)) =  ?x (AP(x{)) < BQ(zt) =  Q(z{)

» =  0, —1. - 2

^  Px‘,x(B xW,x(2>,*(3)) =  P j t * ,^ ( A P !((l)>jr(2).jr(3)) <  &),,&)
/V

=  ^ i) l) ,,(2 )>i(3)

*w S  S, *W e  7, * =  1, 2, 3
A O / _

P^*(P,0),,(2)(,(3)̂ (4)) < Px*,.v(AP;r(l)(ţ(2)it(3)i;t(2)) <

^ 5<?i(0, ,(2), x(3)( x(4) =  t(2)f .(3)> ,(4)

*(i) e  S, *M e  7, i =  1, 2, 3, 4
* • ’ /1p{J

Ş. a^unch în baza teoremei 1, rezultă existenţa soluţiei ecuaţiei P(%). ““ ® ^
Şi pentru P(x) =  0.
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SOLVING OPERATORIAL NONLINEAR EQUATIONS DEFINED IN FRECHET SPACES 
BY USING AN ANALOGOUS TO THE TANGENTIAL PARABOLAE METHOD

(Summary)  • '

The majorant principle [3] is applied for the proving of the convergence of an iterative method 
for the solving of the operator equation P(,x) =  0. In this paper an analogical method with the 
method of tangent parabolas [2] is considered in Fnichet spaces.
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THÉORÈMES DE POINT F IX  EN  ESPACES PROBABIlktv
DE PR O X IM ITÉ bTEs

CONSTANTIN DUAIITHKSCU

Dans les espaces de proximité classiques,^ on ne saurait introdui 
notion de point fix, puisque, par les caractéristiques mêmes de l’esn 
il manque la possibilité d’avoir plusieurs degrés de proximité entre*1! 
points (si deux points sont „éloignés” , on 11e peut pas avoir une mesure j 
degré d'éloignement et s’ils sont „proches” , ils coïncident). Il en est autreuen 
pour les espaces probabilistes de proximité, où l’application P  (voir la défiu 
tion 1.1) décrit le degré de proximité entre deux ensembles, de même dot 
entre deux points. Dans un tel espace, si deux points p et q, sont sûremei 
„proches” (c’est-à-dire P(p, q) =  1), ils coïncident, mais si le degré de proi 
mité est plus petit que 1, les points sont différents.

Alors, étant donné une séquence de points (/>„)„e.v, on peut demands 
qu’ils soient de plus en plus proches (à mesure que n croît).

Cette observation permet d’introduire la notion de contraction dans k 
espaces probabilistes de proximité, aussi bien que d’énoncer un théorème! 
point fix correspondante.

1. Espaces probabilistes de proximité. Pour l’espace probabiliste de pu 
ximité (e.p.p.), nous considérons la définition donnée en [1].

1.1. Définition. La paire (X , P) este un e.p.p. si A' este un ensemb 
quelconque et P  est une application de 2(X) X 2(À') à valeurs en [0, 
qui satisfait :

(Pi) P{A, B) =  P(B, A) pour chaque A, B  <= 2(X),
(P-i) P[p, q) =  1 exactement quand p — q, pour tout p, q « 
(P*) p (A, B \J C) =  max(P{A, B), P(A,  C)),
(Ai) Si P{A, B) <  X, il existe C s  â(X) de façon que P(A 

P\B, C) <  X, où C représente la complémentaire de C,
(p.) P(A,  0) =  0, pour tout A <= S(X).

On peut démontrer que l’axiome (pa) est équivalente à l’axiome : 
(P*l Si p (A, B \JC) > X, alors Pi A, B  > X, PiA,  C) > A et

ment.

x ^ ans l'e.p.p. (X , P), une séquence (pn)»*?
** *A7 j  v ous écrivons p —+p) si pour n'importe quel u de (0,1), d 
e  iV de façon que si m > n , on a P(pm, p) ^  y..

A lieu la propriété suivante :
■hrÀA^’r ' Si Pn -*-p, alors P(pn, q) converge à P (P
proposition 1.3. on déduit que si p H-+ et qn -*-q alors

: A', 

C)<A

récipr0(ll

c o n r e é
existe »

q)

lim P(pH, qm) =  P (p ,  q).



1.4. Définition . Dans l’e.p.p. (X , P), la séquence (pJHmS est Cauchy, 
si pour n importe quel ¡j. de (0,1) il existe w0 de façon que P(pn, pm) > », si 
», m > » 0.

D’espace (X, P) est complet si toute séquence Cauchy este convergente.
2. Contractions dans les espaces probabilistes de proximité. Nous donnons 

d’abord la notion de contraction.
2.1. Définition . Une application T  : (X , P) — (X, P), est une <p-contrac- 

tion si
P(Tp, T ) . ï 9(P (p ,q )) , n (1)

où 9 : [0, 1] —*■ [0, 1] est inférieurement semicontinue et <p(t) >  t, pour n'im­
porte quel t ^  1, (Nous avons noté T(p) = Tp).

Pour un point p 0 arbitraire de X , soit (pi)i*N la séquence des itérées 
de p 0, défini par :

P l= T p ........ Pn + l =  . . .  (2)

Le théorème suivant en a lieu :
2.2. ThîvORùmk. Si (Xt P) est complet et T est une y-contraction, alors il 

existe un point f ix  unique s etf pour n’importe quel p Q de X, la séquence définie 
à (2) converge à s.

Démonstration. Soit p 0 un point arbitraire de X. Si on note

«. =  p{pn. pn-ù =  r i n . .
puisque T  este une 9-contraction, on a

a„ =  P(T;„ t ; : 1) > 9(P (r ; ; \  t ; ; 2)) > p (t ; ; \  t ; ; 2) =

donc la séquence (tfn)we.vest croissante. Soit a =  lim an. Montrons que a =  1. 
Si a <  1, dans la relation an ^ y(aH-i) en passant à la limite inférieure on 
déduit

a ^ lim inf 9(/) ^ 9(a) >  a. 

ce qui constitue une contradiction.
La séquence (p.n) n*N  est Cauchy, parce que si, par absurde, il y a (i dans 

(0, 1) de façon que pour n'importe quel nombre k <= N  il existe mh, nh ^ k ainsi 
que

V =  *(*«*■ *%)<!* (3)
en notant par mk le plus petit nombre qui est plus grand que nh et pour lequel 
a lieu la relation (3), on obtenait

PU>mh-L Pnh) > fi.

THÉORÈMES DE POINT FIX EN ESPACES PROBABILISTES g j

(4)



32
C. DUMITRESCU

De (3) on déduit qu’il existe un ensemble C dans X ,  ainsi que .
P{pmk, C) <  (x et P{p„k, C) <  (t

et de (4) il résulte que pmk-i  e  C. En effet, si pmk- \  s  C, nous avons 

P(pnk> C)  =  P(Pnk> Pmk- \  U P’"k~l}) ~

— max{p(p„k, pmk- 1). P{P»k< & ~  P»‘k- 1)} >

Il en résulte une contradiction. Mais alors, a,„k =  P (p mk> pmk- 1) <  (jl ,  ce qui g 
aussi une contradiction (lim an =  1). Donc la séquence {p„)n*N est une séqut* 
Cauchy. Alors il existe un point s ainsi que

lim Tp,= s.
n

c’est-à-dire, pour n’importe quel e de (0, 1) il existe nt de façon que si 
nous ayons

p ( p ; ,  s) >  e. s

Démontronsque Ts =  s • S ’ il n'en était pas ainsi, nous aurions P(T„ s) <«<! 
donc il existe D Ç_~ X  avec

P (T S, D) <  u et P(s, D) <  u.

En prenant en (5) e =  u, nous avons P {T nPt, s) >  u, pour n ^ nu. Il résulte f  
TPt <= D, donc P{T'pt, T s)<  u. Alors

* >  p (t ;„ t s) ><p(P(t ; ; 1, s)) >  p (t ; ; \  s),

pour n’importe quel n ^  nu, ce qui est une contradiction. Démontrons 1"* 
cité du point s. S’il existait encore un point t, avec T t =  t, alors

P(s, t) =  P (P S, T t) > <p(P(s, /)) <  P(s, t),

. donc le point fix s este unique.
2.3. Observation. Soit la séquence A =  {p„)n*\- Dire que sa . 

p, veut dire p <= A* pour n’importe quel e <= (0, 1), où A * =
et alors il résulte que p  e  A 1, parce que si X < [A il résulte A*G.

Nous appelerons un ensemble A fermé si A 1 =  A. On obtient 
résultat suivant: y

2.4. Corollaire. Si A est une partie fermée de l'c.p.p- 
complet, alors tout y-contraction T  : A —*■ A, a un point f ix .

La réciproque est également vraie, c'est-à-dire : 0tss^!‘
.2-5. P roposition . Si n’importe quel y-contraction (y  sUPP0S*einfs (^'  ̂

definie sur un sous-ensemble fermé de (X , P ) , a un point f tx , (l 
est complet. ,
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Démonstration. Supposons "par l’absurde" qu’il existe une séquence (pn)nmN, 
qui est Cauchy et ne contient pas de sous-séquences convergeantes. Alors, en 
notant u(p) =  sup P(p, p n), pour un p arbitraire de X, il résulte u(p) <  1 et
toute sous-séquence (p»k)k*N est un ensemble fermé. Soit alors les nombres
kn définis par récurrence : 60 =  0 et pour n ^ 1, kn est l’entier qui dépasse 
/î„_, et pour lequel

p (Po  Pi )  >  < P (« (K -i)>  P ° u r  *'• î  >  K -

En définissant T  : {ps } -«■ pk }, par T(pk ) — pkn+v nous avons (en supposant
K  >  * J  :

P (T ,km. Tp„) =  p (Pkn+i> Pkm+l) > 9(u(pkn)) > 9(P(pkn, pkj)

(la dernière inégalité est due à la supposition que 9 est croissante), donc 
T  est une contraction définie sur un ensemble fermé et n'a pas de point fix.

(Manuscrit reçu le 70 février 1979)
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TEOREME DE PUNCT PIX ÎN SPAŢII PROBABILISTE DE PROXIMITATE
(R c z u iu a t)

Se introduce noţiunea de 9-contracţie pentru spaţii probabiliste de proximitate şi se dă o 
teoremă corespunzătoare de punct fix.
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O CLASĂ DE ECUAŢII DIOFANTIENE

kîs EnxO

în cele ce urmează ne vom ocupa de diferite cazuri ale clasei de ecuajj 
diofantiene a lui A. Hurwitz, *

yi =  x2 — 4 ax(x — l)2

care admite soluţiile triviale (0, 0), (1, 1) Şi (1. - 1)- a
Pentru diferite valori de a sîntem conduşi la citeva ecuaţii cunoscute,

De exemplu pentru 0 =  —» a =  a Ţ tjusim respectiv :

3 /  =  x(x2 +  x +  1) jjj
2 /  =  x(x* + 1 )  |2j

/  =  x(x2 — * +  1) (3)
care ecuaţii au fost tratate respectiv de B. Segre, B. Le vi şi A. Hurwitz, şi 
s-a arătat cu diferite metode că, afară de soluţiile triviale de mai sus, nid 
una din ele nu au soluţii raţionale.

1. Forme discordante. Vom numi după L. Euler formele
a2 +  mb2

(4)
«»-f nb2 ' 1

(m şi n întregi diferiţi de zero) discordante dacă pentru nici o pereche de valori 
întregi, diferite de zero, ale lui a şi b nu pot fi ambele forme patrate perfecte. 
In caz contrar vom spune ca formele sînt concordante.

L. Euler demonstrează că următoarele perechi de forme sînt discordante:

a2 +  ¿>2 
a2 +  3f>2 

şi arată că perechea

02 +  ¿>2 
02 -  6*

02 +  b2 
a2 +  2 b2

. a2 - b 2 
1 02 +  3b2

(5)

«* +  6* 
a2 +  7b2

sînt forme concordante.
C. F. Degen demonstrează că formele (4) sînt concordante, daca (*»

(» +  1) =  P2, sau dacă m +  « =  2P2. ic0fdante
M. Collius arată că pentru m =  1 şi 1 <  n <  20 formele (4) sînt con ^  

pentru « =  7, 11, 17, iar pentru m =  - 1  şi —13 <  « <  — 1 f°rniele 
cordante pentru « =  —7, —u  ^  ^ 1,

„C' Iî nf? roo^s 5* S. Watson dau 41 valori numere naturale pentru 
x. ^ pentru care formele (4) sînt concordante.
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2. Legătura dintre ecuaţia lui A. Hurwitz şi formele discordante. Vom arăta 
că ecuaţia

(6)y 2 =  x2 — 4 ax[x — l)2,

în cazul a = nu are soluţii raţionale, căci găsirea acestor soluţii con-
8 4

duce la rezolvarea unor ecuaţii de gradul II, care au discriminantul egal cu 
produsul a două forme discordante relativ prime, şi astfel discriminantul nu 
poate fi patrat perfect.

Intersectăm curba (6) cu dreapta

y  =  oc, p întregi (a, p) =  1

care, trecînd printr-uu punct ordinar raţional al curbei, ne va da toate pere­
chile de soluţii raţionale a ecuaţiei diofantiene (6).

Avem

T x - ’ ~  4f  - ' ) ■
adică

4axi +  -  8a -  l j  * +  4a =  0

care ecuaţie va avea soluţii raţionale dacă

_  8a -  lj* -  64a*

adică
(** -  8ap 8 -  p2)2 -  64a2p4 =  (a* -  p2)(a2 -  16ap2 -  p8) 

este patrat perfect.

a) în  cazul a =  — j  (A. Hurwitz) trebuie să avem

(a* +  p2)2 -  4p4 =  (a* +  3p*)(«‘  -  p*) =  Ă*.

Se observă că putem avea numai cazul
a8 +  3p* =  m* 

a2 — p8 =  n*

ceea ce este imposibil căci formele sînt discordante (I. Euler).

b) în  cazul a =  — - (B. L,evi) trebuie să avem

«4 -  p4 =  A*
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ceea ce este imposibil căci avem cazurile

a* +  p2 =  m2 a2 +  P2 =  2 m2
a2 _  p* =  »2 sau a2 — Ş2 — 2»*

şi fiind (m, n) =  1 şi în cazul al doilea sîntem conduşi la f0rm i
** +  «» =  «» edi« « 4 ,

m2 — n2 =  p2
cu (a, p) =  1.

c) Dacă punem « =  -  ^  din ecuaţia generală al lui Hurwitz
ecuaţia Z °^‘ae

4 /  =  a;(a:2 +  2x +  1)

Formele corespunzătoare devin ^
a* — p*

care sînt evident concordante şi găsim pentru ecuaţia (7) o infinitate de j 
Iuţii:

x  =  4wi2; y  =  tn(4tni -j- 1)

d) Dacă punem a =  găsim ecuaţia

4 /  == — x{x2 — 6a; +  1) ^
şi avem formele relativ prime

( a2 -  P2
1 a2 -  2p2

despre care M. Collins a arătat că sînt discordante şi astfel ecuaţia (8) are* 
Iuţii raţionale numai soluţiile triviale.

e) Dacă punem a =  — găsim ecuaţia 
8

. i2y* — —x{x* — 4x -f 1)
iar formele vor fi

f a2 -  p2
1 a2 -  3p2 P) =  1 * (a> 3a) “  l '

Putem avea cazurile

j a2 -  p* == &  | a2 — p* =  2k*
\ a2 -  3 p 2 =  1* ?  |  at _  =  2/2
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>rimele sínt discordante (M. Collins), iar ultimele ne conduc la sistemul 
! í fc* -  p  =  pt

1 3A* -  l* =  a*
inde- ultima ecuaţie este imposibilă, deci şi ecuaţia (9) are numai soluţii ra­
ionale triviale.

3. Dacă inversăm problema şi plecăm de la forme discordante şi stu- 
liem posibilitatea factorilor comuni putem ajunge la ecuaţii diofantiene care 
m au soluţii raţionale.

Formele

f oc? +
I x* +  2p*

îînt discordante şi dacă (a, Ş) =  1 nu avem factori comuni. Fie discriminantul 

A =  («• +  p*)(a* +  2ps) =  [a* +  ±  p4)* -

iar ecuaţia Corespunzătoare va fi

adică
2«* • r% ■ 1. ---  X = x2 — 3x ----

fi* 4

Punem în partea stingă

şi obţinem ecuaţia

2y3 =  x fx 3 — 3x +  adică &y* =  x(4x3 — Í2x -f 1)

şi punînd x =  ^  : y  = j găsim ecuaţia

y3 =  x(x2 — 6x -(- 1)
care nu are soluţii raţionale, afară de cele triviale. 

De la formele discordante
a* +  pi 
a* +  3p*

obţinem ecuaţia
2y2 =  x{x- — Ax +  1).
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De la formele discordante
' «2 +  P* 

a* +  4p*

obţinem ecuaţia y* =  *(*2 — 10* -f- 9) cu soluţiile raţionale (0, 0) • fi
De la formele discordante ' (9.0

’ «* +  3 p 2 

' a* -  3 p 2

găsim ecuaţia y1 =  6*(*2 + 1 )-  s
în  general, plecînd de la formele discordante

J a* -f #»P*
I a* +  «P*

şi examinînd cazul -divizorilor comuni punînd

A =  (a* +  mp*)(«* +  «P») =  (a* +  P2)* -  P*)‘

ajungem la ecuaţia !:

şi punînd y  — *, obţinem ecuaţia de gr. I I I

2v2 — x ^ x  — —

care în cazul

(a2 +  >»P2, a* +  «p2) =  1 nu are soluţii raţionale.
Dacă plecăm din forme concordante atunci ajungem la ecuaţii 

care au un număr infinit de soluţii raţionale, care se pot găsi cu aju 
lorilor a şi p pentru care formele au dat patra te  perfecte.

Ştim că pentru m =  7, n =  1 formele găsite, adică

I a2 4- 7 p 2 

1 a2 4- p2
_a fl ssînt concordante (Euler) şi ne dau patrate, de exemplu pcnţru a - r 

Cu metoda de mai sus obţinem ecuaţia

2 /  =  *(*2 -  8* 4- 9)
Intersectăm cu dreapta

y  =
3— *
4
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şi observînd că dacă (xlt y y) e soluţie atunci e soluţie şi {xy, —y y), prin ecua- 
ţia

găsim soluţiile :
x t =  8 ;

*3
9

— x = xl — 8x +  9 
8

y i =  6 ; ** =  8 ; ^ 2  = - 6

_  27 . 9 27
~  32 ' 8 : y  4 = 32

Interscctînd curba cu drepte care trec prin două puncte raţionale găsim încă un 
punct raţionăl. '

Exemplu : luăm dreapta
27

-  6 • . . .
v — 6 =  ——----- (x — 8) adică y  — 6 =  — (x — 8)" 9 220*

-  -  8 
8

obţinem ecuaţia • ♦ -
24 200a:3 -  241 561 *2 +  407 016* — 186 624 =  0

şi găsim soluţia
2 592 .184 788x = ------; y  =

din

3.025 " 166 375

Observaţie. Afară de aceste soluţii, mai pot exista şi soluţii care provin

A =  (a2 +  7p2(a2 +  P2) =  ft2
unde formele nu sînt relativ prime.

Fie
a =  1, p =  1 .avem A =  16 =  42. 

Tntersectînd curba cu dreapta
y  — 6 =  * — 8

găsim ecuaţia
*3 _  IO*2 +  17* -  8 =  0

care ne dă rădăcina dublă
x t =  1, y! =  1

Intersectînd acum cu dreapta
y  — 1 =  x — 1
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găsim soluţia
x2 =  9, *  =  9-

Dacă plecăm de la o soluţie de exem plu:

x =
2 592

3 025
y  =

184 788  

166 375

adică
142 560 _  184 788

166’375 ' y  166 375

putem găsi valori de a şi (3 pentru care cele două forme sînt patrate perfecte 
în cazul considerat dreapta este

184 788v ------------ X
-  142 560

v 1 711adica v = ------ x
J  1 320

şi pentru a şi (3 astfel găsit cele două forme sînt patra te  perfecte, 
într-adevăr

1 7112 +  7 - 1  320* =  3889*

1711*+ 1320* =  2 161*

Cele de mai sus tratate se mai pot inversa şi în felul cum urmează 
Precum am amintit, B. Segre demonstrează că ecuaţia

3y* =  x(x* +  x  +  1)
n-are soluţii numere raţionale în afară de cele triv ia le : (0, 0), (1, 1), (1. -0 : 
'Ste evident că o transformare raţională asupra ecuaţiei nu schimbă această 

proprietate a ecuaţiei.
Fie x înlocuit cu 3x. Este clar că ecuaţia

y* =  *(9*2 +  3x  +  1)

afară da soluţiile triviale (0. 0), f i ,  l), ( i ,  _ , j  n.are aIte soluţii raţionale 

Dacă intersectăm curba cu dreapta y = ~  x care trece prin punctul’ (0.1

raţionale’ urmează ̂ că^ecuaţîa^ k ' 1' 8* pUncW'  de intersecî ie ™ Pot 6

i  * =  9a>J+ 3* +  I

adică ecuaţia

96H'2 -  (a2 -  3b2) x +  62 =  0 
nu poate avea rădăcini raţionale.
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Discriminantul ne conduce la o ecuaţie în numere întregi 
(fl* -  36*)* -  3664 =  («* +  36*) (a* -  96*) =  Æ*

care nu poate fi satisfăcută, adică sistemul

nu poate fi satisfăcut în numere întregi pentru nici un m întreg, prin urmare

sînt discordante.
Ar mai fi de studiat caracterul de invarianţă a formelor legate de o ecua­

ţie dată în cazul unor transformări raţionale, precum şi adîncirea posibilităţii 
de a arăta discordanţa, respectiv concordanţa, unor forme, plecînd de la e:ua- 
ţii diotantiene date, la care cunoaştem rezolvabilitatea în numere raţionale.

1. L. K. D i c k s o n ,  History of the theory of numbers, vol. IT, Dipliantinc analysis, New York, 
1952.

formele

f a* +  3b* 
a* -  9b*

f (Intrat tn redacţie la 22 decembrie 1979)

BI BLI OGRAFI E

UNE CLASSE D ’ÉQUATIONS DIOPHANTIENNES 
(Résumé)

L’article analyse plusieurs cas d’équations diophantiennes

y* =  x* — 4 ax(x — l )1

dues à A. Hurwitz, et démontre que les formes concordantes d’Euler

a* +  mb1 

a1 +

sont liées à ces équations.
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ASUPRA UNOR NOI CLASE DE -FUNCŢII ANALITICE

TEODon iujuîoacA 
*

1. Introducere. Fie K„ clasa funcţiilor olomorfe în discul unitate V, ^  
mate cu condiţiile f(0) =  f(0) — 1 = 0 ,  ce satisfac condiţia

>  I , V * e  U, 4  e  N 0 =  N  U  {0}
Dnf(z) 2

unde

D 7 M  - p - 1:. . w!

Clasele K„ an fost introduse de S. R u s c h c w c v h  în [4], In [1], I
S. A l - A m î r i  introduce o nouă clasă de funcţii C fa), a ^  0, iar P. N. 
C h i c h r a  defineşte în ¡2] clasa de funcţii C„. a ^  0. Demonstrînd teoremei 
referitoare la aceste noi clase de funcţii folosind metoda dată în [3] se observ 
că în anumite cazuri rezultatele pot fi îmbunătăţite, ceea ce este prezentat îi 
§ 2 al acestei lucrări.

Tot în F31, autorii au obţinut o teoremă referitoare la derivata lui Schwar 
şi 1a stelaritatea unei funcţii olomorfe şi normate uzual în discul unitate. ( 
legătură similară intre funcţiile din CM(a) şi C* şi anumite expresii diferenţial 
este făcută în jŞ 3.

Ca şi în [31 vom nota cu T [ l] ,  clasa funcţiilor ij»: cu proprietă­
ţile :

(A) <1/ este continuă pe domeniul D C.C*
(B) (1, 0) e  D, Re <|i [1, 0) >  0

(C) Re (ir2, s,) < 0 cînd sx < -  .1 (1+rV) unde sl9 r2 <== 7? şi (i>2. sj) 

Pentru demonstrarea teoremelor vom folosi următoarea teoremă data in P

— 1 ^  ^  e  ^*[1] cu domeniul corespunzător D. Dacă p(z)
P\z +  Pt.z +  . . .  este o funcţie olomorfă în discul unitate Ut p(z') ^  şi

(>) (P(*), zp'[z)) e l ) ,  Vz S [J
(ii) Re Mp(z), zp'(z))>  0, V* 6  U 

atunci Re p(z) >  0, V* s  U
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2. Teorema 1. Dacă a ^ 0 şi f  este o funcţie olotnorfă in discul, unitate 
U, normată cu condiţiile /(O) = / ' (  0) — 1 = 0 ,  pentru care există o funcţie e & K  .»• 
n s  N 0 astfel incit '

Re |(1 -  «) +  a >  i f j _____ L _ |
I D*+V(î) D"+V(--) I 2 | 4 ( „  + 2)J>f | ’

unde r

M — sup
M-v | D-+VW

atunci

R e i - ^ S L > i ,  v , u.
d"+,*M ■

în cazul în care M =  oo, obţinem teorema 1 din [1], 
Demonstraţie. Fie p(z) o funcţie astfel încît

— - -----=  7  (P (g) +  1 ). *n,+VW 2

Ï
C7.

Folosind identitatea
z(D"/(z)' =  (« +  1 )D-+'f(z) -  nD*f(z) 

obţinem că relaţia din enunţ este echivalentă cu relaţia

DH + 'el:)Re Ĵ W d---- -— —— ■ */>'(*) +
m  +  2 j ) n+ ‘2g(!) M»  +

------ j > 0 ,f 2)M I

V î s ! 7

V z U.

Fie deci

w . s) =  r +
•,* + 1________ tiz)

n -f- 2 JD"+VW
5 + a

4(w +  2)Jtf

cu domeniul D =  C2. Se verifică că ^ e  [1] şi folosind teorema A din [3] 
obţinem rezultatul dorit.

Deoarece funcţia identică g(z) =  z <= Kn pentru orice n e  N 0 iar M =  1 
pentru cazul « =  0 obţinem următoarea consecinţă:

Consecinţa 1. Dacă a ^ 0 şi f  este o funcţie olotnorfă in dtscul unitate 
U, normată cu * condiţiile /(O) =  /(O) — 1 = 0  atunci

Re[f(z) +  «*/"(*)] >  j ( l  -  j ) ,  * e  C/ implică R ef(z) > j , z e U

adică funcţia f  este univalentă.
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Tkorfma 2. Vacă'*  > o şt f  este o funcţie olomorfă in discul unitatt r, 
l ^ L ^ i i l r .  f (0)  =  H O )  - 1 = 0  ş t  daca <t>ţz) =  z +  . . .  a fia r ţi^ ^normată cu condiţiile f{0) =  t \y )

sei SI 0 < P <  1 (clasa funcţiilor stelate de ordinul p;, cu

m‘ =  sup -<!>'(;) I*

atunci

implică

l i f f1 <t>(s)

■n, f„  \ . w a r i  w
Re{(1 “ a) i ^ r + a  ' ¿ ¡ r r >  ~  * V z *  u

:f,~  > 0 ,  V zRe u.

In cazul în care m =  oo şi P =  0 obţinem teorema 1 din [21.
A A ~ Î' (Z )Demonstraţie. Alegînd funcţia />[z)"astfel încît p(z) =  2 <=? U obţinem

că relaţia din enunţ este echivalentă cu relaţia

R e 'f e )  +  a pix) +  — } >  0, V z >  U.1' 2m* I

Fie deci t\\r, s) =  r -f- a $ -f- -ii!L cu domeniul D =  C*. *Se Verifici ci
z 2»w*

<1 e  Y [l] şi folosind teorema A din [3] obţinem rezultatul dorit.
Teorema rămîne adevărată şi în cazul în care O(z) =  z sau <î>(z) =  ŢT^?

IX | < 1 obţinem astfel următoarele criterii de uni v a len ţă :
Teorema 3. Dacă 0 şi f  este o funcţie olomorfă în discul unitate V. 

normată cu condiţiile /(O) =  /'(0) — 1 = 0  atunci

R e[f (z) +  az/"(z) ] V z e C/=> Re/'(z) > 0 ,  V 2 s  V
2

adică funcţia f  este univalentă. ‘

Teorema 4. Dacă a ^  0 şi f. este o funcţie olomorfă în discul unitate 
normala cu condiţiile /(0) = /(0 )  — 1 = 0  şi dacă pentru un număr P e

P <

avem relaţia
1 + W

unde ’' V s  C, |X| < 1

Re(l +  Xz)[(l +  aXz)/'(z) - f  az(l 4. Xz)/"(z)] >  -  -^(1 -  |X |)*, * z V

atunci
Re (1 +  Xz)/'(z) > 0 ,  V z <= U, 

adică funcţia f  este aproape convexă (deci univalentă).
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1.EOKEMA 5. Dacă a ^ 0 şi f  este o funcţie olomorfă în discul unitate U, 
normală cu condiţiile /(O) = / '(0 )  - 1  =  0 şi funcţia g e  K n+2, n e  N 0, atunci

cu domeniul D =  C2. Se verifică că <= XF[1] şi folosind teorema A din [3] 
obţinem ceea ce trebuia de demonstrat.

în  cazul cînd g{z) = *  şi n =  0 obţinem următoarea consecinţă:

Consecinţa 2. Dacă ol ^  0 şi f  este o funcţie olomorfă în discul unitate 
U, normată cu /(O) =  /'(0) — 1 =  0, atunci

Re{/'(z) +" « /''(* ) +  « n * ) [ l -/'(* )]}  > 7 * '^ *  e  V  => Ref'(z) >  0, Vz e  U

T eorema 6. Dacă a > 0 şi f  este o funcţie olomorfă în discul unitate U, 
normată cu condiţiile /(O) =  f'(0) — 1 =  0 şi dacă e  S* (clasa funcţiilor sle- 
late), atunci

implică

ţin din enunţ este echivalentă cu relaţia

Fie deci

s) = r + g D n +  lg(z)

u  +  1 D H+2g(z)
(2s - r * +  1)

Re 1(1 -  a)^
r  <

:/’(*) ■ W 'W  ■ a •(«)
<¡>(z) <D'(z) Z<J»'(Z)

implică

Re iOfL > 0 , V z e U .
®W
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D n ~ * i u .  Fie *W Ie' atia 4to “ B" t  Khi«>e»U

cu relaţia
ReL (z) +  « J ^ L  [-**(*) +  +  !]} >  ° ' v * e  u

w z<I> (5) *

Fie deci «¡»(r, s) =  r+ *(z)(-t*+ 2s+ l) cu domeniul D = C \  unde «(*) S a - J l .  
Se verifică că |  e  Y[l ]  şi din teorema A din [3] obţinem ceea ce trebuia de-

monstrat ^  ^  care ^  =  Z( teorema 6 ne furnizează următorul criteriu de 
univalenţă:

Teorema 7. Dacă a 0 şi f  este o funcţie olomorfă în discul unitate U, 
normată cu /(O) =  f(0 )  — 1 =  6, atunci Re{/ (z) a V iz) ]2 4* ¿azf (■*)}> —a, 
Vz e  U implică Re/'(z) > 0 ,  Vz e  U, adică funcţia f  este univalenţă.
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ON THE EVEN ELEMENTARY CIRCUITS OF A FINITE DIGRAPH '

DAXUJ MAItCU

Let D =  {31, d> be an oriented finite graph (digraph [1]/ with. St =  {Ml, 
«2, • • •, «>} the set of nodes aud d  = {alt a2, . . . ,  a j  the set of arcs. Denoting by 
<£[£>] the set of elementary circuits [I] of D and by C[D] the set of elementary 
cycles [1], we attach, arbitrary, to every arc ««, a =  1, 2, a number
e, =  1 or - 1 .

For an elementary cycle (a), circuit (w), path (y) ox chain (I), we denote by 
d(a), d(io), d(y), d(L) their set of arcs.

For an arbitrary set & £  d  we denote sgu (¿6) =  e„;

L emma 1. I f  oo is a circuit with sgn [d(co)J <  0, then, it exists an \elemen­
tary circuit to, (d(<o) £  cl (to)), so that, sgn (cl(to)] < 0 . *

Proof. Evidently, to contains an elementary circuit to*. If sgn [d(<o*)] <  
<  0, lemma is proved, else, we consider the circuit to** for which we have 
cl(to**) =  d(to) — d(to*) and sgu [d(to**)j <  0.

Repeating this process (putting to : == to**) we obtain finally an elementary 
circuit co with sgn lcL(co) J <  0. (Q. E. D.)

L emma 2. (F. H a r a r y [2]). Let D =  <¿>1, cl) be a diagraph so that, 
sgn [d, (<x)J >  0 for all a e  C[D \. I f  n and m are two distinct nodes of 81, 
then, for every two distinct elementary chains Lv L2, between h and m, we have 
sgnjcKLJJ-sg« [cl(L2)J >  0.

Let Cx, C2, . . Cjf be the strong connected components of D. [4], [5], [6].
L emma_3. Sgn [dA(to)J >  0 for all to e_c [D], if and only if, sgn [d(a)j >  0 

for all o e  C [ t  ], i =  1, 2, . . . ,  M.
Proof. Suppose that exist i0 e  (1, 2 ,, . . . ,  M) and a0 e  C [Cf-,] so that, 

sgn [cl(cr0)J <  0, and consider o0 as the form o0 =  [ah, aft, . . . ,  atji].
Choosing an arbitrary sense for the orientation of tlie arcs' of c0* we 

attach to every arc a)k, k =  1, 2, . . . ,N ,  the label mth, so that:

14-, if the arc au is oriented in the choosen sense,
—, otherwise.

Let be an arbitrary arc of'd(<r0). Because C,-, is a strong connected com­
ponent of D, there exists an elementary path y*. [A- («<Jkt), A+(a(jJ ] .  (if an arc 
a has the form a = {n, m), we denote A+(a) =  n and A (a) =  m).
'  ̂ Evidently, (y*. U «**.) e  £[D), and from the hypothesis, we have

s g n [ < % J ]  S . >  °*  ^
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* th* circuit <*>0, replacing in c 0 every  arc a, (nWe construct the err«« < ,, fo, ^

=  _  by the path yk. Viom {if 
* sgn [&(<>>'o)] <  0*

, 1 w« contains an elementary circuit &, h
But, having <  0 • .contradiction with the

u .)  S  *(*.))■ t<* w n tor d l O 6  CLQ] and * =  1. 2, - . -  ^ • (Q.E.L.) 
Hence, sgn [«*(«)] >  ' elementary' circuit is contained m a strô

Reciprocally, ****** sgn [d(<a)}>0, tor all o> s
connected componen , ,  D =  <51. d> coniai*

Theorem l ^ E! S  and onlv if. ^ ’¿/y elementary cycle in every slrô

.. ? and hi

EOREM 1. n v e ry  * « ■ -------  .. .
number of arcs, if and only if, every elementary
component of D contains an even number of arcs.an even ..........

connected component of
=  —1, x =  1,Proof. The proof is evidently putting sx 

ving in wiew Lemma 3.
CoaoiXAB.? 1. Let D =  <5t, d ) be a strong connected digraph. HV fa 

sgn [d(w)i >  Q for all <u e  £[K], i f  and only if, sgn fdi v. ' >  0, /or a// c G C{fr
Proof., l i  D is strong connected we have J-i =  1, ¿nd having in wiew km  

3, the corollaxy is proved.
THEQRipc — f  n a strong connected digraph everv demencaro circuit conttit 

an^jaen numoer of arcs. i f  and only if, rcerf eienenrarv code'contains an at 
niimaer q£ arc^ • -

Proof.. The theorem is proved nutting n. =  — L r = l  •’ a and L-vis 
nr view coronary i. & ' L' ----

Ha»'*- Everv devr.enc.aro. n d e  adiacraci at
s o  A  t  “ T "  *  "■ >  * > ' « a v  «.•»,-. *r=A
« X  9  ;“ is 4 * ; i - *  x >

dhmuman ** f  iawtuitutS ¿ i£ g r * j\  ***• .**•
^ ta tu 'd ia t M o n  ¿ w «  **«*•*¥»• r-7' jwvx, ¿7 W  /«/V i f  j
mtl/i -iifw/df y/7' »  * *» '# ^  »> ***7 fffcTV ¿77 />7 d «»«is M $

n i  ^  **  ̂ *‘̂ V
' ? ::c S . . ? . ' . 1;  ------ - f-

. _______ _11 *4 H  «a «  e^ d en tly P  (il
pi SLj #  0>. Eet »i,l) "be an ar'lntraTV node o£ so that, «0 * *  ^

* ? S)S « ; n f t v  ' . (there e®5ts bL ,
deleted to the partition P every elementary chain 1 v ¿ven n

1) is strong connected) between «01 and n io c o n ta in s  a3* ^  ^
arcs, and Telated to the partition P', every eicmentaiy' chew■ *  ^(Lj)i 
and fni,U) contains an odd numbcT oi arcs. Hence, we have *»
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[A(Lt)] < 0 ;  contradiction with lemma 2, and .the theorem is proved having 
in view thorem 3.

Theorem 5. I f  D =  <51, cl> is a strong connected diagraph, then, every ele­
mentary circuit of D contains an even number of arcs, i f  and only if, it exists 
an unique partition P =  {5l1( 5t.,} of 51, so that, every arc of & links a node of 
51, wilh a node of 5ls or a node of 5l2 with a node of 51,.

Proof. The proof is evidently having in view theorem 2 and theorem 4.

(Received April 28, 1980)
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DESPRE CIRCUITELE ELEMENTARE PARE ALE UNUI GRAF FINIT
(R e z u m a t)

în  lucrare se dă o condiţie necesară şi suficientă ca fiecare circuit elementar al unui graf 
finit să conţină un număr par de arce. Se dau dc asemenea două condiţii necesare şi suficiente 
ea fiecare circuit elementar al unui graf strict să conţină un număr par de arce.

4 — Mathem&tica 3/1981
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p u n c t e  f i x e  p e n t r u  a p u c a t t t  t ,
U C A ilI  DEFINITE p e  SPatii „ 

M V R , U  » m o  „  V[OIUtA ***>»*,

G a h ? ° 1lCer2tUâld e<fi>aÎiu ^-metric şi de spaţiu 9
n“ t, în sensul ck eSÎ  ° A e r a S ^ a  s p S i?trod"s *  !
..d istan ţă '’ a trei puncte. dmtre d° “» Puncte £  X f e f *  ’

s i  g e n e r a r ă m  2-»«.,ici i
»păţii 2-melricc şi spatii 2-norin-iio rv-

^ m e in e  un cuplu (A, p), unde X este o ¡nÎtime ^ar *’ SC ?UmeŞte spaJiu 
X X  x  A - v R ,  care satisface următoarele axiome: P ° aphcaiie'

la) oricare ar f i a ,  6 «  A  există c e  X  astfel incit p(a, M  >0
1DJ p[a, b, c) — 0, daca cel puţin două din punctele a, b, c coincid
2) p(a, b, c) =  p(a, c, b) =  p(b, c, a)
3) p(a, b, c) ^ p{a, b, d) +  p(a, d, c) +  p(d, b, c)

A plicaţia p se numeşte 2-nietrică.
Observaţia 1. Spaţiul metric obişnuit îl vom numi spaţiu l-metric.
D e fin iţ ia  2. Un şir {*„}, xn <= A', se numeşte convergent în sensul Si­

metricii, dacă există x e  A  astfel îneît lim p(x, xH, a) =  0, oricare ar fi a e A.
W—►00

D e f in iţ ia  3. Un şir {xn}, xn e  A , se numeşte şir Cauchy în sensul 2-me- 
;ii, dacă lim p(xn, xm, a) — 0 oricare ar fi a e  A.

. num eşte complet, dacă orice şir Cbauchy

tricii, dacă lim p{xn, xm, a)
n ,m -+  co

D e f i n i ţ i a  4. Un spaţiu 2-metric se
este convergent. . . . isti uU

D e f in iţ i*. 5. O mulţime Y  C  A' se_ numeşte r ; ini J*K
număr M  finit, astfel îneît p(*. y, z) S M.  oricare ar f. *, *  
num eşte diametrul mulţimii Y.  în care s:»

D e f in iţ ia  6. Se uum eşte s p a ţ i u ^ u o n n a t ^ a ^ ^  propriettţ .

definit o 2-normă, 11- » • 11 • liniar dependenţi1, | |a , 4 | | =  0 dacă şi numai dacă a ş i i  suit hmar

2) 11«, b II =  II b, «II 6| |== ,pj . 11«, ¿11
3, oricare ar fi * ^ ^ ^
4 | K  6 +  c l l  <  I K  .

.. n  f n ]oc de p ro p rie ta tea  4) se poate 
O bservaţia  2. I n ,?r J |  i

la. » 11 +  11«. ‘ II +  l|6' 11

lua şi U  i 1« +  c'
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intr-un spaţiu 2-normat se poate defini o 2-metrică astfel: 
p(a, b, c) =  116 — a, c — a\\

Observaţia 3. Un şir {*„} este convergent în spaţiul liniar 2-normat L, dacă 
există x <= L, astfel incit lim | \x„ — x, a \ \ =  0, oricare ar fi a e  L.

/I—POO
Observaţia 4. Un şir {*„} este şir Cauchy în spaţiul liniar 2-normat L, dacă 

există a, b s  L şi a, b liniar independenţi, astfel incit lim | \x„ — x„, a 11 =  0
n,m-+CD

şi lim I \x„ -  xm, b 11 =  0.
n,m~* cc

Definiţia 7. Un spaţiu liniar 2-normat în care orice şir Cauchy este 
convergent se numeşte spaţiu 2-Banach.

Fie (X , p) un spaţiu 2-metric.
Definiţia 8. Aplicaţia f  : X —+X  se numeşte 2-metric contractivă (sau 

prescurtat 2-MC), dacă există a €= ]0, 1 [ astfel încît:

p(fx> fy> f z) < ap(^ y> z)> orice ar fi x> y, z x .
în continuare vom da cîteva exemple de 2-metrici, iar în final un exemplu 

de aplicaţie 2-MC.
Exemplul 1. Fie X  == K2 şi

! *1 *2 1
9(*> y>z) =  i  yi y* 1

z1 z2 1
oricare ar fi x, y, z e  Z. Această 2-mctrică este de fapt aria triunghiului cu vîr- 
furile în x, y , z.

Exemplul 2. Fie x =  7în şi

p(x, y, z) — j

unde x =  (xu . . xn) y  = (ylt . .  .,y„) z =  {zv . . zn) sînt elemente din Rn. 
Exemplul 3. Fie X  =  R2 iar

i 0 dacă xt y, z sînt colimare
p(*> y> z) — I r̂2 ţn rest.

xi i 2

E y¿ i
i<i zi i

unde r este raza cercului circumscris celor trei puncte. 
Exemplul 4. Fie X  = R3 iar

0 dacă x, y, z sînt coliniare
p(x, y, z) =  i în rest

unde r este de asemeuea raza cercului circumscris celor trei puncte.
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Observaţia 5. La exemplele 3 şi 4 coliniaritatea include şi cazul cînd dou 
puncte coincid, iar în loc de ier* respectiv se poate lua o funcţie pozit°“ă

f(r), care sa verifice inegalitatea 3) din definiţia 2-metricei.

Exemplul 5. Fie (X, d) un spaţiu l-metric. Considerînd 

?{x, y, *) =  min{d{x, y), d(x, z), d(y, z)},

atunci (X , p) va fi un spaţiu 2-metric.
Exemplul 6. Fie f : R 2 — R 2 a s tfe l:

(x , y) («iX +  biy +  clt a2x -)- b2y  -f- c2)

unde bit cf s  R, i =  L 2.
Această aplicaţie va fi 2-MC relativ la 2-metrica din exemplul 1, dacă:

Aplicaţii 2-metric conlractivc în plan. în  această secţiune vom generaliza 
teoremele date de T. Z a  m f i r e s c  u în lucrarea [7], cînd în locul ariei tri­
unghiului considerăm o 2-metrică oarecare în R2.

Fie X (2 R2 şi / :  X  —► X  o aplicaţie 2-MC.

Definiţia 9. Şirul aproximaţiilor succesive { /”(*)}“=0 se numeşte orbita 
elementului x e  X, iar mulţimea punctelor sale lim ită o notăm cu L(x), adică 
{/„(*)}' =  L(x). Notăm £ =  U  L(x).

X  <5 A '

Definiţia 10. O mulţime M (2 K2 se înmieşte liniară, dacă ca este in­
clusă într-o linie dreaptă.

Teorema 1. Dacă X  Q  R2 este o mulţime mărginită, i a r  f : X - + X  
o aplicaţie 2-MC, atunci £ =  (J L[x) este o mulţime liniară.

xex
Demonstraţie: Presupunem, că £ nu este liniară. în  acest caz există cel 

puţin o submulţime {.r, y, z) c  £ care nu e liniară. Fie F„ V2, V, vecinătăţi 
ale lm *, y, z astfel ca 1 >  0. unde I  =  inf p(fl, b, c). Notăm J  =  sup P

şi considerăm N  =

fleKjte !’,
c e l ' ,

a,b,c e  X

+  1.

exist*
t^ T u m ere  's  2 «  ¿ (» ) tinde « . » . » «  X . Atunci
S L e X â  ^  *  *• '  > U. astfel incit J H  .  V„ f v  c- V . f  «

fu,) îţ «“p . sup p(o, t, c )< 1’
a,b,c s  X
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diu alegerea făcută pentru N. Această inegalitate contrazice faptul că 
I  =  iuf p(a, b, c) şi prin urmare teorema este demonstrată.

aeVt

Teorema 2. Dacă f  este 2-MC şi dacă două puncte u, v <= X  au orbite 
mărginite şi L(u) p| L(v) =  0, atunci £ este liniară.

Demonstrat ic : Din teorema 1, deoarece {u, v} este mărginită, rezultă că 
L(u) U L(v) este o mulţime liniară. Fie 8 linia ce conţine pe L(u) (J L(v). Pre­
supunem că există w e  £ şi w & 8. Atunci p(w, x, y) >  0, oricare ar fi * <= L(u) şi 
v e  L(v). Produsul {w}xL(u) xL(v) fiind compact, infimumul v =  inf p(w, x, y)

x^L(u)
y * L(v)

este atins şi v >  0. Considerăm mulţimile deschise W, Vlf V2 incluzînd res­
pectiv w, L(u), L(v) astfel ca p(a, bt c) >  , oricare ar fi a e  W, b <= Vl9
c <= V2. Pentru ceva numere naturale N lf N 2 avem că f nu e  Vl şi f nv e  V2 dacă 
n ^ N x respectiv dacă n > N 2. Prin urmare p(a, f Hu, f nv) >  —, oricare ar fi

e  W. 2
Fie acum w e  L(z). Se poate determina un număr natural N z, astfel ca 

pentru n ^  N z să avem f nw <= W. Deci p(/"ze/, f nut f nv) >  pentru
n ^ max{Ni, N 2, N z}. Dar aplicaţia /  fiind 2-MC se poate determina un număr 
natural N At astfel ca pentru n > N A să avem:

p(fnu, f nvt f nw) ^

Considerînd n ^ max {A ,̂ N 2, N z, iV4}, cele două inegalităţi precedente rela­
tive la p se contrazic, deci £ este liniară.

Teorema 3. Dacă f  este 2-MC, iar £ este o mulţime liniară, x, y  fiind  
puncte distincte din £, iar u, v e  X  sînt astfel că x e  L(u), y  e  L(v) şi orbitele 
lui u şi v sînt mărginite (u şi v pot coincide), atunci linia ce include pe £ este 
o linie fixă  a aplicaţiei f.

Demonstraţie: Fie linia 8 Z) £. Presupunem că S nu e linie fixă, adică 
f ( X  CL 8) £ 8. Deci există cel puţin un punct z astfel ca fz  & 8. Fie V1 şi
V2 vecinătăţi pentru x şi y  respectiv şi numărul v >  0, astfel ca p(a, b, fz) >
>  v, oricare ar fi a e  V1 şi b <  V2. Fie A o mulţime deschisă ce include L(u) (J
U £(*>) U {z}> astfel ca ?ia> b, c) ^  v oricare ar fi a, b, c e  A.

Există un număr natural N  astfel ca pentru n ^ N  avem f*u, f*v g X  H A- 
Fie două numere naturale p, q ^ N  -j- 1 astfel ca f pu e  Vl9 f*v e  V2. 

Avem inegalitatea:
p ( / % ,  f%  fz) >  V.

Dar, deoarece/este2 = MC, ia rp — l ^  N  şi  ̂ — 1 ^  N  avem:
?(fpii9 f qv, fz) <  ap(fp~l ut f* -' V 9 z) < av <  V 

Cele două inegalităţi relative la p se contrazic, deci teorema este demonstrată.
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Co r o la r . Dacă £ #  {«) si X  este
f i x ă  pentru aplicaţia f .  * '  ' mărginită, atunci $ 3 f  w/e Q

Aplicaţii 2-MC în spaţii 2-normatc. Fie X  un spaţiu lini o o 
siderm d --m etrica  p definită cu aju torul acestei 2-nirme ^ t f e ? 'D°imat c°n- 
T  Wy ~  x > z — x \\, oricare ar fi x f y , z <= X  se r>ot da *) -
n to r  la punctele  fixe şi liniile fixe ale unei aplicaţii V m c  * Iezultate refe-

D efiniţia  11. Se num eşte linie dusă prin două element* ,, 
ţim ea  L (y , z) =  {x /x  =  ay +  fy ,  unde a, p e  ^  şi a +  p l ’ n  : e Î ' *nul-

Observaţia 6. D acă y  =  z a tunci L(y, z) =  fy}. Dacă x x t,
ţ  * „  a tunci L (x v x 2) =  L(y, z). Două linii distincte se in tersectL tr*Z) * 

m u lt un punct. eazâ m cel
Fie aplicaţia  f  : X  —*■ X

De f in iţ ia  12. Un punct p  e  X  este punct fix pentru / ,  dacă fp = p 
De f in iţ ia  13. O linie 7, este o linie fixă pentru f ,  dacă f i  q  L.

L ema I. Dacă f  este 2-M C şi p, q, r sini puncte fixe  distincte ale lui f  
atunci ele sini coliniarc. J'

D em onstraţie : Deoarece p(p, q, r) =  p(fp, fq , fr) ap(p, q, r) şi cum 
0 <  a <  1, re la ţia  precedentă are loc numai dacă p(p, q, r) = 0 ,  adică — 
— p , r — p  \ j = 0 .  Prin  urm are q — p  şi r — p  suit liuiar dependente, adică
Ci(q — p) +  c2(r — p) =  0 cu cx # 0  sau c2 #  0. Rezultă că avem p — — ' q +

C1 + Cl
-)----- - — r, adică p  <= L(qf r) şi deci p , q, r sînt coliniare.

Ci -f C2
L e m a  2. Dacă f  este 2-M C şi dacă două puncte x, y  au imagini iijcrtte,

atunci d in p(x, y , z) — 0 rezultă că fL {x , y) C  M fx> fy).
D em onstraţie: Deoarece p(.r, y , z) =  0 şi x  ^  y , rezultă că. z e  l  (-'.>)• 

De asem enea /  fiind 2-M C se obţine că p{fx, fy ,  fz) =  0 şi cum f x  £ jy  rezu 
că f z  <= L (fx , fy )  oricare ar fi z e  L(x, y) şi deci fL (x , y) C  M fx> Dl-

L e m a  3 .  Dacă f  este 2 -M C  şi dacă L este o linie cu x, y  e L astfd ca
f x ,  f y  <= L , f x  /  f y ,  atunci L  este o linie f ix ă  a aplicaţiei f .

D em onstraţie: Lem a 3  este corolar al Lemei 2. ; i  =
L ema 4. Dacă f  este 2-MC şi p , q sini puncte fix e  distincte, atunci 

— L(p , q) este o linie f i x ă  pentru f .
Demonstraţie : Lem a 4 este corolar al Lemei 3 . ^  ^
L ema 5. Dacă f  este 2-M C şi p, q sînt p u n c t e  distincte ale m 

q şi fq  =  p, alunei L  =  L{p* q) csle 0 linie f ix a  pen t u  J  există & e
Demonstraţie : Presupunem , că L  nu ar fi o linie A *1“1 q. D ar / f^e 

U p ,  </), dar  fw  & Mp, q). Cum p  #  y rezulta ca ?(P’J ’J  J  rezU]tă p(/A J  
2-M C  >i d< ci p(fp, fq, fw) «p(p, q, t»). Cuin p(/», ?. ) ar fi *  e M
fw ) 0, deci p(q, p,fw) =  0. Prin  urm are fw  e  Mp, q) 011 
;,di( ă I - i f ,  q) est e o linie fixă pen tru  / .



PUNCTE FIXE PENTRU APLICAŢII 5 5

• T e o r e m a  4. Fie f  o aplicaţie '¿-MC. (i) Dacă două linii fixe diferite ale 
lui f  trec printr-un punct p atunci p este un punct fix . (ii) Dacă f  are două 
sau mai multe puncte fixe atunci acestea se găsesc toate pe o linie fixă  L.

Demonstraţie: (i) Fie L şi M  două linii fixe şi p = L f] M. Cum fp  Q L  
şi fp  C  M  rezultă că fp  C  L f) M şi deci fp — p. (ii) Din Dema 1 rezultă că 
toate punctele fixe sînt coliuiare, iar din hma 4 rezultă că linia determinată 
dc aceste puncte este o linie fixă.

(Intrat tn redacţie la 15 tnai 1980)
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FIXED POINTS FOR APPLICATIONS DEFINED ON 2-METRIC SPACES
(S u in in ary)

In this paper are generalized certain results referring to the fixed points and the fixed 
line, of applications defined oil 2 -mctric spaces.
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SOME REM ARKS CONCERNING BOOLEAN FUNCTIONS

\ .  BOTII

a. Let P, Q : V n -+ \  =  {0, 1} be two bivalent boolean fnnrf 
variables (P, Q e  &„). One knows th a t each (nonzero) bivalent fll tl£ns of n 
variables m ay be expressed b y  the perfect disjunctive normal form” 1011 °f n

P(Pi, • • •, P») =  \ y p *1
y-i

where rP =  \AP \{AP =  {oc> =  (aj,  . . a’) <= V * : P («.’) =  1} =  P~i(i))

is the  rank of P  and fta'1 =  p*ft . . .  ft*» arc the minterms of P. Here

r/, i t « =  i
Ip if a =  0

Observe th a t each m interm  of P  is determ ined by the ai «= V", so that P is
determined by the (0, l)-matrice M(P) =  (ap) j  =  1, tp i — 1, «, where «;1=
_„i— a,-.

* " j
In [1] there is defined the distance between ft*’ and />* as © a-l«l

(© is the binary addition). Here it is also defined the distance between P and 
Q as the minimum of distances between the minterms of P and Q. More sugges 
tive seems to be the following definitino of the moment \l{P, Q) of the pair
(P, Q) :

(n) • r fP .  (?) =

=  ^ 2  T2 (*’ © P?)-ai e  a p> P* e  a q.
A=I /=  1 ,=1

In the case n — 3, p,(P, Q) is the num­
ber of the edges of the unitcube, which 
join the points representing the min­
terms of P, with the same for Q.

Example. P  =  ftift f̂tz V P1P2P3 V  
V p\pzft% V  P\Pzp3>

Q =  piftipz V  PlftiP3 V Plpifti 
A P= { (  1, 1, 0), (1 ,0 ,0 ,), (0, 1, 1), (0, 0 , 1)};

A q — {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 0)}.
n(P. 0  =  (0 +  1 +  2 +  3) +

+  (2 +  1 +  2 +  1) + ( 1 + 2  + 1 + 2) =  18.
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The elements of A P and AQ are points of the unit-cube in R3 (designated by 
•  and □ respectively). These points can also given by a number <  2s (written 
in the base 2). So, it can be used a simplified notation:
A =  {6, 4, 3, 1}, A q =  {6, 5, 2} and P  =  p1 y p* yP* VP*; Q = p2 VP6 yp*.

b. Concerning the function P  \vc define the sum-vector:
fP

(u). »(P) =  (alt . . . .  a„) where a, =  E
/= 1

Observation. In fact, v(P) is the „column sum-vector” of M(P) ([2]). 
T h e o r e m  1. I f  v(P) =  (a1( . . . .  a„) and v(Q) =  (p.„ . . . .  p„), then

p(P, Q) =  rP E  p +  rQ E  a,- — 2 £  a,p,-.
1 = 1 »'=1 1 =  1

Proof. Aplying ( jj.) we obtain :

tfp . 0  =  E  E  E  (4 ©  p?) =  E  E  W © p i+  • • • +  © pi).A = 1 ; =  1 i= l  A = 1 y = l

where a,- from oc' and p,. from p? are 1 and (rp — a;), — pt-) respectively are 0.
According to the definition of ®, the following cases must be considered only: 
a- =  1, p? =  0 (with (Xi(rQ — pf) entries) and oc{ =  0, p? =  1 (with (rp — a,-)pt- 

entries). So,

p(p , 0 =  E  -  p.) +  P»(rp -  *.•)] =  p.- +  E  «.• -  2 E  «»Pi a,-=l i =  l t =  l i= l

C o r o l l a r y , (ker v) X  ( £ e r  v) s  ker (i, that is
v(P) =  v(P') and v(Q) = v{Q') => p(P, 0  =  |i(P', 0 ) .

Example. For the functions from the preceding example we have: 
v(P) =  (2, 2, 2), v(Q) =  (2, 2, 1), rP =  4 and =  3. With Theorem 1 we obtain
p(P, 0  =  4.5 +  3 • 6 -  2(4 +  4 +  2) =  18.

c. In the general case P  =  P(/>), Q =  (?(?)> P  '=  (/,i> • • •> / ’»)> 7 =  Xlu • • • 
q„) we define (as in [3]) the p-spectrum of @:

Sp(0  =  { Q ( s ( p ) ) : s  e S .)  where s (p )  — ( p siij, . . . .  Pa*))-

Tet Qs =  Q(s(p)). We define the generalized moment of (P, 0  :
|i(P, 0  =  min {fi(P, 0)}

*sS«
We call s0 s  S„ an ideal permutation if

p(P, 0») < ji(P. 0 )  for each s e  S„.
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Therefore, for finding p(P, Q) one has to determine an ideal permutation. For 
this, we will give a criterion (Theorem 2).

’ xn JV" we define the relation e ("equiordering”) b y :

(e). xey o  WVA : (x, — xk)(yt — y k) > 0. x =  (xlt . . . ,  xn), y  =  {ylt . . . , y H) e N". 
I t  is obvious that Vs s S „ :  s(x)cs(y) <> xey.

L e m m a . Let x, y  <= N*. I f  there exist k, l so that k <  l and y , ^  y k 
then x1y 1 +  .••-+- xkVi +  • • • ~f" xty k +  • • • x„y„ > xxy k +  • • • +  x„yn.

Proof. We may suppose that x x < . . .  xn and y , < y k, th a t is y k =  
= y, + d, d >  0, The lemma will follow from : xky , +  x ,y k > xky k +  x,y,. This 
is equivalent t o :

xky t +  xl(yl +  d) > xk(yt +  d) +  x ,yl o  xtd > xkd o  xk < xt, 
which is obvious (according to assumption).

T h e o r e m  2. The permutation s e S ,  is ideal i f f  v(P)ev(Qs).
Proof. With Theorem 1 we have :

n n n
H(P, Qs) = rPY2 P,- +  rQ «, ~  2 ]C*.P»- Because rP, rQ(= rQs), 2a,- and 2p,- are

1 = 1 i= s  i =  1
independent from s, it results that p(P, Qs) is minimal iff 2 a,-(3,- is maximal. 
On the other hand, v(P) and v(Q‘) may be "equiordercd” step by step. With 
each step of equiordering, the sum 2a,-p,- can not decrease (see Lemma), so 
that if v(P)tv(Qs) this sum is maximal and therefore p,(P, Q’) is minimal.

d. I t  remains to find s <= Sn so that v(P)ev(Q’). At first we get the following 
P r o p o s i t i o n . A s(P) =  s ^ f A p ) .

Proof.

^  TP «( a> rp a) a)
p = y y  ■■■ =s<p> = y*.

fp /  j
=  V A ,_1(1> . . .J-l 1 =* ^S(P) —

{(*1- 0). •••, aj-.(B)), . (a'i .(1), . . . ,  a^-i(^))} =

=  {S~ V ) ,  . . . .  s-i(«^)} =  s-i{ ai, . . . .  a '*} =  s-H ^p)
For each x, y  s  N" it will be determined s e S,  so th a t xes(y). In tlus 

p^irpose we define S : N" -  S„ by * -► S(x) such tha t * e  S(x). In the case *, =
I  £ j r  °ic?ru *’ U iS dCCisive- Jt is obvious tha t *«(?) <> S(x)zs(S(y)) o  o  S(X)  =  s(% )) O  s =  S(*) [S(y) ]-i.
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Example. Let P = /> 2 y V p*; A p = {(1, 1, i), (1, 1( 0), {1 0 Q))
Q = f V q i V q o . A<}= m  1( 1)( (0 0 1)( (0 o 0)} (p) = ’ >2
=  (0. 1. 2) ; SMP))  =  (321) =  slt s m )  =  (123) =  s j  We d e t e J n e s L  
=  sts r ' =  (321) • (123) 1 =  (321) • (123) =  (321). Because =  s, the mini- 
mal moment will be realized by Q* =  pzp2p, V PzhPi V h h h  = P' VP* VP° 
and A Qs =  s(/l0) =  {(1, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 0)}; v(Q‘) = (2, 1, 0), so that
(̂-P- (?*) =  3 • 6 +  3 ■ 3 — 2(6 +  2) =  II. In fact, the other moments (i(P, Qs), 

s e  S, a re :

l*(A <?(»«)) =  19 . =  17 =  [L{p> Q(2l3)) . ^  Q{231)) =  jg =

=  fx(P, QW).

e. In [3] we have defined the distance d between P(p) and Q{q): d{P, Q) =  
=  mm {d(P, Q*)} where d(P, Q‘) =  -L \AP f |  FQ$ \JFPf \  A0s\,F P = V  -  AP.

So arises the question whether there exists or not a connection between 
d(P, (?) and <?)• K we calculate d(P, Qs) for P, Q in the preceding exam-
pie, we obtain : d(P, <2<l23>) =  -  =  d(P, <?('32>) =  d(P, @<2'«>), d{P, Q<23") = i  =8 8
=  d{Pt (?i312)) and d(P, Q)32,>) =  —. Observe that min d(P, (P)is realized for

8
the same s =  (321) as min p(P, Q9). But this is not a rule. So, for 
P  =  i 7 V i 6 V ^ 4 V ^ fiV ^  ^ ^ V ^ V p W f W ? 0, p(P, (?i3,2)) =  38 =  
=  p(P, @(2l3)) are both minimals while d(P, @(312)) =  — is minimal and

d(P, (J(213)) =  — is not. Therefore it is not true that each permutation s s  Sn 
8

which realitzes the minimum for (i, also realizes it for d. In this context it re­
mains open the following.

Problem. Characterize the class Sn £ of the functions for which the 
same $ e  Sn realizes the minimum both for d and p.

(Received June 4,1980)
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CÎTEVA OBSERVAŢII PR IV IN D  FU N C Ţ IIL E  BO O LEENE  
( R e z u m a  t)

*una aare aoua iuncyu uwîccue x 9» ^ uc n >mwum: \p x, . . p n)t se (Jefine t 
de „moment" al perechii (P , Q ). Această noţiune este un analog ,,m ai sugestiv" al * n° ^ “n*a 
distanţă din [1]. Theoreina 1 dă o formulă practică de calcul. în  cazul variabilelor diferite^1111'' ***

Pn). (?t......... ?») se defineşte „momentul generalizat" ca fiind minimul momentelor »
(P , 0*), s <= S„, unde Qs se obţine din Q  înlocuind q ; cu p s(,) . Perechilor

Cu ajutorul relaţiei de „echiordine”. Teorema 2 caracterizează permutările s pcnt 
momentul perechii (P, 0*) este minim. Legat de distanţa în logica propoziţiilor, definită ta m- 
se formulează o problemă deschisă. *
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ON AN ALGORITHM FOR FINDING THE SET OF EQUILIBRIUM POINTS
FOR BIMATRIX GAMES

The purpose of this paper is to analyse the algorithm for finding the set 
of equilibrium points for bimatrix games, given in the papers [1], [2].

As we shall see, the given algorithm does not generate the entire set of 
equilibrium points, but only a subset of them, one of this algorithm's steps being 
not correct.

In this note we prove a theorem wich permits to eliminate this mistake.
1. Let T =  (A, B )  be a bimatrix game given by the payoff matrices A =  

=  («;,), B  =  (b i j ) ,  where A ,  B  e  M m x " ( R )  (the set of matrices of type m  x n  
with real elements), and let

be the mixed strategies for the two players.

Definition 1. A pair of strategies (x°, y a) is an equilibrium point of T

We denote the set of all equilibrium points of the game T by EP(V).

Definition 2. If r  =  [A, B) is a bimatrix game and k <= {1, 
h <= {1, . . . .  «}, we define the game r** =  as a bimatrix game for
wich .4* is obtained from A by subtracting its k the row from each t o w  of 
A and B„ is obtained from B subtracting its h -  th column from each column 
of B, i.e. the entries of A k =  («*), Bk = (b^ are obtained from the entries of
A =  (an), B = (bn) by

HADU MUNTEANU

(1)

iff
xAy° < x°Ay°, for all x e  X  

x°By < x°By°, for all y  s f (2) •

4  =  «.>• - « « . for ail
4  =  bn -  bn, for all i,j

(3)

respectively.
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Let vis consider the sets X k, Y k, h =  1, . . n, k =  l

X h =  {x e  X \ x B h < 0}
Y k =  {y  ^ Y \A yk < 0} 

T heorem 1. ([1]), pg 84) ([2], pg 374)
For any k <= {1, . . m) and h <= {1, we have

EP(Ak,Bh) =  EP(A,B). 
T heorem 2. ([1]), pg. 107)
For a bimatrix game T =  (A, B) we have

A-l
m

y  =  u  Y t
A - l

Theorem 2. ([1]), pg 108)
/ /  (#°, y°) e  E P (r) awrf a:0 e  X h, y* e  y ,

* °  =  X*' X'  >  0  Z )  XI =  1 * * ' S  A*, =  1, 2,

b) y° =  ¿J  p,- >  0 £  ft =  1. y ki e  y 4, i =  1, 2,

c) («v, jyo) e  e p (r ) ,  y  =  i, 2 , . . t 

(x°, y ki e  £ P (r ) , i =  1, 2, . . u
where A is the set of extreme points of the convex set A. 

D e f in it io n  3. Let
* ,  =  {**'. . . . .  X ,r‘)

Y, =  0 * ‘. . . / “>}
be the sets of extreme points of the sets X k, Yk respectively.

If h <= {I, and y <={1, . . ph) wc define the set
Ytj  =  {ykp | xh>{Bk +  Ak) y kp =  0 k =  L 2, . . . .  m, p  =  b 2> 
L em m a  1. (xh}', y hp) e  PP(T) o  xhi(Bh +  Ah)ykp =  0 

De f in it io n  4. On the set U  X k we define the equivalence
h = l

follows :
xh*pxu o Y \ j  — Yu

and we denote by X*hj the equivalence class of xh>
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Let p =  card . Then, after a rearangement of the indexes, if necessary,
we can write

U X k = {x1, . . . .  x>}h = %
Now we define the sets Y* by

Y* =  {y*p | (**, y») <=EP(r)>
wich, from lemma 1, are equals to the sets define in definition 3.

T heorem 4.
EP(r)  =  U {Conv (X?t U X', U • • • U X tJ  x  Conv (Yftf) Y,*f) . . .  YfJ |

*'i» • • •> ** ® {!> • • •> P}> & s  {L  • • •* P} } -  

Proof. Let (x°, y°) e  EP(V). From theorems 2 and 3 it folows
t U

x° = Y', xh>, y ° = £  l1*.)'*' andi=i
(**. y°) s  EP{T) j =  1, 2......... /,

(x°, y*‘) e  £ P (r)  i =  1, 2,
Let j  s  {1, 2, /}, i e  {1, 2, «}. We consider the game

=  {Ak, Bk)
for wich we hawe

EP{ T) =  EP( rw)
Hence (z*;, y°) <= EP(rM), and therefore,

U
< x*'Bky° =  0 =  £  ii,X»Bky*.

S>= I

Taking into account that \l9 >  0 and < 0 we have;
xh>Bky ki =  0

Similarly we deduce
xx’Aky hi =  0

and so we have
(V) ;  e  {1, . . . .  0  (V) * e  {1, . • y M) «  £i>(r ) 

or, equivalently
Yfc 2  {y*1.........y*“} (V);. ;  e  {l.........0

and finally we conclude th a t :
Yh n  y *2 n  • • • n  ra 2  {y*1........../ “}•
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Taking into account that

it follows
{#«, xM) £  Xti  U ••• U X t ,

and we deduce that (*°, y°) is an element of the set occuring in the right hand 
side of the equality in theorem 4. Conversly, consider y  s Y ’ H  . . .  
for an arbitrary selection i v i t, ■ ■ ■, Then for any x «= X* U • • • U we 
have (%, y) e  EP(T) and consequentely:

Conv (X?, U . . ;  U *?*) X {y} £  EP(T)

But the element y  being arbitrary from Y,*n • • • H  we liavc : ^onv (X* y  
u  . . .  u  x?4) xConv(Y?, n  ^E P (T )  for any set of indexes {tl t . . .  i„}
and therefore, the theorem is proved.
2. Synthetizing the teoretical results deduced above it follows tha t the algori­
thm for finding all equilibrium points for a bimatrix game can be described 
as follows:

Step 1. Consider the matrices A k, B k (k =  1, m, h =  1, n) and deter­
mine the sets X h, Y h. Assume that we have

Step 2. For xp, h =  1, », j  =  1, p k> construct the set

Y*; =  h'kpl x»{Bk +  A J y »  =  0, k =  1 7 ^  P =T~7>}
Step 3. Find the sets X*hj h =  1, n j  =  1, p n.

Step 4. Construct the set EP{T) from the equality given in theorem 4.
. Remark. Theorem 4 is not given in the papers mentioned above, where 

is given, proof, at STEP 4 of the algorithm, the equality

«  fc c u c ia n y  a SUDSCt O
bimatrix game given by the payoff m atrices:
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We solve this game with the algorithm given above; we have:

and denoting:

0 - l
0 o. Bi = Bt 0 0 

0 0

it follows

*11 =  *21 =  (1> 0) =  y ,  =  yn
*12 _  *22 =  (0 , 1) =  y i 2

We easily check the
X t =  {*», *12} (

equalities

Y t  =  { y 1, y 22}
x t =  {x'-\ X**}

y ?1 =  {yn yn} = {(lj Q)}
Y n  =  { y ' \  y 1, y 2{ =  {(1, 0), (0, 1)}
y n = {yll> f - 1} = {{1, 0)}
Y n  =  { y 1, y 1, y a{ =  { (i. o ), (o, 1}

and from the equality (5) we have EP(T) equal to :

{((1. 0). (1. 0))} U ({(0, 1)} x Conv {(0, 1), (1, 0)}) (6)

Considerind the points I j  e  X, y° =  (1, 0) e  Y we have obviou­
sly

(V# e  X  xAy0 < x°Ay° =  1 
(V)y e  Y x°By < x°By° = 1

hence (x°, y°) <= EP(T), but the pair of strategies (x°, y°) is not occuring in 
the set (6). •<

Using theorem 4, proved above, we have EP(r) =  ({(0, 1){ x conv {(1, 0), 
(01, )}) U (Conv {(1, 0), (0, 1)} X {(1, 0)}) and obvioulsly the inclusion is 
strict.

(Rcctived July 11, 1980)
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i

UN ALGORITM PENTRU GĂSIREA MULŢIMII PUNCTELOR DE ECHILIBRU PENTRU
JOCURI BIMATRICIALE 

. ; (R e z u m a t)

în  lucrare se construieşte un algoritm care permite determinarea întregii mulţimi a punctelor 
pe echilibru pentru jocurile bimatriciale.

5 — Mathematics 3/1981
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ASUPRA r-RECU REN ŢEI W O R j j A T n ,  a 3 ŞI A4 c u  CONEXlUHţ

I*. KNCilllŞ

Datiu cu conexiune afină nesimetrică, definit intr-un sistem 
Fie A„ un sp y ^  ^  funcţii r}* componentele conexiunii afine. Notăm 

de coordonate % • • -  tensorului de torsiune a conexiunii r ‘* în sis-
T)k — r ;* — conU , • cu p ‘ix \ — T ,jkdx, ?>xk, cele « forme alternate
temui de coordonate w ”s ^  ^  torsiune prin contracţie în i şi j  se obţine
asociate lui l jk. V  forma p faff asociată a =  T kdxk. Prin produs
vectorul de torsiune * j de to rsiune se obţine tensorul pătratic de
teus° r  _  r ; T> cu forma pătratica asociata -  1  ,*dx dx .
torsiune 1 jk -  1 jA  '* „ J  7 ' recurent dacă există un vector covanantSpaţiul A„ spunem ca este 1 -recurent o
Wr astfel ca

T)k., =  y¥ rT), ( i )

unde prin virgulă s-a notat derivarea covariantă în raport cu conexiunea I\ 
1. În Lecţii de geometrie diferenţială, voi. I. p. 191, acad. G. V r î n c e a n u  

studiază torsiunea spaţiilor în care formele a şi tt sînt identic nule. în 
aceste condiţii, rangul matricei

T\s TU TU
T\s TU TU
TU TU T 3  

1 23

( 2)

asociată formelor de torsiune F* are rangul egal cu unu şi ex istă  în acest caz 
un sistem de coordonate astfel ca reducînd formele de torsiune la forma canonica, 

singura componentă ne nulă a tensorului de torsiune să fie TU =  !•
Să studiem acum problema T-recurenţci acestor spaţii.
Avem:

Tkr  =  ~ - ~  r ; sr;* +  r rjr sk +  n n
oxr

(3)

care în cazul de faţă ue dă

T 2 ^ To ’ Tf '  =  P;‘ ^  =  {~ r 'rl +  r '2 +  T*>’ T *3'  =  °‘
’ Ta,r =  ~ r 3 , r « .  t ?2i, = o, r ? v  =  o, Tls,r =  - r * i T »
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«mdijii"n" ld <4> colldi*llle O  re,-llltă MUP« conexiunii spaţiului următoarele

r!,_r:„ r i - r î
r3L 2 3 L 3 2 j A 2 3

v e c t o r u l  d e  t o r s iu n e  XF  a v e m

D e c i

=  r 1. r 2 — p 21 *1» r 23 =  I 32
îl 132 == (5)

2
a rb itra re  de x1, x2, x3. P en tru

^ 3  =  r23 + — rj3 (6)

pR°iJozrriA 1. S p a t i i l e  A 3 cu vector de torsiune şi tcnsor patratic de torsiune 
n uli sini 7 -recurente, daca intr-un sistem de coordonate componentele conexiunii 
satisfac condiţiile (5). Vectorul de T-rccurenţă XV are componentele date de (6).

2 . î n t r - o  lu c r a r e  a n te r io a r ă  [3 ]  a m  c o n s id e r a t  sp a ţ ii  A i p en tru  care r-4 =  
=  Fiy s p a ţ i i  n o t a t e  c u  A\.

D a c a  în t r - u n  s p a ţ iu  A\ fo r m e le  a  ş i  7c s în t  id e n t ic  n u le , a tu n c i ra n g u l  
m a t r ic e i

J j s T l T l T l T l T l
t U T l T l o - 2

*  2 3 T l T l
7 > 3
i  12

0 - 3  
■L 13

o - 3  
J- 14

o - 3  
■t 2 3

o - 3  
■t 2 4

o - 3  
J- 3 4

T*n T l T l T23 T l T l
a s o c ia t ă  fo r m e lo r  d e  to r s iu n e  F{ arc ra n g u l cel m u lt  do i, dec i e x is tă  un  s is ­
t e m  d e  c o o r d o n a t e  a s t f e l  ca  s in g u r e le  c o m p o n e n te  n e n u le  a le  ten so r u lu i de

t o r s iu n e  s ă  f ie  7^3 =  1, 7"j2.
D a c ă  în  s i s t e m u l  d e  c o o r d o n a te  c o n s id e r a t  T \2 e s te  arb itra r  d in  (3) p en tru  

a c e s t  c a z  r e z u l t ă

Tn,r =  —  V\4T \ o +  TÎxTyi, T\z,r —  Vri T 23

T l , =  0, T l ,  = (•-r:, + rf2 + r,33) T l

T l , = J l ,  T134=  r I t I, T l ,  = ■-  T lT l

7'is.r =  o,. T l ,= 0,, T l ,  = • p 2  o-l— I r 1 i 23* t I ,  =  o

T l , =  o, o-3± 12/ -r -r?4ri2, T l ,  = 0, T l ,  =  0
o-3 l 23,f =  —r 3riT l, T l ,  =  0, T l ,  =  0

TUr = ? I k - {r U - r l> - r « )T "
' dx'

7

7 23,

?„= i^ r i*  t *u,  = r;4ri2, tU, -  
43f =  —r î , r »  +  riaîli. T l ,  =  v'*T2i

(8)
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D a c ă  impunem acum spaţiului A* cu formele a şi tc nule condiţia de T-recur^ 
m  ¿ n  (8) rezultă pentru conexiunea in sistemul de coordonate c o 2 e Î
următoarele condiţii: erat-

cri.» +  '2r '„ r i2 =  o, -  (r.j4 -  2 T l  +  r13) r | 2 =  o
dx1 dx

i l k  .  (rU +  r 333) r | 2 =  o,
d x »

ar:
CX'

- r 444r}2 — o
(9")

under =  1, 3, 4 iar r j 2, r 22) r 22, r 22 funcţii arbitrare de x \  x2, x3, x*. Pentru 
vectorul de 2’-recurenţă avem :

y , =  - r i , /  y 2 =  -  r i ,  +  rL  +  r L  y 3 =  r%, y 4 =  o (io)

Deci
P r o p o z i ţ i a  2. Spaţiile A î cu formele g şi n identic nule sini T-recurcnte, 

dacă într-un sistem de coordonate componentele conexiunii satisfac condiţiile (9), 
(9'), (9") vectorul de T-recurenţă fiind  dat de (10).

Dacă în sistemul de coordonate considerat avem însă T\i =  constant ^ 0, 
putem considera T\% =  1 şi condiţiile (9) şi (9') rămîn neschimbate, iar (9") 
devin

ri, =  v i  =  o, 2 T l  =  T l  +  T l,  r ;t4 =  -  r»
Pentru vectorul de T-recurenţă avem în acest caz

=  o, y 2 =  - r i ,  +  t 'I +  t 'I, y 3 =  +  r L  y 4 =  o

( 1 1 )

( 12)

Deci:

P o p o z i ţ i a  3 .  Dacă componentele conexiunii spaţiilor A ţ cu forme e f  ,,j\ 
identic nule, în sistemul de coordonate considerat satisfac relaţiile 
atunci spaţiile A* sînt T-recurente cu vectorul de T-recurenţă dat de ( /•

. _*n s te rn u l de cooreonate considerat avem T \2 =  0» atunci
matricei (7) este unu şi condiţiile (9), (9'), (9") devin:

raug^

Tu =  K  =  rr24 =  rl =  r?, =  r», =  r?4 =  r l  = Tl =  ri, -  o 

ri3 =  -r * 2 =  i ,  r{2 =  ri„ ri3 =  ri„ r i4= r i„  ri4 =  ri2 

Tl  =  r{3, ri3 =  r 32, rl, =  rL  r;3 =  r 432) T l  = Tl, tU =  r l

(13)

(13')
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în  acest caz vectorul de T-recurenţă este

=  -F i,, =  -  rl +  rl+vl, = -vl +  r322+ d 3

Deci:

P r o p o z i ţ i a  4. Dacă intr-un sistem de ' coordonate componentele conexiunii 
urnii spaţiu Al cu formele a şi tz identic nule satisfac relaţiile (13) şi (13') atunci 
spaţiul A î este T-recurcnt cu vectorul de T-recurcnţă dat de (14).

3. Printre spaţiile A 4, am considerat [4] spaţiile pentru care într-un 
sistem de coordonate avem

n  = o (15)
unde a =  1, 2, 3, 4 ; i =  1, 2; a =  3, 4 spaţii notate cu Aţ*. Pentru aceste 
spaţii matricea (7) devine

T ¡2 0 0 0 0 T l
T\2 0 0 0 0 Tl 4
* 12 0 0 0 0 T l

.2 1 , 0 0 0 0 T l .

(16)

şi are rangul cel mult doi. Vectorul de torsiune are componentele:

Ty = -T\u T 2 = T'n, F ,= T l, T < = T l

ia r  te n so ru l p a tra t ic de to r s iu n e :

T u == ~ {T h )\ , T lt = T l  • t \2, Ty 3 = T\ 2 rp.2 rr>* 1 43p A 14

T 22 ~= - ( r î 2)2r T  23 == T2\ T\i, T u - T\{ • t I

= - { T l f . , r , 4 =  t%a ■ T l, T« = - { T l f
Dacă vectorul şi tensorul patratic de torsiune nu sînt nuli şi rangul matri­

cei (16) este efectiv doi putem alege sistemul de coordonate astfel ca J'Î2 =  1 
şi T 34 arbitrar restul componentelor tensorului de torsiune fiind nule. Din
(3) avem :

TI pi 'T'2 'Tp12,r =  —A r2* 12/ 13,r ' o, T l ,  =  o, t \3jf — o

T24,

T 2
12 ,

T2
23 ,f

=  0, T l , =  - r ' r3T l

=  T \T l, T2l3, =  r%Tl, T l ,

=  TkTlt. T l ,  =  rlTly, T l ,

=  r M  

= - r 2t3T l ( 18)
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r ?v = - r 3, A  r? 3,  =  r U « ,  r ? v = r * n ,

i i ,  =  r î , r ; s, t \„  =  r i 7 l „  n ,  =  - ^  +  r i . r l ,

r\ri, t ‘„, =■ o, r!,., =  o

r îv  =  o, Tu,, =  o, r iv  =  — riailL
Dacă impunem spaţiului /I ** condiţia (1) de T-recurenţă, rezultă că sin­

gurele componente ale conexiunii care pot fi diferite de zero în sistemul de 
coordonate considerat sint

r},, rîi, r%, rL  rL  rL  rL  rL  rL  rî4

şi trebuie să verifice condiţiile :

- -  ri.riu =  -  r!,ri34 3

(19)

CX

dVj
cx
^  14 i TI*  r » 3  ___  ^ «  I P 4 P 3
------- --- +  1  4 4 1  3 4  = = -------------------- r  1 4 4  1 3 4 ,
C X *  C X *

(20)

<9*2
(11
cx3 cx*

(21)

în  acest caz vectorul de T-recurenţă are componentele

Y , =  rji. T., =  0, T 3 =  0 , xF4 =  0
Avem deci
P r o po ziţia  5. Spaţiile ,4** cu vcclor de torsiune şi tensor patratic de ncnu\c 

ne nuli, sint T-recurente dacă intr-un sistem de coordonate componeneC 
ale conexiunii sint date de (19) şi verifică relaţiile ('-20). Vectorul e 
are componentele date de (21).  ̂ ţant ^

Dacă în sistemul de coordonate considerat avem 7 34 — c0 ^ atc 
spaţiul A** cu vector de torsiune şi tensor patratic  de torsiune nenu 
fi 7'-recurent căci din (18) şi (19) rezultă r li  =  r<4 =  0 şi deci

T)k,r =  0

şi spaţiul este cu torsiune convariant constantă.

Avem deci: i c iorsi«»c
P r o p o z i ţ i a  6 .  Spaţiile Aţ* cu vector de torsiune şi tensor pat)atic ^ ^ onaU 

nennli, nu pot f i  T-recurente, dacă Tt\ == const ^ 0 în sislttnu ^2), 
considerat. 1 )acă avan insă V\x =  =  0 spaţiul /II* v/rijieă
ec*r cu torsiune ccvarianl constantă.
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Dacă în sistemul
adică de coordonate considerat avem T2n =  1 şi j* =  0

r?2 = H, = I ,  r L = r î3 (23)

atunci raugul_ matricei (16) este egal cu unu, relaţiile (20) devin identităti si 
spaţiul este /-recurent cu vector dc /-recurenţă dat tot de (21). Ded : Ş

P r o p o z i ţ i a  7 .  Dacă pentru un spaţiu ÂV  cu vector de torsiune si tensor 
patrahe de lor sume nenulţ rangul matricei (16) este unu, spaţiul este T-recurente 
cu Vĉ tof' de 1 -recurenţa dat dc (21).- Componentele nenule ale conexiunii sînt 
date de (19) şi verifică relaţiile (23).

Pentru spaţiile A** să considerăm acum forma a identic nulă, deci Tx =  
^  "̂2 =  ^3 =  TA =  0. Matricea asociată formelor de torsiune devine

0 0 0 
0 0 0 
/?2 o o 
/J2 o o

Dacă matricea (24) are rangul doi, deci tensorul patratic de torsiune nenul 
plinind condiţia de /-recurenţă rezultă

r)3 = rU -- r% =  r?4 = r?, = r?2 = r \  =  r;2 (25)
şi spaţiul este fără torsiune. Analog dacă forma a este identic nulă şi de 
asemenea forma tz identic nulă, deci rangul matricei (24) egal cu unu, condiţii 
analoge cu (25) ne arată că spaţiul este fără torsiune. Dacă forma n este 
identic nulă ea atrage şi forma a identic nulă, deci alt caz nu mai există. 
Avem deci :

P r o p o z i ţ i a  8 .  Spaţiile A** cu forma a identic nulă sau cu forma n 
identic nulă nu pot f i  T-recurente.

(Intrat tn redacţie la 30 septembrie 1980)

TU

r2
34

0
0

(24)
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_ _  rÊ R TAINS ESPACES / l ;, ET AVEC CONNEXION AFL'INB 

iüK LA T-RÊCURREXCE ' ( R é s u mé )

i- î .  problème de la '/'-récurrence des espaces A, «t 
, nrésent travail, on étudie le p ^ on mjls et de l'espace ¿ J * . Pour les espaces

Dans le Pré “ le tenseur quadratique d ^  teur de T-récurrence (6). Pour les espaces
*t  ««* de (9). (9'). 0 » de r-récurrence. si le rang
 ̂ on donne les c litions (9), (9 ), (9 ) tesp  ̂ . à un Le vecteur de T-récurrence est

/!,* on donne '«  c dd ct (13). (13') sl ® t n % , pour les espaces /!?* avec le vecteur
de la iMtnce W ^  üvenient (12), rtsPect ' €® e“ne les conditions (19). (20) et le vecteur (21)

*  r i ”  T ,  i r  ~  r ? x , « « e T i r r s .».r* ü ï s ,
.’s r »  « f -  ~  ■*"'r “  r * -

tenseur quadratique c 
« a r . f .
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lin ea r  optimality criteria  in  nonlinear  programming
IN COMPLEX SPACE

DOIIEL I. DUCA

1. Introduction. Consider the problem.
Minimize Re f{z,z) subject to z <= X, g[z,z) e  S, (P)

\vhere_ A is a nonempty_ set in C", S is a nonempty set in Cm, f : 
X  x X -*■ C and g : X  x  X  -* C m.

In this paper we give some linearization properties of Problem (P). Theo­
rem 2 may be considered as a linear test of optimality for problem with linear 
constraints, Theorems 4 and 5 — a linear optimality test for a problem with 
linear objective function, while Theorems 6 and 7 — a linear test of optimality 
for a nonlinear problem. The paper is concluded with an application to qua­
dratic programming, reobtaining results given in [3], [6] and [7].

2. Notations and Preliminaries. Denote by C”(RM) «-dimensional complex 
(real) space, and by C“ ** the set of m X » complex matrices. If A is a matrix 
or vector, then A T, A, A11 denote its transpose, complex conjugate, and con­
jugate transpose respectively. R+ denotes the half line [0, -f-oo[. For z, w e  Cm; 
<z,w) =  wHz denotes the inner product of z and w.

The nonempty set S in Cm is a polyhedral cone if it is an intersection 
of closed half-spaces in . Cm, each containing 0 in its boundary, i.e.

5 =  H Hu , where' Hu =  {v e  Cm/Re<v, uky ^0}, k =  1 ,p.
■ * *

p
If v s  S =  P) Hu , then S(v) is defined to be the intersection of those 

closed half-spaces HUh which include v in their boundaries, i.e.

• s(*) =  n t f v  : "

where E = {k e  {1, . . . ,  />}/Re<v, m*> — 0}.
If X  £  C", then X = {z e  C"/5 e  X}.
Let X  be a nonempty and open set in C" and let z° e  X. Then.
a) the function g : X  x X -*■ Cn differentiable at (?°, z°) is quasiconcave 

at (z°, z°) with respect to the closed convex cone S in C* if, for any z e  X

g(z, z) -  g(z\ 1«) e  5 => [ SJ'g{z\ z°)]r(z -  z°) +  [Vjg(2°, S*)]r (i -  ¿°) e  S.

b) the function / :  X  x X -* C m differentiable at (z°, z°) has quasiconvex 
real part a t (z°, z°) with respect to the closed convex cone T  in Rm if /  is 
quasiconcave at (z*. z*) with respect to the closed convex coue — CT =  
=  {w e  Cm/Re w e  —T}.

For other notations and definitions see [5].
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3. Results. Lemma, Let X  be a nonempty open set in C", let S =  A „ 
t . • ' r . I I Hu

be a polyhedral cone in Cm, and let z° e  A. *-> *
I f  g: X  X X -+ C  mis differentiable at (z°, z°) and quasiconcave at feo .« 

with respect to S[g(z°, z0)], then ’ 2)
Y  =  {z <= X/g(z, z) e  S} e  y ,  =

=  {z e  XI[\7,g(z0,'z0)]T(z -  *0) +  [ *°)]r (z -  1°) €  S[g(2<v *■)]}.
Proof. Let z <= Y. Then

g(z, z) — g(z°, z°) e  S[g(z°, z»)] = Q  H Uk, (jj

where E = {k <= {1, . . . ,  />}/Re<£(z°, z°), m*> =  0}, because : if £  =  O, then 
S[g(z°, z0)] =  Cm, and if E ± <D, then for all k <= £

Re<g(z, z) t-  g(z®, z°), «*> =  Re<g(z, z), «*> — Rc<g(z\ 2°), uf) =
• =  Re<g(z, z), m*> ^  0.

The function g being quasiconcave at (z°, z°) with respect to S[g(z°, ¿°) ], 
from (1) it follows that

[ V,g(z® z») ]T(z- z°) .+ [ V ; ^ 0. Za) V(z -  ¿0) e  S [g{z\ *») ], 
hence z <= Y*.

p
Theorem 1. Let X  be a nonempty convex set in C", let S =  H Hukbc a

polyhedral cone in Cm, and let z° <= X. Let f : X  X X  —► C a function with 
convex real part at (20, ¿°) with respect to R+, and let g : X  x  X Cm be a func­
tion concave at (20, ¿°) with respect to S.

I f  z° is a solution of Problem (P), then z° is a solution of the problem. 
Minimize Re f{zt z) subject to z e  X, g(zf z) e  S[g(z°, ¿°)] ^
Proof. Assume z° fails to be a solution of Problem (PI). Then there exists

z1 €= X  such that

g(z\ *) 6  S[g(z*, z°)] =  n  (2)
J h*E

a”d ■ (3)
Re/(zi, z1) <  Re/(z®, z°),

where £  =  { i s { l ,  . . . ,  />}/Re<g(z°, *«), wA> =  0}.
lh e  set X  being convex it follows th a t

; z(A) =  Azi +  (1 _  A)z° e  x ,  for all A e  [0, 1]-
other hand, the function g being concave at (z°, z°) with ‘ P 

to S, we have ' • * & &

(4)
aspect

2(A)] -  Ag(z\ ¿i) — (1 — A)g(z°, 2°) s  S, for all A <s [°>
(5)
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hence

Re<£l>(A), ¿(A)] — Ag(zi, z1) -  (1 — x)g(z®, 
for all A 6 [0, 1] and k s  {1, . . . , p) .

-on : SlnCC S^ ’ s / f e ( 2°> s°)]- S(z°- *°) e  5  g  SfW*2 ) ] it, a convex cone, from (5) it follows that

2°)> «*> è 0, (6)

°, 2°)], and since S[g(z°,

S[2(A), 2(A)] e  5[g(2#, 5°)], for all A e  [0, 1], '
hence f . !

Rc<g[z(A), 2(A)], «*> £ 0, for all A 6 [0, 1] and k e  E. (7)

Let É  =  {k e  (1, . . .  , p} \  E/Re(g(z\ zl) -  g(z°, 2«), Wjt> <  Q), ]et .

A =
min Re <£(;<>, ¿0),

Rc <£(C°, — £(~°. 2°)t uhy

1, if Ê =  <D,

•/A e  £j, if £  * 0

and let A„ =  min {1, A}.
Evidently A0 e  [0, 1], Then, by (6) and by the definition of A„ we have

R e < g [z (X ), r̂(X) ], uhy >  ,

^  X R e ^ z 1, z 1) -  g(z*t z°), uhy +  R e< g(z°, 2°), uh> ^  0 ,
(8)

for all X <= [0, X0] and k <= {1, . . p } \ E .  , • v
From (7) and (8) it follows that

g[>(X), J(X)] <= S, for all X <= [0, X0],
which, together with (4) shows that z(X), for all X e  [0, X0], is a feasible solu­
tion of Problem (P).

Now, by (3) and the fact that the function /  has convex real part at 
(z9, z9) with respect to 7?+, it follows that

R e / ( z ( X ) ,  z(X)) £

g A Re[/(2‘, z1) -/(z®, z®)] +  Re /(20, 2») <  Re/(2®, 2®), for all A e  ]0, A0],

which contradicts the optimality of z® for Problem (P).
Remark. If 20 is a solution of Problem (PI) and g(z°, z°) e  S, then 2°is 

a solution of Problem (P).
T h e o r e m  2 .  Let X  be a nonempty open set in c *;J et S be a nonempty 

set in Cm, let 2 °_ eX  let f : X  x X - * - C  be a function differentiable at (2«, z®), 
and let g : X  X  X —*■ Cm.

a ) Let f  be with quasiconvex real fart at (z°, z°) with respect to R+. I f  
2® is a solution of Problem (P), then 2» is a solution of the problem
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re < V j ^ T l 5) +  V;/(z°. *°). *>
(P2)

Minimize 

subject to
z e  X  and g(z, z) <= S

v\ Tet f be with pseudoconvex real part at (z°, 2°) with respect to P 
z# ts fl ioZK/io« of Problem (P2), then z^ is a solution of Problem (P). +> V

Proof. Let Y =  {z e  X/g(z, *) e  S} the feasible set. 
a) If z® e  Y is a solution of Problem (P), then

Re[/(z®, 2°) - f { z ,  z)] £  0. for all z <= Y. (9)

From (9) and the fact th a t the function f  has quasiconvex real part at 
(z®, 2®) with respect to R +, it follows th a t

Re<V,/(z°, z«) +  Vi/(z°, z°), z> 1
< Re < V,/(z#, za) +  V;/(z°, z°), z°>, for all z e  Y,

i.e. z° is a solution of Problem (P2).
b) If z° e  Y is a solution of Problem (P2), then

Re <V,/(z°, 2°) +  Vi/(z*. S°). z®> £ 

;Re<V,/(z°, 2°) +  Vi/(z°, 2°), z>, for all z e V .
( 10)

The function /  having pseudoconvex real p a rt a t (z°, 2°) with respect to 
J?+) from (10) we have tha t

Re/(z, 2) ^  Re /(z°, 2°), for all z <= Y,
i.e., z® is a solution of Problem (P).

In what follows we shall need the following result, given in [5]-

Theorem 3. Let X  be a nonempty open set in C", let S — ^
polyhedral cone in Cm with nonepty interior, let f  : X  x I - C  and g ' -%% 
Z*.Cm’.}el z° s  Y =  {z s  X/g(z,z) e  S}, and fef /  ami g 6« differentiable 1 '
z®) and let E = {k e  (1, . . . ,  iO}/Re</(z®, z»), «*> =  0}

Suppose in addition that one of following conditions holds : ^
irrc \\^  /  satisfies the Arrow-Hurwicz-Uzawa complex constraint qualylC 
(CCQ) at (z®, z®) ; 2

(n) g satisfies the Kuhn-Tucker CCQ at (z®, z°) ;
(iii) g satisfies the revers concave CCQ at (z°, z°) ;
(iv) g satisfies the weak CCQ at (z°, z°) ; , „ z°)

m//, respSaufis*5 S l a t e r ' s  CCQ t o  Y ami g «  ¿oMcaW at [* -
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(vi) g satisfies the strict CCQ with respect to Y  and g is concave at (z* 
z°) with respect to S ; -

(vu) g satisfies Karlin's CCQ with respect to Y, X  is convex and g is 
concave on X  X X with respect to S.

I f  z° is a local minimum point of Problem (P), then there exists
' V s'( H H u ) * =  (S[g(z°, *•)])«■ s  S*

k * E  , *

such that r ' ~

V,/(z°. z°) +  Vi/(z°. z°) -  V,g(z°, z°)v -  V;g(z°, z°)v =  0, (11)
Re<g(z°, 2°),i>> =  0. (12)

Theorem 4. Let X, S, z°, f  and g be as in Theorem 3. Suppose in ad­
dition, that f  has pseudoconvex real part at (z°, 2°) with respect to R+. I f  z# 
is a solution of Problem (P)., then z° is a' solution of the problem.

Minimize
Re/(z, 2)

subject to (P3)
z e  X,

[V,g(z°, z°)]r (z — z°) +  [V;g(z#, z#)]T(z —2») <=S[g(z®, 2»)].
Proof. In view of Theorem 3, there exists v <= (S[g(z°, 2°) ])* such that 

(11) and (12) hold.
Since 0 <= S[g(z°, 2°)], z° is a feasible solution of Problem (P3). Let z 

be a feasible solution of Problem (P3). Since i><= (S[g(z°, 24)])* £ S* it follows 
that ,/  '

0 g Re <[V,g(z4, z4)]T(z -  z°) +  [Vig(z#, z4)]r (2 -  *#). «> =

=  Re <V,g(z°, ¿°)v +  V,-g(z°, ¿°)v, z -  z4>,
hence

Re <V,g(z°, z«)v +  V;g(z#, z°)v, z«> £ ^

g Re < V,g(2#, z*)v +  Vig(z#, 2»)5, z>.
From (11), (13) and from the properties of the inner product we deduce 

Re{ [ V,/(z#, z°) ]rz# +  [ V;/(z°, 2°) ]r2°}=
=  Re< V,/(z°, z4) +  V;/(z°. 2°). > >  =
=  Re< V,g(z°, z4)v +  Vig(2#. z»)v, z®> £
S Re< V,g(z°, z»)v +  V;g(*®. z0)5* *> =
=  Re< V./(z°, ¿°j +  V;/(z°. ¿°). *> =  ■
=  Re{[V,/(2°. 2°)1^ +  [V;/(z°, z®)]r2}.
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therefore

to R 
(P3).

Re{[ V,/(2°. z°)]T(̂  -  *°) +  [ V zf(z°, z0)} (2 -  ¿o)} ^  0
Since the function /  has pseudoconvex real part a t (z\ m  wit,

+ , it follows that Re f(z, 2) £ Re /(z°, 2°), i.e. z° is solution 0f

Theorem 5. Let X  be a nonempty open set in  C", let S = A u ._  U  n oe (
polyhedral cone in Cm and let z9 e  X . Let g: X  X X  — Cm be a function i it 
rentiable at lz°, 2a) and quasiconcave at (z°, 2°) with respect to S\e(z« son'V 
g(*«, 1«) s  S and let f : X  X X ^  C. L*' ’ * H &

/ /  z° is a solution of Problem (P3), //ic» z° is a solution of Problem (pi 
Proof. In view of Lemma Y £  Ylt hence

inf {Re/(z, 2)l.z e  Y} ^  inf {Re/(z, 2)jz e  Y J  =  Re/(z®, 2o).
Since z° <= Y, it follows tha t z° is a solution of Problem (P).
Theorem 6. Let X,  S, z°, f ,  and g be as in Theorem 3. Suppose in aUi-

tion that f  has pseudoconvex real part at (z°, ¿°) with respect to R+. If z> is i 
solution of Problem (P), then z° is a solution of the problem 

Minimize

subject to
(P4)

< rC <' V* ^ ° ' +  Vï/(2® ¿0),
z e  x

ft?™ * *■ •) ‘̂ b Sr^ vysioitoso,“‘r ’ m  * ,*\  { > ,A  ÎO,lows that z® is a solution of Problem

tion J*HEOrem 7. Let X  S z°with respecter, ̂ Were\ltiaÙe at {J>‘ “S *n i/tcorem 5. Suppose, in odii-
P ro b le J% )°  R+• / /  *' w « U 4 ; ' Z  ¿ ^ n ^ ^ n v e x  real part at (z« *1 PJ n/ \  - 0 / (P4), //ifW 2o is a solution cl

zo • in  view of Th*
that z M s T s îl,? /-  Pr°bltm  ( P ^ N o w  Ï / S ie f  to  P r°blem (P4), it follows that a s°hitiou of ProVble/n » ° * . with the aid of Theorem 2. b). we deduw

A Example, r et n  „  { h
6  l e t ' s  ; er definite Hcrmitian’ W

ofpr„Ti , e " “ ‘ " " n r , i t d * + * * ' * * * * *  ^  *  *“ r  (*, J )'i “ »vex ( C T “ * '  Hermitian, the objective f'in<tl*
th respect to R * doconvex and quasiconvex) real pad 

+ ■ 4 he objective function of Problem {Q?>
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differen tiae  at any (z, z) e  C2". Then, in view of Theorem 2, z° is a solution 
of Problem (QP) if and only if z® is a solution of the linear problem

Minimize Re [2(z®)H.Dz +  pl,z] subject to Az — b s  S. -  .:
Appropriate choices of the matrices A and D, of the vectors b and b and 

of the set S, lead to the problems studied in. [3], [6], and [7].
‘ (Received, Oc ober 2, 1980)

R K F I Î R E N C E 8

1. A b r a m s ,  R o b e r t  A. and B e n-I s r a e 1, A., Nonlinear programming in complex space: 
necessary conditions, SIAM J. Control, 9 (1971), 606 —  620.

2. B e n-I s r a e 1, A., Linear equations and inequalities on finite dimensional, real or complex, vector 
spaces : a unified theory, J. Math. Anal. Appl., 27 (1969), 367 — 389.

3. D a s ,  C., Some aspects of quadratic programming in complex space, ZAMM, 55 (1975), 583 — 
587.

4. D u c a, D o r e 1 I., Constraint qualifications in nonlinear programming in complex space, Studia 
Univ. Babe$ —Bolyai, Mathcmatica, 23, 1 (1978), 61—65.

5. D u c a, D o r e 1 I., Necessary optimality criteria in nonlinear programming in complex space 
with diffèrentiability, Mathematica-Rcvue d'analyse numérique et de théorie de l’approximation.

6. H a n s o n ,  M o r g a n A. and Mo u d ,  B e r t r a in, Quadratic programming in complex space, 
J. Math. Anal. Appl., 20 (1967), 507-514.

7. M o n d, B c r t r a  m and II a n s o n, M o r g a n  A., Symmetric duality for quadratic program­
ming in complex space, J. Math. Anal. Appl., 23 (1968), 284 —  293.

UN CRITERIU DE LINIAR OPTIMALITATE ÎN PROGRAMAREA NELINIAR A ÎN SPAŢIUL
COMPLEX 

( R e z u m a  t)

în  lucrare se dă o liniarizare a proprietăţilor problemei (P). Teorema 2 poate fi considerata 
ca un test liniar de optimalitate pentru problema cu restricţii liniare. Teoremele 4 şi 5 reprezintă 
teste de liniar optimalitate pentru o problemă cu funcţia de scop liniară, în timp ce teoremele 
6 şi 7 sînt teste liniare a optimalităţii pentru o problemă neliniară.
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Advnnccs In fuzzy scl Micory hiicI npplica- 
Cions, M. M. G u p t a ,  R. K. R a g a ci e, 
R. R. Y a g c r, editori, North-Holland Publi- 
shing Conipany, Ainstclerdam — New York, 1979, 
XV +  753 p.

Cartea reprezintă o culegere de 35 de 
lucrări din cele mai reprezentative domenii ale 
teoriei mulţimilor nuanţate (fuzzy) şi aplicaţiilor 
acesteia, scrise de autori care sînt specialişti 
consacraţi în domeniile respective.

în  carte se dau conceptele de bază ale 
teoriei şi se prezintă principalele direcţii de cer­
cetare. Cartea, concepută ca o colecţie de lucrări 
reprezentative, oferă o imagine coerentă a rapor­
tului actual dintre teorie şi aplicaţii.

Cartea conţine trei părţi şi o vastă biblio­
grafie cuprinzînd 1 799 referinţe. Partea 1 conţine 
articole introductive şi de sinteză. Articolele 
de sinteză sînt consacrate mior subiecte c a : sis­
teme nuanţate, reprezentarea conceptelor nuan­
ţate, logică nuanţată. Lucrările din Partea a II-a

om«' vuuo'-«»v;i«w aspectelor de bază ale t 
Principalele domenii abordate sînt: num** 
variabile nuanţate, statistică fuzzy, variat! 
posibilitate, mecanisme de comutare, i^  
nuanţate informaţie şi decizie, măsuri de 
entropie pentru mulţimi nuanţate, jocuri na 
ţaţe, concepte şi relaţii nuanţate. Partea a 11 
este dedicată modelelor nuanţate şi aplicaţi 
acestora in domenii ca: diagnosticul medi 
procese de decizie, sisteme om-maşină, procese 
control, clasificare automată, analiza scen4 
ştiin ţe sociale.

Cartea poate servi pentru familiarizarea< 
torului cu noţiunile şi tehnicile de bază ale tec 
mulţimilor nuanţate şi aplicaţiile acestei uc 
I)e asemenea, cartea reprezintă un material 
referinţă pentru cercetători interesaţi de aspe 
teoretice sau de sisteme soeio-economice, ştii 
conducerii, cercetări operaţionale, medicină, 
gvistică, inteligenţă artificială.

D ,  D U M IT R E *

L P. Cluj, Municipiul Cluj-Napoca cda. nr. 3063
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