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STUDIA UNIV. BABE$— BOLYAI, MATHEMAT1CA, XXV, 1, 1980

SOME METRICS FOR FUNCTION SPACES

GH. TOADER

1. Introduction. In this paper we notice that the metric S, which we 
defined in [6], is equivalent with the metric of Pompeiu-Hausdorff used in
[5]. Also, we define a family of metrics which make a connection between 
Pompeiu-Hausdorff's metric and the uniform metric.

Since Pompeiu Hausdorff’s distance between the ranges of the functions 
do not generate a metric for the space of continuous functions, in [6] we have 
defined such a metric in another way. However, as J. D. N e w b u r g in 
[4J showed, one can obtain a metric on a function space taking the distance 
between the graphs of the functions. In fact, J . D. N e w b u r g is concerned 
with families of operators between Banach spaces. As proved by E. B e r k s o n  
in [1] the metric of Newburg for the subspaces of a Banach space is equiva­
lent with that defined by I. G o h b e r g  and A. S. M a r k u s  in [2], i.e. 
the distance of Pompeiu-Hausdorff between the unit spheres of the spaces. 
For real functions the metric derived from the distance of Pompeiu-Hausdorff 
between the graphs of the functions seems to appear for the first time in [5].

For the space of continuous functions defined on a compact metric space, 
W. C. W a t e r h o u s e  proved [7], that this metric is equivalent with the 
uniform metric. But if the space of definition is not compact, as we showed 
in [6], these two metrics are not equivalent even if the range is compact.

2. Basie notations and definitions. Let dx and d2 be two metrics for the 
set X. We say that dt is finer than d2 and we write d% < dit if the identity.

i : (X, d) -+ (X, d2)

is continuous. This holds, for example, if for some M >  0 and p >  0

dt(x,y) < M id^x.y))
for every % and y  in X. The two metrics are equivalent if either is finer than 
the other.

Let the function L : [0, oo ] -+ [0, 1 ] be defined b y .

L(t) =

t
l + 1 

1

for 0 «S t <  oo

for t — oo.
(1)

Its inverse X- 1 : [0, 1] — [0, oo] is given by:

J — for 0 < t <  1 
l ~ i ■

oo for t =  L

(!')
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Convention. For any function F 0 : X  X X  -* R + [J  {00} we define a sym­
metrical function F  : X  X X  -* [0, 1 ] by :

F(x, y) — L (sup {F 9(x, y), F 0(y, *)}). (2)

(X d) and (Y, e) being two metric spaces, we denote C(X, Y) the set 
of continuous functions from X  to Y. Let us fecall some metrics used for 
C(X, Y) :

a) The uniform metric T  which may be defined by:

T(f, g) =  L (sup {e(f(x), g (x )) : x e  X}) (3)

or, as usual, with the identity instead of L, if X  is compact.
b) The metric K  which generates the compact-open topology on C{X, Y), 

(if X  is a locally compact, separable metric space), is defined as follows :

K(f, g) =  II) 2~” • L (max {«(/(*)• £(*)) : *  e  K n}) (4)n = I

where K n are compact subsets of X  with the property that K„ C  X H+l for
00

every n and X  =  { J  K n.
n = 1

c) The metric S (which we defined in [6]) generated by (2) from:

So if, g) =  inf {r >  0 : V* e l ,  inf {e(f(x), g(y)) : d(x, y) <  r) <  r} (5) 

(with the convention : inf 0  =  oo).

d) On the set of non-void, closed subsets of X  one defines the metric 
P  of Pompeiu-Hausdorff by (2) applied t o :

P 0{F, E) — sup {inf {d(x, y), y e  £ } ,  x e  F } . (6)

Denoting with G/ the graph of the function / ,  i.e. the s e t :

Gf =  {<*. y) 6  x  X Y : y  = / ( * ) ,  *  «= X ) (7)
one obtains, as in [5] a metric H  for C(X, Y) putting:

H (f,g ) =  P(Gf,G g). (8)
Remark 1. We proved in [6] that S < T  and if X  is locally compect, 

separable metric space K  ^ S. The opposite relations do not hold in general.
In [7] it was proved that if X  is compact H  is equivalent with T. If we put
S 0 a s :

So(f, g) =  su {inf {max {d,(x, y), e{f(x), g(y))}, y  e  X, x <= X} (5')
one sees that S is equivalent with H.

3. The family of metrics S'. In what follows we shall define a family of 
metrics which make a connection between the metric T  and S (hence H).
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k For any r <  0 let us define the function S '0 : C(X, Y) x C(X, Y) ^  R +U{oo}

S°r(f, g) =  inf {« >  0 : V* <= -Y, 3y e  X : d(x, y) <  ra&c(f(x), g(x)) <  «} (9)

with the convention inf 0  =  oo.

T h e o r e m  For any r > 0  the function S' (defined by the convention (2 ) 
for So) is a metric for C (X ,Y ). ' '

The proof follows easily from the subadditivity of L and the continuity 
of all the functions which are used. 3

Remark 2. It is easy to see that S1 =  S and also that it is justificab.. 
to denote T =  S°.

L emma If 0 <  /> <  r <  oo , then for any f, g e  C(X, Y) we have:

S'(f .g)  <s>( f ,g)  <S°( f ,g)  (10)
and

SH f.g) < ^ • S'(f, g). 
p

( i i )

Proof. The inequalities (10). follow directly from the definition and to 
prove (11) it is enough to observe that:

and, for a > 1, holds

SK f,g) < - ■  S'0(f,g )  
p

L(ax) < a • L(x).

(11')

Consequence Pot any 0 <  p, r <  oo the metrics S? and S' are equivalent
(and equivalent with H). . . t „

Remark 3. From the above consequence and from the remark 1 it iollows 
that if AT is a compact metric space, all these metrics are equivalent with b 0 — l , 
but, if x  is not compact, this statement is, in general, not true.

Remark 4 . Of course, instead of the linear function r - a in (9) we 
should consider other functions with adequate properties but the resulti g 
metrics are equivalent with these 

Remark 5. If we write (4) a s :

K{f , g ) = f / - Z - H n l\ K „ e \K.)) (*’)
n — 1

this suggests that we can also consider the metrics.

K '(f, g) =  £  2 -I (S '(/|  Kn, g | K n)) (4" }
n~ 1

but these metrics are equivalent with K, as results from the remark 3.
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4.
and C"(X 
Denoting:

4. Metrics for C"(X. Y). Let A  be a real interval, Y  a linear metric space 
"(X, Y) the set of all functions f :  X  -* Y  with continuous n-th derivative

G'l =  { (x ,f (x ) ,f ’(x)......... f (nK*))> *  e  X ) /1*>\

we obtain a metric H" for Cn(X, Y ) taking :

H 'u  g) =  m >  0  (13)

where P  is Pompeiu-Hausdorff's metric for X  x  Y “41.
Remark. 6 . We may also define Hn applying (2) for :

Ho(f, g) — iuf {? >  0 : V x e  X, 3y <= X, \ x — -y\ <  r & (14)

e(fM(x), g{i)(y)) <  r for i =  0, 1, . . » } .

In this case, besides the variauts similar to (9), we can also define the metrit 
Dn by (2) applied to :

Do {/, g) =  inf {r >  0 : V.t e  X, V/ «= {0, .1, . . . ,  n), 3y, <= A', (.15)

\x ~ ) ’i\ <  r. e(fM(x), g[i){yi)) <  r).

Of course, for any /  and g in Cn(X, Y) we have:

D’U g )  < H 'U g )  ( l6>

the inequality beiug generally strict as shows the following 
Example. Let / ,  g : [ - 1 ,  1] — R be defined by :

f{x) =  x* and g(x) =  3 — x*.

Then D %  g) =  1(2) <  #«(/, g).

Remark 7. As is was proved by A. N a e s s  in [3], if the functions 
fm ^ C ”{[a ,b ] ,R )i are such that the sequence / i ”’(*) is convergent for every 
X, m ltf’ and the sequence/M( )̂ is convergent in n distinct points from [a, ft], 
then there is a function /  e  C" ({a. 6], R) such that /<!> -*/<«> on [a, ft] lor 
is rnmiaot'Vh' account the result from [7], it follows that, if X
equivalent W ^ t h T h l ^  -?nd H ” are equvale,lt on C”(AT, Rm) and they are 
S e t  or ri Y k  Tnh;nfh -,UU!i°rm metnc on this sPaoe. But it A' is not com- 
not be equivalent UU C dlmensional Banach space, the two metrics might

(Received September 18, 1978)
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CÎTEVA METRICI PENTRU SPAŢII DE FUNCŢII 
(R c z u m a t)

în lucrare remarcam că metrica S  pe care am definit-o in [6] pentru spaţiul funciiţlor con­
tinue este echivalentă cu metrica Pompeiu-ITaiisdorf definită în [5]. De asemenea, definim o fami­
lie de metric ce evidenţiază o legătură intre metrica S şi metr ca un formă. Această fainii e dc 
metrici se transpune şi la spaţii de funcţii derivabile.
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ASUPRA UNEI EXTINDERI A FORMULEI DE CUADRATURĂ A LUI
NEWTON

l’AHASCIIIVA I’AVKI.

în lucrarea [3] s-a construit după metoda folosită în [1] o formulă de 
cuadratură de tip Newton, în care nodurile interioare sînt multiple,

în cele ce urinează vom construi, urmînd aceeaşi metodă, o formulă de 
cuadratură pentru calculul integralelor de forma

b
^p{x)f(x)dx  (1)
a

în ipoteza că p <= C[a, b)], p(x) >  0, x <= [a, b] iar /  <= C5[tf, 6)] (2 )
Pentru uşurinţa expunerii vom trata numai cazul nodurilor interioare 

triple, metoda puţind fi aplicată şi în cazul nodurilor interioare multiple de un 
ordin 2 k -f- 1

Considerăm pentru început formula de cuadratură
b
j  P(x)f(x)dx =  Afla) +  Cf(Xl) +  C '/ 'K )+  C"f"(xy) +  lif(b) +  A[ / J  (3)
a b

în care xx e  [a, 6], R [f] =   ̂y{x)fh(x) dx, iar A , C, C', C", B se calculează 

astfel ca R[xk] =  0, k =  0, l‘ 2, 3, 4.
Reţinem doar expresiile lui A şi B , care sînt necesare pentru cele ce ur­

mează
b

A = n ^  $ pixHx ~ b){x -  dx

B “  -  »j. 5 -  »><* -  *,)• ix
b

ţinem Îcui^Î ^  n°dUl astfel încît în ionnula (3) coeficientul A

C b
{b — xy)3 ^P(x)(x — b)dx -f 3 (b — xy)2 j- p(x)(x — bfdx  +

a
a

c 6
+  3(b ~  *,) J p[x)(x -  6)3 dx +  J p(x)(x _  by dx =  q

(4) 

0. Ob-

(5)
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Punînd

avem
b — Xy — (b — a)v şi b — x =  (b — a)s

t i
v3  ̂p[b — {b — a)s]sds — 3v2 ^p[b — (b — «)s]sVs +

0 o

1 1

+  3v J PIb -  (b -  a)s]s3 d x - \ p [ b - { b -  a)s*ds =  0

(6)

(7)

La fel se poate determina nodul Xy astfel ea în formula (3) coeficientul 
B — 0. Avem ecuaţia

V W

(a — Xj)3 jp (x )(x  — a)dx +  3(a — x1)t^p(x)(x — a)2dx -f
a  a

b b
-f~ 3(a — Xy)  ̂p(x)(x — a)3dx -f  ̂P(x)(x — a)Adx=  0 (8)

şi punînd 

obţinem

il — a — (b — a)u, x — a — (b — a)t

(9)

«•(#[« + <»- *)')'il -  3“‘ \tl“ +16 _  a)ivi‘+
j 0o

+  3u ^ p [ a + { b -  u)t)t3dt -  | p[a +  (b ~  aW  dt "  °
0

Se observă eă dacă

adică în ipoteza că funcţia de pondere “ ‘“ ““ Sufi^îeafă' ’
lui, ecuaţiile (7) şi (9) coincid şi au o si g * ecuaţiei (8) nodurile
. _ Notînd cu Xy soluţia ecuaţiei (3) Ş1 jntervalului adică 

Şi Xy sînt simetrice şi ele faţă de m]

Xy +  *1 =  a +  b

(10)
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Punîud acum în formula (3) şi notînd din nou acest nod tot cu
obţinem

C p(x)f(x)dx =  +  Cí/ ^ a'í) +  C if (xi) ““ j <?(x)fW(x)dx (12)
J  aa

funcţia 9 păstrează semn constant pe intervalul (a, b), fiind negativă, 
înlocuind în formula (3) x¡ =  Xl şi notînd acest nod cu xt, avem

* *
^P(x) f (x)ix  =  Af(a) +  C2f(x 2j -(- C'2f  (x2) Caf (x2)  ̂v(x)f(V(x)dx (13)
<■ «

funcţia 9 păstrează un semn constant pe intervalul [a, ¿>], fiind pozitivă. 
Adunînd formulele (12) şi (13) primim formula de cuadratura 

»
5 p{x)f(x)âx =  I  [Af{a) +  Bf(b) +  Cl/ ( x l) +  C 'J'{Xl) +  C J " ( Xl) +
m

b
C2f(xi) +  C ,f'(x2) +  C íf"x2) } -  J p {x )l{£ ± K $  fl*>(x)dx

a

înlocuind formula (12)

/(* ) =  ţ { {x ~  xt)*(x -  b)
avem

$ ş[x)dx =  -  ţ p(x) -(- ~ *^ (v~ b) dx
a a

iar în formula (13)

obţinem
/(*) =  f ,  (* — xs)4(x— a)

* »
j  Ş(x)dx =  -  J p(x) (JL-. *¿4< *-*) .
« a

fată f am  ̂ ? e relaţif  i 11) în ÎP°teza că funcţia p(x) este simetricălaţa de mijlocul intervalului, se deduce printr-un calcul simplu că

( M ± Í Í 2 ¿ , = 0

S e “ce?piţiuC4 ,0rmUla dC CUadlatUr4 <14> are gradul de exac-
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Se poate demonstra că formula (U) arc a
într-adevăr, înlocuind , . ® exactitate chiar 5.

f(x) — (x — *,)»(* —
obţinem

b *

-  i <\>(x)dx =  C p(x)U% — xtf{x  ~  X2f ---- (- ~ A)(A» ~ a>* _  (* -  a)(* -  ar,)» )
6 ’ J  « 2(6 ~  a><A'i “  «)’ 2(6 -  xt)*[b -  o)} ^

Membrul doi al acestei relaţii, în ipotezele impuse mai sus asupra lui 
x„ x% şi p(x), este difent de zero.

(Intrat in redacţie la 24 octombrie 1978)
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s i .:r  UNK e x t e n s i o n  d e  l a  f o r m u l e  d e  q u a d r a t u r e  d e  n e w t o n

( R é s u  m é)

Dans ce travail on construit, en suivant la méthode de 
type Newton, où. les noeuds intérieurs sont multiples.

Dans les cas des noeuds intérieurs triples, nous avons 
le degré d ’exactitude 5.

[3], une formule dc quadrature de 

la formule de quadrature (14) avec



S U ’DIA UNIV. BABE?—BOLYAI. MATHEMATICA, XXV. 1, 1980

RIEMANNIAN SPACES WITH A-RECURRENT VECTOR FIELD

C. MTKSCU*

1. A non-flat Riemanuian space Vn is called recurrent [1] if its curvature 
tensor satisfies

Rijkl, m — * P 0*^)

for some non-zero vector <pm. Note that the covariant derivative is indicated 
by a subscript preceded by a comma. Let us set up the convention that, if 
Vm admits a tensor field T  . . .  such that T . .  I =  (p{T . . .  where ç, is a 
non-zero vector field of Vnt then Vn is called a ^-recurrent space and it is 
denoted by Tn.

The concircular curvature tensor Z)ih [2], the conharinonic curvature
tensor [3] and the tensor Whijk introduced by K. Y a n o  and S a w a k i
[4] are given by

Z)* =  Rjih — —  R_  -- (Sign — 8ighj) ( 1.2)

cHh =  Rja — (StRji — 8*RJh +  g}iRkh — g}hRk) ( l .3)

IF** =  aZkijk +  J L  (8fe> -  8}Ga +  giJGl -  gikGk) (1.4)

where a and b are constants and

£>y — Zijt, — Rjj------- g{.
n (1.5)

The transvection of (1.5) with gv gives

g*Gy =  0

G r o u t y 0'  ^  (M > with *  * * »  the sytn-

( 1.6)

G'u =  R _£i*_  
2 —  n and G"H = ( a  +  b)Ghk (1.7)

* Polyteclmic Institute, Jassy, Department
of Mathematics.
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The conformal curvature tensor defined by

G,,» =  ^  (&,R,r _  g A  +  Kttgu _  ^  +

. «  . I ' 8»
(n — !)(« _ 2) SikSki)

can be expressed under the form

Gm  =  Zkjik -  (gkhGji -  gkiGjk +  g..Gkh _  g .hGh.) ( j 9)

The tensors Chijk and Ckijk are related, according to [5], by

Ckijk =  C'kiJk -  —i— (g^G'a -  ghlG'ik) (1.10)

We also have [5j.

W hijk =  cCktjk -| - g kkGij — gkjGik +  gijGkk — gikGk)) (1-11)
n — L

R1EMANNIAN SPACES WITH A-RECURRENT VECTOR FIELD

If the parentheses are eliminated between (1.4) and (1.11) we obtain

Wm  =  (a +  b)Zm  -  bCkijk. (1.12)

It follows either from (1.11) or from (1.12) that, if a -j- b =  0 then the tensor 
Wkijk =  aCkijk and therefore it is proportional to Weyl's tensor.

In this paper we shall consider the case that a +  b ^ 0.
2. We first express the tensor H?k!j in terms of Riemann s tensor.

-  «itU -
n(n -  1)

(»{& -  % „) +  m <  -  w *  +  Sifii -  « »« ) “

+ n -- 2

If we denote, like in [6],

¿> r a/?
Sf| *

n -  2 2«(w -

Gkk -
a/?

2w(n — 1) J

a,{Ski +

aR

2»(w -  I) f t *

aR

ii n _ 9 2«(n — J)
Sij

(2. 1)

0r> in view of (1,5),

A ij =
___?—
2(« — 1) J *

(2. 1')
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then we get

W* =  aR* +  «Mi. -  *Ma +  ~  8,i,A'jih )%h

or
Wjik =  aRjih +  Ajih

where, as in [6], A-ih is given by

A jo, =  8*Aji -  8}A jh +  guA\ -  g}hA*

From (2.4) we find that the tensor A^a =  g»A}u satisfies the following 
tities:

A ftjih =  — A kjhi =  Ajkih =  A

Aftjih +  Akihj “H A khjx =  0

If we contract (2.1) with respect to i and j  we obtain the invariant

aR

(2.2)

(2.3)

(2.4) 

idcu-

(2.5)

A =  gijAij =  —
2{n -  1)

(2 .6)

Another contraction of (2.4) with respect to k and h gives

!„■ =  Ajik =  (n -  2)Aj{ -  - ± —  Rgji
2(n -  1)

(2.7)

In view of (2.1) and (1.5), the equation (2.7) can be written

Lu =  bGji — a — gij (2.8)

La — bRn — (a +  £>) — gji (2.9)
n

One can see that for a =  0 it follows from (2.8) or (2.9) that Lu is propor­
tional to Gji (we have assumed that a -f- b # 0 ), hence we shall consider a ^ 0.

3. A non-flat «-dimensional Riemannian space ( » >  2) is said to be 
G„ -  recurrent [5] if the tensor £„• meets the condition

Ga,f =  f,Gn or Gi, =  <pfG{ (3.1)

9 rfor some non-zero vector



If the above equality (3.1) is contracted with respect to k ^  k 
of (1.5), it follows that R*k- J h L  g* =  Qr r’ by
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R. i =
n — 2

• (D,Gk: (3.2)
therefore we obtain.

TmWREM 3.1. The equation (3.2) holds /or G.-recurreM spaces.
Definition 3.1. A Riemanuian space V In •> 21 is said t<-> k*» j  , i 

if the tensor A,, satisfies the condition ' **

Aij,i =  9¡An for some non-zero vector 9,. (3.3)
D e f i n i t i o n  3.2. A Riemannian space V„(n >  2) is said to be L-recunent 

if the tensor satisfies the condition

=  9//-,7 for some non-zero vector 9,. 
From (2.1') and (3.3) we have

(3.4)

— -  *■>.< “  I - 5-  +  — -----] R., ^  =  9/« -  2 I n -  2 2 (« -  1) J n 1 w -  2 [ n -  " 2 (>*
2— ] R h  
-i)J *1

or ---- —  (R -  <p,R) =  0

Form a ^ 0 it follows that

L emma 3.1. An A-recurrent space is with recurrent scalar curvature and 
with the. same recurrence vector field.

Theorem 3.2. Every Ricci recurrent space is A-recurrent with the same 
recurrence vector field, and conversely.

Proof. It readily follows from (2.1') that a Ricci recurrent space V„ is 
A-recurrent, too. Since V„ is A-recurrent, from (2.F) and from Lemma 3.1 
we immediately obtain the theorem.

T heorem 3.3. Every A-recurrent space is G„-recurrent. A G„-recurrent space 
is A-recurrent if its scalar curvature R satisfies

R.i =  9 iR

In view of Theorem 2.1. of [5] and our Theorem 3.2 the result of the state- 
nient clearly holds.

T heorem 3.4. A necessary and sufficient condition for a Riemannian 
space V„ to he A-recurrent is that the equation

-  9tWm  =  a(Rhijk.t -  ViRij) (3-5)

holds for some non-zero field <p; of Vn.
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16 f it easily follows from (2.2) and (3.3) that (3.5)
Proof- »  !'■ tran./ectmg it by «“  we obtam.

holds. Conversely, if (-»-̂  n

(< +  b){Cv  -  o f i„ )  =  * (*« • ' -  

and tra.svec.mg this equa.io. by i* wc finally get

R,1 - 9  iR =  0

(3.6)

(3.7

In view of (1.5), (3.6) gives

»«*, -  (« + »>*,£“ K  “ <* + 9 / (3.8)

If we divide the equation (3.8) by n -  2 and if we add the result to equation 
(3.7) multiplied by: « we obtain =  9 ,A« which completes

the proof.
Lemma 3.2. Every L-recurrent space is with recurrent scalar curvature.

Proof. By (2.9) we have b{Rtji, -  <p,i?(>) =  {a +  b) (R.< ~  9 i r )- Contract-
ing this equation by gij we obtain a(R,i ?/^) =  0. Therefore Rj <p, /? =  0 
since a £  0.

Theorem 3.5. Every l-recurrent space is A-recurrent until the sarne recurr­
ence vector field and conversely.

Proof. By use of Lemma 3.2 and (2.7) we readily conclude that an L- 
recurrent space is A-recurrent, too. The converse result follows from Theorem 3.2 
and equation (2.7).

4. Definition 4.1. A non-flat «-dimensional Rieruannian space is said 
to be A „-recurrent if the tensor Ahijk satisfies the condition :

Ahijk,i =  %Ahijk for some noil-zero vector <p, (4.1)

Theorem 4.1. Every A-recurrent space is A „-recurrent. An A „-recurrent 
space ts A-recurrent if it is with recurrent scalar curvature.

Wln,irf ^  V" bJ; ¿-recurrent with the recurrence vector. Then (4.1) readily 
follows irom (2.4). Conversely if (4.1) holds, transvecting it b y w e  get 
(n -  2)Aiu +  gijA„ =  [(» -  2)A «  +  gijA]m. or (n -  2)1 A -  m A \ -  
-  ¿#(¿9/~  Aj). In view of (2.6) we obtain*from the last equation (i -  2 ) ( ^ ,  -

flAy) _  j j  (r 9 i — R.i) which proves our theorem.

Tl'‘ mu,r,ncc 'xdm  o f an A -recurrent space is a
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Proof. First note that the following equation holds:

Akjih.Um) +  ¿Mm.lkj] +  AlmkUih] =  ^*/l;i[lni] -  gikA -f-

T  gjiAkk'Um] gjĥ ik, [/m] 4“ gim̂ hl,[kj\ ~~ gilAkm,[kj] 4" ghlA^^ — 
— ghmAii'ikj) 4- gljAmk,[ih] — glkAmjt[ih] +  gmkAijt[ih] — gmjAlkt[ih]

(4.2)

If V is an A -space we have:

^Akjih,[lm) =  (9 lAkjih),m — (<PmAkjih)ti =  flmAtyk (4.3)
where we have denoted

9 lm =  P̂/.m Vm,l (4.4)
Transvecting (4.3) by gkk we get

2 Lji.{lm] — (yi,m A/» — tylmLji
Using (2.9), we easily get from (4.5)

b(̂ ij,lm ~~~ tylmLji
We have, at the same time,

2/1 jit [Itn] =  ~ Rji.Vm) =  7 tylmL
n -  2

j*

If (4.7) and (4.3) are substituted into (4.2) it follows that

yim̂ kfik -f 9kjAiklm +  9iĥ lmkj =  ---(gkh<?lmLji — gik̂ lmLjh +  gjî lm̂ kh
71 — 2

— gjhtylmAik 4~ gim̂ kjl'hl gil̂ kjLhm 4“ ghl̂ kjLim ghmtykjLil 4" glĵ iĥ mk

glkffihJLmj 4“ gmk̂ pihLlj gmj(fihl'lk)

If the terms are suitably brought together in this equation one gets

9lm Âkjih “ * ------ (gkhLji — gikLjh 4“ gjJ'kh ~  gjĥ ik) J 4“

+   ̂ 1 ~ (gimLhl — gilLhm 4" ghlUm — ghm̂ u) | 4"

+  <?,* ^A,mkJ — (gljLmk — glkLmj +  gmkLlj ~  gmjUk) j =  0

The tensor M kjik is now introduced by

M kjik =  Akjih------ l—  M i  -  S>kLJh +  gji^k -  gjkUk)
n  -  2

Equations (4.8) give us
yimMkjik +  <Pk;Miklm +  <?ilMlmkj 0

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

cniatica — 1/19802 —
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, that the tensor V,„. satisfies the following identities:

It follows from (4.9) that tm.
Mkjih =  - M w  =  -  M*i* =  Mmj

Mkjit, +  Mm,] +  Mkhjt — 0- (4-H)

A short calculus leads to

Mkjih —
(lR —  (&*&.• — ëikêik) — Ä(CW''* (4.12)

(» -  !)(» -  2)
Bv the use of Lemma 1 of [7] we get from (4.9), since the space is not of zero 
S la r  curvature, that <?lm =  0. This implies <p,.ro =  <Pm,( which is the condition
for ©, to be a gradient vector. . , .

According to this latest theorem, equation (4.3) turns to A —9 
which implies LfiM -  L„,n:l =  0. If Ricci’s identity is applied to the last
equation, one gets LifRkm +  LkR'h,„ =  0, or, by use of (2.3), vve have

l qi{WU -  A M  +  Lk(W L  -  A M  =  0 (4.13)

Therefore the following result holds in An :

Theorem 4.3. Equation (4.13) holds in A „-recurrent spaces.

Theorem 4.4. If An admits a parallel vector field vh, then either vh is ortho­
gonal to the recurrence vector field of Anf or An is an Einstein space, or the 
scalar curvature vanishes.

Proof. If the space Vn admits a parallel vector field vh the following 
conditions must be satisfied :

vti = îjkh xJh ~
(4.1*

v R'ju.h — 0 ; vl>Rjk,h =  0 ; vhR]h =  0 
From (2.3) we obtain Ahijk =  Wm  -  aRm  or

v‘AhiJ*.‘ ~  rfWhijkj — avlRhim (4.1

from (4.15) we get^*,..*”l  o 'o l  tllat =  0 and thcrefo
=  9,Am . Hence A' ~  ° ’ ° D the other hand for an /I „-space A =

One can verify that either of ’urner of the two cases hold •

M, the J Z  lk !Z °  CaM <S) " * *  “  °- 
“ der caK <*>• * * , S r  i,o,ds w  -  « t

=  aRhijll
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Here we should again distinguish between two cases:

(B,) a =  0

In this subcase, from (4.17) and [8] it follows that A„ is conformally flat. But 
wc have assumed that a -j- b ^ 0 and since a =  0 it comes to b ^ 0 ; according 
to Corollary 1.2 of [8] it follows that in this case An is an Einstein space 
(and not necessarily of constant sectional curvature). We also know [8] that 
in a quasieonformally flat space V„(n >  3) the covariant derivative of the 
tensor field A„ is symmetric, i.e., A =  Aikj-

(B2) a ±  0

Now, contracting (4.17) by gikg‘t we have aR =  0. Since á fO  it follows 
that R vanishes. In this case we shall have ‘

'¿hijk =  RkUk and Gij =  E,y, C'hijk =  Chijk w-here C*,y*

is the conformal curvature tenser, and G¡j =  0.

In view of Theorems 4.4. and 4.1 we may state.

T hkokkm 4.5. I f  a A-recurrent space admits a parallel vector field vh, 
then either vh is orthogonal to the recurrence vector field of A „, or A„ is an Einstein 
space, or the scalar curvature vanishes.

(Received September 19, 1978)
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SPAŢII RIEMANNIENE A-RKCU RENTE  
(R e z n m a t)

Folosind tcnsorul Ah n . definit cu ajutorul tensorului de curbură ricmanniană şi cu ajuto­
rul tensorului lui K. Y a n o -S . Sawaki, se definesc spaţiile A- şi A„- recurente. Se stabilesc proprie- 
taţi ale acestor spaţii şi ale vectorului lor de recurenţa.
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CONEXIUNI ECHIVALENTE PE G-STRUCTURI DE ORDINUL DOI

MAHIAN ŢAHINĂ

în cele ce urmează vom studia proprietăţi legate de o relaţie dc echivalenţă 
a conexiunilor definite pe G-structun de ordinul doi, in raport cu o anumita 
clasă de spaţii omogene. Această relaţie, definita de N. 1 a n a k a [6J, a 
fost considerată de S. K o b a y a s h i  şi T. O c h i  ai  [3] m legătură cu 
studiul unor operatori de transgresie. Echivalenţa proiectivă şi echivalenţa 
conformă a conexiunilor liniare fără torsiune, respectiv a conexiunilor rieman- 
niene, apar ca şi cazuri particulare remarcabile ale relaţiei menţionate.

în prima parte â articolului formulăm unele proprietăţi generale ale cone­
xiunilor echivalente. în cea de a doua parte introducem morfismele admise 
ale G-structurilor de ordinul doi şi demonstrăm unele proprietăţi ale acestora

1. Spaţii omogene piale de ordinul doi. Vom reaminti la început unele 
definiţii ([3], [4], [5]).

Definiţia 1.1. Se numeşte algebră Lie graduată de ordinul n o algebră 
Lie ( pentru care avem

n  -  i

(sumă directă), *  (0), dim <  00

b * j » ] C 5 A + «  (1 .2 )

f y}  ̂ rezultă că [■} i. ij =  (0), deci este o subalgebră abclianâ
■ e asemenea este o subalgebră a lui t, iar ad , 0 invariază orice 

u ?/>•

( 1. 1)

( 1.2)

(1.3)

a lui 
sPaţiu

O algebră Lie graduată se numeşte tranzitivă dacă avem 

[x, 9_j] # (0) V.r s  <ip, x # 0, p  ̂ 0 

Pentru algebrele Lie graduate de ordinul doi avem deci

f =  ?_i +  î0 -f fl
ceste algebre au fost clasificate în [2]

¿ » r s : ^ ^ , x u idS?eduî c  sePr  i r d̂  “ # ■ » *  *  — «s,,,.
condiţia de păstrare a graduării ' Pn“ deflmÎlllc: obişnuite. dar impunînd

ord; nul -  “

ta ae (1-4), unde n  este algebra
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Lie a grupului Lx — Ker p, p fiind reprezentarea liniară de izotropie p : L 0 — 
-+ GL(T0(X)), iar algebra Lie f0 a lui L 0 este

(o — fo +  îi (1.5)
De mai sus, în virtutea teoremei de izomorfism rezultă că q0 este algebra 

Lie a subgrupului liniar de izotropie A0/£ , =  p(L0).
Exemplele care ilustrează această teorie sînt:
Exemplul 1.1. Spaţiul proiectiv Pn =  L/L 0 unde

/- =  SL(n +  1, R) (modulo centrul său)

7' ° = ( ( « ! ) e  s L { n G L (n> r )> a ^ * }  

unde u este un vector linie.
Exemplul 1.2. Spaţiul conform «-dimensional Cn =  LjL0 unde

( o o —1\
L =  0(« + 1 , 1 )  =  { I S GL(n +  2, R), >XSX =  S} unde S =  0 /„ 0

' - 1  0 0 /

¿o
0 0\

* A 0 S 0 (n +  1,1); A e  0{n), a<= R
* * a)

Pentru detalii recomandăm lucrările [3], [4], [5].
într-adevăr, în exemplul 1.1 algebra Die a lui L este l =  si(« +  1 ), R) 

iar spaţiile de descompunere sînt

0, v\\ UA 0\
.0, oJ j ’ 3o~ H o  a) ’ Tr A +  a =  0 , ( 1.6)

unde A e  GL(n, R), a<= R, v este un vector coloană, iar {• este un vector linie.
în exemplul 1.2, avem t =  »o(« +  1,1) =  {X  e  ft(n +  2, R), *XS -(- S X =  

=  0) iar spaţiile de descompunere sînt

|/0 ‘v o\ ¡ —a 0 0 ’ 7 0  0 0\
Î - 1 = I  0 0 v\ S f o — ’ 0 ,4 0 , A <= o («) k f 1 “  ' k  o o

( Io  o o/J 0  0 J [ o  S' 0 )

Observaţie. Grupul 0 (m +1 , 1 )  considerat în [4] invariază prin definiţie 
forma patratică F  = x1 + . . . + * ” — 2 x°xn+1 care prin transformarea

xo =  _Lr (y° — y +i), *  =  y ,  xn+i =  -j=- (y  +  y +i), * =  1,« (i.8)

se reduce la forma canonică -  ( y ) 2 +  (/ )2 +  •. • +  ( y +1)2- Cuadrica de ecuaţie 
F  — 0  este difeomorfâ cu sfera Sn C  R n+1 prin transformarea obţinută din (1.8)



făeînd y° =  l. Aceasta precizează factorul de proporţionalitate * 
date de S. Ko ba y a s h i  [4] p. 133. dln ^rmulefe

De fapt avem două reprezentări diferite ale grupului 0(n -4~ 1 i\ ? 
clasic, al celei de a doua reprezentări, grupul este definit prin * '  *n CazuJ

0A(n +  1,1) = { f e  GL{n +  2, R), *YAY  A} unde A =  ( ~ 1 0  )
Notînd cu \ 0 I mJ
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T = (1.9)

matricea de trecere a transformării (1.8), avem A =  tT S T  sau S  =  (‘T)~ 'A r-1. 
Dacă X eGL(n -f 2, R) aparţine la grupul 0s(n +  1,1) definit de matricea S, 
din relaţia ‘XSX =  5 obţinem prin amplificare ‘TlX S X T  — ‘T S T  =  A, deci 
‘TXVTj-'AT-'XT =  A. Astfel matricea

Y =  T-'X T  =  (Ad T -1) X
aparţine grupului ortogonal Oa (« +  1), 1) definit de matricea A. între imaginile 
celor doua reprezentări avem deci izomorfismul

Ad T -i; 0s(m +  1,1) - 0 A(n +  1,1) (V10)
aplicaţia Ad fiind considerată în GL(n -f 2, R).
I o ţ \Un Clement al a,gebrei We oA(» +  l'l) a lui 0A(n +  1.1) este dc forma 
('ţl/J iade * este un vector finie, iar U este o matrice antisimetrică, adică 
akebra Lie 0 îm a. i rePrezentarea considerată se verifică faptul că

4^  forM (U)’
î - i  =

fo —
'0  0 «’t
0 / 4  0 

1« 0 0
A e  o {ti). ( 1. 11)

îi V  o
o
’i
o

1 y ' 1 Uoieîn formulele de mai sus, w este un vector coloană, iar yj un vector q ^  Ar
verificarea afirmaţiei de mai sus observăm că un element A «s este de forma

A e  o («)
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Şi se descompune în mod unic într-0 sumă de termeni de forma (1.11), căci din 
relaţiile obţinute prin identificare

'a =  ‘u +  Y), b =  u — <y)
rezultă

■u =  ■£(* +  &), ^ (« — b)

Spaţiile (1.11) nu au elemente comune diferite de zero. într-adevăr, avem în 
mod evidenty o p| ?-i =  (0), ^ O =  (0). Avem de asemenea ?'_i P| ?i =  (0), 
întrudt relaţia ‘yj =  u implică u =  0 yj =  0. Astfel descompunerea considerată 
este directă.

Pe de altă parte, se verifică prin calcul direct că spaţiile (1.11) satisfac 
şi relaţiile (1.2).

Conexiuni (LţL0)-echivalentc.
Fie X  =  L/L 0 un spaţiu omogen de ordinul 2 iar G =  L QjLl grupul său 

liniar de izotropie. Notînd n =  dim X  avem G (2 GL(n, R) iar din (1.5) rezultă 
că algebra Lie a lui G este %0. Fie M o varietate diferenţiabilă de dimensiune 
n şi P o G-structură pe M. Forma canonică 0 a lui P este o l-formă cu valori 
în R \ dar întrucît în baza formulei (1.5) spaţiul tangent la X are acelaşi suport 
cu algebra abeliană j putem identifica pe cu Rn, prin intermediul unei 
baze, şi astfel să considerăm că forma 0 ia valori în

Pe de altă parte, o conexiune pe fibratul P se defineşte printr-o l-formă co 
cu valori în |0. Conexiunea este fără torsiune dacă co verifică relaţia ¿ 0 +  [co, ©]=0.

Vom introduce acum o relaţie de echivalenţă a conexiunilor faţă de spaţiul 
omogen X . (vezi [6]).

Definiţia 1.3. Două conexiuni fără torsiune co1 şi co2 pe P  se numesc 
-Y-echivalenţe dacă există o funcţie <p: P-+fi  astfel îneît să avem

* > . - « > , =  [6, <p] (1.12)

Vom nota relaţia de mai sus prin coj ~co2. Cei doi membri ai relaţiei (1.6) 
iau valori în %0 datorită definiţiei unei forme de conexiune, respectiv datorită 
graduării (1.2). Forma t =  co2 — o*! din membrul întîi al relaţiei (1.12) repre­
zintă forma de deformare a conexiunilor.

Propoziţia 1.1. Relaţia ~  este o relaţie de echivalenţă.
Intr-adevăr, avem co ~  co corespunzător funcţiei 9 =  0. Dacă cox ^  co2 prin 

funcţia 9, avem şi co2 ~  cox prin funcţia — 9. In sfîrşit, dacă co1^oi2 prin <px şi
co2 * <o3 prin 92 atunci rezultă coj ~  co3 prin funcţia 9i +  92-,

O proprietate simplă a conexiunilor X-echivalente se referă la forma conexi­
unii medii corespunzătoare
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Propoziţia 
Intr-adevăr, avem

1.2. Dacă .«,-*>* alunci rczultă Wl ~  402 ~

« v  -  »1 =  Ţ  (« *  “  Wl) " 0> î ?

ji prin urmare Ui

tia — -  9

prin funcţia^ f. dialog avem « 2 ~  w prin func-

Privitor la formele de curbură ale conexiunilor X-echivalente demonstrăm

Propoziţia 1.3. Dacă avem c^-co, iar 0 lt Q2 sînt respectiv formele de 
curbură asociate lui şi co2 atunci avem

0 , - f l i  =  V[0, <p] +  ^ [[0 ,9 ]. [0. 9 ]]
1

(1.13)

.«fe v» Artei jj/ermftrti in raport cu conexiunea <*v

Demonstraţie. Forma de curbură a lui «>• f =  1 .2  este

îl }=  dtOj +  ^  [<■>,-, «,] ^

Ţinînd seama de (1.12) avem

K  u 2]  — [« i ,  « 2]  =  [ [ 0 ,  ? ]»  wa]

[ttj, Wi] — [ « ! ,  i-h] =  [ [ 0 ,  <f>], <>>l]
Biferenţiind (1.12) avem

¿ti)2 — ¿Wj =  ¿[0, 9]
Deoarece [u,, w2] =  [w2, Wj], din formulele de mai sus deducem

&2 ~  Qi =  d[0, 9] +  [[0, 9], <>)2] +  [[0, 9 ], u i] ^

înlocuind în (1,15) o>2 =  <0j 4- [0, <p] şi ţinînd seama că [0, 9 ] este o l-formă tensonala de tip adjunct, avem

m  9 ] =  d[0, 9] +  [[0, 9], oii] 
de unde Tezultă formula (1.13)

,. 2: 0Morfisme admise. Fie X =  IIT 
G'grunuriwu«:— ’ • 0

respectiv
S e i n  I M t r«ctură ne 91 w  ae quucumumv

Scatii f f  ?n jnorfisJ ^ ^ o c ia tă  lui ¿ f 0Clată spaţiului omogen X , iar

'' astfel*^??1* P ’ P ' este 0 Pereche de 
Jt sa avem f{za) =  /(*) H a)>
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unde /  este o aplicaţie diferenţiabilă regulată, iar A este un omomorfism de
grupuri Lie. Astfel se induce şi o aplicaţie între b a z e / : M -* M' definită prin 
f(x) — n'(f(z)) unde z e  n 1(x) iar 7t şi n' sînt aplicaţiile de proiecţie.

Definiţia  2.1. Vom spune că morfismul (/, A) este admis în raport cu 
omomorfismul h : L -* L' dacă este indus de Ă, iar aplicaţia A* : t V este un 
omomorfism de algebre Iyie graduate.

Astfel, considerînd descompunerile l =  -f î0 +  fl V =  ^  -j_ ţl
restricţiile )up =  Â* | fP • p =  — 1, 0, 1 satisfac condiţiile h'P(<jP) £  şP. 

Omomorfismul A satisface condiţiile h(L0) £  L'0, Â(Lj) £  L[.
A

Prin aceasta se induce de asemenea o aplicaţia h : X X' între spaţiile 
omogene corespunzătoare.

Vom demonstra acum două proprietăţi referitoare la echivalenţa conexiu­
nilor imagine, respectiv a conexiunilor induse de un morfism admis.

P ropoziţia 2.1. Fie (/, h) un M-morfism (M =  M') al G-str neţurilor 
P(M,G),  P' (M,Gf) admis în raport cu omomorfismul h : L - * L ' ,  f  fiind un 
difeomorfism. Dacă co0 şi o>1 sînt conexiuni X-echivalente pe P, atunci conexiunile 
imagini co„, a),' vor fi  X ’-echivalente pe P' dacă şi mimai dacă formele canonice 
ale fibraţelor satisfac condiţia

0'/* =  • 0 (2.1) 

Demonstraţie. Să admitem că avem

-  <00 =  [0. ? ] (2.2)

şi fie to,', f =  0, 1, conexiunile imagini. Atunci avem /*o>< =  A*«,-. Aplicînd A* 
la (2.2) şi ţinînd seama de graduare avem

Â*(<o,) — Ă*(g>0) =  Â*([0, <p]) =  [A.—i0, A.i<p]

prin urmare

/ * coi =  [»'/*. h i ? ]
şi astfel rezultă

tai -  «i =  [0'< 9 ') (2.3)
unde <p' :  P ’ — este aplicaţia definită de

9 =  K i  • 9 ' / -1 (2-4)
Reciproca este de asemenea valabilă.
Propoziţia 2.2. Fie (/, h) un morfism admis al G-structurilor P(M, G) 

P'(M ' G') în raport cu omomorfismul h . L - * V  astfel îneît A* este un izomorfism. 
Dacă L'0, L[ sînt conexiuni X ’-echivalente pe P' atunci conexiunile induse (imagi-
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26 P vorji X-ecHvalcnlcJacă şt numai iaca formele canonice

riilc reciproc*)*»^  induse o>. ale conexiunilor *>;sattsjac rcW  (2-D- iţia conexiunilor mdusc ,
Demonstraţie, r n u

(Z.5)avem w. =  h~l • «' -f*

Rezultă
COj — o>o:

B ” P l i a i ^ " ...............  . ¿ . y  1

, ,/ — re' cp'l deciîâ avem Wi — 0)o t ' “ J 

£9'

şi rezultă (2.2) uude ^  ^
<p =  • <? ’ /*

Exemple de moriisme admise.
Exemplul 2.1. Considerăm incluziunea naturală

i : SL(n +  1, R) U SL{n +  2, 7?)
• (2.7)

definită de

i(s )= [0 5 j- Ş s  ŞL (w- +  1..72)

Aceasta va induce un morfism admis între P" şi PH] 1 • căci cu 
din exemplul 1.1 avem i(L„) (2 T-o- într-adevăr, algebra Lie 1 a lui t f 
suma directă a subspaţiilor

0 0 0\] (0  0 0 .1 (0  0 OV
n o o cî l n* fo = 0 A o l } . tî 0 0  0

. 0 0 0/ \o o « ') \o i  o i ,
şi avem i^p) — C 1/» P =  — 1, 0, 1. Evident omomorfismul t* es ê un oîl 
morfism al algebrelor Lie graduate l şi -

Observaţie. Aplicaţia de incluziune a unui subgrup intr-un grup nu 
m general graduarea algebrelor Ide corespunzătoare. Astfel este cazul ap 
de incluziune

1 •• 0«(» +  1, 1) U SL [n +  2, R); i(A) =  A w‘ '

SbftvnrÎ T lf 1} tste comP°neuta conexă a grupului 0 (n +  1,1).  Aceasta rezulta 
0-6) (L7) * Corespunzătoarc ale elementelor algebrelor Lie, date în fondul

adjunrtă'mj>lMl 2‘2‘ Considcram automorfismul lui 0(« +  V, 1) dat de aplicaţi

Ad r  ‘ :0S(H +  i, i) ^ 0a(m +  1( (2.9)
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considerat in exemplul a1.2. Acest omomorfism induce un automorfism admis 
al spaţiului Möbius S\ Intr-adevăr, avem Ad T~'(L0) q  L '0 unde L 0 este grupul 
de izotropie al originii (x° =  xl =  . =  *» =  0) din S" iar L '0 este grupul
de izotropie al aceluiaşi spaţiu, relativ la punctul corespunzător originii prin 
transformarea (1.8), punct ale cărui coordonate neomogene sînt (1,0,

Pe de altă parte se verifică prin calcul direct că avem (AdT~% (9p) =  9'a, 
fi =  -  1,0, 1 unde 9p şi 9P sînt subspaţiile date de formulele (1.7). şi (1.11).

• (Intrat in redacţie la 2 octombrie 1978)
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EQUIVALENT CONNECTIONS ON G-STRUCTURES OI' ORDER TWO
(Summary)

The paper deals with the equivalence of the connections defined on G-structures of order 
two with respect to a certain class of homogeneous spaces. This relation was introduced by N. T a- 
u a k a  [6] and it is considered also by S. K o b a y a s h i  and T. O c h i a i  [3].

In the first section of the paper some general properties of this equivalence are formulated. 
In the second section one defines the admissible morphisms between the G-structures of order two, 
and one gives some properties, concerning the induced connections, and the images of two equi­
valent connections. Some examples are also discussed.
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AFFINE STRUCTURES OVER AN ARBITRARY RING

V. GROZK nnd A. VASIÜ

W Leissner has introduced in two equivalent ways the concept of affine 
Barbilian plane over a ¿-ring (i.e. a ring with 1 having the property 
a - b = l = > b - a = l )  [1], [2]. Remarking that his algebraic definition may 
be extended to any ring R with 1, we point out in this note the condition 
under which the ring I? is a ¿-ring.

Definition 1. Let R be a ring with unity and B c  R x  R a non empty 
set. To the pair R, B we associate the following system (2, 2), O, II), denoted 
by Geom (R, B) and called affine geometry over the ring R with domain B :

1. 2 = R x R (the elements of 2 are called points)
2. 2 =  {(«, 6) -f R{u, v) | (a, b) e  2, (u, v) <= £ }  (the elements of ® arc 

called lines)
3. M)<J>(c, d) : <* (c -  a, i  -  b) €  B. If (a, ¿>)d>(c, d), then the points 

(fl, o) and (c, d) are said to be tion-tieighbouY.
4. The equivalence relation || (called parallelism) is defined on @2 by

(a, b) + R(U., V) H (c, d) +  R(S, t) : R(u> v) =  R(s, t).

by [If, Bl^if;101̂   ̂ ^eom (E, B) is called an affine Barbilian plane denoted

(Bi) V(m, v) € B, 3(s, t) e B :

(Bi) lf (tt’ ’> « B, (s, t) e B and

11 v
S t

11 V

S t

GL2(R) 

e  GL2 (R)t

— *•> * *  °f invertibte * « n d  order matrices whose ele-I" the nag Ä d
y n£ the set of the units:^ ~ (r l n'  = r'r = 1} and V. =

As io [2] we have: ' -  'I r f  -  1}, V, =  {r | 3 / ,  , v  =  1}

E emma 1. / / [ “  v]
matrices *-s t\ s  ^E2(R) if [u v'

U' t'
r* rv 1
* l\ r 6 V,

S *
V

is its inverse, then the

« - M s ®+  Ä1 
 ̂ I , i e  2?
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have the following inverses :

u'r~l v’ v' «'] V v' — u'l
s'r-* i'_ * / S'J’ s' t' -  s'l

L hmma 2. (a, b) +  R(n, v) =  (c, d) +  R(s, t) implies R{u, v) =  R{s, t).
Dhf'ini j'iox 3. Let L =  (a, b) -f- R(u, v) be a line. We say that the pair

of points (alt (a2f b2) <= L is a generating pair of L i f : (alf bx) -f- R(a2 — alt 
b2 — 6X) =  L

(a2 alt bt — bj) is called in this case a generating direction of L.

L icmma 3. r(u, v) <= B implies r e  i/r. / /  (w, v) *= B awd r ^ Ur then 
f (u, v) <= #.

Proof. If (ru, rv) e  ¿3, vve know by axiom (JL) that there is an element 
(s, t) <= B such t hat :

Ini
s

rv
t GI,2(R). Let «1 Pi'

Yi *i (1)

be the inverse of the matrix (1), then r«ax +  r v =  1, that is r(uaix +  vyx) 1 
implying r e  Ur.

Let (u, v) <= B and r €= t/r. Then we may find r' such that rr9 =  1 and

(s, t) <= B sucli that
:]■

GL2(R), (by axiom By). Consideriug axiom Bt
s t

u — r's v — r'twe have (u — r's, v — r't) e  B, and, by lemma 1, the matrix
belongs to GL2(ft). On the other hand (s, /) «= B imply, by axiom B t with 
X — r, th a t:

(s +  r(n — r's), l +  r(v — r't)) =  (s +  rn — rr’s, l +  rv — rr’t) =
=  [ru, rv) e  B. (2)

The proof of lemma 3 is achieved.
In I,ei3ner's definition [2] the structure [B. B] is defined over a Z-ring 

and t he following axioms are supposed to be satisfied :

(EO (1,0), (0,1) e  B 
(E*) (», v) e  B => r(u, v) e  B
(E3) is the same with By

(E<) is the same with B 2.

As a corollary of lemma 3 we deduce that (E®) is a consequence of (E») 
and (E4).



Now we have, as in case of ¿-rings, the following:
Lemma 4. 7/ L =  (a, b) +  R(u, v) e  ®  then the map $ : R

, h\ +  1(11, v) is a bisection of the elements of R onto L.
■ - -.«Uri under our weakeud assi

V. GROZE, A. VAS1U

L, l

/ JfT l(u  'vU s^ bikdion of the elements oj xv „-------
- <a Ldter’s proof remains valid under our weakeud assumptions.

Lemma 5. r(». y) is a generating direction of the line (a, b) -f R(u, v) 

aniProof. Cleariŷ r», rv) is a generating direction of the line (a, b) +  R(u, v) 

if and only if
(a, b) +  7?(m, v) =  (a, b) -f- R(ru, rv)

i.e. R(u, v) — Rr(tt, v). (3)

Since (u, v) e B, there exist a, y e  R such that ux -f vy — 1. The relation 

(3) implies:
(u, v) e  Rr(u, v),

from which we deduce
Moc +  »y e  Rr(ux +  vy),

that is l e Rr, hence there is r' with the property r'r =  1. Conversely, if r'r =  1 
we have

R(u, v) =  Rr'r(u, v) g  Rr(u, v),
jmpj îng r̂elation^ .̂ -Denote the set of the generating directions of [7?, B ] 

Temma 6. B' ç  B o R  is a Z-ring.
lemma 5 , we^have f̂« v) ^ R ' V\ ® SuPPose r'r — 1 . Accordiug with
= lV iV L eJ /  A P P ^ g  lemma 3, we have r s  U„ i.e. S t  =---------Ti D „ 7_rU rr. =  U

• O, W e hâV C  Ww 7»\ /— D f ' a \ 7* a x’ =  1, hence it is a /  r i c o ^ p emma 3. we have r e  U r, i.e. r r  —
*  U implies, by L , r ’? * '£ 'In«'sely, If i? is a 2-ring then V, =  V

Tmorsm I. The - ' • m  0l,‘ ai,ls B ' “  U‘ B  =  C' C =  B -
S S 'e i f / S * ”« hid-, ‘  '"T hnuîh , 'f  ani °“ly. •/ *” ««O' tR. B ]pr t ~  non-neighbour points passes

Proof. First suddosp t w  *1. 6  r

'M* » consequently

and th„s R(“' ’> -  RK  re),
. , .us we see thaï- /
ppyng lemma 5, it re s u lt/^  * J^ ratin g  direction for the line 7v’ («, »)■

have
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Conversely, we assume that R is a Z-ring and (a, b) and (c, d) are two 
non-neighbour points oi [R, B}. Clearly the line (a, b) +  R(c -  a, d -  b) passes 
through (a, b) and (c, d). Let (a, b) 4- R(u, v) be another line with

(c, d) (a, b) -(- 7? (if, v).

In this case we deduce that (c — a, d — b) «= R(u, v). Since (c — a, d — b) =  
=  r(u, v) <= B, according with lemma 3 we obtain r «= U, =  U. Hence (if, v) — 
=  r~'{c -  a, d — b), i.e. (a, b) +  R(u, v) =  (a, b) +  Rr~'(c -  a, d -  b) =  (a, ¿>) +  
+  R(c — a, d — b).

1 iiEORKM 2. Lei [7?, B ] be an affine Barbilian plane. Then there is a 
set B 0 C  R2 satisfying the axioms (£,), (Et), (E3), (E4) such that there is a per- 
mutation of R x  R mapping the lines of [7?, B] onto the lines of [7?, B 0] pre­
serving the non-neighbour and parallelism relations.

Proof. Let («„, v0) <= B and let (s0, /„) <= B such that

«0

we denote

GLfR) ;

M = «0
So

Vo 1

7«
and we define the map 9 : [u, v] >-* [u, v] M.
Define B 0 : =  9 (74). The map 9 is a bijection and we have :

<p[«o. v0] =  [«0. v0]M =  [1,0]
and

?[s0, to] =  [So. 7o]7W =  [0,1]
hence in B 0 the axiom (E,) is satisfied. The axioms (E3), (E4) are obviously satis­
fied. Then axiom (E2) is a consequence (corollary to lemma 3).

(Received October 30, 1978)
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STRUCTURI AFINE PESTE UN INEL ARBITRAR  
(R e z u ni a t)

în această notă se dă o definiţie algebrică a unei clase de structuri afine peste un inel R 
oarecare cu unitate, generalizind conceptul de plan afin Barbiliau introdus de W. L e i s s n c r  In 
[1], [2], în care inelul de coordouatizare era uu ¿f-inel (în care ab — 1 > b • a — 1).
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asupra unor p r o b l e m e  d e  p r o g r a m a r e  
liniara' param etrică  in  v a r i a b i l e  î n t r e g i

liana i.ltşa

1. Se cunosc numeroase probleme practice al căror model matematic este
0 problemă de programare parametrică. în cadrul acestora, o categorie aparte 
este formată diu acele probleme în care variabilele sînt supuse şi condiţiei de 
a fi întregi. Să considerăm de exemplu următoarea problemă dată de I. I) r ă g a n 
[1, cap. 4, exemplul 43]: o maşină poate produce două repere A şi B cu 
productivităţile orare respectiv de 50 piese şi 75 piese. Se ştie că maşina poate 
lucra 20 ore săptămînal şi că există capacităţi de stocaj respectiv de 500 şi
1 000 piese. Cunoscînd că beneficiul unitar la reperul A ia valori din intervalul 
[0, -f oo), iar beneficiul unitar la reperul B este 1, se cere să se stabilească 
planul de lucru săptămîual al maşiuii astfel încît beneficiul să fie maxim.

Dacă se notează cu x numărul de piese de tip A produse săptămînal şi 
cu ji numărul de piese de tip B produse săptămînal, atunci modelul matematic 
nrntŜ UnZa °r aceŝ e'. Pr°t>leme este reprezentat de următoarea problemă de 

g mare parametrică: să se determine maximul funcţiei

cu condiţiile f(x, y) =  t.x +  y

~  +  <20  o0 75

x  ̂ 50°. y «s 1000
X > 0, y  >  o

x,y  întregi
and t\ ariază în intervalul 10 -l \

0 Problemă de nrnar, [U’ f  °°)-
va numToroh?6 a.lcătu'esc ' n care ce* Puî*u una d*ntre

¡ T c S .  mă d'  P'»8'amareP™? m! , . d.eRind de parametru real, *  
întregi în aare vom studia problem^u^1103 *n variabile întregi.

1) f a S ;  a de parametrică în variab.le

f  R X R R de formadepmde llniar de un parametru, adică este o funcţie 

Unde x =  (x x f(X' ^ ^  (1)
mtregi; ......... * - > « * • , , - *  .

* c.' Şt d,-, î =  1, 2, . . . ,  n sînt numere
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2) se cere determinarea, maximului funcţiei (1) pe acele puncte xg  R* 
care verifică condiţiile :

¡C  î =  1, 2.........m, (2)

Xj £ 0 , j  =  1 , 2 , . . n (3)
Xj întreg, J  =  1, 2, . . . , n ,  (4)

cînd parametrul t variază într-o mulţime nevidă T £  R, Coeficienţii aijt i =  
— 1, 2 , . . ., mt j  =  1, 2, . . ., n şi a{ =  1, 2, . . . ,  m, sînt numere întregi.

Vom nota această problemă prin P, iar problema de programare întreagă 
care se obţine atunci cînd parametrul t ia o valoare fixă t0 din mulţimea T 
prin P(t — /0). De asemenea notăm

12 {% <= Rn I aoxj ^ a¡> i =  1, 2, . . . ,  mt Xj ^ 0, întreg, ;  =  1, 2, . . . , » }

şi presupunem f2 compact.
Adoptînd punctul de vedere expus în [5, cap. IV], vom spune că o soluţie 

admisibilă x° a problemei P este optimală pentru /0 e  T , dacă ea este o soluţie 
optimală a problemei P(/ =  /<>)• Mulţimea tuturor valorilor t ^ T  pentru care 
o soluţie admisibilă x° a problemei P este optimală, se numeşte mulţime de 
optimalitate a lui x° şi se notează M(x°).

în continuare ne vom ocupa de descompunerea mulţimii T într-un număr 
finit de submulţimi nevide Tit i =  1,2, . . . , s ,  care posedă următoarele pro­
prietăţi :

(a) T = ( j  Tt ;
1 =  1

(b) fiecare mulţime T { este o mulţime de optimalitate;
(c) dacă x' este o soluţie optimală cu proprietatea că F, este mulţimea 

sa de optimalitate şi x’ este o soluţie optimală cu proprietatea că Tj este mul­
ţimea sa de optimalitate, atunci există cel mult un punct /,• <= T, şi cel mult 
un punct tj e  Tj astfel încît să fie soluţie optimală pentru t =  tj şi x> să fie 
soluţie optimală pentru t =

Ţinînd cont de procedeul clasic de rezolvare a problemelor de programare 
parametrică, problema descompunerii pusă anterior se poate reduce la aceea a 
determinării mulţimii de optimalitate a unei soluţii.

2. Fie y  <= Î2. Vom introduce următoarele notaţii

&°(y) = * s û |  ¿  dj(Xj -  yj) =  o ! ,
J

Q~(y)= {;
»

r e  ü 1 £  dj(xj -  yj) ^ -  1 

» !
Q+(y) = * 6 Í1| £  1 

y-i J

3 — Mathcmatica — 1/1980
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34 n,n  i ] cr(y) U 0 +(y) oricare ar y  G Q
Lema 1. Avem O *  u W u  . yectori aje căror componente sînt
n,tnnustralie. Deoarece * J  ?

' t  h *  de asemenea întreg' D r a  avem treinumere întregi, 11 ŷ j

posibilităţi:

W E ^ - J i ) s 0  şi atunci x 
i- i

n
(b) E  Mxi ~yi) ^ - 1 ş * atunci x e  ^ “ (y );

M

(c) E  -  y,) ^ 1 5*atunci * e a+ ^ '
M

Pentru fiecare y e  îl se consideră funcţia g {- ,y )- R n\  W  R defl' 
nită prin

'ZeAy.-x)
g(x,y) =  i= i---------- oricare ar fi * e  R \  £î°(y), precum şi urmatoa-

rele probleme de programare fracţionară întreagă:
(P+, v): să se determine minimul funcţiei g{-, y) pe Cl+{y) ;
(P~,y): să se determine maximul funcţiei g(-, y) pe Cl~(y)- 

Notăm cu x+(y) o soluţie optimală a problemei (P +, y) şi cu x~(y) o s o l u ţ i e  
optimală a problemei (P~,y),

Teorema 2. Fie tt e  T, x° o soluţie optimală a problemei P(t =■ ô) > f*

l _  I ~  00 pentru Q- (*°) =  0
I g(x~(xP), ¡fi) pentru £2~(s°) ^ 0

t =  I 00 pentru £i+(*°) =  0
S(*+(*®), *o) pentru i2+(*°) # 0 .

Atunci avem

=  e  T U  * i ) .
Demonstraţie. Vom arăta mai întîi că

{ t * T \ t ^ t ^ î \

Ke / Vom arăta că oricare ar fi

(5 )

*  e  Q are loc ilegalitatea

/(*, 0 </(*«, ¿). (6)
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Fie x e  £2. Conform lemei 1 sînt posibile trei cazuri:
Cazul (a ) : Dacă x e  iî°(*°), atunci, conform definiţiei lui Î2°(*°), avem

£  *)) = 0.
j=f

Cum însă x° este soluţie optimală pentru t =  /0, avem

/(* . t0) < f(x», t0).

Ţinînd cont de relaţia de mai sus, obţinem

Rezultă deci

Ê  C;(Xj -  X)) ^ 0.
y»i

/ ( * .  t) - / ( * “, t) =  Î2  ci(xi ~  x)) ^
j - i

adică inegalitatea (6) are loc.
n

Cazul (b) : Dacă x 

lui / rezultă că

e  Q~ (x°), atunci E  M xj ~  x°i) <  0. Din definiţia

2  cj(xj ~~ xj) _

n

de unde prin înmulţire cu E )  dj{xj — xj) se obţine
/ “i

E  (Cj +  E  (Cj +  ~td,)Xy
j-\ i= I

Deci (6) este adevărată.

Cazul (c ): Dacă x e 

lui / rezultă că

n

= Q+(z°), atunci E  — **) >  0 şi din definiţia 
i“ 1

S oAsfl, -  x)

.2

Procedînd ca şi în cazul (b), obţinem f(x ,t)



L. LUPSA

36 . . decj[ verificată inegalitatea (6 ). Din această
i„ toatt »le tm pentr» P(< -  />. *dk& f «

• C itate rezultă că ^ este o so j  V <F}. Să presupunem prin

( > 7 Şi atunci 7 < + » .  ^ ică  O ^ )  # 0 :

i <  I ţi ! >  - 00• adică •Q_(%“) *  0 '

în cazul (a) din definiţia lui J rezulta

i  -  * î [x°])
£ L l --------- ------< 1-

î  dAxfw -  xhĵ \ 3
Ţinmd cont că *+(*•) e Q+(*°), această inegalitate se mai scrie

-  :v")> £ CK  “  *f(*°)).

în acest caz

(a)

sau
(b)

f= l

adică/(x+(x°), /) >  / ( * .  0- Inegalitatea obţinută contrazice faptul că t e  
în cazul (b), repetînd acelaşi raţionament, se obţine /(*°> 0 < / ( *  t*

Dai această relaţie contrazice faptul că t g M{x°). .
Atît în cazul (a) cît şi în cazul (b) am ajuns deci la o contradicţie. nu 

urmare avem
H)

M(x°) < { ; e T | U U i ) .

-  7 ,-o ««" 7 : 2 ^ - '— —
'  “ ! > L  ■

# L  .. "  ^  * *  ° ^ * ^roWmiîI‘ P('  =  f)

rMulta lmediat din l<î0rema 2  si di° deiinitis

a problemei P(t __ ;> 3 Q+(*°) ¿ 0b) Z)acă £}-/ * <WCî ^+(a )̂ fs/e o soluţie optimală

~ t). ^ atunci x~(x̂ \Demonstrar * 0 optimală a problemei

Problema P(t ~in teorema 9eci avem rezulta că este soluţie optimală pentru

fix, t) ^ -) ncare ar fi *  e  q  (8)
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Calculîiid val°rile funcţiei /(•, I) în punctele şi *+(*«), obţinem Hx\ t) '= 
=  acum cont de relaţia (8) avem /(*, t) ţ  f(x+(x°) J )  oricare

fi x e  Î2. Deci x (#°) este o soluţie optimală a problemei P(t =  t). 
în mod analog se demonstrează şi afirmaţia b).

ar

Consecinţa 3. a) Dacă i î+(*0) ^ 0 , atunci oricare ar f i  t <=T, t <  tt 
#+(s°) nu este soluţie optimală a problemei P(t =  t).

b) Dacă Q~(x°) ^ 0 , atunci oricare ar f i t ^  T ,1  >  t, x~{x°) nu este soluţie 
optimală a problemei P(t =  t).

Demonstraţie. Vom demonstra afirmaţia a). Ţinînd cont de definiţia lui 
/, rezultă datorită lui t <  t inegalitatea

adică

~tibfdAxî { x o) — */)) < ± c M  — */(*<,))>
i "1 i-i

J 2  (c) +  ~tdi)xî ( x°) <  E  (c; +  d̂j)x<j’
i

ceea ce nu exprimă altceva decît că f ( x +(x°), t) < / ( â , /). Deci *+(;t0) nu este 
soluţie optimală a problemei P(/ =  t).

In mod analog se demonstrează afirmaţia b).
3. Bazîndu-ne pe Ierna 1, pe teorema 2 şi pe consecinţele 1 şi 2 vom 

construi un algoritm care va realiza descompunerea mulţimii T, presupunînd 
bineînţeles că aceasta nu se reduce la un singur punct, într-un număr finit 
de submulţimi T„ i =  1, 2, . .  s, cu proprietăţile (a), (b) şi (c) date în para­
graful 1.

Pasul 0. Se ia pentru t0 o valoare raţională arbitrară cu proprietatea 
că inf T  ^ l0 ^ sup T, şi lui j  i se atribuie valoarea 0. Se trece la pasul 1.

Pasul 1. Se aplică problemei P(t =  t0) unul din algoritmii de rezolvare 
a problemelor de programare liniară întreagă [3], [4], [5], [6 ]. Dacă în urma 
aplicării acelui algoritm se constată că problema P(t =  l0) nu are soluţii admi­
sibile, adică £2 este vid, atunci oricare ar fi / e  T  problema P(l =  t) nu are 
soluţii admisibile. Stop.

Dacă problema P(t =  t0) are soluţii admisibile, atunci se notează cu x° 
o soluţie optimală a sa şi se trece la pasul 2.

Pasul 2. Se aplică algoritmul descris în [2] (sau un alt algoritm de rezol­
vare a problemelor de programare fracţionară în variabile întregi) problemei 
(P +, x’). Dacă în urma aplicării algoritmului se constată că problema (P +, x>) 
nu are soluţii admisibile, adică mulţimea Cl+{x>) este vidă, atunci se ia

Tj =  {/ e  T \tj ^ t <  +  oo}

şi se trece la pasul 4. In caz contrar se notează cu x>+x soluţia optimală a pro­
blemei (P +, x’) dată de algoritm. Se ia tj+i =  g(xj+\ x>) şi se trece la pasul 3.
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Pasul 3. Dacă t *  */+i. atunci se ia
T j=  {t e  T\lj ^ t ^ lj+l}

şi se trece la pasul 4. Daca tj ~  fy+i» atunci se ia xi xi şi se revine la pasul 2 
Pasul 4. Dacă sup T =  sup T}, se trece la pasul 5. Dacă sup T  >  SUp ţ  ' 

atunci se măreşte j  cu o unitate şi se revine la pasul 2 . F ’’
Pasul 5. Dacă inf T =  t0, atunci se ia h =  0 şi se trece la pasul 9 . Dacă 

inf T <  i0, atunci se ia h =  0 şi se trece la pasul 6 .
Pasul 6. Se aplică algoritmul descris în [2] (sau un alt algoritm de rezol­

vare a problemelor de programare fracţionară în variabile întregi) problemei 
(P~, xk). Dacă în urma aplicării algoritmului se constată că problema (P~ xk) 
nu are soluţii admisibile, atunci se ia ’

Th =  {l e  T | — oo <  / <

dacă h este diferit de O şi

Th =  {/ e  T| -  oo <  t < *,}

dacă h este 0. Se trece la pasul 8. Dacă problema {P~, xk) are soluţii admisibile, 
atunci se notează cu xh~> soluţia optimală dată de algoritm. Se ia /<■ i =  g(x > * ' 
şi se trece la pasul 7.

Pasul 7. Dacă h =  O, atunci se ia

* l 1
şi se trece la pasul 8. Dacă h *  O şi th *  h -u  atunci se ia

t ,  =  (( «  r i i i_ i  < < « < • !
şi se trece la pasul 8. Dacă h ^ O şi — th, atunci s e  ia *

la pasul 6. . u jt 1, • • •1 ̂
Pasul 8. Dacă inf T  =  inf Tk, atunci mulţimile Tj cu i „tunci se wicŞ0 

verifică proprietăţile (a), (b), (c). Stop. Dacă inf T  <  mt l  i>
rează h cu o unitate şi se trece la pasul 6 . 0luţii

Lema 3. a) Fie t e (l , 2 ........ j -  1}. Dacă p r o b l e m a  {P +. ,p + t t f '1)-
admisibile şi ft+, =  tit alunei xi+i este o soluţie optimală a prob e Mimala a.

b) Fie i e { j  +  1,;' -f 2, . . . .  - 1). Dacă x1“1 este o soluUe op hUm.c% 
problemei (P , %x) şi ti_l =  i atunci x'~l este o soluţie optima

Demonstraţie. Lema se demonstrează uşor calculînd diferenţa^ i* ¿aca
~  &(x* l* * ,+l) Ş* ţinînd cont de egalitatea ce se obţine din e proce-
şi 1 se înlocuiesc cu valorile lor. Pentru demonstrarea afirmaţiei v) dează în mod analog.

fi i ^Lema 4. x% este o soluţie optimală a problemei P{t =  U) o r i c a r e  ae { M + l . . . .  - 1, 0 ,1 ........
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Demonstraţie. Din paşii 1 şi 3 ai algoritmului şi din Ierna 3 rezultă că *• 
este o soluţie optimala a problemei P(t =  t0).

Din paşii 2 şi 3 ai algoritmului precum şi din lema 3 rezultă că **, i e  
<s {1, 2 , este o soluţie optimală a problemei (P +, z‘_1). Dar atunci

conform consecinţei 2, xl va fi o soluţie optimală a problemei P(t =  /t).
Din paşii 6 şi 7 ai algoritmului şi din lema 3 rezultă că (h~h +  l( _ .

• • •• este o soluţie optimală a problemei (P~, x*^1). Dar atunci, conform
afirmaţiei b) din consecinţa 2, xi va fi o soluţie optimală a problemei P(t =  fj.

L ema 5. Oricare ar fi  i e  {h, h +  1, . . . .  —1, 0,1,  — 1, ; } ,  P, este
mulţimea de optimalitate corespunzătoare soluţiei x‘.

Demonstraţie. Din paşii 2, 3, 6, 7 şi din teorema 2 rezultă că T„ este 
mulţimea de optimalitate corespunzătoare soluţiei ofi.

Fie i <= { 1, 2, Conform paşilor 2 şi 3 şi lemei 3, x' este o soluţie
optimală a problemei (P +, Din afirmaţia a) a consecinţei 3 rezultă atunci
că x' nu este soluţie optimală a problemei P(l =  t) pentru nici un f e l  cu 
/ <  /, ; deci

M(x*) S T \ {t  e  T\t <  l,) =  {l e  T\t( ^  t <  +  oo} (9)

Problema (P+, x') poate să aibă sau să nu aibă soluţii admisibile.
Dacă problema (P +, x') are soluţii admisibie, atunci =  g{x\ *iHl) 

şi conform consecinţei 1, rezultă că avem

M(x{) £  T  \  {t e  r | i > / , n }  =  {/ e  T\ t ^ (10)

Din (9) şi (10) rezultă că
M(x') £  { < s T | ^ U  f.n}- (» )

Din lema 4, rezultă că xi este o soluţie optimală a problemei P(t =  /,)• 
Deoarece am presupus că C2+(*‘) ^ 0 , avem conform teoremei 2

{ I s T l U U  <<+i> s ( 12)

Din (11) şi (12) rezultă M(x>) =  {t e T \ t f $ t  *  tifl}. Din pasul 2 al algo­
ritmului r,. =  { / e r i H ^  W ; deci r ,  =  M (*).

Dacă Î2+'(#*) = 0 ,  atunci conform teoremei 2

M(x<) 2  {/ s  T  J +  a»)- (13)

Din (9) şi (13) rezultă că A/(**) =  { < s T | U < <  +  cxd}  Dar conform pasului 2 
avem f,- =  {/ e  T|/,• ^ / <  +  « } ,  deoarece «+(*•) =  0. Deci rezulta P, =
=  M{x<). . . ' n

în mod analog se demonstrează că oricare ar fi r <= { ; , ;  +  1, . . . .  — 1} 
T{ este mulţimea de optimalitate corespunzătoare soluţiei

L em a  6. Punctele x\ i e  {h, h 1, . . . .  - 1 ,  0, 1, . .  •, j  — L j}> generate 
de algoritm sînt distincte.
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Demonstraţie. Vom demonstra mai întîi eă oricare ar fi k ,  k  <s {0, 1, 

avem relaţiile
£}+(**+>) C  Q+(**). ** 0  Q+(x*+').

Din definiţia mulţimilor £î+(x‘) şi Q+(x*+l) avem

Î1V ) =  i e f l Y^dj{Xj -  xj) ^ 1 ,
y=i

£<*,(*? -  * * " )  % 1£}+(**+•) =  j x s Q 

Dar x*+1 e Q+(xk) ; deci

£ W - x s*) ^ 1 (14)

(15)

însă atunci, din definiţia lui Ct+(xk+l), rezultă că xk 0  D.+(xki').
Fie acum x e Q+(x*+l). Atunci

Î l  ds(xs -  xk+l) >  0 .s-l
Adunînd relaţiile (14) şi (15) obţinem

n
T ,  ds(xs -  Xks) >  1

ceea ce implică faptul că x <= Q+(x*); ¿eci

ii+(^*+i) c  Cl+{xk).

în mod analog se demonstrează că oricare ar fi r e  {h , j  -f 1, . . .  — 1} avem 

^-(*0 C &~(x'+'), x'+i ^ & -{x').

stricte: trate mai sus rezultă că avem următoarele incluziuni

Q-(*») C  C  • • • C  ii~(x-J) C  0 .-{x °),

Q+(*°) D Q+(xl) D . . .  D Q+(x>'-‘) D  a+(x>), 
precum şi următoarele relaţii :

(16)

(17)

X° 0  Q+ţx1), X1 0  Q+(x2), . . . .  Xt - 1 

X» 0  « - (x -1), X-1
0  £ l+(x>) 

Îi~(x~2), . . . ,  x*+* 0  Q -{x k).

(18)

(19)



Ţinînd cont de faptul că

^ +(*°) H i}°(*°) =  0 , Q~(*°) p| Qo(x<>) =  0 , Q-(*o) p| q +{*o) _ 0 ( 
din relaţiile (16) şi (17) rezultă
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O Q°(*°) =  0  oricare ar fi s e  {/*, h +  1, . . . .  —1( 0},
ii+(*r) O Q°(x°) =  0  oricare ar fi r <= {0, 1, . .  . , j  — l( j }t
®~(x‘) D Q+(*') =  0  oricare ar fi s e  {k, h -p 1, . . . ,   1, 0}

şi oricare ar fi r s  {0, 1, -  1,

(20)

(21)

(22)

Vrem sa aratam acum că punctele *•', i e  {h, h +  1, ... sînt distincte. 
Din relaţia (22) rezultă că oricare ar fi s <= {h, h'+  1, . . . ,  — 1} şi oricare ar 
fi r <= { 1, 2, . . este diferit de xr. De asemenea din relaţiile (20) şi (21)
rezultă că x* este diferit de x° oricare ar fi s G {h, h +  1, . . .  — 1} şi xT este 
diferit de x° oricare ar fi r s  { 1, 2,

Din relaţiile (18) rezultă că oricare ar fi r şi s din mulţimea {0, 1, ..  ,,j )  
avem x' jî x\ deoarece dacă r <  s, atunci g Q+(V). Din relaţiile (17) şi
(19) rezultă că oricare ar fi r şi s din mulţimea {h, h +  1, . . 0 }  avem xr # xs, 
deoarece dacă r <  s, atunci x* fă £l~(x').

Din cele arătate anterior rezultă că oricare ar fi r, s din mulţimea 
{h, h -j- 1, . . ., j’J avem xr xs.

Folosind lemele demonstrate vom arăta că are loc următoarea teoremă 
de convergenţă a algoritmului.

Teorema 7. Dacă mulţimea Q este compactă, atunci algoritmul descris 
conduce după un număr finit de paşi la descompunerea mulţimii 7  intr-un număr 
finit dc submulţimi 7„ i e  {h, h +  1, ••■>}), cu proprietăţile (a), (b), (c).

Demonstraţie. Deoarece ¿2 este compactă, rezultă că ea conţine un număr 
finit de puncte cu coordonate numere întregi. Conform lemei 6, punctele xi 
generate de algoritm sînt distincte şi au coordonatele numere întregi. Rezultă 
că ele sînt în număr finit. Deci, va exista un h astfel îneît inf T =  inf Th şi va 
exista un j  astfel îneît sup T — sup Tj. Numărul de submulţimi în care este 
împărţită mulţimea T este finit şi este egal cu h j  -f- 1.

Rămîne să arătăm că submulţimile 7, verifică proprietăţile (a), (b), (c).
Faptul că mulţimile 7,- verifică proprietatea (b) rezultă din Ierna 5.
Pentru a demonstra că este verificată proprietatea (a), va trebui să demon­

străm în prealabil că şirul (*,•)/_* este nedescrescător.
Fie i <= {h, h +  1, . .  ., — 1}. Vrem să arătăm că t, ^ ¿¡+,. Să presupunem 

prin absurd există s e  {h, h 1, . . . ,  —1} astfel îneît ts >  4+i- Conform pasu­
lui 6 avem ts =  g(xs, xs+1) şi deci inegalitatea anterioară se poate scrie sub 
forma

o,(4 +1 -  4 ) 

£  ¿ * { 4 - 4 +1)k=l

>  +
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•, is+t), rezultă 
o soluţie opti- 
+  1. . . . , - l } .  

fi . Prin urmare 
rezultă <  ¿,+1Analog se arata ca.  ̂ ^ .,T„

şirul (<,)<«» este nedescrescător. Mai mult chiar, din paşii 3 şi 7,
oricare ar fi t e  {h, h -f 1, .. .,f i  şi i # —1.

Revenind la problema demonstrării faptului că mulţimile T  verific“
prietatea (b), să observăm că, din definiţia mulţimilor T 0 rezultă imed^ t™'

(23)

Rămîne să arătăm că are loc incluziunea inversă. Fie t e  T. Deoarece inf T — 
= inf Tk şi sup T — sup Tj, va exista un * s  {h, h -f 1, . . astfel încît 
U-1 ^ i ^ U-

Avem trei posibilităţi:

(a) i e {h,h +  1< • • •> —1} Şi atunci i s  Tj,
(b) t e {2, 3, . . . , ;  +  1} şi atunci t e  T,_, ;
(c) i e (0, 1} şi atunci t e  T„.

în toate cele trei cazuri a existat o mulţime T{ cu i 
încît i e  r,. Deci

{h, h 1, . . . , / }  astfel

T Z U  T{

Din relaţiile (23) şi (24) rezultă

(24)

Mai trebuie să aro+w *
s’<  n Din m a şi r •^entrtfV2'’ ver!fica proprietatea (c). Fie
un rjunrt de construire al mnlf 1i area ideilor putem presupune că

Să nrestm ■ smt şiruri strict crescătoare
<1. 4, « 4 Î M  S “  pr!» absurd că , ,
T-  .far a t u i d ^ f l î  ‘î“ «  5 avcm “ 2 ?, h  « / , .  cu / ,  *  t, astfel !;«■» 
“ cţia mulţiînii0r t  • f» e  T n  r  ^eci ii> fi aparţin m u lţim ii
un 1 <5 Ts astfel înrn\T' contine cei m»HCeea ^  COntrazice faptul că inter- 
mult uat <sŢ ast£ ,V  î n m S Î  U,n elemeut- Deci există cel mult
taţile (a), (fc), '/cj Wcit t <= M(x?)t pe7nlfla °j> se poate arăta că există cel
T nu ° bservafie- Dacă T e * C3 muI îmile verifică ProPne'

leşte cu pentru ca mul«mii3t^ncÎ mult:iinile T, sîut uevide. Daca
i sa nu fie vide, pasul 8  se înlocu-
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Pasul 8\ Dacă inf T =  inf Tk, atunci se ia i =  h, s =  0 şi se trece la 
pasul 9. Daca mf T  <  inf Th, atunci se micşorează A cu o unitate şi se trece 
la pasul o. T

Pasul 9. Dacă T{ /  0,  ̂ atunci se măreşte s cu o unitate, se ia U =  T 
şi se trece la pasul 10. Dacă 7, =  0  atunci se trece direct la pasul 10*.

Pasul 10. Dacă i =  j, atunci algoritmul se opreşte. Mulţimile Uk, k <= 
e  {1, 2, . . . , s }  sînt nevide şi verifică proprietăţile (a), (b), (c). Dacă i <  j, 

atunci se măreşte i cu o unitate şi se trece la pasul 9.

4. Exemplu. Să se determine maximul funcţiei

/(* ! .  * 2) =  (2 +  3t)x1 +  (1 -  t)x2

pe acele puncte din R2 care verifică condiţiile

x1 +  x2 < 2

xx > 0, x2  ̂ 0

xu x2 întregi,

cînd parametrul t variază în intervalul (— 00, -f- °°)-
Pentru rezolvarea problemei vom aplica algoritmul descris anterior.
Pasul 0. Duăm l0 =  0 şi j  =  0. Trecem la pasul 1.
Pasul 1. Rezolvînd problema P(t =  0) observăm că ea admite ca soluţie 

optimală pe x° =  (2,0). Trecem la pasul 2.
Pasul 2. Deoarece Q+(x°) =  0 , luăm T 0 =  [0, + 00) şi tx =  -f 00. Tre­

cem la pasul 4.
Pasul 4. Deoarece sup T =  sup T „ trecem la pasul 5.
Pasul 5. Deoarece inf T <  T 0, luăm h =  0 şi trecem la pasul 6.
Pasul 6 . Rezolvînd problema (P~, x°)> observăm că (0, 2) este o soluţie 

optimală a sa. Luăm t_x =  g(x~\ x°) =  -  j  şi trecem la pasul 7.

Pasul 7. Deoarece h =  0, luăm T 0 =  | — ^ , +  00 j şi trecem la pasul 8.

Pasul 8 . Deoarece inf T <  inf T 0, lui h îi atribuim valoarea —1 şi trecem 
la pasul 6 .

Pasul 6 . Încercînd să rezolvăm problema (P~, x~l) observăm că £2—(x~l) =  
=  0  deci luăm T _ x =  i— 00, — -̂ | şi trecem la pasul 8 .

Pasul 8 . Deoarece inf T =  inf T _x ne oprim. Am obţinut o descompunere
a mulţimii T  =  (— 00, -f- 00) în două submulţimi T 2 — -  Ţ . +  °°) Şi , =

J, cu proprietatea că xfi =  (2,0) este o soluţie optimală a proble-
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.  . f. 7 ţ  şi x-i =  (0,2) este o soluţie optimală a proble­

mei P(t = 0 oncare ar ! -  ^ T ° Maximul funcţiei /  este egal cu 4 +  6/ pentru 
mei P(< = 0 oncare ar fi / e  i -i- ,
t $ _ I  şi egal cu 2 - 2/ pentru * ^ ~  7  •

(Intrat in redacţie la  2 noiembrie 1978)
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SUR QUELQUES PROBLEMES DE PROGRAMMATION PARAM ETRIQUE E N  NOMBRES
ENTIERS

(R é s u m é)

nombres entiers^ans l̂esquefs  ̂ ^cs Problènîes de programmation linéaire pariimétriqué en

fonction f  :Rn x R Æ ^ l é f ^  Par rilPP°rt à un paramètre t, c ’est-à-dire elle est une
où c. d sont deux élémeL S n és'd e  +  T - *  P<T  t0Ut (*. 0  *  X X. ^

-  on demande la déte • r  ' pa 2  011 désigne 1 ensemble de nombres entiers), 
qui vérifiant le système ' ^  10n max'mum de la fonction /  pour les valeurs de x R»

* è 0 
x e  Z»

quand le paramètre / vînV a

de type (w' M) et ° est R• "  est
matrice de nom bres
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QUELQUES REMARQUES SUR l e s  EQUATIONS INTEGRALES DE 
TYPE VOLTERRA D’ARGUMENT MODIFIE

D K L 1 A  I I Â D U L K S C U

0. A. B i e 1 e c k i a remarqué [3] que pour aborder le théorème de 
point fixe de Banach afin d'obtenir un théorème d’existence et unicité pour 
une équation intégrale de type Volterra

X

<p(*) =  x 5 K x̂’ y> cf>(y))dy + /(* )-  * e  [a, 6] (i)
a

il est utile de choisir une norme convenable en C[a, b}.
Plus tard le même problème a été posé en ce qui concerne les équations 

intégrales de type Volterra d’argument modifié (voir [1], [2], [4], [5], [6 ], 
[7]) de type

<p(.ï) =  X  ̂ K (x,y , <?(g(y)))dy +  /(*), [fl, ¿>] (2)
a

Nous nous proposons dans cette note d'indiquer une norme en fonction 
de la modification g de l'argument.

1. Considérons l'équation (2) dans laquelle X e  B, /  e  C[a, b], 
K e  C ([a, 6 ]* X R) et K  vérifie la condition suivante de Lipschitz :

|K(x, y, u) -  K{x, y,v)\ < I  \u -  v |, V *, jy e  [fl, b], u,v  s  R.

Nous supposons que g <= ([fl, b], [fl — h, b)), h >  0.
Etant donnée la fonction <|; e  C[fl — A, fl] de sorte que <[;(«) = /(« ) , il 

faut déterminer les solutions <p s  C [fl — h, b ] de 1 équation (2), ainsi que

?  |[o-*,a] == <!'■ (3)

2. Etablir un théorème d’existence et unicité pour le problème (2) +  
-)- (3) signifie établir un théorème d’existence et unicité du point fixe de l’opé­
rateur

A : C[a — h, b] -* C[a — h, b], <p A<p,

où
.t

Af(x) =  X J K(x, s, <?(g{s))ds + / ( * ) ,  ?  e  C[a -  h, b].
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Nous allons considérer désormaiss les espaces Banach ICin hi i
(C M 1  IM W »ù  '  1 ’ J' I
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I) et

H?Il =  max M *)lx*= [a,ô]

llolL =  max ( |<p(x) |F(x, z))

F : [a, b] X (0, +co) -* (0, +oo) étant une fonction continue qui satisfait la 
condition :

lim F(x, r) =  0.
T-+00

On démontre'facilement que ces deux normes sont équivalentes. 

Théorème. S’il existe une fonction F, définie comme ci-dessus, ainsi que
Fix, t)lim

t-*» F(g(s), t)
=  0, Vs <= [a, 6] (4)

alors Vopérateur h a un point fixe unique.
Démonstration. Nous allons montrer que l'opérateur A est une contraction. 

H résulte en base du théorème de point fixe de Banach que l’opérateur A a 
un point fixe unique. Nous avons

MçM -  Aftx) | < L |X | $ |<p(g(s)) -  «Kg(s)) |<fs =

J F(g{s), T)a l | M -

d’où

Il résulte de la

IAç - A 4,||,*I1X|. l l ç - ^ l l ^ C  ^ 7^ - d s -
J F(g{s), -r)
«

condition (4) que pour x suffisamment grand,

X
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Remarques

1. Si g(x) =  *, en choisissant

F(x, t ) =

on obtient la norme de Bielecki.

2. Si g(s) < x, Vs e  [a, 6], on peut choisir

F(x, t ) H*)

où h : [a, -* (0, +oo).
3. En utilisant cette généralisation de la métrique de Bielecki, on peut 

donner une démonstration neuve du théorème démontré par B R z e p e c k i  
dans l’article [7]. *

(Manuscrit reçu le 10 novembre 1978)
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UN ELE OBSERVAŢII ASUPRA ECUAŢIILOR INTEGRALE DE TIP VOLTERRA CU
ARGUMENT MODIFICAT

(Rezumat)

în prezenţa notă se dft o teoremă de existenţă şi unicitate a soluţiei ţ e  C[a—h, 6) a problemei 

x

<ţ(x) =  X  ̂ K (x ,y , f(g(y))dy + / ( * ) ,
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unde
/  e  C[a, 6], K  e  C([a, 6]2 X R)

Şi
|A'(*, y, u) — K(x, y ,v  | ^ L\u — v |

Vx,y e  fu, u, v e  R, <{/ e  C[tf — h, a], h >  O cu ^(a) =

Pentru demonstraţie se foloseşte o metrică care este o generalizare a metricii lui liieleck 
se observă că această metrică permite noi demonstraţii a unor rezoltate cunoscute.
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SUR I/EXISTEN CE DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS
NONLINÉAIRES

D.VMI.W TH IF

travail contient une caractérisation des images des applications non- 
linéaires à l'aide des applications duales convenablement définies. On en retrouve 
plusieurs résultats sur l'existence des solutions des équations nonlinéaires.

Soient les espaces de Banach X et Y et l'application A : X -> Y. On note 
R(A) l'image de A. Pour s e  X, soit K[R(A), A x] l'ensemble des v e  Y tels 
que y =  lim rn(yn — Ax), où yH <= K(j4), yn Ax et r„ >  0, rn oo. •

n~*cc
Soit l'ensemble des fonctionnelles y* réelles et continues sur Y,

telles que :
a) si v*(2) =  0 pour tout z <== R(A), y g Y et Ax est l'élément de la 

meilleure approximation de y relative à iî(/l), alors pour tout a e  [0, 1] on 
a y * r.-l.r +  a (y — .4#)] =  ay*(y)

b) si y*(z) =  0 pour tout z <= R (A), x e  X  et y e  K[R(A), Ax], alors 
il existe une suite a,, <= R, a„ —> 0, telle que y*(Ax +  aMy)/a» 0.

Evidemment, toute fonctionnelle linéaire et continue sur Y appartient à 
^(/l*).  De plus, toute fonctionnelle convexe sur Y, continue, nonnégative et 
vérifiant la condition a) appartient à ©(/!*).

En effet, si y*(z) =  0 pour tout <= R(A), x  «= X  et v e  K[R(A), Ax] 
on a y — lim rn(yn — Ax). Soit a„ =  \jrn —> 0. On a

Ax -}- a„y =  *n[(Ax +  any) — (1 — a jy j/a *  +  U — a»Lvn
d'où

0 < y{Ax  -I- yny) ^  ^  | (Ax -j- any) (1 — yn)yn --------------^ V I
1 —  a.-}•*(}'.) --

=y*\y* +  y -  - — — y* (A x) =  0 .

DKi'tNiTiox 1. L'application duale de A est l'application A* de ©(4*) 
dans l'ensemble des fonctionnelles réelles sur X, définie par (A*y*)(x) — y*(Ax), 
pour tous y* <= ©(A*) et x s  A'.

On note Ker .4* =  b'* s  ®(A*) ¡A*v* =  0} et 
J-Ker A* — {y <= Y  |v*( v) =  0 pour tout v* e  Ker A*}.

ThKOKKMK 1. Soient les espaces de Banach X cl Y  ci l application A .X —+Y. 
On a R (/i) =  LKer A* si et seulement si R {A) est fermé.

Démonstration. Evidemment, J-Ker A * est fermé et Si
R(A) est fermé, on suppose qu’il existe y 0 e  J-Ker A , y 0& R(A). boit ^0(>; =■

4 — M«tlhe::vi*.ca — 1 1930



D. TRIP
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- W l l » - 4* ' 1»"“ “ ! 5! '  '
stur Y. De plus» e ® o / S o i e n t  y g  Y , A x 0 1 élément de

»  -  » *<’> r Z t f f  d“ ° ;  S i  $ > *  * « « > ■ I ] - 0 n  a
la meilleure approxi , , ,  ^  +  ¿y — vAx* — Ax\\ ^ a l ^  ^*ol i -

/ 0[i*o +  «O' — 4̂xo)] =  inf

et

=  «yîbO

=  \\v -  Ax -  y +  *y +  A x ° ~~ aAx<>
1 U, + y . M _  * w + P-  « » ,  * .  *.

> lly -Ax\\
doue yl{Ax0 +  *(y ~  ^ o )l > W ) -  K [R (¿), donc y

h\ Soient e X ,  «  e  [ü, IJ ex j  c; lb) Soient *o
=  lim r„(y— ¿4x«)- 0 °  a

yl{Ax0 +  «y) =  inf II Axo +  «ÿ -  ,4%|| < \\Ax, +  *y -  y«\

0 .
Pout =  l/rB, on a

0  ̂ lim y?^Y° + g"— < lim l |y — r„(yn — A x0) |
«-♦oo a» »-*«

On a X*yJ(x) =  yl{Ax) =  0, donc yj s  Ker A*. Mais yÔ(.Vo) >  contra 
diction. ^

Observation 1. Si JR(̂ 4) est linéaire, on peut utiliser uuê  * qUe
théorème de Hahn-Banach pour démontrer l’existence de y0 <=  ̂
yj \R(A) — 0 et yî(y0) ¥* 0. Dans ce cas, on peut prendre ®(>4*) =  r •

Observation 2. Si R{A) est convexe, alors y„ est convexe et nonnégat*^  
Dans ce cas, on peut prendre ®(̂ 4 *) l’ensemble des fonctionnelles convexe , 
tinues, nonnégatives, vérifiant la condition a). l’exis*

A l'aide du théorème 1, nous allons retrouver quelques résultats sur 
tence des solutions des équations nonlinéaires. y  y ,

. Ji) Soient X et Y des espaces de Banach, Y réflexif, et A ■ 
e  j - 9 n suppose que R(̂ 4) est faiblement fermé. Soit y e  Y et A x o ^  

ment de la meilleure approximation de y relatif à R (A). Si y — A x 0 e  L .
A (*0)*3> alors y e  R(A). J  v 1

donc v - ° r i rt°K fRM <îenr e1ntc1-[Ker A'(x0)* ]= R [A '(x ,)]  C  K 1 * ° 1 )
et b) on a ° /lx°^ Soit Y* e  Ker A*. Suivant les conditions

y*(y) =  — y*[^*o +  a„(y -  u4x0)] — 0 pour oc,, -*  0 

donc y e  -*-[Ker A*} =  R(a ).
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Nous avons retrouvé un résultat de Pohojaev [1], De la même manière 
on peut retrouver les résultats de Z a b r e i k o - K r a s n o s  èTik i m  
K a t c h i o u r o v s k i  [3] (Théorème 2) Skl et

A « c l  On sÎp^>nsceSPaCe ^  BaMCh’ A : X ~ X  complètement continue et
a) pour tout u e  X, R(I — A 'lu)) =  X
b) lim 11 x — A x 11 =oo.

II*||-00
Alors, pour tout y <= X, il existe la solution * <= X  de l’équation 

x =  A x +  y-
Démonstration, a) R(I -  A) est fermé : Soit *„ -  Ax„ —;y. Si \ \xn \ \ — co 

alors 11 xn — Ax„ 11 -* oo, contradiction. Donc est bornée d’où Ax z pour 
une sous-suite. Alors y +  z et y =  lim (*„ -  Ax„) =  y +  * -  Â{y -f z) e

oo
e  R(I -  A).

b) -L[Ker(7 — A)*) =  X : Soit y e  X. Suivant un résultat de Z a b r  ei- 
k o - K r a s n o s e l s k i  [2], il existe une norme équivalente telle qu’il existe 
l’élément de la meilleure approximation de y dans R(I — A). Soit (7 — A)x0 
cet élément. Mais 7?(7 -  A'(x0)) =  X, d’où K[R(I -  A), (7 -  A) x0] =  X. 
Alors, pour tout y* <= Ker (7 — A)*,

y*(y) =  - > * [ ( /  — A)x0 +  a [y — (7 — A)x0]] -*• 0 pour a -* 0,
a

donc y J-[Ker(/ — 4)*] .  En conclusion, R(I — A) == X.
Nous avons retrouvé un résultat de K a t c h i o u r o v s k i  [3] (Théorè- 

ine 1).
3) vSoit X  un espace de Banach reflexif et A : X  -> X* monotone, hémi­

continue et coercitif. Alors A est surjectif.
Démonstration. a) R (A) est fermé: si Axn —>y et 11 11 —* °o alors

xj\ | xn | | u pour une sous-suite, donc (Axnt xn)j\ \xn\\ (y, u) =  +oo, con­
tradiction. Il en résulte que, pour une sous-suite, xn —•* z d où y =  Az.

b) R(A) est fermé et convexe ([4]).
c) vSoit /  e  Ker A*, convexe, continue, nounégative. Alors, pour ** e= a *,

on a
/(**). =  sup {{x*, x) +  t \xeX, t<=R : (y*, x) +  t *if(y*) pour tout y* s  X*}.

En effet, si x<=X et t e R  tels que (y*, x) +  t ç  /(y*) pour tout y* eX *. 
Alors pour y* =  x* on & /(x*) > (x*, x) +  t. On connait que pour tout ** e P ,  
il existe x 0 <=X** ou X  (le sous-gradient de/dans X*) tel que pour tout y* e X * .
/(y*) —/(#*) > (y* ~  x*> *•)• Soit “ /(**) “  (**• *»)• 0n a

(y*, x0) + /, =  (y* xQ) +  / (x *) -  (**. xo) =  (y* -  **. *o) + /(**) </(>*)
tout y* e  X* et f(x*) =  (x*, x0) +  f0 
Soient x e X , t e R  tels que {y*, x) +  t < f(y*) pour tout y♦ X*. Si x *  0

on a
(A (sx), sx)l11 s* | Î =  1/| | * 11 • (¿(s*). *) 00 P°ur s -*



D. TRIF

sur laJriectivité des opérateurs monotones 
4 Soit X un espace de Banach réflexif, A : X  - X *  un opérateur monotone,
4. Dou-.v u. * • imnare tel oue la contre-image de toute suite cnn

Z Z S - S S F & T ï f a v *  4  -  0)- Alors X,v, c  RMr  
° Démonstration, a) R(A) est ferme : si Ax„ - * /  alors x est bornée, donc 

pour une sous-suite on a x„ -  x0. Mais A est monotone et henucontnnie, donc
J  = Ax0.

b) Soit x* <= J-M et / e Ker A*, /  convexe, continue, nonnegative. On a 
/(**) = sup {(x*, x) +  / |x e  X, l e  R ; (.)-*, x) +  / ^ /(>'*). pour tout v* «= X*} 
Pour v* =  Az il résulte {Az, x) +  t < 0. Pour s >  0 ou a (/I (s.v), .v) +  /  ̂ 0 
donc ¿‘(dx, x) +  t 0. Si x £  M, alors {Ax, x) >  0 et pour s -*  ce on obtient 
une contradiction, ou {Ax, x) <  0 et alors (/l(—x), x) >  0 , obtenant une contra­
diction. En conclusion, x e  M. Donc

0 s* /(x*) =  sup { /1 / e R, x <= X ; (y*, x) - } - 1  ̂ /(y*) pour tout v* *= A”*} ^0 
parce que (x*, x) + /• =  / < 0. Il en résulte /(x*) =  0, d’ovi x* <= J-Ker A* = ‘
= m -

Observation. On démontre facilement que M — {0} si (.-l.v, .v) >  0 pour 
: 'xj,  > R. Dans ce cas, R(A) =  LM =  M*.

5. Soit X un espace de Banach réflexif, L : X * —» X  un opérateur linéaire, 
monotone, bijectif. tel que («, Lit) > d\\ Lu 11* pour tout » <= X *. Soit S : X->X* 
monotone hemicontiuue. On suppose qu’il existe o : R. -> R,
elle que ||«|| < q>(| | (/ +  LS)«!|). Alors, R(I +  LS) =  X.

Démonstration. Soit A =  L~l -f S

11 (/ ?  àah" ai° rs * * + Ls,( -* Lf- si 11 K,,

b) Soit X*eX* et fr-V '.-.t* AU° ( ) na

= X*}.
«, -  o.v „„ /  -  On a

* */*•?! 1**11* +  (SCO)” x Î T iL ' , f | /s1 :SL '(») ' SX) +  1/s • (S(0), SX) +  t > 
p/i°ntlCnt une contradiction ^  ^  x) +  L Si x # 0 , pour s —oo
*<'- ') *  ¿(R(J)I »  / (X .)“ ' xd0,,c 1 =  °- Alors /  =  0 et R (a) =  A*. M«us

(M anuscrit reçu le  /7  novembre 1978)

nondécroissante

alors
Mais
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ASUPRA EX1STKNTRI SOLUŢIILOR ECUAŢIILOR NELINIARE
(R c z u m a t)

Lucrarea conţine o caracterizare a imaginii aplicaţiilor neliniare cu ajutorul aplicaţiilor duale 
con venalul definite, generalizînd cazul liniar H(A) - -*-ICer A*. In continuare se regăsesc cu aju­
torul acestei proprietăţi mai multe rezultate asupra existenţei soluţiilor ecuaţiilor neliniare (P o h o- 
J a e v [ 1 ] /  a  b  r e i k o — K r a s n o s e 1 s k i [2], K a c i u r o v s k i j3], B r o w d e r).
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ON A METHOD OF THIRD ORDER

M. BALAZS

Let X be a real linear Banach space and P : X  -* X  a ccMitinuous mapping. 
We shall note respectively by [*', x " P] and [x , x  , x  ; P ]  the symmetrical 
divided difference of first and second order of the mapping P  for the points 

x", x" e X .  Let’s consider the equation
Ptx) - x  — 4>i*) =  6

If (x„) is a sequence of the space X, then («„) will denote the sequence defined 
by m„ = 0 (x„) and Tn will note the inverse of the linear mapping [xn, «„ ; P], 
if it exists. The following theorem gives sufficient conditions of the existence 
and the approximation for the roots of equation (1) :

Theorem. We suppose that there exists a point x 0 e  X  and the constants 
B0, d„, K and M so that the following conditions are satisfied:

10 /or x0 e l  and u0 =  3>(*0) e  X there exists the inverse of the divided 
difference [x0tu0\ P] and

Ilr*|I =  || [*0, « , ; P ]—1 11 < J3 0 ;

< B0n#J0 - «1H1 11 = 11 r ® 11 • 11 *« ~ ®(*o) il =  11 r 011 ■ i i * o —«oil*
3° sup{||[<*"0;O]||: x'i x" S 5} M and

SUP (I It*’» x'" ; P] 11 : x”, x'" e S} < K  ;

~ r X T PiX0) 11 +  11 1  ̂ ^  =  *•(! +  B QKM d0), where y 0 -

"• =  +  M)y]0 <  I
9 '

where 5 =  ! x «= v-. 11 , , ,

**“ • ‘"Uthau Ike equality

W «e* by re,arena the u  *  =  ° ' 1, 2 ’ ' '  '
0) ** =  lim * ** p B W lc  ̂ has the following qualities :

~<o * e  S exists and x* i* tu , .
iiil Tin, i S the s°lutton of equation (1);
OJ) The rate of convergence i, „■ ,& nce is gtven by

(2)

*)o. »== 1,2, . . .
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P roof.*) Let’s construct the mapping F  \X -*X , F(x) =  x — r oP(x). We 
have F (x 0) -  F(u0) -  y 0 because F (x0) -  F(w0) =  x0 -  w0 -  Ta[P(x0) -  P(«0)]
— f °  — «0 ~  r o[*o, uo ; p ](xo ~  «o) =  9- From the qualities of the divided 
differences [ 1 , 2 , 4 ]  result the followings:

[*', x " ; F ] = * l -  r«[*', *"  ; P ] and [*', ; F]  =  ~ r o[*\ ; P]

therefore

!*o. * o ; F ]  — I — r o[*0, m0 ; P ] =  0 and [*0, m0, y0 ; F ] =  — r o[*0, w0, y0 ; P],

where /  is the identity operator of X. According to the definition of the divided 
differences [1 , 2 , 4 ]  the equalities F (x 0) =  P («0), [*0, «o: F ] =  0 and y0 =
— x 0 — r 0P (x0) lead us to the followings:

[*0. u0.y 0 ; F ](y 9 -  x0)(y0 -  u0) =  {[M0.y 0 ;F ]  -  [*o. «o ;F] } (y0 -  «o) =

=  [«0. yo ; P](yo -  «„) =  F(yo) -  F(u0) =  F(y0) -  F (*0) =
= y<> FjP^o) x0 + r 0P(*0) -- r 0P(y0).

We have thus P(y0) =  [*0, « O. yo ; P){yo — *o)(yo — Mo). which by

I ly0 ”̂ol l=  11 r* 0P(x0) 11  ̂ do  ̂ îo ^ > I l̂ o Xg 11 =  || O(flCd) *„ll=
= IIP(*.)II < r  < r  (3)O0 1*0

(see 2 ° and 4 °), that means y 0, uQ <= S and the condition 3° leads to

I IPbo) 11 < K  | |y0 — *o 11 • I \yo ~  «o 11 (4)
Further we have

y<> — uo =  r 0P(«0) =  r 0(«0 -  <D(»0)) =  r 0(<D(*0) -  <J>(»„)) =
— r 0[*0> u0 ; <t>](x0 — U0), from which, using (3) we obtain

llyo — «oil < BgM\\Xg — «oil < Mdg (5)

From (4) by (3) and (5) we get

I |P(y0) 11 <d*K M  (6 )

b) From 1° it results that on the basis of the equality (2) the term xx 
of the sequence (xn) can be constructed, thus ux =  <P(xx) too. We check the 
conditions 1°—5° for the point x 1 with analogous constants B x, dv K  and M.

Using (2) by 1 °, 2°  and (6) it results:

I \xt -  x011 < | i r 0P (*0) 11 +  I i r 0P(yo) II < (<*« +  B 0KMdi) =
=  d0(l -f- B 0KMd0) =  7]o <C v

which means that xx e  5.

(7)
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“  Fr0„, , hc constructing urodc of «, and taking in consideration that

_ _ 5 we obtaiu
.. ,, _  | ,<!)(*,) -  4>(*a)|| =  ll[*i. * #; “  * o)M *

According to the definition of the divided differences we have 

f W - ? C . , ) >  P](*. -  3'o) =  [*.. W . ; P ] ( * . - * . ) ( * ■

From (2) for it =  0 we obtain

_  r. -  I\Piv„) and v _ y *

therefore
P(xt) =  [*a, *0.3',; P 3r.(P(*o) +  P(ynm\P(yo). 

which, using (6) and (7), leads us to

11P(Xl) 11 B A K W ^  $ £  >)« <  f  • (9 )

Using the condition 3°, (7) and (8) and the fact that t<i <= S  we may 
write:

lir0([*0, P] -  [*„ «, ;P]) 11 < I |r0([*0f «0; P] -  [*„ «0; 2j ;i) 11 +
+  I ir0([*I( «0; P] -  [*lt Mj; P]) 11 s? B 0K( | |s, — * 0| | -f ( 10) 

+ I l«i - « . I D *  B'Kin, +  t)0M) =  B 0I<(M +  l)v)0 =  A0 <  1.

Considering that

r o[*!, «1; P] =  I -  r ,( [* „  u, ; P ] -  [xlt iti ; P]),

a., inverse and

llir. t*, ,«, ;  P]>-»|| < — ■
1 -  /j0

Using the equality {r .fo , ; P ]}-ir# =  [xlt u , ; P ]-i  =  I\ we obtain

1 — An 1
(U)

-  «0
which means that 1° is satisfied for the points xx and ». with the constant Bi- 

By (9) and (11) we have

1 ¡Fill - i i p^ oii 4  ^ ^— -n* =  di
1 — *0 1 -  /*0

Thus for the point 2 ° is also true with the constant dx.

(12)
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4 i f r0/9\ the exiStenC5 0f. the “ aPPi»g ((10) -  (11)) it resultsthat by (2) we can construct Let’s note Xl -  I^Pf*,) =  yi. y, ¿  S because

I b'i -  * 011 < j  b*i -  I! +  ! i*i -  * 011 < | i r ^ t o )  11 +

+  710 ^ T ^ T 0 r,o +  T io== { - r i ^ +  1) V)9 S i 710*0 '-

Making the same reasoning we used for obtaining P(y0) we get 

11^( Vi) 11 =1 1  [*i. «1. y t : P](yi -  *,)(?, -  «,) | I s? d\KM,
therefore

11 ri l l  • l|Pb'i)ll < B,d\KM (13)

From (12) and (13) it results

11*2 — * 111 < tf ,( ! \P(xl) 11+ | |P(vi) 11) < dt +  Bld\KM=^il(\ +  B ldlKM) =  t)1(
which means that 4° is satisfied for the point Xl with the constants Bu dltK 
and M and the following relations stand :

h\ \ K  f ,  , hi )  ^

’ ■ 7 3 1 7  H 1 +  ’ • ) = “ ( 1 +  i r r ^ , l  *
^ I /17,2 jo .  1 / 17Fi  4 Y
*  7 ( l )  /i57}° *  7(5  J l 9 J ^

7)0

so

11*2 - * 0  I I < ll*2 - * l l l +  II*. - * o l l  ^ ^  +  '0. < f1 +  < / ■

We have

A, =  B tK(M +  1)t), = Bo
I — h,

• K(M +  1)^(1 +  BjdjKM)
1 n7|2

1 -  ho 5 1 5

« • Ü - ' S - P * * - < * • < ! ■
(14)

In conclusion the conditions l ° - 5 °  are satisfied for the point *, with 
the constants B lt dlt K  and M and the following relations stand .

^  =  ¿,(1 +  BydjKM) ; (15)

ht =  ByK{M +  l)nji and

*.i Hi> y i e  5*.
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58 By mathematical induction we can prove that the relations (15) are ,

for any positive integer. Thus we have rue

B„ =  ;
i - K - i

¿ hn — l vj . *= ---------- - 7J»~1 '
n 1 -  A»-i

r]B =  dn( 1 +  B„d„KM) ;

k. =  J W W i- +  i ) i - i  and

*n- «»• >’» S $

for all positive integers. Moreover the followiug relations are also t rue:

1. “  j J ^ f t - H —i and f t -1 < 1

for « = 1,2, . . .  From the former inequalities it results that

(16)

, 25 /51 , 3"
K « *• !ol \25

and

(17)

(18)

Further we shall prove that the sequence (*n) constructed according 
the equality (2) is a Cauchy sequence. Really, using (18) we can write

I I %n+p “  * J | <  \\Xn+p  ~  Xn+ p - i d  +  . . . +  | | * » + |  —  X m \\ <  ’ ’ *

•••+1. < 1.-t- 1.U +  . . .  < (^ )”( | /io)3B 1 1o[l +  f ( I v h° }+  (l9)

+

This means that | |*n rp — xn \ | -* 0 when n oo, for any p • X  being & Bana 
space the existence of the limit =  lim xn results.

H—*-0° __
For p -+ oo in the inequality (19) we obtain (ii). Because xn e  $ *°r 

n =  1, 2, 3, . . .  it results that x* S.

Now we have to prove that x* is a solution of the equation iw
From

i lP(*n) I I ^ — ,
B.
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using the inequality B„ > B 0, 
relation (16) we have which stands for all n — 1» 2, 3, . . . ,  and the

I P(x.) I L A. '
"  4Ba 1 (20)

The function P  being continuous from (20) by (17) and (18) it results 

lim 11 P (*») H =  ll P(x*) ||=0 thus P(x*\ =  0.n—+oo * •

Thus the theorem is established.
Remarks. 1. The radius of 5‘ and the numerical estimate, in the inequa- 

hty (JJ) are n°t  Qtiite optimum but rather chosen for convenience of calculation.
2. If the mapping P  is Frechet derivable and we assume that [x, x \ i?] =  

=  /*'(*)» then we reobtain the results of paper [3 ],
(Received January 12, 1079)
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O METODĂ DE ORDINUL TREI 
(Rezumat)

Sc consideră spaţiul X  vectorial real Banach şi o funcţie continuă P  X  Pentru rezol­
varea ecuaţiei IU Pix) =  x — =  8 se studiază metoda iterativă dată de formula (2) x„+t =
^ x  -  T I fPt JV  Z p , x - r  Pi x ) )  1 » =  0 . 1 , 2 .........unde este inversa diferenţei divizate
fxn "un p f d i  ordinul întîi a ftfncţ"ei >  în punctul (x„, «„) =  (xn. <b{xn))^ X  x X . în lucrare « te  
demonstrată următoarea teoremă: Dacă există un punct «  X  “T T u lct^ iin iard  rl  « “  Î
îneît următoarele condiţii să fie satisfăcute: 10 p“ tn\,(,fVi p°>i f  ‘T i p iÎ hT < % 4 C '  # * 7
are -v e rsâ  şi 11 r ,  11 =  11 [ * .  u ^ P )  " I  I <  ; 2 -  r.|  I - I *
3° sup { 11 \x ' x ” - cp] 11; x't x " e  S} < Af şi sup {\\[x , *  • *  ,PJ
4° B„(\ i W i u  i '_i_ | j>^J0) 11) <  7,0 == d0(l +  B0KMd0), unde *  -  *o -  r o^(*o) î 5

+ < X
9

neşte prin recurenţă un

o 1 1*» -  «o {J <  <*o . 
x', x". x'"  e  S} <  K ; 

K  -  BtK(\ t

2 + ¿1- atunci egalitatea (2) defi-

x* <= S şi
9_(S.n(Sl )
4 ( 9 I ( 25 *")

unde S =  {x  e  * :  | \x -  *o 11 < ')• * ' - ’)«(
şir de puncte (xn) care are următoarele proprietăţi: j) există lim

este o soluţie a ecuaţiei (1);  jj) ordinul de convergenţă este trei:
3n —1

7)0

=  X m
*—♦■00
Xm -  x*\ \ <

n =  1, 2, 3,
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„ , KmRMATIONAI. ASSOCIÉ A UNE CARACTÉRISTIQUE
VECTEUR ™ TIQ,jE  BIDIMENSIONEIXE

HUvNA «»AXCIÎA

Le problème posé c’est de déterminer un indicateur informational associé
à une caractéristique statistique bidimensionelle.

Soit (X Y) une caractéristique statistique bidimensionelle, de distribu­
tion de probabilités fia, (i, j) s  /  =  {1 X I», où 7t =  {1, 2 — nj)
et /«, (i, j) s  I les fréquences relatives correspondantes. Les probabilités
et les fréquences relatives /ÿ vérifient la relation :

Pü^fij * c* (M) e  7>

£ij >  0, pij =  1,
Ventropie empirique correspondante à la distribution considérée est : 

W ,i) =  log2 —
£IJ £IJ

^(Aj) +  - —  log., emax, emill =  miu min e,,,> j

-  max max e0, c’est à dire •
* J

< «#(&,) +  b, (1)

OÙ a  =  J  /r . £  _ _  J( »̂ i'). On observe quê a6̂ ^ / ) ^  l’entropie théorique du vecteur

,  "/¿suite que les v a l ^ r s ^  u i\ r ■<?.], donnent une rorti’;’ ’ •  ̂ (îui approximent les probabilités
Pendant de « et b. L ' i m a t ™  f i ° rmftion Pour le vecteur (X, Y) dé-

» c est à dire z-j =  ^ ^  ^ a*lve à (X, V) est complète si ût =  l et

obtenue p! âto r̂e b'dimensionelle^X y Î UQ- veclcur informational associé à la 
On voit m?eT.nefntalement appoÆ ni T  ! st m indicateur de l’information

que 1 »formation e sH p ÎL ? leS fréquen<*s rélatives / *  (i, j )  e  /• 
°»  Peut considérer ]e ^  quand « =  1 et 6 =  0.

OU

*. -----  1 -------- "  ~
vecteur informational normé

W [-~ ± J * m_ _  j ___\
\ V«2 + 62j' Va2 + b- J.

kw ,__L__ k \ h , (2)
W i t /i2 1 vr+ k*)f * ~ ~ Cnmx

relative à (X,Cy) ^ o p tim a Î *™6 qUC W =  1V°^ ’ °) et l’iaformation aPPortCe
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•V v f ailS lc Cas ? Uik 7 00:  1,1 r  H ce Í0’1) et l'information obtenue relative à 
v*. *  > est mimmal,e (°u la desinformation est maximale). En général íe vecteur 
W a les composantes numériques contenues entre ces valeurs extrémales 

Remarque. Dans le cas où pif est relativement petit :

0 <  pa <  S

S >  0 fixé et suffisant petit, il est possible que /„• correspondant soit nul. Soit 
7, l’ensemble des index pour lesquels f ÿ =  0, alors pratiquement on considère 
pour calcul seulement les valeurs f ih (i, j) £  7, c’est à dire f {j >  0 et

emin

1
miu min 

» }

(*'.;) «  { /  -  h}-

On veut déterminer maintenent la liaison entre le vecteur informational 
associé au vecteur (À', Y) et les vecteurs correspondants aux composantes X, 
respectivement Y.

D'abord on considère le cas où X et y sont des variables aléatoires indé- 
pendantes. Alors [3] />,, =  />, • qjt où />, =  P(X =  %,), q, =  P (Y =yj), (i j) e  7, 

respectivement v, étant des valeurs possibles de X, Y, et e{j — eire/r I/entro- 
pie empirique est

H (ft.) =  [ H M  +  Hy(q,) +  log8 w ] .
i ;  e ix ejy  e t r eJy  min

où emin =  min min tirtJr, Hx(pt) respectivement Hy{q,) est l'entropie théorique 

de X, Y, et
log, emaI =  log, max e,, +  logîmax eirt J

En notant

a =  ux • ciyt (ix min zjx , aY =
1

min e>y

a log, w  =  b =  axay{\og, +  logs ey™) ~  " A  +  ^

où bx =  «x log2 e,ntax, 6y =  «y log2 =  inf  e-  e' “3X =  6jy’ ° U a :

H {/ÿ) < axay[Hx(pi) +  Hy(q,)] +  « A  +  « A

H (fa) < a[Hx{pi) +  Hy{qi)] +  b-
Par conséquent le vecteur informational correspondant au (X. Y) est

ï / ( n  .fl.. (U'bv  +  ttx b y )

ou

et le vecteur normé

W (------- -
V J a XtlY

axaY (tybx +  aX^Y

Ja\a'y + (aybx + < J°X a Y + (V * + aXbY)>)
(4 )
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OU en notaut ks =  Jog2 £*max, ky — l°ëè symax

w ( - = L  V i
Wi + (A*

Ay___ ]
+ Ay)* J (5)

mais sont

-h Ay)* Vï + (**

Si on utilise le vecteur normé donné par (5) on voit que les vecteurs extre 

^#(1, 0) quand et ky tendent vers o.

1̂ ( 0, 1) pour k, — co et ky -*  oo.

Pratiquement si on connaît les composantes du vecteur (X, Y) qui sont 
indépendantes, on peut déterminer le vecteur informational correspondant en 
utilisant les formule (3), (4), ou (5).

Dans le cas ou X, Y  ne sont pas indépendantes on a :

m )  =  -  2 , 2 ^  log.Mli < (,rH¿pù +  Hy{X] +  b
Zij f j

OÙ Çy„ =  P(Y =yj\X = Xi), Hy\x =  S,(— Syft,,- log2 fr|,), 

a — 1/smin, b =  a log2emai.

_  Sl e,y = e« ■ ejyi>- (*> *) e  I, alors a — axaY{i, b =  aYUbx +  bx =
=  flXlogi &V|i =  «VH-Iog, Eviimax, ey|im4I =  m a x  €yV |i-

Donc le vecteur informational associé au (X, Y) est aussi

W
W a* + b% J  a* 4- A*1

Soit a, =  min xit ^  =  max x{
i i

<h -  min y„ Py =  max y,-. ;

En conformité aux données expérimentales la densité de ' -s est
tronquée au domaine fixé D =  {[«„ p ]  x  fay, |ly]{. Alors cette densi donnée par:

E(x,y) =  j llc ë(x,y),
l 0,

(*>y) e  D 
i*.y) 0  D
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ou

c ~  J  ̂g{x, y)dx dy
D

et les probabilités théoriques discrètes associées au vecteur (X, Y) sont

Pv =  &(*,-, yj)à, (i ,j ) s /,

A  =  ft-r 3y ~  gy
« -  1 m -  \

En utilisant maintenant les probabilités P^i, j) e  7 et les fréquences /„•, (i, j) e  7  
-  determine le vecteur informational bidimensional pour le vecteur aléatoire

Remarque. Le vecteur informational ainsi déterminé peut être utilisé pour 
tester la correspondance entre la distribution empirique et celle théorique du 
(X , Y), [2],

(Manuscrit reçu le 15 janvier 1979)
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VECTOR INFORMAŢIONAL ASOCIAT UNEI CARACTERISTICI STATISTICE 
BIDIMENSIONALE

(Rezumat)

Folosind frecvenţele relative obţinute experimental pentru un vector aleator discret (X, Y) 
se determină un vector informaţional V (a. b) care dă indicaţii despre informaţia adusă de frecvenţele 
relative asupra distribuţiei teoretice asociată lui (X. Y). Se compară acest vector cu vectom infor­
maţional ai componentelor X, Y. Se consideră şi cazul cind (X, Y) este un vector aleator continuu.
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nv STEFFEXSEN’S METHOD FOR SOLVING NONLINEAR 
°  « httattoNS DEFINED IN FRECHET SPACESOPERATOR EQUATIONS DEFINED

SIvVKH (illO '/lC

1. In an earlier paper [1] we have studied Stcifensen’s method lor solving 
operator equations

P(x) a  x -  0(*) =  0 (1)

where P : X-+X, X being a Frechet space [2], and 0 the null element of 
the space X. This method is a particular case of the method of chords and 
which is given by the formula

•b* -r 1 — %n (~)

where An = nn =  <!>(*„) n„ =  0, 1, . . P , Vv" being the generalized
divided difference [3] for the operator P in the points x', x” .

In the paper [1] the following theorems are given :

Theorem A. If for the initial approximation * 0 <= A', the following 
ait ions are satisfied :

1° There exists A0 =  with p.v, V(A,) < B 0
2° Px(P(x0)) < r)0

H r J i c x l l i r f  < "•  -  ® '"-) « »<■ V  -  *">■ V *• x" 9 &

r max — a) 

1 -  2a 7)o + -  ft) \ 

1 -  2 a J

4 0 1>0 =  Biiq.u j 
then the equation (1) has 
(-1, the order of the cot

3 — v 5 
2

x* s  S(;v0, r) which is the limit of the sequence 
emg given hv the inequality

P.v(** -  *„)  ̂ (1 __ ,s» - i l2"~ M)
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T h e o r e m  B. I f  the conditions of the /h™***« i . ,
• * «  «)*•»► " K «1 '““™  <i)

We remark that in connection with the existence nf 4- f ,
equation (1) an analogous theorem is given by S. U 1 m f41 S  £  2 “ °f the 
the operator V =  [ P , . , ] -  being unifLily Lnded i H l S - b y ^ B  a ^ s
[5] m Banach spaces where the existence and the uniform boundedness of the 
second order of the divided diilerences of the operator P is supposed.

B. J  a n k o [6] proves an analogous theorem, without determining the 
order rapidity of convergence connected with the variation of majorant <x of 
h0, the operator P  beiug defined in Banach spaces too.

2. In the present paper we shall give a new theorem of the existence of 
the solution of the equation (1), without the boundedness condition on the 
operator A„ =  [P x 0, » 9]_1. ,,

T h e o r e m . I f  for the initial approximation x0 e  X , we have

1 ° Then there exists A0 =  [P*„, w0]-1

2 Px(^oP(xo)) ^ 'ho ■'

3° p.v.AiAoO,..,») ^ M,
p.v..v(A0 -  <!>,«.,---]) < kPx(x' -  x'")

Vx',x",x"' €= S(*„, r), r =  max j " * ^ 1 ^ -g),

where ol will be defined later

4° h0 — k(M -f l)vj0 <  * < '
then the equation (1) has a solution x* =  lim xn, x* e  S(x0, r), the sequence (*«) 

being given by (2) and the order of the convergence may be characterized by

Proof. We consider the equivalent equation to (1)

(1') P(x) = A0P(*) =  9-

For solving this equation, we have the iterative method

(2') p <*•)•
, i.uof fnr * =  x n the sequence given by 

By induction, it can be proved the* iterative procedure (2).
(2') is identical with the sequence given by the 1

ho +
A / „ n  -  a) 1 

1 -  2a I

5 — MAlhcm.iticu — 1-19.10
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For the operator P, the conditions of the theorem A are valid 

Indeed

1° A( =  i-Px,.«,] 1 =  [Ao-Pr,,«,] 1 =  AqAo 1 =  Il 

then A„ exists an o.y,.y(A0) =1 =  B0

2° ?x\P[xt)) =  px(AttP(x0)) $ ÿ0 

3° Pa-,.y( =5= PA,.v(A0<b^)  ̂ M 

P.v.A(OiV- -  4v,,...) =  PAVV(A0[(h,Vt. (1)X  , 1 ']) </epA.(*' -  *" ')

V x ' ,x " ,x ' $(xo> r)

« \ - i -/*/€ 2

lcasi a sohitfo'1

hence P(x*) ~  q
P(x*) ~  A0P(x*) =  0

im r ^ « ^ derThe by (3']-
improving the condition 1 but also /f ^\ntage over theorem A not only by

ou n0  ̂ 11$.
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R E L A T IO N S  E N T R E  D E S ESP A C E S RIEM AN N IÈN S À TE N SE U  R S
R E C U R R E N T S

É ÉiN'GllIÇ

vSoit Vn un espace riemanuien à métrique

ds* =  ëijdx'dxi (1)

à tenseur de courbure R̂ k, à tenseur de Ricci Rik et à courbure scalaire R.
»Soit de même

Puk =  Rijk - n -  1 («X -  SX)
le tenseur de courbure projective,

C U  =  R ijk --------(S; P,* -  +  g ikR* -  gijRk) +
fi — 2

+ (« -  1)(* -  2) 
le tenseur de courbure conforme,

Z*,* =  Rik----- 1—~ (SiRik -  +  gik$ ~  guti)_ 2

le tenseur de courbure coharmonique,

r *  ■ tjk4 ,  =  4 * - — (S k k - S k a )n(n — 1)

e tenseur de courbure co ncirculaire. .
vSi on multiplie et on contracte (2) par gtk on obtient

où

En contractant les relations (4) et (5) en h et j  on obtient

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

R ( 8 )
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. rhure conforme a les tenseurs contractés nuis.
On sait que le tenseur de coure) deg relations entre ces tenseurs et leurs
Pour le “ mme“Cf ^ ndes relations entre (es espaces à tenseurs récurrents, 

contractés doù on de déduit que si la courbure scalaire de 1 espace
Des relations (3) e t ( , conformé coïncide avec le tenseur de cour-

Vn est nulle, le tcnsef . , p̂ u r  contracté du tenseur de courbure coharmonique 
bure cohannomque, et le teuscu tenseur de courbure concirculaire coïncide 
est nul, et de (0) il resuite q 
avec le tenseur de courbure.

De (7) et (9) on déduit .
( 10)

68

ii -  i■Tu

de (8) et (9) on déduit

Tik =  R,„ « ~ 2 /  -------  ̂i b

et de (10) et (11) on a

Donc:
(n -  1 )Pik =  i,Rik +  (n -  2)Zik

( 11)

( 12)

JL/UUl. .

Proposition' 1. Entre les tenseurs contractés des tenseurs de courbure, de 
courbure projective, de courbure coharmonique et de courbure concirculenre on et 
les relations (10), (11), (12).

De (3), (4) et (8) ou déduit:

( 4 = 2 * *  - - ^ - ( f e  -  sîz*)H — 1
et de (2), (5), (7), (9) il résulte

1i;fc ~ n
ou, en tenant compte de (10)

ï 4 = i 4  +  - ( 8‘Pit -  8*P,;)

= n , —i_- (Sjr,, -  SÎ7•„)

on a

(13)

( 1-1)

(15|

( 16)

De (3), (5) et (9) ou déduit

C** =  T’ijk----- (8*T,, -  SÎT.,- +  gikT) -  gijTk)n — 2

et de (2), (3) et (7) ou (10), (15) et (16) il résulte

C*‘ “  -  î t S  $ p “ -  Sîps' -  -T ^ V , (« » d  -  (l7)n{n — w(n 2)qu’en tenant compte de (10) on peut l’écrire
4 *  =  Hijk 1



r e l a t io n s  en tre  d es esp a c e s  riem a n n ien s

eutre le te n se u ro o u rb u ^ co h a rn ^ iq M  c T l e V ^  on, déduit des relations 
laire et leurs contractés, respectivement^ntre le ten Z n  à*  COUr̂ ure co^circu- 
nique et le tenseur de coupure pro“ ^  COtanD°-

On a donc :

P r o p o s i t i o n  2 . Entre les tenseurs de courbure conforme, de courbure Pro-
tclstions

On dit que 1 espace V„ est de courbure récurrente ou simplement récurrente, 
ou projectivement-reeurrent, ou conformément-récurrent, ou coharmoniquement- 
recurrent. ou concireulairement-récurrent, s’il existe un vecteur covariant «, tel 
qu on ait respectivement :

69

<P, 4 *RU

4 v  —  ? r  4 *

9 , c ’ijkc *tjk,T

(19)

(20) 

(21)

4 v =  <P,4* (22)

4 v  =  9 , 4 *  (23)
où la virgule désigne la dérivée covariante par rapport à la métrique (1).

Si on contracte (19) en h et j  on obtient

R i k , r  —  9 f R i h (24)

Un espace V„ qui vérifie (24) est nommé Ricci-récurrent. Si on multiplie et on 
contracte (24) par g’k on obtient

R ,r =  9 ,R (25)

et l’espace est nommé de courbure scalaire récurrente. De (25) il résulte
P r o p o s i t i o n  3. Il « ’existe pas d’espaces riemanniens proprement — dits 

récurrents ou Ricci-récurrents à courbure scalaire constante différente de zéro.
Observation 1. Un espace Vn récurrent est aussi Ricci-récurrent et de 

courbure scalaire récurrente, la réciproque n’étant pas toujours vraie.
Observation 2. De (20), (21), (22), (23) il résulte qu’un espace P récurrent 

est aussi projectivement-récurrent, et conformément-recurrent et coharmom- 
quement-récurrent et concirculairement-récurrent. Pour la réciproque on a

P ropî-xuttov 4 Soit V un espace Ricci-récurrent. Si Vn est aussi cohar- 
tnoniqZm enSïlZent, ou concircuJrement-récurrent, ou conformément-recurrent,

c c c i r c u J a i r e m c n t - r «  à

tante on déduit de (5) qu'ils sont récurrents si le vecteur <p, est donné par
9 , =  (In R),r ' (26)
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Pour les espaces projectivenient-récurreRts de (20) il résulte

(27)

d’où par 
résulte

„  multiplication contractée avec *• et la descente de l'indice h il

**> -  9.k» =  -g>ÂR„ -  î .R)n

Eu tenant compte de (28) dans (27) on obtient

R<jk,r — 9r Rijk =

(28)

.* - o * _  V - ( R „ - 9 rR){gik$ - g i j t i )
«{» -  n

Donc :
Proposition 5- Les espaces concirculairement-récurrents et les espaces pro- 

jeclivemcnt-récurrents à courbure scalaire non-constante sont récurrents si cl seule­
ment si le vecteur <?, est donné par (26). Si la courbure scalaire est nulle, ces 
espaces sont récurrents.

Observation 3. De (20), (22), (23) il résulte immédiatement que si l’espace 
est projectivement-récurrent, ou coharmoniquement-récurrent, ou concirculai- 
rement-récurrent leurs contractés donnés par (7), (8), (9) sont aussi récurrents 
avec le même vecteur de récurrence, }a réciproque n’étant pas toujours vraie.

Dans un espace coharmoniquement-récurrent, de (22) par contraction en 
h et ) et tenant compte de (8) il résulte (25). Donc :

Proposition 6. Il n’existe pas d’espaces coharmoniquetnent-récurre 
courbure scalaire constante différente de zéro.

Toujours de (25) il résulte :

Proposition 7. Dans un espace coharmoniquement-récurrent à courbure 
scalaire non-nulle le vecteur de récurrence est donné par (26).

De (13) il résulte qu’un espace coharmoniquement-récurrent est auSS
conformement-récurrent. Pour la réciproque de (21), (13) et (8) il résulte •

7* ~  =  — .— i
d’où op a:

(ÏT-7!) (ñ -  i j M /  ~  g> M ){R ,r — f , R ) (29)

Proposition 8 I
est puek^ectew de)ré^ ^ ^ ^ » e m e n Z é c i  SÛ fisante pour qu’un espace 
courbure scalaire de l’e s Î T ^ 0- soit le g r a d i e n t f vec } e même vecteur <?,, 

De (14\ ii a ^ace S0lt nulle l de la fonction scalaire R, ou la
Projectivement r / ,t  te ^  espace V
jectivement-récurrenteest Ct *  (r5)'Ü ré s X n?'rC-Ulairement-récurrent est aUSSI
te- r On a donc auss* c°ncirculairptn e<̂ proqueinent qu’un espace pro-

ent-recurrent avec le inêirie vëc-
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incnt-récurrent est projectivement-récurrent, si et seulement si le tenseur donné 
par (9) est récurrent de vecteur <pr. Donc :

PROPOSITION 10. Tous les espaces projectivement-récurrents ou concirculaire- 
mcnt-r¿currents sont aussi conformément-récurrents et réciproquement, les espaces 
conformément-récurrents sont projecUvement récurrents si et seulement si le tenseur 
(9) est récurrent de vecteur <p,.

Si on égalise (13) et (17) ou (13) et (16) on déduit que les espaces projeç- 
tivement-récurrents ou concirculairement-récurrents sont coharmoniqucment- 
récurrcnts s'ils sont de courbure scalaire récurrente, donc, conformément à la 
proposition 5, récurrents. Réciproquement, les espaces coharmoniquement- 
récurrents sont projectivement-récurrents ou concirculairement-récurrents s’ils 
sont Ricci-récurrents, donc conformément à la proposition 4, récurrents. On a 
donc :

P r o p o s i t i o n  11. Un espace projectivement-récurrent ou concirculairement- 
récurrent et coharmoniquemenl-récurrent est récurrent.

Des ci-dessus il résulte
P r o p o s i t i o n  12. Il existe entre les espaces récurrents, projectivement- 

récurrents, coharmoniquement-récurrents, concirculairement-récurrents, conformé­
ment-récurrents les relations d’inclusion et d intersection.
V„ récurrents C  K  projectivement-récurrents =  Vn concirculairement-récurrents C  

r~ V conformément-récurrents.

On peut représenter schématiquement la proposition 12 par.
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H'Einstein Ry =  — ê‘i &  <7) et <9> *> rÉS" " " ! U! '«  
P0”  T l t  .U ,, les relations (1.) et (12) son, des identités, e, 

tenseurs Ta et W11,t /
de (14). (16), (1/) 11 résumé.

7 2

Pi;'* == îÿ *  — Ci;*

Donc:
P roposition  13. Pows /es espaces d’Einstein sont en même temps projec- 

tivemcnt-récurrenls, concirculairemcnt-récunents et conformément-récurrents.
Pour les espaces d’Einsten coharmoniquement- récurrents en tenant compte 

des propositions 7, 8, 13 et de (30) il résulte
P ro po sitio n  14. Les espaces d'Einstein coharmoniqucmenl-récurrent s sont 

récurrents.
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ÎNTRE SPAŢII RIEMANNIENE c u  t e n s o r i  r e c u r e n ţ i  

(Rezumat)
în lucrare se stabilcs 1 *

conformă^curbură intre tensori de curbura proiectivă, curbură
3,11 se dau relaţii si m„ j v  - nc,rculara ¡h contractaţii lor. Din aceste relaţii în pro-

faTbf 12 ^  ? recizeazi relaţiile de înrîif*» r'ernanniene cu aceşti tensori recurenţi. în  pro-
m ProP°zlţuJe 13 şi 14 £  re! lv5 ^ Zluae *  intersecţie ce există între aceste spaţii. în  înche-

aceeaşi problemă in cazul spaţiilor Einstein.
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PROPER EFFICIENCY IN THE COMPLEX VECTORIAL
PROGRAMMING

DOIIRL I. DUCA

1. Introduction. Let us consider the problem of vectorial programming 
in the complex space :

F-min Re/(z, z) subject to z e  il, (VPCS)

where / :  C2" — Cp and Q is a nonempty set in C".
This problem was recently formulated by us in [5] (the linear case) and

[6] (the nonlinear case), where conditions for a point to be efficient are given.
In this paper the notion of the proper efficiency is generalized [5, 8], giving 

conditions for a point to be proper efficient for the problem (VPCS).

2. Notations and preliminaries. Let C (R n) denote the «-dimensional com­
plex (real) vector space, R‘1 =  {x =  (*,) e  R”lxj ^ 0, j  =  l, n} the non­
negative orthant of Rn and let Cmx" be the set of m x  « complex matrices. For 
A =  (akj) <=_ Cmy", A, AT and AH denote the conjugate, transpose and conju­
gate transpose of A respectively.

For z — (zj), u =  (Uj) e  C” : <z, «> =  uHz denotes the inner product of 
2 and m, and Re z =  (Re zy) <= R" denotes the real part of the vector z.

If x =  (xj), y =  (y}) e  Rn, we consider:

x ^ y(x <  y) iff Xj ^ yj {xj <  y,) for any ;  e  {1, ;
x < y iff x ^ y and x ^ y.

For a vector function g :C 2" - * C ”* analytic in the 2« variables (u\ «*) 
at (z®, z®) <= C2" :

V,g(z®, z«) =  ( - g -  (¿V 0)] e C " x",

and
V,g{z\ *>) =  ( | r  («*. i0)) «, C - " .

For auy nonempty set S in C" let S* -  {« -  O  «  S -  R« <«• »> > «> 
be the polar of S, and int S the interior o • -n

We define the manifold Q =  {K> «*) ^ C2 /« -  « }•
, .. is concave with respect to the

Definition 1. T̂ ec lu”f the manifold^ if for any z2 and z* «  C" and closed convex cone S £  L on tne m Y

+  (1 -  t)z', t*  +  (1 -  <)«•] -  -  (1 -  ,,S(2!' S,) *  S (,)
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If g is analytic, a

condition equivalent to (1) is
LI g ia OUUiJ---
rv.KA m - * »  +  “  *> +  *<**•**> -  * < *  *’» «  s -
„  ' rtV o The analytic function g : C*" -  C" is said to be strictly 

concave^Sh aspect to the dosed convex cone S g C "  on the manifold Q 

if for any z1 and z4 e  C"
-  *J) +  [v * (*  - *2) +  §(22- 22) ~  5(2‘- **) e  int s -

D efin itio n  3. The function f :C in- C *  has convex real part with res­
pect to the dosed convex cone T £  Rp on the manifold Q ll for any z1 and
z* e  Cn and t e [0, 1]

Re{//(z>, z>) +  (1 -  t)f(z\ ?-) ~

- / [ &  +  (1 -  t)z\ &. +  (1 -  /)**]} e  T. (2)

If /  is analytic, a condition equivalent to (2) is
Re{/(z\2>) - / ( z 2,z2) -  [V./(z2, £*)]r(^ -  z=) -  [V :/(22, 22) f ( 2> -  2*)} <= 7*.

Theorem 1. Let X e  X >  0 be fixed. I f  the function f : C-n —> C7, /¿as 
convex real with respect to the polyhedral cone R̂ . on the manifold Q, then
the function h:Cin -  C, defined by h(u\ w2) -  (f(u\ u-), X> for all («', «2) <= C2*,
/las convex reef part with respect to R+ on Q.

The statement of the theorem 1 is a direct consequence of Definition 3

, . c \  f e/  ’ ^2" “1 C and g : C2” —> Cm be analytic functions, and.
l t * ~Tti. i a $oly]xeiral cone witk nonempty interior.
strictlvrlrnl co™ex f eal PfH with respect to R+ on.the manifold Q, and g is

wiw Re h(z, z) subject to g{z, z) e  S, 
is that there exist t e  R+, v e  S*, (t, v )  # 0, s m c /i  that

Re <v, g(z°, z#)> =  0

tVI/i(2°, z°) -(- tV:/i(2°, 2°) =  V.g(2°, 2°)v +  V;g(z°, z°)v.

(R )

The proof is analogous to the one given in G u l a t i  T. R. [9].

and let if'a nonempty’'sTin C"“9 “  C°mpl<5X ^  f  ' ^  ^

respectDefinition 4. A point z° e  Q is called efficient (minimum Pareto) with
e , » L l0T Li‘ l{ there exists’ HO point Z <= n  *11 rh that Re f l z . z )  ** /Yz° 5<M 1Re f(z\

there evi«?t<!' ,,,« "'"i* pummium raicw ; *•*—-
The problem ' * e  Q such that Re / M )  <

wilTbe d*11 teaCav ed vectodal1 prolramiC-flCieUt, points * e  £2 with respect to "HI be denoted by Programming problem in the complex space and
V ~ nun Re/(2, ¿) subject to 2 e  Q. (VPCS)
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We consider the fo il in g  programming problem in the complex space

min Re <f(z , z), X> subject to z «= ii,
where X s  Rp.

(Px)

Theorem 3. Let X *R>,  X > 0  be fixed, let f  : C * ? C >  be a. vectorial 
complex Junction ana let Ll be a nonempty set in C”.

I f  z0 e  C is a solution of the problem (Px), then z° is an efficient point 
for the problem (V P C S). '

Proof. Since z° e  C” is a solution of the problem (P>), we have z° e  O. 
Assume that z° is not efficient for the problem (VPCS), i.e. there exists z1 <= ii 
such that Re/fz1, z1) < Re/(z°, z»). Since X >  p, we have Re <J(z\ z1), X> <  
<  Re </(z°, z°), X> which contradicts the optimality of z° for (Px).

Remark. The converse of Theorem 3 is not true, as seen in the following 
example. Let f(W\, w2) =  (— wlt w1wJ)T for all (wlt w2)T e  C2 and let Q =  
=  {z <= C / 1 arg z | tc/6}. The problem (Px), X =  (Xj, X2)r >  0 has the solu­
tion zx =  > . , / (2X,) >  0. Hence all the points z '=  t >  0 are efficient. But the 
efficient point z° =  0 cannot be obtained as a solution of the problem (Px) 
with X >  0.

Therefore, we propose a slightly restricted definition of efficiency that
(a) eliminates efficient points of a certain „anomalous" type ; and (b) lends 
itself to more satisfactory characterization.

4. Proper efficiency. Let / :  C2" —* Cp and let Cl be a nonempty set in C".

Definition 5. A z° e  Cl is called a properly efficient point for the 
problem (VPCS) iff:

a) z° is efficient for the problem (VPCS),
b) there exists a scalar M >  0 such that

Re [¿(z». Z») - / , ( * ,  2 ) ] >  0
z e  Cl

implies
3 r e  {1........ P), such that
Re [fs(z\ z°) - f ,(z ,  *)] ^
4  MRe [/,(z, z) - f r(z°. *•)].

An efficient point that is not properly efficient is said to be improperly 
efficient. p

t e a  4. U t  (X..........W r > ?  - » g  V - l  *« / * ^ -

I f  x" s  C" is o solution of the problem (A ), t o  ** “  i 0’
problem (V P C S). . e , ,

> PV„„/. a) In view of Theorem 3, the point f  is efferent for the probiem

<V1 Cb) Assume that r* is an improperly efficient point for the problem (VPCS) 
and choose

jyj _  _  1) max {(Xf/Xt)/r, s e  {L • • •. / ’}}•
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Then there exist s e  {1, .. . , p) and z e  Cl with'

--ft* ?1 0

such that
Re[f,(f, z°) - / ,(* , *)] >  (p -  1) Re [fr(z, z) - f r{z\ ¿°)] max i

for all r e  {1, . . P}-
Multiplying the last inequality by As/(/> 

for all r # s, we obtain

_  1) >  0 and taking the summ

\Re[/s(z°, Z») - f t{z, z)] >  £  \R-e[fr(z, *j - fr(z ° , ¿°) ],r— 1

or
Re </(z°, z°), A> >  Re (f(z, z), A>,

which contradicts the optimality of z° for the problem (P),) ■

Lemma Let h : C2” —*• Cp have convex real pari with respect to Rp\. on the 
manifold Q, and let Cl be a convex set in Cn. If the system

I Re/i(z, z) <  0 y
\ z s  £2

«  inconsistent, then there exists a vector A e  Rp, A =  (Aj, . . AP)T ^ 0 with

]C A, =  1, suck that
f=l

Re </t(z, z), A) ^ 0 for all z e  Q.
Proof. Let <p =  <p(z, y) denote the real vector function of 2n variables 

x> y e  Rn, defined by the formulae

?(*> y) =  Re h(z, 2), z =  x +  iy e  C”,
and let

X G R2 jz — X -(- iy e  Q

System (3) is inconsistent iff the system

(4)
r <?(*, y) <  0

. i vis inconsistent.

, ,S“ Ce the real vector Unction 9 is convex on the set X  (Q is convex 
as convex real part with respect to Rp+ on Q), the hypotheses of the
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Theorem of F a n ,  0 1  ¡ c k s b n r g  and H o f f m a n  [7] are satisfied, thos

there exists a vector X =  (X,.........>Jr .  ft», X *  (I with £  X, =  1 sneh that
r — 1

<<?(*. 3'). X> ^ 0 for all e  X]

or, equivalently
Rq(/i(z, z)t X> ^ 0 for all;* e  a

T hicorrm 5. Let / :  C2W —► have convex real part with respect to Rp. on 
the manifold Q and let Q be a convex set in Cn.

I f  ;;° is a properly efficient point for the problem (VPCS), then there exists
p ' *

X <=: Rp, X =  (Xlf . . ap)t >  0 with Xf =  1 swcA that z° is. a solution. p/ ¿A?
r -i

problem (P-A).
Proof. If z° is properly efficient for the (VPCS) then there exists a scalar 

M >  0 such that for each s <= {1, the system

| Re ¿0) - f s(z, 2)] >  0
j Re r/,(2°, 5») - f s(z, z)} >  M Re [fr(z, 2) - / , ( * ,  2°)]. r *  s (5)
l i e  O,

is inconsistent.
System (5) being equivalent to the system

'Re [/,(*.*) - ¿ ( A  * ) ] < 0  „  A .
• Re [3//, (2, 5) +  f s(z. z) -  M/r(z°, 2°) - / ,(* * . 2°)] <  °- r *  s

il,
ill view of the previous lemma, for each s e  {1, . .- ,P }  there exists X* e  Rp, 

X1 =  (X\......... x;)r £  0 with E  =  1 such that
T -  1

Re K ft\{z,z) - f s(z°,'z°)] +  E X*[M/r(z, 2) + / .M )  -  z#̂  J ^ °'
r = \(r*s)

for all r e  a .  1 , , •
Summing these inequalities for s =  1, • • ->P we °

Re £  (# ,(* .  2) +  E  ~z) + U Z' 2)]\ *
5=11 V * * “

5 =  1 ‘ ( r * s )
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Rearranging the terms of thé sum wè obtain

Re (f(z, 2), X) ^ Ré g>), X> 

is a solution of the problem (Px), with X
for all z e  il, i.e. z° 
where

=  (X J e  RP

=  ( i  +  m  £  ^ / ¿ ( i  +  x ;j >  0,
M  {r=M)

s =  1, . . .,p-
Theorem 6. Let f  :C in-+ Cp be an analytic function having convex real 

part with respect to R+ oh the manifold Q, let g : C2’1 —* Cm be an analytic function, 
let S be a polyhedral cone in Cm with nonempty interior and let

Cl =  {Z 6  Cn/g (z , 2) e  S}.

a) If the function g is concave with respect to S on Q, then a necessary
condition for z° e  C" to be a properly efficient point for the problem (V P C S)

p
is that there exist t  e R+, v e  S*, X =  (Xs) <= Rp, (t , v ) ?  0, X >  0, J 2  =  1S— 1
such that

Re (v, g(z°, 2°)} — 0

z°) +  -rVi/(z°, 2°) =  Vig(z\ z°)v +  y;g(z°, z°)v. 6)

V- g , ts slrj f y  concave with respect to S on Q and z° <= Cl, then this 
condition is also sufficient.

Proof, a) By 'theorem 5 it follows that there exists X <= Rp, X =  (X,) >  0 

Wlth S  Xl =  1 such that is a solution of the problem (Px). In view o fa 

suc^thatf(6j holds6 ” a“d M ond PL there exist t e  R+, v e  S*, (t, v) =P 0

(P\) has convex red’ oart whh ̂  °biective function of the problem
Theorem 2 are satisfied therefore t0 ,^+. on Hence the hypotheses of 
of Theorem 4, it follows that >o ■ 1S a scdut10n °f the problem (P x). In view 
(VPCS). U° " S that 18 a Properly efficient point for the problem

Theorem 7. Let / ;  o  -* c p h
part with respect to Rp, on n, ■/ a% ana ŷ̂ c function having convex real
«• C - - C -  fc a„ a«Vfi hL * S Ur Q’ S b“  d°“ d « *« *  a L  in C” andjunction, concave with respect to S. Let

=  {̂  e Cn/ g(z, z) e  5}
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A sufficient condition for z° «= O /„ . .
problem (V P C S ) is (hat there exist u g  9* Point for the
Vr and * =  (\) >  0 with
"22 X, =  1 such that
5 = 1

Re <#, g(z\ ¿o)> =  o

V ,/(^ , *>) +  V:/(,», ¿o} =  , 0)/< +  v^ (z0> ,0)_ (7)

Proof. Since X >  0, by Theorem 1 it follows that the objective function 
of the problem (1 x) lias convex real part with respect to R+ on Q. Then 2» 
,s a solution of the problem (P,). because the hypotheses of Theorem 1 in [1] 
are satis led. By I heorem 4 it follows that 2» is a proper]y efficient int ^  
the problem (VPCS). ^

I unOKHM 8 . I.et f , g, S and Q. be as in Theorem 7. If, moreover, S is 
a polyhedral cone and one of the following four conditions áre satisfied:

(i) g satisfies Kuhn-Tuckcr’s complex constraint qualification at z° e  C" 
with respect to S on Q [2];

(ii) int S j¿ 0  and g satisfies Slater's complex constraint qualification with 
respect to S on Q [4 ] ;

(iii) int S 7*0  and g satisfies the strict complex constraint qualification 
■with respect- to S on Q [4];

(iv) int S 0  and g- satisfies the weak complex constraint qualification at 
z° e  C" with respect to S on Q [4], then a necessary condition for 20 e  Cn to 
be a properly efficient point for the problem (VPCS) is that there exist u e  S*

p
and X <= RP, X =  (Xs) >  0 with X, =  1 such that the equalities (7) hold.

4=1 p
Proof. By Theorem 5, there exists X e  R̂ , 7 =  (If  >  0 "ith]Q  Xs =  1

such that 20 is a solution of the problem (P>J.
Now, a) if (i) is satisfied, by Theorem 3 in [2 ] there exists a f  S* 

which fulfils (7), b) if (ii). or (iii), or (iv) is satisfied, then m view of Ihco- 
rem 4 in [4 ] it follows that there exists ti <= S* such that (7) holds.

\tn,rh 10 10701
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PROPRIU 1J1:
3FICIEXŢĂ In PROGRAMARli-V v e c t o r i a l ă  c o m p l e x ă

(Rez\iinat)'>.

Gencralizintl rezultatele din program area v ecto ria la  re a lă  şi pe c e le  d in  ( S i .  in lu crarea  (6) 
se formulează problema de programare vectorială co m p lexă  n e lin ia ră . I n  a c e a s t ă  lu c r a r e  sc  defineşte 
noţiuuea de propriu cficieu{ă iu program area vecto rială  c o m p le x ă  n e l in ia ră  şi se  d a u  c r ite rii ca  un

punct să fie propriu eficient.

/  aiD'.IOTC-C; f ,! C: ,'i 7 ^

i Dţ i rA; ;\.Ci. v ¿-t s.\; o

P. Cluj
Municipiul Cluj-Napoca. Cd. 3003/80
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