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STUDIA UNIV. BABES—BOLYAI, MATHEMATICA, 1, 1979

SPATIILE DE ANULARE A CURBURII UNEI LEGI DE DERIVARE
INTR-UN FIBRAT VECTORIAL

PROFIRA SANDOVICI

~ Spatiile i indicile de anulare in cazul unei varietdfi riemanniene au fost
considerate pentru intlia oard de citre S. S. Chern si N. Kuiper [2].
Acesti autori au aritat ci daci indicile de anulare este constant pe o mulfime
deschisa a lui M, atunci pe aceastd mulfime, cimpul spatiilor de anulare N : x —»
N, este complet integrabil si varietagile de foliatie obtinute pe aceasti cale sint
local plate. Mai tirziu R. Maltz [4] demonstreazi ci aceste varietiti sint
subvarictati total geodezice ale lui M. Pe de alti parte, A. Gray [3] reconsi-
derd nofiunile de spaiu si indice de anulare in cazul unui cimp tensorial de tip
(1, 3) care formal are proprietitile tensorului de curburi.
In cele ce urmeazi se stabilesc unele proprietati ale spatiilor de anulare a
curburii unei legi de derivare intr-un fibrat vectorial.
Fie =: E— M un fibrat vectorial diferentiabil C® local trivial cu fibra
tip R” si avind drept bazd o varietate diferentiabili M de dimensiune #. Vom
nota prin V® o lege de derivare in fibratul = §i cu R", 2-forma de cuburd a sa.

(1] ‘
DEerFINITIA 1. Se numegte spatiu de anulare a curburii R™ intr-un punct
x € M, subspagiul N, al apatiului tangent T (M) definit prin

N, = {v € T (M)|R(v, w) = 0Vw € T (M)}

Se spune ca un cimp de vectori X € ¥(M) este un cimp de anulare a lui
R", daci X aparjine cimpului de subspatii N:x— N, adici dacd X, N,
pentru orice x € M. o o .
DEFINITIA 2. Se numeste indice de anulare a lui R™ functia
p:x € M—p(x) =dimN, €R
in continuare, dacd nu sé face nici o specificare, vom preesupune g # 0,

‘wo#E N _
ProprozIyia 1.
mulfime deschisé G < P
3 . e, . e ’ o . .o .« .
compl%e::cﬁ:i;fgxe.pNotim prin L(m, =) fibratul vectorial al apl&catnlo: liniare
ale fibrelor lui = iar prin V& ™ vom nota legea de derivare indusd de A" in L(r,
w) §i definitd pentru orice sectiune ¢ a lui L(=, ) de formula

Daci indicile de anulare p al lui RT este constant pe o
M, atunci cimpul N : %= N, al spaislor de anulare este

4o = (9, o
Atunci, pentru oricare trel Fimpuri de Yectori X, Y, Z € %(M), este satisfacuta
urmitoarea identitate a lui Bianchi [7]
S (VE™P(RN(X,Y)) — RY([X, Y], 2)}=0
XY, 2
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L e s Ul s cimopuri de anulare a lui .R'"', din aceasty
ind ci X si Y smlt,]d?;'__?rgppentru Z arbitrar si astfel rezulta
m ci RY([X, Y] ui R*. Potrivit teoremei lui

s1p de anulare a | . X
ea un cimp diferential N cste complet integrabil.

Presupun
identitate deduce

ci [X, Y] este de asenllte“n O el
: cicl rezulta ca s . .
Frobenius, de 2ict ¢ etigi ale lui N, vom considera un anumit cay

Pentru a objine nol PIOBTCECL 2l al aplicatiilor biliniare alc

i ic E, E)) fibratul vectorial al apice; n; ale

Eartlcunja?.tpleelllf(ZQ{‘)("MI)‘(—) M))m fibratul VCCtOl’lal.L(‘ﬂ, =) [1]. Nota.m prin

%Erzt]e;; di?ig;'are in L(T(M), L(E, E)) definita VT §i de o lege de derivare V°
in fibratul tangent T prin formula

(V30)(X, Y) = Vi P(aX,Y)) — w(ViX, Y) — o(X, V2Y) (1)

Se spune cd V" este de curbura recurentd in raport cu V* dacd cxistd pe
M o 1-formi ¢ astfel ca sd avem
Vi R* = o(Z)R™ VZ < %(M)

PropozITIA 2. Dacd R™ este recurent §i variclalea M cste conexd prin arce,
atunci avem n — w(x) > 2 pentru orice ¥ e M. .

Demonstraic. In condifiile enuntului, R™ nu se anuleazd in nici un punct
x al lui M. [6].
Cum R™(X, Y) = — R™(Y, X) pentru orice X, Y e ¥(M), avem dim N, < n — 2.

Prorozitia 3. Dacd 2-forma de curburd RT cste recurentd in raporl cu
V*, atunci

- TYX,Y)eN N¥X, YeN (2)
V¥ e N VY e N, VZ « ®(M) . S) .

unde T este 2-forma de torsiune a lui V°

Demonstratie. Pentru o le i * ini i
strafie. ge de derivare V* = (V*, y* #
are loc urmatoarea identitate Bianchi 7] (V' V) definita b '(”’

VX R™)(Y, Z v R” s
(VXR")(Y, Z) + (Vi R")(Z, X) + (V3 R")(X, Y) + RYT*(X,Y), Z) +
_ + RYT'(Y, 2), X) + RYT*(Z, X), Y) =0
N In ipoteza ci R™ este recur
scrisa pentru X, Y e N si Z
unde rezulti T7(X, Y)e N
Luind =R tn (1) < :
pentru Yne ;Cl;;nl (DX_ an~ n (1) ,?l substituind V3 R* prin ¢(Z)R”, obtinem,
COROLAR. Daci ‘};nlt;z:cl' R™(X, V3Y) = 0 unde deducem cj Vi Ye N
KX, Y)IZ aNVX YV o ayrag clrent in raport cu yx = (v° ;
(X, = ' <% (M Le = (V%, V"), atunc
R(X, Y7 < N VX Y o N,( V),ZV;ZQE{’}’. Dacd in plus T = 0, atunci
Dcmonstm_tir. Prim = % (M).

R(X,Y). Pentry a 4 A parte a enunfului rezults g i di initia lui
\ , X). a doua Ny Y. ' z m (3) si d lui
+ R(Y,2)X + RY(Z, X)Ypirt()c, utilizim identitateq lui Bi)azchimRSl((j‘?n}I})laZ i
este recurent iy yq - .

ort *
coustant, atync; cirﬁpﬂl C]t\‘l Zl

urent in raport cu V*, din accasti identitate,
arbltrar, deducem Ci RR(T‘:(X, Y), Z) — 0 de

= (V", V) si indicile
spatiilor de anulare a
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lmE R® e‘stc /Jarale( i’f’ .mport'.cu V' sar varietdtile integrale de dimcensiune u ale
lui N sint subvarietdti ale lui M autoparalcle in raport cu V.

PROPO'ZITIA 4.v1)({cd R’f este rccurent in raport cuw V* = (V°, V™) unde V°
csle de lorstune nuld §t varietalca M cstc conexd prin arce, atunci 1-forima de
recurenf@ @ se anulcazd pe orice cimp de vectori care apariine cimpului N de
anwlare a lui R™. '

Demonstratic. Avem prin ipotezi VYR® = o(X)R*VX € R (M) si T° =

_—_,O. Atunci, din identitatea (4) rezultd pentru X € Nsi ¥, Z « %(M), o (X)R
(Y ,Z)w= 0 de unde, dcoarcce R™ # 0 [6], obtinem ¢(X) = 0 in fiecare punct
X € M.
___ Sa presupunem ci ipote'f,ele din propozifia 4 sint satisficute si ci in plus
indicele de anulare p al lui R™ este constant. Dacd L este o varietate integrald
alui N sis:L — M este aplicafia de incluziune, atunci avem i*¢ = 0 dcoarece,
pentru orice vector

L e Ty(L), avemink € Ny si (i*pin)(E) = guy(ing) = 0.

ProroziTiA 5. Dacd R™ este recurent in raport cu V* = (V*, V7), atunci
spafiul de anulare N, cste ineariant prin acfsunca elementelor algebrei grupului
de olonomic infinitezimald a lui V©.

Demonstrafie. Deoarece legea de derivare indusd de V© in fibratul vectorial
L(z, 7) este Vi¥*?(R(Y, Z)) = [V, R'(Y, Z)}, din corolarul 1 si din (3) dedu-
cem ca

ViR RYY,Z) W e N YW e N
Prin inducfic completd obtincm in gencral
VERT L VERR(Y, )W = N

VW eN VY, 7, X, ... X, s E(M), k=12

(Intra! 4n redacfic la 14 martie 1977)
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THE NULLITY SPACES OF THE CURVATURE FOR A DERIVATION LAW IN A VECTOR
BUNDLE

(Summary)

In this paper some properties of the nullity i
. ] y spaces of the curvaturc for a derivation Ij
in a vector bundle are given. The author comsiders particularly the case of recurrent Clll"::c'lltll:("v
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STUDIUL COMPARATIV AL EFICIENTEI UNOR ALGORITMI PENTRU
PROGRAMAREA GEOMETRICA

VALERICX LANGA

\

_ Accasta lucrare ii propune compararea rezultatelor ohtinute pentru dife-
rite programe geometrice test cu metode specifice programirii geometrice §i cu
metode generale de programare neliniari.

1. Introducere. In teoria programairii geometrice (dezvoltati de Duffin,
Peterson i Zener) se considerd o problemd de optimizare de urmitoarea forma :

Program geomelric primal P

min go(x), in conditiile
gk(x)s ]v 1{ = 1,2. ...,j)

>0
unde :
. . . a
X o= (X, Xy, ..., %,) € R* dar gy(x) = S Coxp. ayr L g
i,
Prin I, am notat muljimea de indici:
I == {my, m, + 1, ..., m} unde mo =1, my =1, + 1

cea iy =y A, sy = ‘

Exponeniii a;; sint numere reale arbitrare iar coeficientii C, sint pozitivi.
Polinoaniele generalizate gk =0, 1, ..., p) se numesc pozinoame.

Corespunzator acestui program primal rezultd urmitorul

Program geometric dual D

max v(y), in conditiile

2y1=1

ial,
AT.)V 3 O
v20 ‘
unde
id Ny LA : _
o) = IT{Z) " TI A 2 = Yy, k=12 .0
- et \yi ) k=1 ieT,
:.V = ()'l! Ya, - .,y,,,) € R» iar A= ((tgj)‘am

j=in

este matricea expouentilor programului primal P.
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amclor geometrice considerd atit
transformate ale acestora. Astfel,
; ..., n, se ob{ine

e s [vare ale progr
Diferitele metode de rezo ¢ si forme

- ci
D B are logarnica e emiapile, 3, = 7 § = 12
urmitorul program:
Program geomelric primal transformat &z
min p(2), in conditiile
pl< 1, K=12...2

unde:

Pe) =2, C e £=012 ...,
o'EIh

& fiind linia 4 din matricea exponcufilor 4. o

Deoarece functia f(x) = ¢*este o funcfie convexa 51 orice combinatie pozi-
tivi de functii convexe este tot o functic convexa, despre programul P, se poate
afirma ci este un program convex. . )

Pentru a enunja o problemd transformata §i in cazul problemet duale este
necesard nofiunea de grad de dificultate care se defineste cu ajutorul relafieit

grad dific. = nr. term. — nr. variab. — 1

Prin numirul termenilor se infclege numirul total de termeni ai functiei
de scop impreuni cu restricjiile, iar prin numirul variabilelor — numdrul varia-
bilelor independente X; dat dc rangul matricei A. Se demonstreazd ([3])cd
orice problemd netrivials de programare geometrici se reduce la o problema
in care matricea exponentilor A este de rang # i # este mai mic decit numarul
total de termeni m. Prin urmare, gradul de dificultate, d = m — n — 1 poate fi
presupus intotdeauna ca fiind nenegativ.

_ In cazul unui program geometric avind un grad pozitiv de dificultate,
prin eliminarea restrictiilor de egalitate ale programului dual, folosind de exemplu
metoda simplex, se obfine urmatorul program transformat :

Program geometric dual transformat D,
max Iny(y), in conditiile

Bygb

y=20

unde y = (y,, v, ... P . A
functie de (;,: JJ:: . :g,,:) 1ar in 9(y) variabilele y sint presupuse exprimate in

B este 0 matrice de ti :
ponente. e tipul (# + 1) Xd iar b este un vector coloani cu n+1 com-

Deo ii ;
rest ric;iik?rregﬁaflunctme v(y) si Inv(y) au acelasi punct de maxim pe domeniul
scop logaritmul f%ntlt)trio'grgmllﬂ (Ilual ransformat Dy considera drep’? funcfie de
poate fi incadrat in cellasa:1 p ?6 2 accist f¢! programul geometric dual transformat
Testrictiile liniare. programelor neliniare cu funcfia de scop concava si

2. ¥
2 1tgetode de rezolvare a problemelor

mai
metode pentru rezolvarea

de programare geometrici, Se cunosc
Metodele consider:

Problemelor de programare geometrica.

ate in aceastd lucrare se pot grupa in felul urmitor «
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Pentru problema primald

I. Metode specifice programirii geometrice
1. Metoda liniarizirii [5]
2. Metoda condensarii [7)

II. Metode generale de programare ncliniari

1. Metoda funcfiilor de penalizarc interioare a lui Fiacco si
McCormick [4).

2. Metoda directiilor admisibile a lui Zoutendijk — Zuhevitki [8].
Pentru problema duald

1. Mctoda gradientului proiectat a lui Rosen (7]
2. Mectoda functiilor intericare de penalizare

. Metodele specifice problemelor de programare geometrici conduc la o
succesiune de programe liniare care pot fi rezolvate cu ajutorul calculatoarelor
clectronice finind seama de faptul cd pentru metoda simplex existi programe
bine puse la punct §i verificate in practica.

Metoda functiilor intericare de penalizare se bazeazi pe transformarea
problemei de optimizare inijiald intr-o secventd de probleme nerestrictionate
prin intermediul unei functii auxiliare, care isi atinge minimul intr-un punct
care reprezintd o aproximatie pentru punctul de minim al problemei inifiale.

Metoda directiilor admisibile poate fi aplicatd unui program geometric
primal sub forma sa transformatd P, iar metodele considerate pentru rezolva-
rea programelor geometrice duale se aplicdi programului dual transfor-
mat D,. .

Datorita faptului cid algoritmul gradientului proiectat’ construieste puncte
aflate pe fronticra domeniului soluiilor admisibile §iin aAstfel de puncte funcfia
InV(y) nu este diferentiabild, programul D, cste inlocuit, in cazul acestei metodes
cu urmitorul program aproximant :

max InV(y), in conditiile

By<b—e

y > e . . .
unde € este un numir pozitiv suficient de mic.

Aceste metode de rezolvare a problemelor de programare geometvrici au
fost programate la calculatorul FELIX C—256 si rulate folosind urmatoarele

probleme test :

Problema primala nr. 1. Problema dualanr. 1
‘min (2, + %) max () (2] (O (57" 0s + 207
'+t g1 ) \nl il Ay
%, %, >0 nty.=1
Y1— Vs = 0
Yo — Ve = 0

Y Yo Yo Va2 0
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2
Problema duala nr.
Problema primala ur. 2

1 219" 2 )J'l (—1_)"' {_1_)" .
in (23,47 "% + 28 + TN + 27 max (;—l) (y, R
o = 1 Type (1) (LY (l ¥
o+ < (_] (_) . (——]
. ).'-l <1 ¥s Vs ¥ ,Va,
;]; < : (s + 30)™ T 57 8
143 S .
Xy, Xy, X3 '1"4>O _VI +y2 +ya+)’l ' S
vy Y+ ¥ — Y~ Yo+ I T N
— Vg + Vs = 0
— +ys = O

Nt Y — )= 0
Y Ve Y Yo Vo Yo Yo ¥s2 0

Problema primala nr. 3 Problema duald nr. 3
i st N ‘-l) max _l_])'. (.l_r'. (l)y- (_l_)n (i]s’. .
min (20! + 272 (y, nERERER
atet < 19 Yo (19 1 !_/i)" (E‘ly' ' v?,",
xf'xﬁ + xi'l < . (J'_o) [J"l) (}’a Yo i
’:"‘ 27T ';° 13< 1 (ve+ _\,5)(3'&)‘:)(-1.6 + ."1)(””')(."3 + .\,p)()'.-r.\'-)
L .1 Mtre=1
-4- Xy X3 + 211 <1 V= Vg — Yy — Yy — Vs + 2}'6 — Vg —
X, %> 0 — 3, =0
M1 Xe X2 Yo X Vo X0 Xy, g 2 0 —XN =Y — ¥+ 2y + 2y, + 2y, =0

Problema primala nr. 4
min xlx;!

% <1

1
; XX, < 1

.—2 ~2
N 421
xll xz > 0

iu lige;atura de specialitate, in realizarea
: 1, se 1olosesc in esentd drept criterii ;

1. tlmpql de rulare la calculatorul electronic ’ P
2. rapiditatea convergentei

3. erorile introduse prin calcule

.. 3. Comparaia §i concluzia,
diferitelor comparatii intre algoritm
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» :?,s;tftiedge;et\; (31?1\‘az111t care dintre aceste criterii este cel mai bun pentru a
judeca e or a gosltml. De altfel, criteriyl numarul unu este in mare
misurd influenfat de uumarul de iteratii efectuate, deci de rapiditatea conver-
genfei al.gorAltmulul considerat. Criteriul numarul trei isi are justificarea numai
in situatia in care sint cunoscute soluiile exacte cel putin pentru o parte din

1c 4 A .. N
;%Z:) cmele considerate, lucru care in majonitatea cazurilor este foarte greu de

Facind o comparatie intre algoritmii amintifi de programare geometrici
am avut in vedere ca un prim aspect in cazul programelor primale comparareé
rezultatclor obtinute cu metodele specifice programirii geometrice cu cele obti-
nute cu metodele generale de programare nelimiari. tn al doilea rind, am incercat

sd stabilim un algoritm care si poat fi preferenfiat in cele doud categorii.

' in rgahzflrea comparatiei intre algoritmii menfionati de programare geome-
tricd, considerdm cé trebuie finut seama §i de eficienfa unor algoritmi intermedi-
ari f.olosx];l ca parfi componente in metodele generale utilizate pentru rezolvarea
unui program geometric. In cazul nostru, in stabilirea eficientei metodei penali-
zdrii interioare, trebuie luatd in considerare i eficiena algoritmului folosit in
optimizarea nerestricfionatd. Principalii algoritmi folosi{i in literaturd pentru
optimizarea nerestricfionatd sint: Cauchy, -Fletcher-Reeves, Davidon-Fletcher-
Powel si Newton generalizat. O prezentare a lor se giseste in [2]. Diferiti au-
tori afirma ci, deoarece cfortul pe iterafie este aproximativ acelasi pentru fie-
care metodd, timpul de calcul este cam in acelasi raport cu numirul de iteratii.
In majoritatea problemelor test intilnite, algoritinul cu cel mai mic numir de
iteratii se pare a fi cel al lui Fletcher-Reeves. Acesta ar fi unul din motivele
pentru care programul mectodei funcfiilor intericare de penalizare foloseste
pentru determinarea minimului nerestricfionat, acest algoritm. In plus, in fiecare
algoritm pentru optimizare ncrestricjionatd se determind la fiecare iterafie lun-
gimea pasului de deplasare pe direcfia consideratd in asa fel incit pe aceastéd
directie functia si descreascd (creascd). Aceasta este in general o problemad difi-
cili si se reduce la problema determinirii unui punct de minim (maxim) uni-
dimensional. Programul metodei funciilor interioare” de penalizare foloseste
pentru acest scop o subrutind din pachetul de subrutine st.nszlce alc? g:aICul:iltoj
rului IBM—360, care se bazeazi pe interpolarea cu o cubicd a functiei al carui
minim unidimensional trebuie determinat. Se pare cd tipul de lucru al acestei
subrutine este relativ mare, fapt care influenfeaza :cimpul-rya§mé_ necesar rezol-
virii in ansamblu a unui program geometric. Aceasta metodi prezintd insd avan-
tajul de a introduce erori relativ mici in calcule. De exemply, pentru problema
primali numirul unu, folosind ‘metoda functulor_ interioare de pengl}zar_e, s-au
‘obtinut valorile %, = 2,000050, x, = 2,000050, iar valoarea functlix 2((1)?)0%(;,01)
gisitd a fost 4,000100, solujia eg{e}czé Ogogggstel probleme fiind x, =2, ,
%, = 2 000000 iar minimul functiel 4, 0. L . .

: De altfel, trebuie mentionat faptul cd eficienfa algo(xi'ltmlior ‘r'naligfr%l;s:é
cel pufin in aproprierea punctului de optim, §i de eroarea de ro s caloulul i
de calculator. Deci, daci dorim rezultate de o mare Pfle‘amer a ulare a erorilor
dublj precizie este absolut obligatoriu. in plus, procesul de acum.f_ ¢ a erorilor
este cu atit maj mare cu cit numdrul iteratiilor creste. Este semnificativ. st

« : - otiilor admisibile, care ajunge la solufia optima a unui
sens faptul ci metoda directiilora e iteratii decit metoda functii-
program geometric dupd un numar mult mai mic de iteraf
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; ; - ma primald numarul unu soly-

lor interioare de penalizare, obtine Pett:tni (I))(;g(l))(’)cpengu P il functis .
Ha x = 2,00000 x2 = 200000 rets?pecul necesar ruldrii este influentat in mare

Asa dupi cum se anticipa, HBP <emplu programului metodel functiilor
parte de rapiditatea convergentel. De ex 'l s D sr relativ mare de iteratii, ii
P de penalizare, care efectueazd un M ity e ,
m:enoar;ar un timp de lucru destul de mare 11 comparajle cu cele avte metode
E:lri !;characterizeazé printr-o rapiditate a convergentel 1_11::11 rlghtcatz't.t.Rezultg-
tele obfinute pentru problemele primale 5! duale considera c, 1)91? ematizate din
punctul de vedere al celor trei criterii s-ar putea prezenta sub forma tabelclor
1si2 o } L
fn aceste tabele am notat prin Nr.iter. — numérul total de itcratii neeesar
pentru obfinerea solutiei optime, 1ar prin TIl\fIE — timpul unitagii centrale a
calculatorului exprimat in sutimi de secundi necesar exccutiel programului,

Rezultatele obfinute pentru problemele test folosite credem cé ne indrepta-
tesc si deducem urmétoarele concluzii ce pot fi imbunitdfite pe masuri ce numa-
rul problemelor text vor creste.

1. Metodele generale de programare neliniard, metoda functiilor interi-
oare de penalizare §i metoda directiilor admisibile pot fi aplicate cu succes si
programelor geometrice sub forma lor standard sau sub forma modificata.

Problema Problema primala nr. | Probiema primala nr. 2
Metoda x £ol¥) TIME .i\c; * gal ) TIME | "
3 Sl iatatd iter.
“i'llicti_)d; ) 2,019655 532(7’?,31
arizrii 1,992620 | 4012276 | 570 | 12 | 0795547 | 1196162 | 1314 | 1l
1,256997 ' ‘
-
Mctoda conden-
sarii
e
e
Metoda funcg 2,00005
: . 2,000050
inter. de pena- 1,2668
Py e pena 4,000100 3 0'9268322
2,000050 44 19 2668055 - I P
? 0,7892415 11,954980 3285 =
- 1.2671791
leloda direc- 2 T
r_lllor adminsi- 200000 4,00
re 200000 | 0000 742 | 15
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. In ceea c i ; < el .
t dzeleIs ecifice ; rgrlrvestei primele doud criterii de comparafie considerate,
meto % programelor geometrice rimin superioare metodelor generale
de programare neliniara. g

Ls o ’, .

3. Compar 1'nd rezultatel.e_ obtinute cu cele doui metode generale de pro-
gramare neliniard se poate afirma ci daci din anumite motive rapiditatea con-
vergengel este considerat criteriul mai important, atunci metoda directiilor admi-
sibile pare a fi mai bund decit metoda functiilor interioare de penalizare. In
ceea ce priveste timpul de rulare se pare ca metoda functiilor interioare de
penalizare este superioard. Mentiondm ci prin rapiditatea convergentei am
infeles In acest caz numirul total de iterajii efectuate pentru atingerea solutiei
optime.

4. Faptul c¢é algoritmul lui Rosen se aplici unui program care aproximeazi
un program geomctric dual are influentd asupra rezultatelor obfinute cel pugin
in cazul problemelor duale cu numir mare de variabile. De exemplu, in cazul
problem¢i duale numirul doi, folesind algoritmul lui Rosen se obfine pentru
functia duald de scop valoarea 11,62123, iar folosind metoda functiilor interioare
de penalizare se obyine 11,8673803, care este o valoare mult mai apropiatd de
valorile obyinute pentru functia primald de scop. Dupid cum se demonstreazi
in teorema de dualitate a programirii geometrice, valoarea funcfiei primale de

Tabel 1
Problema primala nr. 3 Problema primala nr. 4
X £o(x) TIMI Nr. iter. x go(%) TIME Nr. iter.
1,021993
0,215512 241 3
4,84G446
2,71574 1,02155 021321 ols 5
2,35440 397 4 e lo=i =1
1,30937 ' 4,89453
0 D) .
28840016 LUZIZES ) o as0t6 1086 77
2,35424 1342 90 A b=
1,353665 4,8917207
o= 015 .
270156 ; 23 1017 0,21323 2017 19
2,35484 166 < ’ .
1,20444 4,89433
————




Tabel 2

Problema duala nr. 1

Problema duala nr. 2

Problenma duala nr. 3

Problema
Metoda Nr ] Nr N
4 . S 2 . T.
3 V(y) |TIME| g ¥ V(y) |TIME|, - % V() TIME | ;.o
Metoda 0,50000 . 0,37074 0,87374
functiilor 4,00000 263 7
interioare 0,50000 0,20583 0,12626
de penaliza- 11,867380( 5137 93
0,50000 0,13643 0,00108 2,29736 11524 441
0,50000 0,28699 0,44313
0,28699 0,27594
1,30393 0,09242
0,50717 (,02143
0,37074 0,17620
Metoda lui 0,50000 0,28106
Rosen 3,99999 113 1
0,28838
0,50000 11,62123 | 3415 9l
0,50000 0,10065
0,50000 0,32991
1,00297
0,38172

0,28106

VONVT ‘A
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scop in punctul de optim ¢ s& coincida
functiei duale de scop in punctu] de opti dual,

-

5. ‘Totust metoda gradientului proiectat a lui Rosen se poat terize
rintr-o bund rapiditate fu convergenfd si printr-un tim Ic)ie e:: ial.lra.c ?nfhi
rior timpulul .d?. execufie necesar metodei functiilor inter?oare de tleli;lae
tn cazul aplicdrii acestor douid metode programelor geometrice ¢ penalizare,

Nu putem incheia, firi a sublinia faptul ci aceste concluzii trebuiesc

privite prin prisma caracterului lor experimental: ele sint susceptibile de modi-
ficiri pe masura ce numdrul experimentelor vor creste.

(Intrat in redactic la 8 septembrie 1977)
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STUDIA UMV. BABES—BOLYAL MATHEMATICA

SINTETIZAREA A DOUA DISTRIBUTII DE ARBORESCENT X

E. DANI

: ~ 5 in mod nemijlocit pe doui
ta lucrare se bazeazd in mod NCm
L. Inu:oduecre' P;Z?‘?at intermediar s-a construit distribujia arborescente-
lucréri: [1]1n care, car istici - semilungimea 7, numdérul divizorilor primi
lor in funcfie de tret caracteristict: s L ! lor :
L i icalului 4 si [3], In care s-a coustruit o distributie
rincipali & §i indicele radicalulu $ l» : ¢ 1Stribu
4 ; 3 istici : semilungime m §1 numarul # al divizorilor
in functie de doud caracteristicl:s gime Tn vederen comstodivy
primi de ordin oarecare de tip dat de semilungime Mo acrea i
celor doud distribujii s-au folosit doud functii generatoare: g,(x, y) pentru
prima distribugie [1,[4]], respectiv &%, 25 mg) pentru cca de a dc)mg distri-
butie [3]. Ambele funciii depind de doud variabile, a doua depinde $i de un
parametru. . T, .
Scopul lucrarii de fafa este construirea unei distributii in raport cu reuni-
unea caracteristicilor celor dou distributii construite. Procedind in mod similar
ca in lucririle citate, se trece prima datd la construirea ecuatiei functionale
a unei funcfii generatoare de trei variabile 5i de un parametru g(x, ¥, z. my)
care sintetizeazd functiile generatoare definite anterior.
2. Ecuafia funefionalii, Functia g,(x, y) s-a definit prin ecuagia functio-

nald
e el 1) —alx y) +1=0, ()
lar funcfia gy(x, z; m,) prin ecuatia functionald
2%5(%, 25 mg) — (1 + (1 — z)am)gy(x, z; mg) + 1 = 0. _ (2)

Functiile generatoare g,(x i ;i ider3 i
) ' oz %, y) §1 ga(x, 25 my) se considerd dezvoltate in
se;n? Mac-Laurin, Coef1c1ent.ulv Ty(m, k) al termenului de grad m in «x si kiny
?un ‘fm?le‘ &%, y) (determini distribufia arborescentelor in functie de semi-
terrilg; uéll u;ndzl nux(‘xllarul‘ d1vxzc'>nlo{ primi principali k. Coeficientul To(m, n) al
butia arboresce;glgzlor";nl?uzcgile ’zlem . ?11 i &alt 2 ma) determing distrl

e C ( semilungimea m si num3 ivizorilor
primi de ordin oarecare de tip dat de semilungim(fm aral m al divizo

o

Pentru y = i
J13) & mumtariia tutuen s SCLCTAt0MTe gy(x, 3) trece 'in functia generatoare
emilungime m. FEcuatia functionald

a functiei f(x) Sl Eef?x) +1=0

vind este urmitoarea : xf?(x)
ind in L
borescent ireductibila A0 este de forma

vedere ci orice ar
ezultd ci numirul arborescentelor

e Aeste o arborescents [2], r

bile ¢ : ste egal a

5 X cu

de semilungime 7 §1 prin urmare xf(:u:)g este fnul:?arul eraa e

de arborescente j ibi ia arulu
e 1red: 1 ener ulul
rului de a $ uctibile, in.general (xf(x))k estejf; g_ atoare a numar v
ului 4 é borescente cu divizori P' unctm generatoare a numa-

: Tmi principalj
oo Principali,
tia generatoare a arborescent,'elor ge i
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generatoare a arborescentelor ireductibile de semilungime m 4+ 1 cu # divizori
primi de ordin oarecare de tip dat de semilungime m, este xg.(x, z; m,) +
+ (z — 1)x™. Termenul (z — 1)x™ apare in urma faptului ci o arborescenfi
de semilungime m, — 1 cu nici un divizor prim de tip dat se transformi intr-o
arborescen{a de tip dat de semilungime m,. Pentru z=1 se obfine xg,(x, 1;mg)=
= xg,(x, 1) = xf(x).

Pe baza celor stabilite, in ecuafia functionald (1), functia g,(x, y) se poate
inlocui cu funcjia g(x, y; z; m,) de trei variabile x, y, z si de un parametru
my, dacd simultan funcfia xgy(x, 1) se inlocuieste cu xg(x, 1, z; my) + (2 —
— 1)am = xg,(x, 2, M) + (2 — 1)a™, unde xg(x, 1, 1; m,) = xg,(x, 1; m,) =
= xg,(x, 1) = xf(x). Se obtine ecuatia funcfionald sintetizati:

y8(%, . 23 mo)(x8(%, 1, 25 mo) + (2 — 1)x™) — g(%, 9,2, m) +1=0, (3)

prin care se defineste funcjia generatoare g(x, y, z; m,).

3. Funcfia generatoare. Funcjia generatoare g(x, y, z; m,) este o generali-
zare veritabild a functiilor generatoare g,(x, y) si g.(x, z; m,), deci implicit si
a functgici f(x) deoarece: g(x,y, 1; my) = g,(x, ¥), g%, 1, z; my) = go(x, 2; my)
si g(x, 1, 1; mqy) = f(x). Coeficientul T'(m, k, n; m,) al termenului de grad m
in x, #in y si » in z al seriei funcfiei g(x, y, z; m,) reprezintd numirul arbo-
rescentelor de semilungime m, cu & divizori primi principali §i cu # divizori
primi de ordin oarecare de tip dat de semilungime m,. .

Dezvoltind functia g(x, y, z; m,) in serie Mac-Laurin, in raport cu variabila
y, se obfine:

g,y z;me) =1+ Y ¥V =xg(x, 1, z;mg) + (z — Do (4)
k=1

in continuare se trece la dezvoltarea in serie Mac-Laurin a functiei Y%,
k > 1, in raport cu variabila x. Se studiazid separat cazurile 2 =1 §i & > 2.

k = 1. Seria functiei Y depinde de seria funcfiei g(x, 1, z; m,) = go(%, z; m,)
ai cirei coeficienfi sint polinoame P(m, 1, z; m,) in variabila z, corespunzitoare
distribufici arborescentelor de semilungime m in functie de numdrul » al divi-
zorilor primi de ordin oarecare de tip dat de semilungime m,, independent
de numarul divizorilor primi principali. Astfel se poate scrie

m—1
Plm, 1,75 my = 3 Plon— L, by 25 mo) + Blm, 23 m)
[0 daca m # m,, ®)
lA(m, z, mo)=lz_ 1 dacd m = m,,

§i prin urmare

m—1
Tim, 1,n; my) = ; T(m — 1, k, n; mg) + 8(m, " my)
: 0 daci m # m,, (6)
S(m, n; mg) = 1 daci m =mysin=1, -
l—-l daci m =m, 5i n =0,

2 — Matbematica 1/1979
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= m,), [m[mo] fiind partea In miralui /.
uTndf m 2 21:(’;1 KO’NW’/”J]““[ tclernolen oarecare din 131embr_u1. 5101 al ‘,dentiléﬁ’i
t\ei()midc?xlxside.ré, T’(M ‘K. N;mg) =0 daca nu este indeplinitd conditia: N =
S ’ ’ ’
=0, [M]m,]- )
k > 2. Punind in ecuafia 3)
nali pentru funcia

e (= am DY + @ D=0 -

entilor serici funcfiei Y, &k > 2, se

y=1 se obgine urmitoarea ecuaie functio-

rin urmare pentru determinarea coeficien
folosi urmitoarea relafie de recurentd:

YE=((z — 1)a™ + )Yr=t — ((z — 1)am™ + x)Yk-2, ®)

si p
poate:

Potrivit identitatii (8), coeficientul tcrn_mnplui de gy_ac} m al seriei funciei
Y* este un polinom P(im, k, z; m,) de variabila z, definit prin relagia de re-
curenfd
P(m, k,z;mg) = P(m, k= 1,2, mo) — Pl — 1,k — 2,25 mg) +
+ (2 — 1)(P(m— mo, k — 1,2, mq) — Plm — mo, kb — 2, 25 my)), (9)
unde m > 2, k=2, m. Notind cu P(M, K, z; m,) un polinom oarccare din
membrul doi al identitdfii §i exceptind cazul P, 0, z; my) = 1, se considera
P(M,K,z;my) =0 daci nu este indeplinitd condifia: .\ 2 1, K =1, 1.
~ Din identitatea (9) coeficientul T'(m, k, n; m,) al termenului de grad m
in x,'k in y 5i n in 2, este definit prin relajia de recurenti
Tim, kyn;me) = T(m, k— 1, n;mg) — T(m — 1, k — 2, n; my) +
+ Tm —mo, k=1, n—1;mg) — T(m — mgy, k —
—2,n—1;mg) —T(m —mg, k — 1, n:my) + (10)
+ T(m —mg, b — 2, 1; my),
undem > 2,k =2,m, n =0, [m/m,]. Notind Y Fici
oarecare d = Uy Imfm, ], Notind cu T(M, K, N ; m,) un coeficient
in membrul doi al identitdtii si exceptind cazul ’1‘(0(,’ 0,0;my) =1

se considerda T(M, K, N : = 3 e 3 s
K1 M. N(1= 0 [1‘/[/'7;::3? 0 dacd nu este indeplinitd conditia: M > U’

P .
entru a putea calcula valorile T(m, &, me) prin recurentd pe baza

formulelor (6) si
st (10) este necesars i e ;
culare - ) Sara precizarea inci a urmitoarelor valori parti-

?(1, LO;) =0, T(L1,1;1) =1,
(L, 1,0;mg) = 1, T(1,1,1: me) =0, my, > 2. ()

In concluzi
uzie se poate enu v
nfa urmitoarea t 5 .
TEOREMA 1. Numarul Tim, k, n:m ) eorem3 :
. " ’ ) o

cu k . . . g . .
divizori primi principal; st cu dz'v:'zzlo a-rl;or."sc‘*"!elo’ de semilungime
Vizore primi de ordin oar de ti
i ccare de tip

m o Imjm,)

g(xi yp Z; m = 1 3
o) + E E 20 T(m, k, n; M) 2" y* x™, (12)

M=l Am)l po
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defimitd prin ecuafia funcionald (3) ai cdrei coeficienti se calculeazd prin re-
curenfd cu formulele (17), (6) s¢ (70).

Coeficientii seriei (12), calculati pentru my, =1, m = 1, 10, sint trecuti
in tabelul 1 din lucrarea [4].

4. Coeficientul redus. Coeficientul redus este numirul acelor arborescente,
dintre cele caracterizate prin coeficientul T'(m, k, #; m,), care nu au radicali
proprii. O arborescentd A admite arborescenfa B ca radical daci se poate
scrie A = BY cu un exponent d oarecare. Radicalul este propriu daci d > 2
si este impropriu dacd ¢ = 1. Ca purtitor de informatie relativ la distributia

cercetati se va folosi polinomul P(m, &, z; m,), definit prin formulele (5) si
(9), la care se mai adaugi

z dacd my, =1, ~

P(L 1,25 mg) = {1 dacd m, > 2.

(13)

Divizibilitatea polinoamelor, inclusiv polinomul de grad 0, se intelege
in modul obignuit in teoria numerelor. Citul a doud polinoame cu coeficien}i
nuinere intregi aparjine domeniului de integritate al polinoamelor cu coeficienti
numere intregi. In acest sens, folosind ca simbol pentru coeficientul redus

PR in loc de P, se poate scrie pe baza teoremei 2 din lucrarea [1] o formuld
analogid cu funcfia lui Euler:

PR(m, k, z; m,) =42;y,(d)P(m/d, kld, #; m,), (14)

unde m =2 1, k= 1,m; D este cel mai mare divizor comun al numerelor m
si k, iar p(d) este functia lui Moebius.

Coeficientul redus TR(m, k, n; m,) este coeficientul polinomului
PR(m, k, z; my). Se poate scrie i formula directd

TR(m, k, n; mg) = pr(d) T(md, kjd, n|d; m,), (15)
LA

undem > 1,k =1, m, n =0, [m/my] si, notind cu T(M, K, N ; m,) un coeficient
oarecare din membrul doi al egalitiii, se considera .T(M, K, N ; m,) = 0 daci
nu . cste indepliniti conditia M > 1, K=1, M, N =0, [M[m,], N intreg.

i{n concluzie rezultd urmditoarea teoremi :

TEOREMA 2. Numdrul TR(m, k, n; mo) al arboresceniclor de semilungime
m, cu k divizori primi principali, cu n divizori primi de ordin oarecare de tip
‘dat de semilungime m, §i fard radicali proprii este dat prin formula (15), unde
mx1, k=1 m n=20, [mm,), iar D este cel mair mare divizor comun al
numerelor m st k. X .

Pentru my, = 1, m = 1, 10 numerele reduse sint trecute in tabelul 1 din
lucrarea [4]. .

Prin inversarea formulei (15) rezultd o a treia 'teoremé: o

TEOREMA 3. Numdrul arborescenjelor de semilungime m, cu k divizors primi
principali si n divizori primi de ordin oarecare de tip dat de semilungime m,
admite descompunerea :

T(m, k, n; mg) = ;;,DTR(m/d. k[d, n|d ; m,), (16)
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20 h . d- .
7. k=1,m, 8 =0, [m[mol), si D este cel mat mare divizor comyy,
) = 5" .
% s numaral TR(m/d, kjd, #/d; o) coregspugde multimii
turor arborescenfelor care admit un radical de.m’c_hc» 1:121};11111_3 .
tuturo: Observatii finale. Rezultatele formulate prin teoremele 1—J, impreung
o serl din lucrarea [1], permit construirea dlsEnbutl_cyarb'onlor in
fcu tgorilgasemilungime ordinul grupului rotirll $1 numdrul divizorilor primi

td . A -

duntc’tledat de semilungime oarecare. Rezolvarea acestel probleme in toatd gene-
e tp divizibilitagii arborilor. Intr-un caz

; i it3 i abild a

2 ei pecesitd studierea preal 1 o
r?xgt?fle insi, cind divizorul prim este o muchie suspenq(u}'a, problema poate
g : [4] este destinatd rezolviril acestel probleme,

fi rezolvati relativ ugor. Lucrarea I ¢ _
De cazul general intenfiondm sa ne ocupidm cu altd ocazic.
(Intrat $n reducjie la 27 martie 1978)

unde m 2 .
al numerelor m §t
Se precizeaza
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CHHTE3 ABYX PACNPE[EJIEHWH PA3BETBJIEHHII
(Pesome)

Poeﬂol;:gg:‘;::es:g o?affﬁ,'i.""'“af"" Ha NpejibIAyIOWKX PaGoTax, B OAMOI! 1i3 KOTOPLIX ObIO MOCT-
HBIX NIPOCTHIX ,tmausopga H M1 ENLE: D 3aBHCHMOCTH OT TPEX X2PAKTEPHCTHK: OT 1OMY LTHHLI, UHC/IA FaB-
B 32BHCEMOCTH OT ABYX Xxa ;ﬁ:ex C: XOPM3, a B ApyTOH GLI0 MOCTPOEHO pacnpejelicHHe pa3BeTBJelNil
Ka JaHHOrO THNA paHHON ngn Jﬂ; CTHK: OT MONYIJHHLI K YHCAa NpoCTLIX AHBKH3OPOB JioGoro nopsa-
ABe resepHpyiomHe ¢ym\'mmyﬁuﬂbl' AN NCCTPORHUS 3THX ABYX pacnpefenielinii Gbin ompeieneitbl
HHIO K OGBEAHHEHHIO XapaKTe ucrblo PaGoTL! 1BNIAIETCS IOCTPORHHE ORHOTO paclipefeelids No OTHOLIE-
NpeluAymHX pa6orax, cmanpuba:;éﬂnagfnrggg:;poe""“x pacnpefiesiennit. Jlenctys Tak ke Kax H B
’
O%ia Tedepup yiouas dyHKuua Tpéx nepemenHuxpas;’};ﬁ{oggp:;lggsgfpb;x rescpupylouttx Gy,
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UNE DEMONSTRATION SIMPLE D'UN THEOREME D’ARITMETHIQUE

KISS ERNEST

M. Yehuda Rav donne une démonstration pour le théoréme suivant ;
TuroriME L’équation diophanticnne

m 1 1 1

—=—+-++ ...+ =
X E7Y Xk

n 1

m et u nombres naturels, (m, n) =1, a des solutions x,, x,, ..., x, nombres
naturels s'1l existe deux nombres naturcls M et N avec les propriétés suivantes ;

m M
—"=—;Nl, A'?.l"‘lNk/N;
% N

(Nyy Npy ..., N)=1et
N, +N,4 ... + N, =0 (mod M).

Dans ce qui suit nous donnons une démonstration simple de ce théoréme.

La condition est suffisante. .
Soit .

m M N, Ny ..., NN
n N .
ct
N, +No+ ... + N, =hM.
Nous avons
m_.\",-;-.'\',-{-...+Nh___l_+‘ +

n N hN h_N .
N, N
q.e.d.
La condition est mnécessaire.
Soit
m 1 1 +-1__ Hg Xy Xy oo X+ oo 4+ Xy Xy Xpy
s Rttt TeT P
ct '
(X2 X3 o ov Xpp oo vs Xy X e Xy_y) =d.
Nous avons
g oo X Xy Ry oo Fp—y
m d N d
;t‘ - ¥ %3 2]
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nme =N
d

x,.{,...x;,_,= — A{
I S Rl hmn

:’xa---*h_’_‘ 7

d

et Xg Xy .- Xx . ¥y Xy - xk"l/]\f
—— a0y
d d
AR .
KgXg oo ¥ ’lxt'-"'k"l):l
ik Bl TR .y —

d T d
q.c.d.

Observation. De cette démonstration nous pourrions déduire que la solutigp
existe méme si (N}, Np, ..., Ny) # 1, mais nous pouvons constater que s'il
existe des solutions il y a toujours de tels diviseurs N,, N,, ..., N,, pour
lesquels (Ny, Ny, ..., Ny) =1

(Manwuscrit recu le 4 acril 1978)
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Jfractions, ,,Journal fiir die reine und angewandte Mathematik”, Band 222, Heft 3,4, 1966,
207-213.

O DEMONSTRATIE SIMPLA A UNEI TEOREME DE ARITMETICX
(Rezumat)

Se d% o demonstratie elementar a teoremei i i i si ientda ca
o fractie rationalt si se oremei care exprimi conditia necesari gi suficientd ¢

descompunj in & fracfli cu numdritorul unitate.
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THE TRIPLE SYSTEM VW CEPHEI

VASILE POP

1. Introduetion. The close binary system VW Cephei has been observed
as far back as in 1926. Recently Heintz [2] discovered a new component,
constituing with the binary VW Cephei a triple system. From astrometric
measurements, I ershey [3] established that its absolute parallax is IT =

= 0".041 and dectermined the following orbital elements with respect to the
mass center of the triple system :

1= 4 29°2;
Q=0°9:
© = 255°5; .
o = 0".130 4 07.002;
o/fll =324+02 au.; a =34 au.;
e = 0.595 + 0.028;

T = 1966.48 4+ 0.20;
P = 30.45 4 1.17 years.

On the basis of photometric, spectrophotometric and astrometric measure-
ments, the following physical data of this system were determined:

apparent magnitude m; (maximum) = 7".3;
light variation amplitude = 0".4;
light variation period P = 0.278 days;
component spectra: G5 4 K1 ;
component masses: M, =11+ 03 My;

' M,=0440.1 My,

M. =038 +0.14 Ay ;

Am=meg —myy,=2"9,
radial velocity V, = —35 km/scc;
radial velocity amplitude K =75 km/sec,

where A and B denote the components of the close binary and C denotes
the third component. ' _

VW Cephei has been often observed during the more than aQ years pas-
sed from its discovery. K wee [4] started an international campaign in order
to observe photoelectrically this star. Some photometric characteristics of the -
system VW Cephei were studied at the Cluj-Napoca Astronomical Observatory,
too. So, from observations published till 1963, as well as from his own obser-
vations, Todoran [8] studied the period variation of. vw Cepl}el, det(;r-
mining periodic photometric elements. In order to explain the period varia-
tion, he assumed the existence of the third body. Resunupg the problem,
with more observations, Todoranand Pop [9] have determined new photo-
metric elements, confirming the decrease of the system period.
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Table 1 The recent discove;y qf the thirq
body calls for a re-examination of the
el 1.D E (0—Ch existent observations, as well as for
s carrying on them, in order to:
— study.and explain the perigd
41145.3548 5 26529.5 18’33?; variation ; ] )
1~;g.14gclsgo géggg s 10,0090 — determine as precisely as po-
3004042 284175 +0.0047 ssible the physical parameters of the
3945835 28425 —0.0033 system and, on this basis, to verify
Ryt sa7s ;8;8827 the existent theoretical models and
475.4156 32308.5 +0.0008 to create ‘other ones, more adequate ;
625.4312 32847.5 +8.8ggg — study the evolution of close
e swoms Loy bimary systems; o
681.5125 33049 —0.0048 — ascertain if it is or is wot
686.3813  33066.5 +0.0034 an X-ray source (VW Cephei has been
S mml 000 noiuded in the UHURU Catalogue
732.4442 33232 _.0.0048 (1974) among the non-identified X-
732.5800 332325 +0.0018 ray sources).
7544202 33311 —0.0067 For these reasons the wvariable
ggg:g;ﬂ gggéis fg:gggg star VW Cephei has been included in
869.5157 33724.5 +0.0063 our observation programme.
432704275 35165 —0.0052 2. Observations and Light Cur-
P ere Nty ig-gégg ves. By using the 50 cm telescope of
: ' the Cluj-Napoca Astronomical Obser-
AV . vatory, we performed, between Feb-
o ) ruary 21, 1975 and September 8, 1977,
. . et . 820 observations of the system VW
120 T .~ Cephei, as follows: 600 in the visual
DO bx% % [ domain (v), 165 in blue (b) and 55 in
‘ integral light (without filter). The
080> N Ph_otoelect_ric photometer uses as radi-
Ab ation receiver an RCA 1P21 photo-
-080F -+ o multiplier ; the spectral domains v
e & - and b were selected by using filters
.ok s _ *. , Corning 3384 and BG 12+ GG 13 res-
2’ W pectively. As the comparison star,
-020} i ) £ BD + 74°877, is angularly near to
05 08 00 87 e —5s 08 100 Ea the variable star, the differential ex-

Fig 1 tinction was neglected. The back-

: gtrou%d,. comparison star and variable
paper tape by an EZ—§ . star brightnesses were recorded on 2
accuracy is 0.1 minutes, Tecording potentiometer. The observation moments
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the epoch E and the differences (0—C), calculated with respect to the photo-
metric elements given by Todoran and Pop [9]: B

Min. I = Hel.JD 2433483.4710 4 0 .27831542 E. (1)

From the bbservations in b and v performed between 25—30 September
1975, we have drawn the light curves represented in Figure 1. Studying the
light curves and those observed during other nights, we remark:

— the light curves present strong enough asymmetries both at the main
minimum and at the secondary one;

— the brightness maxima have unequal heights and present asymmetries ;

— although most of the dots scattering in the light curves is due to
the observation errors, there is an intrinsic light variation.

— the existence of a small hump about the phase 0.8; it must be obser-
ved and studied better in the future.

3. Period Variations. The period variation of the system VW Cephei
has been studied by Todoranand Pop [9]. In order to examine the period
behavior after 1972, we considered the subsequent minima, as well as those
of Table 1. Out of them we made up 8 mean dots, which we added to those
obtained in 1972 and included in Table 2. The (0—C), differences were cal-
culated with the elements:

Min. I = Hel.JD 2433483.4707 4 0 .27831758 E. @)
Table 2
Min.Hel. J.D. a Miu.Hel. J.D.
2400000+ n E (0~Cy) 2400000+ n E | (0-0)
24763.6847 10  —31330  —0.0962 36875.6053 23 12188  +0.0011
255104202 10 28647  —0.0868 37161.4395  27. 13215 +0.0020
25799.3129 10 27609  —0.0877 37188.4301 24 13312 —0.0042
26926.5022 5 23599  —0.0846 37497.3637 - 14 14422 "—0.0031
27543.2514 2 21343 —0.0872 38288.3232 6 17264  —0.0222
. 29193.4324 3 15414  —0.0511 38614.5251 2 18436  —0.0085
29461.5787 8 14429 —0.0476 393723512 12 21159  —0.0412
30453.4012 7 10887  —0.0260 39686.5686 10 22288  —0.0443
30936.5669 3 9151  —0.0196 399367702 4 23187  —0.0502
31984.7155 2 5385  —0.0150 10359.4204 13 24702 —0.0511
32824.6861 12 2367  —0.0069 404903388 © 17 25176 '~ —0.0553
33483.4681 6 0  —0.0026 40825.4299 27 26380  —0.0586
33871.4416 12 + 1394 +0.0007 40959.3039 8 26861  —0.0553
339204313 12 1570 +0.0020 41197.5386 - 17 27717 —0.0605
34464.5379 12 3525  —0.0023 41581.3370 7 29096  —0.0620
34701.3874 5 4376 —0.0010 421003930 12 30961  —0.0680
35240.5035 2 6313  +0.0139 424655345 .5 32273  —0.0795
35930.4424 4 8792 +0.0036 426535400 5 320485  —0.0675
36275.5536 30- 10032 +0.0010 42686.3837 4 33066.5  —0.0653
368204050 20 12022 +0.0008 427325758 4 332325  —0.0739
68424858 29 12089 - 4 42869.3822 3 33724  —0.0706
36857.5150 29 12123 +0.0003 ,
36858.3499 16 12126 +0.0002 43270.4275 1 35165  —0.0809
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With the data of Table 2, we have drawn the diagram (0—C), versus E (Figure
2). Examining this diagram, we remark:
— after 1934 a sudden period change occured ;
* — between 1952—1960, small period fluctuations occured ;o .

— after 1960, the period decreased with respect to the period given by
Equation (2). This decrease carries on:

— according to Hershey's study [3], the light equation cffect, cal-
culated with the astrometric orbit. has an amplitude rising not above 0.02
days. As the (0—C), differences arc very large with respect to this value,
1t results that the period variations are effective and arc due to the physical
effects occuring into the close binary system :

— all the above mentioned period changes are superposcd on a general
decrease of the orbital period of this binary system. Assuming that the period
decreased linearly from P = (4.27831984 'in 1934 (Dugan [1]) to P=0"
27831542 in 1975 it results a decrease rate of 0.108 x 10-¢ days/year.

4. Theoretical Models In order to explai ¢ ’
1 S. 2 1] Y ' ve
ral models for vV Cephei were proposed? i Hhe observed phenomena, se

Kwee [4] assup i
nes that there is a gag 5 i i ' ;
- s ring w es r a non
homogeneous absorption and rotates ¥ Binary b, Hse to

i , : . around the binary system with a period
o difference ‘ar g opaa 00 Leung and Turkang o (o) deterimncd
period of 718 daye. o /84 days between the fwo periods, as well as a -beat
is a sinusoid with ap ar: zll_ssuéned light curve yiclded by the gas ring absorption
well the oscillation pitude of 07.05. The 718 days period imitates tolerably
heights. period  of sccondary minima moments and of maximé

) Van't Veey 10 . . .
ﬁcult.to concejve suc[h ) shows. that, Physically and dynamically it is dif-

a .
the binary system and remairy 2" \08 about the same revolution period 25
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for an explanation of the orbital period variation. This model explains bet-
ter the observation data, seeming to be more real.
Very recently, Pustylnik and Sorgsepp (61, [7] proposed for
VW Cephei a model which supposes that, around the main component, there
is a thin gas shell, having the form of a disk, and a warmn spot yielded by
a gas leak from a component to another through the Lagrangian point L,.
The small humps, observed in the light curves about the phase 0.870, should
be yielded by the bright spot. A small part of the main minimum depth should
be due to the eclipse of the warm spot. The intrinsic variability observed in
the light curve at the brightness maxima, as well as other characteristics are
explained by the cxistence, around the main component, of the gas disk con-
sisting of two equal portions with different optical depths. The fast variations
of the physical conditions in this gas shell and its transparency change with
respect to the star radiation should be responsible for the intrinsic varia-
bility.
( Received June 4, 1978 )
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SISTEMUL TRIPLU VW CEPHEI
(Rezumat)
Pe baza a 820 de obscrvatii fotoelectrice se determini 24 de momente de minim de stralu-

lucire. Se analizeazi aspectul curbelor de lumini si se studiazd variafia perioadei. Sint mentio-
nate modelele teoretice propuse pentru eéxplicarca fenomenelor observate.
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i 4 y hor’s earlier
i itinuation of the aut
i I the paper 15 2 €07 oups, while the seconq
The first se'cno?ln?fformizaﬁious of convergg:nceuglCé:)lzwergencov for o
work [8] cqncerlllung pvergence structure of continuo
one deals with the co niformization are compared. s valuaiy
several methods of unifo ool to Professor P. Hamburg for his valuable
r is grateful to te
e;{i}gﬂsag}:ﬁermnggrthe subject of the preselg;/ euoShall make free e of
- L. Untlormizations of Coergones Gl:uells. [8], where we have introduced
the terminology and notations of our i iform,couvergcncc structure on a
tion of left (resp. right) invariant un o the left right g
the no ructed for any convergence grouj ,
up, and bave construc Finit I in [8] however must
gro p-'ded uniform convergence structures. Defini 1ouf f.'Plxcdx-c111 TV st
Ewo;;lodified because it led to an error in the prool o
. d more natural) version is the following.
e iforim convergence structure
b roup and 8 a uniform converg
e e o ) e BTouD ¢ tif ® €8 implics TA] 4 ® €6
on G. 8 is called left (resp. right) invariant i r
(resp. @ + [A] = §). . e
"~ Recall that for a group (G, +), the l¢ft and r_zg/zl ’suzét; a‘f/.r?); s e the
mappings Sy, Sg:GXG — G defined by S, (x, ¥)=—x+y Spx, 5 2=

TarorEM 1. Let (G, +, o) be a convergence group whose neutral eleiment is
0, and define :

8, =38,(c) = {0 e F(G x G): S (D) e c(0)};
S = &(0) = {© = F(G x G): Sx(0) = o(0)}.

&, (resp. 8;) is the unmique left (resp. right) invariant uniform convergence strt
ture on G that induces c

Proof. In (8] it is proved that 8
and 6(8;) = 6. <
(S)f- is left invariant, because jf S.(®) € 6(0), then SL([A] + @) = 5. (P)

€ (0

: . . . . 1
Now let 8 be another left invariant uniform convergence structure o1

G. We claim that for any ¢ e F(G x G), d = 8is equivalent to [0] X Su.(®) €
€ 8. Indeed, ¢ € § o [A] +-

<8 0] xS,(0) €8 e [A] 4+ [0]1%xS.(®) €
€8, and it is sufficjent to observe that A ® = [A 0] X S, (D).
If in addition S induces o, then Al + [AT+ 10] 2
P =8 (0] x S, (D) =8 < S, (0) « o(8)(0) = 6(0) « d < §,.
DEFINITION 2. I et (G, +, 6) be a conver 8., Tesp-
= : P T _ gence group. §, (resp. Sz, .
strructf:erlfsf();,ls'f'c? ]lce)é the lef (resp. right, resp. fwo-sided) wniform convergen®

. s l'C
L 1S a uniforin convergence structu



UNIFORMIZATIONS OF CERTAIN CONVERGENCE STRUCTURES 29

Remark 1. Let (G, +) be a group and U a (classical) uniformity on G.
Denoting by [4] the principal uniform convergence structure on G generated
by i, it is easy to see that [U]is left invariant if and ouly if for any Ue U
therc exists a U’ @ U with A 4 U’ < U. In this case we shall say that U
itself is left invariant. This condition is slightly weaker than the one given
in A, Csdszdr’s book [3], p. 448, where it is required that % should pos-
sess a base formed of sets U with the property A + U = U, but is sufficient
for proving that the left uniformity U,() of a topological group (G, +, §)
is the unique left invariant uniformity on G that induces §. Theorem 1 is a
gencralization of this result, because it is an easy exercise to verify that for
a topological group (G, 4, §), letting: ¢ denote the convergence structure
associated with &, we have 8,(65) = [, (F)]. ‘

Of course, one may counsider similarly the ,,right” case, and in addition
for a topological group (G, +, §), 8.(a5) = [Up(§)], where U,(F) is the two-
sided uniformity on G. ' .

TureoreM 2. Let (G, 4, o) be a convergence group. The associated left and
right wniform convergence structures can be expressed as follows :

5, ={0 e F(GXG): (3§ € F(G)) [-F+F =q0) AN ®2 [A]+§x§]};'
$,={0P cF(CXxG):3F =FG) [§F—-F<=a0) A P=2F x &4 [A]]}.

Proof. Let @ € 8, ie. §;(P) € 6(0). The for the filter § = S, (D) N
N 0] we have —F + & € ¢(0) and ® 2 [A] 4+ &F X &.

Conversely, if ® € F(G X G), ¥ € F(G), —F + & € ¢(0) and © 2 [A] +
4+ x & then S (D)2 S ([A]+FXEF)=—-F+8& «5(0), ie. O <38,.

Remark 2. For the case of a commutative convergence group (G, 4, o)
W. Gdahler [6] has shown that the (N -ideal in F(G X G) generated by all
filters of the form § X &, &§ X & 4- [A] and [A], with § — § € ¢(0), is the
finest of all uniform convergence structures on G that induce o, whose Cauchy
filters are precisely the filters & on G with § — § € ¢(0), and .that with ®
and ¥ contain also — ® and ® + ¥. By Theorem 2 this uniform convergence
structure is just &(c) = 8p(c) (see also S. Gdhler, W. Gdhler and G.
Kneis [5]). Our Theorem 2 shows also that W. Gdhler could have simpli-
fied his construction, while from Theorem 1 it follows that (o) is not only
the finest, but even the unique uniform convergence structure on G that induces
o and is closed under the addition of filters.

Recall that a comvergence structure o on a set X is called regular [4]
if § € o(x) implies § € o(x), where the filter & is gene;ated by all sets of
the form '

F={yeX:13¢ =o(y) F =@},

with F € §. Similarly, a uniform convergence ‘structure & on X is said to be
regular [9] if - ® « & implies ® 8 If 8is ;egular, then so is o(8). Fgr tl}e
natural uniform convergence structures of convergence groups the reverse impli-
cation is also true:
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. group. The follow: -

rezorey 3. Let (G 45 9) %@ convergence Eroup Jollowing  stai,.
ments arc equivalent .

(a) o 1s regular;

(b) 8.(c) s regular ;

(c) 8g(c) s regullar ; )

d) & is reguiar. ) . ) .

(onof,(c&) = (b§. Supposc ¢ is regular, and let ® € §,(a), ie. 5, (0)
e o(0). Then 5;(®) € o(0). But S, (®) 2 S, (®), because from the continuity
of S, it follows that S,(H) € S, (H) for each H € ¢. Hence S, (@) € 4(0),
ie. ® €S/ (o)

(@) = (c). Analogously.

[(5) A (c)] = (d), becau
mum of a family of uniform convergence structures.

) = (a), (c) = (a) and (d) = (a), taking into account that cach of 8,(q),
‘8,(c) and 8;(c) induces a.
. 2. Uniformizations of the Convergence Structure ol Continuous Conver-
genee. Let (X, ), (Y, o) be convergence spaces, and let & = E((X, =), (Y, q))
denote the set of all coutinuous maps from X to Y. Lor § € I(¢) and § &
e F(X), §(5) will denote the filter on Y for which a base is formed of the

sets

se regularity is preserved by forming the supre-

F(F)={f(x):f € F,. x e F},

ith ¥ e § v _ .~ _ v,
;‘l:e s:tse and F € & Analogously, if ® € F(€ x &) and § € F(X), then

P(F X F) = {(f(x), e(x"):(/, g) & P, ', x"" & [},

where P ¢ o i i .
by 05 x 5 and F € §, constitute a base for a filter on Y x Y, denoted
C.H Cook and H. R. Fis
) . R, che 2 (i > -
vergence structure of continuous convergenc; Y[c L l;a(\;c oc)legélef((i)ugz:'s% the con
Yc(f)={geF(€)t(Vx€_X VF e « o
for each f < & J(VE = 2(x)) §(§) = o(f(x))}

If ¢ is induce i
formizable. Thia stagen?znta uniform convergence structure 8, then v, is uni-
?fcr}xtctign given there yields aV;:: Olf)rf(i)l‘,'ced erroréously in (2], because the con-
inite intersecti ers on € X € which i er
lons, hence cannot be a uniform conv:rhgelxslcgosttrﬂgzlfe u}i‘clllis

€ITOr was poi
Ale givenp:uclg?gl toelrlfeEZmP.leH ;hm burgand V. Bilan [1], [7], who have
construction given in [2]1:’ * 1€y propose the following mo dification of the

Let

Fo=Ty, 8 = (e
_—— P O={OSFEX QNS e U 1) oF x5 < 8.
c satisfies all the axioms of a o

which . i uniform A
ch requires that A el el I S?cza co? Ecrgence structure, except the onﬁ
e I d of it we have [(f Nl e . for eac
’ 3
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f € ¢&. This weaker property is sufficient for many purposes. For instance,
one can associate with I', a convergence structure ou € (using the well-known
construction), and obtains precisely y,. Hence y, is induced by the ’’almost
uniform convergence structure’” I'.

Now let

PP =T2(s, 8) = {®* € F€ X €): (30 € T,) &* 2 & (8]}

As shown in (1] and [7], I} is the finest uniform convergence structure on
& coarser than I',, and vy, is induced by I'f.

In what follows we shall deal with the case when instead of (Y, o) we
have a convergence group (G, 4, ¢). By Theorem 1, ¢ is induced by each
of the uniform convergence structures 3,(c), 3g(c) and 8;(c), thus any of
them can play the role of the above & On the other hand, (€, +, y,) is a
convergence group. Conscquently, one may consider the umform convergence
structures 3, (y,), 8x(y.) and &.(y.), which also induce v,.

TurorieM 4. Let (X, =) be a convergence space and (G, +, 6) a convergence
wroup. 3,(v.) (resp. 3,(v.)) is the finest left (resp. right) invariant uniform con-
vergence structure on < coarser than T(t, 8. (o)) (resp. T (1. 8x(c))).

Proof. ITct 0 denote the neutral element of €. In order to show that
P(z, #.(e)) € &.(v.), consider a ® €T,, x € X and § = 7(x). It is easy to

sce that S, (d)(s ') 2 S, (PF x §)). But OF X §F) = §,(0), i.e. S (P(F xF))e
€ ¢(0). It 10110\\s that S, (®)(¥) € o(0) for any x € X and any § € v(x), hence

((D) Y(‘(U) e, © = éL(Yt)
Now let $ be another left invariant uniform couvergence structure on C

coarser than [(z, 3,.(a)). Il & € 8, (v,), ie S5,(P) 1.(0), then, since vy, i

induced by I, we have [0] x S (®) € I',. This implies that [OJ X S (P) = 8.
But, as shown in the proof ol Theorem 1, this is equivalent to ® = 8. Hence

§L(Y:) cs. . . ]
‘ CoroLLaArY. With the same hypotheses the following inclusions hold :

a) I'(s, 8.(c)) = T (5, 3.(0)) < S.(1.);
b) L=, 8e(0)) < 2 (5, 3z(0)) < 8elYe)
¢) Iz, 3r(a)) < T2 (5 37(a)) € 3r(ve)-

Proof. a) and b) are easy consequences of Theorem 4,
c) follows by observing that

Tir, 8:(c)) = [u(s, 8,(c) N $x(a)) = [uls, 8.(0)) N Tulr, $elo)) < 8.(y) N
n SR(Y:) =8 (Yc)

Hence [,(x, $7(0)) < 3r(v.), which, together with Theorem 4 1mplnes the second
inclusion in c).

THEOREM 5. Let (X, 7) be a convergence space and (G, +,0) a convergence.
group. We have 8(y,) = 8gly,) if and only if 8.(0) = &g(a).

IR ‘y
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c) 1s isomorphic to the sup.

, then, sifee (© + dowed with the relativizeq

5, (v.) = 8&(Yo) ;
oroup};?"(’fe- Iﬂ{f@f,ﬁmd of all constantt fgn(c:;;ois,g e(xzI .
convergence structure, 1t follows thi =L8(a), aan L o < Fie X €). Obserne

ose 8.(c) = Sx(0) (
that g)gnzi;s,eg,esufg&), Si(‘b)(&‘) =S (O(F XFV [Ax])), hence
® < 8,0v) = Si(0) = 1.(0) = (v& = L) =)

S,(0(F x &V [A]) € o(0) = (V& € g\ﬁ("))

OF X iﬁ V [A)) = 8.(0) = (c).

i is argument for 8g(y,), we conclude that 8.(v.) = 8rlyo).
Repeag;,%a,t:l\sg, aff 8, (o) =3R(cR) (for instance if the group (G, +) is com-
mutative), then, simplifying the notations, the Corollary of Theorem 4 beco-
mes

I(v, 8(c)) < TI¢ (7, 3(a)) < 8(v.): (*)

In general both inclusions may be strict, even if the group (G, +) is com-

mutative. This is shown by the following. .
Example. Let X = G = R (the set of real numbers) with the usual group
structure, and = = ¢ = the convergence structure generated by the liuclidean

topology. _ )
The first inclusion in (¥) is strict, since [A¢) & I',. Indeed, if § denotes

the neighbourhood filter of 0, then & & £(0), but [A¢](F X &) & 5(q), i.e.
S([Ae)(F xﬁ)) # 6(0). This follows from the fact that for ¢ > 0 arbitrary, taking
fo=-, yo=—= and f: R— R defined by f(x) =%, we have x,, ¥, €
FA €

€ (—¢¢), (f.f) = Ay and f(x,) — f(yo) = 1.

In order to show that also the second inclusion in (*) is strict, consider
the sequence ((/,, g,)),, where f,, g,: R— R arc defined by f,(x) = = + nz,

. n
8a(%) = nz. Let O denote the filter on € X € associated with this sequence.
. x .

Then @ = §(y)), because ;—’O uniformly on each compact in R.

The filter ® fails to belong to [.. Indeed, if & is

hood filter of 0, then O(F x & i i
observe that for ¢ > O(ané 11):1\57(?&), ey i ) LT 5

P> 4 1 1 thitrary, taking p € N with p > n and
2’ 0T Z—P' Vo= — Z—P. we have X0 Yo € (—E, E) and fp(xo) —gp(}’o) =

again the neighbour-

=141
+2?,>1.

Now we are prepared to show that

that there exists a ¥ < T, with © 5 ¥ (y ® = T?. Suppose on the contrary

| [Ag]. Since f, % g, for each n € N,
tion, =2 ¥, hence ¢ = I',, which is a contradic-

(Received July 4, 1978)
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UNIFORMIZARI ALE UNOR STRUCTURI DE CONVERGENTA
(Rezumat)

Primul paragraf este continuarea unui studiu inceput de autor in (8], privind uniformiziri

ale grupurilor de convergenta.

n paragraful al doilea sint comparate citeva metode de uniformizare a structurii de comver-

gentld a convergentei continue,

3 — Mathematica 1/1979
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STUDIA UNIV. BABES—BOLYAI MATHEMATI

PINDIRII UNUI JET

. R‘AS .
R A CONSTANTA

PIEI
DETERMINAREA ENTALZS 0 %o opRATUR

PARIETAI PESTE O PLAC

PETRE BRADEANU, STEFAN MAKSAY

1. Introducere. Studiul migcarii jetului parietal, ad&caMa %}etuéu]l aLz:lrg rsi
réspincieg,te de-a lungul unui perete solid, "a fost 1r.11‘;12at IfreSl.; uﬁind AR
[1] si continuat, printre alfii, de N. I. Ak atnov [2]. rete? mind c3 Jetul
dlelhid incompresibil se propagé laminar de-a.lur_lgul ur’lul pe' i, et
in repaos, de aceeagi naturda cu fluidul din jet, Akatnov

distribugia componentei longitudinale a vitezei in jet expresia

w= VB ot ot = "= (\/ 2~ %)

1= (EvE)™"™Y, ne=V40, = x,
Yoo
¢ ay
) =FE, 4 =—,v=— L,
S“q"l’ 0 2

]

unde

notatiile fiind cele folosite in mod curent in teoria stratului limitd: x este
coordonata pe placi iar ¢ este funcfia de curent (variabilele lui Mises ; referitor
la notatii a se vedea de exemplu [3] sau [2]).

2. Rezolvarea ecuafiei energiei. Considerind originca sistemului de coor-
donate asezatd in sursa jetului, axa Ox de-a lungul peretelui plan in sensul
migcdrii jar axa Oy normald la placi indreptati spre semispatiul ocupat de
fluid, ecuatia emergiei are forma (i = ¢,T — entalpia)

du )2 v oM

dy s It

ua—i-i-vé—ay)i(x,y):v 1)

Aceastd ecuatie a fost integrata in cazul plicii de temperatura constanti, egald
cu a fluidului exterior, si in cazul Placii izolate termic [4].

In cele ce urmeazi vom determina distributia entalpiei in jetul incom-

presibil in ipoteza ci placa are tem eraturd co 4 diferita i
. . . - nSta )
lui exterior jetului, adici P nHA Aferitd de cea a fluido

(%, y) =i, pentru y=0 @

‘%, ¥) =i, pentru ¥ =

(ie = comst., i, = const., iy % i)
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Transcriind ecuatia energiei in raport cu variabilele (£, ¢) in forma

Lo (a1 a0, b
v 3 u(a¢) + o ¢(“ a.;,} 3
si efectuind schimbarea de functie
(& §) = (i — i )R(E, ) + 4, (4)

atunci, daci se neglijeazd termenul disipativ (ceea ce este admisibil intr-un
fluid incompresibil), ecuajia energiei (3) devine

1 i( Blpad _g o )
¢ dn on 4 oy 23
La aceastd ecuafic adidugim conditiile la limiti
hE 0) =1, A& 7,)=0 (6)
Solutia de similitudine (automodelare) a acestei probleme este
.o . . -y F(n: o)
nn, =,1w—1w_1’a 7
(1: fio — ) o )
unde
Ve
Finio)= | (1—pp=tas t=fafn ®)

0

Spre exemplificare, pentru dxfente valori ale numirului lui Prandtl, avem
urmitoarele solutii

T(n: ) =7 - 3% (1, — T,)G(), (©)

_ B V3

61 = Lt 4+ (1 — o] 4 LoarerglZ U=y =8,
T(n; 1) = To — (To — T )t (10)
T(n; %) - T, — %(TW — T_)H{), (11)

J

—2(1 — )8 n ny3
3t

H®) = ~In [1 — B)8 4] + %t(l L) 4 arctg -
3

3. Considerafii meeanice asupra distributiei entalpiei in jet. Din forma
solutiei (7), deoarece

0 Fiad (12)
F(ng : o)

remarcim ci temperatura fluidului din jet este cuprinsi intre T, si T_. Tinind
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* seama de relajia dintre variabi-
T lele (€, m) st (%)
I 2 L+ 2422
“ v\ E=tw ot
i Vv a? M= (-
EA BT 3¢
\:\\ + 2 arctg l (13)
AN VB, 24t
350 \\ u‘=2 ‘U"‘ )
N 702 - in fig. 1 este reprezentata repar-
\\\]\ jﬂ? tifia temperaturii in jet pentru
= —1 T diferite valori ale numdrului lui
’ ] ; Prandt! o. ]
- Fluxul termic local care stri-

o 1+ 2 3 ¢ S 6 7 & 9 Y pate ynitatea de suprafatd situa-

Fig. 1 td pe mn = const. este

C o) o M (T = To) E[l — (1 ae (14)
Q(n, % a) - 121:('0::1 o) \/_ na) '

via?

Se observd cd acest flux este extrem pe placd §i tinde citre zcro pentru 7
tinzind citre n_. o )

In cazul T, > T_ avem g(9, x; ¢) > O si, prin urmare, cildura se trans-
mite de la straturile de fluid din apropierea plicii spre fluidul de la infinit
iar in cazul T, < T, de la fluidul exterior spre straturile de fluid din apropie-
rea plicii. ]

Aceste rezultate relativ la sensul transferului de cilduri se péstreazi
si pe suprafata plicii unde

: Mo (Tw — Tu) 2/ E -
X, 6) =—2""2 ol Lo, 15
g ( ) 12F (9, ; o) Vi 23 ( )

Pentru a mengine temperatura plicii constanti, T = T,, in cazul T,> T,
este necesard o incilzire a plicii dinspre domeniul y < 0 jar in cazul T,<T,
este necesard o ricire a ei. Cantitatea de cilduri necesa
ricirii plicii este dati de formula (15)

Debitul de cilduri printr
dat de formula

Td incélzirii, respectiv

-0 fafd a plicii de lungime ! i litime d este

Qo =24MTe = Ty) \ Y15,

3F(7)a;°) (16) :

v

(Intrat An redactic 1a 10 iwiie 1978)
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LA DETERMINATION DE L'ENTHALPIE DANS LE CAS DE LA PROPAGATION D'UN JET

PARIETAL SUR UNE PLAQUE AVEC LA TEMPERATURE CONSTANTE
(Résumé)

Dans le présent travail on détermine, avec l'équation d'émergie de la couche limite, une

distribution dec similitude pour la température dans un jet incompressible pariétal en supposant que
la température de la plaque plaune cst constante. Cette constante n’est pas égale avec la tempéra-
ture du fluide extérieur au jet. Le fluide extérieur est supposé incompressible ct en repos. Emnsuite,
nous avons calculé les caractéristiques du changement de chaleur (le flux de chaleur).
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ASUPRA REDUCERII #-GRUPURILOR LA GRUPURI

MARIA S. POP

cu privire la reducerea n-grupurilor la grupuri pot fi grupate

Cercetirile Hosszu

in doud directii exprimate prin teoremele lui Post [2] respecttv

[ TroreEMA (Post {2]). Dentru orice n-grup (A 3)_ existd un bigrup (A*, «)
§i un subgrup normal (A, *) (A*,v *) cu pf:opncta{zlc : .

a) A este o clasd de echivalenfd lui Ax in raport cu A‘o,’ .

b) A*|A este grup ciclic generat de clasa de echivalenfa A ;

¢) |A*[Ag|=n—1 _ o .

d) produsul n-ar coincide pe mullimea de bazd A a n-grupului cu efectuarea
produsului binar de n factors. . 5 .

Grupul (4*, ) cu proprietitile a)—d) se numeste grup infasurator, iar
subgrupul normal A4, se numeste bigrup asociat n-grupului (4, 0).

Teorema lui Post are dezavantajul introducerii unor elemente ce nu apar-
tin mulfimii de bazi a m-grupului, operatia binard * definindu-se in A*, mul-
timea claselor de echivalenfd a sistemelor ordonate de ¢ elemente din 4, 7 =
=1 2, ..., n— 1

fn 1963 Hosszu [1] aratd cd acest inconvenient poate fi evitat si pe
mulfimea 4 se poate comstrui un grup astfel ca produsul #n-ar si se obtind
cu ajutorul operatiei binare de grup si al unui automorfisin al grupului.

TrorEMA (Hosszu [1]). O operatic n-ard ,,o” definitd pe A este operafic
de n-grupuri dacd §i numai dacd ea se poale scrie explicit sub forma :

(%1 - s ®a)o = 21 - f(%3) - f3(xs), confr U x,) a

unde' Xy ..., %, €A, ,, " este 0 operatie binard de erup definiti be 1
multime A, f un automorfism al gruj)ul?;nf (tA, -) cu propnitatia f{‘ ‘”gstle)ém:w:fsg-
moefism interior, adicd existd a € A asifel cd fHx) =a-x-a ' si f(a) = a.

Grupul (4, ) definit de teorema Iui Hosszu se numeste grupul redus al
n-grupului “(A, o) In raport cu elementul fix a §i se noteazi red A. Operatia
nara ,, -~ poate fi exprimati cu ajutorul operatiei n-are [3] astfel :

x-y=(x, a,...4d 9),

gmpuiﬁogul;rarfu se .demOPstrgazi cd cele doui modalitifi de reducere a #-
covarianti nat%u all’imelcllll;:’aslgcﬁlnfe;;endente si anume, ele definesc doi functori
grupurilor Gr. ¢ la categoria n-grupurilor #—Gr la categoria

Alegem in #-grupul (4, o )
alese defini@ un flgl; clt)or % :'n-)— Gurn —flérm:,[;tfe‘;-e A. Cu ajutorul elementelor
1) daci (4, o) € Ob #—Gr atunq F(4,) = red 4

2) daci f . :
--.,f(az), ;(CJS{;. Hom,_g, (4, B) atunci F(f): red, A — red,B ; F(f)(x) = (b, f(a),
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Peutru orice x, y, € red,A avem:

F(f)(x - )

(b, f(a), ... fld), [(x, ) = (b, f(a), ....[((x, a,... 4 3)),) =

= ((b, fla), ... fla), f(2))o, fla), ..., f(&), f()o =
= ((b, fla), ..., [(d), f(%))g, (b, ... B, b f(a))s, ..., f(d), f(}))e =
= ((b, f(a), ..., f(a), f(*)o b, ..., 5, (b fla), ..., fld), F(3))o)s =

= F(f)(z) - F(f)(»).
deci F(f) € Homg, (red, 4, red, B) .

Sc verificd imediat cd F(l,)(x) = (a, a, ..., d, x), = % = lpu(x) si ci
pentru orice omomorfisme #n-grupale 45 B5C avem F(g-f)y =F(g) o F(f),
adicd F este un functor covariant. ’

Aplicatia G:n—Gr — Gr care asociazd fiecirui n-grup (4, o) bigrupul
asociat (A, ») definit prin teorcma Iui Post, deci G(4) = A, si fiecdrui f €
€ Hom,_g(4, B) aplicatia G(f): Ag— By; G(f)([ay, ..., anmr]) = [flay), -- .,
..., f(ay_y)], defineste un functor covariant. - .

Observdm mai intii cid aplicatia G(f) este bine definitd, nedepinzind de
reprezentanti. Intr-adevir, daci [a,, ... ay_1] = [a, ..., as—,], adica (ay, ...,
aw—y, %), = (@, ..., a,_,, &), pentru orice x € 4, atunci oricare ar fi y € B,

avem
(f(@y), - flano1), 3)o = (fl@r), . - - flanca), (F(2), - oo, f(2), F(2), 9)o)o =

= ((flar), -, flana)s f(B)or -, f(2), F(2), 3)o =
= (fl(ay, - v @uer, 7)), -, f(2), f(2), 5), =

= (fllas, - @iy, 2))s - f2) f12), 9)e =
= (f(@). -, (flas-1) (f(x), - f(2), D)o)o = (flars - -, flan=1)s 3)os

ceea ce demonstreazd ci [f(a,), ..., f(as-1] = [f(m), . o flan—y)]

Pe de altd parte, pentru orice [ay, ..., @u—y], (a1, ..., Gu_1] € A, avem:

GN(lay, - aur)* [ay, .., ancy]) = G(I([(@1 - -0 Guets @1)gr -+ +s Bny]) =

= [fl(ar, -+ s @ty @)o), - flan-) ) =[(f(ar), - - -, f@na), fl@))er < - -0 flano1) )=
= If(a)), .., flaw-a)]* [f(@), . ... flaa-a)] = G(f)([@r, - .-, @i ]) *-

*G(N)(lay, - ..\ @),

deci G(f) € Homg, (4o, By).

Se verifici imediat si celelalte conditii conform cirora G(f) este un functor
covariant. )
TEOREMA. Functorii F §i G definili de cele doud modalititi de reducere a
n-grupurilor la grupuri sint natural echivalenti.
Demonstratie. Definim aplicatia ¢ : Ob #n—Gr — Hom Gr astfel:
daci 4 € Ob #n—Gr atunci ¢(4) =@ :1ed, A = A,;
x) = [a, ..., d, %] o ) ) 5
ol )Aré[tém ci ¢, este omomorfism de bigrupuri. Intr-adevar V %,y € red, 4
avem : , - . ] )
xoy) = @ql(x a o, Y)o)=[a,...,4 (x4 ...,4 )] =
B e a4 3] = oa(1) % 2al0)
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0
4 Mai mult, pentru V 4, B € Ob n—Gr, diagrama
red, A —A— (4o ¢)
F(f) G(f)
re:i, B—2E . (By, #)
este comutativa. .

_adevi i € red, 4, 9goF(f) (x) = ¢s((®, f(a), ..., fla),
S0 Do BB, S, ) =6, - B @ - T
= B?(a), o f@), f@1=6(a .... 4 x]) = G(f)o @4(x), ceea ce demonstreaza

ci o este o transformare naturald. 5 .
¥ Dar ¢ este o echivalentd naturald deoarece toate componentele sale, o,

int izomorfisme. )

ot 1Ini:r-adeve’n' pentru V z, y € 4 astfel incit P4 (%)=94 (y). avem [a, .. o a,lx]=
= [a, ..., d,y], deci sistemele (a, ..., 4, x) §i (a ..., d,y) sint echivalente
in sensul lui Post. .

Atunci .

xr=,a ....4%,=(a4a ...,45,=y
ceea ce demonstreazi ci ¢, este o injectie.
Pentru orice [ay, ..., ,_1] € A, cum ) )
a,=(a, ...,4 8 a), avem: [ay, ..., a51] = [(a, ..., 4, @, @1) 8, ..., Ga1] =
=[a,...,d(a, ay ..., a¢u_1),] = 94((a, ay, ..., as-1),) §i @, este.surjectie.

9, fiind omomorfism bijectiv este izomorfism, ceea ce demonstreazi com-
plet teorema.

(Intras in redactic la 17 sulie 1978)
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‘

ON THE REDUCTION OF THE n-GROUP TO GROUP
(Summary)
In this paper it is proved that the two kinds of reduc

the theorems of Post [2] and Hosszu [ i tion of #-groups to groups, given by
’ d i
from the category of n-groups to the categg r]y o ;—fgl!:zu;v;f) covariant functors, naturally equivalent
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ASUPRA UNEI METODE DE AJUSTARE STATISTICA

E. OANCEA gt M. RADULESCU

n articolul [1] se prezintd o metodi de ajustare, cind dependentaintre
doud caracteristici X, Y este de tip parabolic

y=ax*4+ bx 4 ¢, (1)

care verificd ipoteza dependentei de acest tip §i estimeaza coeficientii ecuatiei
(1) pe baza datelor de selectie. De asemenea se construieste o statistici con-
venabild pentru determinarea unui interval de incredere sau verificarea unei
ipoteze statistice relativ la parametrul @ din ecuatia (1), prin valoarea medie
a unei anumite variabile aleatoare Z.

In cele ce urmeazi ne propunem si determinim wun interval de incredere
pentru dispersia lui Z, precum §i si extindem.procedeul de ajustare pentru
cazul unei dependente de tip parabolic de ordinul # = 3.

1. Din [1] rezulti cid pentru determinarea unui interval de incredere
relativ la parametrul 2«, se foloseste statistica normald N(0, 1):

Z-M

J— ]

9
JE—1

unde

k—1
= 1 ol
7 —_— . = Z = D’Z
Z k_“z_lﬁl,, M=MZ, —

o? fiind dispersia lui Z; 7 =1, 2 — 1. Variabilele de selectie

— — 1 — -
Yin =¥ — Yy —-Y) _
Z; = k— , t=1,k—1 (2)

corespund valorilor

1 - -
Yin =¥ — T 0 =)

ki

CORY T L
in cazul cind %4, — %, = & = const., k; = d?(i — ;]' i=1k— Lliar (x, v),

i=1k; j=1,n sint datele de selecfie relativ la cele doud caracteristici
(X,Y) si .
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e relativ 1a D?Z, se presupune

i interval de increder )
Pentru a determina un in Je N(m, ). Atunci abaterile

ci variabilele V,, i.= T, ksint independente §i norma
Y -V, i=1k—1 unde

k
2V,
s

Y=

N'Iv-—

sint normale N(0, o) §i statistica

=1k = 1), &)

. a?

unde
x

32=_LZ/‘(§", - Yy,
k—17=1

este de tip y* cu k& — 1 grade de libertate si de parametru 1. Prin urmare,
alegind un nivel de semnificatie ¢ din

P(lz € (av' bq)) =1- q

se obfine intervalul de incredere pentru o2:

s}k — 1) < o2 < sk — 1)
be aq
sat , .
V;qg (7 —9)r<o< Va— Z: (5, — ¥, (4)
g =1
undc
o 1 -k\
y=< ‘_Z;{.)"i

si valo?.r?a lui a se fixeazi in mod convenabil.
Tinind seama de expresia lui Z, rezults

§i prin urmare
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Se observa cd inmulfind relagia cu un factor pozitiv convenabil se obfine

& . k=1
2[1+<k—1)]—§( e—}7)2;kl2<D22<
k -1
< 2|1 + (R — 1)2] 12 k}:‘l, (6)
g =1 =1 g2

care reprezintd intervalul de increderc pentru dispersia lui Z. Tinind seama ci
variabila aleatoare Z cste asociatd parametrului 2a, rezultd ci (6) reprezinti
un interval de incredere pentru dispersia lui 2a.

2. Sa presupunem cd din analiza norului statistic rezulti ci dependenta
intre caracteristicile X si Y este de forma

¥y = ax® + Ba? + yx + 3, (7)

care are loc cind punctele (x,, 9;), i = 1, k se distribuie aproximativ sub forma
uneci curbe ce prezinti douid extreme, un minim si un maxim local de abscise,
respectiv  Xpiw, XNmar. OC Presupune Cd Xy, ¥mar S¢ pot determina suficient de
exact. (Pentru precizarea lui Xmis, Xmax S¢ pot. considera observatii suplimentarea
in veginitatea absciselor punctelor presupuse de extrem.) Fie .

ll . Y inin + *max
2

’

atunci facind transformarea z = x — h ecuatia de dependentd (7) devine
yv=a?+ bz +c. ' 8)

in continuare se considera valorile de observagie (z;, Y 1= 1,k; 2
= x; — h. Pentru estimarca parametrilor @, b, ¢ se poate utiliza métoda data
in [1], la punctul 1. Sl anume :

Fie

my="0 "N = Th—1

Zig1 — 2 .
atunci .
i om 3az,?+b, i=1k—1, ’

Em —3a2z’-i— (k— 1)b

s el

g -]

1 fel
sau ' Y
b = i)-t — 3aM, 9)
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Prin urmare
", = 30‘-2? +m — 3a; M,

de .unde

3, =T, i=T R (10)

Dac 3a., i T E—1 este aproximativ constant, atunci ipoteza ci dependenta
- ,

intre X si Y este de tipul (7) este adeviratd.
Practic se atribuie lui 3a valoarea

iar
) s
= — . — az? — bz)).
c=—— 0, e z)

Pentru determinarea unui interval de incredere relativ la parametrul 3a
se pot folosi variabilele aleatoare

- — 1 — —
Yig—Yi— ;__—; (Yr =Yy

Z.'—_“ ,i=1,k—-1
k;

unde s-a presupus z.y — z = d = coust. §i k; = 22 — M, Atunci statistica

. Z =2

Z= !
g

\lk—-—l

unde

Z 1 k-1 .
=iTinle M=MZ, —=D2,
i=1 k—1

2 o . _
N 1) eoremei centrale a teoriei probabilitdfilor [2], este normald

Se observd ci valoa ie

> probebiste de siar s rgian medie M corespunde parametrului 3a. Alegind
' ' P(IZ|<z)=1—¢q

rezultd un interval de incredere pentru M si anume:

A—Z,ﬁ;—'__—l<M<Z+z'

g
’
care se w
poate calcula in cazul cind o este cunoscut
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In cazul cind o este necunoscut se poate utiliza statistica T de tip Stu-
dent cu # — % grade de libertate:

unde

iar §? se calculeazia conform [1].
Intervalul de incredere referitor la abaterea medie patratici DZ, se de-
termind analog celor prezentate la punctul 1 si este dat de inegalititile (4). -

(Intrat in redactic la 18 iulie 1978)
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SUR UNE METHODE D'APPROXIMATION STATISTIQUE
(Résumé)

Dans la premiére partie on compléte la méthode donnée dans (1] en déterminant un inter-
valle de confiance pour la variance d'une variable aléatoire associée 4 un parameétre 2a de la dépen-
dance parabolique d’ordre 2, (1) des deux caractéristiques statistiques.

Ensuite on étend cette méthode de {1] pour une dépendance parabolique d’ordre 3.
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STEM INFORMATIC PRIVIND EVIDENTA

A UNUI SI
asupEs = STUDENTILOR

GR. MOLDOVAN, GH. MURESAN, T. TOADERE

1. Introducere. Ideea proiectdrii si realizdrii unui sistem mfopngtm pentru
T : . veche la Universitatea din Cluj-Napoca. fn
evidenta studentilor este mai vecne e e mare renumc existi astfel
lume, la unele institute de mvat'agnmt.supenol: e mare ren e > d | stfel
de sisteme informatice, dar specifice sistemului de nvagamint $i modulw de
organizare a institutelor de invadmint superior din térile respective . De aceea,
concepfia §i implementarea unul astfel .de_sxstem lufonna'tlg la. .m.stxtutele .dg
invatamint superior din fara noastrd constituie o notd de originalitatc. Datorita
existentei unui Centru de calcul, ideea realizarii unul sistem informatic pentru
evidenta studentilor de la universitatea noastra a putut fi materializata. In
anul universitar 1976/1977, sprijinifi de conducerea universitafu, s-a facut
prima experimentare a sistemului la Facultatea de matematica, unde am avut
tot concursul, atit al conducerii facultifii cit §i al secretariatului. In anul
universitar 1977/1978, datoritd avantajelor’ pe care le are pentru rcalizarea
unor aplicatii, sistemul s-a folosit la trei facultaji din cadrul Universitatii (Mate-
maticd, Stiinfe economice §i Drept), iar pentru anul universitar 1978/1979 s-a
aplicat, cu acordul Ministerului Educatiei si Invagdmintului, la studentii din
intreaga Universitate din Cluj-Napoca.

In cele ce urmeazi vom prezenta foarte pe scurt citeva caracteristici
ale .sistemului §i citeva idei in proiectarea lui.

2. Despre proiectarea sistemului. Sistemul informatic privind evidenta
studenfilor are in vedere un amsamblu de aplicatii care se fac si se pot face
pe calculafor. Datoritd acestui fapt el are un caracter modular. Cel pe care
il prezentdm in continuare se va referi numai la rezolvarea unor probleme
privind inscrierea studenfilor -(obfinerea unui registru de evidentd), cidminizarea
lorf s Ztn?mreg de burse. Pentru a putea realiza aceste aplicatii s-a conceput
gle:zz- ebl}lsmlen:,l care sa conjind datele necesare rezolvirii urmitoarelor pro-
de evici :ntt;ﬁrziudi Illls";e cu s‘;udentu pe grupe ‘de. studii, ob}inerea unui registru
alfabetici obineres f1 (;f lpe acultate, pe specializari, ani de studii §i in ordine
tor o drépturi et cataloagelor la toate disciplinele de invatamint, a tabele-
rea pe cimine a studeltll?i;lc;ratzible felor cu studenii bursieri, tabele cu repart.iza‘
precum si diferite situatii staii:t(i::efmfl«‘? de drum necesare si lista studengilor,
numitd FISA DE iNSCRIERE, coiltin

AW
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Corectarea
cartelelor
eronate

Necesita
corectura

FISBAND nou
contine toti
studentii cu
date corecte

Y

Completarea
Fl§El DE INSCRIERE
de catre studenti’
(document primar)
Yy
Perforarea
] » FISCART
( datetlor
y
sorfare cartele
validare date,creare
(actualizare) tisier

FISBAND cu VALIDSEC sau
VALITSEC

Copiere pe disc a
tisierutui. FISBAND
in acces secventia

)

Discul STUDENT}

Programe sursa

‘Programe IMT

Fig. L.

FISBAND
vechi

47

date corecte
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i model impreu
Pent mpletarea figei se afigeazd la fiecare decanat un preuni ¢y
entru cO 1 ; .

indicati esare §i codurl. ) )

indicatiile nec 1izar§ea upor aplicajil este necesara garc?;gsgeio ;t[i,gg f{lﬁpe,

. Pegtfgistr&?l pind la crearea unui disc _STUDEI;I’I‘I g: o oo necl aor‘

impuse zcte des’pre toti studentii precuim 5t ansamblul, tépin gram Deél}:le'

gl:gu coi ica de sistem intr-o formd simplificatd se prezin g L iile

ema logic : Tl

i i cploatare a sistemulul.

int in documentafia de explo . B V

- t confine sistemul se grupeaza in doui

mele pe care le S
categgfiil-’r:)g;arlgge;arireogai valigare, creare, actualizare; b) programe pentru

realizarea unor aplicafii.

Programele urmaresc 0 exploa}are
calculator redus, oferind o llberta_tg in ale
actualizarea lor, precum §i o utilizare simp
un nespecialist. . . ) ] o

Iatid o listi a citorva programe din sistem, Impreuna cu functiunile lor:

eficientd a calculatorului prin timp-
legerea si corectarea datelor, respectiv
12 si comodd a lor chiar de citre

Numele programului (nu-

g:- mele cartii din biblioteca Functia indeplinitd
. IMT)
1 VALIDFIN Sortare cartele, validare date, creare (actualizare) figier nou:
FISBAND
2 VALIDSEC "
3 VALITFIN "
4 VALITSEC "
§ GRUPEREP Editarea grupelor de studenti
6 REGISTRE Intoemirea si scrierea registrelor de evidenta
7 CATALREP Intocmirea i listarea cataloagelor de examen
8 BURSE Intoemirea listelor cu bursierii

. Primele patru programe au aceeasi funcfie de indeplinit, dar rezolva
situagu particulare. Astfel, programele 1 si 2 se folosesc la facultitile care au
registre matricole pentru fiecare specializare, programele 3 si 4 se folosesc in
celelalte cazuri. Programele 1 si 3 realizeazi o actualizare dupi o singurd cheie
i%&;ﬁ:)mfo‘)’ 1alr programele 2 ﬁi 4 d}lpi doud chei (nr. matricol si nume
2 si 4 Elen erﬁélz)iogitare se preferd, la primele corecturi, folosirea programelor
sitind insa fglosirne: matx ln.m‘lta siguranfa pentru o actualizare corectd, nece-
structura articolului clilr clet de date 1 pentru actualizarea oricirui cimp din
folosi programele ull _velgtru actualizarea unui volum mai mic de date se pot
de functii §i faptul Csél un La aceste programe este de remarcat multitudinea
BAND, care cuprinde da’ceslmg(;lr Program poate crea s§i intrefine figierul FIS-
ducerea oriciror cartele dint(:e eslpre studenti. Aceste programe permit intro-
de cartele de date pot fi situate orunr i, Student si care in pachett:
de cititorul de ¢ ate oriunde. Aceste programe folosesc in afard

artele si imprimapts t . es
(de actualizat), pe cealalzé cre%)ndu_ nta doar doui benzi, una cu fisierul vechi

sint pentru exploatarea fici ndu-se fi$ie§u} nou actualizat. Celelalte prograimné
lui dat, Y rea fisierului Creat, realizind diferite aplicatii conform thelu-
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Programele sint pistrate atit in format sursi, cit si IMT in bibliotecile
de programe care se afld pe discul STUDENTI. Pentru exploatare ele se
apeleazd din format IMT cu ajutorul urmitoarelor cartele de comandi :

1 11 1 11

JOB ... OB...
FETCH DV :RDI,LN:STUDENTI, g‘ETCH DV:RDI,LN:STUDENTI,
VALIDSEC GRUPEREP
. JVALIDFIN . i
FN: (VAL ReRa - GN:L VN1 PN e e §ON:LVN:I
VALITFIN BURSE
INIT DV:RD2,VS:111222 . INIT DV:RD2,VS:111222
INIT DV :MT2,VS:NOU . INIT DV :MT1,VS:111222
ASSIGN A,DV:RD2 . ASSIGN A,DV:RDI1
LABEL A,FN:MANEVRA’ . LABEL A,FN:FISBAND’
ASSIGN B,DV:MT2 . ASSIGN B,DV:RD2
LABEL B,FN:'FISBAND' . LABEL B,FN:MANEVRA’
ASSIGN C,DV:MTI! . ASSIGN C,DV:MTI
LABEL C,FN:FISBAND’ . LABEL C,FN:TIPOUT?
. RUN NL :25000,TIME :10 . RUN NI :250000,TIME :10
cartelele din figierul FISCART carteld parametru
. EOF . EQJ
. EOJ

Cartela marcata cu 1) se foloseste in aceastd formi atunci cind se actuali-
zeaza {igierul FISBAND. La prima rulare se foloseste cartela ASSIGN C,DV :AB.
_ Cartela marcati cu 2) indici FN-ul fisierului de iesire, care cuprinde situa-
fiile cerute conform programelor indicate in cartela FETCH, si care trebuie
listat cu TIPOUT variantele 1 §i 2.

4. Posibilititi de perfectionare §i extindere. Dupd un experiment de un
an sau doi se va putea revedea structura §i volumul de informatii absolut
necesare prelucririi pe calculator §i in felul acesta si se facid eventual reduce-
rea numirului de cartele pentru un student.

Poate si creasci numirul aplicatiilor care folosesc datele existente pe
prezenta fisd, elaborind noi programe. La proiectarea acestui sistem s-a avut
in vedere extinderea lui pentru realizarea unor evidenfe scolare. Astfel, prin
intermediul perforatorului de cartele (PUNCH-ul) se poate obtine pentru fie-
care student o carteld, aranjate in ordine alfabeticd pe grupe §i ani de studii.
Pe baza cataloagelor se trec notele studenfilor obtinute la diferite examene.
fntr-o altid varianti, in cazul existenfei unor terminale de tip DISPLAY cu
afisaj electronic, aceasti operajie se poate face direct la secretariatele faculté-
gilor. A

Perfectionarea acestui sistem si realizarea de noi aplicatii este in atentia

si preocuparea noastra.
(Intrat in redactie la 20 sulie 1978)

4 — Mathematica 1/1979
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SUR UN SYSTEME INFORMATIQUE CONCERNANT L'EVIDENCE DES ETUDIANTS
(Résumé

L'ouvrage signalise la réalisation & I'Université de Cluj-Na; ’

L'o : - oca d’un systé i m

pour I'évidence des étudiants et présente bridvement la conccptign générale )::e ,rnéiu:;ft?;n ndtique
. ce

systéme,
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ON VECTORIAL PROGRAMMING PROBLEM IN COMPLEX SPACE

DOREL I. DUCA

1. Notations. Let C"(R") denote the n-dimensional complex(real) vector
space,

T={x=(%) eRY% 20, j=1, cory 1}
the non-negative orthant of R" and let Cm*» be the set of mX#n complex
matrices, )

For A = (ay) € Cmx», let A = (dy), AT = (aj;) and A¥ = AT denote the
conjugate, transpose and conjugate transpose of 4 respectively. For z = (z),
# € C": (z, u) = ulz — denotes the inner product of z and %, and Rez =
= (Re zj) € R* — denotes the real part of the vector z.

If T is a nonempty set in C™, then:

T*={w e (C"lveTs=Relwv) 20}
is the polar of T. Furthermore, we introduce
—T ={z/—z € T} and Tp = {z* + z/z € T}.

If d', ..., d» € C*, we denote by D, either the # X p matrix with co-
lumns dt, ..., d?, or the set having 4, ..., d? as elements.
If x=(x), y=(y;) € R", we consider

xS y(x <y) iff % yy(x; <yj) for every je {1, ...,n},
x €y iff x £y and x #y. '

2. The vectorial programming problem in complex space. Let z € C",
beC™ A eCnrxn d, ... ,d» € C" and let S be a polyhedral cone in C™. We
denote by . _ :

Q={zeC'Az—b < S},
the set of "feasible” points. ) . )
DeriNITION 1. A point 2° € Q is called efficient with respect to D =

e Crx¢ for Q, if there exists mo point z € Q such that Re D¥z < Re DHz°
It is easy to verify that a point z° € Q is efficient with respect to D for

Q, iff
z€Q

o < D"‘] implies z — 2° € D*,
20—z

The problem of determining all efficient points z € Q with respect to D
for Q will be called vectorial programming problem in complex space and will
be denoted by

V-min Re DHz subject to Az —b € S, (VPCS)
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TrrorEy 1. Let A € R?, A= M) T >0

is a solution of the problem :

subject to 4z — b € S, (1)

3. Efiiciency conditions.
be fixed, and let d = D If 2°

min Re <d) Z)

01 cient point with respect to D for Q.
!M”ZP:;:;.; qéif;c;: z°pis a solution of the problem (1), we have

Re (d, 2°) € Re(d, 2) for all z € Q;

hence

i)\, Re(d', 2 —z) €0 forallz & Q. )
s=1

Let z € Q be such that 2° —z € D*, or, equivalently,

Re (d’, 22 —z) 20 forall s = {], ..., 1} 3)
Since A > 0, it follows, from (2) and (3) that

Re (d', 20 —z) =0 for all s € {1, ..., p},

or, equivalently, Re (d*, z —2°) =0 for all s € {1, ..., p}, ie. z —2° €D*
Therefore, z° is an efficient point with respect to D for Q.

CorOLLARY. Let A€ R?, A= (), ..., Ap))T > O be fixed, and let d = DA,
If 2° is a solution of the problem (1), then the hyperplane

H(d, «) = {z € C*|Re (d, z) = a},
where a = Re (4, 2°), separates Q and (—D°),,.
Proof. The point 2° € Q being a solution of the problem (1), we have
Re (4, z°> S Re(d, z) for all z € Q.
On the other hand, since d & con D = D** we have
Re (d, 2°—z) 20 for all 20 — ; e D*,
ie.
Re (d,2°) > Re (d, z) for all 7 (—D*),.

THEOREM 2. Let {d=, ... g
with columns ds, ..., {d",’ or.'ﬂ:ie }sft {f;;x

with respect to D for Q and

o, A%} and let D be either the maf’_i"
oo, @) If 20 is an efficient point

| QN (=D*), = (),
then z° is an efficient point with respect to D Jor Q

Proof. By hypothesis we T
Proof. have D* * = ({d"
€ (=D%), ie. (=D*),. < (-—f)*),.. ThsenD -

AN (D% c QN (=Fwy,. = .

..., @))% thus (—D*) <
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Let z € Q be such that 20 — 2z € D*, {e. 2z QN (—D*).. Since Q
N (—D*)» < {2°} and 2° € QN (—D*),, it follows that f)lﬂ (—D*), Q
= {29}, thus z=12° So 2z —2°=0 € D* 1In other words z° is an efficient
point with respect to D for Q.

From Theorem 2 one can deduce directly the following

CoroLLARY. Let s € {1, ..., p} be fixed. If the problem
min Re {(d*, z) subject to Az —-b e S

has a unique solution z° then z° is an efficient point with respect to D for Q.
THEOREM 3. Let F: C? — C be a function satisfying the following condition :
Vu!, ©w* € C? with Re w' < Re w? = Re F(w!) < Re F(w?).
If 2° is a solution of the problem

min Re F(D¥z) subject to Az — b € S, (4)

then 2° is an efficient point with respect to D for Q.

Proof. Assume that z° € Q is not efficient with respect to D for Q. Then
there exists z € Q such that Re D#z < Re D#z°. But this inequality implies
Re F(DHz) < Re F(DHz°), which is in contradiction with the fact that 2° is a
solution of the problem (4).

Remark. If A € R?, A > 0 is fixed and F(w) = (1, w) for all w e C?,
Theorem 3 reduces to Theorem 1.

THEOREM 4. If D* is a subspace of C*, then all points of Q are efficient
with respect to D for Q.

Proof. Let 2° € Q and z € Q be such that z° — z € D*. Since D* is a
subspace of C” it follows that z — z° € D*, thus 2° is an efficient point with
respect to D for Q.

THEOREM 5. Let E < Q be the set of all efficient points with respect to
D for Q. Then O\ E is a convex set. .

Proof. If E = Q, then the theorem is obvious. Let 2° z! € Q\ E. Then
there exist ©° w' € Q such that Re D¥w® < Re DHz° and Re D¥w' < Re DHz.
Let £t € [0, 1], 2# = (1 — £)2° + tz! and @' = (1 —{)»° + tw'. We must show
that 2t € Q\ E for any ¢ € [0, 1]. Since Q is convex, we have z/, ' = Q for
any ¢t € [0, 1].

On the other hand we have

Re DHw' = (1 — f)Re D"n° 4 ({Re DHut <
< (1 — f)Re DH2® 4 tRe DHz! = Re DHz,

for any ¢ € [0, 1]. Therefore 2! € Q\E for any ¢ € [0, 1], thus Q\\E is a con-
vex set.

DEFINITION 3. A 22  Q is called a properly efficient point for the prob-
lem (VPCS) iff:

a) 20 is efficient with respect to D for Q,

b) there exists a scalar M > 0 such that

Re{d, 2 —2)>0] ., . 3 € {1, ..., p}, such that
implies . 0
2€Q Re(d*, 2° —z) § MRe(d", z — 2%.
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An efficient point that is not properly efficient is said to be improperly
n

efficient. R, A=\ - .,.)\p)l' >0 be fixed, d = Dy, and
let 2 'gffosl;ﬁ;{io% o?etthe)‘;oblem 1) Then 2 is properly efficient for the probiem

VP Cis’)r'o of. In view of Theorem 1, the point 2° is efficient for the problep

{(VPCS). Now assume that 20 is an improperly efficient point for (VPCS) ang
choose N
M= (p—1) max—-
1,8
Then there are s € {l, ..., p} and z € Q with Redd, 20 —2)>0
such that X
Re (&, 2* —2) > (p — 1) max ;’ Re @', z — 2%,

S

for all r € {1, ..., p}. Therefore

Re(d, 22 —2)> (p — 1) %Re @, z — 2%,

forallre'gl,..., }. '
Multiplying the last inequality by A,/(p — 1) > O and adding for all r #
# s, we obtain

ARedd, 20 —z2) > Y \Redd’, z — 29,
r#£S
or

Redd, 2% > Re (d, 2),
that contradicts the optimality of 20 for the problem (1).
Lesma. Let ¢, ..., c* € C* and 20 € Q. If the system

‘Re ¢, Zy<Relc, 2%, s=1, ..., p ()
zeQ

is inconsistent, then there exists a vector A € R?,

A= 3

=0y oo WS 0 with 332, = 1, such that
s=1

\ Re (¢, 2) 2 Re(c, 2% for all z € Q,

where ¢ = AL

Proojf.ull,et fo=Fflx

L]
= /%, ¥) denote t : . ,y € R’
s<{l, ..., p} defined by the foimhuei;:al function of 2n variables %, ¥

and let f‘(x' y) = Re (c.n Z), 2= X + iy € C'o

X={(x,y)eR2»/z=x+iyEQ}' zo___xo-_{_,’yﬂec..
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System (S) is inconsistent iff the system -
% 9) <fia% 9%, s=1, ..., p
(x, y) e X (6)

is inconsistent.
Since the function f, s=1, .., p

are linear, and X i :
convex), the hypotheses of the bazic The o s convex (Q is

orem on convex systems [see 2, p.
62] are satisfied, thus there exists a vector A = (A -. - )T > 0 with é A =
= 1, such that !

.

E Mz y) 2 Z,l.f.(x° ) for all (z, ) < X,

or, equivalently,

)
E)\Re(c 2y Z El,Re(c’ 2% for all z € Q.
=]

THEOREM 7. The point 2° is properly efficient for the problem (V PCS)
iff there exists A= (A, ..., )T >0, A € R? such that z° is a solution of
he problem (1).

Proof. The sufficiency was proved in Theorem 6.
Necessity. If z° is properly efficient for (V PCS) then there exists a scalar

M > 0 such that for each s € {1, ..., p}, the system
Re (d*, 20 — z) > 0,
Redd, 22 —2) > M - Re(d’, 2 — 2%, v # 5, (7)
z €,

is inconsistent.
System (7) being equivalent to the system

Re (d*, 2) < Re (&', Z
Re (d@* + Md', z)<Re(d‘+Md' 2%, r # 5,
z €Q,

in view of the previous ]emma for each s € {1, ..., p} there exists }' € R?,

= (M, ..., %720 mthz % = 1 such that

rm1

J4
A Re (&, 2) + 21 MRe d + Md, 2) 2

(r#s)

> N Redd’, ) + E ' Re (&' + Md'. 2%,
("u)
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-, equivalently, -
Re (@, 2+ M 2, NRe(d, 2) 2

(r#)

)
2 Redd, D+ M Y7 A Re(d’, 2% for all z € Q.
(7
Taking the sum for s € {1, ..., #} and rearranging the terms we obtaip

=]

2 ? & . b2 R o
M| Redd, 2) 22 {14+ M D X|Re(d, 2%,
2(1+M(§)) @, 5z &

S#T

for all z € Q, i.e. 2°is a solution of the problem (1) with

? ? ?

)\,=(1+ME7\;) 2(1+le N|>0, se{l ..., ).
re=1 s=l r=
(ri#s) (r#s)

Consequently, to compute properly efficient points for the problem (V PCS)
it is sufficient to solve the problem of parametrical programming (1), when
the parameter A runs over the set

: ?
A=[)\ER’/A=()\,, AT >0 andd A, =1}

s=1
(Received July 21, 1978)
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ASUPRA UNEI PROp
LEME DE PROGRAMARE, VECTORIALA IN DOMENIUL COMPLEX
Rezuma t)

P Programare vectoriall in domeniul complex :
far S com care Teprezintd o gepernri..>’ (VPCS) unde D¥ < CPX", 4 & C™*" pe C™, 2z € C™

definegte nofiunea de efjcj 3 probleme;j . . 5. Se
clentd (optimali cmel de programare vectoriald liniar reald.
Pentru problema (VPCS). De a.(ls)emn;:l;;agi Pareto) §! se stabilesc criterii ca un punct si fie eficient

unea de propriu eficienti.
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ASUPRA ORDONARII PUNCTELOR EFICIENTE EXTREMALE INTR
-0
PROBLEMA DE PROGRAMARE VECTORIALA

EUGENIA DUCA

in prezenta lucrare se di un algoritm care permite ordonarea solutiilor
eficiente extremale ale unui program vectorial, dupi un supercriteriu liniar
fractionar.

Consideram urmatoarea problemi de optimizare :

— cTx + a
max f(x) = T (1)
in conditiile
x€X (2)
si x este un punct extremal al mulfimii
Q= {x € R*Ax < b}, @)

unde ¢, d, x € R", b « R”, o, B € R, A este o matrice de tipul mX# avind
rangul %, iar X € R", X # 0.

Notim cu Q = {x € Q/x este extremal}.

Vom da o metodi de obtinere a tuturor punctelor mulimii QN X =
= {x%, ..., x'}, ordonate in raport cu valorile funcfiei f, adicd astfel ca si avem
inegalitatea f(x*+!) < f(2*) pentru k=1, ...,¢t — 1.

Problema de optimizare considerati reprezinti o generalizare a probleme-
lor studiate de D. Duca [1]si R. K. Guptasi K. Swarup [3]. Astfel
daci X = R” se obtine problema studiati de D. Duca [1], iar dacd X =
= {x € R"/Bx = ¢}, unde B este o matrice de tipul /x#, iar ¢ € R', se obfine
problema studiati de Gupta si Swarup [3].

Vom presupune in continuare ci Q C S, unde

S ={x € R/d"x + B > 0}.
Deoarece f este explicit quasimonotoni pe S [4], orice maxim local al
problemei
max{f(x)/x € Q}, (4)

este si maxim global. Mai mult, solufia optimi x° a problemei (4) este un punct
extremal al multimii Q, adicid x° € €. . ‘ o

Pentru determinarea solutiei optime x° € Q, folosim metoda de tip sim-
plex dati in [1]. Vom atasa problemei (4) tabelul simplex:

__xT ]
g (5)
/= —daT [}

PSS, S
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aan pasi Gauss- Jordan modificati (G—J m.) de eliminare

Dupi efectuare junge la urmitorul tabel simplex

e a
a variabilelor independente %1, - -’ x, se a)

.—yT 1
A —
J'..'+'1.= E r
Ym = . (6)
pT P
/= q7 Y
| I N |
unde .
xh—_--ze,,-yj—}-r,, k=1,...,1 (7)
j=1

S3 presupunem cd in tabelul (6) se poate citi o solujie bazicd, adicd
y‘=r‘.20,i=n+1,...,m. . . .

TrorEMA 1. Punctul extremal x° € O, dat de intersectia’} hiperplanclor
yp= ... =y =0, este un punct de maxim al functies f pe Q, dacd i numar
dacd :

Vie{l, ..., n}=8=0p— Pg 20 ®)

Demonstrafia este analogd celei prezentatd in [2]. ' )

_ Aceastd téoremd ne furnizeazd algoritmul de determinare a unel solutii
optime a problemei (4). Dacd x° dat de intersecfia hiperplanelor y; = .- =
= y, = 0 nu este punct de maxim al functiei f pe Q, adicd existd cel putin un
indice k, k€ {l, ..., n} pentru care §, <0, atunci se efectueazi un pas
G“]tm-. talegmld elementul pivot din coloana k. Objinem in acest fel un nou
punct extrema _x'_ Deoarece f,(t) = (—p + P)/(— gt + Q) este crescitoare
p.entru t > 0 suficient de mic, vom avea ci f(x') > fk(x°). Repetind acest pas
ajungem, qup un numir finit de pasi (Q are un numir finit de puncte) fie la
un mz;nm al functiei f pe Q, fie“la constatarea ca f este nemirginitd pe ¢
" dac?FINITIA 1. Punctul ' € Q se numeste presolufie optimad a problemet

f&) = e o\
Daci f(x') = f(a0), mex Yl N

; x' se numeste presolufie optimi i ie iar dacd f(¥) *
0 optima improprie, 13

# f (x];,E : se numeste presoluie optimg pro%rie. prob o
daca »* séN(l)g;ixneZ. d?ém(cetul x EQ se zice ci este adiacent p_'unctt}lu; c’il {
unei variabile bazice )—(7) trecind in bazi variabila secundard y, 18 10

0t € {n
TEOREMA 2. Daci L m

Victit1l .., myivjeq,

2 £0,
atunci ) = {29} , m} => ey S

Demonstratia este Prezentatd in [5)
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Presupunem in continuare ci existi cel pufin un i  {n + 1 m
si cel pufin un j& {1, ..., #} astfel cd e4>0. Notdm cu J={je él, + .,'n}.la’i e}
: {: + 1, ...,m} cu e; > 0}, cu i(j) linia elementului pivot din coloana j €]
c
Ty = [Pei; — p5 7in)l [Qeins — g5 i), § < .
TeOREMA 3. Fie s € J. Daci

Vie]=T,2T, 9)

atunct punctul x* este o presolutic optimd a problemei (4).
Demonstragia este datid in [1].
Considerdm mul{imea

.= QN{x < BRI (4~ T,g)ly 3 P - T,0].
TEOREMA 4. Dacd existd s< ] ce verificd (9) cu riy8,> 0, atunci x° & Q, 5i

f(#') = max {f(z)/x = Q}

Demonstrafia se giseste in [1].

in baza celor cle mai sus, obtinem algoritmul de determinare a tuturor
punctelor mulfimii Q () X, ordonate in raport cu valorile descrescitoare ale
functiei f.

Pasul 1. Se rezolvd problem (4). Dacd problema nu are programe, algo-
ritmul s-a terminat si {} | X = @. Daci problema nu are solujie optimi finita
se continui cu pasul 6. Daci problema are solutie optimi finitd se continui cu
pasul 2 luind pentru % valoarea 0.

k
Pasul 2. Se determini mulfimea X, = {xh, ..., x ™%} a tuturor puncte-
lor extremale optime. \
Pasul 3. Pentru fiecare s € {l, ..., 7,} se testeazd dacd xs+ € X. Daci

da, atunci evident #* € @ N X ; in caz contrar 2 QO X.
Pasul 4. Pentru fiecare s € {1, ..., 7} se noteazd cu

J.=1{i ]8>0, ep; >0, rin > 0}

Daci pentru tofi s € {1, ..., v} avem J, =, algoritmul s-a termin.at..
In caz contrar pentru fiecare s < {1, ..., 7} pentru care J. # D se determini
numirul

Peyn . — D:¥un .
s ~Fi) 5 e
! = max |2l J.].

. Te = 3% e — % i
$i apoi ’
T, = max{T;/s € {1, ..., 7}, J. # 9}

.. b : s el
Pasul 5. In tabelul corespunzitor solufiei x'* se introduce restricjia:

3> (0 — Trgf)ys 2 PO — T @9,

=
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unde p@, g, j=1 i pd, Q9 sint $;, g, P, Q corespunzitori solugie;
i jeste cu k& + 1 i se trece la pasul 2.

* - A
' irul & se inlocul
e N;:s]al 6. Se rezolvd problema:

max{f(#)/Ax € b, |5 S M, j=1, ..., 1}

unde M este un numir suficient de mare. Se continud cu pasul 2 luind k= (.
Algoritmul prezentat furnizeazi toate Runctele mulgimii Qn X={x, .. )
ordonate in raport cu valorile descrescitoare ale functiei f, adici avem

i) S f(@), k=1 ..., ¢ - 1L ) .
Si alegem in continuare pe X ca fiind egal cu mulfimea de eficients
[6] a urmitorului program vectorial liniar:

F(x) = Cx = max (10)
in conditiile
Ax £ b, (11)

unde C este o matrice de tipul IX#.
In cele ce urmeazi folosim urmitoarea notaie: daci #, v € R* atunci

v Svu<v)eVie(l, ..., n} =u £ <),
uSv¢u§u §i u¢v'

. DEPNITIA 3. Un punct 2* € Q se numeste eficient (in raport cu C)
daci nu existi nici un alt punct ¥ € Q cu proprietatea ci Cx > Cx*.
. Pentru testarea eficienfei unui punct #* (pasul 3) obtinut cu algoritmul
escris mal sus, este avantajos si completim tabelul (5) astfel:

—xT 1
. y= A b
F = { -c | o (12)
= ~cT a
—dT B
Duos elivn: L
upd eliminarea variabilelor independente «x,, ..., x, obtinem tabelul
RELEEREES 1
Vuty =
: E ,
Vom =
—_— 3
=< Vv v (1 )
e ————— ———
=
f= _
L™ e
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Daci notdm cu: ’
I={en+1, ..., mpr,=0}
si cu
El = (6.’,’), 1 e I, ] € {l, e, ”},
avem urmditorul criteriu de eficienti [7].

TEOREMA 5. Punctul x° Q dat de intersectia hiperplanelor y, = ... =
=y, =0 este un punct eficient (in raport cu C) dacd si numai dacd sistemul

V2<0, Ez<0,220

este inconsistent.

Utilizind acest criteriu de eficien}d algoritmul descris permite determina-
rea tuturor punctelor eficiente extremale ale unei probleme de programare vec-
toriald. Scriind punctele in ordinea in care le obtinem {11, ..., %'}, avem cd
f(x**') € f(x*), k=1, ..., t — 1, prin urmare punctele eficiente extremale sint
ordonate dupi supercriteriul liniar fractionar f.

Pentru ilustrarea algoritmului considerim urmitorul exemplu numeric:

F(x) = 22 max

in conditiile

Ne propunem s determinim toate punctele eficiente extremale, ordonate
dupd supercriteriul :
fod Mmited |

x + 3+ 1

fx) =

Avem Q C S, deci algoritmul se poate aplica.
Atagim problemei tabelul simplex initial (14).

—x, ~—2% 1 N % 1
= @ 0 1 o= 1 0 1
Y = 0 1 1 = 0 1 1

_ _ 1 -1 1
F=[ :i : Z (14) F_{ Lo |1 (19
[ (
| |
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I iabilele fiind nenegative, elimi
_ Maximizim f pe . Vana ) narea Jor
tP:::cleslafﬁ' Deoarece 8; = —1 < 0, efectudm un pas .G —J m. cu elementy)
et ales din prima coloand. Obfinem tabelul (15).
—% _‘,I 1 _y 1 —yi 1
% = 0 1 x = ® 0
9= 0 1 1 ¥ = -1 1 0
¥y = -1 -1 -1 Xy = 1 -1
1 -1 1 16); _ 2 -1 2 17
F= ! 11| ae:  r [ o 1 0 (17)
11 I 0 1 0
/= /=
1 -1 2 2 -1 3

Cum 3, 8, > 0, punctul x°= (1, 0) realizeazd maximul funciei f pe Q.
Pasul 2. Deoarece » > 0, 8,, 8 > 0 avem X, = {x°}.
Pasul 3. Deoarece sistemul :

2, —Zg
(272 <0
2y + 2,
21, zz?Ov

este inconsistent, rezulti ci x° este eficient, deci x° € Q N X.
Pasul 4. Avem [, = {1, 2} si Tt = T{ = max {0, 0} = 0.
ol ué;asul 5. In tabelul (15) introducem restrictia v, + %, = 1 §i obfinem tabe-
" Determinim acum solufia optimi a i 5
_ p ( problemei (16) (pasul 2). Dupa un pas
fna dﬁc’l" ‘f’bt‘nfm tabelul (17) si solugia a'= (1, 1). Obtinem o alti solugie opti-
130 ;e? ;ftuam un pas G — [ m. cu elementul pivot ¢;, = 1. Obtinem tabelul
. alte doud tabele care se mai pot obfine nu dau solutii noi.

—%H =N 1
h= 1 0 1
Nh= 1 1
Xy = ~1 -1 0

“2 -1 0| (1g)
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Deoarece sistemul (19) este inconsistent, punctul x* este eficient.

2z) — 2, <0 —2z,—-2,
‘2 19); n) <0
-z + 22 § O ( ), —-21 — 2y § O (20).
21, 2 ? 0 Z1 Zy 2 0

_Sistemul (20) fiind compatibil, puntul x* = (0, 0) nu este eficient. Conti-
nuind cu pasul 4, in ultimul tabel vom introduce restrictia —zx, + 1/2y, = 1/2.

=z

Se obfine un nou punct #° care nu este eficient. Deoarece J, = @ algoritmul s-a
terminat. Am obfinut astfel ca:

X=1{° ) d fl=°)=12>0=f(n).

(Intrat tn redactic la 1 august 1978)
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ON THE ORDERING OF THE EFFICIENT EXTREMAL POINTS IN A VECTORIAL
PROGRAMMING PROBLEM

(Summary)

In this paper we consider the optimization problem
Tz + «
max flx) = 27 8

subject to: » & X and # is an extremal point of the set Q = {z € R*/Ax S b}, where¢, d, x €

€RV:be R™: 4 € R™*"; o, B € R; X & R" We present an algorithm which enables one to
i ol set § f the function f. If

determine all ts of the set {2() X, ordered witb: respect to the values of ¢

X is th: set ;::}meffi:iency points of a linear vectorial program, we obtain all extremal efficient

points of the vectorial program, ordered with respect to the supercriterion f.
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BEMERKUNG ZU EINEM SATZ VON H. WIELANDT

VIRAG IMRE

Es seien G eine endliche Gruppe, H # G eine Untergruppe von G ung
N ein Normalteiler von H, so dass gilt
an"leENfﬁr alle x € G — H. ()

Wir setzen H* = H — N und
K=G—J) 2 1H*x @)

xeG

Nach einem Satz von H. Wielandt (vgl. [1]) ist K ein Normalteiler
von G und es gilt KN\ H=N sowie G = KH.

In dieser Note werden wir, mittels elementarer Methoden, den oben erwihn-
ten Satz von Wielandt in einem speziellen Fall beweisen.

Sarz. Hat die Untergruppe H ein Element h der Ordnung 2 mit Cg(h) N
N N = {1}(C¢(h) ist der Zentralisator von h in G), so gelten die folgenden Aussa-
gen:

(i) K 1ist ein abelscher Normalteiler von G.

Wy KNH=N.

(iii) G = KH.

(iv) N ist ein abelscher Normalteiler von G.

(v) G = KCy(h), H = NC4(h) und H (N x~*Hx = N fiir alle x € G—H.

(vi) GIN ist eine Frobeniusgruppe zu H|N.
wegenB(f‘wf}g' B?\';lcftetl man (1) und (2), so kann man leicht nachpriifen, dass

g ;p 1\; = {1} die folgenden Figenschaften gelten :

2° z1H*x " y~1H*y = @ fiir y2-1 € G — H
i: CGg‘{) = Cﬁ(’? fir alle x e%{* '
X~ x = 11

5°N e K ir alle x € G.

6° IC| — | KIIH] . _

E lG.l IN) ° wobei |X| die Anzahl der Elemente von X ist.
alle 2 ;éel_IH; {x=1h-1} | % € G}. Wir beweisen, dass I () z-*H*z =90 fiir
¥ = x"h-1g} ¢ ISt'lG‘bt nimlich [ () 2-1H*; s & fiir ein z « G — H und ist
dass h=lyh =y-l} E_ iment des ]?urcl_lschnitts I N z-'H*z, dann folgt aus ¥ €
die Eigenschaft hg_lll, denn h ist ein Element der Ordnung 2 und hat somit
Demnach liegt 4-1y}, o h_‘l Aus y € z-1H*; folgt andererseits y~* € z-1H*z.
man nun 2° Yhin z-1H*;, Darans folgt y & hz-1H*zh-1 () z~'Hz. Beachtet
€ H*n z-ll’iszo lzsu;tlert .Zh‘l'z—l - zhz—l e H' Wegen h < H* ist dann h €
einem Widersprﬁchngezegse.lts ist aber H* N z-1H*; — @ ; somit sind wir ;lu
Nach (2) st dsher o 0 1Ol8t I z71H*Y% =@ far alle z <G~

INK=1—(1nH. @)



BEMERKUNG ZU EINEM SATZ VON H. WIELANDT 65

Es selen nun y, = xr'h-1%,4 und y, — x5ij- i
Y2 = x237'h~1x,h Elemente I. Gilt
Y1 =Ye aljg YYEr = a7 \x, x50, =1, dann istzh-lxlx-flh =‘2§2—1 uzid
folglich x,x3! = Cg(k), d.h. Cy(h)x, = Co(h)x,. Umgekehrt, ist C4(h)x, = Cg4(h) %,
dann ist leicht zu ersehen, dass y, = y, gillt. Folglich ist ¢

| = 1G:Cy(h)|, (4)
wobei |G: Cg(k)| der Index von C,(k) in G ist. .
Auf Grund von (1) und von 1°, ist leicht zu ersehen, dass y=x"'‘h"lxhe
e I N H genau dann gilt, wenn x aus H ist. Daraus folgt wegen 3°, dass
N H|=|H:Cyxh)| = |H: Cg(h) | ist. Gemiss unserer Voraussetzung ist N
cin Normalteiler von H mit Cg(h) ) N = {1}. Dann ist die Transformation
mit h ein fixpunktfreier Automorphismus der Ordnung 2 von N. Es ist also
(vgl. [2], p. 506), N abelsch und I | N = N. Daher ist
UNH* = [(INH) —(INN)|=|H: Ch)| — IN|. (5)
Aus den Relationen (3), (4), (5) und 6° folgt

K| = INl 2 INK|— [N|=|I| - INH*|— |N| =

= [G:Colh) | — |H: Colh)| = IEUEL _ _HIL _ gy N —HL_. 6
1G:Colh)] = IH : Colh)] IN[ICoH)|  ICa(A)| (KL= IND e (©
Da wegen 5° |N| < |K| gilt, folgt aus (6), dass |[K| — [N|= (|K| —
— [N}) — 1 _ ist. Dann haben wir entweder |K| = |N|oder ———— =
INTICG(H) | IN|ICG(R) |

Wenn |K| = |N| gilt, so ist nach 5° K = N und aus (2) folgt dann G =
= |J x~'Hzx. Somit gilt G = H im Widerspruch zu der Voraussetzung G # H.

xaG

Also haben wir — L __ — 1. Hieraus und aus Ce(h) N N = {1} folgt H =
IN||Ca(h

) |

= NC,(h). Nach (5) ist folglich I ("} H* = @. Wegen (3) ist dann K = [.

Seien y; = 7 *h~1x;h und y, = x57*h~'x,h Elemente von K = I. Wegen
4° haben wir y,y7! = x7(%,2"1)"%"(x,27)hx, € K. Daraus folgt, dass K
ein Normalteiler von G ist. Auf Grund der Eigenschaften 5° und 6° folgt G =
= KC,(h) und K N Cg4(h) ={1}. Die Transformation mit A ist also ein fixpunkt-
freier Automorphismus der Ordnung 2 von K und folglich ist K abelsch. Dem-
nach gelten die Aussagen (i) — (v). Es ist leicht zu ersehen, dass die Eigen-
schaft (vi) sofort aus (i)—(v) folgt. Damit ist der Satz bewiesen.

Wenn N = {1} ist, so erhalten wir als Folgerung unseres Satzes das
folgende bekannte Ergebnis. )

FOLGERUNG. Ist G cine Frobeniusgruppe zu H von gerader Ordnung, dann
ist K ein abelscher Normalteiler von G.

(Eingegangen am 5 August 1978)
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DESPRE O TEOREMA A LUI H. WIELANDT
(Rezumat)

Fie H un subgrup al unui grup finit G, N un subgrup normal al lui H astfel ca ¥ N 37 Hxg
€ N pentru fiecare ¥ € G — H. FieK=G—L(};x“H‘x(H‘=H—N) !
ze
In aceasts noti se di o demonstratie elementard a urmitoarei teoreme :
Dacd H are un element. 4 de ordinul 2, astfel cd Cg(h) M N = {1} (unde Cg(h) este centralj

zatorul lui 4 in G) atunci:

a) K este un subgrup normal abelian al lui G.

b)) KNH=N’

¢)G=K.H.

d) N este un subgrup normal abelian al lui G.

€ G=K.Cqh), H=N-Cs(h) si HN #~'Hx = N pentru fiecare x € G — H.
f) Grupul factor G/N este un grup Frobenius.
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SUR LE THEOREME DE CONVEXITE DE LIAPOUNOFF

IOAN ‘MUNTEAN

Soient T un intervalle compact de 'axe réel et LY(T) Y'espace de Banach

des classes E de fonctions réelles mesurables équivalentes ui inté
, sont intégrable
au sens de Lebesgue sur T, muni de la normg &4 ® ®

121 =\ 1eiat, ¢ =g <1y,

 Cette note contient une démonstration compléte, basée sur les résultats
d’analyse fonctionnelle classique, du théoréme suivant de convexité de A. A. L i a-
pounoff [3]:

THEOREME. Soit 8 U'ensemble de toutes les parties E de T, qui somt mesura-

bles au sens de Lebesgue. Sify, ..., ], € LY(T), alors Uensemble de vecteurs
e={({r0a ... (10a) < R:E <8}, i< F,
E E

est convexe et compact dans l'espace euclidien R".

Dans un cas plus général, ou £ = {(4,(E), ..., u,(E)) € R": E = &'}
ctw, ..., u, sont des mesures réelles finies et non atomiques sur une c-algébre
&', des démonstrations incomplétes de ce théoréme ont été données par J. L i n-
denstrauss [4] e¢ W. Rudin [5], Theorem 5.2. D’autres extensions et
variantes du théoréme de Liapounoff sont présentées dans I'article de synthése
de V.I. Arkine et V. L. Lévine [l].

Les applications de ¢e théoréme, surtout A I'étude du principe ,,bang-
bang’ dans la théorie du contrdle optimal (cf. L. D. Berkovitz [2]), récla-
ment seulement le cas particulier considéré dans cette note, c’est-a-dire le cas
ot T est un intervalle compact de l'axe réel muni de la mesure de Lebesgue.
La premiére partie de notre démonstration suit, en essence, la construction de
J. Lindenstrauss. Pour justifier 'un des moments clgf du raisonnement de W. Ru-
din, la deuxiéme partie utilise les théorémes classiques de prolongement et de .
représentation des fonctionnelles linéaires et continues sur lespace LY(T).

Démonstration du théoréme. 1. On peut admettre que la longueur de I'inter-

valle T est positive. On désigne par M(T) I'espace de Banach des classes g des
fonctions réelles mesurables équivalentes g, qui sont essentiellement bornées

sur 7, muni de la norme
llg]l = vrai max {lg(t)]:¢ = T}, g =g = M(T).
L’espace M(T) coincide avec le dual (L}(T))* du LYT) a I'exception d'une
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bijection linéaire et isométri
g~ {mnend e €% e M(T), hek = LXT).

que, définie par

T
Copsidérons I'ensemble convexe
G= {gNE M(T): il existe g € Eavec 0<glt) <lppt.teT)
Nous prouvons que G est fermé lorsque M(T) = (LY(T))* ?'.St équipé avec la
topologie faible ¢ = o((LHT))*, LY(T)). En effet, supposons qu il existe une classe

e t 4 la c-adhérence de G, telle que g, # G. Alors, pour tout g, < g,

: go appartenan
onames E,>0 oumes E,>0, ot E;={t€T: g()) <0} et E,= {teT:go(t) >13.

Si l'on pose

e = | 1= goldt+ { Leolt) — 1)t et ho = 7, — %,
E, E,

ol y, est la fonction caractéristique de E;, alors ¢ > 0, i;o € LY(T) et I'ensemble

=

devient un c-voisinage de g,. Par suite, il existe une classe g<GNV, doulon
arrive 4 la contradiction '

V= {g e M(T): ]S go(t) — £(¢)] holt) dt

e < { (=& +e1dt + { lealt) — g1t =
E, E,
= | teot) ~ g1 hatrtt| <, g < &
T
D .
e plus, G cst o-compact car, d’aprés le théoréme de Bourbaki-Alaoglu,

la boul ité B = e
CZzllsrixcllte’iog = {g‘ € M(T): |lgll < 1} est o-compacte et G C B.
S maintenant l'application linéaire A :M (T) — R», définie par

A(g) = gﬂt) gt)dt, g =g M(T),
T

onf=(f,..., J»)- U est facile a voir que I’

¢ est un nombre positif, alors I'ensemble APplication 4 st o-continue cf "

U={E eM(T)sz.—(t)g(t)dt|<-j=: i=1 ”}

est un C‘\"Oisina ’origi ]]t g E [
ge de IO (o)
Tigine de M(Z) et 'on a ”A(g)u < & pour t §=Y
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olt || -|| estla norme euclidienne en R* J| , ,
convexe et compacte dans R, en résulte que I'image A[G] est

Comme £ C 4[G], le théoréme sera démontré de r i
Soit p € A[G]. L'ensemble non vide et convexeS e fon st dlGl

Go={g=G: 4(g) =)
est c-cc?mpa'ct car A est une application o-continue. Le théoréme bien-connu
de Krein-Milnan met en évidence un point extrémal g, pour G, Soit g, =g,

tel que 0 < go(f) < 1 pour tout ¢ € T. On va montrer qu’'il existe un ensemble
E € § tel que .

&lt) =y.() ppt teT, (1)

ce qui achévera la démonstration du théoréme, car
p =A@ = AR,) ={/0) x 08 = {fp)at = ¢.
T E
2. Pour prouver !'affirmation (1) supposons le contraire. Alors la mesure
de 'ensemble E, = {t € T:0 < g,(t) < 1} € § est positive et E, = (J {E,:
neN},ouE, = {t eT:1g golt) €1 — l} € §. D'ici on déduit aisément
n n
I'existence d'un nombre € > 0 et d'un ensemble E € §, tels que mes E > 0 et

t < goff) <1 —¢€ pour tout ¢ <E. (2)

Puisque la mesure de ensemble E est positive, I'ensemble Y = {y =
=7y E-;: X € L}(T)} est un sous-espace A dimension infinie de I'espace LY(T).
L’enveloppe linéaire Z des classes *ZE S o ')ZE -f, est un sous-espace propre

fermé de Y. Par conséquent, il existe une fonctionnelle linéaire et continue y*
sur Y, avec y* # 0 et y*[Z] = {0}, donc il existe un prolongement linéaire et

continu x* de y* sur tout I'espace LY(T). _ L
En vertu du théoréme de représentation des fonctionnelles linéaires et

continues sur L(T), on peut choisir une (seule) classe u € M(T) telle que

@) = () s00dt, <% e I(T), u <

T

En particulier, pour tout y = :ZE-.? €Y ona

y() = #() = [l 1,0 =) dt, )

d’ot1 on déduit immédiatement que v = Y% F 0.
Y onaweMT)),

D’autre part, si I'on pose w =¢€ Tk

—e <w() <eppt teT, w(t) =0 p.pt. t € T\E 4)
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~

et, en utilisant (3) avec y =X~ f;

(wisya =0 i=1 ....»
T

e Z, on a de méme

ou A(w) = 0, donc .
A(go + @) = Ago) = p- (5)

Les relations (2) et (4) entrainent go+ @ = G d’ott, en vertu de (5), on obtient
g0+ @ € G,. Comme @ # 0, on arrive & une contradiction avec I'extrémalité

du point our G,.
P go P ’ (Manuscrit regu le 3 septembrs 1978)
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ASUPRA TEOREMEI DE CONVEXITATE A LUI LIAPUNOV

(Rezumat)

Se prezint4 o demonstratie

. completd, b P . :
convexitate a Iui A. A. Liapunov 2 azati pe metodele analizei functionale, a teoremei de
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MACROPROCESOR IN SISTEMUL SIRIS—2

M. FRENTIU ¢ C. TERCHILX

In cele ce urmeazd dorim si semnalim implementarea unui macroprocesor
util programatorilor in limbajul ASSIRIS cit si in anumite situatii speciale.
Macroprocesorul opereazi asupra unui text sursi. Acest text contine la
inceput toate macrodefinitiile. Ultimei macrodefinitii {i urmeazi programul sursi
cu macroapeluri.
Forma generala a unei macrodefinitii este urmitoarea :
# MACRO identificator .
Corpul macrodefinitiei, ce contine instructiunile care compun macrodefini-
tia. El poate contine parametri formali, identificafi prin numirul de
ordine precedat de semnul & (astfel, &3 va fi al treilea parametru formal)

ENDMACRO

Identificatorul care urmeazd cuvintului MACRO este numele macrodefinitiei.
fn programul sursi cu macroapeluri, un macroapel are forma urmaitoare :

identificator &pa,, &pa,, ..., &pa, &&

unde identificator este numele macro-ului chemat iar pa;, ¢ =1, n sint para-
metrii actuali ce trebuiesc inlocuifi prin cei # parametri formali din corpul
macrodefinifiei. Macroprocesorul va face aceastd inlocuire §i va insera in locul
liniei de macroapel intregul corp al macrodefinifiei cu numele identificatorului

respectiv. o
De exemplu, dacid avem macrodefinifia

# MACRO MUTA

LD41,0 &1

LD4I,1 &2

MVSR,0 &3
ENDMACRO

atunci prelucrarea, de citre procesor, a macroapelului
MUTA &SIR, &132, &IMPR, &&

va avea ca efect inlocuirea acestui macroapel prin

LD4L0 SIR

LDA4L,1 132

MVSR,0 IMPR

rocesorul este independent de orice limbaj de progra-

inserarea unui text — corpul macrodefinifiei prelu-
am sursi cu macrodefinifii, el

Mentionam cd macrop
mare §i se bazeazid doar pe 1
crat, in locul macroapelului. Pentru un progr
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inte de compilare ,,predind” compilatorului un nou program sursy
macrodefinitii §i macroapeluri. .
i facilititi in programare are multeps‘:r:ntfaje. Grupuri
. <. e repetd frecvent intr-qn_ program vor a 1orma macro-
g:ffﬁftﬁfuﬁﬁi lcealr;ascfo If’oate fi orice identificator §1 va pt'xteia deci sugera ope-
ratia efectuati de macro, dind astfe] claptate_progrz}mulul. n plus, un macro
odats definit va putea fi apelat ori de cite or, usurind munca de programare.
De asemenea, macrofacilitdfile permit extmdt_erea unui hmpaJ de.b_azé
prin definirea de noi instructiuni cu ajutorul celor existente, sau chiar vdeflmrEa
unui nou limbaj. Este deci posibil ca programatgnjl sd-5i constrmflsca un nou
limbaj, adecvat unei clase speciil.le bdg probleme, fird s fie necesard conceperea
i compilator pentru acest hmbaj. _ ) .
. lffacg)procesgrul a fost implementat in Iin_1bajt’ﬂv ASSIRIS i cerc_anle K
octeti. El se giseste la Centrul de calcul al Universitagi ,,Babes-Bolyai'’, sub
numele MACRO si poate fi obtinut de cei interesaf1.

acioneazd ina e
complet ,,curdfat” de
Folosirea aceste

(Intrat In redacfie la 3 septembdris 1978)
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Ut & W

MACROPROCESSOR IN THE SIRIS-2 SYSTEM

(Summary)

The paper presents an.implementation of a macroprocessor for the SIRIS-2 system.
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SOME METRICAL FIXED POINT THEOREMS

10AN A. RUS

1. Introduction. There are many metrical fixed point theorems (see
B. E. Rhoades [9], I. A. Rus [13], ...). In this paper, we shall prove a
general metrical fixed point theorem which is a generalization of a lot of well-
known results.

Let X be a nonempty set and /:X — X a mapping. We put

Fy={x|f(x) = x, x = X},
Ofx; n) = {x, f(x), ..., f/(x)}, x € X, n €N,
Ofx; o) = {x, f(x), ..., (x), ...},

and
3(A) = sup d(a, b), for 4 C (X, d)

abad
Let ¢: RS — R, be a mapping with the following properties

(@) (r <5, 7, 5 @ RY) = (p(r) < 9(s))

(b) r €R,, r>0) = (p(r, r, 7, 7, 7) <7)
() r—olr, 7, 7,7, 7)— +0, when 7 — 400
(d) the mapping ¢ is continuous

5
Example 1. Let o, € R,, i =1, 5, Ea,- < 1. Define

g ]
¢: RS = R,, by o) = .-Z:.“‘ 7;

Example 2. For a € 10, 1[, we define : R} — R,,
by o(r) = & max {ry, s 7s ’& 75}
Example 3. For « € 10, 1{, we define ¢: RS — R,,

1
by ¢(r) = « max {rl, o Ta g (re + r,)i}
Example 4. Let §: R, = R,, be a function with the following properties

() (r <5, 7, s = Ry) = (b() < $(s)
(b)) (r € R,, r> 0) = ($(r) <7)
(c) 7 — (r) = +oo, for 7 —» 0
(d’) the mapping ¢ is continuous

We define ¢: RS — R,, by ¢(r) = $(71)-
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It is easy to prove that all these functions satisfy at the conditions (a)—(q).
Let r € R+. For simplicity we put .
S n A=l s R )
o, 1t ) =0l 1) @ ),

We have o .,
Leyma 1. If o satisfies the conditions (a)—(d), then @"(r, 7, r, v, ) =0,
when n — o, for each 7 >0
Proof. Let a, =¢"(r, 7, 7, 7, r). From (b) we have a,4, < a,.
On the other hand
. Aps1 = (P(am ay, Ay, a,, (l”)
If we suppose that

lim a, =r*>0

n—-0
then from (d) we have
r* o= (%, r¥, r¥, r¥, r¥) < r*

This means 7* = 0. The proof is complete.

2. ¢-contractions. DeFINITION 1. Let (X, d) be a complete metric space.
A mapping f:X — X is said to be a @-contraction iff

a(f(z), [(¥) < ed(x, y), d(x, f(x)), d(yv, f(3)), (=, f(3)), d(x. [(x))

for all x, y € X and ¢ satisfies the conditions (a)—(d).
For x, € X, we denote

o= SUD{rlr — o0, 7, 7, 1, 1) < d(xo, f(xo), ¥ < RY)
LemMa 2. If fis a g-contraction and x, € X, then
(i) for all 4, j € {1, 2, ..., n}
A(f (%o, filxe)) < 9(8(0/(x4; 7)), ..., 3(O0fxo; 1))

(i) for each n € N, there is P < n, such that

30s(x0; ) = d(xo, f2(x,))

(iii) 3(0 (x4; 7)) < ?s, for each n € N
Proof. (i) We have

WP Flxa)) < 9@~ (x0), fi-4(xo)), dlF~4(xg), [z,
AP (o), filxa)), d(f~1(xo), filxo),
Af=1(x), flxa) <

o < e((0(xo; m), ..., 3(0,(x,; 7))
(i) d(filx), fi(xo) < 2(30/xo; %)), ..., 8(0, (;o; 7)) <

< 8044 n))
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(iii) From (ii) we have
3(0/(%0; 7)) = d(x,, F(xo)) < d(x,, S(%0)) + d(f(x,), fA(x)) <
<d(%0, f(%0) + 9(3(0 (%05 n)), ..., 8(0,(x0: %))
or
3(0r0; #)) — @(3(0fxo; #), ..., 8(0/(xe; #)) < S(xoy f(%a))-

. 3. F, for o-contractions. The main result of this paper is the following
fixed point theorem.

THEOREM 1. Let (X, d) be a complete metric space and f:X — X a p-contrac-
tion. Then : .

0) F, = ()

(i) x* = lim f(x,), for each x, € X

(i) d(x,, ';;0; < Q7xps 750 s 7x, 7s,), Where

7, =sup {r|r —o(r, r, v, r; v) < d(x,, f(%,)), 7 € R,}
Proof. (i) + (44). Let x, € X and 7 < j. From lemma 2 we have
d(f(xo), f1(xe)) < @BO(f~"(xo)s j—7+ 1)), ...,

3(0(fi-"(xo): j—i+ 1)) < ... €
< @(8(0(xq; 7)), - 3(0(xq; ) <

S QIels Tsp Top Tr 7))

and from lemma 1 the sequence (f*(x,))ien is Cauchy, hence convergent. Let x*
be the limit. We prove now that x* « F,. We have

d(x*, f(x*) < d(x*, fi(xo)) + &(fi(xo), f(x*) < d(x*, fi(x0)) +
+ o(d(x*, fi~'(%0), d(x*, f(x*), A(f(2a))f'~(%a)),
d(x*, fi(x)), A(fi="(xo), f(2*)))

or )

d(x*, f(x*) < 9(0, d(x*, f(x*), 0, 0, d(x*, f(x*)) <

< B(d(x*, f(x¥), d(x*, f(=**), ..., (=%, f(=*)

If d(x*, f(x*)) > 0, then

d(x*, f(2*) < @d(x*, f(=*), ..., dlx* fle¥) <d(=*, f(=*))

This means, d(x*, f(x*)) =0 ie x* €F.
Let now x* y("‘ e F,. . From the g-contractivity of f we have

dx*, y%) < old(x*, ¥*), 0, 0, d(x*, ¥), d(x*, 3*) <
< 9(d(x%, %), -0 dla* 7))
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"and

d(x*, y*) =0, ie Fr= {x*}
(iii) This follows from (i<
d(filmo), filxe)) € @ (e o0 Tu)

' as in example 1, we have from theorem 1 a theorem given
gcngzr%IHF:rr :iPy, T. D. Rggers [4] (scealso L j. Ciric [2], I. A. Rus
r10J).

Ren]z)ark 2. For ¢ as in example 2 and 3, we have from theorem 1 some theo-
rems given by Lj. Ciric [2].

Remark 3. For ¢ as in example 4, we have from theorem 1, a theorem of
F. Browder [l] (see also M. Furi (3], I. A. Rus [12y).

4 The sets with two metries. Le X be a nonempty set, d and 3 two
metrics on X and f:X — X a mapping. For such a kind of mapping many
fixed point theorem are given by M. G. Maia [7], K. Ise ki [5],1I. A. Rus
[11] (see also [13]). In what follows we give the following general result.

THEOREM 2. If

(i) there exists ¢ > 0, such that

a(f(2), f(y) < c8(x, ¥), Vx, y € X
(i) (X, d) 1s a complete metric space
(.iii) (X, d) = (X, d) is contitiuous
(iv) the mapping f: (X, 8) — (X, 8), is a q-contraction
then Fy= {x*} and f*(x) 22 x* for each x, € X.
Proof. From the proof of theorem 1 and the condition (iv), (/*(%,)) is
1 y K na [N
a Cauchy sequence in (X,dﬂ and by the condition (i) is a Cauchy seqzlence in

(X, d). Let x* be the limit of (f*(x,))ne sy i ition (i
o ¥ m o)resn in (X, ). From the condition (i), we
111;:” farxk 46 'Il‘:fl The unicity of the fixed point follows from the condition (iv)-
Sk 4. 3 1s theorem is a generalization of some results given by Maia
» Rus [11]. For example, when g is as in example 4 we have
TueoreM 3. If

(i) there exist C > 0, such that

Uf(. f9) < edx, 3), Vs, y « X

(ii) (X, d) is a complete metri
) (X, netric space
(iii) f:(X, d) - (X, d) is continuous

(iv) there exists a mapping ¢: R+ — R+, as in example 4, such that

G0 1) < 4005, ), v %, y « X
then, Fy = {x%), and S (xg) 29, o Jor each x, « X

(Received Septamber 18, 1978)
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TEOREME METRICE DE PUNCT FIX

(Rezumat)

fn lucrare se stabilesc doud teoreme generale de punct fix., 'tcoreme ce (.:uprlnd ca gi cazuri
iculare teoremele binecunoscute ale lui: Banach, Browder, Ciric, Iseki, Maia.
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IN MEMORIAM

[Profesorul TIBERIU MIHAILESCU |

i in vi ti, p;ofesorul Tiberiu Mih#ilescy,
i je 1979 s-a stins din viat3, la Bucures : rul
fost tiittlu“:ld(e:afesd.rzazegeometﬁe a Facultifii de matematici a Universititii noastre intre anit
os ar . 4 ersit
1948 —1962.

S-a niiscut la 619 februarie 1902 in Bucuresti, unde :urmeazi (iurs‘u‘ile primare ?i.medii,
i i i i ,,Gh. Lazar’, promotia 1920.- Intimpinind multe dificultai
si a absolvit sectia reali a Licewui ,, p ! ‘ . e st ot
materiale §i nevoit de timpuriu s lucreze pentru a se mtretl'ne, el reuges c' s 3 onmne ot
diile la Facultatea de stiinte a Universitidtii din Bucuresti, Secfia ‘?e m.atex.natlcl, l“uuAl( u-si licen{a
in anul 1927. A functionat apoi o vreme ca profesor de matematicd ‘ 1‘1'1 fllvﬁtﬁnuutu‘l- ;c.ct.mdnr,
la liceele din Tirgoviste, Ploiegti, precum §i la Liceul , Dimitrie Cante.nnr din Btfcu.restl. i incepe
activitatea stiintificd din anul 1939, cind atras de opera profesorului §.§.u .(%h. Titeica, asup;a.ge?-
metriei diferentiale proiective a retelelor, publici primele lucrdri stiingifice. In anul 194-.151 ia
doctoratul in matematici la Universitatea din Bucuresti, cu o tezdi intitulatd ,,Retﬁele couj.ugntcf
cu transformatele lui Laplace in corespondentd asimptotica”. In 1943 este numit asxste‘nt si apoi
sef de lucrdri la Catedra de geometrie a Universitdtii din Bucuresti. In 1948 este numit ;txofcsor
de geometrie la Universitatea din Cluj, unde activeazi fird intrerupere pind in anul 19'62, anul
transferului su la Catedra de matematicd a Institutului de Petrol, Gaze si Geologie din Bucu-
regti. ) )

1n intervalul de timp petrecut la Universitatea din Cluj, profesorul Tiberiu Milidilescu a d.cti-
nut, de ascmenea, 5i functia de sef al Catedrei de geometrie, aducind o contributie substaniald
In organizarea invi{imintului §i a cercetirii matematice in domeniul geometriei. Acest interval _“
constituit etapa cea mai fecundi a activitatii sale stiintifice, orientatd in mod deosebit spre apli-
carea metodei reperului mobil a lui E. Cartan in geometria proicctivi. Cercetirile sale din acest
domeniu vizeazi indeosebi doud directii importante : "
mome. In cea dintii a dat proprietifi noi ale refelelor conjugate, ale retelelor Darboux-Tifeica

§i ale retelelor Terracini-Pantazi. Iy domeniul spagiilor ncolonome, inaugureazi studiul varietd-
tilor liniare neolonome din E,;

cu ajutorul metodei reperului mobil, studiind, de ssemenea, clase
remarcabile de astfel de varetdti, precum si corespondente asociate. O mare parte dintre rezul-
tatele proprii sint cuprinse i cele dous cirfi publicate de Editura Academiei §i anume Geome
fria diferenfiala proiectiva (1958) si Geometria diferenfiald proiectivi. Teoria covespondentei (1963):
l:lumeroase §i ample articole Sau memorii, publicate in revistele din {ari §i de peste hotatre, au
finalizat prodigioasa sa creatie stiintificd. Opera sa didacticii, concretizats in magistralele sale
prelegeri excelind in claritate $i rigoare, va rimine neuitati in memoria profesorilor de matema”
fi“ pe care i-a format. Erudifia sa, depisind cu mult marginile specialititii, s-a mani_festﬂ.t
L;omd:feﬁte alte forme, printre care amintim colaborarea la redactarea Lexiconului Tehnit

.

teoria refelelor §i teoria varietdtilor neolo-

Prin disparitia profesorului

u
Tiberiu Mihgilescu invagimintul i stiinga din fara nosstrd &
Pierdut pe unul dintre cel mai devotati slujitord,
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Gh. Micula, Functli spline gi aplienti,
Ed. tchnicd, Bucuresti, 1978, 341 p.

Le travail présente une synthése des princi-
paux problémes ayant trait aux fonctions spline
et & leurs applications a l'intégration numérique
des équations, a I'intégration numérique des
équations différenticlles et aux dérivées partielles
a la mécanique etc.

I’autenr aborde, dans la premiére partie du
travail, dans son ensemble de maniére systéma-
thique la problématique ayant trait & I'approxi-
mation des fonctions, a l'aide des fonctions spline
notamment l'existence des fonctions spline, les
propriétés extrémales des fonctions spline, la
convergence des fonctions spline c¢tc. Ensuite,
I'auteur aborde le probléme des fonctions spline
généralisées, a partir de certaines propriétés
extrémales de ces fonctions. A titre particulier
des fonctions spline généralisées, 1'auteur présente
les fonctions spline trigonométriques, les fonc-
tions spline exponenticlles, des fonctions spline
de Tchébycheff ectc.

L'ouvrage contient également, dans un cha-
pitre 4 part, l'extension de la théoric des fonc-
tions spline aux fonctions de deux variables.

Dans la derni¢re partic du travail on donne
un certain nombre d'applications des fonctions
spline ayant trait aux formules d’'intégration
numérique optimales, & I'intégration numérique
des équations différentielles avec des conditions
initiales ¢t des conditions aux limites polyloca-
les, a 'approximation des solutions des équation's
intégrales et intégro-différentielles, & 1'approxi-
mation des solutions de certaines classes d’équa-
tions aux dérivées partiales etc. .

Le language moderne de l'analyse fonctionnel-
le, utilisé par l'auteur pour aborder les problé-
mes ayant trait & la théorie des fonctions spline
et a leurs applications, apporte et garde une
note de clarté et de rigueur & la préséntation
du matériel et rend 'ouvrage aisément accessible
tant & ceux qui veulent effectuer des recherches
dans cette théorie qu'a ceux qui ont le désir
d’en faire des applications pratiques. ,

La plupart des résultats préseuntés dans I'ou-
vrage appartiennent en propre a l'auteur et Pnt
€té obtenus dans le cadre des recherches f:‘ntes
récemment, ce qui démontre l'affirmation d’'une
nouvelle direction de recherches de l'école d’ana-
lyse numérique de Cluj-Napoca, le mombre de

RECENZII

ceuxr qui s'intéressenr & ces problémes allant
toujours croissant.

La bibliographie comprend un grand nombre
de références, ce qui démontre l'effort fait par
lauteur de mettre & la disposition du lecteur
une source d'information aussi compléte que
possible,

Le travail s’adresse & un grand cercle de spé-
cialistes, tels que mathématiciens, physiciens,
ingénieurs, techniciens, étudiants et en général
A tous ceux qui désirent s'initier A ce nouveau
domaine des mathématiques.

ION PAVALOIU

Wolfgang Brauch, Programmierung mit
FORTRAN, B. G. Teubner, Stuttgart, 1977,
1898.

Das Buch — in dritter Auflage — bringt eine
sehr sorgfiltig geschriebene Einfiibhrung in Basic
FORTRAN IV. Es wendet sich an Ingenieur-
studenten aller FFachirichtungen und an angehende
Benutzer einer Rechenanlage denen es die Grund-
kenntnisse des FORTRAN Gebrauchs vermit-
telt. Alle im Text crscheinenden Informatikbe-
griffe werden, oft in Anlehnung an die einschli-
gigen DIN Normen definiert und erliutert. Im
einleitenden Teil des Buches werden der allge-
meine Aufbau und die Wirkungsweise einer
Rechenanlage vorgestellt. Es folgt ein geson-
deries Kapitel iiber Programmablaufpline, sodann
die Sprachbeschreibung die allgemeine Anweis-
ungen, Unterprogrammme und spezielle Eingabe
Ausgabeverfahren (Benutzen von Zweikoordina-
tenschreiber und Magnetplatten) einschliesst. Es
werden zahlreiche Beispicle und Aufgaben, sowie
die Losungen dazu gebracht.

Die Aufgabenstellung ist cinfach, leicht ver-
stindlich, und fiir dasselbe Problem werden oft
mehrere LoOsungen geboten, die die verschie-
denen Méglichkeiten der Sprache veranschauli-
chen. Die Programme wurden auf einer IBM
1130 Rechenanlage ausgefiihrt.

Ein ganz besonderer Verdienst dieses Buches
ist, dass neben den Erklirungen zu den Anwei-
sungen Ratschlige und Hinweise stehen, die
sich aus einer andauernden FORTRAN Praxis
ergeben.

FRIEDRICH LANDA
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CRONICA

Coloeviu de Geometrle si Topologio

fn zilele de 22—24 septembrie 1978 a avut .
loc la Cluj-Napoca un colocvin de geometric
si topologie organizat de citre Umver'mtat?a
,,Babeg-Bolyai”, Facultatea de matematicl, in
colaborare cu Filiala S.8.3. Cluj. In cadrul
acestui colocviu au prezentat conferinge §i co-
municiri un numér de 50 participanti din Cluj-
Napoca precum si din centrele universitare
Bucuregti, Iasi, Timigoara, Bragov, Craiova gi
Tg. Mureg. Lucririle colocvinlui s-au desfigurat
in gedinte plenare §i in urmditoarcle sectii:
Geometrie diferentiald, Topologie diferentiald,
Topologie generald, Structug geometrice.

Conferintele s-au referit la urmditoarcle te-
matici : Plane afine Barbilian, Structuri olomorfe
neolonome, Geometria varietdtilor diferentiabile,
Spatii cu tenmsor recurent. Comunicérile des-
fisurate in cadrul sectiilor de geometrie diferen-
tiala si topologie diferentiald au abordat chestiuni
legate de geomnetria spatiilor riemanniene §i cu
conexjune afini, spatii Finsler, structuri com-
plexe si aproape complexe, fibrate vectorinle
§i tensoriale, fibriri topologice. In cadrul sectiei
de structuri geometrice au fost prezentate co-
municéri referitoare la structuri Hjelmslew,
plane de translatie, teoreme de inchidere in
plane proiective generale, precum §i probleme
referitoare la geometrizarea unor teorii fizice.

sectia de topologie generali comunicirile
s-au referit la spatii de proximitate, sfere in
clanuri, spatil uniforme, structuri de convergentd,
structuri algebrico-topologice.

C}l prilejul colocviului s-a realizat un amplu
schimb de experient3 intre specialistii din diferite
centre universitare ale tirii, atit in privinta
predarii geometriei §i topologiei in institutele
de invagimint superior cit i referitor la orienta-
:l"ieoe;n eieixineralé a cercetdrii gtiingifice in aceste

Al Ill-lea Colocviu de Cereetiirl opera-
tionale

fn zilele de 20—21 octombrie 1978 a avut
loc la Cluj-Napoca al III-lea Colocviu de Cercetiri
operationale, organizat de ciitre Facultatea de
matematici a Universititii ,,Babes-Bolyai’’ din
Cluj-Napoca, in colaborare cu Facultatea de
stiinte ale naturii de la Universitatea din Craiova.
Acest colocviu, cum aratii si titlul, este al treilea
in seria colocviilor organizate pe tema cercetérilor
operafionale la cele doud universitati.

Colocviul a fost deschis de prof. dr. Ion Vlad,
rectorul Universit#tii ,,Babeg-Bolyai”, dupa care
a urmat cuvintul de salut rostit de prof. Arpad Pal,
decanul Facultdfii de matematicd a Universitatil
din Cluj-Napoca.

Lucridrile colocviului s-au desfigurat in urma-
toarcle sectii: Teoria jocurilor §i control opti-
ynal, Programare matematici, Modelarea mate-
matici in eéconomie, gtiin{i gi tehnicd §i Teoria
generald a optimizirii. In cadrul colocviului
au fost prezentate 42 de comuniciri de citre

participanti din Cluj-Napoca, Craiova, Bucuresti,
lagi, Bragov, Resita, Tisnad. La colocviu au
participat personalititi marcante din far3, spe-
cialisti cunoscufi in acest domenju. Printre
acegtia amintim: prof. dr. Irinel Drigan (Univ.
Iagi), prof. dr. Ioan Marugciac (Univ. din Cluj-
Napoca), prof. dr. Ioan Muntean (Univ. din
Cluj-Napoca), conf. dr. Aristide Leonte (Univ.
Crajova), cerc. st. pr. dr. Mihai Dragomirescu
(Centrul de statistici din Bucuregti), conf. dr.
Gabriel Orman (Universitatea din Brasov) §-a.

Colocviul a prilejuit un pretios schimb de
experientd intre specialigtii din fard care au
preocupiri din domeniul cercetirilor operationale.

Poligrafica Ciuj,

.
@ Intreprinderea

Municipiul Cluj-Napoca cd. 3015/1979



tn cel de al XXIV-lea an (1979) Studia Universitatis Babes-Bolyai apare semestrial in spe-
cialitatitle :

matematicd

fizicd

chimie
geologie-geografle
biologie

filozofie

stiinte economice
gtiinte juridice
istorie

filologie
Ha XXIV roay uananus (1979) Studia Universitatis Babes-Bolyai BHIXOAHT JiBa pasa B rox co

CAeAYIOWHMH CHelHaTbHOCTAMH :

MaTeMaTHKa
Pu3uka

XHMHS
reosiorusi-reorpapus
Grosorus
tdunocopus
IKOHOMHUECKHE HAYKH
IOPHAHYECKHE HayKH
HCTOPHSA

¢dunonorua

dans lelza:;é ;:lié{SFfIV-e année (1979)4 Studia Universitatis Babes-Bolyai paratt semestriellement

mathématiques
physique

chimie
géologie-géographie
biologie

philosophie

sciences économiques
sciences juridiques
histoire

philologie
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