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UNIFORM CONTINUITY ON SEMIGROUPS 
AND GROUPS

DONALD MARXEN*

1. Introduction and Preliminaries. Generalizations of compact semi­
groups are often considered in connection with properties of compact semi­
groups, for the purpose of determining the extent to which these properties 
hold in the more general setting (see, for example, [3], [4] and [9]). In 
this paper we investigate the class uniformizable topological semigroups. 
This class of semigroups contains the (subinvariant) metric semigroups 
as well as the compact semigroups. Several important properties relating 
to subgroups of compact semigroups are shown (§ 3) to hold for the more 
general uniformizable or completely uniformizable topological semigroups. 
For example, it is shown that subgroups of uniformizable semigroups are 
topological and that maximal subgroups of completely uniformizable semi­
groups are closed.

In section 2 uniformizable topological semigroups are characterized 
in terms of their continuous, subvariant pseudometrics.

Semigroups which have compactifications (these are necessarily uni­
formizable) were studied by D o b b i n s  in [3]. In  section 4 we provide 
necessary and sufficient conditions for a topological semigroup to have 
a compactification.

For a set A let A(A) denote the diagonal of A X X, i.e. A(A) =  {(яг, x) : 
X e X}. If T is a topology on a set X  we let [A, t] denote the topological 
space determined by A and t .

A topological semigroup is a triple (S, m, t) where [5, t ] is a Hausdorff 
space and m is a continuous, associative mapping from [5, т] X [S, t] • 
into [S, т]. We refer to m as the multiplication of S and we usually shorten 
m[A X B] to A B  and (S, m, t) to either (S, t) os simply S.

If и is á uniformity on a set A we let [A, и ] denote the uniform 
space determined by A and u, and we let T(u) denote the uniform topo­
logy relative to u. Given a topology т on A , и is said to be compatible 
with t if and only if т =  T(u). The gage of u, i.e. the set of all uni­
formly continuous pseudometrics on [A,u], will be denoted by E(u).

Given a pseudometric d on A and n N, N  the set of positive 
integers, set

V(d, n) =  {(x,y) : d{x, у ) <  2“”}.
For a family v of pseudometrics oh A the collection {V(d, n) : d e  v, n e  N} 
is a subbase for a uniformity on A. This uniformity, indicated by 

is called the uniformity generated by v.
For a topological space [A, t] a family v of pseudometrics is said to 

separate points from closed sets if and only if for each closed set F  and 
each p  e  X —F, there exists some d e  v such that

d(p, F) — inf {d(p, x)\. x  e F } >  0.
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by
If d and e are pseudometrics on X , the pseudometric d v e, defined 

(d v e)(x,y) =  max{d(x,y), e(x,y)},

is called the supremum of d and e.
The following theorem can easily be proved.
1.1. Teorema. Let X  be a topological space and v be a family-of 

pseudometrics on X  such that each member of v is continuous on X  X  X. 
Then uly) is compatible with the topology of X  i f  and only i f  the family of 
supremums of finite subsets of v separates points from closed sets.

For details concerning the theory of uniform spaces we refer the 
reader to [7, Ch. 6] and [5, Ch. 15].

2. Uniformizable Topological Semigroups. The following definition is 
taken from [9, §3].

2.1. Definition. A topological semigroup (S', m, t ) is said to be 
uniformizable if and only if there exists a uniformity и on S  such that 
t =  T(u) and да is a uniformly continuous function from [5, u] X'[S, u\ 
into [5, ú'].

I f и satisfies these conditions we say that и is admissible on (S, да, т) 
and that (S, да, т) admits и.

2.2. Example. Det (5, t) be a compact semigroup, and и be the unique 
uniformity on S compatible with t. Then и is admissible on S.

If Г is a topological subsemigroup of 5  and if и is an admissible 
uniformity on S, then T  admits the relative uniformity {U П T  X T: 
U e»}. I t  follows from 2.2 tha t a topological semigroup is uniformizable 
if it is a subsemigroup of a compact semigroup. The converse, however, 
is not true (see 4.5).

2.3 Example. If G is a topological group with equal right and left 
uniformities uR and uL, then uR is admissible on G. In  particular, each 
abelian topological group is uniformizable.

2.4 Example. Det W  be the space of all countable ordinals and let 
w denote the unique uniformity on W  compatible with the interval topo­
logy. When provided with the multiplication (x, y) -*■ max {x, y}, W  be­
comes a topological semigroup on which w is admissible.

2.5 Theorem. Let S  be a semigroup and и be a uniformity on 
S. Then the following are equivalent:

(a) Multiplication is uniformly continuous with respect to u.
(b) For each W e u  there exists a V e u  such that VV  £  W.
(c) For each U e u  there exists a V e u  such that

Д (5) F  U FA(S) £  F  £  U.
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Prof, (a) <-> (b). The product uniformity on S X S  has as a base 
the family of sets F=jt=={((s, t), (s', t')) : (s, s'), (t, t') <= V} (F e«). Moreover, 
(m X  m) [F=§=] =  F F  where m denotes the multiplication of S.

(b) —*■ (c). Given U e  и select W1 and W2 in и such that Wx Wx £  U 
and W2 W2 S  Wx. Setting W3 =  W1 (~\ W2 we have W3 W3 W3 Я U. 
Finally, set

F  =  A(S)TF3 U A(S)PF3 A (5) U W3 A(S).

. (c) —► (b). For W  ̂ u  choose U e u  and V e u  such that U о U s  W
and A(S)F U F  Д(5) £  F  s  U. If (s, s') and (t, f)  e  v  then

(st, s't') — (st. St') o (st', s't') e  U o U. .
I t  follows that F F  £  PF.

We now characterize uniformizable topological semigroups in terms 
of continuous, subinvariant pseudometrics. Recall that a pseudometric d 
on a semigroup 5 is said to be subinvariant [resp. invariant] if 
d(zx,zy) < d(x,y) and d(xz,yz) < d(x,y) [resp. d(zx,zy) = d(x,y) =  d(xz,yz)] 
for all x,y and z in. S.

2.6 Theorem. A topological semigroup (S, v) is uniformizable i f  
and only i f  the collection of subinvariant pseudometrics which are continuous 
on S X S separates points from closed sets.

Proof. Ret v be the collection of subinvariant pseudometrics which 
áré continuous oh S X  S.

Sufficiency. According to .1.1 the uniformity u(v) is compatible with t. 
Since the supremum of any two members of v is again in v, the col­
lection {V(d, n) : dev, n e N }  is a base for u(v). Furthermore, V(d, n +  1) 
V(d, n +  1) £  V(d, n) for all d and n; for.if d(x,y) <  2~”_1and d(u, v) <  
<  2 -* -1,

d(xu,yv) < d(xu,yu) -f d(yu,yv) < d(x,y) +  d(u, v) <  2~n.

Necessity. If и is an admissible uniformity an (S, t ) and if F  is closed 
in 5 and p e  S —F, there exists an e eE(u) and n 0<^N such that e(p,F) >  
>  2- ”». Select a sequence {U„ : n =  0, 1 ,...}  of entourages in и satisfying 
the following properties for all n e N  :

(i ) U n = U ~ \
(ii) U„oU„o U„ £  17„_i f) F(e, n 0), and

(iii) A(S)Un (JU,A(S) £  u„. ■
The existence of such a sequence is guaranteed by the axioms of а ипь 
formity and 2.5. Define a nonnegative, real-valued function ß on S X 5 
by ß(x, у) =  2~n if (x,y) e U n — Un - 1 and ß(x,y) =  0 if (x,y) e  JJ„ for all 
n. For X , y ^ S  set

Л(х, у) =  inf {Sgß(^., Xi+1) :■ =  x 0, xu . . . ,  xn+1 = y }
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The function if is a pseudometric on 5 and
Un £  V(d, n) £  [/„_! П V(e, n 0)

for each 11 [7, Thm. 6.12, p. 185]. Furthermore, if (a, b) e U  and ceS , 
(ca,cb)GU and (ac,bc)eU  ((iii)), hence ß(ca, cb) < ${a,b) and ß(«c, be) < 
< fj{a, b). I t  follows that d is a member of v. Finally, we observe that 
V(d, n) £  -V(e, n 0), for all n, implies that d(p, F) ^ 1.

Using 2.6 we can now define admissibility of a uniformity in terms 
of its gage. The following result is Theorem 2 of [9, p. 29].

2.7 Let (S, t) be a topological semigroup. A uniformity U on S is 
admissible on (5, t) if and only if т =  T(u) and the gage of и has a base 
consisting of subinvariant pseudometrics.

2.8 Example. Let A be a normed. complex algebra with norm || || 
[10, Sec. 18.1]. Denote by S the topological semigroup whose space is 
the open unit sphere { x e  A : \\x\\ <  1} and whose multiplication is defined 
by that of A. If d represents the norm metric on S then d is subinvariant 
and u({d}) is admissible on S.

2.9 Example. Let (R , + ) denote the additive group of reals together
with the usual topology, let | | denote the absolute value metric and
let C denote the uniformity generated by the set of all pseudometrics 
ф/(х, y) =  \f{x )—/(у) I where / :  R -* R  is continuous. Clearly, | | is
invariant and hence generates an admissible uniformity on (R, + ). The 
uniformity C, on the other hand, is compatible with the topology of R 
but is.not admissible on (R, + ). Consider the function g : R —► R  defined 
by S{x) — an(i e >  0. Choose n s N  such that 2~" <  e and le tw siV  
be chosen arbitrarily. If e is subinvariant on R  and x, у  e i  satisfy 
e{x, y) <  2~m, select a ^ R  such that x +  у  +  2a >  0 and 2a \x — y\ >  
>  2~” — \x — y\(x + y ) . Then {a +  x, a + y )  s F(e, m) while фe(a +  x, 
a -f- y) >  2~n.

I t was shown in 2.2 that subsemigroups of compact semigroups are 
uniformizable. This property does not characterize uniformizable topolo­
gical semigroups as we will see in §3. However, it can be shown that 
each uniformizable semigroup is densely embeddable in a topological 
semigroup admitting a complete uniformity.

2.10. Definition. A topological semigroup S is said to be completely 
uniformizable if and only if S' admits a uniformity и for which [S, u) is 
a complete uniform space.

2.11. A topological semigroup S is uniformizable if and only if it is a 
dense subsemigroup of a completely uniformizable topological semi-group.

Proof. If и is an admissible uniformity on S, the multiplication of 
S  extends to a uniformly continuous, associative binary operation on 
the completion of [S, и].

3. Subgroups of Uniformizable Topological Semigroups. Several impor­
tant properties of subgroups of compact semigroups remain true if we
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assume uniformizability or complete uniformizability in place of com­
pactness. Theorem 3.1 below follows immediately from 3 of [9]. For the 
sake of convenience we include its short proof.

3.1 Theorem. Let G be a topological semigroup which is also an 
abstract group. I f  и is an admissible uniformity on G then x —*■ x~x is 
uniformly continuous with respect to u. In-particular, G is a topological 
group.
■ r Proof. If d is subinvariant on G then d is invariant and d(x, y) =  
=  d(x~1, y - 1) for all x, y  s  G. Therefore, V(d, n)-1 =  V(d, n) for 
each n. .

3.2 A subgroup of a uniformizable topological semigroup is a topolo­
gical group.

As a corollary we obtain the following well-known result [6, 1.5, 
P- 13].

3.3 A subgroup of a compact semigroup is a topological group.
3.4 Remark. Recall that 3.2 does not generalize to the class of all 

topological semigroups. For example, the additive group of reals together 
with the topology generated by {[r, s) : r <  s} is a topological semigroup 
but not a topological group. This example also serves to point out that 
uniformizability of the underlying space does not imply' uniformizability 
of the semigroup.

■ > We now turn our attention to  the. class of uniformizable topological 
groups. Theorem 3.5 below, which provides a characterization of this class, 
was proved independently by G. De M a r c o  [2] and ,the author [8].

In view of 3.1 a topological group (G, t ), admits a uniformity и if and 
only if both operations are uniformly continuous with respect to u. 
Let uR and uL denote respectively, the right and left uniformities on G. 
I t  is well-known [1, §3 Exer. 3, p. 306] that equality of these uniformities 
implies the uniformizability of G ; in particular, ùR is admissible on G 
if (and only if) uR =  uL. Furthermore, equality of uR and uL is a necessary 
condition for uniformizability and, in fact, uR is the only possible admis­
sible uniformity on G. Suppose w is admissible on G and let v0 be the 
set of invariant pseudometrics in the gage of w. Since v0 is a base for 
E{w), {V(d,n): á e v 0, n е Щ  is a base for w consisting of invariant 
entourages. According to [1, §3 Exer. Í, p. 306], w coincides with uR. 
This completes the proof of

,3.5 Theorem. Let G be a, topological group and let uR and uL denote 
its right and left uniformities respectively. The following are equivalent :

(a) G is iuniformizable.
(b) uR and uL are identical. -
(c) uR is the unique admissible uniformity on G.
Examples of topological groups with distinct right and left ■ unifor­

mities are found in [1, §3 Exer. 4, p. 306} and [7, 0(d), p. 210] (See
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Example 3.11). There;existence, of course, implies that the class of uni- 
formizable semigroups fails to contain the class of topological groups.

The next result is Corollary 1, §3.3 of [1, p. 245].
3.7 If G is a locally compact topological group then [G, uR] is a com­

plete uniform space. •
3.8 A locally compact subgroup of a uniformizable topological semi­

group 5  is closed in 5.
3.9 A locally compact subgroup of a compact semigroup 5 is closed 

in S.
3.10 A connected, uniformizable semigroup has no proper, open 

locally compact subgroups.
3.11 Example. Det S' denote the topological semigroup whose under­

lying" space is Euclidean 2-space and whose multiplication is defined by 
((x, y), (u, v)) -*■ (xu, XV  +  y). The open (but not closed) subgroup G =  
— {(#, y) s  5 : X  Ф 0} is a locally compact topological group. According 
to. 3.10 (or 3.8) 5 is not uniformizable. That S is not uniformizable also 
follows from 3.5 since the right and left uniformities on G are distinct.

3.12. Eet (Ä, X) denote the multiplicative semigroup of real numbers 
with the usual topology. This semigroup is not uniformizable since its 
subgroup R  — {0} is locally compact but not closed.

The closure of a subgroup of a compact semigroup is a topological 
group [6, Thm 1.5, p. 13]. This important result follows immediately 
from our next theorem.

3.13. T h e o r e m . The closure of a subgroup of a completely uni­
formizable topological semigroup is a completely uniformizable topological 
group.

Proof. Ееt  5  be a topological semigroup and lej и be an admissible 
uniformity on S  such that [5,«] is complete. If G denotes the closure 
of a subgroup G of 5  and Ü the_relative uniformity on G, then [G, 0]  
is the completion of [G. UR] and (G, T(U)) is a_topological group ([1, Ch. 
I l l ,  3.4]). Finally, U. is admissible on (G, T(U)) since multiplication on 
G is uniformly continuous with respect to UR.

3.14 Each maximal subgroup of a completely uniformizable topolo­
gical semigroup is closed.

3.15 Example. Eet Q denote the rationals and let 5  be the subsemi­
group {q -J- n*]2 : q<sQ, n — 0, 1, .. .} of the additive reals with the usual 
topology. Then 5 is uniformizable but not completely uniformizable. 
Observe that Q is a maximal subgroup of S  which is not closed.

4. Compactifiable Semigroups. In  [3] D o b b i n s  investigates the 
kernel of a locally compact, compactifiable topological semigroup and 
provides a necessary and sufficient condition for a topological semigroup 
to have a metric compactification. As we have already observed (2.2), 
uniformizability of a topological semigroup S is a necessary condition



for S to hâve a compactification. In this section we charácterizé cömpacti- 
fiable semigroups in terms of' their continuous pseudometrics.

Recall that a uniformity « on a space X  is said to be precompact 
if the completion of [X , îi] is a compact space.

4.1 T h e o r e m . A topological semigroup S has a compactification i f  
and only i f  there, exists a precompact uniformity и admissible on S.

Proof. Ret S 0 be a compactification of S, let u0 denote the. unique 
admissible uniformity on S 0, and let и be the relative uniformity on S. 
Clearly, и is admissible on S and, since [S0, îi0] is the completion of 
[5, и], и is precompact. The converse follows from the proof of 2.11.

4.2 T h e o r e m . A topological semigroup S has a compactification i f  
and only i f  the collection of totally bounded, subinvariant pseudometrics 
which are continuous on S X S, separates points from closed sets.

Proof. According to 2.7 and 1.1 a uniformity и is admissible on 5 
if and only if the subinvariant .members of its gage separate points from 
closed sets. The result now follows from the fact that и is precompact 
if and only if each member of its gage is totally bounded [5, Thm. 15:16].

4.3 [3, 2.2]. Ret 5 be a topological semigroup whose underlying space
is metrizable. Then S' has a metrizable compactification if and only if 
the topology of S' is determined by a totally bounded, subinvariant 
metric. '

4.4 Example. Ret T  be the additive semigroup of nonnegative reals 
together with its usual topology and let d be the metric on T  defined 
by d{x,y) =  \e~x — e-y|. The uniformity generated by d is an admissible 
precompact uniformity on T. Given any c, x  and y ^ T ,

d(x +  с, у  +  c) =  d(c 4- X , c +  y) =
=  e~c\e~x — e~y\ < \e~x — e~*\ — d(x,y),

hence d is subinvariant. Suppose now that d is not totally bounded. Then 
for some s >  0 there exists a sequence x„ in T  such that

tl— 1
xk e  T  — U  {x : d(x, xk) <  s}.> . ■ h=1 . . . .

This is impossible since e~x is bounded on T. The completion of 
[T,u(d) ] is precisely the one-point compactification T (J { oo} of T. The point 

со becomes zero element relative to the extended operation on T  IJ { со}.
4.5 Example. The additive group of reals (R, + ), with the usual topo­

logy, has UR as its unique admissible uniformity. Since R  is complete, 
but not compact relative to UR, (R , + )  fails to  have a compactification.

Other examples of non-compactifiable semigroups include 3.4, 3.11,
3.12 and 3.15.

UNIFORM CONTINUITY ON SEMIGROUPS 9
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A topological space X  is called pseudocompact if every continuous 
function of X  into the reals is bounded. 'These spaces are precisely those 
for which every compatible uniformity is precompact’ [5, 15Ç.1, P- 237].

4.6 A pseudocompact topological semigroup has a compactification 
if and only if it is uniformizable.

4.7 Example. The topological semigroup W  of 2.4 is pseudocompact 
and uniformizable and therefore has a compactification. The compact 
semigroup W* of all ordinals less than or equal to wx and multiplication 
defined by (x, y ) —► max {x, y} is the unique compactification of W.

(Received March 15, 1975)
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CONTINUITATE UNIFORMĂ PE SEMIGRUPURI ŞI GRUPURI 
( R e z  u m a t)

Se studiază semigrupurile uniformizabile şi acele subsemigrupuri ale acestora care sínt 
grupuri. Se dau caracterizări ale semigrupurilor topologice uniformizabile şi ale celor com- 
pactifiabile.
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ASUPRA METRIZABIUITĂŢII SPAŢIILOR A„ T -RECURENTE

P. EXGHIŞ

Fie A„ un spaţiu cü conexiune afină cu torsiunea în care notăm r;* 
componentele conexiunii afine şi cu T\h = Yljk — Fţ. componentele ten- 
sorului de torsiune. • ' '

Spaţiul A n se numeşte 7-recurent, sail de-torsiune recurentă [2] dacă 
există un vector covariant cp, astfel ca

ткг = '<?гr;k . (î)
unde prin virgulă este notată derivarea covariărită în raport cu conexiunea
Vj„- . -

Contractînd relaţia (1) în г şi j  se obţine
Tk,r = 9rTk (2)

unde Tk este vectorul de torsiune, deci [2] într-un spaţiu A„ Г-recurent 
vectorul de torsiune este şi el recurent cu acelaşi vector de recurenţă.

Considerînd [6] tensorii ce se obţin din tensorul de torsiune prin 
produs tensorial sau produs tensorial contractat

r7~'i rŢ^k r j- \i rjm k rŢ-' i  'Ţ 'S 'Ţ 'j ___  rT' / Q \
jh -L pr* I- jh J- ipj -L jk  -*■ sit -*■ jk *  ip —  kp

se constată de asemenea [2] că într-un spaţiu A„ Г-recurent şi ei sínt 
recurenţi de vector 2cpf.

Dintre tensorii definiţi de relaţiile (3) considerăm tensorul

Tkp =  T)kT\p (4)

care este tensor simetric, numit [6] tensorul pătratic de torsiune şi aplicînd 
identităţile lui Ricci obţinem :

kp, mn -  Гkp, nm — Г hmnTsp +  TpmnT ks Г mn Г kp, s

Ţinînd seama că într-un spaţiu A„ Г-recurent tensorul patratic de torsiune 
este şi el recurent [2] de vector 2cp, avem

2(<p»i,я — 9«,»>) Tkp— ГkmnTsp -f- Гspm,iTks —• 2<psT„mTkp
şi cum

9m, n 9», m »̂>9m " ^m9n ~  ?s Y'ma
rezultă

YkmnTsp -f- ГpmnTks — 2(d„<pm — dmcpn) TkP 

iar dacă vectorul de recurenţă cp, este gradient avem
(5 )
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Avem deci :
Propoziţia 1, într-un spaţiu A„ T-recurent, tensorul patratic de 

torsiune satisface relaţiile (5), iar dacă vectorul de recurenţă <pr este gradient 
atunci satisface relaţiile (6).

Definind într-un spaţiu A n [4], [5] lungimea unui vector °?(»*) care 
are originea într-un punct regulat (dk), printr-o funcţie analitică Ц х\ v'), 
(i — 1, . .  . ,n) ce satisface condiţiile

a) X este o funcţie omogenă de grad unu în raport cu v*
b) X se conservă prin transportul paralel al vectorului "f dintr-un 

punct (xk) într-un punct infinit vecin (xk -f- dxk)
c) X este invariantă la transformările de coordonate se obţine sis­

temul
i dx ^

dvi

—- - . i y  — =  o
dxk dv*

w< , dXh A

№ ri,- )»<£■  = o
dvh

(7)

pe care trebuie să-l verifice funcţia X, cu condiţiile de compatibilitate :

а £ Г ^ =  0

pÄ _ t РЧ p*
ijk, r —  \rjhr ipq t

m — 1, 2, '. . (n — 1) (n — 2)
12

ps pA _ ps pA __ ww pA
* ijk^-spq *• ipq sjk —  vjkpq imn

(8)

Un astfel de spaţiu se numeşte spaţiu A n metrizabil.
Să stabilim în ce condiţii un spaţiu A„ Г-recurent este metrizabil, 

adică admite ca invariant ataşat unui vector o funcţie

X =  Ve-*r*t>*®* (9)
cu det. Thp Ф 0, funcţie ce să reprezinte lungimea unui vector, deci să 
satisfacă sistemul (7), unde <p este deocamdată arbitrară, iar Tkp tensorul 
patratic de torsiune.

Impunînd funcţiei X condiţia ca să satisfacă sistemul (7) se constată 
că prima ecuaţie este idenţic satisfăcută. Ecuaţiile doi şi trei devin :

2dk'?Tm, r v n +  dhT mnvmv" -  YnjkTmnvh m -  TŢkTmuv'vn =  0 

TmnT4ţtv<v" +  TmnVrjpv'vm =  0
(10)



UÊfRiZABiÎTTATÈA  SPAfílf-OR Án  Г-áEC Ü RÍfA I Í3

în  prima ecuaţie (10) introducînd înlocui derivatei parţiale derivata 
covariantă şi ţinînd seama de faptul că Thp este recurent cu vector de recu­
renţă 2<p„ iar în ecuaţia a doua permutînd convenabil indicii de însumare 
obţinem : .

(dk<? -  Фа) Tmnvmvn - 0,, (ГЦГ,.Я +  Г‘,РТШ) vmvn =  0. (11)

Ecuaţiile (11) trebuind să fie identic satisfăcute în raport cu componentele 
V' ale vectorului şi cum Tkp Ф 0 prin ipoteză rezultă că pentru ca (9) să 
fie o soliiţie - a sistemului (7) trebuie ca

Фа =  ^ aФ Şi ^ m jp T in -)- Г n jpŢ im =  0  (12)

Prima relaţie (12) impune vectorului <pf dé T-recurenţă condiţia de 
a fi gradientul funcţiei <p, iar a doua relaţie (12) este relaţia (6) care con­
form propoziţiei 1 este satisfăcută într-un spaţiu A n T-recurent cu 
gradient de recurenţă. Se constată imediat că dacă ga — е - г̂ Тц atunci 
gij, г =  0 şi avem :

P ropoziţia 2. Un spaţiu A n T-recurent în care det. Ткр ф  0 este metri- 
zabil, daca şi numai dacă vectorul <pr de T-recurenţă este gradientul unei 
funcţii scalare <p, tensorul metric fiind  gÿ — е-^Т ц .

Introducînd definiţia dată de A. H  a i m o v i c i [3] unghiului a două 
direcţii (X% (Y‘), dintr-un punct al unui spaţiu A„ ca o funcţie V(x\ 
X ‘, Y*) ce satisface condiţiile :

a) V  este funcţie ompgeriă de grad zero în raport cu componentele
X ' şi Y' separat ■ ,

b) V este invariantă la transportul paralel al direcţiilor X* şi Ÿ* de-a 
lungul unui arc de curbă infinitezimală

c) V  este invariantă la transformările de coordonate, se obţine sis­
temul

X ‘ —  =  0 Y*
dXi

dV
dY>

r"'Ц**'

dV
dxi

dV

; - г ц х . d]f+ Y„dV_ 
dXi dYi =  0

+  Y» — 1 =  0
dXh . . dY»J

(13)

ce trebuie să-l verifice funcţia V pentru ça spaţiul A„ să admită o . metri­
că unghiulară de forma

cos 'V  = (14)

unde Tij este tensorul patratic de torsiune.
Spaţiile A n ce admit o metrică unghiulară de această formă, au fost 

numite [5] .ff-metrizabile.
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Punînd condiţia ca funcţia V  definită de (14) să verifice sistemul (13) 
se constată că primele ecuaţii sínt verificate. Pentru ecuaţiile doi ale 
sistemului (13) se obţine

(2TmnTPqTiKj -  TlkTPgTmnJ -  TikTmnTPiij) X iX mX nY>‘Yn^  =  0
Spaţiul A„ fiind presupus însă T-reeurent, tensorul patratic de torsiune 
este şi el recurent de unde rezultă că aceste ecuaţii sínt identităţi.

Pentru ecuaţiile trei ale sistemului (13) avem

2TmnTPi(Tstr sk]h + ■  TskTÎjh) —  TlkTPq(Tsmr Snß +  TsnTsmjk) —

-  TikTm„(Tspr sgjh +  Tsgr sm) X>X”>X”Y*YPY“ =  0
care dacă ţinem seama de (5) rezultă că şi ele sínt identităţi şi avem

P r o p o z iţ ia  3. Spaţiile A „ T-recurénte sínt totdeauna H-metrizabile, 
metrica unghiulară fiind dată de (14).

(Intrat in redacţie Ia 21 mai 1974)
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SUR LA MÉTRISABILITÉ DES ESPACES A„ Г-RÉCURRENTS
(Résumé)

Dans le travail on étudie le problème de la métrisabilité des espaces A n T-récurrents. 
On montre que les espaces T-récurrents sont toujours H-métrisables et si le vecteur de 
récurrence est gradient, alors ils sont métrisables.
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SPAŢII METRICE B(G.,S,L) (II)

ANGELA VASIU

în  această notă se continuă studiul spaţiilor metrice asociate unui 
grup abstract G, ce admite un sistem de generatori 5' format din elemente 
de ordinul doi, introduse în [7]. .

§ 1. Snop Normal. în  acest paragraf vrem să studiem mulţimea 
planelor perpendiculare pe; un plan a. Teoremele pe care le vom demonstra 
ne vor conduce la concluzia că dacă й ёС , centrul grupului G atunci mul­
ţimea planelor perpendiculare pe,.я sínt cuprinse într-un singur snop de 
plane. J

T h e o r e m  A 1.1. Prin orice punct Р(у)=Гя există o dreaptă perpendiculară 
pe ' planul a. Ea este unică dacă P(y) nu este un pol pentru planul a.

, , Demonstraţie., Dacă P(y) ф P(y°j, adică dacă P(y) nu este polul lui 
a atunci conform teoremei 2.5 din [7] P(y) şi P(ya) sínt jonctibile şi fie 
X , у  e  Ру) П P(ye) atunci xa, y a<sP{ya) П P(y). Pe baza teoremei 1.2 
din [7] D(x,y) =  D(xa, y a) = D(x, y a) = D (x,y)a, adică D (x,y) este unica 
dreaptă perpendiculară pe planul a. ■ . '

Dacă P(y) este polul lui a, atunci orice’dreaptă determinată de au 
a2, a3 unde аъ аг, a3 e P(y) este perpendiculară pe planul a avînd în vedére 
teorema 4.4 din [5].

Eema 1.1. Planele perpendiculare pe un plan a nu aparţin unui fas­
cicul. : .

Demonstraţie. Dacă punctul propriu nesingular P(f)~=Pa, care conform 
teoremei 2.3 din [7] există, este un pol, teorema este demonstrată. în  
caz contrar fie D = D (a lt bt) dreapta perpendiculară pe planul a prin 
P(y). Punctul propriu P(y) fiind nesingular există un plan c f e D ^ ,  b±) 
şi cx Atunci b i Fi e Р г punctul determinat de planul a şi dreapta 
D(a1 Ьг). Atunci P f  este un punct cu proprietatea că Pcf  =T a şi P ţ1 I 
D(ax, b]). Dreptele perpendiculare pe a prin P(y) şi P í1 sínt distincte,
ceea ce demonstrează teorema:

1 ., . _
. T e o r e m a  1.2. Dacă a, b, c Lu, abc&S şi P{a,b, cfLLu atunci oricare 

ar f i  d e  P[a, b, c) este perpendicular pe u.
Demonstraţie.. Dacă u~eP(a, b, c) atunci avînd în vedere teorema 1.4 

din [7], din. iŢsP(a, b, c) rezultă că du е  Р(я, b, ç) dacă şi numai daca dLu. 
Să arătăm că du^P(a, b, c).

Avem abcd = e f^ S 2 atunci (abcd)u'=  (ef)u =  e1f 1 e  S2, dar (abcd)u — 
=  aubucHdu =  abcdue S 2 şi deci du>e P(a, b, c) adică d Lu.

Тесжема 1.3. Dacă a, b, c, d ^ S  şi u~&C atunci din à Lu, b Lu, cLú, 
d Lu ■ rezultă abed e  S2.

Demonstraţie. Din existenţa a patru puncte proprii necoplanare 
(teorema 2.3 din [7]) avem un punct propriu Р(у)=Ги. Atunci pentru două 
plane distincte а ф b există un plan a '^ P { y) astfel că a'<^P(a,b) deci
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aba' <̂ S, dar conform proprietăţii de simetrie a relaţiei ternare p definite 
în S în [6], avem de asemenea a'ab^S. Fie a'ab = b' deci ab =  a'b'.

în  acest caz abcd =  a'b'cd cu a' e  P(y). în  mod analog pentru dreapta 
determinată de b' şi c există un plan b" e f (y )  cu proprietatea b'c = b"c". 
Se obţin în acest fel relaţiile ;

abcd =  a'b'cd — a'V'c'd =  a'b"c"'d' cu a.', b", c '"sP (y ),

Planul a’ e  D(a, b) cu a, b Lu  atunci conform teoremei 1.2 din [7] a' Lu. 
în  mod analog b", c'” sínt perpendiculare pe planul u.

Dacă P(y) nu este un pol al planului u, atunci conform teoremei 1.1 
a', b", c'" sínt incidente cu dreapta perpendiculară pe и prin P(y) şi deci 
a'b"c'”d' =  abcd e  S2.

D.aeă P(y) este un pol al planului и şi celelalte trei puncte proprii din 
teorema 2.3 din [7] sínt incidente cu u, raţionamentul nu poate fi condus 
în acelaş fel. în  acest caz presupunem contrariul, că abcd "if S 2. Să arătăm 
că atunci1 u ^ C ,  contrar ipotezei.

Din abcd 1=F S2 rezultă că nici un produs format cu trei elemente din 
a, b, c, d nu aparţine la S conform proprietăţii 2 a relaţiei de incidenţă quater­
näre 0 definită în S [6]. în  acest caz cele patru plane determină patru 
punctenecoplanare P 1=p(a,bJc), P 2 =  P(a,b,c) P 3 =  p{a,cd), P  =  P(b,c,d) 
Déoárece oricare trei puncte necoliniare nu conţin planul и, и poate apar­
ţine la cel mult două din ele pentru că în caz contrar и ar coincide cu 
a. b,c sau if în contradicţie cu ipoteza a, b, c, d diferit de и deoarece a,b,c,dLu. 
Conform teoremei 1.2 orice plan prin punctele P { i =  1, 4 neincidente 
cu и este perpendicular pe planul u. Printre punctele Р,- care sínt neinci­
dente cu и cel puţin unul este diferit de P(y), punctul propriu care este 
un pol pentru u.

Notăm Q =  P 4- un. punct diferit de P(y). Atunci, dacă x  este un plan 
oarecare neincident cu P(y) sau Q, considerăm dreapta determinată de 
x  şi un plán у  e  Q, p(x, y). Deoarece P(y) este propriu, există 'un plan 
z e  D(x,y) pi P(y). Plaiiele y, x  aparţin dreptei D(x,y), sínt perpendiculare 
pe planul u; deoarece orice plan prin Q şi P(y) este perpendicular pe planul u, 
deci conform teoremei 4.4 din [5] dreapta D{x,y) J.u, iar pe baza teoremei 
1.2 din [7] şi planul zLu. Aceasta înseamnă că orice plan al spaţiului asociat 
este perpendicular pe и şi deci и e  C, care demonstrează teorema.

Definiţia 1.1. Dacă pentru un plan a există un snop de plane P  cu 
proprietatea xa =  x este echivalent си х ^  P  sau x  =  a îl numim snop nor­
mal al lui a şi îl notăm cu P{a).

Avînd în vedere proprietatea de simetrie a relaţiei de perpendiculari­
tate, pentru două plane a, b~ë= C, a P(b) este echivalent cu b e  P(a).

§ 2. Proprietăţi metrice ale dreptelor şi punctelor proprii.

Teorema 2.1. Dacă al=C şi D este o dreaptă-proprie atunci există un 
Plan b,bLa cu b ^D . .
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Demonstraţie. Dacă a e  D atunci, deoarece D este proprie, există 

un plan b e  P[a) f] D, şi deci b i  a eu b s  D. ■'
Dacă « i f l ,  considerăm un punct propriu Р г, Р г I  D, atunci con­

form teoremei 1.1 există o dreaptă Dy D1IP 1 şi t>i ± a. Dreptele D şi 
D± sínt incidente cu punctul P u propriu deci există un plan b <=Dx IJ D, 
atunci b este planul căutat, avînd în vedere teorema 1.2 din [7].

Consecinţă. Din a, b I  D şi a, b _L c rezultă a = b sau f l i c .
Teorema 2.2. Dacă P este un punct propriu, atunci oricare ar f i  D o 

dreaptă, există un singur plan b, b I  P şi b _L D.
Demonstraţie. Conform teoremei precedente pentru un plan x  e  D 

există o dreaptă D-JP şi D1 ± x  şi la fel pentru un plan y, x  =  y, y  e  D 
există o dreapta D2, D J P  şi D2 1  y. Dreptele Dj_ şi D2 fiind incidente cu 
un  punct,propriu există un plan b, b ^  D1 Ç\ D2 şi deci b _L x  şi b A. y  adică 
b _L D şi ЫР Dacă PID  atunci b este planul determinat de P, P(x) 
şi P(y).

Te  orema 2.3. Snopurile normale ale planelor incidente cu o dreaptă 
dacă nu coincid sínt coliniare.

Demonstraţie. Dacă două snopuri P(a) şi P(b) sínt distincte atunci 
conform teoremei 2.5 din [7] ele sínt joctibile, adică există x,y e  P(a) f") 
Ç\ P{b) adică x, y  A. a, b. Conform teoremei 1.2 din [7] orice plan care 
aparţine dreptei D (x,y) este perpendicular pe a şi de asemenea pe b, deci 
orice plan care aparţine dreptei D (x, y) =  D(P(a), P(b)) este perpendicular 
pe dreapta D(a, b) şi invers, deci snopurile de plane perpendiculare pe 
D(a, b) sínt coliniare.

Definiţia 2.1. Dreptele D(a,b) şi D{P{a), P(b)) dacă P(a) =  P(b) se 
numesc drepte polare.

. Observaţie. Dreapta D(a, b) este polară D(P(a), P(b)} şi D(P{a), P{b)) 
este polară dreptei D(a, b) şi se numesc polare reciproce.

§ 3: Axiomele metricii neeuclidiene, euclidiene şi supereuclidiene.
în  § 1 al acestei note am văzut că fiecărui plan a e  C i se asociază în 
mod unic un snop normal. Reciproca acestei proprietăţi nu este adevărată 
în orice grup (G.S) care verifică sistemul de axiome din [5]. Există grupuri 
(G.S) în care la plane distincte corespund snopuri normale distincte, după 
cum există grupuri (G.S) pentru care această proprietate nu are loc.

Această proprietate conduce la o diferenţiere a grupurilor (G.S) care 
satisfac axiomele A, B, C din [5] prin axiome auxiliare.

Axioma NE. Dacă a,b,c _L x ,y  atunci abc e  S.
Axioma E. Există cinci plane a, b, c, x, y  astfel ca a, b, c _L x, у, x ф y  

şi abc~ë S şi nu există şase plane a',b ',c',x',y',z' astfel ca a',b',c' _L x ',y ',zr 
astfel ca a'b'c'~&S şi x'y'z'~<=S şi P{a', b';,c') ф P (x',y ',z').

Axioma SE. Există şase plané a,b ,c '±  x ,y ,z  astfel ca abc S  şi. 
хуг!Ф S cu P{a,b,c) ф P{x,y,z). 2

2 -= Mathematic» — Ш0
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Definiţia3 .1. Planele a şi b cu афЪ, a, b S se zic paralelé dacă 
P{a) =  P{b) şi le notăm prin a\\b.

Planele x.y din axioma E  sínt paralele deoarece P(x) =  P{y) =  P(a,b,c), 
de asemenea planele x, y  ■ şi z şi a, b. şi c din axioma SE sínt paralele 
adică x\\y\\z\\x- şi в||&||с||й.

Axioma N E  are loc în cazul geometriilor de tip neeuclidian ş i vom 
spune că ea caracterizează metrica neeuclidiană, iar axioma E  are loc în 
geometrii de tip euclidian şi vom spune că axioma E  caracterizează 
metrica euclidiană. , .

Axioma SE  caracterizează o altă clasă de geometrii pe care le numim 
geometrii de tip supereuclidian şi vom numi metrica definită prin axioma 
SE  metrică supereuclidiană.

(Intrat hi redacţie la 8 ianuarie 1974)
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ESPACES MÉTRIQUES S (G, S,. JJ  (II) . .
• • (Résumé).

Dans\ cette* note on étend l'étude des espaces métriques S (G, S, JL ) introduits dans 
[7]. Les théorèmes établis conduisent à une division des espaces $(G, S, A) en espaces avec 
une métrique non-euclidienne, euclidienne ou supereuclidieune.
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SECŢIUNI RECURENTE ARE UNUI FIBRAT VECTORIAL 
ÎN RAPORT CU O REGE DE DERIVARE (II)

PROFIRA SANDOVICI

3. Condiţii necesare şi suficiente pentru existenţa unei secţiuni меЦ,  
y-reeurentă Homomorfisniul A0 : (bPa -* P \{ 0 }  (=  GL (R R)) defineşte o 
reprezentare liniară a grupului <1R0 în R :

Фp„X R R : {a, r) Ao^-1)?-. (3.1)
Vom nota prin s {P[p0]) .fibratul asociat cu fibratul de olonomie P[pf\ 
şi de fibră tip R, pe care grupul Ф?0 acţionează prin (3.1). Din (2.4) 
rezultă :

P ropoziţia 3.1. Funcţia f ,0 : P [p 0] -*• R, care se asociază unei secţiuni 
и e  s  SI-recurentă prin (2.1), corespunde unei secţiuni a fibratului e {P[pa])r 
în izomorfismul ce există între &(M)-moăulul secţiunilor lui s(P[^)0]) şi 
Sr(M)-modulul ФР-funcţiilor P [pf\ -*R.

P ropoziţia 3.2. Următoarele două condiţii sínt condiţii necesare şi sufi­
ciente pentru ca să existe o secţiune и  e  2  y -recurentă :

1. Pentru un p 0 e  Pt grupul de olonomie ФРо al conexiunii Г invariază 
un subspaţiu de dimensiune 7 al spaţiului vectorial F, deci există i ,  e f  
astfel ca й 0ф 0,

Л(й-1) й0 =  A0(a)û0 У/а s  ФРа (3.2)
2. Fibratul e(P [ÿ0]), asociat fibratului de olonomie P [pf\ şi de fibră 

tip R ре саге ФРа acţionează prin (3.1), admite o secţiune care nu se anulează 
pentru nici un punct x e  M.

Dacă condiţiile 1. şi 2. sínt satisfăcute într-un punct p 0 e  P, atunci 
ele sínt satisfăcute în orice alt punct al lui P. ■

Demonstraţie. Ne interesează în primul rînd în ce măsură condiţiile 
1. şi 2. depind de punctul p 0 e  P. Fie deci p x s  p  un punct care nu 
aparţine lui P[p<f\, deoarece în caz contrar avem ФРо =  Фл şi P[po\ =  
— P[pi\- Putem să presupunem fără a pierde din generalitate, că p x =  
=  p ag. Atunci Фл =  £_1ФЛ£ şi pentru a' =  g~xag e  Фл avem

Л(й-1) й„ =  H(g) át(a'-1) á lfe '1) û 0

Ţinînd seamă de (3.2). deducem că ФРг invariază subspaţiul lui F  subîntins 
de ux =  <a(g_1) il0, şi anume avem

Ща’- 1) üx — ’kfa ') üx V«' e  ФА,
unde

Ы«') -  *o(«) V« e  Фр. V e '=  g^ag  e  ФА. . (3.3)
Să presupunem acum că fibratul z{P[p0]) admite o secţiune a cărei 

Фp, — funcţie este f 0 : P[p0] -*■ R.
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Definim. în, acest caz funcţia f x : P[p  -► R  astfel: ca ffp g ) =  fo(P) V p e P  
[pô\- Arătăm că f x este o Ф^-funcţie. Intr-adevăr, din definiţia lui f x 
avem pentru p ' =  pg s  Фл şi a' =  g~4g e  Фл, / ^ V )  =  А {р^~гаё) =  
=  fiiPag) =  fo(Pa)- Apoi, din faptul că /„  este о Ф^-funcţie rezultă din 
relaţia de mai sus şi din (3.3) ffp'a.') =  X0(«) f 0(p) =  M a') f fp ')  \jp ' e  
e  P[Pii V « 's  Ф*>„. Rezultă de aici existenţa unei secţiuni a fibratului 
S(-P[^i]) definită de funcţia /j. Am stabilit astfel că. dacă condiţiile 1. şi 
2. sínt verificate în punctul p 0 ^  P, atunci ele sínt satisfăcute şi în 
punctul p x e  P.

Necesitatea condiţiilor 1. şi 2. rezultă din propoziţiile 1.3, 2.1 şi 3.1. 
Să demonstrăm suficienţa lor. Presupunem ' deci existenţa unui element 
û 0 e  F  avînd proprietatea (3.2) şi à unei secţiuni a fibratului e(P[ji>o]) 
a cărui Ф^-funcţie să o notăm prin /„. Admitem deci existenţa unei funcţii 
fo ■ P[Po] -*■ A astfel _ încît f 0(pa) =  X0(a) f 0{p)yp e  P [pf\ V« e  Фл . 
In  aceste condiţii definim funcţia

u : P - + F ,  Цр) =fo(P) щ у р .  ş  P[pa1 Vp0 s  P  (3.4)
Arătăm că ü este o G-funcţie. Fie p  <= p  şi g .<= G elemente arbitrare. Să 
presupunem întîi că p, pg e  Р[р0]. Atunci avem din (3.4) şi din (2.4), 
(3.2),

4Pg) = MPg) «o = Mg) МР)й0 — foiP) «o = ^G r1) 4P)-
Dacă p  e  P[p0] şi pg e  P jj^J, atunci din (3.4), (2,6), (2,5) deducem 

ü(/>g) =  fiiPg) 4  =  foiP) <&(g-1) 5 0 =  ^(g-1) de unde rezultă că й este 
o G-funcţie pe P  cu valori în F.

Dar, după definiţia (3.4), й este astfel încît valorile sale pe o varietate 
de olonomie P[pf\ sínt proporţionale cu un element constant й0 al spaţiu­
lui vectorial F. Atunci, după prop. 1.3, rezultă că secţiunea и e  £  asociată 
lui û  este y-recurentă şi astfel este demonstrată şi suficienţa condiţiilor 
1. şi 2.

4. V-reeurenţă eu l-forma de recurenţă <p gradient. Propoziţia 4.1. 
Fié и s  £  O'secţiune V-recurentă, l-forma de recurenţă cp este un gradient 
dacă şi numai, dacă homomorfismul X0 : Ф̂ 0 —>■ GL{ 1, R) din prop. 2.1, pen­
tru un p  o e  P J este constant (X0 =  1).

Demonstraţie, a) Dacă X0 este constant, atunci Х0(л) =  1 \/a  e  ф^о. 
în  acest caz, din (2.4) şi' (3.6), rezultă X =  1 pentru orice grup de olonomie 
Фр şi funcţiile /  au o valoare constantă de-a lungul unei fibre, aceeaşi pen­
tru  orice fibrat de olonomie P [ f\ ,  şi prin urmare aceste funcţii definesc 
o funcţie g : M R, f  =  g o 7u. Dacă t-+ p ( este o curbă în P, atunci 
P t f = x:g Vi, unde xt =  iz[pt). ^

Intr-adevăr, avem ptf  =  pt(go ii) =  K*{pt)(g) =  %tg- Dar atunci din 
(1.5) rezultă (Vxu)(xt) =  d-lng(xţ)idtu{xt), de unde deducem (Vxu)(xt) =  
=  x t[ln g) u[xt). Deoarece X Xf =  %t> avem în punctul хг {Sxu)ixi) =  
=  {Xţln g)u} (%). Cum 3Ţ este un punct arbitrar al lui M, . rezultă Vxu =  
=  [dlng){X)u \/X  e  ЩМ), deci

V« =  {dlng) ® u ( 4 .1 )
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şi avem
^ — d in  g (4.2)

b) Dacă Vxu =  <p(X)u  şi cp =  dm, m e  Er(M), atunci <p(xt) =--- dm(x) =  
=  x t(m) =  dm(xt)ßi iar din (2.7), avînd în vedere ca x 0 =  %, deducem 
pentru orice a e  Фл

î
f  Г dm (xt) ,  Л

Х0(я) =  exp  ̂J ——  «J =  exp (m(xf) — *»(*„)) =  1 
о

• Dăm în continuare exemple în care homomorfismul X din prop. 2.1. 
este constant. Vom considera pentru £ fibratul reperelor liniare B(Mn) 
iar pentru E (ţ) fibratul tensorial de un tip (r, s) arbitrar. în  acest caz 
spaţiul vectorial F  este spaţiul tensorial R n iar reprezentarea liniară. Si 
a lui GL(n, R) în F  este extensiunea tensorială. Modulul S este modulul 
cîmpurilor de tensori de tip (r, s) pe M n iar legea de derivare V derivata 
covariantă în raport cu o conexiune liniară Г. .

Propoziţia 4.2. Dacă grupul de olonomie al unei conexiuni Г 
pe B(M n), (M„ conexă), este un subgrup ortogonal, atunci, pentru orice 
cimp de tensori$ de tip (r, s) recurent în raport cu Г, homomorfismul X 
este constant (X =  1).

Demonstraţie. Dacă и este un cîmp de tensori de tip (r, s) recurent, 
atunci u 0 e  0 ' R n este invariant prin Д(я-1) \/a  e  ф^. Cum ФРо d  0(n) 
iar Л este o extensiune tensorială a lui GL(n, R), rezultă că <31(Ф̂о) 
este un subgrup ortogonal al lui GL ( R n) în raport cu structura 
euclidiană indusă de R n în 0 ' R n.

Din (2.2) rezultă că Х(я) este o valoare proprie reală a lui ЩФРа), deci 
avem 1 (a) =  ±  1 V« s  Фp0 Cum din (2.7) avem 1 (a) >  0 \fa  e  фр г 
rezultă X =  1.

Din-propoziţiile 4.1 şi 4.2 rezultă imediat următorul enunţ:
Propoziţia 4.3. Fie M  un spaţiu riemannian conex.
Atunci, pentru orice cîmp de tensori pe M, recurent în raport cu conexiunea 

lui Levi-Civita, \-forma de recurenţă este un gradient.'
Dăm în încheiere o nouă aplicaţie a prop. 4.1. Se ştie că dacă и este 

un cîmp de tensori de tip (r,r) recurent în raport cu o conexiune liniară 
Г şi dacă C{ • . . .  • С' и Ф 0, unde C% sínt contracţii, atunci l-forma de 
recurenţă este un gradient. Avem ■ în acest caz F  = 0 rr R” şi grupul 
<&(Ф*0), p  o e  B(M), invariază un element u 0 =  u F -Ф e^® . . .  ® d  ®
® eii 0  . .. 0  eiT <= p  unde (e{) i  =  1, n, (e*) i  =  1, n sínt bazele duale 
canonice ale lui R n. Dacă a — (ai) şi ă =  (ăj) este matricea inversă a lui a, 
atunci deducem din (2.2)

U-'] î- • ■], • ahi' ăX . .. ă1̂  =  1 (a)
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de unde, prin contracţie completă, obţinem

=  Ц а ) v «  e  фл .

Deoarece

uff. ; ;î' Ф 0, rezultă л (а) =  1 \fa  e  Фл .

(Intrat in redacţie ta 3 aprilie 1974)
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SUR LBS SECTIONS RÉCURRENTES D'UN FIB RÉ VECTORIEL PAR RAPPORT
A UNE LOI DE DÉRIVATION (II)

(Résumé)

On donne des conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence d'une section # e î ,  
V-récurrente. De même on énonce une condition nécessaire et suffisante pour que la forme 
<p soit un gradient.
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JANOWSKI ADPHA-STARUIKE-CONVEX FUNCTIONS

NICOLAE N. FASCU

1. Introduction. Ret f(z) =  z +  «2z2 - ( - . . .  be regular in the unit 
disc D and for к ^  R let

K{cc,f(z)) =  p(z) +  xzp'(z)/(l — + <x.p(z)), (1)
where p(z) =  zf'(z)ff(z). We denote by SC a the class of functions f{z), for 
which Re K(x,f(z)) >  0, for z e  R 1 and f{z) ■ f'(z) ф 0 for z s  D — {0}. 
Note that SC0 =  S* the class of functions univalent starlike in D.

Functions in the class SCa are called alphâ-starlike-convex functi­
ons, and such functions, for a e  [0, 1], have been shown to be univalent 
starlike [8].

In [1], W. J a n o w s k i ,  investigated properties of the class S*(M), 
of regular functions f{z] =  z +  a2z2 +  .. ., satisfying

Ip(z) — M\ <  M, (M>  1) for z e D .  (2)
I t  is clear that S*(M) <= S* and 5*(oo) =  5*.
In [5] are combined the notions of J a n o w s k i  starlike functions 

[1] and Alpha-convex functions, introduced by F e t r u  T. M o c a n u  
in [6], and investigated in [2, 3, 4, 7], to obtain a new subclass of starlike 
functions. We denote the class of such functions by S*(a, M) and the func­
tions in the class 5*(a, M) are called Janowski alpha-convex functions.

In this note we combine the notions,of Janowski starlike functions 
and Alpha-stárlike-convex functions to obtain a new -sublcass of starlike 
functions, and we denote the class of such functions by SC (a, M).

Note that S*(Af) =  SC(0, M ), SCa = SC(a, oo) S* =  SC(0, oo) and 
for 0 < a < 1, SC(a, M) C  SCa f) S*(M).

The integral representation of the functions in SC (a, M), a e  (0, 1], 
the distortion theorem, the coefficient problem and the relation of the 
functions in SC(a, M) with those of S*(a, M) are discussed.

Definition. Uet a e  R  and suppose that f{z) =  z +  a2z2 +  . . .  is 
regular in D, with f(z) • f'(z) Ф 0, for z e  D — {0}. If

№ ,/(* ) )  м \ < m , (M>  l) . (3)
for each z e  D, the f(z) is said to be a Janowski alpha-starlike- 

convex function.
We denote , the class of such functions by SC(a, M).
Theorem 1. / /  a e  [0, 1] then SC(a, M) C  SCa П S*(M).
Proof. Det f(z) e  SC(a, M). From (3) we can see that ReK(a, f{z)) >  0 

and hence SC(k, M) SCa.
Suppose that f(z) s  S*(M). Since at the point z =  0 condition (2) 

is satisfied, there exists a point z0 =  r0eu t  (0 <  r0 <  1), such that
I*/'(*)//(*) ~ M \ <  \z0f ( z 0) / f ( z 0) — M \ — M (4)
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for all Zj\z\ < r0. If we let p[z) =  zf'(z)/f[z) then (4) becomes
\p(z) ,— M\ < \p(z0) — M\ = M, and from (1) we obtain (5)
IK{a.;f{z)) — M\ =  Ip{z) +  a zp'(z)((l — a +  ap(*)) — M\. (6)

If p ’(zo) =  0 then by (5) and (6) we obtain |K(<x,f(z0)) — M  =  M.
If p'(z0) Ф 0 then we must have arg z0p'(z0) =  arg (p(z0) — M) -= u, 

and by (5) and ■ (6) we obtain ■ 1 : .
|# (a, / М  -  M\ =  IM  +  a M '(* 0) | / ( l  -  « +  *M( 1 +  e<“))| > M.

In both cases we obtain \K(a.,f(z0)) — M\ > M, which contradicts
(2). :

Hence we must have \z f{ z ) /f(z )  — M\ <  M  for all z ^D ,  and f{z) e ; 
s  S*(M).

2. Integral representation. Theorem 2. I f  f(z) g SC (a, M), the solution 
F(z), F{0) =  0, -F'(O) =  1, of the differential equàtion

zF'(z)/F(z) =  K{rj.J{z)) (7)
is in S*(M).

The proof is immediate.
We will consider the converse problem : given the function F (z) • e  S*(M) 

and a g (0, 1]. Is the solution /(z), //(o)= 0, of the differential equation 
(7) a function in SC(a, M)? !

Theorem 3 . I f  F(z) G S*(M) and 0 <  a < 1, then the '■ solution f(z). 
of the differential equation (7) with the condition /(0) =  0 is a function in 
SC(k, M).

Proof. By a formal integration of the differential equation (7) we 
obtain

2

f ( z ) = - ^ ^ !a~ZF{t)dt ' • . (8)
о

Because F(z) s  S*(M), for each z e  D \K(a., f(z) ) — M\ < .M , there­
fore, in order to prove this theorem, it is sufficient, to show that f(z) is 
regular in D, /'(0) =  1 and f(z) ■ f'{z) #  0, for each г g D, гф 0.

Bet be G(z) =  z[F(z)/z]x. Because F(z) g S*(M),M  1,' 0 <  a <  1,
we have \zG’(z)/G(z) — M | =  |(1 — a)(l — M) -f a (zF'lz)/F(z) — M)\ < 
<. (1 — a)(M — 1) +  «.И <  M. .

I t  results tha t G(z) g S*(M).
The solution (8) can be written

2

f(z) =  z[h (z)/z]lla, where h(z) =  [ l /а Í Glla(t) t~xdt (9)
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For G(z) S*(M) it results that h(z) eS*(«, M),,arA-h{z)/>z =  1 +  
-f . . .  doesn’t  vanish in D. Thus for [h{z)/ л ] 1/“ we can chose the branch 
which equals 1 when z 0.

From (9) it results tha t f(z) is regular, it doesn’t  vanish in D and 
/'(0) =  1. ' . ■ . , .

We now show that f'{z) doesn’t  vanish in D. If we suppose that 
f '( z0) =  0 for 0 <  |z0| <  1, then p(z0) =  0 and using the same argument 
as in the proof of Theorem- 1 [8], we conclude tha t Re K (a,f(zfí)) < 0, 
and hence \K(x',f(z0)) — M | > |Re K(u.,f(z0)) — M\ ^  M, which contra­
dicts that F(z) s  Siliţi). This completes the proof of the theorem.

' From the proof of the Theorem 3 we obtain the following result:
Theorem 4. I f  f(z) e  SC(u.,'M), 0 <  a < 1, then there exists a func­

tion h(z) e  S*(<x.,M) such thatf{z) — z[h(z)yz]\la, where we chose the branch 
which equals 1 when, z =  0.

From Theorem 3 we obtain
Corollary 1. I f  F(z) e= S*(M), M  ^  1 and , 0 <  a < 1 , then the 

function
Z  . , . >

., . l F{t)dt is in S*{M).
az I* 1 ’

0

3. Distortion properties and coefficient problem. We will let m =  1 —
— 1 /М  and we denote by h{M, t ; z)l the function defined by h(M ,t;z) =

if m >  0 and' h(M, t;z )  =  zeu if m — 0, where |i| =  1.,(!+»<)/«>(1 — tmzy
The function h{M,t\z) is in S*(M) and is the extremal function for 

many problems, in, this class. If in. (8). we take F(z) to be h(M ,t ;z) then 
we obtain the Janowski alpha-starlike-convex function

Z

F(oc, M, t; z) =  —ца-Т   ̂ — tmv)~F+m)lmdv, i f  m >  0 (10)

• ’ v \  V.- ' . 1 ■ ■ (
and F  (sc, M, t ; z) =  Г /'(ал1/а_1) ^ t1la~1etvdv, i f  m =  0.

These functions will serve as the extremal functions for the class 
SC(<x, M). ; ‘ fî ' ;  ■ r ' ‘

In  what follows, use will be made of the hypergeometric functions
’ ' :'J ' '• .1,

G(a, Ъ, c ; zj = ----[ u - 4 1  - '« )* — »(1 -  zu)~bdu, (11)Г(а) F(c—a) J
0.

where Re a >  0 and Re. (c —; a) ' >  0. These functions are regular for
z ^ D . .
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In addition we define the functions
r  l l  +  m  1 « i  -г n— G —, ------, ---- f- 1 ; mr if m >  0,a [ a m a J

Ща. M-, r) =
;3 îhr j if wí =  0,

Theorem 5. / / / ( ? )  e  SC(oc, М/, 0 < a  < 1, then for '\z\ =  r (0 < r  <  1) 
дае йяие ■ ;

-  Я(к, M 1 -  г) < \f(z)\ < Я  (a, M ir). (12)
Equality holds in both cases for the function (10).

Proof. By Theorem 3 there exists a function F(z) e  S*(M) such 
that , . • ■ . ■ "

s

If we take z =  r and integrate 'along the positive real axis, we 
obtain

. T .

о t,
Since F(z) s  S*(M) we have ([1],, Theorem 7)

x(l f-  mx)~P+”‘Vm < |Е(лг)| < x(l — "'mx)-<‘1+”‘Vm‘ if iwnÿ- 0;
and

(13)'
o - //

xe~x < \F(x)\ < xe* if. m =  0, and hence (14)
[/(f) I < Я(а, M 1 r) (making the change'of variables x = ru and using 

(12) and (13)). Applying the above argument to e~i0f(zeie) which is in 
SC(a.,M), if f(z) is in SC(cf.,M), we obtain |/(r| < Я  (a, M  ; r).

Consider the straight line L, joining 0 to f(z) =  R'ei0. Since f(z) is 
starlike, L  is the image a Jordan arc l in D, connecting 0 and z =  
=  f ßie- .

The image of l under the mapping zlla~lf(z), will in general consist 
of many line segments emanating from ■ the origin, each of lenghth

Ki/a-i£ =  |*i/a-y(*)| =  J |rfpi/«-i/(i)]| =  ^ dt: dt I =

- 5 ‘
dt\>   ̂x1/a~1(l 

0

-f- mx)-(i+m'Mi,tdx.
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By substituting x = ru and using (If) and (12)/we obtain

\f{*) \> - r ) .

The case m =  0 makes use of (14) and is omitted.
Note that functions in SC(x,M) .are bounded for a e  [0,1] and
1.

Theorem 6. I f  f{z) =  z +  a2z2 +  . . .  is in SC(a, M), M  > 1,( then

and

l
11 — oc H- an I

N - 1
П  (' f km)________

(n -  1) ! -, П — 2, . . N,

N - 1
. П  о + km)

-------!-------. - î= ! ------------- , n =  N +  1,
|1 -  a +  a« I (я -  1) (N — 2) !

(15)

(16)

where a -is reih, IV e  [2M, 2M -f- 1 ] is natural, and m =  1 — 1 /М. Equality 
holds i f  f(z) is the function F(v., M ,t;z).

The proof results if we observe that, if f{z) is in SC (a, M), then F(z) =
co

=  * +  У" (1 — a +  a») z" is in S*(M), and using the estimations of theh=2
coefficients in S!!!(M) [1].

( Received April 9, 1975) •
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THE LAGRANGE INTERPOLATION OPERATORS ARE DENSELY
DIVERGENT

10AN MUNTEAN

In this note we shall show that the well-known Runge-Faber diver­
gence phenomenon for interpolation polynomials is rather a rule than 
an exception. More precisely, we shall prove that the continuous functions 
X  on the interval [0, 1], for which the sequence of Lagrange interpolation 
polynomials (corresponding to a given matrix of nodes) does not converge 
uniformly to X ,  generate an uncountable dense set in the space of all conti­
nuous functions on [0,1]. A similar, result for Fourier series was earlier 
been established in [2] and [5], page 102.

Consider a triangular infinite, matrix of numbers in [0, 1 ]

(T)

where the numbers of the same line (or nodes) are distinct. We associate 
with the nodes of the n-th line the Lagrange interpolation operator L„ 
C [0, -1 ] -* C [0,1 ] given by

(1) (Ln[x))(t) = £ > « ) £ ( * ) ,  X e  C[0, 1], t e  [0, 1],
* =1

where

Here C [0,1] is the Banach space of all continuous functions # : [0, 1] —► 
—*■ R  endowed with the usual uniform norm ||л;|| =  max {\x(t)\ : t s  [0, 1]}. 
Our main result can be stated, as follows.

Theorem. Given an arbitrary matrix (Г), denote by Ur the set of 
all functions ж e  С [0,1 ] for which the sequence of interpolation polynomials 
Ln[x) is unbounded.. Then UT is a Gs' uncountable dense set in  C[0, 1].

Corollary 1. Given an arbitrary matrix ( T ), denote by DT the set 
of all functions X e  C [0,1] for which Ln(x) -*-+ % in  C [0,1] as n —»-со. Then 
DT is an uncountable dense set in C [0, 1].

Corollary 2 (Faber [1]). For every matrix (T ) there exists a conti- 
nouos function X  on [0,1] (even an infinite uncountable set of such functions) 
with L„{x) X in  C[0, 1] as n -»-op,
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Let {X, U • 11) and (Y, || -||) be two normed spaces over the same field 
of real or complex numbers. The set (X,Y)* of all linear and continuous 
mappings A : X  —► Y  becomes a normed space with respect to the norm 
||.4|| =  sup {||у4(ж)(| : ||ж|| < 1}. The proof of the. above Theorem is based 
on a result which is a less known generalization of the B'anach-Steinhaus 
theorem (see [5], page 98; [6], ch VII, §6). Next we present a direct 
proof of a sharp form of this result..

Lemma. Let ă  (2 (X,Y) * be a set for which {||Л|| : A <= <ä} is unbounded 
and denote by U& thé set of all x  e  X  for which {\\A(x)\ \ : A e  ă} is 
unbounded too. Then Ua is a Gs set, i. e., it can be written as the inter­
section of a countable family of open and dense sets in X . Moreover, i f  
X  is complete, then Uă is a dense and uncountable set in X .

Proof of Lemma. Given an n N, denote by X  the set of ï  e l  
for which there exists an A  e  & such that ЦЛ (x)|| >  n. I t  is easily to 
see that X n is open and Ua =  P) {Xn : n e  N}. We shall prove that each 
X„ is dense in X . Suppose the contrary. Then there are an n a e  N, an 
a0.ş  X  and a closed ball B 0 =  {x e  X  : \\xQ — x[\ < r} such that Б 0 Q
П Xn, =  0- Tor every x  e  X , хФ 0, we have —  x  +  x 0 e  B q, hence

11*11

11*11
x - f x 0 0 X„a. Thus, for all A  ® ă  we successively obtain :

[-lll*l
x +  x 0 -  n °’ TTi И“4 MU “  \\А (х о)\\^Щ  and \\A(x)|i <; ^  ||x||

11*11 r

for all x  s  X . Consequently, ||Л || < —5 for all A  e  61, which contra-
r

diets the hypothesis of Lemma.
Now, we prove that if X  is complete then Ua is dense in X . To 

this end, let us take an x 0 e  X- and an arbitrary closed ball B 0 =  {x e  
e  X  : \\x0 — x\[ < r 0} with the center in x 0. Since X x and in tL 0 are 
open and Х г =  X, there is a .closed ball В г =  {x e  X  : \\хг — x\\ < гг}, 
ri e  ]0,1[, such that Вг ( f  X x int B 0 X 1 f]  B 0. If the closed balls 
B x D  •. • Z) B„ with the • corresponding . radii гг e  ]0, 1 [, . . . ,  rn e
e jo, — have already been constructed, choose a closed ball B ,i+1 =  

=  {x <='X: 11 x„ +. ! — x\\ ^  r„hl} with гя+1 s  ] 0, — [ such that B n+1 C
fl -{- 1

n  Bn, and.s so on.. Since ||*„ — xm\\ ^  r for'
n ^  m, r„ —*■ 0 as n —*- oo and X  is , complete, there exists lim xm —

, ' tn —¥ CO

=  X e  Pi {B„ : n e  Щ, so we have x B 0 P) (П {^я : n e  Щ) =  B 0 f |  Ua, 
that is Ua is densé in X. '• , ' ; 1 .

The unboundedness of {\\Â \\:A  implies Х.Ф {0}; hence from
U& =  X  we derive the existence of an x 0 e  Ua with x 0 ф 0. Then the 
uncountable set {X#0: X e  R, ф 0} is included in Ua because
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sup {||z4(Xa0)|| : A e  d} =  |X|sup {||z4(#0)|| : i  e  .il} =  со for all l e  S,
1 ^ 0 .
; Proof of Theorem. The interpolation operators L„ in (1) are linear 
and continuous. Moreover,

P J I max E I Ш  ■ t e  № Д]

and

m a x i é  m \ - t ^  [0, 1 ] ) > £ ^l* = i J 8 V"
for all n <̂ N  (see [4], page 512). Thus

lim \'A,\\ ■ ° ° (2)

and the hemma is applicable with X  = Y  = C [0,1] and ă = {Ln: n e
e  N}.

Remark. The above Teorem and its Corollaries are true for any other 
approximation proceeding in which an equality of type (2) holds. So are, 
e. g„ the interpolation proceedings with a prescribed modulus of continuity 
[7] and the Newton-Cotes quadrature- formulae [3].

(Received June 12, 1975)
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DIVERGENŢA DENSĂ A OPERATORILOR DE INTERPOLARE AI LUI LAGRANGE
(Rezumat)

Se arată că funcţiile continue x  : [0,1 ] —» R, pentru care şirul polinoamelor de inter­
polare ale lui Lagrange L n(x) (corespunzătoare unei matrice date de noduri) este nemărginit 
în. norma uniformă, constituie o mulţime nenumărabilă de tip Gg densă în spaţiul C[0,1],
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ON CERTAIN BOUNDARY VAEUE PROBŢEMS

ANTON JIUREŞAN

Many papers deal with boundary-value problems for ordinary and 
partial differential equations. We mention here only [2], [5], [6 ], [7] 
which álso contain extensive references.

In this note we make use'of some maximum principles in order to 
discuss some homogeneous boundary-value problems. In same cases we 
have succeded to improve known results.

The author is indebted to Prof. loan A. Rus whose ideas and sugges­
tions were very useful in the elaboration of this paper.

1. The case of the systems of ordinary differential equations.
Eet

L ( y ) = y " +  B ÿ + Cy =  0 (1)
be a system of ordinary ■ differential equations, where

У*. = Ы ....... У») and B,C  C([a, b], M m(R)).
l o a n  A. R u s  (see [6 ], Th. 1.1, pagJl512) established conditions on 
matrices В and C so that the homogeneous problem

МУ) = У(а) =  Ó, y(b) =  O' (2)
admits only the trivial solution, у  =  0 .. ,

He also noticed, under a more restrictive condition, that if we write 
(*);B(x) =  b(x) I  +  5,(ж), where I  is the unity matrix of n th order, and 
the matrix C is so that тСт* <  — а2[|т||2 for any т <= R ’\ with a positive 
constant a, which does not depend on t, then the problem (2 ) has only 
trivial solution if (see [6 ], (1.3))

115,11 <  2a, . (3)
where- 11-5,11 .= ||5  — bl\\ is. the spectral .norm of matrix 5 ,  (see [9]). 
; •. Wp want to find an expression for the scalar function b(x), .which 

assures that ||5 ,|| has the minimal value, in the particular casé n =  2 .
I t  is known (see [9], Th. 1.3) that ||A|| =  [p(A^A)]1!2, where the 

spectral radius p of a matrix A, p(A), is
■ . p [A) =  тах|Л,|,

with Xf, i — n, the eigenvalues of matrix A. 
l i  ' •

bu bl 2 , then 5 , =
Ьц — b bis

Ьщ b 22. Ь>21 2̂3 ~ 'b.

5* =
A , - b  
LÖ,a Ôaï,:

b 21 
-  b.

■



52 Á. IvM eşâM

The characteristic equation of matrix B*B1 is
t2 — [2b2 2  ô(ôu  +  ő22) +  öfi’ -f- öf2 -f- è21 +  ö|2]t -f-

"h [̂ 12̂ 21 {pu ~  Щ{ргг ^)]2 =  0,
and, as the discriminant. Д 0 (this can be easily proved), ■

p(B*B ) ~ ~t ~t + î2 + 2̂i + , I

, V(2b -  b„ -  M a + (bu -  *2i)2 [(bu + 62i)a + (bu -  b22)a]
+ ----------- :-------------------2-------------------------------

I t  is easily seen that |'|-Bil |a =  p(-BÍ#i) has the minimal value for

b(x) b'l{x)-+ b™{x],

i.e.

minWB.W2 =  p(B ÏB J  = ' (6U — 622)2 -4- 2Ь\г + 2b\x
b = &И + ̂ a: +

I V(^21 friä)2 [(^12 ~1~ 2̂i)a ~t (̂ ii âa)a] .
' . 2

For the boundary value problem.
■Цу) =  У ' +  ВУ’ +  Су =  0, у(я). =  0, у(Ъ) =  0 ■ ■ (2 ')

where ' - '
В, С е  С ([a, b], M„(R)).

we can state the following theorem
Theorem 1. I f  the elements of matrix В verify the inequality

( i i i - M 2 +  2 ôi ? y 2,ôI i+ 2 y ( ^ - U a[(&i2 +  J2i) 2 +  (hi -  &22)a] <  16«2 (4) 
where a is so that

тСт*  <  -  а2||т||2, V t e  R 2, (5)
then the boundary value problem (2 ') has only the trivial solution, у  =  0 .

Proof. Note that relation (4) is the inequality (1.3) from [6 ] for the 
problem (2 '). • , ,,

2. The case of the systems of partial differential equations. In  this 
section we want to make similar considerations concerning the systems 
of partial differential equations.

Tet be the following system:

Ц у)  =  E  M * )ь 1
i t A i(x) I r  +  A o(x)y =  0 -dxfixj i a i uXj (6)
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where y* = (y^  ■ ■ y„) is a vectorial function, y  : О -*• Rn, and
A b; A u A 0 S C(Q, M nn{R)), - (7)

Q being a bounded domain of R m, with boundary Г and the closure
D..

Conditions are known (see [8 ]) under which the maximum principle 
for system (6 ) takes place ; when the homogeneous boundary value pro­
blem has only the trivial solution. We want to improve these conditions, 
in a particular case (see [2 ] and [8 ]).

We suppose that for n =  2, matrices Аф A { are of the following 
form

A ij = aijI , a ij^C{Ü,R), (8 )
I unity matrix of 2 order,

A t = atI  +  A ?\ a, s  С (З Д , A ^  ^  C(Q,MU(R)), (9)

and that the following conditions are verified :

E  «иЛ- Y2P l la> Ï  Ф 0 , Y X e i ? ”i, j = 1

xA 0x* <  — а2||т||2, а '#  0, V т s  R%,

(10)

(П )

The problem is to determin the expressions of the scalar functions
m

a{(x) so that E  1И^1)П2 be minimal.
This can be made by determining a{(x) separately for each i, which was 
already solved in section 1. Taking therefore

«<(*) =
«НИ + 4«(*)

2
(12)

where Tr(A) is the trace of matrix A, then the norm 1 [ |2 has the 
minimal value, i.e.

min p i l , 1 [ 2 = m  -  « щ 2 + 2  m + 2 m +

+ V (4Ÿi -  + 4 l ) 2 + №  -  4ä)2]
(13)

For the boundary value problem
L(y) =  0, y\r =  0,. (14)

where L(y) is given by relation (6 ) with the coefficients given by relations 
(8 ) and (9), the following theorem takes place : 3

3 — Mathematics — 1970
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Theorem 2. I f  the elements of matrices i =  l ,m  verify the inè- 
quality ■

' E  { ( « f f i  -  < & .T  +  2  ( « В ) 2  +  2  ( a S , T  +
i —1

,_____________ :_____________________ (15)
+  2  V(«ffi -  « Ш №  +  Æ ) 2 +  (offi -  <«*]} <  4 « ¥

where а у его given by relations (1 0 ) and (1 1 ), then the boundary value 
problem (14) has only the trivial solution, у  =  0.

Proof. Note tha t the first member of the inequality (15) represents
»»

the minimum of the sum of the squared norms, У) НЛ!11!!2. and this. t = x
minimum must not exceed 4a2y2.

3. The ease of system of n equations (n > 2) : negative result.
3.1. Fet

Ц у) = y "  +  By' +  Cy = 0. (1)

be a system of ordinary equations, where

У* =  {Уг> • • -  У») and B, C s  C([a, b], M„„{R)).

We suppose tha t matrix В  is antisymmetric, i.e. В ■- 
want to determin the minimum of function/(ô) =  ЦБ — ő/|| 
We consider the characteristic equation

= — B*. We 
in this case.

det[(£* -  bI)(B -  bl) - t l ] =  0 (16)

which can be written under the form

det[B*B — (t — b2)I] =  0 , (16')
or

det[B*B -  si]  =  0 , • (16")

where s =  t — b2. Then it follows that

sh =  tk — b\ k =  1 , n, (17)

are eigenvalues of matrix B*B  and they are independent of b. From (17) 
we conclude tha t the eigenvalues of matrix- (B* — bI)(B — Ы) which 
will provide the norm /(&), are given by the relation

h  =  s b +  ^ 2- (18)
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We have

f 2(b) =  .||Б  — ЫИ2 =  max |íA| =  max |sA +  b21 <
k  =  l , n  h  =  l , n

^ max (|sA| +  b2) =  max |sA| +  b2
k—l(n h=l,n

and therefore f 2{b) will have the minimal value for b =  0. Then the follo­
wing negative result takes place :

Theorem 3. I f  matrix В of the system of equations (1) is antisymmetric, 
В =  — В*, then decomposition (*) В =  Ы +  B x with 6 ф 0  leads to values 
which are greater for f(b) than its minimal value, i.e. the decomposition (*) 
is the best one when b =  0 .

In these conditions min f(b) =  [p(B*B)yi2 =  ЦБЦ, i.e. it  is exactly 
the spectral norm of antisymmetric matrix B. Hence :

Theorem 4. I f  the matrix В of the system (1) is 'antisymmetric and

| |Б | |< 2 а ,  (19)

where a is so that

tCt* <  — oc2||t||2, V t e  Б ”, T Ф 0, (20)

then the boundary value problem (2 ) has only the trivial solution, у  =  0 .

Proof. Note that relation (19) is exactly the relation (1.3) from [6 ] 
and ЦБЦ =  min ЦБ — Ы\\ for b = 0.

3.2. Let

Я2 *» я
L(y) = E  -^M -rir  + E  Л(*) ?  + M * ) y  =  о (6)

1 O X f O X i  »  =  1 O X i

be a system of partial differential equations, where matrices Ау(х), A fx ), 
A 0(x) are given by the relations (8 ), (9) and verify the conditions (10), 
( П ) .

We suppose, moreover, that matrices A { are antisymmetric, i.e. A { =  
=  — A*, i =  1, m. Making the same considerations as in sections 2 and 
3.1 we get the following, negative result :

Theorem 5. I f  matrices A i of system (6) are antisymmetric, A t =  
=  —A*, i= l,m , then the decomposition A\ = a j  -f- A[l) with ai ^  0, i =

___  • m
=  1 , m lead to greater values for ^  ЦЛ^Ц2 than its minimum.
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*» m
In  this conditions the minimum of sum E  | | ^ | 1)||2 =  E  1И.-112 is preci-

»=i »=i
sely the sum of squared spectral norms of matrices A {. Therefore: 

Theorem 6 . I f  matrices A f in system (6 ) are antisymmetric and

m m
E IM I1,II2= E iK-II2< 4 « V  (21)
i = 1 i = 1

where a and y are given by relations (1 0 ) and (1 1 ), then the boundary value 
problem (14) has only the trivial solution, y  =  0.

Proof. The same proof of theorem 2 is followed, taking into account 
theorem 5, as well.

4. Remarks. 1. We can take into consideration the boundary value 
problems for parabolic systems, getting analogue results to those of theorems 
2, 4, 6  (see also [3]).

2. In [1] it has been studied the problem of finding the function's 
minimum f(t) =  \\A — tB\\, where A, В  are nxn complex matrices. I t  
is shown that the values of t, for which f(t) is minimal, belong to a com­
pact interval, whose extremities are solutions of an algebric equation or 
a system of algebric equations.

Unfortunately, even the actual writting of this equation or' of the 
system is very difficult (if not impossible) to realise, and even more their 
solvation. In addition, there is nothing precise concerning the real minimal 
value of the function f(t) and even some estimations for this have been 
never given.

The problems dealt with in this paper are obtained when A is a nxn 
real matrix and В =  I .

(Received June 25, 1975)
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ASUPRA UNOR PROBLEME LA LIMITĂ 
(Rezumat)

în  lucrare, folosind principii calitative ale analizei (principii de maxim), se dau con­
diţii în care anumite probleme la limită omogene au numai soluţia banală.

/
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ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ 
НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ СВЕРХНЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА

Т. СТ. НИКОЛОВА*, Д. Д. БАЙНОВ*

I. П остановка задач и . Рассмотрим начальную задачу

Щ  = f{t> x{t), х {t), X (t), X (t*W) ; 'Щ, Щ , ár(Af>■), (1 )
t

j  Sr [t ,  s, x{s), x(s), x(s),x  (t J<s>), ár(s), ár(s) x (s ) ,  ár(AjM.)]cA), t ^  0,
0

x{t) =  <p(t), £(t) =  Ф(t), ÍS  [a0, 0 ] =  C»0 (2 )

где .X = (xx, . . . ,  x„), f  =  [fl t ..  .,/„), 8F =  (S ,̂ . . . . ^ ( « н /  -  натуральные 
числа) при каждом t<̂  I T=  [0,Г] (Г>0) ,  cp =  (ср1( . . . ,  сря) — начальная 
функция,-определённая и непрерывно дифференцируемая на сегменте 30,
ár(í) = ^ ^ -(п о д  * (0) понимается правая производная), х (t) = m ax  х{и),

ă t  « е  [O .t]

x{t) =  max X (и), d >  0. Преобразованные аргументы toW и Ao(í) опре-
«ер—d,t]

деляются при помощи рекуррентных соотношений

4 li) =  ТJ f, xif), x(t), x(t), x[xk+i), ár(t), Щ , %if), %(át+i)),

Afc(i) =  AÄ(i, X(í), xif), xif), x(xt+i), ár(rf), ár(i), ár(£), ár(A$!i))
k = 0,1, m — 1 [m ^  1 )

Xm] = [xjt, Xif), x(t), X(t), Xif), X(t), Xif)),

A«° =  A J f ,  xif), x(t), xif), xif), ár if) Щ ).

Предположим, что функция f{t, i x, i 2, i 3,’ ч\2, vj3, tjJ, «)• определена
no t на сегменте 1Т, а по остальным аргументам — на некотором мно­
жестве Gx d  R nXR nX R " x R nX R nx R nx R nx R l(R — вещественная ось) ; 
функция Sr(i, s, i lf i 2, i 3, Ц  7)4, 7)2, т)з, 7)4) определена ■ по t и s на мно­
жестве I Tx I T{0 < s ^  t < Г), а по остальным аргументам — на мно­
жестве G2(z R nx R nx R nx R nx R nx R nx R nx R n; функции тk(t, i x, i 2, i 3,
Zb f)l> fii. f\3> rfù И Ak(t, h , iz, i 3, i l  7)4, 7)2, 7)з, 7$ (A =  0,1, . . ., Ш — 1) 
определены no t на сегменте I lt а по остальным аргументам — на G2 ; 
функции x j f ,  iu  Í 2, is, 7)4, 7)2, т]3)) и A,„((i, i v i 2, i 3, Tji, t)2, 7j3) опреде- 
лены no t на сегменте I T, а по остальным аргументам — на множестве 
G3 С  R n X i?” X  R n X R n X R n X R n ; o'-о =  min {d, min inf ta((ÇJ,

A Îj s Ij-xG,
min inf Aj(^), inf inf A,„(ÇJ}, (* =  0,1......... m -  1),Ä TrpXGs XGg

* Пловдивский университет имени П. Хилендарского.



Начальная задача (1), (2) является обобщением некоторых задач, 
которые впервые появились в автоматическом регулировании при ана­
лизе так называемых систем с насыщением [I]. Для частного случая, 
когда /  зависит только от t, x(t), x(t) и x(t), задача ( 1), (2 ) исследо­
вана в [2 ] и [3].

Пусть F  =  F(í) — скалярная, неотрицательная и ограниченная на 
сегменте Зг =  [а0, Г] функция, интегрируемая на 1Т.

Определим следующие множества из R n :
т

“ г =  ÎS : |£| < |ф (0)| +   ̂F(t) d t\, Ог =  {ï) : ]vj| < F* =  supF(t)},
0 tsST

■ S =  U{«p(s)}. й = и ш
se30 saS'o

(I • I — некоторая норма в соответствующем конечномерном простран­
стве).

Пусть Gv G2, и  Ga определены следующим образом :
С, =  « (1> X X и '3> X cú<4> X О'2) X Q{3> X 0 <4> X R 1,

G2 =  соС‘) X в ,«  X G)<3> X со«4) X Q(4 X Ü (2) XQ<3> XÍ2<4>,

G3 =  Cù(4 X со« X X Q(1) X QP» X £2(3), 

где cùW =  щИ .=  cùTj co(3) =  cù(4> =  tùj. (J  S,

Q <4 =  QP) =  Or, Q<3> =  û T U  Й / Î2(4) =  í i r - д  U  о .  '

a Д >  0 — некоторое число, которое будет определено ниже.
Всюду дальше принимаем, что выполнены следующие условия, обоз­

наченные через (А) :
А1. В области QT = I r х Gx функция /  непрерывна по t, удовлет­

воряет неравенству
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IЖ  II- ■*]з. til- и)\ < F(t)
и условию Липшица по всем аргументам кроме первого с константамш 
соответственно Lx, L 2, L 3, L t, M 2, M 3, M t, «.

А2. В области QT =  I T х  I T X G2 функция & непрерывна по t и s 
и удовлетворяет условию Липшица по всем аргументам кроме первого 
и второго с константами соответственно N x, N 2, N 3, N it Plt P 2, P 3,
P*

A3. В области QT =  I T x  G2 функции тк и AK (k =  0, 1> . . m — 1) 
непрерывны no t и удовлетворяют условию Липшица по всем аргументам 
кроме первого с константами соответственно Х2, Х3, Х4, у.х, ţi2, у.3, р.4 

и ограничениям :
min inf {t — xh (Q } > 0, min inf_ {t — Д* (ÇJ) > Д >  0 ;

k tk<zQT k %ĥ QT
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в области QT =  I T X G3 функции т,в и A,„ непрерывны по t, удовлетво­
ряют условию Липшица по всем аргументам кроме первого с констан­
тами соответственно \ 2, ~к3, ц2, ц3 и ограничениям

inf {t — тт (£,„)} ^ 0 , inf. (t — Д„, (С,)} > А >  0 .

A4. На интервале J 0 функции <р(г!) и <p(í) удовлетворяют условиям:

19(0 -  ф(9 I < 5 | г ! - 7 | ,  |<p(í)—ФЙ1 ^  ßf* — *|, |ф(*) I £*■(<)
А5. Выполнено условие согласования :

Ф (0) =  /(0,9(0), ф(0) ф‘(0), ф(т^0)), 9 (0), 9(0), 9(А?(0)), 0).

Пусть h =  min {I,А} и 3 h =  [a„, А]. Обозначим через С пространство 
функций у  : З ь -*■ А4, определённые и непрерывные на сегменте 0 Л, с 
метрикой, порождённой нормой [4]

IIУ II = sup (IУ (О 1“ рг •’ t е öh}, (3)
гд е

• __ 2 а
Р Р° _  -  Ь +  л/ба +  4e (1 -  с) J 

а
а =  a М 0 +  Х„ (N4 Ф -f- P 4ß) а q, Ъ =  L 0 -f- Х0 q (L4 Ф +  M 4ß) +
+  Р 0 а. + [i0q x (N4 Ф + Р 4 ^), с =  М 0 +  р,„ q (L4 Ф +  M 4ß),

А0 =  Ai +  Z2 +  Z,3 +  A4, M 0 =  M2 -f- M3, N 0 =  N 4 +  N 2 -f- N 3 +  
-f-iV4, P 0 =  P1 -\-P 2 -\-P 3, }l0 = X 1 + ^ 2 + ^ 3 + ^ - 4i

Po =  Pi +  P2 +  Рз. Ф =  max {B, F *},
=  1 -  (х4 Ф+ mßr+i

4 . 1 -  (X4 Ф + n4ß)
Можно доказать, что С — полное метрическое пространство.
II. Теоремы существования и единственности решения начальной 

задачи.
ТЕОРЕМА I. Пусть выполнены условия (А). Пусть кроме того

1 -  ,[М0 y0q (Lt Ф +  M4ß)] > 0  (4)

Тогда начальная задача (I), (2) имеет единственное решение на интер­
вале 3 h в классе непрерывно дифференцируемых функций x(t), производная 
%(i) которых удовлетворяет условию : | %(t) \ < F(t), t е  J n,
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Доказательство. Пусть оператор П действует в С по формуле
( ■ ( 

f { t , x ( t ) ,  X  i t ) ,  öt { t ) ,  X  (tJW), ÿ ( Î ) ,  y { t ) ,  s ,  X  (s), X  (s),

Пy { t )  =  ~ 0
X  ( s ) ,  X  (т£<4), jy(s), y (s ) , jy(s), y ( A j(s>)] d s } ,  I h

9  (t ) ,  t  e  J 0) (5)
где

t

X  it) =  c p ( t0) +   ̂ jy (s) ds, '
0

и пусть Y h множество функций y e  С, удовлетворяющие условиям :

I.У( O i Р  (O' У(0  =  9 (0 ' 'Не­
легко видно, что ПУА Y h.
На основе (5) и A4 получаем

. \ х  (0 — хЩ < Ф 11— 11, t, t s  y  s  Y h.

Пусть ylt y 2 s  Y n. Тогда

\yi (0 —У* (0 I ^ IIJ'x —УA#*
a для соответствующих xlt % имеем

\xi ( 0  -  x2(t) I < -  |tyx — у 2\\е&, т.е. \\хг — х2 1| < -  ||у х — у 2\\.
■ р р

Из. условий AI—A4, (5) и (3) следует

lity i(0 ПуДО I — ^íl xi (0 ■ х2 (0 I “Ь Л2| *х(0 2̂ (01 4" I-'sl̂ iíO
-  ж2 (*)| +  L 4\x4 (tJ-W) _  ж2 (tq40)J +  Malÿi (0 — y 2 (0| +  M 3\ \ ÿx (t) —

t

~  m \  + М *\Уг (AfW) - у ,  (A0*a(i)) I + {# i|*i(s) -  X 2(S) I + N ^ i s )  -

O
-  %2(s) I +  АД % (s) -  X 2 { s ) \  +  N i [% (TÿW) -  * 2 (*ïÿW) | +  P x \yx (s) —

—y*(s) I +-p2|ÿi(s) —M s) 1 + -Рз1Л(®) — ÿ«(s)l + •p.ityi(AJl(s)) —.
—  У2 (A oîW) 1} d s  <  - °  I j y x —  y 2\j <?p< +  M g \ \ y 1 — y 2 \ \ e * t J r  L i  Ф |t *M —

P
t

-  TÿW| + M 4 ß| Af W -  AfW I + «  ̂|y ° Ityi -  У,\\ eps + ■ (7)
O

+ P o \ \y i~  Уг\\ eps +  ^ 4 Ф| tJM - | +  P 4 ß| A? (s) -  AJ°(s)|} d s .
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Обозначая через какую-нибудь из функций и Д*м (k =  0,1, 
т) из A3 получаем

lr*l(0 “  Тйа(()1 ^ ~  ПЗТ ~Уг  1|ер< +  Ы\У1 ~ У 2\\ epí +  Х4Ф| —  Т*К0| _|_

+  ц4 ß I Äjf м, -  Д*.» |, А =  0, 1........  т - 1 ;  (8 )

I Y,»lW -  T»/(í)l ^ Х1+>~2+Хз||з;1 -  _у2 Це* +  [х0 Ib i -  У2 II epí. (9)
р

Из (8 ) и (9) следует

IYoi(0 ~  Yoa(01 -  +  '̂ о ) q I! У1 ~  У2 I I еР<- (ï0)

Подставляем (10) в (7) и получаем
| .П у г (i!) -  П y t  I ( í )  <  Ж  ( р )  ||У 1  -  у 2 И е р1,

где положено

Ж(р)'= я - 4  й -  + с
ра р

Имея в виду (3), получаем

тУ г  -  II ^ % (р) \\Ух~Уг II
Из условия (4) следует ЗС(р) <  Ж (р0) =  1. Следовательно П — опе­

ратор сжатия на множестве УА. Тогда существует единственное реше­
ние операторного уравнения у  =  И у, которое может быть найдено 
последовательными приближениями по схеме у п+х = П у п, п =  0 , 1 , . . .  
если только у 0 е  Y h. Отсюда следует утверждение теоремы 1.

ТЕОРЕМА 2. Пусгпь выполнены условия (А) при Т  =  со и в области Qm

(*» Ki. Ki. Кз. Ki. vh, t)2. 4 з> v)4)| < W (W =  const > 0 .).
Пусть кроме того функции f, S. Y » (А =  ОД, . . т - 1 )  к у,„
соответственно в областях Qœ, Qu., QK, Qm удовлетворяют условию 
Липшица по t с константами Е, 0, е, е, . Пусть наконец L 2 =  L 3 =  
— М 2 =  М 3 =  Х2 =  Х3 =  ц2 =  (А3 =  0,

Х 4  Ф  +  ; х 4  ß  < 1 ,  С 3  -  C 2 > V 2 C i  C i .  С з  >  0 ,  с 2  >  о ,  

где
Сг = [Е +  Ьг Ф +  « (W +  0Д)] (1 -  Х4 Ф) + Z 4 Ф (е +  X, Ф),

С2 = М А (е +  Х]Ф) -  ц4 [Е +  Lx Ф +  « (W +  0 Д) ] ,

С3 = 1  Х4Ф L i Ф, С4 =  р-4 ~Ь Hi ß =  —— (С, С2 -f-Z С4

V(C3 Сг) 2 4 Сг С,).

( П )



Тогда, если ß < ß, то начальная задача (1), (2) имеет единствен­
ное решение на интервале ô œ =  [а0, +  со) в классе непрерывно дифферен­
цируемых функций x(t), производная ár(t) которых удовлетворяет ус­
ловию: I ár(í) I < F  (t), t s  ő m.

Доказательство. Рассмотрим шаговый процесс построения решения 
с шагом Д. Покажем, что полученное таким образом решение будет 
обладать производной, удовлетворяющей условию Липшица с констан­
той ß. Действительно, легко проверить, что из условий теоремы 2 сле­
дуют условия теоремы 1. Следовательно, существует единственное 
решение x{t) начальной задачи (1), (2) на интервале Дд.

Пусть t, J д . Тогда из условий теоремы 2 следует
|ár(í) — ár {t*) I < E  I t — t* I +  Lx Ф|£ — i*| +  i-i Ф| т*М— +

+ M 4ß|A«w -  A f ’))| +  « [W\ t -  t* I +  0 Д|* -  t* I ] ; (1 2 )

lYÍ(0 -  T p  \ < e \ t - t * \  +  - t *  I +  X4 Ф В Д  -  t ^*)| +

+  M|ár(t) -  *(t*)\ +  (̂ 4 ßlAÄ -  4%W> k = Q , i . . . m  -  I  . .

Irif -  r ,P \ ^  e|í -  í*| +  X, Ф| t -  t*I +  M t )  -  ár (i*)|
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и следовательно
|V*M _  < (й+ х1 Ф) I* — **1 + *(<*)]
IT0 " T° 1 “  1 - ( Х 4 Ф +  !х4 р)

Подставляя (13) в (12) и пользуясь (11), получаем

I щ  -  * (**) \t = t* \.' — g4 р
Допустим, что при помощи N  (N ^  2) шагов построено решение 

начальной задачи на интервале Д^д, причем производная этого решения 
удовлетворяет условию Липшица с постоянной ßw < ß. Тогда это 
решение может быть продолжено на интервал Д^+цд- Аналогичным 
образом, как это делалось для N  — 1, можно показать, что производная 
продолженного решения будет удовлетворять условию Липшица с 
постоянной

с х +  с2 ßв„„< j = |s,
т. е. индукцией по N  показано, что рассматриваемое решение обладает 
производной, удовлетворяющей условию Липшица с постоянной ß 
(на каждом интервале Д,уд)-

Шаговый процесс построения решения можно продолжить до бес­
конечности. Полученное склеенное решение будет соответствовать ут­
верждению теоремы 2 .

(Поступило 15 II. 1975)
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TEOREME DE EXISTENŢĂ ŞI DE UNICITATE A SOLUŢIEI UNOR SISTEME 
DE ECUAŢII INTEGRO-DIPERENŢIALE d e  t i p  u l t r a n e u t r u

(Rezumat)

în  lucrare se demonstrează teoreme asupra existenţei şi unicităţii soluţiei locale şi 
globale ale problemei (1) —(2).

•a
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ASUPRA EXISTENŢEI SORUŢIEI SUABE.AUE UNOR PROBLEME 
’ DIRICHEET NEEINIARE

C. KÁLIK

Considerăm problema - Dirichlet reprezentată de următoarele con­
diţii

-  é  4- («#(*) p-} + f{x . «) =g{x), X s  П (1 )i,j= 1 oxi V oxjj
u\dn — Oi (2 )

linde O Q .R n este un domeniu mărginit. După cum se va preciza mai 
jos, 'în cadrul funcţiilor /  admise de noi intră funcţii cu neliniaritate de 
tip exponenţial.

Da început precizăm cadrul necesar formulării exacte a problemei. 
Considerăm funcţiile Фг{и) — elul — \u\ — 1 şi 1F1 (iy) =  ( 1  -f- |z>|) ln (1 -f- 
-f- |w|) — |v| defirdte pe R. Фг şi T i sínt o pereche de funcţii Young, cu 
ajutorul cărora putem genera două spaţii Orlicz Аф1 şi [1]. Normele 
din aceste spaţii Orlicz lè vom nota cu || • ||ф1, respectiv cu IMhv Este 
uşor de văzut că au loc următoarele incluziuni algebrice şi topologice

Ç  £*(Û) C
Fie Еф1 închiderea, în L%x, a funcţiilor u: CI —*■ R, măsurabile şi mărginite. 
Notăm cu V  spaţiul Banach

V = ЖЦС1) П ЕФг
cu norma

IN k = IM I* i + IN k
o
Жl(Cl) este spaţiul Sobolev obţinut prin închiderea mulţimii Co°(Q) în 
topologia dată de norma

IMI** = IIDi wll£a(ß)
Scopul acestei lucrări este de a da condiţii, care să asigure existenţa 

şi unicitatea unei funcţii « 0 e  7, pentru care să avem

í  é  an{x) ^  dx +  \f(x , u 0) ■ v dx =  \'g ■ v dx, V» e  V, 
A « - 1 ■ dxi dxi А I

(3)

unde g e  £2(£2) este o funcţie oarecare dată.
în  cele ce urmează vom considera numai funcţii f :  Cl X R  —► R  care 

satisfac condiţiile lui C a r a t h e o d o r y  [1]. Formulăm şi ipotezele 
noastre de lucru :

E. Эй e  £(Q), 3Ô > 0, 3ß >  0 astfel încît să avem

l / M I 2+e ^  Ф )  +  6® i[(2 +  ß)s], Vs e R (Ij)
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12. f(x,s) ^  O pentru aproape fiecare x  s  Q şi Vs e  R, De asemenea 
/  este nedescrescătoare în raport cu variabila s.

1 3. ciij S C](O) ; Ду-(л:) =  а#(х) pentru Vï s  Q şi s  e  R ■ există
П

у >  0  astfel ca «<,(*) ţ,j> ï |Ç |2 pentru Улге Q ş i  V Z".
= 1

Observăm că un exemplu simplu de funcţie /  care satisface ipotezele 
I 1 şi I 2 este dată de funcţia es.

Zema 1. Dacă are loc ipoteza I x, atunci avem

/ : jD(^ T p ; 0; - ^ ) - £2+[m
■ « /(ж, г/.(х)),

unde D ( —-— ; 6  ; ZJ,} este discul din L I ,  de rază —-— si cu centrul în 6 .
12 +  ß V 2 +  ß*.

Demonstraţie. Fie и e  D ^  ^  ; 0; Z^J , => ||(2 +  ß) мЦ®, < 1 .
Se ştie, din teoria spaţiilor Orlicz, că această inegalitate atrage după 

sine şi inegalitatea

J  $ i ( ( 2  +  ß) и) dx < 1,
Ci

ceea ce, împreună cu inegalitatea [Z], ne arată că avem

 ̂I f{x, w | 2 + P  dx <  - f -  с о . 

n
Q.e.d.

Observaţie. Avînd în vedere rezultatele din lucrarea [1], lema 1 atrage 
după sine următoarele concluzii :

И*** 2-Ti)^£I+e(£1)-
iar acest operator este continuu şi mărginit în 'iu e  n Ẑ®,, Cu iz |z®,,

 ̂ 1 am notat mulţimea acelor funcţii din Z®, care se află la o distanţă

mai mică decît —— de la subspaţiul Z®,.
2  +  ß

Zema 2. Dacă este satisfăcută■ ipoteza I lt atunci pentru orice număr 
Y astfel încît

1 , l 1 1 ^ t---1---------- ^ ^ Z
2 2 +  ß y„ y
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şi pentru orice « s  it |£ ф,> — j , avem

Lфг — £Y(0 ), V >-*• f(x,u) ■ V 

iar acest operator este liniar şi continuu.
Demonstraţie. Aşa după cum s-a văzut la lema 1, avem f(x, u) e  £2+P(0 ). 
Fie V <s L ^ . Deoarece (2 L2(£î), avem v e  A2(O) şi ţinând seamă

de inegalitatea — -----— < -i < 1 , rezultă f(x,u) ■ v s  £Y(Q), precum şi
2 2 + p y ' ■

inegalitatea

$ 1/(*-«) ■ v\y âx < c | | / M | l £2+ß • ||v||£. < С||./(л:,и)||£«+р1|»1|ф1

a
Deci operatorul considerat este şi mărginit. Linearitatea acestui operator 
fiind evidentă, rezultă şi mărginirea lui. Q.e.d.

Fie g e  L2(D.) un element oarecare fixat şi

unde
F(u) =  Fx{u) +  F 2(u) — (g,u), и s  V,

/

«(*)
F x{u) =   ̂ ş -n йу(ж) F 2(u ) =   ̂ îî#  ̂/(л:, s)ds

(4)

n »'-г' “ 1

Şl

te-«) =  Ç g .- <**

Notând cu respectiv cu FÎ'(m) derivatele Gâteaux ale funcţiona­
lei Fx în punctul u, găsim că

<F[(u), v>  =   ̂ а^(х) ~  ~  dx,
o h 3 = 1 *

V» e  V

Şl

F'{(u) ■ (vtv) =  ( у '  ац{х) ~ d x ,  'iv s  V. J dx, dxi
dv dvац(.х1

Ъ vi“ 1

Dacă ipoteza I 3 are loc, atunci avem

F'[{u) ■ (v,v) > Y||®||5q, V v e  V, 

de unde rezultă şi convexitatea strictă a ftmcţionalei Fv

(5)
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I/EMA Dacă ipoteza 1г este satisfăcută, atunci funcţionala F 2 este 

definită pe к  ^Еф,, 1 -̂j, există derivata ei în  V и <s к ^ —| şi

<  F'fu),v >  =   ̂f{x,u) ■ vdx, V î  e  L*bi, 
n

adică F'z(u) =  f[x,u).
Demonstraţie. Notăm

«(*)
Ф(x,u) =   ̂ f(x,s)ds

Ф este tot o funcţie Caratheodory. în  acest caz, aşa după cum se demon­
strează în [2], există o funcţie măsurabilă 0 : Q —>■ R, astfel încît să avem 
0 < Q(x) < 1, X  e  Q, şi

De aici rezultă
Ф{х,и) =  Ф (x, Qu) ■ и =  f{x,%u) ■ u.

F z(u) =   ̂f(x, Qu) ■ и dx.

Dacă и e  7t jü 0l, —-î—], atunci şi 6u e  п |£ ф1, iar pe baza lemei 1,
putem trage concluzia că f(x , bu) e  Z,2+P. berna 2 , însă, ne arată că f(x, 
0ii) ■ » e  IF. Ţinînd seamă de faptul că 1, avem f(x, Qu) ■ v e  L(Ù). 
De unde, pe baza reprezentării de mai sus a funcţionalei F 2, rezultă că
această funcţională este definită pe ţt ^ ф,,  ̂  ̂ j ■

Fie и s  7z (Eo , —-—I un element oarecare fixat. Vom arăta că are 
l 2 + ßj

loc egalitatea
IF&(u +  h) — F2(u) -  (f(x,u),h)\lim

1|А|[ф1-*-0 \Wk
=  0 (6)

Deoarece тг̂ -Е®,, 1 —j este o mulţime deschisă, pentru orice h suficient

de mic avem и +  h 7C •Ф,< 2 +  ß
însă

\F2{u-\-h) —F z(u) — (f(x,u), h)\ =  К  {Ф(х,и -)-h) — Ф(х,и) —- f(x,u) ■ h} dx
o ' .

=  |^ {ţ(x,u -f- Ш) —f{x,u)} • hdxJ C\\f(x,u + Щ  —/(«,«)||£!+p • ЦАЦфхЖ
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de unde, ţinînd seamă de continuitatea operatorului / ,  rezultă egalitatea 
(6 ) şi, deci,

<  Flfu), h >  =   ̂f[x,u) • h dx. 
n

Q.e.d.
Observăm că în Ierna de. mai sus s-a demonstrat, de fapt, existenţa 

derivatei Frechét a lui F 2. '
Teorema 1. Dacă sínt satisfăcute ipotezele I lt / 2 şi I 3, atunci funcţionala 

F are un minim global unic pe V.
Demonstraţie. Conform unor rezultate cunoscute [3] pentru a demon­

stra existenţa şi unicitatea unui punct de minim global este suficient să 
arătăm că F  este convexă, mărginită inferior şi coercivă.

Inegalitatea (3) ne-a arătat că F 1 este convexă. Ipoteza / 2 atrage 
după sine inegalitatea

Ф(ж,ст) — <&(x,t) =   ̂f(x,s)ds ^  f[x, t) (c — t),
t

care înseamnă convexitatea lui Ф în raport cu a doua variabilă. De aici 
rezultă în mod evident convexitatea lui F 2. în  sfîrşit, ţinînd seamă de 
convexitatea funcţionalelor Fx şi F 2, precum şi de linearitatea lui (g,u), 
rezultă convexitatea (chiar convexitatea strictă) a lui F.

Mărginirea inferioară a lui F  rezultă din următoarele inegalităţi:

F{u) Js yIMIj ç-  Ildiid • M \& >  У ■c ■ INIs* -  1ЫЫМ1£» =

_ y • cl ihij. _ if!1? I* _ !Ü!!k > _ !!i!!ê.
1 ţ"  2yC J 4yC ^  4yC

Dacă lim \\u\\v =  +ÇO, atunci avem lim ||м|(ф1 =  -j-oo. însă .din 
continuitatea incluziunii L ф1 Z,2 rezultă că lim ||и ||£а =  -)-oo. Ultima 
egalitate atrage după sine pe lim {y. • c||îî|||2 — HglIsdMk2} =  +  °o. 
Ţinînd seamă şi de inegalitatea

F { u ) ^ y  ■ с \\и \\1 ^ -М \^ \\и \у ,  

din raţionamentul de mai sus putem trage concluzia 
lim \\u\\v =  -J-oo =^>lim F(u) =  +co

care înseamnă tocmai co.ercivitatea funcţionalei F. Astfel, existenţa punctu­
lui de minim global este demonstrată.

Unicitatea punctului de minim rezultă din stricta convexitate à funcţi­
onalei F, care la rîndul său rezultă din stricta convexitate a lui. Fi 
Q.e.d.

4  4“  MatJmmatlee — 1976
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Teorema 2. Dacă sínt îndeplinite ipotezele I x, I 2 şi u  atunci pro­
blema Dirichlet considerată are o soluţie slabă unică pentru orice g e  £2(Q) 
dat.

Demonstraţie. Conform teoremei 1, funcţionala F  are un minim global 
unic pe V. Notăm acest punct de minim cu u 0.

Cu ajutorul lemei 3 putem trage concluzia că funcţionala F  este 
derivabilă în u 0 şi că

<  F'(u0),v >  =  <  Fx{u0) >  +  <  F'(u0),v >  — (g, v), V V e  у
Avînd în vedere că F  este convexă, faptul că u 0 este un punct de 

minim echivalent cu identitatea
< F '(u0),v>  =  0, V v e  V, 

care este tocmai identitatea (3) Q.e.d.

(Intrat in redacţie ta 10 mai 1975)
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DIRICHLET NON-LINÉAIRES 

(Résumé)

Dans cet article on étudie le problème Dirichlet (1) — (2) pour les cas où la fonction 
/  est non-linéaire de type exponentiel. Les restrictions sur l'équation (1) sont précisées dans 
les hypothèses Ilf Ij, I3. On prouve l'existence de solution faible du problème Dirichlet 
à l'aide de la fonctionnelle (4) en démontrant qu'il existe un minimum global de cette 
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DERIVAREA PARŢIADĂ NUMERICĂ A FUNCŢIIUOR DE MAI.
MUUTE VARIABIUE

HOANG TBUNG DU

1. introducere. Problema construirii formulelor de derivare parţială nu­
merică este deosebit de importantă în analiza numerică, aceste formule 
servind în special la integrarea numerică a ecuaţiilor diferenţiale şi a 
ecuaţiilor cu derivate parţiale.

în  cazul unei singure variabile problema este tratată  în numeroase 
lucrări, dar în cazul a două sau mai multe variabile numărul lucrărilor 
publicate este foarte redus. O metodă generală pentru a construi asemenea 
formule s-a bazat în special pe formulele de interpolare; menţionăm în 
acest sens lucrările lui D. D. S t a n c u  [6 ] şi T. T s u d a [8 ].

în  această lucrare vom prezenta o nouă metodă, aşa numita metodă 
a descompunerii succesive pentru derivarea parţială numerică a funcţiilor 
de mai multe variabile, care se bazează pe metoda funcţiei „blending" 
introdusă de W. J . G o r d o n  [1—3].

Se consideră o funcţie /  : —*■ A, unde Q„ =  [%, ôx] x  . . .  X [a„, bn]
este un hiperparalelipiped din spaţiul euclidian n dimensionale despre 
care presupunem că admite toate derivatele parţiale care vor interveni 
în lucrare. Mulţimea acestor funcţii este interpolatoare, adică orice ele­
ment al ei se poate interpola pe reţele de puncte prin diferite metode, inclu­
siv metoda lui W. J. G o r d o n [2—3]. Prin această metodă funcţia 
/(% ,. . . ,  xn) se exprimă ca o combinaţie liniară de funcţii avînd o vari­
abilă mai puţin. Acesteia din urmă i se poate aplica aceeaşi metodă, astfel 
se poate exprima ca o combinaţie liniară de funcţii de n — 2 variabile. Repe- 
tînd acest procedeu de n. ori, obţinem o aproximaţie a lui /  printr-o mulţime 
de scalari daţi, reprezentînd valorile lui /  pe reţele - de puncte considerate. 
Aceasta se numeşte metoda descompunerii succesive [1 ].

Acest procedeu se poate aplica pentru a construi formule de derivare 
parţială numerică pentru funcţii de mai multe variabile.

în  paragraful al doilea vom da forma generală a procedeului bazat 
pe formula de interpolare simplă (primul pas), iar în al treilea vom prezenta 
formula.construită cu ajutorul metodei descompunerii succesive şi evaluarea 
restului formulei respective., în  ultimul paragraf se dă un exemplu con­
cret pentru cazul n =  2 .
2. Metoda interpolatorică simplă. Pentru simplificarea expunerii vom 
detalia cazul n — 2, cazurile n ^  3 tratîndu-se în mod analog.

Fie m,n două numere naturale şi D2=  \_a, ô] X [c, d~\. Considerăm funcţia 
/  e  0 +1>”+1(î22) şi diviziunile

A* =  M i .o  Ay =  {yj}*-o
astfel ca

a < x 0 < % < . . . <  xm ^  b, c < y 0 < y 1 <  . . .  <  y n < d.
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Fie тс =  Ax X Ay. Vom considera următorii proiectori de aproximare (opera­
tori de aproximare liniari şi idempotenţi) :

unde

ф , ( * )  =  П

Л [ / ]  =  Е Л * р # » (* ) .  р * [П = Т ,Я « -уЖ у)• - üi«=0
(2 .1)

X  —  X i
i ,  i  =  0,1, m ;  Фj{y) =  Ш , j  =  Q,l,  . . . .  n

k = 0 X i - X k 1=0 у j  — У1
*=£» 1ф]

(2.2)

sínt polinoamele fundamentale de interpolare ale lui Fagrange, deci cu 
proprietatea că

Ф»(л'а) — >̂7(' Фj(yù (2.3)

8ih, 8j{ fiind simbolurile lui Kronecker. Operatorii rest asociaţi lui P x şi 
P 2 se pot exprima sub forma integrală următoare (a se vedea [3]) :

R i i f ]  = f ~ P x i f J =   ̂ K 1( x ; s ) ß ’“+ ^ ( s , y ) d s
a

d

R t in  = f -  p » m  = $K * (y ’ i)fio-n+i](%, m ,

(2.4)

unde în general K x(x ; s), K 2(y ; /)sînt funcţiile lui Green pentru anumite 
probleme la limită. în  cazul de faţă constatăm că au următoarele expresii :

K t{»; s) =  _  £ ^ ± Ф , . ( * ) ,

K 2(y; t)

ml . j=o ml

(У - 0  + £  <yj -  t ) \

(2.5)

Ш .U «I

cu folosirea notaţiei de la funcţii spline : -
(и — v)k dacă и ^  v

în celelalte cazuri. .(и 7

în  acest caz, printr-o analiză a lui K x şi K 2 putem scrie [2] :

Я х Е Я  =  П  ( *  -  X i )
t«= О

/(”‘+1-0)(g, у)
(;m .  + 1) ! , min х{ ^  ^  max х{

(2.6)
Ло, «+1Ъ

R 2[f] =  Y l{ y  — Уз) 1 j , min y á < т] ^  max y s
J- о (» + l)l
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Se vede uşor că P X,P 2 sínt proiectori comutativi, adică РхР г =  P 2PX, 
iar resturile R X,R 2 au aceleaşi proprietăţi. Bazaţi pe lucrarea [2] consi­
derăm cele două aproximante extreme

P x © P 2 şi PXP 2, (2.7)

în care semnul © indică suma booleană. Deci orice /  <s ç*»+i.»+i (Q2) se 
poate reprezenta sub formele

f{x, У) =  (P, © p 2) [/] +  R A W  ; f(x.y) =  P 1P2UI +  (Pi © P a)[/].
(2.8)

în  vederea stabilirii unor formule de derivare parţială numerică, adică 
a unor formule care permit să se calculeze în mod aproximativ valorile, 
pe anumite puncte, ale unor derivate parţiale ale funcţiei /  printr-o com­
binaţie liniară a valorilor funcţiei pe planele x{ =  0  (i =  0 , 1 , .. ., m) şi 
Уз =  0  (j =  0 , 1 , . . . ,  n), vom putea porni de la formulele (2 .8 ). în  cele 
ce urmează ne vom ocupa de formulele (2 .8 ) ; în special de prima egalita 
te, iar cealaltă se obţine ca un caz particular al 'acesteia.

Fie p,q două numere întregi nenegative, astfel ca să avem 0 < p  < m,
dP dq0 ^  q < n. Aplicînd operatorii de derivare —j- şi — asupra primei ega-

dx? dy
lităţi a lui (2 .8 ), obţinem :

dp+qf(x,y) _  ^ +?(Р1© Р2)[Д a*+*(RiRJU] ,n qx
dx*“ dyq dxpdyq d>Pdyq

Mai explicit putem scrie

dp+qf(x, у) _  др+,’Р1[Л . dp+qP2in  др+ЦРгРг) [/] ■ dP+qT{RxR^ [/] . 
ăxP dyq dxP dy1 dxp dyq dxP dyq dxP dyq

Dacă notăm h{(y) =  f[xit y), gj[x) =  f(x, yp  şi ţinem seama de relaţiile 
din (2 .1 ), obţinem:

m »'
F**(x,y) = E №{у)<ьф[х) + E g ? \ x ) $ ]{y) -t=0 j=0

^ m  n

" : - : %{■ - - Е Е  у № ? Ч ? ( у ) + (РАР̂ ГЯ, (2 .10)i~0 j =0
unde am folosit notaţia

ф(«.ч) (x,y) — du+vep (x, y)fdxudy°.
în  ceea ce priveşte restul (R1R 2Yp'q'> [/] din expresia (2 .1 0 ), aplicînd 

un procedeu folosit de D.D. S t a n c u , [6 ], sau direct din (2.6), putem 
obţine următorul rezultat:
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IrfEMA 2.1. Dacă K fx  ; s) şi K 2(y;t) nu schimbă semnul pe [a,b], 
respectiv pe [c, d~\, atunci pentru perechea de numere (p,q), restul formulei 
de derivare numerică (2 .1 0 ) se poate reprezenta sub forma

unde
(ra -j- 1) ! (w + 1) ! (2. 11)

m n
U(X)  =  П  (X -  xt), V(y) = П ( у -  yj).i—0 j=o

Observaţii : 1) Condiţia ca К г (x ; s) şi K 2(y ; t) să aibă acelaşi semn 
pe [a, b], respectiv pe [c, d], se poate realiza, de exemplu, cînd x^, [a, b \  
respectiv у  ^  [c, d], cu alte cuvinte dacă (x, y) & ü 2.

2 ) în  cazul că p,q iau vălori 0  sau 1 , iar x  coincide cu unul dintre 
punctele xu cînd p =  1 şi y  coincide cu unul dintre punctele cînd 
q — 1 , atunci condiţia din Ierna 2 .1 . se poate înlătura [6 ].

Apoi, dacă ţinem seama de (2.10) sau (2 .1 1 ), rezultă că are loc
I/EMA 2.2. Formula (2.10) este exactă pentru clasa funcţiilor de forma

m n

f i x>y) = I2 fi(y )  Ф,-(ж) + £ & •(* ) (2 .1 2 )i=0 j—0

unde funcţiile f fy ) ,  gj(x) sínt funcţii derivabile de toate ordinele care 
intervin.

Conform definiţiei gradului parţial de exactitate date în [6 ], formula 
(2.10) are gradul parţial de exactitate (m,n). Aceasta rezultă ca un caz 
particular al lui (2 .1 2 ) — şi anume cînd f f y )  — g3-(x) — 1 .

Formula (2.9) ne permite calculul aproximativ al derivatei parţiale. 
Dar procedeul acesta este complicat fiindcă nu întotdeauna derivatele 
f(o. г)(ж£, у), f(P- °)(#, y  p se pot găsi uşor, cu excepţia unor clase de funcţii 
speciale, cum este clasa funcţiilor care au proprietatea de separare a variabile­
lor, adică f(x ,y )  =  h(x) g(y). Pentru a înlătura aceste dificultăţi vom aplica 
metoda descompunerii succesive. 3

3. Derivarea prin metoda descompunerii succesive . Această metodă se 
poate aplica în două variante :

a) Se aplică derivatelor parţiale/<°> «>(#,-, j>) şi / №- 0)(v, yp  noi proiec- 
tori, se obţin formule liniare de aproximare care fac uz de valorile funcţiei 
/  pe anumite reţele de puncte de bază.

b) Se aproximează f{x ,y) printr-o combinaţie liniară de valorile ale 
funcţiei pe punctele considerate iar pe urmă se aplică operatorii de 
derivare.

Vom vedea că cele două variante ale acestei metode sínt echivalente, 
în  acest paragraf vom trata  varianta b şi din echivalenţa dintre cele două 
se obţine şi varianta a.

Aici trebuie să folosim mai mulţi proiectori de aproximare pe mai 
multe nivele, deci trebuie să indicăm indicele de nivel.
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Să considerăm următoarele două reţele pe dreptunghiul Qa:

Ai =  {*!}£o. Ai =  {y jfî-0. (3.1)
astfel ca

a < x l<  x] <  . . .  <  Xm 1 <Ъ, c < y l <  yl <  . . .  < y \ l <> d

Ş1 A2, =  {xl}l'L0j Ai =  {yï}’ÏU (3.10
astfel ca

a < xo <  x\ <  . . .  <  xf„] < Ъ ; c <, y l <  y \ <  . . .  <  yl,, <. d,
pentru orice mv m2, nv nz, numere naturale 

- Fie
«1

а д  =  U ( x -  x\),i=0

V1(y) =  f i ( y - y j ) .i=o
Luăm patru familii de funcţii de bază ataşate celor patru diviziuni,: Ai, 
AÍ, Ai, Ai, constînd din polinoamele fundamentale de interpolare ale lui 
Lagrange : Фц(х), Ф2k(%), фij(y), фn{y)- Cu acestea construim pentru pri­
mul nivel proiectorii:

nti «1
Рц[П  =  £ /(* !>  y) <M*)> P*iUl =  Е Л * . yl) Ы у)> (3.4)

i = 0  j = 0

iar pentru al doilea nivel proiectorii:

Uz(x) =  П  (x — xl)
k=0 (3.2)

v s(y) =  n ( y - y ? ) -

m2 n.
Л.1У] =  £/(4,y )  o » (x ) ,  p „ m  =  £/(*,y l) ф» Cv). (3.4')

Ä = 0  1=0

Se observă că din cei doi indici de la proiectori, primul se referă la variabila 
asupra căreia se aplică, iar al doilea indică nivelul la care se referă.

Se pot stabili imediat relaţiile între proiectori :

P11P 21 — P  P21-̂  11. Р цР  82 — P  2
P 12P 22 =  P  •>.<>?■

РълРлъ — РюР12 -̂  21»
22* 12’ (3.5)

în  ceea ce priveşte resturile asociate, ele se pot exprima sub forma 
următoare :

b
Pir if]  =  5  K lr(x ; s)/K +i.0)(s, y) ds

a

Uri*) 
К  + Д) 1

/ ( “r +1-° Ч Ъ у).

d
P2s[f] =  j K 2s(y ; t ) f (« ^ ){ x , t)dt = Vs(y) /№.».+«(*,

(», + 1) I 4 J*

(3.6)



5 6 HOANG TRUNG DU

r,s =  1, 2 ; unde K uv(u, v = 1, 2) şi %v £2, yĵ  yj2 sínt definite ca în al 
doilea paragraf. Cu acestea putem enunţa : '

I/EMA 3.1. Pentru orice funcţie/ е  Cm+l'n+i(Q.2), unde m = max(mlt m2), 
n = max (%, n2) avem următoarea schemă de aproximare

1 f(x,y) = P(x,y) +  R(x,y) = P[f] +  R tf]- (3-7)
unde

«a «*x w» «î

P i n  = E ад) + E E/A W  ФуЫ -í=0 í=0 А=о у—о
;»1 »h

- Е Е / « Ф » ( * ) Ф уМ  (3.8)= 0 у=0

f ü = f ( x l  у]), fkj = f{ x i  у)), fij = / ( х\, у}) 
iar

Щ/ J =  а д / ]  +  Л »  [Я  +  Л ц Яи í n  -  RnRjxïf]— Ru RzlÍQ- (з .э)
Aceasta rezultă imediat dacă ţinem cont de relaţiile (3.4), (3.4'), (3.5) 

şi o teoremă dată de W. J. G o r d o n  [2].
Vom introduce următoarele definiţii :
D e f i n i ţ i a  3.1. Vom spune că cele două nivele de descompuneri sínt 

consistente dacă cele trei grupe de erori

ЛцЛ21, T?i2 [7 T?2i], 7?2i[-7 7?n ], (3.10)
sínt de acelaşi ordin de mărime, unde I  este operatorul identitate.

D e f i n i ţ i a  3.2. Formula obţinută prin metoda descompunerii succe­
sive cu nivele consistente se numeşte formulă consistentă.

D e m a  3.2. Pentru m2,n2 suficient de mari formula (3.7) este consistentă.
Aceasta rezultă din faptul că dacă m2,n2 sínt suficient de mari atunci 

P 12[/] şi R„[f] pot fi făcute atît de mici incit să nu depăşească pe
падад-

în  cele ce urmează vom considera m2 >  mx, n2 %, ca să nu avem 
multe dificultăţi în evaluarea ordinului de mărime al restului. Cit de mare 
să fie m2 faţă de %  respectiv n2 faţă de п1г depinde de ordinul de aproxi­
maţie dorit. Un caz concret se obţine cînd se iau ca funcţii de bază funcţiile 
spline cubice [2 ].

Vom aplica operatorul de derivare £)№■?> =  dp+q/dxp dyq asupra for­
mulei (3.7), pentru p,q numere întregi nenegative şi 0 <p <mlt 0 <q<nx. 
Se obţine

fiP,i)(x , y)  =  P ( M ) [ / ]  +  R(P^[f], ( 3 .1 1 )
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unde pe baza lui (3.8) avem
fţţi fÎs Vii flţ

p {Mu i  = E E / « Ф“ w  +  E Е л - фй?(*) Фу Ы  +г=0 í = 0 ' . A=0 j — 0
Vii

+  Е Е / « фй,(* )Ф ^ )-  (3-12)i=soy=o
Problema care rămîne de cercetat este restul formulei (3.11). în  

acest scop vom folosi următoarea definiţie :
D e f i n i ţ i a  3.3. Pentru orice g e  Cm+I>"+1(i22) definim

H/Ц =  max \f(x,y)\. (3.13)
(x, y) s£53

Vom folosi acum o teoremă din [5, p. 289]
T e o r e m a  3.1. Fie punctele de interpolare x 0 <  xx <  . . .  <  x„. Dacă 

/(’1+1)(a) este continuă, atunci pentru orice k < n (k număr natural) avem
n — k  f ( n + l ) /  \

R ï\* )  =  n  i * -  и (, f+

unde R„(x) este restul formulei 'de interpolare iar cele n +  1 — k puncte dis­
tincte ţj  sínt independente de x şi verifică inegalităţile

Xj <  ţj  <  xj+k, j  =  0,1, . . . .  n — k.
Cu aceasta putem enunţa

T e o r e m a  3.2. Dacă funcţiile K m{u, v =  1,2) nu schimbă semnul pe 
[e;ô], respectiv pe [c,d], atunci pentru orice f  e  "s+1(Q2)# 0 < p  < mlt
0 < q < nlt avem 1

l l ( / ~  т ) {р'ч) II =  I I ^ C O I I  £  z.,Hp\\ß”“+hq)\\(b -  a)”̂ - P  +
+  e«2?ll/^’ ,,J+1)||(^ -  c)-+i-« +  emiPenJ \ f ( ^ ^ \ \ ( b  -a)^+ \-P{d ~  c Y ^ -P  

+  e»>,pe>Jlf<m‘+t' n'+1,ll(Z> -  a)w‘+1-P(d -  c ) ^ ~ < +
+  e » Ä i l l / (,Bl+1' ”s+1)ll(6 -  aY ‘^ - P(d -  c).-+1- î (3.14)

unde pentru orice u,v numere naturale s-a folosit notaţia
eK0 =  lf(u  -  v +  1)! (3.15)

Demonstraţia : Din (3.6), (3.8) şi condiţia teoremei avem

(m2 + 1) ! (и2 + 1) 1
u i i* ) v  iW , („„+1.„1+1)|+ (mi + 1) ! (% + 1) !

/(>„1+l,ni+l ) ( ^

UxW,{y)
K  + !)!(%+ 1)!/("‘,+1' ”2+i>(?n 'Пй) —

Ut {x)ViW
(m2 + 1)1 («j + 1)1

■/(».+l.»i + l ) ( ^  7)j).
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Condiţia invariabilităţii semnelor lui K uv (и, v — 1, 2) pe [a, 6 ] şi [c,d] 
ne permite să folosim procedeul dat de D. D. S t  a n c u [6 ] ; 
găsim ^

uip)(x)
(m2 + 1) !-/(»■a+l, î)(Ça, y) 4 - H9](y)

(Щ + 1)!/№,«=+D(Xj y]2) +

uiPwvPto)
к +!)!(«!+ 1)!/<»,-И, »,+!)( ̂  Vi) V^(x)V^(y) 

(>% + 1) ! («a + 1) !
yK+i,ns+i) (çi//j2) _

^ (* )И г1(У) 
( « 2 + I) ! («1 + 1) !

/(«, + !, «, + l)(£aj Vjj). (3.16)

în  virtutea teoremei 3.1 şi definiţiei 3.3 obţinem evaluarea (3.14).
Corolarul 3 .1 . Dacă funcţia f  are derivate -parţiale continue de orice 

ordin, atunci pentru m1,n1 fixate şi m2,n2 > %  +  % +  1, avem

| |^ ,? ) | | < M /K  +  Щ +  2 -  g - p ) \  (3.17)

unde M  este o constantă depinzînd numai de f  şi ß 2, adică

M  =  M(f; а, b ; c, d).

Corolarul 3.2. Dacă тг = m2 = m, пг — n2 = n, atunci avem urmă­
toarea formulă de derivare parţială numerică de tip produs.

m n
f ( p . * ( x , y )  =  £ £ / < , ф8!(*)Ф$Ы +  R lp,q)if]> (3.18)4=0 j =0

unde

R(P. i)f = U{p)(x) 
(m + 1)! f lm+1'«] ( l y )  + Vм (y) 

(и + 1) !f(P. «-И) (х,У]) —

ц1Р)(х)у(1)(у)
(m + 1) ! (и + 1)1

ßm+l.n+i)^ у) (3.19)

care a fost găsită de D. D. S t  a n c u [6 ] pe altă cale.
Deci cu formula (3.12) putem calcula aproximativ derivatele parţiale 

ale funcţiei /  pe orice punct exterior lui Q2, cu o eroare dată în (3.16).
Observaţie. Domeniul de valabilitate al formulei este în general, după 

cum. am precizat înainte, exteriorul lui Q2. Totuşi, în cazuri particulare, 
se poate aplica şi pentru puncte interioare ale lui i l2. Se poate chiar ca 
punctul de derivare să coincidă cu unul dintre noduri (observaţia a doua 
din paragraf doi).

în  ceea ce priveşte cealaltă varianta de a construi formule de deri­
vare parţială numerică, vom face următoarele observaţii :
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' Pentru r =  1,2 avem

Dl°. *PU[/] =  PuDlb л [f], DIP- o)P2r [/] =  P2,DIP- »I [/]
(3.20)

D ^ < D R b [ f ]  =  AlrZX°-?>[/], D ( P - V R 2 r [ f ]  =  R 2, D ( p-0)[/],

unde DIP-ti, pentru p,q întregi nenegativi, este operatorul de derivare 
definit mai înainte. Deci, se ajunge Ta aceeaşi formulă dacă se foloseşte 
şi varianta a.

Pentru funcţii cu un număr de variabile mai mare ca doi putem con­
strui în mod analog formula de derivare parţială numerică.

Această metodă cere un număr mare7 de puncte de bază pentru ca 
să obţinem o aproximaţie bună, ceea ce implică să se efectueze un număr 
foarte mare de calcule; aceasta se poate realiza cu ajutorul calculatoarelor 
electronice de mare viteză.

4. Exemplu. Vom prezenta acum o aplicaţie la calculul cu aproximaţie 
al derivatei parţiale de ordinul (1 , 1 ) ad unei funcţii de două variabile.

Să considerăm Q2 =  [0,1 ] X [0,1 ] şi reţelele de puncte — y l =  0, 
x\ =  y \ =  1 /2 , x \ — y \ =  1 , pentru nivelul întîi şi x$ =  y l =  0 , x\ — y \ — 
=  1/3, x\ = y \  =  2/3, x \=  y \ =  1, pentru nivelul al doilea. Atunci, con­
form teoriei făcute în paragraful trei, obţinem pentru derivata parţială 
de ordinul (1 , 1 ) în origine formula de aproximare:

/(» »(0 ,0 ). «Pi».  »(0 ,0 ),
unde

p {h 1!(0,0) = 3|б/(0,0) -  9/(o, i) + |/ ( 0, I) - /(0, 1) -  9/(1, o) +

+ °)+ Mt - 0)]+ 4[ - H î  - °)+ 9/(?- î ) + M î  - t)+ 

+/(?• «) -  И 0- î ) + 9/(i- U -  * f ( b î) -  ?)]+
+ m .  0) -  9/(1. j) + f/(l. f) —/(1.1) + |-/<o. 1) -  9/(i. 1) -

/ I - - ' /

Pentru delimitarea erorii se obţine inegalitatea :

1|Я(1-1)П ^  ^(2 ||/<4-»|| + 2 ||/(» » || +3||/(3.3)|| +  ||/(4.3)|| +  11/(3,4)11).

(Intrat în redacţie la 70 martie 1975)
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NUMERICAL PARTIAL DIFFERENTIATION OF FUNCTIONS OF SEVERAL
VARIABLES
(Summary)

In this paper the author has constructed a new general formula for the numerical 
partial differentiation of functions of several independent variables of interpolatory type. 
This formula has been obtained by using the method of succesive decomposition and is 
based on a method for multivariate interpolation of W. J. G o r d o n  [2], [3].
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EXTENSION DE EA FORMULE DE QUADRATURE DE NEWTON
' ;

D.V. IONESCU et P. PAVEL

D. V. I o n e s c u  a fait une théorie de la formule de quadrature 
de Newton [1] en partant de la formule de quadrature avec les noeuds 
a,xv b de degré d' exactitude au moins 2, qui pour /  s  C3 [a,b~] est

f{x)dx = b — a
2a — b a +  2b

3(#i -  a) (b -  х г) /(*i) + x1 — b ■ m +

+   ̂<p(#) f'"(x)dx. ( 1 )

Dans cette formule la fonction <p s' obtient par un problème aux limites.
Pour хг =  — — la formule (1) se réduit à la formule de type Gauss avec 

3
le noeud a et le noeud a 26

v и
\ № d x  =  Ц р  [/(a) +  3 / (A ± ^ jJ  +  J Ş(x )r(x)dx  (2)
a a

D' après le cas général étudié dans le travail [1] la fonction <p est positive 
sur l'intervalle (a, b) et on a

(b -  я)4 (6 -  я)4Ç <p(x )dx = —— — = 
J  v 3 6 - 6 216 (3)

Pour хг 2a +  b, la formule (1) se réduit à la formule de Gauss

avec le noeud b et le noeud 2я +  b

U U

5 f(x)dx  =  [/(&) +  3/ p ^ ] ]  +  5 Ş(x)f"(x)dx (4)

D' après le travail cité [IJ la fonction 9  est négative sur l'intervalle (a, b) 
et on a

(b -  я)4'  ̂cp(x)dx - —
218 (5)
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En ajoutant les formules (2) et ■ (4) membre à membre on obtient 
la formule de quadrature

^f{x)dx b — a '/(a) +  3 /p . + 2b\ ^  3/ |2 â -f- b
) + m +  R[ f J (6 )

où

R U 1 = \ m ± m f *{x)dx. (7)

Nous sommes arrivés à la formule de Newton dont le degré d 'exac ti­
tude est 3, parce que d'après les formules (3) et (5) on a.

b
 ̂ [ÿ{x) + Ş(x)]dx = 0 (8 )

a
Si /  e  C4 [a, b], on peut mettre lé reste de la formule sous la forme

R[f] = ^ (x ) f^ (x )d x .  (9)
a

et d' après ce qu'on sait [1 ] la fonction ф est négative sur l'intervalle 
[a, &] et on a

=  ( 10)

a
ce qui montre que le degré d' exactitude de la formule est 3.

Nous avons eu l'idée de construire, en suivant la même méthode, une 
formule du type Newton (6 ) mais où les noeuds intérieurs sont multiples 
comme dans la formule de quadrature de Turan [3].

Nous traiterons dans l'avenir le problème en général mais pour voir 
l'intérêt d'une telle formule nous Г exposons dans ce travail seulement 
pour le cas des noeuds intérieurs triples.

Nous montrerons qu'une telle formule a le degré d'exactitude 5.
1. Considérons pour commencer la formule de quadrature de la forme
b
\f(x)dx  =  Af(a) +  Cf(Xl) + C'f{xj) +  C"f"(Xl) +  Bf(b) +  R[f ]  (11)
a

o ù ^ e  (a, b) .et les coefficients A ,C ,C , C", B  se calculent de manière 
que i?[#Â] =  0, pour к =  1,2, 3, 4.

Nous calculerons particulièrment les coefficients A, B  qui seront impor­
tants pour ce travail.
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En procédant comme dans l'introduction de ce travail, remplaçant 
dans la formule (11) la fonction /  par f(x) =  (x — b)(x — %)3 * et ensuite 
par f(x) =  (x — a)(x — Xj)3 nous aurons

2. On peut choisir xx de manière que A soit nul. Cela a été montré 
en général par D. V. I o n e s c u  dans le travail [1]. On obtient 
l’équation

( x 1 - a)3 — (b — a ) { x 1 — a ) 2 +  — (b — «)2(% — a) — i  (b — a ) 3 =  0 

qui a une seule racine réelle comprise entre a et b. En posant

{b -  хг)3 -  { b - a )  {b -  %)2 +  i- ( b  -  a ) 3 ( b  -  %) -  Л(й -  a ) 3 =  0

b
( 12)

b
B(b — a)(b “  Xj)2 =  \ (x — a){x — x-^Hx. (13)

a

ce calcule donne

(14)

— a =  (b — a)u
on a l’équation en и

и3 — u3 4 - — n  — — =  0  2 10 (15)

dont la seule solution réelle est

3 30
{>/50(— 2 +  3 V6) -  V50(2 +  3 V6)}

ce qui donne
%x =  a +  (6 — a)u-1 (16)

3. On peut choisir aussi xx de manière que B  soit nul. On a

(17)
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En posant

on a l’équation
b — xx =  (b — a)v

V s  — V 2 4 -  —  V — — =  0 
2 10

qui est identique à l’équation (15). Elle a une racine vx =  ux réelle comprise 
entre a et b

Donc

x1 =  b — (b — a) vx = b — (b — a)ux

Des noeuds xx, x2 sont symétriques par rapport au milieu de l’inter­
valle \a, 6].

Xi +  x2 =  (b +  a) ( 18)

En prenant dans la formule de quadrature (11) xx =  xx que nous désig­
nons toujours par xx, la formule (11) devient

b' b
ÿ {x )d x  = C1f(x 1) +  C[f'(Xl) +  C['f"(Xl) +  Bf(b) -  $ ÿ{x)fM{x)dx .
a a

(19)

On démontre que la fonction <p est négative sur l’intervalle [a, 5] Il
b

est utile de calculer  ̂cp(x)dx.

irm

f(x) =

En posant dans la formule (19)
(x -  x1)i {x -  b)

5 !

nous obtenons
b
J <p(x)dx =  -  i  -  j  {b -  a)&(b -  Xl) +  j  (b -  Xl)2(b -  a)* -
a

-  J  (b -  -  «)3+  j  (b -  xx)\b  -  a)■} (20)

En remplaçant le noeud xx par x2 nous avons la formulé
о о

ÿ (x )d x  === A f  (a) +  C2 f(x 2) +  C’2f ( x 2) +  C'2'f" {x 2) ~ ^ { x )  f^ {x )d x .

(21)
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où la fonction <p est positive sur l’intervalle (a, b) et nous avons

(?(*)<** =  +  î {b ~  a)6{a -  *0 + 1  (b -  «)4 (* -  **)s +

+  ^ ( & - % ) 3 +  ( « - * 2)4^ !}

Bel ajoutant les formules (19) ét (21) nous obtenons la formule
b '

\f{x)dx =  i  [Af(a) +  Bf(b) +  C J(Xl) +  C[f'(Xl) + C"f"(Xl) +
a

b _  =  - -

+  C2 f ( X2) +  C'2f ' ( X2) +  CÍ7" W ]  -  \  Ф) ţ 9-{-]- f M(x)dx ' ' (22).
a

En tenant compte de la propriété (18) on voit que

j Ф )  + Ф )  d x  =  Q

ce qui montre que la formule de quadrature de Newton-Turan (22) a le 
degré d’exactitude au moins 4.

On démontre que cette formule a le degré d’exactitude 5. parce qu’en 
remplaçant f ( X) par (x — Xl)s(X — Xi)3 on obtient la formule

ь
ф (X)dX =  (b — a)7

a

-  +  -  60 20
« ij#  o.

(Manuscrit reçu le 9 juin 1975)
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O EXTINDERE A FORMUEEI ÎN CUADRATURÄ А 1ДН NEWTON 
(Rezumat)

în  această lucrare se construieşte, după metoda folosită în [1] o formulă de cuadra* 
tură de tip Newton, în care nodurile interioare sínt multiple. Rezultatele obţinute sínt 
prezentate în cazul nodurilor interioare triple. Se obţine formula de cuadratură (22) cu 
gradul de exactitate 5.

5 — Mathematica — 1976
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AN EFFICIENT REALIZATION OF AN ALGORITHM T o COMPUTE 
THE FIRST EFFICIENT POINT OF A LINEAR MULTIOBJECTIVE

PROGRAM
L MAHTJSCIAC

1. Introduction. Let A =  (ац) and C =  (cy) be mXn  and kXn  matrices 
and b, X e  Rn column vectors. In this paper we use the following convetion 
for vector inequalities. If u, v e  R ’\  then

и й v(u <  v) iff Vj e  {1,2, . . . .  n) => Uj й Vj [Uj <  Vj) ; 
и £  v iff и й v and иФ v.

We denote : 5  =  {x «s R» ; A x  =  b ; x  2: 0}.
D e f i n i t i o n  1. A point x° e  R n is an efficient point of S' (with respect 

to C) if
(i) x° e  5  ;
(ii) there is no x  e  5 э  C x ^  Cx°.
Let E  be the set of all efficient points, called efficient set (with respect 

to C).
In  order to compute E  a general algorithm has been given recently 

by J. P. E v a n s  and R. E. S t e u e r  [1]. This algorithm has three 
phases.. In  phase 1 one proceeds to a basic feasible solution (b.f.s.) if 
one exists or terminates if the problem is inconsistent. Phase 2 of the 
algorithm proceeds from a b.f.s. to an efficient basis if one exists or detects 
that E  =  0 . At each interation a linear programming sub-problem is used 
to. test for efficiency of a b.f.s. Once the first efficient basis has been 
identified, in phase 3 one enumerates the list of efficient b.f.s. by means 
of another sub-program to test for efficiency of an adjacent b.f.s.

The purpose of this note is to give a new method for realization of 
phase 2 of the latter algorithm. In this algorithm no sub-programs are 
needed as in options 1,2,4 and 5, p. 66—67 of [1] to test for efficiency. 
There is a strong connection between our method and the sequential maxi­
mization idea of [1]. The difference consists in the fact that in this method 
one can always find an efficient extreme point if one exists or terminates 
with the indication that E  =  0 , without constructing the sequence 5 0, 
Sj, . . . ,  Sk of sequential maximizing subsets of 5  (see [1], p. 64).

Generally the notations and definitions we will use will be the same 
as in [1].

2. Efficiency criteria/ By renumerating variables if necessary and 
partitioning A  and C, we have

xB =  B*1 b — B~xN xn, z  =  CBB - 4  — (CßB-W  — CN) xN,
where В  and N  denotes respectively basic and nonbasic column vectors 
of A. Denote:

D =  B -W , R  =  — (C ßB-'N  — CN) ; d — B ~ 4 ,.r  =  CBB ~4
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ând assume that xN =  (%, . . . ,  xn- m)T, xB =  {x„-m+i , . . . ,  дгя)г.. For the 
present pupose it  is convenient to express our multiobjective program 
in the following simplex-like tableau

X1 . . . Xn—m 1
W + l -- dlx d12 • * * A\t и—m

= &т\ dm2 • • • dm, n—m

II Гц rii ■ • • 1̂, »—m

II Гк 1 Гк2 • • • k̂, »—»n

We will use the following efficiency criterion which can be derived 
from Lemmas 2.1, 2.3 and Corollary 2.2., p. 57 of [1].

Theorem 1. Let x° (0, d) (d ^  0) be a b.f.s. in S. Let Q =  {i: x°Bi =  0} =  
=  {i : dt =  0}. Then x° e  E i f  and only i f

Ru < 0, Dqu gO, и  è  0 (2)

is inconsistent, where
Dq =  (dij), i ^ Q , j  = 1 ,2 ,  . . . .  n — m.

Remark 1. If x° =  (0, d) is a nondegenerate b.f.s., then Q =  0  and (2) 
becomes

Ru < 0, и è  0. (2')
Row-vectors and column-vectors we denote:

d' = (dn, •.., d{t n~m), d̂  : 1 {d ij, . . ., dmj)T,
=  {?iU . . . .  rh r-j =  (Гц, . . . .  rkj)T.

Lemma 1. I f  in (1) there exists A s  {1,2, such .that dh < 0
and d1“ ^  0, then 5 =  0  (i.e. tóé problem is inconsistent).

Proof. From (1) we have that

#»—»»+Ä — d^Xfl dfa 0, V Xpf Şî 0,
i.e. 5 =  0 .

Lemma 2. Assume that d 2: 0. I f  in  (1) there exists s e  {1, . . . ,  n — m} 
such that r's <  0 and d-s < 0, then E  =  0  {each criterion is unbounded).

Proof. We consider

xs = t >  0, Xj =  0, j  e  {1, . . . ,  n — (3)
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Then
V» e  {1,2, . . m} => #„_*,+,• =  — 7fsi +  d- £  0, Vi >  0 (4j

and
z{(t) =  — yisi +  -*■ +  oo, i -*■ +  oo, i =  1, 2, . . ., k.

In  what follows we will assume that 5 ^ 0  (i.e. the problem is consistent) 
and therefore that d £  0.

I/BMMA 3. I f  there exists s e  {1, . . . .  n — m} such that r s < 0, 7,s ;£ 0 
and 3is e  {1, 2, . . ,,k} э  /*’ è  Ó, then E =  0  (criterion zis is bounded).

Proof. We consider again xN e  R n~m as in (3). Then from (4) it fol­
lows that Xj ^  0, j  =  n — m +  I, . . . .  n, Vi >  0, and if ris <  0

*<(0 =  — rrf +  Г{ -► + 00, t + 0 0 .
But from assumption r s < 0, so at least one such a coefficient ris <  0
exists. Since у,- s =  0, we have

5

max Z i ( x )  =  n .
x e S  S S

Therefore E  =  0  and Z: is bounded.*S

I/EMMA 4. J /  iAeyß earisis i  e  {1,2, . . . ,  k} э  ru >  0, iAew ж0 =  (0,7) е  
e  Е.

Proof. If у’- >  0, then it is clear that the system
Ru  ^ 0 ,  и ^  0

has no solution и e  R n- m, and from Theorem 1 it follows that x° s  
e  £ .

Bet . . . .  ih (1 <, h £  k) be distinct numbers'of {1,2, . . . ,  k}
such that

rid ^  0, j  e  / 0 =  {1,2, . . . ,  » — *»}, Л  =  { j  e  / 0; ru  =  0},
^  0, j  s  / a =  {; e  / j  : yw =  0},

..............................................: . . . (5)
^  à  0, j  e  / A_1( J h =  {/ e  : у<л. =  0}.

Obviously / „  2  J j  2  . . .  2  Л .
Bemma 5. 7 / Ji.J i, . . . ,  / A- i  «ye not empty and J h =  0 , then x° — 

=  (0,7) e  £ .
Proof. If ж0 =  (0,7) à? E, then there is x  =  (%, ÆB) e  S such that

Rxs <, Rx% ■== 0. (6)
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Let H  =  { j  s  j 0 : xSj >  0}. From (6) it  is clear tha t НФ 0 . First 
we prove that H  £  ] г. Indeed, if there is h e  H  \  J v  then from ry, >  0 
it ■ follows

y,’l '*s = Y) rid*sj > 0,jeH
which contradicts (6). Therefore H  £  J x. Denote by 

s =  max {7 e  {1,2, . . . ,  h): H  £  J s}. 
Then we have 1 á s < A  and 7"s f l^  J s.
Since

Ч+ii >0 ' 3  e J s \ L + i .

у<5+1'** =  § 5Ч +1Д * > ° '

which again contradicts (6).
From the proof of Lemma 6 it follows
Corollary 1. I f  . . . ,  J k~x яге nonempty then x° =  (0, d) «= E.
As a special case of Lemma 5 we have
Corollary 2. Let r'- > 0 and J x =  {j e  J 0 ; щ  =  0}. 7 / йеге is 

s s  {1,2, . . . ,  &} \ { t }  such that V/ J x => rsj >  0, then x° =  (Q,d) e

Lemma 6. 7 / J lt]  2> . . . ,  J h are nonempty and Is e  J h 3  Vt e  
e{l,2, . . . ,  Æ} \{ * '1,«a> • ••. «*} =► <  0 яж7 g  0, Йеи E  =  0  (func­
tions Zf, г Ф  i v i 2> • ■ dh are unbounded on S ) .

■ Proof. I t  is similar to the proof of Lemma 2.
Denote by
s i, =  {У ' %У  =  max {cihx : x  e  S j-J} , h  =  1, 2, . . . ,  k ,  S 0 =  S .

Lemma 7. 7 / J ltJ 2, . . / A_i яге nonempty and criteria zit i  e  7 =  
=  {7,2, ; . /г} \ { i i , i 2» • • 7Ä_i} яге unbounded on SA_x, йеи E — 0 .

Proof. From the definition of SÄ it follows tha t S h =  0 . Now, if 
pi, . . . .  pk i s a  set of positive weights, then the function

Y ^P M x)  sí min zfx )
i e i  i e l

is unbounded on 5 Ä_x, and from Lemma 4.5, p. 65 of [1], it  follows 
that E  — 0 .

Summarize these results we have
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T h e o r e m  2. Let A,C,b,S and E bè as defined in introduction. Then 
after a finite number of Gauss-Jordan elimination steps we obtain an efficient 
extreme point i f  one exists or we terminate with the indication that E  =  0 .

3. Description of the algorithm. In  describing the algorithm which 
follows from Lemmas 1 —7 it will be assumed that the vector x  contains 
any artificial variables which were added to aid formation of an initial 
basis as in tableau (1). The general outline of the algorithm is as follows.

Step 1.. Starting from an initial basis proceed do a b.f.s. if one exists 
or terminate if the problem , is inconsistent (Lemma 1).

Step 2. Set i  : =  ilt : =  J 0 = {1,2, . . . ,  n — m}.

Step 3. Maximize zfx)  =  — 2D r^Xj -j- r{ on 5. If max z{ <  +°o then»e/t-
go to Step 4, else go to Step 5.

Step 4. Set i : = i irl, : =  / £ ^  =  {i e  / .  ; rtj =  0}. If J ihl =  0
or i  +  1 â  k then terminate. x° =  (0,d) e  E  (Lemmas 5.7 and Corol­
lary 1). else go to Step 3.

Step 5. Verify the conditions of Lemmas 2.3 and 6. If the conditions 
are satisfied then terminate E  = 0, (at least one criterion z{ unbounded) 
else set i:  =  fibl, / £: =  J { and go to Step 3.

Remark 2. To maximize =  E r ijX f +  i'i it  means to ..positivize”
the coefficients .^-, j  e  J . in Tableau (1) by a number of Gauss-Jordan
elimination steps.

Remark 3. Generally we obtain another efficient point if we start 
instead of with another criterion z{:

Example. Find an efficient point of the criterion functions
'̂ 1 — X  ̂ X2, Z2 X2 J- 2x2

subject to • 1
— « i  +  «g ^  1, х г - j -  x 2 g  2  

х г  —  x 2 g  1, %  à  0 , x 2 à  0 .

Starting from the simplex tableau

x3 —
*4 =  
X 5 ~

Zl = ' 
22 —

—  X 1 — X 2 1

- 1 1 1
1 1 2
1 - 1 1 ,

- 1 1 0
1 —2 0
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with b.f.s. x° =  (0,0,1,2,1), we maximize zv  After á Gauss-Jordan step 
we obtain

x3 —
*4 =  
Xl =

Zi =  
*2 =

b f s. X 1 — (1,0,2,1,0) & E  because =  — 1 <  0. So we maximize f2 =  
= xz — 1. After a new Gauss-Jordan step we have ' ' ' '

— %5 ' %2 1

1 0 2
- 1 2 1

1 - 1 1

1 0 1
- 1 - 1 - 1

%3 ■— 1 0 2 ■
%3 = : 1/2 1/2 1/2 .
Xi = .1/2 1/2 3/2

Zi = 1 0 1
22 = -3 /2 1/2 -1 /2

As Corollary 1 shows b.f.s. xz =  (3/2, 1/2, 2,0,0) e  E. 
If we maximize z2, we obtain

— x3 —xt 1

*5 = 1 0 2
«2 = 1/2 1/2 3/2
% = -1 /2 1/2 1/2

*1 =F= - 1 0 - 1
= 3/2 1/2 5/2

and from Lemma 5 it follows tha t b.f.s. x3 — (1/2,3/2,0,0,2) s  E. I t  is 
clear tha in tis case there is no other efficient extreme point. So E — 
=  [xs,x3]

(Received September I0t 1975)
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O REALIZARE EFICIENTĂ A UNUI ALGORITM PENTRU CALCULUL PRIMULUI 
PUNCT EFICIENT ÎNTR-0 PROGRAMARE LINIARĂ CU MAI MULTE FUNCŢII DE

SCOP
(Rezumat)

Se dă o nouă metodă pentru determinarea primului punct eficient într-o problemă 
de programare liniară cu mai multe funcţii de scop. în  algoritmul prezentat se evită com­
plet folosirea unor subprograme pentru testarea eficienţei la fiecare iteraţie, cum se întîmplă 
în alte metode cunoscute. Algoritmul ' permite totdeauna determinarea unui prim punct 
eficient extremal (dacă un asemenea punct există), sau se opreşte cu indicaţia că mulţimea 
eficientă E  = 0 .  Pentru determinarea altor puncte eficiente extremale adiacente se poate 
folosi, de exemplu, algoritmul lui J. P. E v a n s  şi R. E. S t e u e r  [1 ].
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RÉPARTITIONS CUMULATIVES
ELENA 0 ANCEA

I / article présente le problème pratique de déterminer la répartition 
d’une caractéristique X  étant donné tin échantillon stratifié. C'est à dire, 
soit

(*?>)<= Г -V k = \ . r,

les valeurs d’échantillon correspondant à la classe к, pour la caractéristique 
X. On cherche la répartition théorique, de la variable aléatoire dont l’ensem­
ble des valeurs est la réunion de toutes les valeurs d’échantillon.

I. Le cas discret. Soit X  et Y  variables aléatories discrètes, définies 
sur le même espace de probabilité (£!, K, P), avec la répartition res­
pectivement :

......

Ч Ц .... ..
( 1 )

La variable aléatoire cumulative Z  des variables A et Y est définie 
sur le même espace de probabilité (£2, K, P) avec l’ensemble des valeurs

{zp i =  1, . . . .  h} = {xit i =  1, n} U {Уи j  =  L .. m).
où A < » - f  да.

Pour déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire 
cumulative, soient les répartitions données par (1).

1. On considère le cas où xt e  [a, b], i  =  1, . . . , « ,  y t e  [c, d], j  -
=  1......... m, [a, ô]fl [c, if] =  0 , et < y jt i =  1, . . ., n, j  =  L m.
Alors la répartition de Z  sera

(^ )а=1,
où l’ensemble des valeurs zb, k =  1, . . . , »  +  m est en fait la réunion
des valeurs ordonnées des xit i =  1, . . . ,  n, yp j  = 1 ,  ..  ., m.

Pour les probabilités p'h, k =  1, . . . ,  n +  m on a
P r o p o s i t i o n  1. Les nombres donnés par

pk =

Pm i
% + «i ’-, k =  1,

q, fnt
— , k =  n +  1, . . . ,  m

n\ + mi
où nlt тг est respectivement le dénominateur commun des p it qp constituent 
le système de probabilités de la répartition de Z.

Я-fW
On voit facilement que p ^  0, k =  1, . . n 4- m, e tT^ =  1.
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Proposition 2. La fonction de répartition de Z  sera :

Fz(x) =

fO,

Fx (x)

Fx {x)

U .

% + m1

% ^  %x

- ^  +  FY( x ) - l ± - . y l < x * y n
«1 +  « 1  «1 +  »»1

Ж < 3 V

OÄ ^  Fy sont les fonctions de répartition de X  et Y.
Evidemment on peut construire la fonction de répartition dans les 

mêmes conditions, pour le cas de plusieurs variables aléatoires discrètes.
2. On suppose que les variables aléatoires discrètes X, Y  ont les 

répartitions données par (1), où x{ e  [0 , 6], i =  1, . . . ,  n, e  [c, d], 
et [a, b)] P| [ c ,  d~\ Ф 0 . Alors la répartition de Z  sera

Л , h <  n +  m,
\piji~ i,

où : Zi =  Xj, ou Zi — yj, ou z{ =  xj =  y k, les valeurs zf étant ascendantes. 
Proposition 3. Les probabilités p\ de la répartition de Z  seront :

P

Pi”i
-----2------- ,  SI Z i =  X jщ +

I g/%
. » ni H" Ш1

si Zi =  y }

Pph + 1kml
J

% +  ml
si *i =  Xj = y k.

h
On vérifie facilement que pi ^  0, i =  1, . . . .  h et ^  p\ — 1. Ea fonction

1
de répartition de Z  dans ce cas s’écrit analoguement comme dans le 
cas précédent, étant connues les valeurs z{, i — 1, . . .  h, ascendantes.

3. On considère le cas o.ù les valeurs des variables aléatories discrètes 
X, Y  données par (1), satisfont les conditions

Xi e  [a, b], y j  s  [a, 5] i, j  =  1, . . . ,  n, (n = m)

Xj =  y  i. i =  1, ---- n,
et A et У sont indépendantes1.

1 Le cas où X,  Y  ont les valeurs dans [a, b], mais Х{ ф yj, alors la répartition de 
Z  s'obtient comme au point 1, respectivement 2, si quelques-uns de Xj =  yj.
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Proposition 4. La fonction de répartition de la variable aléatoire Z
sera

Fz(x) =

0, X ^  xt =yj_
Fx (x) +  Fy{x) -  Fx{x)Fy{x), xk < X  < xk+tl

k =  1, . . . .  n — 1
h .  ■ . X >  X„ =  y,r

(3)

La fonction de répartition Fz peut être exprimée aussi avec les proba­
bilités p it qit i = 1, . . .  n, sous la forme

t  —1 t  — 1 t = l  i  =  l

xk < x ^  xkhl, k = 1, n. (4)
Démonstration. Oii voit immédiatement que Fz est unè fonction de 

répartition, parce que par construction il résulte qu’elle est nondécroissante, 
continue à gauche et

lim Fz(x) =  1, lim Fz(x) =  0.

Pour vérifier que Fz est nondécroissante, aoit x' <  x", x', x"  e  R 
et ж' e  (x’h, *Ahl], x" s  [xj, Xjhl]t a < j ,  k, j  =  1, . . . ,  n. Alors de 
(4) il résulte

Fz{x") - ^ ' ) = E a Î i - E ^ )  +  E  J i - E a ) "Ä + l V 1 /  Ä+I V 1 /

On voit que quelconque sera j, k =  1, . . . ,  n
Fz(x") - F z(x')> 0. (5)

Si. x', x" e  [хк, xk bl], alors Fz(x") — Fz{x') =  0.,
Pour x', x" ^  [a, è], l’inégalité (5) reste valable. Donc est nondécrois­
sante. Par construction Fz est. continue à gauche pour x & R.

Les probabilités p'k =  P  (Z =  xk), k =  1, . . n peuvent être calculées 
avec la fonction de répartition F z :
■ pk =  P {Z =  xk) =  Fz[xh+ ĵ Fz(xk) —

Ai1 -  ? i.... -  ? a) + &(1 -  A -  ■ • • -  A-A
Â =  1, ----».
On voit que pk > 0, Æ =  1, . . . ,  « et

EA = i -  ?iE a- -  E a -  • • • — q,Pn + 1. 1 2  
»

+ ? I  + ?î E A +  • • • + inP» — 1-2
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Par consequent pk, k =  1, . . . ,  n constituent le système de probabilités 
de Z, c’est à dire la répartition de Z  sera :

Remarques. 1 La répartition de Z  ainsi obtenue correspond à la maniere 
de construction de la variable aléatoire cumulative du point 2, où xt =  
=  y,. En fait, dans ce cas, on avait

pt_ _ niPi +
n1 + m1

et on voit que les quantités associées à p it respectivement à qi :

■- t ■

% + »h % + «h 
sont dans cette formulation respectivement :

. I - ( ? ! + ■ '. . .  +9Ù. 1 - ( A +  ••• + A --0 -
2. Analoguement on peut construire la répartition de la variable cumu­

lative Z  dans le cas de plusieurs variables aléatoires X lt . . . ,  X k indé­
pendantes.

3. Le procédé peut être utilisé aussi quand l’ensemble des valeurs 
des variables Х {, i =  1, . . . .  h, k ^  2, est infini, mais dénombrable,

II. Le cas continu. 1. Soient X, Y  variables aléatoires continues avec 
la dénsité de probabilité, pour X  :

f i ( x ) ,  X  s  [ a ,  6 ], О, X  &  [ a ,  5],

et pour Y  :
h{x), x e  [c, d], 0, X & [c, d]. 

On suppose que [a, 5] (J [c, d] = 0.
Théorème L La variable aléatoire cumulative Z  aura la densité de 

probabilité f  donnée par :

/(*) =
0

X  e  [ a ,  ô]
X  e  [ c ,  d ]

X  0 [я, b ]  U [c, d ] ,

(6)

ou
— h^L, k2  — h2fL, L — /<q ~j b’2.> — "b я, ^ 2  — d c.

Démonstration. On voit que /  donnée par (6) satisfait les conditions :

f(x) ^  0 pour x ^  R,
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parce que

=  h

donc /  est densité de probabilité.
Un cas particulier est le suivant : Soit X  avec la densité :

fi(x), X s  [a, ß], 0, я ^ [a, ß], [a, b] C  [ a .  PL

et У avec la densité
f 2(x), X s  [y. S],  0, X & [y, S] et [c, d] C  [y.  *]■

Ua variable aléatoire cumulative aura la densité de probabilité donnée 
par :

f(x) =

kxfl{x),
kÿfzix),
0

X  e  [ a ,  &]

x ^  [c, d] .
X & [a, b] (J [c, d],

où [a, b] P) [c, d] — 0 , et
кг =  h-yjv^L, hü - h2jv2L, h1 =  b — a, h2 = d —■ c, L = h2,

»2 dx.

2. On considère les variables aléatoires J  et У données au point'précé­
dent, et on' suppose que [a, [c, d~] Ф 0 . Pour fixer les idées, soient les
points a, b, c, d qui déterminent les intervalles [a, b], [c, d] situés comme 
il suit:

a c b d
Alors on a :
Théorème 2. La densité de probabilité f  de la variable aléatoire cumula- 

tive Z  sera :

/(*) =

V iW  >
*11 ifl(x) +/l(* )L

0

X  s  [a , c] 
X  e  [c, b J 
X  s  [b, d ] 
X  & [a, d],

ou kj_ ■—■ h-yJViL, — *12/^12^* * 2  — b2Jv2Lt b'x — c a, — b — c, 
h2 ~ d  — b, L = hx -f- h2 ~b h12,

e  b  d

V1 =   ̂fi(x) dx, v12 =   ̂ [/г(х) +U(x)]dx, vt =  J f 2{x) dx
a e b
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3. Iye cas où X  a la densité
fi(x), X  s  [a, ß], 0, x_ 0. [a, ß]

et У a la densité
f a{x), X  «s [a, ß], 0, x-0  [a, ß]

et soit l’intervalle [a, b] C  l x> ßL alors :
Théorème 3. La variable aléatoire cumulative Z aura la densité de 

probabilité

ou

f(x) =
- j r - l f i M + M * ) ] .Vi + V2

0

X  s  [ a, b ]

ж 0  [a, b].

b

a

Dans le cas [a, Z>] =  [a, ß], la densité de probabilité de Z  sera:

„ . {Ч2 Ш Х) +  /*(*)]. » e  I«, ß]
/ ( x ) - \ 0  , X 0  [a, ß].

4. Soient X  et Y  variables aléatoires indépendantes dönt les densités 
de probabilité sont f lt respectivement / 2. Alors :

Théorème 4. La variable aléatoire cumulative Z  aura la densité de 
probabilité :

/(*) = fi(x )  +  /*(*) — [ f ^ F ^ x )  +  /,(*) F fx)] ,
X e  R, (7)

où F lt F 2 sont les fonctions de répartition correspondantes à X , respecti­
vement à Y.

Démonstration. On voit que f(x) ^  0 pour x ^  R, parce que
f i ( x) > 0 f 2(x) > 0  et 0 <  F^x) < 1, 0 < F 2(x) < 1, x s  R .

Alors quelque soit x  <s R, on a :
fi{x)F fx) +  f 2(x) F fx )  < f f x )  +  h{x),

c’est à dire f(x) > 0.
De l’intégrale

\f{x)dx  =  $ Щ х) +  /«(*) -  Íh{x) F2(x) + f 2(x)F1(x)]]dx
R R
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il résulte ■;

\f{%)dx =  2 — $ dlF^x) F 2{x )] =  1.
R R

Donc /  est densité de probabilité.
Remarques. 1. Da densité donnée par (7 peut être écrite aussi sous 

la forme

/(*) =  m  [1 -  - В д ]  +  /.(*) ri -  F i(*) ]•

2. Pour X v X 2, X 3 variables aléatoires indépendantes, avec les densités 
respectivement f x, f 2, f 3 et les fonctions de répartition F lt F 2, F 3, la 
variable aléatoire cumulative Z  aura la densité :

Л*) = / iW  + fÀ x) + f 3{x) -  U x ( x ) F 2{ x )  + f x(x) F3(x) +

+  /*(*) F ^ x )  + f 2{x) F3(x) +  f 3(x) Fx(x) + J 3(x) F 2(x )] +

+  fi(x) F 2(x ) F 3(x ) + f 2(x)'F1(x) F s{x) + f 3{x) F^x) F 2{x)

X  s  R.

Analoguement ou peut construire la densité dans le cas d’un nombre 
k de variables aléatoires indépendantes (k >  3).

(Manuscrit reçu le 23 juillet 1975)

REPARTIŢII CUMULATIVE 
(Rezumat)

Se defineşte variabila aleatoare cumulativă prin reuniunea mulţimilor valorilor unor 
variabile aleatoare date. Utilizînd, în cazul discret, probabilităţile corespunzătoare variabile­
lor cumulate, iar în cazul continuu, densităţile de probabilitate, se construieşte repartiţia 
variabilei cumulative, respectiv funcţia de repartiţie, pentru diferite situaţii posibile.

Problema repartiţiilor cumulative prezintă mare interes în practica statisticii.



î n  M e m ó r i á m

ACADEMICIAN TIBERIU POPOVICIU

In  ziua de 29 octom brie 1975 s-a stins d in  v ia ţă  academ icianul TIBERIU 
POPOVICIU, ilu stru  rep rezen tan t a l şcolii m atem atice rom âneşti, profesor la  Facul­
ta tea de M atem atică a U niversităţii „Babeş-Bolyai“ din Cluj-Napoca.

N ăscut la  A rad  la  16 feb ruarie  • 1906, îşi m anifestă ta len tu l său excepţional 
încă din- fragedă tinereţe , devenind, încă de pe băncile liceului, unu l d in tre  cei 
m ai activi colaboratori a i „Gazetei M atem atice“, ed itînd  el însuşi rev ista  „Ju rn a l 
m atem atic“ care a  ajuns să fie cunoscută peste hotarele ţării.

După ob ţinerea licenţei în  m atem atici la  Bucureşti, în tre  anii 1927—1930 este 
elev al Şcolii norm ale superioare din Paris. Tot la  Paris, în  anu l 1933, obţine titlu l 
de doctor în  m atem atici cu teza S u r  q u e l q u e s  p r o p r i é t é s  d e s  f o n c t i o n s  d ’u n e  o u  
d e  d e u x  v a r i a b l e s  r é e l l e s  în  care introduce noţiunea de funcţie convexă de ordin 
superior, care s-a dovedit fundam entală  în  teoria aproxim ării funcţiilor.

în to rs  în  ţa ră , îşi pune în treaga capacitate şi în treg  ta len tu l în  slu jba dez­
vo ltă rii învă ţăm în tu lu i m atem atic rom ânesc, u rcînd toate trep tele  un iversitare  
la un iversităţile din Cluj, Bucureşti şi Iaşi. în  anul 1946 se stabileşte defin itiv  la 
Cluj, unde a creat o prestigioasă şcoală de analiză num erică binecunoscută şi ap re­
ciată în  în treaga lum e m atem atică. în  acelaşi tim p şi-a adus o contribuţie deose­
b ită  la  organizarea învăţăm în tu lu i m atem atic, în  calitate de decan al Facultăţii de 
m atem atică şi fizică din Cluj în tre  an ii 1950—1953 şi şef al Catedrei de analiză 
p înă în  u ltim ii ani ai vieţii.

Ca o recunoaştere a m eritelor sale ştiinţifice deosebite, în  1948 este ales 
m em bru corespondent al Academ iei Române, ia r  în  anu l 1963 — m em bru titu lar. 
In  această calitate a organizat şi condus In stitu tu l de Calcul al Filialei A cadem iei 
din Cluj-Napoca, la baza activ ităţii căruia a s ta t ideea de in tegrare a cercetării 
m atem atice cu producţia, idee pen tru  care academ icianul T iberiu  Popoviciu a 
m ilita t cu deosebită energie şi com petenţă în  tim pul în tregii sale vieţi.

Ca savant, a contribu it la  creşterea prestigiului m atem aticii rom âneşti în  
lume, p rin  participarea sa activă la  v ia ţa  m atem atică in ternaţională , precum  şi 
p rin  organizarea la  C luj-N apoca a unor m anifestări .ştiin ţifice de recunoscut 
prestigiu.

P rin  rezu ltatele  sale rem arcabile, concretizate în  peste 300 de studii şi m ono­
grafii, s-a im pus ca un  specialist de fru n te  pe p lan  m ondial în  dom enii ca analiza 
m atem atică, analiza num erică, algebră, teo ria  num erelor şi ecuaţii funcţionale.

C titor al şcolii rom âneşti de analiză num erică, aduce contribuţii im portan te 
în  teoria calculului num eric. Astfel, fundam entează calculul cu diferenţe divizate 
ca un  calcul p red iferenţial, stabileşte o form ulă generală de medie, care perm ite 
precizarea structu rii restu lu i în  form ulele de aproxim are lin ia ră  ale analizei, 
in iţiază studiul conservării diferitelor p roprie tă ţi de a lu ră  p rin  anum iţi operatori 
care in terv in  în  teoria celei m ai bune aproxim aţii.

P rofesorul şi savan tu l T iberiu  Popoviciu şi-a cîştigat m ari m erite în  popu­
larizarea ştiin ţei m atem atice, în  calitatea sa de preşedinte al F ilialei din Cluj a 
Societăţii de Ş tiin ţe M atem atice.

P en tru  m eritele sale deosebite a fost distins cu în a ltu l titlu  de- „Om de 
ş tiin ţă  em erit“ , p recum  şi cu ordine şi m edalii ale R. S. România.

P rin  d ispariţia  academ icianului T iberiu  Popoviciu ştiin ţa  şi învă ţăm în tu l din 
ţa ra  noastră pierd  pe unul d in tre  cei m ai de seam ă reprezentanţi.



în  cel de al XXI-lea an de apariţie (1976) Studia Universitatis Babeş—Bolyai cuprinde 
fasciculelele :

matematică
fizică .f.
chimie
geologie—geograf i (
biologie
filozofie
ştiinţe economice 
ştiinţe juridice 
istorie 
filologie

Ha XXI году издания (1976) S tu d ia  U n iv e r s i ta t is  B a b eş — B o ly a i  выходит следующими 
выпусками :

математика
физика
химия.
геология—геогр афия
биология
философия
экономические науки 
юридические науки 
история 
филология

Dans leur XXI-e année de publication (1976) les Studia Universitatis Babes—Bolyai 
comportent les fascicules suivants :

mathématiques
physique
chimie
géologie—géographie
biologie
philosophie
sciences économiques
sciences juridiques
histoire
philologie
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Abonamentele se fac la oficiile poştale, prin factorii poştali 
şi prin difuzorii de presă. '


