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UES ANNEAUX DE TYPE (m, n) (I)

I. PURDEA

Des groupes ж-aires (ou ж-groupes) pour ж >  2 ont été introduits 
par D o r n t e  [1] comme une généralisation des groupes (bigroupes). 
Plus tard on a publié plusieurs travaux sur les ж-groupes. Une partie de 
ces travaux ont été cités dans [2] et [5]. Des notions et les résultats de 
la théorie des ж-groupes utilisés dans ce travail se trouvent dans [1], [2] 
et [5]. Nous rappelons quelques unes de ces notions.

Dé f in it io n . Soit ж ^  2  un nombre entier. On appelle ж-semigroupe 
une algèbre universelle avec une seule opération ж-aire -f- : G”'->G, l’opé
ration étant associative; donc, pour xlt .. x2m-i  e  G quelconque
et i =  1, . . . , m  on a1 ((xlß . . . ,  xm) h, xm+l, . . . ,  x2m--i)+ =
=  (% , . . . ,  Xi — i, (Xj, . . . ,  Æi-i-jM —l) f ,  Xi + m, . . . ,  X2m—l ) +

Ue ж-semigroupe (G, -f-) est un ж-groupe si pour k — 2, m — 1 
et quels que soient аг, . . . ,  « н ь  • •., &m> l’application G -* G, x 
»-► {alt . . . ,  ah- ь x, ak̂ x, • ■ - , am)+ est bijective. De ж-groupe (G, + ) est 
commutatif ou abélien si quels que soient xx, . . . ,  xm e  G et lia permuta
tion tr de l’ensemble {1, . . . .  m] nous avons

{x l> • • • > Xm) f  ~  (XoW‘ • • • > Xa(m)) h •

Soit (Gj + )  un ж-groupe, ж ^  3 et a e  G. Ua solution de l'équation :
(iï, . . ., Д, r) — CL

s’appelle transversale d’ordre k de a et se note a . Pour a nous écrivons 
simplement ă.

Si dans le ж-groupe commutatif (G, + ) il existe un élément e ^ G  
tel que

(x, e, .. e)b = x
pour V x  s  G alors ,,e” s’appelle élément neutre. Un ж-groupe peut avoir 
plùsieurs éléments neutres ou peut n’en avoir aucun.

Dans ce qui suit nous donnerons une généralisation de la notion d’an
neau. Nous supposerons que ж 5= 2, n > 2 sont des nombres entiers.

Dé f in it io n . Une algèbre universelle (R, -f-, o), , , + ” étant, une opé
ration ж-aire appelée addition, ,,o” une opération и-aire appelée multi
plication, est un anneau de type (ж, n) ou un (ж, n)-anneau si :

a) (R , -)-) est un ж-groupe abélien
b) (R, o) est un w-semigroupe

1 Soit (xlt . . . ,  x m) e  Gm. Nous noterons +  (xlt . x m) p a r (хг, . . . .  x m)+.



4 I. PURDEA

c) l’opération „о” est distributive par, rapport à ” c’est-à-dire 
pour i — \ , . . . , n  et X i - u  x\, . . xf, xi+lj . . . ,  xn e  R  on a :

(X x> • • - j %i—1j X j X i+ 1, . . . ,  X h) q =

{'{Xxt • • X i—1j X j ,  X i± i j  . . . ,  X n)g, . . . ,  ( X ţ ,  . . . ,  X f—i ,  X f ,  X f + i ,  . . -L>)o) +  *

Un élément e<s R  s’appelle élément zéro du (от, «)-anneau si e est 
un élément neutre de (R, + ).

U’anneau (R, + , o) de type (от, n) s’appelle corps de type (от, n) ou 
(от, w)-corps si (R—0, o) est un «-groupe, 0 étant l’ensemble des éléments 
zéros.

• Les anneaux de type (2, 3) ont été étudiés par W. G. L i s t e r  [3].
Exemples. 1. Si (Rj + , • ) est un anneau (un (2,2)-anneau) alors R 

est un (m, n)-anneau par rapport aux opérations , , - f ” et „о” définies 
comme il suit : ’

(xlt . . . ,  xm)+ = x± -f- x2 +  ••• +  xm
(xi> • • - , xn)0 =  xx - хг . . .  xn

2. Soit R  =  {2Æ -f l\k =  0, ф1, ±2, ...} , от >  2 un nombre impair 
et n ^  2 un nombre entier. Soit

(х1г . . . , x m)+ = хг + x9 + . . .  + xm 
(xi> . . . ,  xn)0 =  хг - x2 . . .  xn

(R, + , o) est un (m, «)-anneau sans élément zéro.
S: Dans l’ensemble R  =  {a, b] définissons une opération ternaire

(a, a, a)+ =  b, (a, b, b)+ =  b
{a, a, b)+ =  a, (b, b, b)+ =  a

et une binaire „ • ”
• a b
a a b
b b a

(■&;+> ' ) est  un (3,2)-corps sans éléments zéro.
Théorème x. Soit (R, + , o) un (m, n)-anneau et Xj, . . . ,  xn e  R.
a) S.i m > 3 alors pour tout к >  0 entier et i =  1, . . . ,  n,

' ' - к  к
(Xj, (Xj, • • •* Х*— li i Xţ-j-l, • • '» Xn)o ( )̂

b) S i m =  3,

. (*i........ XJo
(*i........ x j
(xx> . . . , x„)

pour n pair 
pour n impair

(2)
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c) Si 0 est un élément zéro et 1 s i  < n alors (x1# . . Xj_b 0, x,-+b 
, x j 0 est un élément zéro.
Démonstration. De la définition de la transversale d’ordre k il résulte

k

ha  distributivité dé l’opération „о” par rapport de „ + ” et la défi
nition de la transversale d’ordre k, impliquent

h
| (#i, • . . ,  xn) c, ., {xu ■ ■. j %„)0j ^xla . . .  j Xi—i, X #*+ь • • ч *„j I

k_
{X 1‘ • • ч  X i—i,  ^ X j,  . . . ,  X j ,  ,  X i+ \ ,  . . . ,  ЛГ„)0 {x l> • • • '  x n)o

Donc
(m -l)A

«
((^1< 1 Xn)o> • • •> • • •> Xn)o> iXy> • • ■' xn)o j

(m—1)A
k_

‘ • “ у Xn) o* * * '* (XV • • •> Xn) o* (Xl* ‘ ' Xi—\» xi , Xi+1, . . . j r̂t)0|
(m—l)fc

(R, + ) étant un ш-groupe, il en résulte (1). _
b) On sait [1] que si m =  3 alors pour \ f  x ^  R on a x =  x. Par

conséquent de (1) résulte (2).
c) On sait [5] qu’un élément « e f i  est neutre pour (R, + ) si et seu

lement si il est idempotent, c’est-à-dire (e, .. ., e ) = e.
Comme l’opération „о” est distributive par rapport à on a :

(Xi, . . ., Xi—i, 0, Xi+x, . . ., xn)0 =  (#i> . . .j Xi—xt (0, . . ., 0)rj Xí+Xj • • ч Хп)о
== ((^n * • •> Xii—Xj 0, Xî -Xf • • 'л xn)o> • • •> {xl> • • •> %i—x, 0, #»+b • • ‘t xn)o) +•
Donc (xlß . . Xi-x, 0, xi+l, . . . ,  xn)0 est idempotent et il suit qu’il est 
neutre pour (R, -j-)

Remarque. En général, l’élément zéro (xx, . . . ,  Xi-x, 0, xi+1, . . . ,  xn)0 
est différent de 0 .

Dé f in it io n . Soit (R, o) un {m, w)-anneau. Un sousensemble R 'я  R
est un (ж, w)-sousanneau de R  si les opérations „ + ” et „о” de R  indui
sent dans R' une structure de (m, w)-anneau.

On vérifie aisément que l’ensemble S (R, + , o) des (m, «)-sousanneaux 
du (m, и)-anneau (R, + , o) est un système de fermeture algébrique. Par 
conséquent (S(R, + , ), Я) est un treillis algébrique.

De la même manière on démontre :
Th éo rèm e  2. Soit (Rj, -f-, o), (R2> -f-, o) deux algèbres universelles avec 

une opération m-aire „ + ” et une n-aire „0” et f : Rx -> R2 ып homomor-
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1) Si (Rj, + , o) est un (m, n)-anneau alors la sousalgebre f(Rj) de 
Гalgèbre (R2, + , о) est un (m, n)-anneau.

2) Si (Ri, + , o) et (R2, + , o) sont des (m, n)-anneaux et Rá est un 
(m, ri)-sousanneau de (R2, + , o) alors f^'1(Rà) est un (m, n)-sousanneau de 
(Ru +> °)-

Ra catégorie des (m, n)-anneaux sera la catégorie dont les objets sont 
les {m, и)-anneaux, les morphismes les homomorphismes de (m, и)-anneaux 
et le produit des morphismes est la composition des homomorphismes.

Théo rèm e  3. La catégorie des (m, n)-anneaux a des produits. 
Démonstration. Soit (Rit + , o) (i e  /) une famille de (m, и)-anneaux 

et R  =  П  Ri- Définissons sur l’ensemble R  les opérations et ,,o” de
i d

la manière suivante :
si {U . . . , / J  e  Rm, (g1........ gn) s  Rn - alors

(Л........ U) ,(i) =  (ЛЮ.........Ш ) , .  (3)
fei........ ën)„(*) =  feifeb • • -, &,(*))o, Vf ^ 1  (4)

On voit aisément que (R, - f , o) est un (m, n)-anneau.
Mentionnons que, si f lt .. . , f m-\, f e  R  alors la solution de l’equation

(fi........ / . - ь 0 ^ = /
est la fonction

m  =te/
où x4 est la solution de l'équation

(f l f ) ........ fm-\(ï), Xi)h =  /(»).
On démontre (comme dans la catégorie des anneaux) que (R, + , o) 

est le produit dans la catégorie des (m, и)-anneaux de la famille des (m, ri)- 
anneaux (Rit -f, o), (i s  J).

Remarque. Si I  est un ensemble et (R, -j-, o) un (m, и)-anneau alors 
de R i =  n{Ä4|Ä« =  R, R}
il résulte que R1 est un (m, и)-anneau par rapport aux opérations définies 
par.(3) et (4).

Théo rèm e  4. Soit (R,-, + ,  o) (i s  I) une famille de (m, ri)-anneaux et 
(R. + , o) le (m, ri)-anneau produit de la famille considérée. Si j s  Г alors 
(R. -j-, o) aura un sousanneau isomorphe avec Ry si et seulement si il y  
a une famille d’homomorphismes f4 : R}- —► R(, i e  I, i ф j .

Démonstration. I / application

/ :  Rj '■-+ R, f(x) = f x : I  -> U  Rit f x{j) =
is 1

est un homomorphisme injectif.

Í X si i =  j
U(*) si f *  У
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Inversement, si f : R j  -> R  est un homorphisme injectif et pt : R R{ 
est là projection canonique, alors pf>f : R,- -> R { (i s  I )  est une famille 
d ’homomorphismes.

Remarque. Le théorème est aussi valable pour les algèbres univer
selles.

Théorèm e  5. Soit (R;, -f-, o) (i s  I) une famille de (m, n)-anneaux. Les 
affirmations suivantes sont équivalentes :

a) Pour V i *= I  le- (m, n)-anneau (R,-, + , o) a un élément zéro idem- 
potent par rapport à l’opération ,,o” .

b) . Le (m,n)-anneau ( П  Rit + , °) a un élément zéro idempotent par
rapport à l’opération

c) Le (m,n)-anneau ( Y \R i , - f , °) a pour V i<=I un (m,n)~ sousanneauisi
Ri isomorphe avec (Rit + ,  °) et(~\Ri a un seul élément.te/

Démonstration, a) =>b). Si Of <s Rit i s  I  est un élément zéro idem
potent par rapport à no" dé (Rit-\-,o) alora (0,)tS/ est un élément zero 
idempotent par rapport à „o“ dans (П  f?,-, + ,  o).

tej
b) => c). Si (0,)ге/ est un élément zéro idempotent par rapport à 

,,o” dans (U # ;, + , °) alors

Ri =  { /^  п  щ т  =  % si j  *  i}*<s/
est un (m, n)-sousanneau de ( П -K.-,+>°) isomorphe avec (Rit + , o) et

■ n ^  =  {(o,W}.î's/.
c) => a). Si Ç\Ri =  {{0i)ieI} alors {(O,)^/} est un (m, n)-sousanneau

de (Ш? , -h, o). Il résulte que {OJ est un (m, и)-sousanneau de (R0 -f, o), 
d ’où il suit que 0t- est un zéro idempotent par rapport de ,,o", dans (Rt,
~K °)-

Remarque. 1. La condition a) est équivalente avec . l’affirmation : 
pour У i e  I  le (m, w)-anneau (Rir -j-, o) a un sousanneau contenant un 
seul élément. Ce fait permet de transposer le théorème précedént pour les 
algèbres universelles.

2. Des théorèmes analogues aux théorèmes 4 et, 5 ont été donnés pour 
les «-groupes par T i m m  [5].

Théo rèm e  6. L ’ensemble E (G ,+ )  des endomorphismes du m-groupe 
abélien (G, -f-j est un (m, n)-anneau par rapport aurx opêatiôns

(fl........ fm) b(x) =  (f1(x)..........fM(x))f . (5).
(gu g2........ gJoW  =  gl(ga( • • • (g„(x)))) (6)

où f,-, gy S E(G, + ), (i =  1, . . . ,  m ; j =  1, .. ., n). L ’application 1G :G -► G- 
lG(x) =  X est un élément neutre de (15(G), o).

7‘
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Démonstration. De (5) et (6) il résulte (flß . .  -ßf m)+ e  E(G,-\~) et 
(gi, . . . .  g„)0 s  E(G, Par rapport à l’opération définie par (5) E(G, + ) 
est un m-groupe abélien. Nous démontrerons seulement que l’équation

(fi, l)+ = f

(où /j, . .  ь / s  E(G, -f ) et £ est l’inconnue) a des solutions dans 
E(Gß +)• Pour e  G l’équation

(fi(x)........ fm-1 (x), y)+ =  /(ж) (7)

a une solution unique y  dans G. Soit ţ(x) =  y  où y  est la solution de 
l’équation (7). Démontrons que E(G, - f ). Pour chaque xv r ms G  
nous avons

(fl((Xl, • • •, Xm)+)j . . •, fm—\((X\, . ■ ., Xm)+), ţ ( (xlt . . ., Xm)+)) + =

=  /((*i........ xm)+) (8)
et

(fi(Xi)........ fm-liXi), l(Xi))+ =f(Xi), (*' =  1.........m).
Il en résulte

((fl(Xi), • • • , fm—l(Xij, ?(%)) +, • • -, (fl(xm), • . fm-l(xmj, +) + ~
=  (f(xi)........ /(*«,)))-•

Tenant compte du fait que f lß ..  e  E(G, -f) et que le ш-groupe
(Gj + ) est abélien il suit

(fl((xl, • • •’ Xm)+), • • -, fm-l((Xi, • ■ -, Хт)+). (£(%), . . ţ(xm))+)+ =

==/((*1........ *»)+)•
De (8) et de la dernière égalité il résulte

Щхь • • •> *«)+) =  (Uxi)........ Ux>»))+
Donc Ç s E(G, + ).

Théorème 7. Si (R, + , • ) est un (m, 2)-anneau alors l’application 
F : R -» E(R, + ) définie comme il suit :

F(a) =  f„ : R ->■ R, fa(x) =  ax
est un homomorphisme de (m, 2)-anneaux. S i (R, ■) a un élément neutre 
alors F est un homomorphisme injectif.

Démonstration. Nous montrerons d’abord que f ae  E(R,
En effet,
'■ . [

/«((* 1........ xrn) +)==*■ (Xi, •••, xm)+ =  (axx, . . . .  a x j + =
=  (fa(xl), ■ ■ ■, f ( x m)) + .



LES ANNEAUX DE TYPE (m, n) (I) 9

Donc / „ e  E(R, + ). Maintenant nous montrerons que F  est un homomor
phisme. Pour V«i, • . am, ж е R  nous avons

.J+(*) == («1........ 0 +  • * =  iaix> • • -, «**)*= (/*,(*)......... /«*(*))+
' (fai> • • ’ * f*m) +• (%) •

f a A X) =  K  «*)* =  = f*JJ*ĂX)) =  (U°fa,)(X)-
Donc P" est un homomorphisme. Si 1 s  2? est un élément neutre de (R, ■ ) 
alors

Ф 2̂ ^  ' 1 5̂  ' 1 ^  /a, 5̂  Ув>-
Donc -F est injectif.

Soit (i?, o) un (да, и)-anneau, p une congruence sur (R, -f-, o), 
a e  Ä et

[a] =  {же 2?|йрж}.
Dans R/p les égalités

([жх], . . ., [xm]) (_ =  [{xlt . . ., Xm) |_]

( ix l 1> • • •> [Xnl)o — 1{X1> • • •> x n) o]
définissent deux opérations et l’application p : R  -* Rfp, p(x) =  [ж], est 
un homomorphisme surjectif. De théorème 2 montre que (R[p, + , o) est 
un (да, n)-anneau. Dans cet (да, n)-anneau nous avons [ж] =  [ж] 
d’où il résulte

xpy => xpÿ

Théorème 8. Soit (R, + ) un m-groupe. S i p et p' sont des congruen
ces sur (R, + ) alors

pp’ =  p’p
c’est-à-dire les congruences d’un m-groupe commutent.

Démonstration. M a l t z e v  [4] a démontré le fait suivant : Des con
gruences dans chaque algèbre d’une variété d’algèbres commutent si et 
seulement si il existe un polynôme p(x, y, z) qui vérifie les identités

p{x, X, z) =  z, p{x, z, z) =  X
pour toutes les algèbres de la variété.

B. G l e i c h g e w i c h t  et K. G l a z e k  ont montré dans [2] que 
la classe Ş des да-groupes est une variété d’algèbres dont le domaine 
d’opérations est constitué par l’opération да-aire ,, +  ” et l’opération unaire 
X -* %.

Définissons sur Ş le polynôme p {x ,y ,z ) =  (ж, y, y, . . . , y , z ) - j-. Pour 
chaque да-groupe (R, -f-, ~) on a
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Comme les congruences de (R, + ) sont les mêmes que celles de (R, + , ~~) 
il résulte que pour chaque ж-groupe les congruences commutent.

Conséquences. 1. Le treillis des congruences d’un ж-groupe est modu
laire.

2. Les congruences d’un (ж, n)-anneau commutent.
3. Le treillis des congruences d’un (ж, и)-anneau est modulaire.
4. Le treillis C(R, o) des congruences du (m, n)-anneau (R, -f, o) 

est un soustreillis du treillis C{R, + ) des congruences d’un ж-groupe (R, + ).
En effet si p, p' e  C (R, + , o) alors

infC(Â,+,o)(p, p') =  P П P' =  iQfc(R.+) (p, p')
et

SUpC(Â,+,0)(p, p') =  p • p' =  s u p C(Â,+)(p, p').

(Manuscrit reçu le 13 septembre 1973)
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IN E L E  D E T IPU L  (m, n) (I)
(Rezumat)

Printr-o generalizare natu ra lă  a inelelor se introduc (m, и)-inelele şi se studiază anum ite 
p roprietăţi ale acestora. P rin tre altele se a ra tă  că laticea congruenţelor linui (m , и)-inel este 
modulară.



SUR UES HOMOMORPHISMES DES STRUCTURES 
REUATIONNEDUES (II)1

MICHELINE FRODA -  SCHECHTER

Théorème 3. Soient 91 =  (A, Гх), S  =  (В, Г2), E =  (С, Г3) des struc
tures relationnelles telles que p e  Гх f |  f) ei soient 9 : A ->■ B, 
ф : B -> C des applications. Si 9 et ф sont des p-homomorphismes le pro
duit Ф9 : A -*■ C est aussi un p-homomorphisme.

Démonstration. On a par hypothèse selon le Th. 1 фрл £  рфЛ donc 
ф9рA £  фрл ; mais il résulte du Th. 2 (i), (9A, Г2) étant sous-structure 
de © et ф un p-h. que фрфЛ £  рффЛ donc ф9рл £  рффЛ ce qui prouve que 
Ф9 est p — h.

Théorème 4. Si 91, ©, C sont les structures relationnelles du théo
rème précédent et 9 est une p-factor isation de 9t dans © ci ф une p -fac
torisation de S  dans Еф (respectivement dans £) alors Ф9 est une p -fac
torisation de 91 dans Еф et aussi dans Ефф =  (Ф9А, Г3) (respectivement
dans E).

Démonstration. Par hypothèse, selon le Th. 1, on a 9рл =  рв, фрв =  
=  рфв (respectivement фрв =  pc), donc ф9рл — фрв =  рфв, (respective
ment ф9рл =  pc), c’est-à-dire Ф9 est une p —/. dans Еф (respective
ment E). Si Ф9 est une p — f. de 91 dans Еф elle est aussi p —/. de 91
dans Ефф. En effet фсрЯ £  фB  implique рффЛ £  рфв d’où, avec ффрл =  рфв
on obtient рффЛ £  ф9рл ; l’implication inverse résulte du fait que Ф9 
est un p — h.

Remarque. Si 9 n’est, dans le théorème précédent, qu’une factorisa
tion dans ©ф, même si ф est une factorisation dans E, il ne résulte 
plus que Ф9 est une factorisation. Considérons en effet l’exemple suivant :

Exemple 5. Soient A =  {aq, a2, аа}, B =  (&x, b2, b3}, C =  {cx, c2}, 9 : 
A В, ф : B -> C, 9aq =  6X, 9a2 =  9a3 =  b3 фôx =  cx ф02 =  ф£>3 =  c2 
P  — Г(2) =  {p}, pA =  {(aq, aq), (a2, a3)}, pB =  {(&x, bj), (&x, b2), |(63, ô3)}  ̂ e t 
pc =  {(cx, Cj), (cx, c2), (c2, c2)j ; 9 est une factorisation dans ©ф sans être 
factorisation dans S  e t ф est une factorisation dans C car tppA =  {(&x, b±), 
(b3, b3)} =  p(fA C  Pb (inclusion stricte) et фрв =  pc . Enfin Ф9 est un ho
momorphisme qui n ’est pas une factorisation car l’inclusion ффрл =  {(ex, cx), 
{C‘i, c,)} C  Pc ■= Рфva est stricte.

Théorème 5. Soient 91, © et E les structures relationnelles du Th. 3.
(i) Si 9 est une p-J'actorisation forte de 91 dans ©ф et ф une p-factorisation 
forte de S  dans Еф alors Ф9 est une p-factorisation forte de 91 dans Ефф.
(ii) Si 9 est une p-factorisation forte de 91 dans S  et ф comme pour (г), 
alors Ф9 est une p-factorisation forte de 9Í dans Еф. (iii) S i 9 est comme

1 I*a première partie a  paru  dans cette même revue, tom e X IX  fascicule 2 (1974), 
avec la bibliographie des deux parties.
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pour (ii) et ф est une p-factorisation forte de © dans G alors фср est une 
p-factorisation forte de 91 dans G.

Démonstration, (i) Il résulte du Th.l et de l’hypothèse que pA =
- î  - i  - i  - i

=  ФрФ/4 et pB =  фрфв ; selon le Th. 3 ф<р est un p — h., donc pA £  ффрфФл- 
D’autre part, selon le Th. 2 (ii), la restriction de ф à cpA est une p —/ . /

- i  - i  - i  - i  - i  - i  - i  - i

e t  Рфa  =  <Ррфв> mais ф фрффЛ £  Ф Фрфв =  ФРфл =' Pa  d o n c  Pa  — ? фрй>a  =
- 1

=  Ффрф9A, c’est-à-dire фр est p — f.f. dans Сфф.
- i  - 1  - 1 - 1

(ii) On a pA =  фрд, рв =  фрУВ donc рА =  ф фрфв c’est-à-dire фф 
est une p-f.f dans

- i
(iii) De pA — фрв et рв =  фрс il résulte que фр est p-f.f. dans G. 
Soient ф : A -> B  et ф : B -* C des applications. Si фф est une sur

jection, ф en est aussi une. Dans les deux théorèmes suivants A, B, C 
sont les supports des structures relationnelles 91, S, G telles qu’un pré
dicat p appartient à l’intersection de leurs domaines.

Théorème 6 . Soit ф une p-factorisation de 91 dans 93. (i) Si фф est 
un p-homomorphisme (surjectif ) de 91- dans G alors ф est également p-ho
momorphisme (surjectif). (ii) Si фф est une p-factorisation de 91 dans Сфф 
(respectivement Еф) alors ф est une p-factorisation de © dans (£фф (res
pectivement (Еф) (iii) S i фф est une p-factorisation (surjective) de 91 dans 
G alors ф est une p-factorisation (surjective)-de © dans G.

Démonstration, (i) On a par l’hypothèse tppA =  pB et ффрл £  pc 
donc ффРл =  фрв d’où фРв £  pc. (ii) De fpA =  pA et ффРл =  рЪА 
(respectivement ффрл =  рфв) on obtient фрв =  рффЛ (respectivement 
фрв =  Рфв) donc selon le Th. 1, ф est une p-/. (iii) De фрл =  pB et 
ФфРa =  Pв 011 obtient фрв =  pc .

Th éorèm e  7. Soit ф une p-factorisation surjective de 91 dans S. 
(г) Si фф est une p-factorisation forte de 91 dans Сфф (respectivement Сф) 
alors ф est une p-factorisation forte de © dans Сфф (respectivement dans 
Сф). (ii) Si фф est une p-factorisation forte (surjective) de 91 dans G alors 
ф est une p-factorisation forte (surjective) de S  dans G.

d ü j - 1 - i  - i  - i
Démonstration, (i) On a pA =  ффРффЛ =  ф фрффЛ donc фрл =  ффФрффЛ

— Фрфм car Ф est surjection, d’où, avec фрл =  pB, on obtient рв =  фрффЛ ;
^  - i

d’une manière analogue on obtient de pA =ффрфВ que pB =  фрфв.
. - i

(ii) pA =  ффрс implique comme plus haut pB =  фрс.
Remarque. Da condition imposée à <p, dans le théorème précédent, 

d’être une surjection est essentielle. Considérons en effet l’exemple suivant : 
Exemple 6. Soit A =  {a ,̂ ях, aj) , B =  (èx, b%, b f , C ■== (cx, c2, c3)-, Г =

~  {?}' Pa ~  {(ai' aî)> (ai> йг)}' Рв ~MPi> bjj}, pc =  {(cx, c2), (cx, c3), 
(ca, сз)}> ф : A -* В, =  9a[ = blt ф«2 == b2, ф : B -+ C, фbf ~ c {:(i =
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=  1/2, 3). On voit que 9 est une factorisation non surjective sur la struc
ture, car <ppA =  pB, ipf : A -* C est une factorisation forte de (A, Г) dans

-1
(Ф?A, Г), car ф<pA =  {cx, c2}, рфч>А =  pc П (Фр̂ 4)2 =  {(cv ca)} donc ф<ррффЛ =  
=±'pA et ф n’est qu’un homomorphisme car l’inclusion фрв CI Pc 684 stricte.

• On peut cependant montrer que ф est toujours un homomorphisme 
dans lè théorème 6 même si <p n’est pas une surjection. En vérité de

-î - î  - î  -1 -î
pa =j <p фрс on obtient cppA =  99 фс £  фрс ; mais 9Рл =  Рв donc рв (Z
£  фрс, c’est-à-dire ф est un p-h. On prouve de même manière que ф 
est p-h. dans les cas (i) et (ii).

Si e est une équivalence sur le support d’une structure relationnelle 
91 =  (A, Г) on peut définir une structure relationnelle 9I/e ayant comme 
support l’ensemble quotient. A /г et telle que la- surjection canoniquè 
0 : A. -> 4/e est une factorisation. Pour cela il suffit de poser pAjE =  0(pA) 
polir .tout p e  Г ; la structure 5I/e, uniquement déterminée, s’appelle struc
ture quotient de 51 par rapport à l’équivalence e .

Définition 7. On dira qu’une équivalence s sur le support A d’une 
structure relationnelle 51 =  (A, Г) est une pA-congruence si (ax, . . . ,  e,) s  Рл 
et at = a'i{s) (i =  1, . . .  ,n) impliquent (a'x, . . . ,  a„) s  pA. Une congruence 
sur 51 (congruence. relationnelle) est une équivalence sur A qui est une 
■pA-congruence pour tout р е  Г,

Soit <p : A -> B  une application et Ker cp son noyau, c’est-à-dire, 
pour .«i, a2 A : ax = a2 (Ker cp) <s> <pax =  <pa2.

' Ï héorémé 8. Le noyau d’une p-factorisation <p : A -»B  est une p A-con
gruence si et seulement si <p est une p-factorisation forte, donc la condition 
nécessaire et suffisante pour qu’une factorisation de 51 dans © (ou S p) 
soit une factorisation forte est que son noyau soit une congruence sur 5t.

Ifémonstration. Supposons d’abord que cp est une p-factorisation dans 
la structure et que Ker <p est. une p^-congruence. Soient (bx, . . . ,  bn) e  рфЛ 
et a.x,. . . . ,  an s  A quelconques tels que <pa4 =  bt (i =  1, . . . , »)•  E’appli- 
.catiqn (p étant une p-factorisation il existe des éléments a'x, an<̂ A 
tels; que <pa( =  b{ et (a[, . . a„) s  pA. Mais alors, Ker cp étant congruence 
on. ■ obtient (alß . . ., a J  e  рл donc cp est une p-f.f. sur 25ф. Si p est une 
p-factorisation sur la structure on raisonne de même à partir de (bx, . . . ,  
... ,&„) e  pBj car dans ce cas aussi il y a des éléments a'x, . . . .  ane  A 
tels que <ра( = b{ (i =  1, .. ., n) et (a[, ..  ., a'n) e  pA. Réciproquement si 
cp est une p-factorisation forte, de (ax, . . . ,  a j  e  pA et de a{ = a\ (Ker cp) 
(i •== % . . . ,  n) on a cpa\ — <pa4 donc (9 a'x, . . ., 9 a'n) s p ^  d’où (ax, : . af) <s Рл 
c’esttà-'dire Ker 9 est une p^-congruence.

Remarque'. Si le noyau d'un ' hoinomorphisme 9 est une congruence, 
9 nlëst même pas une factorisation. En effet considérons l’exemple suivant : 
>' - Exemple 7. Soit;h4 =  {ax, dx, a2, a2], B == {bx, b2}, 9 : A  cpa{ =

=  yax =  bx, 9a2 =  <pa2 =  b2, Г =  Г1(2) =  {p}, p̂  =  {(ax, a2), (ax, a2), (ax, a2), 
(a'x, «à)}, p в =  {(&i, b2), (b2, ôj.)}. On voit, que 9 est-un homomorphisme
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surjectif, Ker 9 est une p-congruence sur A, mais 9 n’est pas une facto
risation car l’inclusion 9рл CI Pb est stricte.

he théorème précédent permet d’obtenir ce
Coro lla ire . La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équi

valence e sur le support A d’une structure relationeile 21 soit une congru
ence sur 21 est que la surjection canonique 0 : A —► A/e soit une factorisa
tion forte de 21 sur la structure quotient 2I/s.

he théorème 9 ci-dessous s’applique aux systèmes algébriques. On 
dit que 21 =  [A, Г, fi) est un système algébrique de support A ayant Г 
comme domaine de prédicats et fi comme domaine des opérations si (A, Г) 
est une structure relationnelle et si à chaque symbole « e  Q correspond 
une opération m-aire2 «л. Si Г =  0, 21 est une algèbre universelle ; si 
fi =  0 , 21 est une structure relationelle.

On utilisera pour les systèmes algébriques la terminologie suivante
1. Une application cp : A -* B  est un (ù-homomorphisme (m s  Й) si 

(р(ыА(аг, . . . ,  am) =  (ùj5(90̂ , . . . ,  cpam) (si Г =  0  et <p est pour chaque 
м е ( }  un «-homomorphisme, 9 est un homomorphisme de l’algèbre 21 
dans l’algèbre 25 dans le sens usuel).

2. Une équivalence e sur le support A d’un système algébrique 21 
est une (ùA-congruence si les relations at = a\ (e) pour i =  1, . . . ,  m impli
quent «^(ôq, . . . .  am) = «л(я(, .. ., a'm) (s) (si 21 est une algèbre univer
selle et e est м-congruence pour tout « e  fi, e est une congruence (algéb
rique) sur 21).

Ces définitions impliquent les résultats suivants : Ue noyau d’un 
«-homomorphisme est une «^-congruence et si e  est une «^-congruence 
on peut définir univoquement sur l’ensemble quotient A je une opération 
o A en posant

MJ . ( • • •> [am]c) =  [«̂ 1 (alt . . ., am)]e
telle que la surjection canonique Q : A -+ A/e est un «-homomorphisme, 
[a]e désignant la classe de a e  A modulo e .

Soient 2Í =  (A, Г, û) et 25 =  (В, Г, fi) deux systèmes algébriques, 
eA et eB des équivalences sur les supports A respectivement B  des struc
tures données et 9 : A B  un s-homomorphisme surjectif. On peut alors 
définir une application tţ:A jeÂ -> BjeB en posant 9 [я]л =  [<pa]B, où [a]A 
et [b~\B désignent les classes modulo eA respectivement eB des éléments 
a e  A et Ъ e  B, et
(*) =  евФ
où 0Л : A -> А /eA et 0B.; B  -> BjeB sont les surjections canoniques corres
pondant aux équivalences eA, eB données. Avec ces hypothèses l'applica
tion tp préserve les propriétés de 9 dans le sens suivànt :

Théo rèm e  9. 1 0 S i eA et eB sont des congruences pour les opérations 
m-aires «л respectivement «B(« e  £2) et 9 est un ы-homomorphisme alors

2 Application de A ”* dans A , m  nombre naturel.
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Ф est aussi un (^-homomorphisme pour les opérations Oj, a B sur les quo
tients A/sa, B/sb.

2° S i 6A et 0B sont des p-factorisations (р е  Г) et l ’application 9 est 
un p-homomorphisme (une p-factorisation) alors ş  esi ми p-homomorphisme 
(une p-;factorisation).

3° бл esi ùne p-factorisation, eB une pB-congruence et <p мие p-fac
torisation forte alors ф est également p-factorisation forte3.

Démonstration. 1°) ÿ(tüA([af]A, . . . .  [an]A) =  фО л(йп . . . ,  am)]A =  
=  am)]B =  [<*B(<?alt . . . ,  <p«J]B =  б)д([<ра^в, . . . ,  [çam]B) =
=  мв(ф[ях]л, . . . ,  ş[«wL). . , ,

2 °) I / application 0B étant une p —/. elle est aussi un p — h. donc 
d’après le Th. 3, le produit 0вф est un p — h., d'où, selon (*), ф0л 
est également p — h. En appliquant (i) du Th. 6 on obtient que ф est un 
p — h. Si <p est une p — /. on obtient de la même manière, en utilisant 
successivement le Th. 4, (*) et le point (iii) du Th. 6, que ф est une p — /.

3° Si гB est une pB congruence alors 0B est une p —/ . /  donc, selon 
le Th. 5 (iii), 0вф est une p — /./., donc ф0л l’est aussi. Il- résulte alors 
du Th. 7 (ii) que ф est une p — /./.

Peut-être n’est-il pas inutile de conclure par quelques remarques sur 
les homomorphismes bijectifs. Selon [3] une application bijective ф de 
SÍ à S  est un isomorphisme si 9 est, ainssi que son inverse, un homomor
phisme. Cependant on ne pourrait définir l’isomorphisme, comme cela se 
fait dans le traité [2] (page 74), comme étant un homomorphisme bijec- 
tif. En effet on sait que l’inverse d’un homomorphisme (relationnel) n’est 
pas toujours un homomorphisme — donc la relation d'isomorphie ne 
serait plus symétrique. Mais une factorisation bijective est un isomorphisme. 
En vérité si 9 : A -> B  est une p-factorisation donnée, on a selon le Th. 1, 

- i  - 1

ФРA =  pB d’où pA =  9pB donc 9 : B -y A est une factorisation et par con
séquent aussi un homomorphisme. Ea dernière égalité montre aussi qu’une 
factorisation bijective est un factorisation forte et d’ailleurs, son inverse 
l’est aussi.

(Manuscrit reçu le 77 février 7974)

ASUPRA OMOMORFISMELOR STRU CTU RILOR R ELA ŢION ALE (II)
(Rezumat)

î a  această parte  a lucrării se dau proprietă ţi ale produsului omomorfismelor de diferite 
tipu ri ale structurilor relaţionale, se caracterizează congruenţa relaţională ca nucleu al unei 
factorizări ta r i f i se obţine un  rezu lta t asupra congruenţelor sistemelor algebrice.

3 On utilise ce théorèm e dans notre travail [7] dans le cas plus particulier où zA e t 
eB sont sim ultaném ent des congruences algébriques e t des congruences relationnelles sur les 
systèmes Щ respectivem ent S-
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GRUPUL DE MIŞCĂRI AR SPAŢIILOR IQ

P. ENGHIŞ

Fie V„ un spaţiu riemannian de metrică
ds2 — gijdx'dx' (1)

şi o transformare infinitezimală . ■ .
xi =  X* +  'cjdt (2)

Transformarea (2) se numeşte mişcare a spaţiului V„ dacă invăriază metrica 
spaţiului [1]. Invarianţa metricii (1) printr-o. transformare (2) este dată 
de anularea derivatei Lie a tensorului metric [6] £gi3 =  0 adică:

^ddiJ +  gsjd^ + gis d ^  =  0 (3)
Ecuaţiile (3) sínt ecuaţiile lui K i 11 i n g [3] pentru un V„. Determinarea 
grupului de mişcări al spaţiului Vn revine la integrarea sistemului de ecuaţii 
cu derivate parţiale (3) în funcţiile ’ci, . deci la determinarea operatorilor 
X f  =  ai transformărilor infinitezimale ale grupului.

în  lucrările lui F u b i n i [2] şi E i  u c i к o v i c i [4] se dau clasifi
cări ale spaţiilor F 3 după grupurile de mişcări. Totuşi determinarea efectivă 
a grupului de mişcări al unui spaţiu riemannian dat se cere a fi făcută 
direct. întrucît nu se poate recunoaşte uşor forma canonică în care se înca
drează metrica respectivă.

Spaţiile A3 introduse de A. G. W a l k e r  [5] cuprind spaţiile rieman- 
niene recurente, adică spaţii pentru care există un vector covariant <pr 
astfel ca

- , R'jkh, r =  <9rR)kh (4)
unde R)hh este tensorul de curbură al spaţiului iar prin virgulă s-a notat 
derivata covariantă în raport cu metrica (1) şi spaţiile simetrice Cartau, 
adică.

R'ikh, r =  0 (5)
pentru care există un vector covariant <pr astfel ca să aibă loc relaţia

9 ,Rjkh +  yitRjhr +  ф hR}rk =  o (6)
. Spaţiile recurente verifică şi ele relaţia (6) după cum rezultă imediat 

din identitatea lui Bianchi.
Pentru spaţiile K ţ A.. G.. W a l k e r  [5] araţă că metrica lor într-un 

sistem convenabil de coordonate poate fi pusă sub forma
ds2 =  Y (x \  Xs) {dx1)2 -)- 2dx1dx2 +  (dx3)2 

unde ^ ( x 1, X3) este o funcţie oarecare de x1 şi x3. .
(7)
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Pentru spaţiile K ţ cu metrica (7) sistemul Killing (3) devine 
V-d& +  +  2'¥д1?  +  2dxl 2 =  0

=  o
Y d 3?  +  +  d j ?  =  0  (8 )

З Д 1 =  0

д Л 1 +  d 2ţ 3 =  0

■ 3 ,5 *  =  0

Din a..patra şi a şasea ecuaţie a sistemului (8) rezultă că Ç1 nu depinde 
de x2 iar i;3 nu depinde de ж3. Din ecuaţia a cincea deducem că Ç1 este 
liniar în ж3, iar <;3 liniar în л;2, deci de forma

Din ecuaţia a doua a sistemului (8) rezultă

■ ţ 2 =  —Л '^ 1)*3*2 — С^д;1)*2 +  Я (ж1, л;3) (10)

Scriind acum că (9) şi (10) verifică prima şi a treia ecuaţie (8) rezultă

[А{х*)х3 +  С{хг) ] д ^  +  Í - A ix 1) +
+  D{x')}dJ¥ +  2ТС'(жх) -  2С"(ж1)*2 +  2 9 ^  =  0 ' ' . " '

Т Л ^ 1) -  2А'{х1)х3 +  д3В +  D \x l) = 0  (12)

Din condiţiile (12) rezultă Л'(ж1) =  0 şi deci Л (ж1) =  а =  const. Din con
diţiile (11), ţinînd seama de acest rezultat avem

adj¥  +  2С"{х1) =  0 (13)

şi ecuaţiile (11) şi (12) ne dau

dxB  =  -  i  [ax3 +  Cf*1) ] ^  -  i  D{x*)d& -  T C '^ 1) 

93Б =  —«Y -  D’
(14)'

în  consideraţiile noastre funcţia Y este arbitrară, deci în general nu 
verifică condiţii suplimentare. Astfel vom distinge mai multe situaţii.

a) Considerăm funcţia Y (ж1, x3) arbitrară. Din (13) rezultă âttinci 
a =  0 şi C '^x1) - 0, adică

C{x1) = сххг +  c2 (Cf =  const) (15)

2  — M athem atica — 1975
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în  acest caz sistemul (14) devine

дгВ  =  -  1  fa x ' +  cjdjsr -  j  0(я?)д^Г -  TCj

d3B  =  - D '  (16)
Scriind condiţiile de integrabilitate ale sistemului (16) găsim

-Z>"(*>) =  - I (Cl̂  +  c2) 913Y -  I  Z)(*i) d33T  -  93T Cl (17)

Funcţia Y fiind presupusă, arbitrară, rezultă сг.= c2 =  D =  0 şi din (16) 
avem В  =  b =  const, deci E} =  0, E2 =  b, E3 =  0. Operatorii transfor
mărilor infinitizemale se reduc la X ± =  d2, grupul de mişcări este un grup 
de translaţii de-a lungul axei x2. Avem deci :

P ropo ziţia  i . Un spaţiu K3 cu metrica (7) şi cu funcţia Y arbitrară,
admite ca grup de mişcări un grup de translaţii paralele cu axa x2.

b) Ecuaţia (13) este satisfăcută dacă funcţia Y are forma:
. (18)

Se observă că prin schimbarea de variabilă x '2 =  x2 +  j  f f x ^ d x 1
putem presupune /2 =  0. în  acest caz însă tensorul de curbură este nul 
şi spaţiul A l este euclidian.

c) Dacă funcţia 'F depinde numai de variabila x1 spaţiul este de 
asemenea euclidian.

d) Să presupunem că funcţia T  depinde numai de x3. Din (13) rezultă 
că a =  0 şi c" =  0 adică C =  c ^ 1 -f- c2, pentru ca spaţiul să nu fie eucli
dian. Ecuaţiile (16) în acest caz devin

дгВ  =  - i - D ( * 1)93'F - f 'P c 1 daB =  —D,(xi) (19)

cu condiţiile de integrabilitate

D"(xi) =  ± D {x ')d „ 4 r- d f¥Cl ' (20)

Derivînd ecuaţiile (20) în raport cu x3 avem

i-D (^ )d 333T  -  9 Л  =  0 (21)

din care pentru funcţia T  arbitrară de x3 rezultă D =  c1 =  0. D in. (19) 
pentru В  avem В =  b =  const, şi deci E1 =  <?2, E2 =  0 E3 =  0 şi operatorii 
grupului de mişcări sínt Ац =  дг A 2 =  d2 grupul de mişcări fiind un grup 
cu doi parametri abelian, grup de translaţii paralele cu planul x1, x2. Avem 
deci
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P ropoziţia  2. Un spaţiu K3 de metrică (7) şi cu funcţia Y(x3) arbi
trară, admite ca grup de mişcări un grup cu doi parametri abelian, grup 
de translaţii paralele cu planul x1, x2.

e) Condiţiile (21) pot fi verificate dacă =  0 şi cx =  0, din care
rezultă Y =  а^ж3)2 +  а2ж3 +  а3. Dacă ах ф  0 (în caz contrar spaţiul este 
euclidian) printr-o schimbare de coordonate se poate lua =  1 şi <x2 =  
=  a3 =  0 dacă facem abstracţie de spaţiile asemenea. Condiţiile de integra- 
bilitate (20) în acest caz se reduc la D" =  D din care avem D =  dxexl +  
+  d2e~x' (di =  const)

Ecuaţiile (14) în acest caz devin
d-jB — —x3(d1ex' -f- d2e~xl) 

d3B  =  —dxex' +  d2e~xl
din care rezultă В  =  —dxx3exl +  d2x3e~xl +  d3 şi deci

Ç1 =  c3, ’c f  =  —dxx3exl +  d2x3e~x' +  d3, ţ 3 =  diex' +  d2e~xl 
şi operatorii grupului de mişcări sínt

Х г =  dlt X 2 =  —x3exld2 +  ex'd3 
X 3 =  x3e~x'd2 +  e~xíd3, X 4 = d2 

iar structura grupului este
(X1X 2) =  X 2, (вдо = - * „  ( а д )  = о 

(Z2X3) =  2Xit (X2X 4) =  0, (X3X 4) =  0

(22)

(23)

Grupul G4 obţinut este rezolubil de tipul I după clasificarea dată de G. I. 
K r u c i k o v i c i  [4]. Deci avem

P ropoziţia  3. Spaţiile K3 cu metrica (7) în care funcţia T  =  (x3)2, 
posedă un grup G4 de mişcări avînd structura dată de (23).

Observaţie. Grupul G4 cu structura (23) este grup maxim de mişcări 
pentru spaţiul K 3 .

f )  Condiţiile (21) mai pot fi satisfăcute şi dacă Т(х3) =  ex\  în  acest 
caz condiţiile de integrabilitate (20) ne dau D =  —2c1 şi ecuaţiile (14) 
devin dxB =  0, d3B  =  0 din care deducem B =  b şi deci Ç1 =  cxxx +  c2, 
i\i2 =  —cxx2 -f- 6. 'ţf =  —2cj. Operatorii grupului de mişcări vor fi

X x =  X'dx -  x3d2 -  2d3, X 2 =  dx, X 3 =  d2 (24)
iar structura

(В Д )  =  X 2, (XxX 3) =  X* ( а д )  =  0 (25)
Grupul C3 este rezolubil de tipul V  după clasificarea dată de G. I. К  r u- 
c i к о V  i c i [4] şi deci avem :

P ropo ziţia  4. Spaţiile K 3 cu metrica (7) în care Y  =  ex\  posedă un 
grup de mişcări G3 rezolubil cu structura dată de (25).

(Intrat în redacţie la 20 martie 1974)



2 0 P. ENGHIŞ

B I B L I O G R A F I E

1. E i s e n h a r t ,  L. P., Riemannian geometry, Princeton, 1949.
2. F  u  Ъ i n  i, G., Sugli spazi che amettoro un gruppo continuo di movimenti, „A nnali di M at.", 

(3) 8 (1903), p. 3 9 -8 1 .
3: K i l l i n g ,  W ., Über der Grundlagen der Geometrie, „ Jo u m , fü r der reine und angew. 

M ath.", (109), 1892, p. 121-186 .
4. K r t t c i . t o v i c i ,  G. I., Klassificatia trehmenrnîh riemannovîh prostranstvo po gruppam  

dvijenia, U.M.N. IX, 1954, p. 3 —40.
5. W a l k e r ,  A. G., On Ruse's spacces o f recurrent curvature, Proc. London M ath. Soc., 

2 (52) 1950, p. 3 6 -6 4 .
6. Y  o n  o, K ., The Theory o f Lie derivations and its applications, N arth. H olland publ., 

Amsterdam, 1955.

LE  GROUPE D E MOUVEMENTS D ES ESPACES Щ  

(Résumé)

On m ontre dans l’ouvrage que les espaces K *  à  métrique (7) adm ettent comme groupe 
de mouvements un  groupe de translations parallèles à l'axe x2 si la  fonction \P est arbi
traire, un  groupe à  deux param ètres, groupe de translations parallèles au plan x1, x3 si la  
fonction Y  dépend seulement de la  variable x3, un groupe à trois param ètres résoluble avec 
les opérateurs donnés par (24) e t avec la  structure (25) si la  fonction T- =  e^ , e t un groupe 
à  quatre param ètres, groupe résoluble avec les opérateurs (22) e t avec la structure  (23) si 
Tf*3) = (*»)»,



SECŢIUNI RECURENTE ARE UNUI FIBRAT VECTORIAU ÎN 
RAPORT CU O LEGE DE DERIVARE (I)

PROFIRA SANDOVICI

Fie M  o varietate diferenţiabilă conexă, S'(M) inelul funcţiilor diferen- 
ţiabile pe M, ЩМ) cF(lkf)-modulul cîmpurilor de vectori diferenţiabile 
pe M  (prin diferenţiabil subînţelegem diferenţiabilitate C°°). Dacă E  este 
un fibrat vectorial peste M, vom nota prin E <F (Af)-modulul secţiunilor 
diferenţiabile и : M  -> È  şi prin V o lege de derivare în E : V : ЩМ)хИ-*- 
-* E. Pentru и s  E, aplicaţia X  -* Vx и defineşte o l-formă pé M  cu 
valori în E, pe care o notăm prin Vu. Avem (Vu)(A) =  Vxu V ^ 6  ЩМ)'. 
Vu este o secţiune a fibratului vectorial T*(M) ® E.

D e f in iţ ie . O secţiune и e  E se numeşte recurentă în raport cu o 
lege de derivare V (sau V-recurentă) dacă există o l-formă tp:x«s M  -» 
->■ f x e  T*(M) Ç2 T*(M) astfel încît

Vu =  9 (g) и.
Ф se numeşte l-forma (sau cîmp de covectori) de recurenţă.
1. Generalizarea teoremelor lui Y. C. Wong [1] pentru V-recurenţă 

în modulul 2- în  cele ce urmează vom considera fibratul vectorial E  
asociat unui fibrat principal Ç =  P(M, тс, G), iar V o lege de derivare în 
S indusă de o conexiune Г pe Vom presupune că fibra tip a lui E  este 
spaţiul vectorial F  de dimensiune finită şi că Si este o reprezentare liniară 
a grupului structural G în F. în  aceste condiţii există un izomorfism între 
secţiunile E şi cF(M)-modulul SFG al funcţiilor u: P  -> F  cu proprie
tatea că u(pa) =  Si(a~1)u(p) \jp  s  P  V « e  G, definit prin

u(x) =p(u(p)) Px, % = 7v(p) (1.1)
unde p : F  -* E x este izomorfismul indus de p  între fibra tip F  şi fibra 
Ex a lui E  în x. Pentru V avem

V XU =  X u  -j- át (̂<ù(X))u, (1.2)
unde X  este un cîmp de vectori pe P  proiectabil pe X, w 1-forma cone
xiunii Г iar át* reprezentarea liniară indusă de át în algebra Die G a 
lui G. Dacă X  coincide cu ridicarea orizontală A  a lui Z  avem

(Vxu)(x) = p(Xpu) V p e  Px, x =  тс (p). (1.3)
Y. C. W o n g  [1] dă o caracterizare a cîmpurilor de tensori de un 

tip (r, s) oarecare, recurente în raport cu o conexiune liniară Г pe o varie
tate diferenţiabilă conexă, considerînd funcţiile pe fibratul reperelor liniare 
ce definesc cîmpul tensorial şi restricţiile lor la fibratele de olonomie în 
raport cu conexiunea Г. Următoarele trei propoziţii transpun rezultatele 
lui Y. C. Wong în cazul V-recurentei în modulul E.
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Propoziţia î.i. Dacă u s  S este V-recurent, atunci restricţia funcţiei 
u s  wG la o curbă orizontală a lui P în raport cu conexiunea Г este pro
porţională cu un element constant u 0 s  F.

Demonstraţie. Fie c : [0, 1] Çf R  -*■ P; t <-+c(t) =  p t o curbă orizontală 
diferenţiabilă. Fie X  s  1  (P) un cîmp de vectori orizontali astfel ca Xpt =
=  p t \ f t e  [0, 1]. După (1.3) avem (Vxu)(x,) =  p t(XPtu) \ f  t<s [0, 1] unde 
X  =  7и*Х şi xt =  Tz{pt) iar din V-recurenţa lui и rezultă că Xxu =  ф(X)u. 
Din aceste formule şi din u(x() =  p t(u(pt)) obţinem X P[u =  [9(X)(xt)]u(pt) 
\ft e  [0, 1 ] de unde, ţinînd seamă că X P[ =  p t, deducem

Astfel, funcţia vectorială t e  [0,1] -» u(pt) s  F  verifică un sistem
diferenţial de forma — =  f(t)v, unde f(t) =  cp(X)(xt) este o funcţie diferen- dt
ţiabilă cu valori reale. Aplicînd acestui sistem teoria sistemelor diferenţiale, 
deducem că dacă u(pu) =  0 pentru un t0e  [0, 1], atunci u(pt) =  0 V ^ s  
e  [0, 1] şi u(pt) este proporţional cu elementul nul al lui F. Dacă u{p) 
nu se anulează pentru nici un i e  [0, 1 ], atunci avem

unde u 0e  F  este un element constant.
Propoziţia 1.2. Dacă u s  2  este V-recurent şi varietatea diferenţiabilă 

M este conexă, atunci u(x) Ф 0 pentru orice x s  M.

Demonstraţie. Să presupunem că pentru x 0 e  M  avem u(x0) =  0 s  Ex. 
Fie xx e  M  un punct arbitrar diferit de x0 şi c : t e  [0, 1 ] -»• c(t) =  xt o 
curbă diferenţiabilă pe porţiuni, astfel încît x 0 = c(0), xx — c(l) (o varie
tate diferenţiabilă conexă este conexă prin arce). Fie p 0e  P  deasupra lui 
x0, n(p0) =  x0. Există atunci o ridicare orizontală unică c: t e  [0, 1] -> 
-* p te  P  a lui c, astfel încît c(0) — p 0. Deoarece prin ipoteză u(xa) =  0, 
avem u(p0) =  pp^u^x^f) =  0 iar din demonstraţia prop. 1.1. deducem 
că u(pt) =  0 \ f t e  [0, 1] şi în particular u(px) =  0. Ţinînd seama de faptul 
că p x \ F  -*■ E Xi este un izomorfism de spaţii vectoriale şi că u(xx) =  p x{u{pP), 
rezultă u(xf) =  0. Astfel, dacă u(x0) =  0 pentru un x 0 e  M, atunci и =  0, 
ceea ce contrazice presupunerea că u .este recurent.

Notăm prin P [p 0] subvarietatea de olonomie a lui P  în raport cu 
conexiunea Г care trece prin punctul p 0 <= P. în  ipoteza că varietatea M  
este conexă, avem 7t—1(#) P) P[pf\ Ф 0  pentru orice x e  M, p 0e  p.

Propoziţia 1.3. Fie M o varietate diferenţiabilă conexă. O . secţiune 
u e  2  este V-recurentă dacă şi numai dacă restricţia lui u s  ¥G la o sub-

^ = [ 9 (X)(xt)]Z(p) y t e  [0,1]



SECŢIUNI RECURENTE ALE UNUI FIBRAT 23

varietate de olonomie P [p0] nu se anulează şi este proporţională cu un element 
constant al lui F.

Demonstraţie, a) Dacă m s  S este V-recurent, atunci după prop. 1.2. 
u(x) Ф 0 V* s  M  iar din prop. 1.1. rezultă că u(p) =  f(p)u(p0)\fp e  P[^>0], 
unde / :  P [ÿ 0] ^  R şi f(p) Ф 0 V p  e  P[j>0l

Prin urmare, restricţia lui и la P[/>0] este proporţională cu un ele
ment constant u(p0) e  F.

b) Presupunem acum că и e  2  este astfel incit restricţia lui и e  
la P[p 0] este nenulă în fiecare punct şi este proporţională cu un element 
constant u 0 e  F, deci că

4 P )  = f ( P ) ü 0, R P )  Ф 0 Р[ро] (1-4)
Fie X  s  ЩМ), хг s  М  arbitrari şi с : í ► c(t) =  xt o curbă integrală 

a lui X  prin punctul xx =  c(l). Fie p t e  P[p0\ astfel incit 4Pi! =  % şi 
fie c : t p t ridicarea orizontală a lui c prin punctul c(l) =  р г. Avem atunci 
din (1.3): (Vxu)(xt) — P t ( P t u ) Vi şi ţinînd seama de (1.4) obţinem

(Vxu){xt) = ^ Ш р {(й0) =  u{xt), (1.5)
dt dt

de unde, pentru t =  1, avem
. (V^m)(%) = g -  u{xt). (1.6)

Cum хг s  M  şi A s  ЩМ) sínt arbitrari iar membrul întii din (1.6) este 
&{M)~liniar în raport cu X, rezultă că

Vxu =  ф (X)u (1.7)
unde i p : I s  ЩМ) -> <p(X) s  SF(M) este o l-formă pe M. (1.7) exprimă 
V-recurenţa lui u.

2. V-recurenţa şi grupurile de olonomie. în  prop. 1.3. s-a formulat 
o condiţie necesară şi suficientă ca secţiunea и e  2  să fie V-recurentă. 
Vom nota cu u 0 e  F  valoarea constantă cu care este proporţională restricţia 
lui и <s qFg la'o varietate de olonomie P[_/>0]. Astfel, avem pentru и V-recu- 
rent

Щ )  = f o ( P ) ù 0, M P )  #0  P [pol- (2-l)
în  continuare studiem condiţiile (2.1).
P ropo ziţia  2.1. Dacă <Dio este grupul de olonomie în  p 0 s  P, atunci 

31 (a-^Ug =  l 0{a)u0 'ia  s  фРа, (2.2)
unde X0 : Ф ,̂ -»■ R esie «m homomorfism al lui Ф с̂ ш  grupul multiplicativ 
al numerelor reale nenule.
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Demonstraţie. u(pa) =  Ща~1)и(р) iar din (2.1) u(pa) =  / 0(/>) <91(я 1)и0 
de unde deducem că

* ( « - > o =  7 7 T « 0 Ф,, (2.3)
/о ( /0

Membrul doi al formulei (2.3) depinde numai de a şi prin urmare avem 
f o ( P a ) —  ~̂ o{a )fo{P)> ô{a) # 0 e P|&] V я e Фр0 (2-4) 

Deoarece (pa)a' = p{aa'), din (2.4) deducem că 
\ 0{aa ) =  Х0(я) Л0(й ) V<z, я e  Фр„.

Observaţie. Din (2.2) rezultă că grupul de olonomie Фрс invariază sub- 
ispaţiul vectorial al' lui F  subîntins de uQ.

Vom avea în vedere faptul că varietatea P  este reuniunea disjunctă 
a varietăţilor de olonomie P[/>0] şi dacă p 0,p i  e  P  nu se pot uni cu un 
drum orizontal, atunci pentru p x = p 0g, g e G, avem P[p1\ =  P[po\g 
Şi Фа =  gT1 фРо g-

Fie p x — p 0g şi u 0 =  u(p0), ux — u (p f elementele lui F  cu care sínt 
proporţionale restricţiile lui и la P[pf\,  P[pi]. Atunci, din u{p9g) =  
~  Щ ^ Н Р о ), rezultă

% =  Hg^iüo- (2-5)
P ropoziţia  2.2. Pentru px =  p 0g astfel ca P[pi] П P[Po] = 0  au loc 

relaţiile :

fi(Pg) =foiP)> M g~laë) =  («)Vi>e  P ip o V ia ^  ФРо (2.6)
Demonstraţie. Din u(pg) =31 (g~1)u(p) şi din (2.1), (2.5) deducem că

u{pg) = f A p ) ui, Şi prin urmare f fpg)  = f 0{p). Avem apoi, pentru f  =  pg, 
a' = g - 1ag unde p e  P[p0~\, a e  фРо f f f  a') = f 0(pa) =  'a fa) f 0(f) =  \ 0(a) 
f i { f ) .  Pe de altă parte, din (2.4) avem f fp'a' )  =  Afa') f f f ) ,  şi astfel rezultă 
,А 0(й ) == " h f a  ) .

P ropo ziţia  2.3. Fie u e  S o secţiune V-recurentă cu covectorul de recu
renţă (p şi ~a0 : ФРа -r R  \  {0} homomorfismul din prop. 2.1.' Dacă c : t  s  
*= [0, 1 ] —> p4 e  P [p0] este drumul orizontal care uneşte punctele p 0 şi 

Pi =-poŞ (a s  ФРг), atunci
1 <

X0 (a) =  exp 15 4>(*i)#] • (2-7)
0

■unde c : t s  [0, 1 ] —► x( e  M este proiecţia lui с pe M (xt =  7c(pt)). 
Demonstraţie. Din (1.5) şi (1.7), unde X 4 =  5ct, rezultă că

din f ( p t) 
dt
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de unde, integrînd de-a lungul lui c, obţinem

т  =  а у [ \ ф ') а )-
0

(2.7) rezultă din această formulă şi din (2.4).
(Intrat în redacţie la 3 aprilie 1974)
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SU R  L E S SECTIONS R ÉC U R R EN TES D 'U N  E IB R É  V ECTO RIEL PA R  R A PPO R T 
À U N E LO I D E  D ÉRIV A TIO N  (I)

( R é s u m é )

L 'au teu r in troduit la notion de section récurrente dans u n  fibré vectoriel E  p ar rapport 
à  une loi de dérivation y  définie dans le module S  des sections différentiables de E. On 
d it que la section u e  L est y-récurrente s'il existe une 1-forme y sur M  telle que on a 
y «  =  9  ®  “ •

On généralise les théorèm es de Y. C. W o n  g [1] pour cette notion de y-récurrence.



SPAŢII METRICE & (G., S, J_) (I)

ANG ELA V ASIU

în  nota [5] se da un sistem de axiome pentru un grup abstract 
care admite un sistem de generatori format numai din elemente involutive 
(de ordinul doi). Submulţimea elementelor lui S de forma:

P(a.) = {x\ X e  S, a.x ^  S 2, a =  abc, a, b, c <= S, abc e  5} 
o numim un snop, iar submulţimea elementelor lui 5 de forma :

D(x,y) =  {z\ze S, xyz e  S, X  Ф y j 
o numim un fascicul.

Cuplului (G, S) i se asociază o structură geometrică numită spaţiul 
asociat grupului G, notat prin ê (G.S). El constă din ansamblul ($, 

S, J_), al mulţimii snopurilor, fasciculelor, sistemului de generatori 
şi relaţia de apartenenţă ( e ) definită între ele. Elementele lui $ le numim 
în ê (G.S) puncte, cele ale lui @, drepte iar elementele lui 5 plane.

Din teoremele stabilite pentru grupul (G, S) se deduce că spaţiul § 
(G.S) este o structură de incidenţă în care prin trei puncte necoliniare nu 
trece totdeauna un ' plan ; prin două puncte trece cel mult o dreaptă ; 
printr-un punct şi o dreaptă neincidente nu trece totdeauna un plan. în  
spaţiul & (G.S) se defineşte un grup de deplasări G* care este izomorf 
cu grupul G cînd centrul acestuia este format numai din elementul unitate 
al grupului.

Pentru a sublinia generalitatea spaţiilor de incidenţă introduse, obser
văm că ele sínt independente de axiome de ordonare, de axiome de con
tinuitate, de axiome de tranzitivitate ; adică fiind date două puncte dis
tincte nu există totdeauna o deplasare care transformă unul în celălalt.

Geometria metrică plană sub forma lui B a c h m a n n  [2] a fost gene
ralizată pentru spaţiul treidimensional de A h r e n s în [1]. Spaţiile metrice 
introduse generalizează planele metrice introduse în [4] şi spaţiile metrice 
introduse în [3].

Două plane a, b, а Ф b se numesc perpendiculare şi notăm a _|_ b 
dacă în G, produsul ab este involutiv. Spaţiul asociat S (G.S) împreună 
cu relaţia de perpendicularitate _|_ îl numim spaţiul metric asociat grupu
lui (G.S) şi se notează & (G, S, _|_).

1. Proprietăţi ale spaţiului metric asociat § (G., S, J_)-
Definiţia  i .i . O dreaptă D(x,y) se numeşte perpendiculară pe planul 

a,a<^ D(x,y) dacă D(x,y)a =  D(x,y)  unde D (x,y)a =  {za\ze  D(x, y)}.
Teorema i .i . Fie z un plan şi D(x, у) o dreaptă astfel ca z e  D(x, y) 

atunci z“ e  D(x, y) dacă şi numai dacă a e  D(x, y) sau a _L z.
Demonstraţie. Presupunem z , za<sD(x,y) şi a ^  D(x, y) atunci din 

zaza = zaaza =  zza - a rezultă
z, za e  D(x, у) П D(a, z)
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Deoarece a ^ D ( x , y )  rezultă D(x, у) Ф D(a, z) atunci conform teoremei 
2.8 din [5] rezultă z =  za şi deci az =  za adică z J_ a.

Invers, dacă a e  D(x, y) atunci din a, z, я e  D{x, y) rezultă aza s ű ( r ,  у) 
conform teoremei 2.7 din [7] şi deci za<^D{x,y). Dacă z l «  atunci 
zd =  г şi deci za e  D(x,y).

T eorema  1.2. Dacă D(a, b) J_ c atunci c J_ x, oricare ar f i  x  e  D(a, b).

Demonstraţie. Dreapta D(a, b) fiind perpendiculară pe planul c în
seamnă că D(a, b)c = D{a, b). Deoarece c e  D(a, b) înseamnă că abc e  5 
şi deci există un punct P1 =  P(a, b, c). Fie P 2 ф Рг un punct care con
ţine planele a, b care conform axiomei В  din [5] există. Avem a,b*s 
<s Рг pi P 2. Atunci pentru un plan x ^  D(a, b) rezultă conform teoremei 

3 din [6] j s P j şi %<s P 2.
Planele c şi x  mai au uri punct comun P 3 ф Рг. P lă n u is e  D(a, b) 

deoarece dreapta D{a, b) — D(a, b)c şi deci xc^  Px f)  P 2. Punctul P 3 s  c 
şi rezultă conform teoremei 4.3 din [5] că P 3 =  P c3 adică xc e  P 3.

Am obţinut în acest fel următoarele relaţii :

x e  Px p ) P 2P ) P 3; xc^ - P 1f s\ P 3(~\ P3 ; í  s  P j П  -̂ 2

Dacă prepunem x Ф x? atunci conform teoremei 4 [6]c e  P 2 şi din 
a , i , c e P 1 f) P 2 rezultă conform axiomei A din [5] abc e  S ceea ce este 
în contradicţie cu ipoteza c e  D(a, b) şi deci x =  xc adică xc =  cx, şi 
x  _L c.

Teorema  1.3. Dacă у =  abc si d e  P(y) atunci din a i d  rezultă 
P(y) Ф P(yd).

Demonstraţie. Deoarece a ±  d rezultă а Ф ad. Presupunem că P(y) =  
=  P(jd) atunci avem a, ad e  P(y) deci D(a, ad)I  P(y). Avem D(a, ad)d =  
=  D(ad, a) ceea ce conform teoremei 1.1 şi teoremei 1.2 înseamnă că D(a, ad)d 
este sau fixă element cu element, ceea ce nu se poate deoarece a \_d,  sau 
d <= D(ad, a). Avem ad, a e  P(y) şi i e  D(ad, a) ; rezultă conform teoremei 
3 din [6] că i  e  P(y) contrar ipotezei.

Teorema  1.4. Dacă b s  P(a) atunci ba e  P(a) este echivalent cu a s  P(a) 
sau a l b .

Demonstraţie. Dacă a, b ş  P(a) atunci din a, b, a e  P (a) conform 
teoremei 2.5 din [5] rezultă aba P(a) şi deci ba <= P(a). Să arătăm acum 
că din ô <= P(a) şi я& =  ba rezultă ba e  P(a). Avem a& e  52 şi аь _  ba 
atunci a&* =  ocâba = ctbaa =  « J s  S2 şi deci a ba e  S2.

Invers, dacă b, ba e  P ( a) atunci trebuie să arătăm că « e  P(a) sau 
« l i .  Presupunem contrariul că « e  P(a) şi b Ф ba. Din b Ф ba rezultă 
conform teoremei 1.1 că D(ô, ba) e  я ceea ce împreună cu 6, i ' s  P(a) 
implică pe baza teoremei 3 din [6] a e  P (a) contrar ipotezei.
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2. Teoreme de existenţă asupra punctelor şi dreptelor spaţiului metric
$ (G, S, _L). _

Dbma 2.1. Oricare ar f i  x Un plan, există un punct P(a) astfel cas.^  P(a).
Demonstraţie. Conform axiomei В  din [5] pentru planul x  şi un plan 

у  există două puncte distincte Р г şi P 2 astfel ca x, у  e  P t p  P 2. Cele 
două puncte fiind distincte există un .plan « s  P x şi « e  P 2.

Planele a şi y, conform axiomei B, aparţin unui snop P 3 ф P v  Pla
nul x  e  P3. într-adevăr presupunînd contrariul avem :

x> У s  -fi O Pa O Pal а s  Pi O Pa 
şi conform teoremei 4 din [6] a e  P 2> contrar ipotezei.

Teorema  2.1. In  orice plan x  există trei puncte necoliniare.
Demonstraţie. Fie x un plan oarecare^ atunci conform lemei precedente 

există un punct P(v.) astfel ca же P(«). Fie a. =  abc <s S atunci abx e  S 
deoarece în caz contrar abxc e  S 2 de unde x e  P(a) contrar ipotezei, rezultă 
că există un punct P(a, b, x) э  x. în  mod analog obţinem punctul P(a, c, x) 
э  x şi P(b, с, x) э  x.

Presupunem P(b, c, x) =  P(a, c, x) atunci am avea a e  P[b, c, x) şi 
deci abcx& S 2 contrar ipotezei. Deci cele trei puncte sínt distincte.

Să arătăm că cele trei puncte sínt necoliniare. Presupunem contrariu, 
că există x, у  cu x Ф у  astfel că î j e  P(a, b, x) p  P{a, c, x) p  P(b, c, x) 
atunci din c s  P(a, с, x) p  P(b, c, x) conform teoremei 4 din [6] am avea 
c e  P{abx) deci cdbx e  S2 ceea ce conduce la o contradicţie.

Conform definiţiei sale un punct propriu este joncţibil cu oricare alte 
două puncte necoliniare cu el, printr-un plan. Vom demonstra acum că 
un punct propriu este joncţibil cu un punct oarecare, adică printr-un punct 
propriu şi un punct oarecare există o dreaptă.

Teorema  2.2. Dacă P(oc) este un punct propriu atunci oricare ar f i  
P(ß) un punct există x, у <= p (a) P) P(ß)'.

Demonstraţie. Fie P(a) un punct propriu şi a un plan astfel ca « e  P(a) 
atunci dacă P(ß), P(y), P(y) sínt trei puncte necoliniare incidente cu a, 
există planul ж е P (a) p| p(ß) p  P(y) şi planul у  e  P (K) p  P(ß) p  P(ă) 
şi deci există ж, у  e  P (aj p  P(ß).

De f in iţ ia  2.1. Un punct P(a) se numeşte un pol pentru un plan a 
dacă oricare a r  fi ж е P (a) avem ax =  xa.

Teorema  2.3. Există patru puncte proprii necoplanare.
Demonstraţie. Conform axiomei C [5] există un punct propriu P(y) 

şi и e  P(y) astfel că P(y) nu este un pol pentru planul u, atunci conform 
teoremei 1.3 punctul P(y“) ф P(y) şi conform teoremei 4.5 din [5] P(y“) 
este de asemenea un punct propriu. Conform teoremei precedente un punct



SPAŢII METRICE g  (G., S, J , )  (I) 29

propriu P(y) este jonctibil cu orice punct şi deci există două plane b, c e  
stiP(y) П Р(у“)- Й е a planul neperpendicular .pe b prin P(y) care con

form axiomei C din [5] există, astfel că abc e  5. Deoarece P(y“) şi 
b ^  a rezultă conform teoremei 1.3 că P(ума) ф P(y“). Punctele P(y), 
P(y") şi P(y“e) sânt necoliniare deoarece în caz contrar conform teoremei 4 
din [6] orice plan incident cu două ar fi incident şi cu al treilea. Planul 
b e  P(y) ß  P(y“) dar & P(y”®) deoarece я e  P(y") şi b ±  a deci cele trei
puncte sínt necoliniare. Fie d planul incident cu aceste trei puncte (care 
există deoarece P(y) este un punct propriu). Notăm cu e planul prin P(y) 
neperpendicular pe planul d. Acest plan este incident cu cel mult unul 
din punctele P(y“) şi P(y““). Presupunem в <£ Р(у“я) atunci conform teore
mei 3.1, P(Y‘ae) Ф Р(у“л) deoarece е е  P(y'm) şi e ±  d.

Punctul P(у“Яй) э  d deoarece d e  P(yua) deci punctele P(y), P(y“), 
P(y“a) şi Р(уи“ ) sínt patru puncte proprii necoplanare.

Putem acum demonstra că două puncte oarecare P(a) şi P(ß) distincte 
sínt jonctibile.

Teorema 2.a  Dacă P(a) ф P(ß) există x, y e  P(a) ß  P(ß).
Demonstraţie. Fie P(y) un punct propriu, atunci oricare ar fi P (а) ф 

ф P(ß) există un plan a e  P (a) ß  P(ß) ß  P(y). Dacă cele trei puncte 
sínt coliniare atunci există a, b e  P (a) ß  P(ß) П F  (у) şi teorema este 
demonstrată. în  caz contrar conform teoremei 2.3 există un punct pro
priu. P(S) astfel că P (8) э  %. Atunci există un plan y e  P(a) ß  P(ß) П 
D F ( 8) şi у  ф % deci există x, y 3  P(a) ß  P(ß.)-

3. 0 alta definiţie a dreptei D(x,y).  în  paragraful precedent ca o con
secinţă a existenţei a patru puncte necoplanare am văzut că două puncte 
oarecare P(a) şi P(ß) sínt unibile printr-o dreaptă D. Vom demonstra 
acum că singurele plane incidente cu cele două puncte sínt planele incidente 
cu dreapta D. ,

T eorema  3.1. Pentru două puncte distincte P(a) Ф P(ß) cu x, y e  
e  P(«) П p(ß) avem următoarea relaţie:

{z\xyz e  S} =  {*|* e  P(a) ß  -P(ß)}-
Demonstraţie. Fie z astfel ca xyz e  S, conform teoremei 3 din [6] 

rezultă z e  P (K) deoarece x . y e  P (a) şi la fel z e  P(ß) deci z e  P (a) ß
D P(ß).

Invers fie z ê  P (a) ß  P(ß) atunci avem x , y , z e  P (a) ß  P(ß) şi 
conform axiomei A din [5] xyz e  5 .

Deci dreapta prin două puncte există şi este unică deoarece şi dreapta 
prin două plane x , y  există şi conform teoremei 2.8 din [5] este unică.

Vom nota D(x, y) — D(P(a), P(ß)) dacă vrem să numim dreapta prin 
punctele P(a) şi P(ß).

Consecinţa 1. Conform teoremei demonstrate oricare ar fi P(y) şi 
P (8) două puncte incidente cu x ,y
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D(x,y) =  D(P(y), P(b)) deci această definiţie a dreptei prin mulţimea 
planelor incidente cu două puncte nu depind de alegerea punctelor pe dreapta 
respectivă. Putem spune deci că din Plt P %ID X, D2 rezultă Dx = D2 sau 
Pl  =  Pir

Consecinţa 2. O altă consecinţă este că dacă Р1г Р г Ia, şi Plt P aID  
atunci alD.

Consecinţa 3. Din D, P I  a, b rezultă a =  b sau DIP.
(Intrat in  redacţie la 8 ianuarie 1974)
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ESPACES M ÉTRIQU ES â (G„ 5, J J  (I)
(Résumé)

D ans cette note on étudie les propriétés métriques des espaces § (G.S) in troduits en 
[5], associés à un  groupe G, qui adm et u n  système de générateurs S formé d’éléments invo- 
lutifs. La seconde partie  est consacrée à la  déduction des théorèmes d'existence pour l'espace 
associé & (G.,S).



ASUPRA NOŢIUNII DE 0-UM ITÄ A UNEI APUCAŢII ÎNTR-UN
PUNCT

D. BORŞAN

1. în  cele ce urmează, se consideră aplicaţii definite pe un spaţiu
topologic X  şi cu valori într-o mulţime У dotată cu o structură de latice 
completă, în raport cu o relaţie de ordonare parţială în  lucrare se
introduce şi se studiază noţiunea de 0-limită (limită în raport cu ordonarea 
din Y) a unei aplicaţii /  : X  -> Y,  într-un punct x 0 e  X.  Se compară apoi 
această 0-limită cu noţiunea uzuală de limită a aplicaţiei /  în x 0, relativ 
la anumite topologii de tip special, definite pe У cu ajutorul relaţiei de 
ordonare.

2. Fie X  un spaţiu topologic, У o latice completă relativ la ordonarea 
parţială „ < ” şi / :  X  -> У. Pentru x 0 e  X  notăm cu filtrul vecinătă
ţilor punctului x 0 şi cu familia vecinătăţilor stricte nevide ale lui x 0. 
O-jinntele extreme ale aplicaţiei / î n  x 0 (О-limita superioară notată 0-Lf(x0) 
şi О-limita inferioară, 0 — l/ixo)) se definesc în modul următor ([3]) :

0 L (X ) — dacă x 0 este punct izolat în X
\ inf {sup {/(#)} I dacă X  o este punct de acumulare în X

V ^ x a xsi7

О I (x ) _  Í f ( xo) dacă x0 este punct izolat in X
\ sup {inf {/(я))} dacă x 0 este punct de acumulare în X

V ^ x ,  *^

De f in iţ ie  (2.1). Fie X  un spaţiu topologic, У o latice completă, 
/  : X  -> У şi x 0 un element din X.  Un element h ^ Y ,  este prin definiţie, 
О-limita aplicaţiei /  în punctul x 0, dacă h =  0 — Lf(x0) = 0  — b(xo)- 

Evident 0-limita unei aplicaţii într-un punct este unică. Vom folosi 
notaţia h =  0 — lim /(r)

X—t-X0

T eorema  (2.i). Fie X un spaţiu topologic, Y o latice completă f :X->Y 
şi x 0 un punct de acumulare din X. Dacă li =  0-lim f (x), atunci oricare ar

X~¥XQ
f i  şirul generalizat (xa)aeA, strict convergent către x 0, în spaţiul X, şirul 
generalizat (f(xJ)a<E/1 0-converge, în laticea Y, către h.

Demonstraţie. Fie (xa)aeA un şir generalizat din X, strict convergent 
[6] către x0. Urmează că oricare ar fi V  e  Y*o există s  A astfel ca 
Ху<Аси să implice xa e  V (am notat cu „ < A” ordonarea parţială din 
A). Folosind notaţiile yÿ  = su p  {/(*)} şi y 'v=  inf {/(.*)} avem atunciy'v <

x^ V
< f (xa) < yv  pentru a ;> Aav.ACum este superior filtrantă faţă de ordo

narea I” definită prin V —1 Ü <> Ü £  V, unde V, Ü e  ([3]), 
putem vorbi despre şirurile generalizate (j'ţ>)l>e^ şi ( y ' v ) ţ •X% %%
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Aceste şiruri generalizate se bucură de următoarele proprietăţi :
1. (y'v)ÿ^ÿ este nedescrescător şi (yv)ÿe^  este necrescător;
2. sup {y'r} =  0 — lf(x0) iar inf {yÿ} =  0 —°Lf (x0) ;

FeŢ • Veÿ*0 ■*o
3. pentru orice F e  T^, există a.v <= A, astfel ca y'v < f(xa) < y  v, 

pentru а ^>л a . y .  Cum, prin ipoteză 0 — lf{x0) — 0 — Lf (x0) =  h, cum se 
cunoaşte din teoria O-convergenţei ([8], [1]) proprietăţile 1—3 arată că
/W „ A  !l-

In ipoteza că Y este un lanţ complet, dens în sine ([1]) este valabilă 
şi reciproca acestei teoreme :

Teorema (2.2). Fie X un spaţiu topologic, Y un lanţ complet, dens în 
sine, f : X -> Y  şi x 0 un punct de acumulare din X. Dacă pentru orice şir 
generalizat din X, strict convergent către x 0, şirul generalizat al valorilor cores
punzătoare ale funcţiei Q-converge către i e  Y, atunci h este 0-limita func
ţiei în punctul x 0.

Demonstraţie. Vom demonstra că 0 — Lf (x0) =  h. în  mod analog se 
arată că şi 0 — l/{x0) = h. Raţionînd prin contradicţie, presupunem h Ф 
ф 0 — Lf(x0). Atunci h <  0 — Lf(x0) (vezi teorema (2.3) din [3]). Ordo
narea din Y  fiind densă, există hx& Y, astfel ca h <  hx <  0 — Lf (x0). 
Conform teoremei (1.2) din [3] pentru orice F e  Ÿ*o există xÿ  e  V, astfel 
încît f(x v )> h x. Şirul generalizat (xy)# .^  converge strict, către x0, deoa-
rece dacă Ù e  YXo, ^  e [ j  pentru orice V s  Ü, deci pentru U —| V. Prin 
ipoteză, avem-atunci 0-limf{xÿ)= h . Cum însă f(xÿ) >  hx pentru orice
V e  urmează că 0-lim f(%v^ =  h >  hx. Contradicţia la care am ajuns 
dovedeşte că 0 — Lf (x0) =  h.

3. în  laticea completă Y  ordonarea parţială permite introducerea 
unor topologii de tip special, cum sînt : interval-topologia, topologia ordo
nării. Ne întrebăm dacă există vreo legătură între 0-limita unei aplicaţii 
/  : X  -+ Y, într-un punct x 0 e  X  şi limita în x 0 (în sens uzual) a aplica
ţiei / ,  privită ca aplicaţie a spaţiului topologic X, în spaţiul topologic Y. 
întrebarea este legitimă deoarece avem în vedere topologii pe Y, definite 
cu ajutorul ordonării.

D e f in iţ ia  (s-l). Y  fiind o latiee completă, topologia care are ca sţib- 
bază a m ulţim ilor închise fam ilia tu tu ro r intervalelor închise [a, b] — 
=  {y  e  Y\a  < y  < b} din Y , se num eşte interval-topologia pe Y . O vom 
nota cu Tj([4]).

D e f in iţ ia  (3.2). Topologia pe Y, relativ la care o mulţime M . ç  Y 
este închisă dacă şi numai dacă 0-limita oricărui şir generalizat 0-conver- 
gent de elemente din M, aparţine de asemenea lui M, se numeşte topolo
gia ordonării pe Y. O vom nota cu t0 ([8]).

Pentru o aplicaţie / :  X  -»■ Y, unde X  este un spaţiu topologic, iar
Y o latiee completă putem vorbi despre 0-limita aplicaţiei /  într-un punct
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x0 s  X, Tj-limita aplicaţiei /  în x g (dacă dotăm mulţimea Y  cu topolo
gia Tj) şi T0-limita lui /  în x 0 (limita în raport cu topologia t0 p eT ).

Teorema (З.Х). Fie f : X  -*■  Y, unde X este un spaţiu topologic, iar 
Y o latice completă. Dacă h e  Y este О-limita aplicaţiei f în x 0 e  X, atunci 
h. este şi xţ-limita şi z0-limit a aplicaţiei f în x 0.

Demonstraţie. Dacă x 0 este punct izolat din X  avem 0 — Lf {x„) =  
=  0 — lf(x0) =  h =  f (x 0) şi de asemenea — lim f(x) =  t0 — lim f(x) =  

=  f(x 0) =  h. *-+x° x~>x°
Dacă x 0 este un punct de acumulare în X, atunci, conform teoremei 

(2.1), oricare ar fi şirul generalizat (xa)asA din X, strict convergent către 
x 0, avem f[xJ  h.

Se cunoaşte însă ([8]) că convergenţa în raport cu topologia ordonării 
(T0-convergenţa) este mai generală decît O-convergenţa. Avem deci f(x a)^ h .  
în  ipotezele teoremei putem deci afirma că. oricare ar fi şirul generalizat 
(xa)aFa, strict convergent către x 0, şirul generalizat (f(xa))a<=A T0-converge 
către h. Se cunoaşte atunci că h =  t0 — lim f(x). Cum topologia ordonării

X-*X0
este mai fină decît interval-topologia ([7]) urmează imediat că h =  т,- — 
— lim / (x) şi teorema este complet demonstrată.

X-*-X0
Teorema (3.2.) Fie X  un spaţiu topologic, Y un lanţ complet dens în  

sine şi f : X -> Y. Dacă (Y, t0) este spaţiu T2, atunci h =  r0 — lim f(x)
X-*Xq ■

dacă şi numai dacă h =  0 — lim f(x).
X—*X0

Demonstraţie. Ţinînd seama de teorema (3.1), rămîne să demonstrăm 
că h =  t0 — lim f(x) implică h =  0 — lim f(x). Cazul cînd x0 este punct

x—>x0 x->x0
izolat în X  este banal.

Fie x Q punct de acumulare în X. Să presupunem că h =  r0 — lim f(x ).
Z->x„

Se cunoaşte atunci că oricare ar fi un şir generalizat din X, strict conver
gent către x0, şirul generalizat al valorilor corespunzătoare ale funcţiei 
r 0-converge către h. în  [3] am arătat însă (teorema (2.2) din [3]) că există 
un şir generalizat (#а)аел, convergent strict . către x 0, astfel ca f(xa) 
-^0 L f ( x 0).

O-convergenţa fiind mai restrictivă decît T0-convergenţa, putem scrie 
în definitiv că f(xa) Д  0 — Lf (x0). Avem însă, în baza ipotezei, şi f(x a)i%h. 
Spaţiul (Y , т0) fiind presupus T2, T0-limită oricărui şir generalizat conver
gent din Y este unică, deci h — 0 — Lf(x0). Un raţionament analog arată 
că avem de asemenea h — 0 — 1/{х0).

4. Unei aplicaţii / ,  definită pe un spaţiu topologic X  şi cu valori 
într-6 latice completă Y, i se asociază ([2]) ap licaţiile/ şi /, definite în 
modul următor :

f (x o) =  inf {sup {/(*)}} şi f (x 0) =  sup (inf {f(x)}}
**V - Ve0?*, xeV

pentru x0^ X .

3  — Mathematica — 1975
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Teorema (4.i.) Pentru o aplicaţie f definită pe spaţiul topologic X  
şi cu valori în laticea completă Y, avem /(x 0) < 0 — ^(х0) ^ 0 — I^(x0) <
< f(x0) pentru orice x 0 e  X.

Demonstraţie. Deoarece oricare ar fi V e  y  ç  V, avem sup{f(x)} <
x<= V

< sup {/{%)} şi inf {f(x)} >  inf {f(x)}. Urmează că f(x 0) < 0 — lf (x0) şi
X ^  V  j ç e  V  X ^ V

f ( x 0) ;> 0 — Lj(x0). Dacă ţineam seama că 0 — lf (x0) < 0 — L  (x0) ([3]), 
teorema este demonstrată.

Teorema (4.2.) Dacă aplicaţia f, definită pe spaţiul topologic X  şi cu 
valori în laticea completă Y este 0-continuă în x 0 s  x  ([2]), atunci f este 
şi T0-continuă în x0.

Demonstraţie. Presupunem că /  este 0-continuă, deci f(x 0) =  f ( x 0) =  
=  f ( x 0). Conform teoremei (4.1) avem atunci 0 — l/{x0) = 0  — Lf(x0) =  
=  f (x 0) ; prin urmare, 0 — Hmf(x) =  f(x 0). Urmează (teorema 2.1) că

X -*X 0

T0-lim f(x) =  /(#„), deci /  este T0-continuă în x 0.
(Intrat în redacţiei la 21 septembrie 1973)
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ABOUT T H E  O-LIMIT IN  A POINT 
(Summary)

The paper defines and discusses th e  concept of О-lim it in  a  point, for mappings defi
ned on a topological space X  w ith  values in  a  complete lattice Y . Then a  comparison be t
ween th e  usual lim it of an application and its  О-lim it in  a po in t is done, in some special 
-types of topologies.



ALPHA-CONVEX FUNCTIONS AND DERIVATIVES . IN THE
NEVANUINNA CLASS

SA N FO R D  S. M IL L E R 1 an d  PE T R U  T. M OCANU

1. Introduction. In  this paper we determine whether or not the nth- 
derivative of an а-convex function belongs to some Hardy class or the 
Nevanlinna class.

D e f in it io n . Let « be real and suppose that f(z) — z +  ^2  o,nzn is regu
lar in the unit disc D with f{z) f'{z) Ф OinO <  |я| <  1. If Re [(1 — <*)zf ( z)lf{z) 
+  0L(zf'(z)lf'(z) +  1)] >  0 for z e  D, then f(z) is said to be an alpha-convex 
function. We denote the class of these functions by áJlla.

I t  is known that if f(z) e  DHa then f(z) is univalent, starlike [7]. 
Moreover if f(z) e  Ж a and |a| >  2 then f(z) is bounded [4, 6].

In what follows we denote by KT(z) the Koebe function z/(l — e‘Tz)2, 
where т is a real constant. In addition we define the function / T(a, z) as

Л К z)

K T(z) for —2 < a < 0, and

0
for 0 <  oc < 2.

2jt

If f(z) is regular in D and the integrals  ̂ log4 \f(reib)\dft are bounded
° ■ . 

for r <  1 then f(z) is of bounded characteristic and f(z) is in the Nevanlinna
27Г

class N. If p  >  0 and J \f(rei0)\p dQ remains bounded as r -* 1, then f(z)
о

belongs to the Hardy class Hp • #°° is the class of bounded regular func
tions in D. Note tha t H°° Ç2 Hp N.

If f(z) is univalent then it is known [1, Theorem 3.16] that /(z) ^  Hp 
for p <  1/2. Moreover, the ^-derivative of the Koebe function K x{z), 
which is the extremal function for so many problems in the theory of 
univalent functions, has the property that K {"\z) e  Hp when p  <  1/(2 +  «), 
for n =  1, 2, 3, . . .  In [5] an example is given of a univalent function f(z) 
for which f'(z) ^  N. In  this pape'r we will show that if f(z) е  8Я1а then 
f'(z) for any a and f"(z) for а Ф 0 are in some Hardy classes. We will 
also show that there exist functions f(z) e  for which higher deriva
tives are not even in the Nevanlinna class.

1 The first author acknowledges support received from th e  N ational Academy of Seien,
ces through its  exchange program  w ith  th e  Academy of th e  Socialist Republic of Rom ania



36 S. S. MILLER, P. T. MOCANU

2. Preliminary Lemmas. Lemma i . I f  f(z) s  Hx for X <  p and g e H 1 
for X <  q then f(z)g(z) ş  Hx for X <  pq/(p +  q).

Proof. By Holder’s inequality we have

2tt 2n 2tc i/i
=  З Д  • Ш

where z = rei6, 1/s +  1 jt =  1 and s >  1. The first term I fr )  will be boun
ded as r -* 1 if Xs <  p and I 2(r) will be bounded as r -* 1 if It <  q. 
These inequalities will hold if X < pqftp  +  q).

:Note that the inequalities in Lemma 1 can be replaced by other 
combinations of inequalities and equalities. For example, /  e  №  and g s  Hq 
imply that fg  s  RPiKP+q),

As an, immediate extension of Lemma 1 we obtain: 3 4

Lemma 2. I f  fj(z) <= H x for X <  p^ i =  L 2, . . . ,  n,
ft

then П  f,-(z) s  Hx
i —1

П /\ 
for-h< n p ,- /E p ip 2 • • • pi

i = I  i = l

/4
p„, where pt- indicates that the term pt- is omitted.

L emma 3. I f  P(z) is regular in  D and Re P(z) >  0 then P(z) «= Hx 
for X <  1.

Lemma 4. I f  f'(z) e= Ĥ (0 <  p <  1) then f(z) e  н м 1 - p) .

Lemma 5. (г) J/f(z) e  яий |a| >  2 then f(z) e  H®. (w) J/f(z) s  §lta, 
|a| á  2 awi f(z) Ф fT(a, z) Йгеи f(z) e  Hÿ where

P  =
oo if a =  2,
1/(2 -  a) +  e if 0 < a <  2, 
1/2 +  e if —2 <  a < 0,
oo if a =  —2,

and s i--'s(f) >  0.
•••■ (iii)- If f{z) =  /  (а, я) then /(г) e  for all

p >  0 if a =  2,
, л  : . = ^  <  1/(2 -  a) if 0 < a <  2,
L -, ■ P <  1/2 if - 2  < a < 0.

Lemma 3 is well known. Lemma 4 is in [1, Theorem 5.12] and the 
various parts of Lemma 5 are in [2, 3, 4, 6].

3. Main Results. Theorem  1. (i) I f  ~f(z) e  Ж„ and a. <  —2 or 2 <
a theh f'(z) e  H? for all, p <  1 .
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(ii) I f  f(z) e  S\la, —2 < a <  2 and f(z) #  fT (a, z) Йем f'(z) s  Б? for 
all p <  1 when a =  — 2, and f'(z) <= H? where

. _  ! 1/(3 — a) +  e i f  0 < a <  2,
P ~  1 1/3 +  s if - 2  <  a ^  0

e =  e(í ) >  0.
(iii) I f  f(z) =  fT (к, z) iAew f(z) <s Б? for all

p <  1/(3 — a) if 0 < a <  2,

p <  1/3 if —2 < a < 0.

Proof. Since f(z) s  oJHa implies that f(z) is starlike we can write f'(z) =  
=  f(z)P(z)jz where P(z) is regular in D and Re P(z) >  0. By applying hem- 
mas 1, 3 and 5 we obtain our result. Note tha t the e of the theorem need 
not be the same s as in hemma 5.

Theorem 2. I f  f(z) <= SI' a, a Ф 0, then f"(z)/f'(z) s  Б? for all p <  1 
and In f'(z) s  Hp for all p >  0, where In w represents some single-valued 
branch of the logarithmic function.

Proof. If we set J{a., f(z)) =  (1 — a)zf'{z)lf(z) +  a.{zf”(z)lf'(z) +  1) then 
7(a, f(z)) is regular in D, Re ]{<*., f{z)) >  0 and hence by lem m a 3 / ( a  
f{z)) e  Hp for all p  <  1.

Since f(z) s  implies that f(z) is starlike we must have zf{z)jf(z) =  
=  P(z) where P(z) e  Hp for all p  <  1.

If а ф 0 then

zi i ~ = -  л « . } W) -  (1̂ A  m  - 1f'(z )  a a

and

J /'W

2n
Pd 6 <  ±  \ l J(x,f(z))lp 

|a|í> J 
0

d 0 +

+ d 0  +  2 tz

for 0 < p < l  and z =  re*0. From the Hp properties- o f / ( a ,  f(z)) and 
P(z) we obtain f"(z)lf{z) e  Hp for all p  <  1.

If we set g(z) =  In У'(г) then g'(z) — f"[z)lf'(z). A ppling  Lemma 4 to 
g(z) we obtain the desired result.

Theorem з. (i) I f  f(z) <з Жа and a <  —2 or 2 < a í/ге» f” (z) -s, Hÿ 
_/or all p <  1/2. : . :
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(ii) I f  f(z) e  Жа, —2 < a <  0 or 0 <  a <  2, and (f(z) ф fT (a, z)) 
then f"(z) s  W  for ail p <  1/2 when a =  —2, and f"(z) e  Hp where

=  j 1/(4 -  a) +  e if 0 <  oc <  2,
P I 1/4 +  e ' if - 2  <  a <  0,

and s =  s(f) >  0.'
(iii) I f  f(z) =  fT(a, z) then f"(z) e  H? for ail

p <  1/(4 — a.) if 0 < a. < 2 , 
p <  1/4 if —2 <  a <  0.

Proof. Write f '( z )  = f'(z). [j"(z)lf’(z) ] and use Lemma 1 and Theorems 
I and 2.

Note that if f(z) s  and a Ф 0 then f"(z) belongs to some Hardy- 
class. The value a =  Ö is critical as we shall now give an example of a func
tion f(z) e  cJILq for which f"{z) ф  Hp for any p.

Theorem  a. There exists a function f(z) e  0 such that f"(z) ф  N.
Proof. In [5] an example is given of a regular function g(z) which is 

bounded (|g(2)| <  b) with g(0) =  0 and such that lim g’(reie) fails to exist
Г-+1

almost everywhere. If we let P(z) =  (b +  g{z))fb then P(z) is regular. Re 
P(z) >  0, and hence by Lemma 2 P(z) e  H% for Л <  1. Since P'{z) =  
=  g'(z)jb we see that lim P'(reie) fails to exist almost everywhere.

r-*-l
Consider the function f  (z) defined by

iCM =  P W
/W

Clearly f  (z) s  á)lc0 and suppose/"^) s  N. By differentiation we obtain
+f'(z)-PW '(z) =  p ,. у

№
Sinee f(z ),f(z ) ,f" (z ) ,P (z )  ^  N  and f(z) ^  0 lim P'(reie) exists almost

everywhere [1, Theorem 2.2]. This is a contradiction and hence f"{z) ф  N.
Remarks, (i) Because of Theorem 3 we see that the function f(z) 

constructed in the last theorem is in o)lla only for a =  0. This function is 
unusual in being „purely starlike” and having no form of convexity.

(ii) Since еЖ,0 =  5*, the class of starlike functions, and Hp N, by 
considering Lemma 4 we see that there exists f(z) e  5 * such that f  (и> (z) ф  
ф  Hp for any p  >  0, for n =  2, 3, 4 . . .

If P(z) is a regular function with Re P{z) >  Ö then in general P'(z) ф 
ф  Hx for any 1 (see Theorem 4). However, if f{z) s  <Жа, а Ф 0, and P(z) 
= zf i z)lf{z) we can show that P'(z) e  Hx for X <  1/2.
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I/EMMA 6. I f  f(z) s  Жа, а ф 0, then zf"(z)/f(z) and (zf'(z)/f(z))' are 
in  Hx for À <  1/2.

Proof. We can set
Z f"(г) _  /" (г ) г/'(г)

/М /'(г) ‘ /М
and use Theorem 2, Remma 1 and Lemma 3 to obtain the first result. 

Since
/«n«)V =  Ö  . /4f) _  Л/Ч*)| 
l /МУ /М f ( z) l fW >

our second result follows from the HP properties of/"(z)//(z) and f'{z)jf{z).
T heorem  5. There exists a function f(z) e  Ж а, «  ^  0, such that 

f '"(z) $  N.
Proof. Because of Remark (ii) we need not consider the case a =  0. 

If we take P(z) as defined in Theorem 4, and define/(z) as the solution of

(1 _  a) Ш  i+  K ( Ö  +  l |  =  P{z),

with a ^  0, f(0) =  0 and / ' ( 0) =  1, then f(z) is well defined and f(z) e
e g n a [8].

Suppose that f'"{z) e  N. By differentiation we obtain
(1 _  a) . / W t r w  + / ,'И ]-г(/"И );
v l /w  J (f m

P'[z)

Since {zf’{z)lf{z)y,f'{z),f"(z),f"'(z) e  TV and /'(z) #  0, lim P'(re™) exists
f—>1

almost' everywhere [1, Theorem 2.2]. This is a contradiction and hence 
f" { z )  *  N.

Remarks, (i) The problem of proving the theorem for a <  0 remains 
an open question.

(ii) In light of Lemma 4 we see that there exists a function f  (z) 
ос ^  0, such that f {n)(z) ф  Hp for any p  >  0, for n =  3, 4, 5, . . .

(Received July 27, 1974)
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FU N C Ţ II ALFA-CONVEXE Ş I D ER IV A TELE LOR ÎN  CLASA NEVANLINNA
(Rezumat)

în  această lucrare autorii studiază posibilitatea de .scufundare a funcţiilor alfa-convexe 
şi derivatelor în  anum ite clase H ardy  sau în  clasa lu i Nevanlinna.



ON THE c o n t r o l l a b il it y  o f  c e r t a in  
NONLINEAR EQUATIONS

IO AN M UNTEAN

1. Introduction. Consider a control system governed by the nonlinear 
ordinary differential equation

% = f( t,x ,u ) ,  (1)
where x <= R" is the state vector, и e  R m is the control vector, j  : 
Po, + o o [ x E ” X Rm-*Rn is a continuous function and f0<= R 1. Here Rp is 
the real Euclidean space of dimension p  of all vectors z =  (z\ .. ., zp) 
endowed with the norm |я| =  [(я1)2 -j- . . . +  (я*’)2]1'2. Let T  >  t0 be a 
given number. The equation (1) is said to be T-controllable if for every 
x 0 e  R n there exist a continuous function u \[ t0, T] -» Rm and a solution 
x(t) of the equation ár = f(t, x, u(t)) defined on [#j, T] such that x(t0) = x 0 
and x(T) — 0. The equation (1) is said to be controllable if it is T-controllable 
for each T >  i0. I t  is easy to see tha t the T-controllability implies the 
global controllability in the sense of К. B. M i r z a  and B. F. W o m a c k  
[9], and that the controllability is implied by the periodic controllability 
in the sense of D. L. L u k e s  [8] and by the controllability in the sense 
of A. G. K a r t s a t o s  [6].

In this paper we investigate the influence of the controllability or 
T-controllability of the linear differential equation

ár =  A{t)x +  B(t)u (2)
over the controllability or T-controllability of the nonlinear differential 
equations

ár =  A(t)x +  B{t)u +  g{t, x) (3)
and

x =  A(t)x +  B{t)u +  h(t, x, u) (4)
obtained by a perturbation of linear equation (2). This investigation is 
motivated by the following example.

Example 1. The scalar linear equation ár =  и is controllable since for
each T > t0 and each x 0 e  R1 the constant control u(t) =  1T - t n Xn

produces the solution x(t) =  x 0 — t -  to 
T -

x 0 with x(t0) = x 0 and x(T) =  0.
However, the perturbed nonlinear equation ár =  и -)- \u\ is not T-controlla- 
ble for any T >  t0 since for x 0 >  0 and any continuous function и : p 0, T] -» 
-> R 1 we have

T

x(T) =  x 0 +   ̂[u{t) +  \u{t)\]dt > x 0 >  0.
to

In § 2 we state a variant of the Kalman’s criterion for the controlla
bility of linear equations. In § 3 we give some Sufficient conditions for
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T-controlability and for controllability of nonlinear equations with the 
perturbing nonlinear term not depending upon the control vector. More 
general equations with the perturbing nonlinear term depending upon t, x 
and и are investigated in § 4. We end with a simple example to illustrate 
the Connection between our results with those recently obtained by G. 
A r o n s s o n  [1] and A. G. К  a r t s  a t  os  [6]. In deriving our results 
the controllability problem is transformed into one of showing the existence 
of a fixed point for a suitable mapping, which is then solved by using the 
Schauder’s fixed point theorem and the Banach’s contraction principle. 
Earlier, the controllability problems were studied by means of the fixed 
point technique by E. B. B e e  and E. M a r k u s  [7], p. 392, V. A. 
C e p r a s o v  [2], E. J. D a v i s o n  and E. G. K u n z e  [3], К. В. 
M i r z a and B. F. W o m a c k  [9], D. B. B u k e s  [8] and many other 
authors.

2. Controllability of linear equations. In the sequel we are in need of 
a variant of the well-known criterion of R. E. К a 1 m a n [5] for controlla
bility of linear equation (2), in which" the matrices A{t) and B(t) are of 
dimensions n x n and n x m, respectively, and their entries are real con
tinuous functions on [i0, +  oo [. When a vector x 0 e  R ’\  a number T  >  t0 
and a continuons function и : [£0, T] -> R m are given, the solution x(t) 
of % =  A{t)x +  B(t)u(t) with x(t0) =  x0 is defined on [i0, T] by

t
x{t) = <p(i, t0)xa +  <̂p[f, s)B(s)u(s)ds, 

h
where <p (t, s) is the  transition  m atrix  of dimensions n X n defined for t, s e=
e  [i0, 21], that is, — <p(f, s) = A(t)y(t, s) and cp(s, s) is the identity matrix dt
in R”. For T  >  t0 we define the Gramian matrix

T

W{T) =  .̂<p(f0, t)B{t)B*{t)(ş*{t0, t)dt,
<0

where M* denotes the transpose matrix of M. The matrix W{T) is symme
tric and nonnegative definite, and it is positive definite if and only if it is 
nonsingular.

T h eorem  1. a) Let T > t a. The equation (2) is T-controllable ij' and 
only if the matrix W{T)- is positive definite.

b) The equation (2) is controllable if and only if the matrix W(T) is 
positive definite for all T  >  t0.

The proof of this theorem is based upon the same argument asin [7], 
p. 186 — 188, by observing that the control function

. u{t) = -B*{f)v*{tü,t)W - ч г к
is continuous and steers- the initial state vector into the origin.
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3. Controllability of nonlinear equation (3). In this section we give 
sufficient conditions for T-controllability and for controllability of non
linear equation (3) with the perturbing nonlinear term not depending upon 
the control vector. We suppose that the matrices A(t) and B{t) in (3) satisfy 
the assumptions in § 2 and the function g : +  oo [ X Rn -*■ Rn is continu
ous. When a vector x 0 e  R'\ a number T  >  t0, and a continuous function 
и : [i„, T] -y R m are given, then every continuous solution x(t) on [t0, T~\ 
of the integral equation

is a solution of # =  A[t)x -f- B(t)u(t) -(- g(t, x) with x(t0) = x 0.
Theorem 2. a) I f  there exists a number T  >  t0 such that (2) is T-control

lable and g(t, x) is bounded on [t0, T] X Rn, then (3) is T-controllable.
b) I f  (2) is controllable and g(l, x) is bounded on p 0, T] X R” for all 

T  >  i„, then (3) is controllable.
Proof. To prove our theorem the following well-known Schauder's 

fixed point theorem will be used : I f  X  is a nonempty compact convex set 
in a normed space and P \ X  -> X  is a continuous mapping, then P  has a fixed 
point in X .

Ret x 0 =  {xl0, . . . ,  Xq) e  Rn be a given vector and let X  be the 
set of all functions x  : [t0, T] -» R n having the following properties :

a) x(t0) =  x 0, b) x(T) =_0, c) \x(t)\ < K ± for all t [t0, T~\,
d) Ix{t) — x(f)\ < K 2\t — t\ for all t, t e  Г].

We regard X  as a subset of the Banach space Cn[t0, T] of all continuous 
functions x \ [tü, T] —> Rn endowed with the uniform norm |[x|| =
=  max{|a;(í)|: t e  [tü, Г]}. Here the numbers К г and K 2 are given by

x{t) =  <p(i, i0)*o +   ̂tp{t, s) [B{s)u{s) +  g(s, *;(s))]ifs (5)

K x =  max {|ж0|, a(l +  р)[|я0| +  a0M (T  — i0)]}.

K 2 =  maxi—I^L, ф|ж0| +  («o^ +  ßN) [<* +  Ф(г  — *o)J IT — tQо
where

M  =  sup {|gp, x)\ : t s  [i0j Г]}, N  =  o[\x0\ + cl0M (T  — *„)]. 
a =  m ax {|<p(2, i0)| : t <= p 0, Г]}, ß =  m ax {|cp(i0, t)B{t)\: t s  [i0, Г]},

p =  max {IW{t)W-'{T) : t ^  [t0, T]},. 
a0 =  max {|cpp0, t)\d  s  Po- T ]}>

(6)
a =  max {|B*(ij<p*p0, l)W  ЧЛ1 : t s  Po> T ]}>
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and

m \  =  { E  m o p  + . . .  + E  Ы № /2i = l J=1

is the norm of a matrix C(i) =  (cfJ-(f)) of dimensions^) X q. Since the transi
tion matrix <ţ>(t, s) =  s)) is continuous together with the partial deri
vative — <p{t, t0), we derive from Theorem 1 that all the above, numbers dt
are finite.

The function (xx(t), xn(t)), given by x'it) =  1 ~ T ж‘, t s  \ta, T],
i  e  {h -. .., n), belongs to J ,  so that X  is nonempty. In  view of the 
properties c) and d), the set X  is uniformly bounded and uniformly equi- 
continuous hence, by the Ascoli’s theorem, X  is compact in Cn \t0, Т].

We define the mapping P : X  -*■ X  as follows : for x e  X  and t e  
[t0, P] we put

t '
{P{x)){t) =  9(t, t0)xо -f  ̂<?(t, s) [B(s)u(s) +g(s, *(s))]is, (7)

to

where the continuous function и : [t0, T] -► R m is given by
T

u{t) =  — B*(t)cp*(t0, t)W ~4T) [*. +   ̂<?(to> s)g(s, x(s))ds .
to

From (7), (8) and <p(t, t0) <p(t0, s) =  <${t, $) we derive
t

[P{x)){t) =  9(t, t0)xо +  9{t, to)  ̂ 9(i0,s) [B(s)u(s) +  g(s, x(s))]ds =
to

T

=  ?(t, to) [*0 -  W (t)W -i(T)x0 -  W(t)W-i(T)  ̂(p(t0, t)g(t, x(t))dt +
t.

+   ̂ ф(<о, s)g(s,*(s))rfsj .
to

(8)

(9)

To prove the continuity of P, let x(t) be a given function in X  and let e >  0. 
Since g(t, x) is uniformly continuous on the compact set [t0, T] X Q, where 
Q =  {x <s R n : \x\ < A J, there exists a 8 >  0 such that |g(t, x') — g(t, x") | <4 \ 1—1 Л11 * ^  Г+ 'T'l ««J ■*< '
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\x' — x"\ <  8. Then, according to (9), for all functions x(t) in X  with |x(t) — 
— x(t) I <  S we get

!№ ))(<) -  { m m \  ^  g i m w - ^ n  x

X ]  ̂<p(*o> t) x{t)) — g(t, x(t))]dt +

+  |<p(fc *0)| j  |ф(̂ о» s)\ |g(s, *(s)) -  g(s, *(s))|i?s s
t%

^ [раа0(Г — i 0) +  aa0(i — i0)]s[(l +  aa0 (1 +  р )(Г — Í,,)]-1 <  s.
In order to prove tha t P[X] (2 X  we have to show that P{x) satisfied 

the above properties a), b), c) and d) for all x  e  X. The first three properties 
are immediate since (7) and (9) imply (P(x))(t0) =  x 0, (P(x))(T) — 0 and 
||P(*)|| <: a[|*0| +  p|#0| +  pа„М(Г — t0) +  а 0М (Г — i0)] < K x. If we 
set a(s) =  tp(t0, s)B(s) u(s) and b(s) =  <p(t0, s)g(s, x(s)), the property d) 
can.be derived from the first equality (9) as follows (see [10]) :

t

l ( P ( * ) ) ( 0  -  {p i x M ) \  =  [<p( t , t0) -  cp(F, # о ) ]ж 0 +  < p (< /i0) J « ( « ) *  —

_ _ to
t t t

— 9[tJ0) ( a{s)ds +  <p(t, t0)  ̂b(s)ds — <p(t, t0)  ̂&(s)rfs| =

to 0̂ *0
t 1

=  | [ф& t0) — 9(*,. *„)] ]xo +   ̂ a(s)ds +   ̂6(s)<fcj +
to t0

t t

+  9{t, t0) ^  a(s) ds +  j  < |<p(i, to) —  9 {t, i 0)l [|*ol +

T - T
+  ßiV(P -  to) +  «„M(P -  <„)] +  oc[ßW|i -  t\.+  «0^11 -  Щ] < K t\t. -  t\,
because \q(t, t0) — 9{1 i0)l ^  »• max {\9a(t, t0) — 9tí(t, *0)| -b j

{1, . . n}} =  n. max ~  9ij{t +  ( t - t ) Q {jj t0) ot 11 -  t\ : », j

s { l , . . n}} < ф|£ — 11, where 0 <  0<}- <  1, and because (8) 
yield lu(t)l <.ff[|*0| +  x0M (T — t0)] =  N-. ' • ■

’ ÍSTów, the Schauder’s fixed point theorem is applicable, hence there is. 
a function x* e  X  with ж* =  P(#*),. that is, ' .

t , '

1) : x S )  — <p(if, t0)x0 +  y9(i, s) [B(s)^(s) +  g(s, ,**(s)) Ж
to î
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where the function u^(t) corresponds to x#(t) by (8). Consequently, x^t)  
is a continuous solution of (5) with #*(f0) =  x o> X*(T) =  0, and the proof 
of the first part of the theorem is achieved. To prove the second part of the 
theorem, take an arbitrary T  >  i0 and repeat the proof of the first part 
with this T.

Remark 1. Theorem 2 includes a criterion of H. G. H e r m e s [ 4 ]  
for the controllability of the equation % =  B(t)u -f- g{t, x), where the con
tinuous function g(t, x) is bounded and satisfies a Tipschitz condition in x.

4. Controllability of nonlinear equation (4). Now we present sufficient 
conditions for T'-controllability of nonlinear equation (4) with the per
turbing nonlinear term depending upon t, x and u. We suppose that the 
matrices A{t) and B(t) in (4) satisfy the assumptions in § 2 and that the 
function h : [t0, +  со [ x Rn X R m -> Rn in continuous.

Theorem  3. I f  there exists a number T  >  tQ such that
(i) the equation (2) ■ is T-controllable,
(ii) h(t, x, u) is bounded on [i0, T] X R n X R m,
(iii) for every compact set Q in R" there are L  >  0 and К  >  0 with 

Ih(t, x, u) — h{t, x, и) I < L\x — x\ +  K\u — u\ for all t e  [t0, Г], x, x  e  
s  Q and и, й e  R m>

(iv) or.0aK(T  — t0) <  1 with a0 and a given by (6), then (4) is T-control
lable.

Proof. We make use of the same argument as in the proof of the first 
part of Theorem 2 with the following changes.

The number M  is replaced by M  =  sup {|h(t, x, u) |: (t, x, u) e  
[t0, T ] x R ”X Rm}. To define the mapping P :X-> X  with X  as in the proof 
of Theorem 2 we begin by constructing an adequate control function. Given 
an x e  X  we define the mapping Sx : Cm [t0, T] ->■ Cm [t0, T] by letting

T

(Sx(u))(t) =  —B*(t)'p*(t0) f jW -^ T j^ x о +  ^ <p(t0, s)h(s, x(s), M(s))ifsj
и

for и e  Cm[t0, T] and t e  \tQ, Т]. I t  is easy to see that Sx is a contraction 
mapping with the contraction coefficient q =  v.0a K (T — t0) <  1. Indeed, 
for any и, u s  Cm [t0, T] we obtain

\\S, (*) -  5 , (5)|| < max {\B*(t)9*(t0, t) W~^(T)|: t ^  [t0, Г]}T
X  ̂ l<Pp0, t)\h{t, x(t), u{t)) — h{t, x{t), u{t))\dt <

< col0(T — t0)K. max (|u(t) — ü(t)\ :t s  [t0, T]} =  q\\ и — û\\. (10)
By the Banach’s contraction principle there is a single function ux 
c m Po- Г] with Sx{ux) =  ux.

Now, the mapping P  can be defined by
t

(P(x))(t) =  <p(t, t0)x0 +  j  <p(tj s) [B(s)ux(s) +  h(s, x(s), ux {s))]ds (11)
t.
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for X «= X  and t <= [t0, T], where
ux(t) =  (Sx(ux))(t) =  ~ B *(t)9*(t0lt)W-HT) X

T

X j* 0 +   ̂ s)4s, *(s), ux (s))<fc .
*0

Substitute (12) into (11) to obtain

( 1 2 )

(P(*))(<) =  ç (t t0) j* 0 +  J <f>0N s) [B(s)ux{s) +  h(s, x(s), **,(s))]<fej =
0̂

T

=  <p(i, t0) j* 0 — W ^W -^T'jXQ — W tyW -^T )  j  <p(t0, t)h(t; x(t),ux (t))dt +

t

+   ̂ «p(io»s)Ä(̂  x (s)> • (Щ
0̂

In  order to verify the continuity of P  we associate to the compact set 
Q — {x e  Rn ; I ж I < К г} the numbers L  and К  in our condition (iii). Then 
for every pair of functions x, x in X  we have

IK — «*11 = IKK) - KWII ^
T

< O Ç |ф(̂ 0, t)\\h(t, x(t), ux{t)) — Щ, x(t), u-(t))\dt < 
*0
< GCL0(T -  t0)(L II x —  X II +  K\\ux -  %||),

whence \\ux — u-\\ < 
get

K( 1 -  q)
\\x — x\\. But the first equality in (13), we

I ( p m * )  -  (P (x)m  I ^  « « к г  -  g i K  -  «?ii +

+  «0(Г -  t0)(L\\x -  *|| +  K\\ux -  Mx\\) < ^  + *;m T - - ta) IN -  *11.
Щ 1 — q)

and now the continuity of P  is immediate.
We conclude the proof by performing the obvious changes in notations 

and repeating the argument at the end of the proof fo the first part of Theo
rem 2.

Remark 2. When hit, 0, 0) =  0 and the derivatives — B{t), — h (t, x, u)
dt dx

and — h(t, x, u) are continuous, an incomplete proof of a 
du
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variant of Theorem 3 was given by K. B. M i r z a  and B. F. W o m a c k  
[9], 1972, Theorem 1. See also [10]. .

Remark 3. Recently, G. A r o n s s o n  [1] obtained some criteria of 
controllability (by measurable and bounded controls) of (4), .in which no 
Ripschitz condition with respect to и is required for h(t, x, u). However, 
aş the following example shows, the Aronsson's results do not include those 
in Theorem 3.

Example 2. Consider the scalar nonlinear equation

Л =  и +  - ^ L ,  0 <  k <  1. (14)
1 -i- !«i 4

We haveHere m =  n =  1, A{t) =  0, B{t) =  1 and h(t, x, u) - 
W{T) =  X. — t0 >  0 for every T  >  t0, hence, by Theorem 1, a), the equation

к  \u \

1 + M

x =  и is T-controllable. Since a0 =  1, a =
T  -

К  = k and a0aK(T ■
— t0) =  k <  1, Theorem 3 is applicable, hence (14) is T-controllable for 
every T  >  t0. Therefore, (14) is controllable.

Remark 4. The same example shows tha t the recent results of 
A. G. K a r t  s a t  о s [6] do not include those of Theorem 3, since

lim inf Í sup (Ih(t, x ,u ) I : \x\ +  \u\ < p} dt — lim - k̂ - =  Tk >  0 - when 
p —>co J  p —>co 1 ~f- p0

T  >  0 and condition 3.1 in [6] is not fulfilled.
Remark 5. Example 1 in § 1 points out that the boundedness hypothe

sis of h[t, x, u) in Theorem 3 cannot be dropped..
Acknowledgment. I  would like to acknowledge the stimulating discus

sions about this paper with Professors I. A. Rus and N. Vornicescu.
(Received May 6, 1974)
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ASUPRA CONTROLABILITĂŢII UNOR ECUAŢII NELINIARE  
(Rezumat)

Se studiază influenţa controlabilităţii ecuaţiei liniare A =  A ( t ) x  -f- B { t) u  asupra controla- 
bilităţii ecuaţiilor neliniare perturbate x  =  A ( t ) x  -f  B { t ) u ■+ g(t, x) şi A =  A ( t ) x  +  B ( t ) u  +  
+  h (t, x , u ) . Cînd g ( t, x) şi k ( t, x , u ) sínt mărginite iar h (t, x ,  u) satisface condiţia lui Lip- 
schitz în raport cu x  şi u , se stabilesc cîteva criterii de controlabilitate, a căror demonstraţie 
utilizează tehnica teoremelor de punct fix.

4  — M athem atics — 1975



PRINCIPIU!, MAJORANTEI ŞI METODA COARDEI

SEVER GROZE

1. Fie ecuaţia opraţională
P(x) =  0 (1)

unde operatorai P(x), neliniar şi continuu, transformă spaţiul supermetric
X , [3], în spaţiul de acelaşi tip, Y.

Pentru rezolvarea ecuaţiei (1) vom folosi algoritmul
x»+i =  xn -  AnP(x) (2)

unde A„ =  [Р*я> Лги_1]~1, n =  0, 1, 2, . . .  cunoscut sub denumirea de 
„metoda nemodificată a coardei” .

Considerăm de asemenea ecuaţia reală
<?(*)= 0, (3)

unde Q(z) este o funcţie monotonă definită pe un interval I, ecuaţie majo- 
rantă [1 ] a ecuaţiei (2), pentru rezolvarea căreia folosim algoritmul

%n+1 — %n Zn — Zn—1
Q(zn) Q(zn—i,

Q(z„), n =  0, 1, 2, (4)
Privitor la existenţa soluţiei ecuaţiei operaţionale (3) se poate demonstra
Teorema i . Dacă ecuaţia (1) admite ca majorantă ecuaţia (3) şi dacă 

pentru aproximaţiile iniţiale z_XJ z0 e  I t z_x < z0, respectiv x_lt x 0 au loc 
relaţiile :

1° Există operatorul invers Л 0 =
2° Normele generalizate ale elementelor A 0P(x0) şi A 0P{x^1) verifică 

relaţiile $xfAfP{x^j) ^  B qQ[z0) \ р^(А0Р(^_1)) ^  В0Q(z—]J unde B 0 =  —
-------- z» -  >  Q.

Q(zo) -  0 ( 0
3° Pentru orice triplet x1, x1, x3, respectiv z1, z2, z3, avem рл:*, x(A0Px̂  x\ *■) < 

D 2a, unde ”  xfj ^  z* Zq ^  z Zq С I , ъ == 1, 2, 3, Ä - ■—■
- 1 ,  °

P*i,*», *s fiind diferenţa divizată de ordinul II,  atunci, ecuaţia majo
rantă (3) avînd o rădăcină în intervalul I, rezultă că şi ecuaţia operaţională 
(1) admite cel puţin o soluţie %*, soluţie către care converge şirul dat de (2), 
aproximaţia fiind dată de

Px(x* — x0) К z' — z0C.I-
Demonstraţie. în  baza algoritmelor (2) şi (4) şi ţinînd seama de condiţiile 

1 ° şi 2 ° ale teoremei se deduce
Px(xi x 0) < B 0Q(z0) =  zx — z0. (5)

Tot din (2) se deduce că xx — x_x =  —Л0Р(лг_1) şi deci putem scrie 
Px(xi x_x) ^  В0Q{z_fj =  zx — (5')



PRINCIPIUL MAJORANTEI ŞI METODA COARDEI 51

Să arătăm că trecînd de la aproximaţiile х 0г x_x la xx, x 0, condiţiile 
teoremei rămîn valabile.. Pentru aceasta considerăm operatorul

I  AqP,,, X, — Л 0(Р*1. X, Px„ x_i) == AqP*,, xot Х_г{%1 X—l)

pentru care. avem, adoptînd aceeaşi notaţie şi pentru diferenţele divizate 
ale funcţiei reale Q(z) ca şi pentru operatori,

Pa , x ( I  +  А 0Р * 1( X,)  ^  P û Ç z j ,  г,, 2 _ i ( ^ i  г —î )  =  В  0 (Q * x ,z ,  1 —

,=  1 - Zi

йг., г—i
Din condiţia 3° avem Q î) гр) j(3) >  0, iar Q(z) fiind presupusă mono

tonă rezultă Qx„2_z <  0 şi deci q <  1 .
Atunci, în baza teoremei lui B a n a c h, [2], [3], este asigurată existen

ţa  operatorului invers Hx l =  [7 — (7 +  Л 0P*„ *,)]—1 a cărui normă gene
ralizată verifică relaţia

Pa , a OЯ Г 1) Px, aIX-A-o-P*!, *o)] 1 ^
1

1 -  q
Й.»«, д_1 _

йг„
Deoarece Я г хА0 =  Aj, rezultă Лх =  [—Л0Р*„ *,]- 1Л 0 =  — [Р,„ , J  1. 
înmulţind relaţia Р*0> — Р*„ =  Р*„ Xl, V l(*i — *0)
cu a_ x — xx şi ţinînd seama că în baza algortimului (2) avem xx =  x_x — 
— [P*„, x_z]~xP{x~i) se găseşte

P{xi) =  Px0, xu ,_,(*! -  xo)ixi -  x-i)  (6)
şi avem atunci

PxiAo-Pi^l)) ^  PoÇlo, 2j, z_j(2l zo)( î i) ( )̂
relaţie care, ţinînd seama de algoritmul (4), ne conduce la px (A0P(xx)) < 
< B 0Q(zx). Rezultă atunci că

Pa(AiP(^h)) =  Pa(AiA^ 1A0P(a1)) =  pjï((A0A1 -1) 1A 0P(xx)) <

^  BoQ(zx) ^ = ± =  -  B 0Q(zx)

unde B x = ------ - — —— , deci şi condiţia 2° din enunţul teoremei 1 este
0(* i)-6W

verificată.
Pentru, verificarea condiţiei 3°, avem relaţia

Pas x(A-i Pxi1)i *(*), *(3)) Pas a(^ i A0 A0 P x(1)i *(a), *(')) ^
< Pasa ((Л оAj-1)- 1A0 P ^ ^ i(3)) < 

pentru Pa(aW — *0) ^  z<*> — «x < z' — z0, t =  1, 2, 3 unde 
Pa(*(<) — ло) ^  г(0 — z0 ^  z' — z„, i =  1, 2, 3.
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Continuînd aceste evaluări, prin inducţie completă, obţinem px(xn+p — 
— xn) < zn+p — zn. Deoarece {zn} este monoton mărginit, converge spre o 
soluţie z* < z' a ecuaţiei majorante (3) şi deci rezultă existenţa lim x„ =  x*,

. . - W — 00 '
iar px (x* — x ot < 2* — z0 «S z' — z0.

Pentru a arăta că x* este o soluţie a ecuaţiei (1), ţinînd seama 
de (2), din relaţia =  P *n+1- \ ’ {xn+i~x» - i deduce
P(x„+i) =  i V +1, Şi avem atunci px( A0P +!)) <
^  ^ 0Q*n+1,z n, z n i  (Zn + 1 Zn _ i ) ( z n + l Zn) .

Deoarece zn+x — zn_i şi zn+l — zn tinde spre zero pentru n -y oo, rezultă 
că lim px(A0P(xn+i)) =  0. Pe de altă parte lim px (A0P(xn+l)) =  px(A0P{x*)

n-¥CO n-*oo
de unde rezultă px (AnP(x*)) =  0 adică A 0P(x*) =  0 fapt ce'dovedeşte că 
x* este o soluţie^ a ecuaţiei P(x) =  0.

Observaţii. 1. în  demonstrarea teoremei 1 s-a stabilit inegalitatea 
px (xn — x*) < z* — zn. Ea caracterizează rapiditatea convergenţei pro
cedeului.

2. O teoremă analogă a fost demonstrată de către D. V. K a n t o r o -  
v i c i  [ l ] ş i B.  J a n k ó  [4] în cazul operatorilor P(x) definiţi într-un spa
ţiu liniar normat. în  ambele cazuri, spre deosebire de noi, pentru rezol
varea problemei se foloseşte noţiunea de derivată în sens Fréchet.

2. în  demonstrarea teoremei 1 am utilizat diferenţele divizate de ordi
nul doi pentru operatorul neliniar P{x). Acest lucru poate fi evitat folosind 
pentru demonstrarea existenţei soluţiilor ecuaţiei date numai diferenţe 
divizate de ordinul întîi.

) „ ■
T eorem a  2 . Dacă pentru aproximaţiile iniţiale x 0, х_г ale ecuaţiei 

(1), respectiv zn, z_t ale ecuaţiei majorante (3) sínt verificate condiţiile :
1°. Există operatorul A0 == — J —1 şi pXt x  (A0) < B 0 unde B 0 =

2°o"px (P{xt)) < Q(Z.), t =  - 1 ,0 .
30 Px ,x(P xp \xw — Pxwt*(=)) < 4>z(») — (?*(*),,(»)

oricare ar f i  x ^  < S, unde S este definită de

px (x — x o) < z! — z0, pentru i =  1, 2, 3,

atunci, din existenţa soluţiei z* <= [z0, z'] a ecuaţiei reale (3), rezultă, existenţa 
cel puţin a unei soluţii x* <s S a ecuaţiei (1), soluţie ce se poate obţine folosind 
procedeul convergent (2), rapiditatea convergenţei fiind data de px (x* — xn) <

Demonstraţie. Ţinînd seama de condiţiile teoremei precum şi de algorit
mul (4) deducem că {z„} este un şir crescător. ■ • ■

De asemenea, în baza algoritmului (2) şi a condiţiilor 1° şi 2° din 
enunţul teoremei 2, rezultă posibilitatea construirii aproximaţiei x f şi âpar- 
tenenţa ei la S'. : ;



PRINCIPIUL MAJORANTEI ŞI METODA COARDEI 53

Ca şi în cazul precedent, arătăm că trecînd de la perechea de elemente 
x 0, %_г la perechea x0, xu condiţiile teoremei rămîn valabile.

Pentru aceasta considerăm operatorul I  +  A0P XliXo =  A0(PXliXa — 
pentru care, în baza ipotezelor, avem

P x ( Â o  P x a, x _ ) )  ^  z„) —  1 Qz0,z,
**0. Z_, ?!•

Deoarece, conform condiţiei 3°, avem QX„H — Qz0lz_, >  0, rezultă q±<. 1, 
fapt ce dovedeşte existenţa operatorului

Я г 1 = [ / - ( /  +  А о Р ^ О Г 1 =  [ -  Ao

şi, deoarece At =  HŢ1 A 0t rezultă existenţa lui A x şi că

px-rCAi) =  ç>x,x{Hi 1 Л0) ==--------- =  Вг, deoarece, рх,х(Н\ !) =  г~' •
»Z0, Zi «Zo, Z,

Pentru verificarea condiţiei 2°, considerăm relaţia Р(хг) = {PXuxa — 
— — *o) care, în baza ipotezelor, ne conduce la

Px{P{xl)) ^  (Çzj.Zj *?z„Zj)^! 20) =  Ç(*0 (8)
Condiţia 3° este evident verificată.
Din cele de mai sus rezultă că folosind algoritmul (2) putem construi 

şi aproximaţia хг e  S. Urmînd aceeaşi ideie, se poate arăta că şi pentru 
perechea xz, хг condiţiile teoremei rămîn valabile.

Folosind inducţia completă se demonstrează posibilitatea obţinerii 
aproximaţiei xn cu ajutorul metodei iterative (2), oricare ar fi n, iar pentru 
perechea xn, xn-\  condiţiile teoremei sínt verificate.

Putem stabili atunci relaţia px {xn+P — x„) < zn+p— z„. z* ^  z' fiind 
limita şirului monoton mărginit {;?„} obţinut cu ajutorul lui (4), rădăcină 
a ecuaţiei majorante, rezultă că există şi lim xn = x* pentru care avem

Л-* oo
Px(x* -  xn) ţ  z* -  z0 <  z' -  z0. . W . л

Că я* este o soluţie a ecuaţiei operaţionale (1) se arată considerind 
relaţia pxP{xn)) ^  Qixn)> care se stabileşte în mod analog cu (8) şi din care 
se deduce, pe baza continuităţii lui P(x) şi Q(z), că px{P{x*)) ^  Q(z*) =  0- 

Rămîne să arătăm că oricare ar fi n, xn S. Considerăm pentru aceasta 
relaţia

Pxixn — x o) ^  px(xn — Xn—î) +  • • • +  Px(xi x o) — Zn z»~ 1 d~ • ■ • d- 

+  zx — z0 =  z„ — z0 < z' — z0.

Astfel teorema 2 este complet demonstrată.
(Intrat în redacţie la 6 martie 1974)
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T H E  PR IN C IPLE  O P T H E  M AJORANT AND T H E  METHOD OP CHORDS
(Summary)

In  th e  paper th e  sufficient conditions for th e  existence of solutions of an  operator 
equations (1) are given, b y  using the  iterative method (2). The results of the  papers [1], 
[4], and [5] are generalized by  improving th e  hypothesis of th e  theorems and extension of 
th e  spaces.



ÖN A-THIN SETS AND THEIR RELATION TO GENERALISED
RAMSEY NUMBER

ZOLTÁN KÁSA

In this article we generalize a result of S. Z n á m  [4] concerning 
A-thin sets and и-extensive graphs.

1. Let n, p, k, kx, k2, . . . .  kp be naturals with k, k{ > 3 (i — 1, 2, .. ,,p) 
De f in it io n  l. We call a natural number set M  A-thin if from the condi

tion

ax, • • ч —1 s  M

it  follows that «! +  «2 + ---- +  &k-i £  M.
(The elements a. may also be equal.)
Denote by f(n ; kx, k2, . . . ,  kp) the greatest natural number for which there 
are p  disjoint sets Sx, S2, . . . ,  Sp, so tha t S{ is Ai -thin (i =  l, 2, . . . ,  p)

p
and {n, n +  L kx, k2, . . . ,  kp)} =  U  Si.i —1
Remarks: 1. The existence of f(n  ; kx, k2, . . . .  kp) for arbitrary k{ Js 3 
(i =  1,2, . . . . .  p), n and p  follows from (7) and (8).
2. For kx =  A2 =  . . .  =kp =  k f(n  ; kx, k2, . . . ,  kp) is identical to f(k, n, p) 
introduced in [4].

I t  is difficult to find the precise value of f(n  ; kx, k2, . . . . .  kp). We 
give here a lower estimation of it.
T heo rem  l. Let n, p, kx, k2, . . kp be naturals with 3 < kx < k2 <, . . .  < kp> 
then we have :

/(«  ; Aj, A2, . . . ,  kp) 2* Apf(n  ; kx, k2, . . . ,  kp- X) +  kp — n — 1 (1)

Outline of proof. The proof of the theorem 1 is analogical to the proof given 
by Z n á m  [3] in the case kx =  Aa =  . . .  =  kp that is why we outline it 
only. Put f(n  ; kx, k2, . . .  kp-i) =  N. Suppose S =  {«,« +  L . . . .  N} =

p - i
=  (J  Sit and St (i =  1, 2, . . . ,  p  — 1) is Ar thin. The set denoted by Sp —
=  {N +  1, N  +  2, . . . .  (kp — 1 )N  +  kp — 2} is A^-thin. I t  is enough to 
show that the numbers

(kp -  l)N  +  kp -  1, (kp -  1 )N +  kp........ kp N  +  kp -  n -  1 (2)

can be splitted into sets Sx, S2, . . . . ,  Sp~t iu such a way tha t each S{ .re
mains Arthin set (i =  I, 2, . . . . ,  p  — 1).

Put (kp — 1)2V +  kp —! 2 =  a. Each number x  from (2) is equal to a +  r, 
with 1 ^ r < , N  — n -[ - l .  We put the number x — a +  r from (2) in the
set Sf if r +  n — 1 <= Sf (i =  1, 2 , ____ p — 1). The proof tha t these
new sets are A -thin is completely analogical to this in [3].
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T heo rem  2 . Let n, p, klß k2ß 
< kp. We have

kp be naturals with 3 < kx < k2 < ■ . .

p P-г p \
}{n ; kv k2, . . . ,k p )  > П  — ]C n  kj — 1 U  — 1 (3)

i —1 j = i + 1 }

Proof. Applying succesively (1) we have.
f{n  ; k\t k2ß . . kp) ^  kpf(n ; klß k2ß . . . ,  kp_ 1) +  kp — n — 1 ^
h V ip-T‘I {n ; ----h - 2) +  kp_ 1 — n — 1] +  ^  — n — 1 =
=  kpkp—\f(n ", k\, kzt . . .j kp^f) +  kpkp—i •— kp% — n — 1 ^ •

• • • ^  k p k p — 1 . . . k ff  ( n  f A j, k 2t . . , f  k r^ i )  +  k p k p ^ \ . . . k f  k p k p  — i . . . k f  + хП

kpkp-in — kpn — n — 1 = (n-h  \Rn ; К  К Ar-1) +

p p—1 p
+  n ^ i - « E  П  h  — n — 1.

i = r  i ~ r  j —i + \

Since f{n ;k )  =  (k — 1 )n — 1, in the case r = 2 we have :

f{n  \ klß K  . . .  kp) ^ [ y I k \ f{ n  ; y + n ^ i - й Ё  П kj — n — 1 =
\ i = 2 J i = 2 i = 2 j = i + 1

/ P p —l J ,  \

=  П  h  — J2  П  kj — U n — l qu.e.d.W =  1 i = 1 j = i - f-1 - J

Remark : If Aj =  k2 — . . .  =  kp =  k we have

f{n ; k, k, . . . ,  k) =  f(k , p, n) ^  [k* — & — l j w — 1 =  (kP~~ l )n +
p

+  n — 1. Hence we get in this ease a result given by Z n á m  [4].
In the following we give the exact value of /(1 ; 3, k) and of f{2n ; 3, A). 
T heorem  3 . Let k ^  3 be natural. We have :

f(l ; 3, k) =
3k — 5 if k is odd 
3k — 6 if k is even.

(4)

Proof. From (3) it follows : f(  1 ; 3, A) > 2k — 2. Tet be {1, 2, .. . 2k — 
— 2} =  S1 IJ S2, where S* - {1, 2k — 2} is 3-thin and S2 =  {2, 3, . . ., 
. . .  .,_2(A — 1) — 1} is A-thin. The next natural number after 2A — 2 may 
be written 2A — 1 =  (A — '2) • 3 + 1 - 3 .  Therefore, if we move the number 
3 from S2 into Sj, and 2A.— 1 give to S 2, 2k to Slß both sets keep the 3-thin 
respectively A-thin property. We proceed similarly with all odd naturals 
2s — 1, until '

2s — 1 <  A — 1 {5) .



GENERALISED RAMSEY NUMBER 57

(It is for keeping the 3-thin property of Sx). We move the numbers 2s — 1 
into Sx, give the numbers 2A +  2s — 5 =  (A — 2) • 2 +  1 • (2s — 1) to 
S2, and 2k — 2s — 4 to Sx. The condition (5) is identical to 2s — 1 < k — 2 
if k is odd, and to 2s — 1 < k — 3 if k fc even. Whence it  follows th a t:

2k
Therefore we have:

Í 3k -  5 i
+  2 s “ 4  - { з А - 6  i

3k — 5 if k is odd 
if k is even.

Л1 ; 3, k) >
3k — 5 if k is odd. 
3k — 6 if k is even.

Now we demonstrate the contrary inequality, i.e. that the set {1, 2, . . . ,  
3k — 4} for k odd, and {1, 2, . . . , 3 k  — 5} for k even resp. cannot be splitted 
into two sets, one 3-thin, the another A-thin.
a) Let k be odd. Suppose that S =  {1, 2, . . . ,  3k — 4} =  S x (J S 2 with S x 
3-thin and S2 A-thin. We distinguish two cases : al) 1 e S j  and a2) 1 s S 2. 
al) Let be 1 s  Sx. Because Sx is 3-thin it follows 2 s  S2. 2k — 2 Sx 
since S 2 is A-thin. 1 e  5X, 2A — 2 s  Sx => 2A — 1 <= S 2. Because of (k —
— 2) • 2 +  1 • 3 =  2k -  1 we have 3 e  Sx. 2k — 2 e  S„ 3 e  Sx => 2k +  
+  1 e  S2. Since (k —  2) • 2 -f 1 • 5 =  2k +  1, we have 5 e  S x. Suppose 
that all odd naturals smaller than (k —  2) belong to S x. Hence k — 4 e  S lt 
but 2k — 2 s S i  and then 3k — 6 e  S 2. From (k — 2) • 2 +  1 • (k — 2) =
=  3k — 6 there results that k — 2 e  Sx. From this and from 2k — 2 e  s x
there follows that 3k — 4 e= S 2. Likewise k e  Sx, because (A — 2) • 2 +  
+  1 • A =  ЗА — 4. But A -f (A — 2) =  2A — 2, with k Sx, A — 2 <= s x 
and 2A — 2 e  Sx, which is a contradiction because Sx is a 3-thin set.
a2) Let be now 1 e  S 2. Since S2 is A-thin A — 1 <s Sx is 3-thin => 2A —
— 2 e 5 j .  Because S 2 is A-thin and (A — 1) • 2 S2 we have 2 e  Sx.
A -  1 e S j  and 2 e  5 2 => A +  1 e  5a. But (A -  2) • 1 +  1 • (A +  1) =
— 2k — \, hence 2A — 1 e  Sj. From (A — 2) ■ 1 +  1 • A =  2A — 2, l e
e  S2, 2k — 2 e  S2 we obtain A e  S x. Since A s  Slt A — 1 e  5^ 5X is 
3-thin, and A -f- (A — 1) =  2A — 1 e  S x, we have a contradiction. Because 
2A — 1 < ЗА — 4, S cannot be splitted into two sets, so that one would 
be 3-thin and the another A-thin.
b) Let A be even and 5 =  {1, 2, . . . ,  ЗА — 5} =  5X (J S2, Sx 3-thin, S 2 
A-thin. We distinguish two cases.
bl) Let be 1 e  Sx. Then, because Sx is 3-thin, 2 e  S 2. S 2 is A-thin set, 
therefore (A — l)-2 s  Sx. This and 1 s  5 1=> 2A — 1 e  5 2. (A — 2) -2 +  
+  1 • 3 =  2A — 1 => 3 e  Sx. As in the case a, we suppose tha t all odd 
naturals smaller than A — 1 belong to Sx. Therefore A — 3 e  Sx. This 
and 2A -  2 e  Sj => ЗА -  5 e  S2. But (A -  2)-2 +  1 ■ (A — 1) =  ЗА -  5, 
2 Ş S 2, 3k — 5 s  S2, we have A — 1 s  Sx. Since Sx is 3-thin set, from 
(A — 1) +  (A — 1) =  2A — 2 it follows 2k — 2 £  S lt which is a contradic
tion.
b2) Let be 1 s  S 2. The proof is identical to the proof of the case a2) Thus 
the Theorem 3 is proved.
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T heo rem  4 . For n even and к > 3 we have
f ( n ; 3 ,k )  =  ( 2 k - l ) n - l .  (6)

Proof. Suppose tha t S =  {n, n +  1 , ---- , (2k — 1)«} =  (J S2, St is
3-thin and S 2 Ä-thin.
a) Bet be n <s S2. S 2 is Æ-thin, then kn — n e  St being 3-thin we have
2kn — 2« <= S2. 2kn — 2n =  2n • (k — 1) => 2« <= Sx => 4« e  S2. From
(k — 2) • n +  1 • 3n — kn +  n there follows 3n s  kn — n e  5X and 
3« e  => kn +  2n s  S2. But (Æ — 2) • и +  1 • An =  kn +  2n and «, 
4n, kn -f- 2n are in S 2 ; this is a contradiction.
b) Bet be n e  Then we have 2n e  S 2. 5 2 being Æ-thin we have (k — 1) •
• 2n <= 5X. (2nk — 2«) +  я =  2nk — n, hence 2nk — n e  S2. From (k — 2)
• 2n +  1 • 3n =  2nk — n we have 3n s  Sv But n -(- (2nk — 3n) =  2nk —
— 2n => 2nk — 3n s  S2. We have (Æ — 3) • 2n +  2 • ^  =  2nk — 3n with

Ол4
2«, 2nk — 3n in S 2, then — e  S v  Sx is 3-thin, hence 3n <= S 2. This is2
a contradiction. For n odd and « >  3 we can prove tha t (6) is true only for 
k < (« +  l)/2. But it is probably that (6) is true for all k ^  3 and n > 2.
2. In this part we give an application of the above theorems in the graph 
theory.

De fin it io n  2. We call a graph of N  vertices «-extensive, for arbitrary 
naturals N  and n, if we can denote all vertices of this graph with numbers 
0, 1, — 1 so that two vertices denoted by i  and j  resp. (i, j  =  0, 1,
. . . . ,  N  — 1), are connected by an edge if and only if |i — j\ > n.
We shall denote by Ks the complete graph of s vertices. A graph is called 
monochromatic if all its edges are coloured in the same colour.
Bet N, n, p, ki 2 (i =  I, 2, . . . ,  p) be naturals. We shall denote by 
r(n ; klt k2, . . . . ,  kp) the least natural number for which any «-extensive 
graph of N  ( ^  «) vertices in arbitrary edge-colouring with p  colours, 
contains at least one monochromatic K ki for some i =  1,2, . . . .  p.
The existence of r{n ; kv k2, . . . ,  kp) follows from the paper [4] (Theorem 
I I I ) .
Remarks: 1. The 1-extensive graph is a complete graph; r( 1 ; kit k2, . . . ,  
kp) is identical to n{klt k2, . . . ,  kf) (the generalised Ramsey number) intro
duced in [1], while r(w; kx, k2, ---- - kp) to g(n ; p ; klt k2, ---- - kp) 1
introduced in [4].
\ï< 2. In [4] (Theorem III) S. Z n á m  proved that

' p -  p
r(n ; klß k2, . . . ,  kp) ^  Y f r(n ; kx, k2, . . . ,  k ^ u k< — 1, ki+u . . . .  kp) +

♦ = 1
+  n - p  +  1 (7)

T heo rem  5. Let k, p and k{ (ki ^ 3 ,  i — 1,2, . . . .  p) be naturals. W e
have

r(n ; klt k2, . . . ,  kp) is _/(« ; klt k2, . . . ,  kp) -f- 2 (8)
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The proof is completely analogical to the proof given by Z n á m [4] in the 
case — Ag — . . .  — kp.
From (3) and (8) the following theorem gives a lower bound for r(n ; k lt 
k%, . . . ,  kp).

T h e o r e m  6. Let n, p ,  3 <  к г <  k 2 <  . . .  ^  kp  be naturals. We have

r{n ------ , kp)  >  in k f  —  П  k j  —  l)  n +  1
V»=i »=i j= i + 1 J

Certainly, this is not a good lower bound.
From theorems 3 and 5 there results a better lower bound for r(l ; 3, k ) .  

The author expresses his thanks to Dr S. Z n á m  for his useful suggestions.
(Received January 30, 1974)
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D E SPR E  M ULŢIM ILE ä-T H IN  Ş I LEGĂTURA LOR CU NUMĂRUL GENERALIZAT
AL L U I RAM SEY 

(Rezumat)

Se generalizează un  rezu lta t al Iu i S. Z n á m  [4] privind m ulţim ile Æ-thin şi se face 
legătura lor cu num ărul generalizat al lui Ram sey din teoria grafelor. Se dă o delim itare 
inferioară pen tru  acest num ăr.
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PREINTERPOLATORY BEST /.^-APPROXIMATION GENERALIZED
p o l y n o m ia l s

I. MARUŞCIAC

1. Introduction. Let <p =  (фу)” be a Tchebycheff system on [—1, 1]- 
We design by S(<p) the class of generalized polynomials with respect to ф„ 
i.e. the set of linear combinations of the form :

П
P(<? ; a  ; x ) = ]T) «,%(*), a  s  R n + 1 - (1)

i=о

Let /  e  C[—L 1] and let p : [— 1, 1] -> R + be a continuous weight- 
function. Then the problem we will deal with is the following : given a sys
tem of points xt e  [—I, 1], i =  0, L ■ m, and a system of real numbers 
y it i. =  0, L m (0 < m < n), find a polynomial p(<p ; a* ; • ) s  S(p)
such that

(i) p (9 ',a ’> xi) =  Уи i ='0, L ....... m ;
1 "

(ii) ' ^p(x)\f(x) -p(<?; a*; x)\ * dx =

=  inf \ ?{x)\j(x) — p((f ; a ; x)\pdx.

The polynomial p(y ; a* ; • ) satisfying (i) — (ii) will be called preinter- 
polatory best Lp-approximation (or Lp,p-apprçximation) to the function f  on
[ L 1J*

If yi — }(Xi), i =  0,1, ■. ■ ш and m =  n, then p (ф ; a* ; • ) coincide 
with Lagrange’s interpolatory generalized polynomial. If (i) is missing 
then p(y ; a* ; • ) is the classical best Lp-approximation generalized poly
nomial to the function f  on [—1, 1 ].

In this note we describe a new algorithm for determining the preinter- 
polatory best /.^-approximation polynomial to a given continuous on [—1, 1} 
function f  in the case when p  ^  2. I t  is an adaptation of the well-known 
Newton-Raphson’s method. In the classical case of the best Z^-approxima- 
tion such an algorithm has been given recently by K a h n  g, S. W. [2].

2. Best Lp, p-approximation. We complete the system x 0, xlt . . xm 
by other arbitrary different points x{ <= [— \, 1], i =  m -j- 1, . . n, and 
let y m+u . . . ,  y„ be arbitrary real numbers. Then

«
Ц ?  ; у  ; x) =  12 yM<? ; x),t=0
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where
Ç P 1Фо» •••» Ф*—1» W. Ф*+1» Ф*Л 

....... x) =  *0> ‘ Xi~x* X*
^  fФо» 9v • • ** 9»1

l *0» 1̂» • • *» /
is the genéralized interpolatory polynomial with respect to the system 
<Р =  Ыо” - Here

D f t 0' ф1.........*») =  det (9,■(*,)), i , j  =  0 ,1 .......... и.

First we consider p =  2, i.e. we have to minimize the function
l

F{y) =  Ç p(x)\f(x) — L{<f ; у ; x)\2 dx.
-1

From the system
l

—  =  —2 С р(я)[}(%) — L{ф ; у ; я)]/,- (<p ; x)dx = 0, i =  m +  l , . . ,,n, (2)
J-1

we have
i"  i
 ̂p(#)L(p ; y  ; x ) h {9 ;  ̂рМ/О̂ Дф ; г = w + 1, . . п ,

-г -1

1 1п /• у- т
Y  Уз \ ?{%Ш9 ; x)hiф ;  ̂р(я)[/(я) — Y ^ y M v  ' *)]*<(? ; *0^

/=»> + 1 У = 0
г =  т +  I, . . . п.

If we denote: А =  (а^), Ъ =  (Ът+Х, b„)T, where

or

dij =  ^ р (я )^ ,(ф  ; x)lj(ф ; x)dx, i, j  =  tn +  h ---- у n.

1Í WÍ
р(я) [ / ( я) — Y , y M ? ;.*)]^(<p ; г =  m +  1 , . . »,

, j=«

(3)

then the solution y* (y,«+i, • • • ■< y«) of the system (2) is the solution of the 
linear system

Ay  =  b.
Now let p > 2 .  Then we have to minimize the function :

l
. F(y) =  J р(*)1Л*) — > У ’ X)\P dx■
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To minimize F  it is necessary to find the solution of the system :
l

= - P  [ p{x)\f(x)-L{(p ; у; х)\*-г Ifcp; x) sgn [f{x)-L{tp; y; x)]dx=0 (4) 
дУг J -1

i  =  m +  1, . . . n.
We will solve the system (4) by the Newton-Raphson’s method. So 

the system (4) will be solved interatively by finding the solution of the 
system :

dF(y<i~ 1)

dyi + E
j = m + l

д Щ у*- 1)

dyj dyi Ay) = 0, г = m +  1, , n,

where Ayk =  y k — y k \  y k =  (yhm+l.......... y hn).
From (4) we find that

(5)

= P iP  —  !) ţ p(*)l} { x )  — Т(ф ; у  ; x)\p~2 Ц у  ; x ) l j{<p ; x)dx. (6) 
dyj dyi J

If we put
wk{x) =  p(x)\J(x) — L {cp ; jy*-1 ; лг)[^-2

where Z(cp ; yÄ_1 ; • ) e  S(cp) is the preinterpolatory best weighted Lp. W&_1 — 
approximation to the function У on [—1, 1], then (4) and (6) can be written 
under the form :

i

dF{f  -  =  —p  f wk{x) \J{x) — Z(<p ; y k~l ; х)]Ц <p ; x)dx
dyi ’

дЩуЬ-i) p{p -  1) C wh{x)li{ф ; x)lj(<? ; x)dx. 
dyjdyi J

-1
Substituting (7) in (5) we obtain the system :

l
(P  - 1) Ê  I \ w k ( x ) l i{ 9  ; *№(ф ; x ) d x I Ду* =

î ' = » + l  *- . J

(7)

=  (  wh[x) U(x) — i(q> ; y k~l ; *)]i<(9 ; i =  m + \ ,
-1

or the equivalent system :
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If we denote :
l

A k =  (a*) =  ^  wk [х)Щ  ; x) lj{tp ; x) j i, j  =  m +  1,

Ък =  (bkm+1.........Z£)T,
where

bi =  j  wk (x) If{x) — g y y lj (<p ; *) j  /,• (<p ;
- 1

then the system (8) can be written under the form :
A k [(p -  1)Ду* +  y - 1] =  bk. (9)

Now, if L(q> ; zk ; • ) e  â(<p) is the preinterpolatory best weighted 
Li t„k — approximation polynominal to f on [—1, 1], then it follows that

l
■■ — — 2 Ç wk{x)[f{x) —L ((p ; zk ; *)] (̂<p ; x)dx =  0, г =  m +  h • • • . n, 

dy J
- 1

hence &* =  .4 *2*. Therefore, system (9) can be put under the form :
A k \_(p — 1)ду* +  У*-1] =  A kzk. (10)

If the matrix A k is nonsingular (as we will show), then from (10) we 
obtain [p — 1)Ду* -J~ y k~l =  zk, or

y k =  —Î— [zk +  (p -  2)y*-*]. (11)ÿ -  1
3. Description of the algorithm. From above we have the following 

algorithm for the preinterpolatory best weighted Lp — approximation to a 
continuous on [—1, 1 ] function.

Starting from the initial vector y° — (y°+1, • • •. y°).e  Rn~m 
Step 7. Set wk (x) =  р(ж)|/(*) — Z(<p ; y*“ 1 ; x)\*~\
Step 2. Find the preinterpolatory best weighted L2,u>k — approximation 

to f on [—1, 1], L(tp; zk, • ) e  2(cp).
Step 3. Set

Уь =  —l—  [zk +  (p — 2)y*-‘]
P — 1

and go to Step 1.
4. Convergence of the algorithm. First we will show that A* is nonsin- 

gular for each A =  0,1, . . .  Indeed, because, clearly (<p ; ■ ), i  =  0, 1, . . . .
. . . ,  n, are linearly independent on [—1, 1 ], if j  Й S(cp), the weight function 
wk is continuous and wk (x) ^  0, x <= [—1, 1]. But then it is known (see 
for instance, [5], pag. 32) that

l
A k =  J ^ wk{x) Ц cp; x) Щ-, x) dxJ,

- l
is nonsingular.

i, j  =  m +  1, . . . ,  n
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Because

($ wh { x ) \ i { x ) - L { 9 - ,y \x ) \P d x Ţ
-1

is strictly convex for p  >  1, the convergence conditions of Newton-Raphson 
method are satisfied, and so we have

T heo rem . I f  the initial weight function is continuous and p(x) >  0, 
X e  [—1, 1], then the algorithm described at 3 is always convergent and the 
convergence of the iterations is quadratic.

Remark 1. Because our algorithm is valid for each p  >  2, when p  tends 
to infinity we obtain Lawson’s like algorithm, which gives us thepreinter- 
polatory best uniform approximation (Lm-approximation) to a continuous 
function on [—1, 1 ].

Remark 2. This algorithm can be extended to the discrete case, when 
instead of the interval [—1, 1 ] we take a finite point set, replacing the 
operator „integration on [—1, 1 ]” by the operator „summation over a 
a discrete set” .

(Received September 75, 1974)
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POLINOAME G EN ERALIZATE PR EIN TERPO LA TO A R E D E CEA MAI BUNĂ
/.^-APRO XIM AŢIE

( R e z u m a t )

E i e /  o iuncţie continuă pe intervalul [—1, 1], <p =  {фу}” 1111 sistem Cebîşev pe [—1, l l  
şi X [—1, 1], V i <= R , i  =  0, 1, . . . ,  m  (0 <  n) date. Un polinom generalizat

n
P {< f,a \x) =  S  a <f,(x) i=0 1 3

se numeşte preinterpolator de cea m ai bună Z.у,-aproxim aţie a funcţiei /  pe [—1, 1] dacă
I '

p (ф ; a  ; x .)  =  у  , г — 0 , , m

şi el este de cea m ai bună aproxim aţie a funcţiei /  pe [ —1, 1].
în  această lucrare se dă un  nou algoritm  pentru  calculul polinomului generalizat de cea 

m ai bună Ly,-aproximaţie a funcţiei /  pe un in terval dat. Algoritmul este bazat pe cunoscuta 
m etodă a lui Newton-Raphson pen tru  rezolvarea aproxim ativă a  ecuaţiilor operaţionale.



UN ALGORITM PENTRU DETERMINAREA ^-STABILITĂŢII UNOR 
METODE DE INTEGRARE NUMERICĂ

s. f a g a r a ş

J o h n  J. H. M i 11 e r [2, 3] dă un algoritm pentru determinarea 
tipului unui polinom în, raport cu cercul unitate (teorema 2). Am adaptat 
(teorema 3, 4) rezultatul lui Miller la teoria generală a ̂ »-stabilităţii metodelor 
pas cu pas de integrare numerică a problemelor cu valori iniţiale (teorema 1), 
dată de M. N. S p i j к e r [1], dînd un algoritm pentru determinarea 
^»-stabilităţii unor metode de integrare numerică.

în  spaţiul vectorial real normat F, considerăm problema :

а д  =  c0, p ' w  =  ci........... w r 1' («) =  c*-i (i)
unde X  : [а, Ъ] -> F  ; а, Ъ ' s  R, a <  Ъ ; p Z,'p' > 0, c{ s  F, i  =  1, 2, . . .
. . . ,  p  — L fiind a j - a  derivată a lui A {q ~  0, 1, ---- , p) ; F  fiind
o funcţională neliniară din F  în F  (pentru definiţia derivatelor funcţiilor 
abstracte vezi [4], pp. 261). în  (1) intră ecuaţii diferenţiale ordinare, ecuaţii 
integrale şi integro-diferenţiale, ecuaţii cu derivate parţiale, etc. De 
exemplu, ecuaţia cu derivate parţiale cu condiţii iniţiale :

f  (*'*) =  r ;  (*'*>-t >  0dt дхг
u(x, 0) =  u 0(x), 0 < X < 1,

e de tipul (1) dacă considerăm F  =  {iî/ » s C°[0, 1], \\u\\ =  max ju(x)l}.Ô xsZl
Notăm cu xn aproximaţia lui A la tn == a +  nh, n =  0, 1, 2, 

unde 0 <  h ^  h0, h0 ^  R, h0 >  0 şi considerăm pentru rezolvarea proble
mei (1) metoda :

к
/* diXnA-i " {X0, *̂ 1, . . . >, %n* ^rt+1, . . • •» Д̂ п+А, ^), (^)i'=0

unde n — 0, 1, 2, . . . ,  a +  (n +  k)h < b, к e  Z, к > 0, h s '  [0, й0], 
ai e  R, i =  1, 2, . . . .  к (ал =  1) şi Y„ satisface nişte condiţii de tip Lips- 
chitz (vezi [1], condiţiile (7a), (7b)), condiţii în care stabilitatea metodei(2) 
depinde numai de membru sting, ([1], pp. 164).

Definiţia, i . Metoda (2) e ^»-stabilă dacă există numerele a >  0, 
hx, 0 <  hx < A 0, astfel că dacă :

A-i
У o =  w o +  « o ,  • • - ,  Уь- 1 =  т - i  +  « s - ь  У»+к =  —  +  W 'P Jjyo -------*=o

• • • У п + к Щ  +  u n+ k  '
_  _  f t - 1. /  _  _

У o =  Wo +  Uo......... У к - 1 =  wk- i  +  ü k -1, ÿ»+k =  — £ ъ у { +  крх^п(Уо. • •* : 0
• • • ,  У п + к 'к )  +  U n+ k  ■ • •

5 — Mathematica — 1975
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pentru w =  О, 1, 2, . . . .  şi a +  (n +  k)h < b, unde O <  h <, hlt atunci 

lljV — ivii < a ■ max IК  — «ill, dacă p  =  O,
OiS i t î N

sau

ibv  - $n ii < « • (tf +  i)i_1 J2 i k  -  *<n, dacă p > i,
»=0

pentru fiecare N, cu O < N  < (b — a)jh (|| • || notînd norma lui V). 
Metodei (2) îi ataşăm polinomul caracteristic

f(z) =  aA  К  =  1, «o = / ( 0)). (3)
t==0

Definiţia  2. Rădăcinile polinomului /(z) satisfac condiţia ^-stabili
tăţii dacă :

a) au modulul < 1,
b) multiplicitatea rădăcinilor de modul 1, nu depăşeşte
Teorema l. Metoda (2) este p-stabilă dacă şi numai dacă rădăcinile 

polinomului f(z) satisfac condiţia p-stabilităţii.
(vezi [1], pp; 168—170).

Corespunzător polinomului f(z) ataşăm polinoamele :

/*(*) =  =  «* +  «Ä-1  * + ■ ■ ■ + « !  z*-1 +  «o *\ К  =  /* (0)),

f ( z )  =  a{ -f  2a2z +  . . .  +  (k — 1)^ - !  z*-2 +  kakzk- \

f(z) =  ± [ f * ( 0 ) f ( z ) - f ( 0 ) f * m  =

=  —  « 0 « * - l )  +  ( « A « 2  —  « 0  « * - ? ) *  + . . . + ( « *  —  я Ц ) * * - 1.

După gradul lui /(z) şi semnul lui |as| — \a0\ =  |/*(0)| — |/(0)| distingem 
următoarele patru situaţii :

V«*
(i) |яА| — |я0| >  0, (/(z) de gradul maxim k — 1).

(ii) |«*| — K l <  0, (f(z) de grad maxim k — 1), (4)

(iii) Kl  -  |«ol =  0 şi /(z) =  z«g(z), (0 < q < - g(0) Ф 0).

(iv) |e4| -  |e0| =  0 şi /(z) = 0.
Observaţia 1. în  situaţia (iv) /  are acelaşi număr de zerouri în interiorul

şi înafara cercului unitate, iar f(z) = 0, dacă şi numai dacă a,ab =  an ak_.-.
3 =  1 ,2 .........k. '
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Începînd cu f k =  f  introducem  şirul de polinoame de grad descrescător 
f / J t o '  Prin:

f i - 1 =

f i , în  s itua ţia  (i) şi (ii),

ht , în  situa ţia  (iii),

/ / , în  s itua ţia  (iv).
(5)

unde h(z) e definit ca în  [2].
D e f in iţ ia  з. Polinom ul f(z) are tip u l (s, (qx, ---- - qm), r) dacă şi

num ai dacă are s rădăcini în  cercul un ita te  şi r rădăcini înafară (numărînd 
şi m ultiplicităţile) şi m rădăcini de ordinul [qlt . . . . ,  qm pe cercul un itate

(s +  y +  = * ) •
A lgoritm ul pen tru  determ inarea tipu lu i unui polinom are la bază 

u rm ătoarea teorem ă (vezi [2, 3]) :
T eo r em a  2 . Polinomul are tipul (s, (qlt . . . ,  qm), r), unde s - f - r - f

m

+  4j = dacă şi numai dacă /*_х are tipul 
i—1

(s — 1, (qlt . . . ,  qm), r), in situaţia (i),
(r — 1, (qlf . . . .  qm), s), în situaţia (ii) şi (iii),]

(s -f- m — 1, (q[, . . .  q'm,), r), în situaţia (iv), unde q[ — q{ — 1 şi m' 
este numărul zerourilor care rămîn pe cercul unitate (s =  r în cazul (iv)).

Observaţia 2. U n polinom care verifică condiţia ^ -s tab ilită ţii (p > 1) 
are tip u l (s, (qlt . . . ,  qm), 0) unde qi < p, i =  1, 2, . . . ,  m, iar în  cazul 
O -stabilităţii tipu l (s, (0), 0).

T eorema з . Fie p > l . |  Polinomul f(z) verifică condiţia p-stabilităţii 
dacă şi numai dacă :

(») Ы  >  K 1 (l/*(0)| >  |/(0)|),
(b) /  verifică condiţia p-stabilităţii, sau
(c) akaj =  a0ak4, j  =  1, 2..........k, ( f  = 0),
(d) f  verifică condiţia (p — \)-stabilităţii.
Demonstraţie. Necesitatea : Dacă polinomul /  verifică condiţia p-sta

bilităţii rezultă că rădăcinile lui notate z{, i  — 1, 2, . . . ,  k, verifică relaţia 
I I < 1 , i =  1 , 2, . . . , £ .  Avem f(z) =  ak (z — zf)(z — zf) . . .  (z — zh), de 
unde / ( 0) =  ah ( ~ l ) hz1 . . .  zk,

/*и = 2* a, (L -  2l) (I -  2.)... (I -  г,) =
=  ak (1 — zzk)( 1 — zz2) . . .  (1 — zzk), de unde /* (0) =



\

Atunci : ' . . • • , : •

K l -  K I =  1 /* (0 )Г - 1/(0) I =  K l -  K l • l(— i)**i*2 • • -K l =  : .

■ =  K l( i  -  Kxl • K l • • • K l)
Cum |2t-| < 1, i =  1, 2, .. : ., k, şi ah Ф 0, din (6) rezultă K | — K l  5= 0, 
adică, K | >  K l  sau \ak\ =  K l-

1°. Dacă K l >  K | (situaţia (i)), adică avem {a), în baza relaţiei (5), 
a teoremei 2 şi a observaţiei 2, rezultă (b).

• 2°. Sau dacă K | =  Kl> ŞÎ aceasta, are loc în baza relaţiei (6.) şi a faptului 
că \z:\. < 1, i =  1, 2, . . .  h, numai dacă |at-| — V , i = \ , 2 , . . . , k ,  atunci avem :

/ ( * )  =  1  lf*(0)f(z) ~f (0) f*(z) i  =z

= -  \< { z - z 1) . . , { z ~ z k) -  a \{ - \ ) k zx. , .z k (1 —**0 -. . . ( 1 —***)] =
Z

=  -  [(* -  zi) • - • • ( * -  **) -  ( - i ) A к  — *) • • • к  -  *)] =  o;z
\y

adică am obţinut (c). Cum K | =  K l şi f(z) = 0, (situaţia (iv)) în baza relaţiei 
(5), a teoremei 2 şi a observaţiei 2, rezultă (d).

Suficienţa : Fie verificate condiţiile (a) — (b) sau (c) — (d).
1°. Din condiţiile (a) — (b) rezultă uşor că /  verifică condiţia ̂ -stabili

tăţii '. '
2°,. Sau din condiţiile (c) — (d) rezultă că /  are tipul (s, (qlt . . qm), 0) 

pnde qi < p  — 1, i =  1, 2, . . . ,  m, şi că sîntem în situaţia (iv). Atunci 
în.baza teoremei 2 şi a observaţiei 1, rezultă că /  are tipul (0, (q[, . . . ,  q'm,), 
0), unde q[ =  qi +  1 < p i i  — 1, 2, . . . ,  m'. pentru că ^  1 (presupunînd 
q% — 0> pentru i >  m, aceasta avînd loc cînd s >  m — 1), şi deci f  verifică 
condiţia ^-stabilităţii.

Teorema 4. Polinomul f  verifică condiţia 0-stabilităţii dacă şi numai 
dacă : (oc) K | >  Kl>

(ß) /  verifică condiţia 0-stabilităţi..
Demonstraţie. Condiţia (a) rezultă din relaţia (6) datorită faptului că 

ah Ф 0, şi rădăcinile lui f  satisfac în baza 0-stabilităţii condiţia |я,-| <  1 
i =  1, 2, . . . .  k. Din (a) în baza relaţiei (5), a teoremei 2 şi a observaţiei 2, 
rezultă (ß).

Invers, din (oc) şi (ß) în baza teoremei 2 (situaţia (i)),-relaţiei-(5), şi a 
observâţiei 2, rezultă uşor că /  verifica condiţia 0-stabilităţii.

Observaţia 3. în  baza teoremei 1, teoremele 3 şi 4 dau o condiţie nece
sară şi suficientă pentru ̂ -stabilitatea (p ^  0) metodei (2), a. cărei verificare 
se face în următoarele etape :

1. se verifică (a) (privitor la /), ’
2. dacă se verifică (a) trecem la (6),
3. dacă (a) , nu e verificată trecem la (c),

0 3  S. FĂGĂRAŞ
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4. daca se verifică (c) trecem la {d),
5. dacă (c) nu e verificată metoda nu este ^-stabilă. Verificarea lui (b)

\s
sau (d) se face după etapele indicate mai sus referitor la /  respectiv la

Observaţia 4. Programînd algoritmul la calculator ám arătat, de exem
plu, că metoda de tip (2) cu polinomul caracteristic

f(z) =  4z4 — 4z3 — 3z2 +  4z — 1
este l-stabilă.

(Intrai în redacfie la 30 mai 1974)
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AN ALGORITHM  ESTA B LISH IN G  ÿ-STA BILITY  OF SOME NUMERICAL 
IN TEG R A TIO N  METHOD

(Summary)

The algorithm  concerns th e  -verification of th e  root condition for th e  stab ility  of ini 
tia l value problems.



ASUPRA UNUI MODED DE SORTARE

ELENA O AN CEA FRÂŢILA

Eucrarea prezintă un model de sortare a unei mulţimi E  de m elemente 
care pot fi caracterizate de n atribute, fiecare puţind avea anumite ponderi. 
Se consideră cazul cînd toate atributele pot avea aceleaşi ponderi, exprimate 
prin numere întregi, nenegative, finite.

Se introduce o măsură de proximitate pentru două atribute, definită 
cu ajutorul unei variabile aleatoare Poisson sau aproximativ de tip  normal 
redus. Folosind această măsură se dă o clasificare a atributelor, în ordinea 
crescătoare a valorii medii a proximităţilor unui atribut cu celelalte.

Se indică, de asemenea, anumite teste pentru testarea ordonării fixate.
1. Generalităţi. Se consideră o mulţime E  cu m elemente : obiecte, 

indivizi, care pot fi descrise prin o mulţime A de n caractere sau atribute ; 
fiecare atribut avînd o anumită pondere relativ la prioritatea atributului 
respectiv1 sau la gradul-măsura în care atributul respectiv este prezent la 
un anumit element. Se presupune că toate atributele pot apare la orice ele
ment din E  cu aceleaşi ponderi. Se presupune că ponderile atributelor sínt 
exprimate prin numere întregi nenegative2, finite. Atunci mulţimea E  poate 
fi descrisă prin atributele mulţimii A printr-o matrice de incidenţă :

В = j = l,
unde by este ponderea atributului i pentru elementul j. în  cazul bi3 =  0, 
elementul j  nu prezintă atributul i, deci ponderea este nulă.

î n  această descriere a mulţimii E  se face ipoteza că, dacă există două 
linii identice în matricea B, atunci una din ele se suprimă.

Se observă că fiecare coloană din matricea В  descrie un element din 
mulţimea E, iar fiecare linie a matricii В reprezintă modul de repartizare 
a unei caracteristici la elementele din E. Deci fiecărui element din E  îi 
corespunde un vector coloană Ъ'(Ьц, . . . .  b„3), j  =  1, . . . ,  m, şi fiecărui 
atribut-caracteristici un vector linie bh(bhl, . . . ,  bhm), h =  1, . . . ,  n.

Două atribute se zic pozitiv asociate (negativ asociate) [2], relativ la 
obiectul j, dacă sínt prezente, respectiv absente simultan la acest obiect, 
adică dacă ponderile corespunzătoare sínt ambele pozitive, (respectiv nule).

Obiectele mulţimii E  se pot clasifica în funcţie de atributele mulţimii 
A , după diferite criterii (vezi [1]).

Să considerăm o primă clasificare a mulţimii E  în submulţimile Eoh şi 
Eh, h =  1, . . . ,  n, unde :

— submulţimea Eoh este formată din acele elemente e <= E, care nu 
posedă atributul h, adică pentru care bu =  0, i e  { 1, . , ,, m),

— submulţimea Eh este formată din acele elemente e s  E, care posedă 
atributul h, adică pentru care К  Ф 0, i <= {1, . . . ,  m}.

1 în  ceea ce priveşte prioritatea unui a tribut, se po t considera diverse criterii pen tru  
aprecierea acesteia, (vezi [3]).

2 Evident se poate considera cazul cînd ponderile sínt date de numere nenegative, 
subunitare.

\
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în  anumite condiţii, matricea de incidenţă В  poate fi adusă la o formă
specială, astfel încît orice submulţime Eh, A =  1........  n, să constitue
un interval în mulţimea E. în  acest caz matricea В se prezintă sub for
ma (o) :

unde porţiunile haşurate sínt formate cu 
valori bij ф 0.

V... ............ ........... J
P r o p o z i ţ i a  i . Condiţia necesară şi suficientă pentru ca matricea В  

să poată f i  adusă la forma (<r) este să existe o permutare a tuturor coloanelor 
lui B, astfel ca pentru orice h — 1, . . . ,  n, submulţimea Eh să fie un interval 
din mulţimea E. [2].

Pentru matricea В  adusă la forma (a), se poate defini funcţia c{h), 
respectiv r(h), şi anume :

5 _  I 0, dacă j  <  c(h), sau j  >  c(h) +  r(h), 
hj i Ф 0, dacă c{h) ^  j  < c{h) -f- r{h),

/////////////// и . . .  ио . . .  o im  m m  о о
0 0 . . .  О HIHIHI

unde г (h) este. numărul elementelor Ъщ Ф 0, din linia h.
Se observă că c{h), r{h), h =  1, . . . ,  n, determină intervalul \c{Jt), 

c{h) +  r{h)] care formează submulţimea Eh din forma (a) a matricii B.
Ordonînd acum liniile matricii В  adusă la forma (o), astfel încît r(l) ^  

^  r{2) < . . .  ^  r{n), se obţine forma (ex') a lui B.
2. Măsura proximităţii. Pentru definirea proximităţii relativ la atri

butele elementelor lui E, se presupune că numai o asociaţie pozitivă între 
două atribute contribuie la proximitatea-asemănarea lor.

Fie

Şi

1»

s(h, k) — У / bhjbj,j 
1

P'A —  X /  №  
1

( ! )

unde T  =  T '.h i  +  ph +  Щ> Pa fiind numărul elementelor nule dm linia h 
■ }=1 - ; ; . 

a matricii JB, iar nh un număr întreg nenegătiv astfel încît valoarea lui T  
să fie aceeaşi pentru orice h =  l, . . . .  n.

Fie ipoteza (I ) care presupune că mulţimea E  este
E = ( J  EH . . .

*=i
unde E ’ с  E  este acea submulţime a lui E  care conţine elementele e <= E,

к

ce posedă i  atribute, i  =  1, . . . .  k, k < n, şi n{ =  card (E *), iar = N*
fs=l

N  număr natural fix. Se atribuie iui E{ probabilitatea nJN. Atunci
/
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ipoteza (I) constă în aceea că aceste probabilităţi sínt uniform repartizate 
pe mulţimea părţilor lui E.

în  această ipoteză, dacă \>-h\xkT  =  constant, pentru orice T  număr 
natural, variabila aleatoare-statistica s(h, k) este de tip Poisson, de parametru
V-hV-kT *

Statistica
S{h, k) =  (2)

VV-hV-kT
pentru T  suficient de mare, în special pentru mu,. T -* oo, este de tip nor
mal 1W0, 1).

Se observă că dacă în matricea В  se face schimbarea de măsură

statistica (1) devine

într-adevăr :

ъм -  H  hi =  - = = '  
VWi УТ

S(h, k) =  jZb'ubu.
t = l

E ь'ы •1 = 1
Ê  ~ v-,№ki -  ц)к

bki =
1 = 1

“ E
bkibhi -  T

ini
T  T  T  m

deoarece E  bu =  |xhT, E  h i =  \hT> E  h i  ■ h i =  E  h i Ъы- Î^ înd  cont că
1=1 1=1 1 = 1 i = 1

vectorul cu m componente (bkl, .. . bhm) s-a înlocuit cu vectorul cu T  
componente (bhl, . . . ,  bh1n, 0 , . . . . ,  0), ultimele T —m componente fiind nule.

După cum se vede T  este în general un număr natural destul de mare, 
deci statistica 5 poate fi considerată de tip noi mal 2V(0, 1).

în  cazul particular cînd btí ia numai valoarea 0 sau 1, se vede că S(h, k) 
se feduce la statistica corespunzătoare din [2].

Observaţie. Statisticile s, 5 permit definirea unei măsuri a proximităţii 
corespunzătoare atributelor h şi k. Evident problema poate fi pusă şi relativ 
la elementele mulţimii E, folosind în măsura proximităţii vectorii coloană 
din matricea B.

3. Ordonarea matricii В după gradul de proximitate al liniilor, a) Pre- 
ordiiie bazată pe juncţia r. O ordonare a mulţimii E  după atributele din A, 

se poate face prin aducerea matricii B  la forma (o').
Această preordine a matricii В  în forma (a') ne dă o imagine asupra 

proximităţii intre două atribute h, к, deoarece r(h), h =  1, în oi do
narea (ci') este o ftrc ţie  crescătoare de h, cu care se poate ccnstrui o măsură * i

3 în tr-a d e v ă r  piodusul extinde în  m od identic produsul щ\хкр  din [2] pen tru  o
m

m atrice de n x T  dimensiuni, în  care se vor considera pe linia h: elemente de unu,
i —

Ph +  Kh elemente nule. Deci în condiţiile ipotezei (I) enunţate, şi =  const., pentru
orice T  natural, s este de tip  Poisson.
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de proximitate pentru două atribute h, k. Dar această ordonare nu este 
suficient de concludentă, pe de o parte pentru că, dacă h, к, corespund ace
leiaşi valori a lui r, între ele nu se mai face o altă clasificare, pe de altă parte, 
şi în cazul cînd h, к corespund unor valori diferite ale lui r, în această ordo
nare nu se ţine cont de ponderile asociate diferitelor elemente pentru 
atributele respective.

b. Preordine bazată pe o măsură de proximitate. Fie măsura de proximi
tate pentru atributele h, k, h, k =  1, . . . . .  n, h Ф k, dată de :

т { к . к ) = ^  =  ^ ъ ь г ъы. : (3)
T  T  <=1

care satisface axiomele măsurii de proximitate [1]. Se observă că s(h, k)jT  
este o funcţie crescătoare în raport cu card (Eh n Ek) şi cu ponderile atri
butelor h, к. Atunci luînd media proximităţilor lui h :

l ”h  =  :-----— 12 s(h, k), h — 1......... . n.
(» — 1) T

se poate ordona matricea В  relativ la linii, după valorile crescătoare ale lui 
sh. Să notăm această preordine cu (77), adică pentru care avem : Sj < sz <; 
< . . .  < sn.

Analog, considerînd măsura de proximitate

m'(h, k) s(h, k)
+js(h, h)s(k, k) Şi s j = - E  m'(h‘ k)‘n

se obţine o preordine (7t).
Această preordine (77) este mai eficientă decît cea dată de (o'), ordonarea 

după valorile sh, incluzînd în expresia lui sh atît numărul elementelor care 
posedă atributul h, cît şi ponderile respective.

Preordinea (7c) se poate considera şi folosind în relaţia (4) statistica S, 
în locul lui s. Relativ la această preordine (7т) avem : fr' $ $

T e o r e m a  1. Dacă matricea B are forma (7t), atunci există o reprezen
tare a or dinei liniilor prin punctele sh, h = \, . . . . .  n, aparţinînd unui 
interval fin it al axei reale şi ale căror distanţe sínt date de sh—sk, h. k = l , . . . .  n.

T e o r e m a  2 . în  condiţiile teoremei 1, aceea dintre liniile matricii В 
a cărei medie a distanţelor la toate celelalte linii, respectiv a cărei dispersie a 
proximităţilor la toate celelalte linii, este maximă este o linie extremă a lui B.

Demonstraţia este analogă lemei .1 din [2], relativ la funcţia c(i). 
într-adevăr
(5) M( 1) — M(h) >  0, pentru h ~  1, . . . . ,  w/2, dacă n este par, şi pentru
h — 1, . . . ,  ” + 1 , dacă n este impar, unde 

2

M(l )  = i ( Ê r i - n s A
n  \ i = 1 J

M ( Ä ) = i k ( 2 A - 7 * ) - E s i +  E  h\
n  L » = 1 i=A+l J
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Se obţin rezultate analoge şi pentru dispersie dată de 

£>2(1) =  1  E  d? -  í 1  E  d l  dt =  5,- -  sv
n  i = l  Vя  f = l  1

şi corespunzător pentru Dz(h).
Cu alte cuvinte teorema spune că atributul corespunzător liniei extreme 

este de cea mai slabă proximitate faţă de celelalte de rang pînă la n/2, 
in +  l)/2.

П
4. Analiza dispersiei globale Fie s =  1/# ^  sit media globală a pro-1ximităţilor. Diferenţa s;'fc — s, unde s 'ft =  l jT  s{h, k), se poate scrie

si. — s =  si.— s. 4- s, — s.hk hk h 1 h
Atunci dispersia globală D2 este :

D2 = l
I n ^  i{n — 1) h,k~\hîk

(Shk — s )2 =  1/n Y2 1 l(nh=1

+  1 In1t,{sh -  s)\h—1

Â,ft—1кфк
(6)

şi exprimă dispersia atributelor în mulţimea părţilor lui E.
Observaţie. Dispersia D2 se poate considera şi în cazul cînd în locul 

statisticii s(h, k) se pune S(h, к).
Formula (6) se utilizează în anumite testări relativ la structura matri- 

cii В faţă de ordonarea (тс) sau faţă de ordonarea — s < . . . .  < sn — s, 
analoge celor din [2; 3.1].

(Intrat in redacţie la 5 ianuarie 1974)
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s u r  u n  m o d è l e  d e  s é r i a t i o n
(Résumé)

Le travail présente un  modèle de sériation d 'un  ensemble de m  éléments E , qui peu
ven t présenter n  caractéristiques, chacune pouvant avoir certains poids. On considère le cas 
où toutes les caractéristiques peuvent avoir les mêmes poids qui sont exprimés par des nom
bres entiers, nonnégatifs, finis.

On in troduit une mesure de proxim ité pour deux caractéristiques à  l'aide d 'une variable 
aléatoire. On donne un  ordre des caractéristiques d 'après la  valeur moyenne croissante des 
proximités d 'une caractéristique avec les autres.

E nfin  on indique des tests pour tester l'ordre fixé.



STUDIUL A PATRU VARIABILE TIP RR LYRAE. (II) XX ŞI W W
BOOTIS

GH. CHIŞ, D. CHIŞ ş i I. MIHOC

1. XX Bootis. Steaua variabilă XX Bootis a fost găsită de P. T s e s e- 
v i c h [I] pe plăcile fotografice obţinute la Observatorul Astronomic din 
Moscova în anii 1926, 1939—1940 şi pe plăcile obţinute la Observatorul 
Astronomic din Odessa în anul 1952. P. Tsesevich a adăugat la aceste 
observaţii observaţiile sale vizuale din 1957, deducînd din .toate acestea 
patru maxime şi elementele fotometrice :

Max.hel =  JD 2429366.646 +  0.5814016 E  (1)
date în catalogul general de stele variabile [2].

Atlasul stelelor RR Lyrae [3] dă harta regiunii variabilei.
La Cluj, steaua XX Bootis a fost urmărită în anii 1959—1962, 

1964—1966 fotografic la telescopul Newton, obţinîndu-se 535 poze de cîte 
4 minute. Observaţiile au fost efectuate de colectivul dé stele variabile 
(25.8% -  I. Popa ; 18% -  L Todoran ; 17.2% -  I. Mihoc ; 17% -  Gh. 
Chiş ; 9% -  V. Ureche; 7% -  S. Radu; 3.5% -  E. Botez; 2.5% 
— N. Lungu).

Pentru stelele de comparaţie au fost alese 5 stele'din vecinătatea varia
bilei, presupuse constante ca strălucire, pentru care am obţinut magnitu
dinile (cu ajutorul se
cvenţei polare nord) (v. 
tabelul 1, fig. 1). Din 
totalitatea observaţiilor 
efectuate la Cluj, am 
dedus momentele a 17 
maxime ale strălucirii, 
indicate în tabelul 2 .

Grupînd observaţii
le după fază, cîte 3—4, 
am obţinut curbele de 
lumină şi anume :

-20
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6.2

3.1
s a

SA SA

-1,0 s.s SA

-30

•30°
8 3 95* a. ® • ct

• W ■ .Д

T a b e l 1

Stelele de 
com para

ţie
Magnitudinile 

ш  e

A 11,35±0,07
a 11,67± 5
ъ ■ 12,06 ±  3
С 12,31± 3
d 12,73± 5

-40

-20
.3*5

Э S

*. Va • c
J.9

fo •
9.3

•30

-40
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«  44
9.У

45 4 î
J _______L

4?
I

9
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Tabel 2

Nr.
crt.

Max. hel. 
J .D .2 4 .. . P E 0 - C j 0 - C 2 o -c 3 Obs.

1 24609,6100 1 -8 1 8 9 -0 ,0081 -0 ,0161 -0 ,0 0 2 7 Tsesevich
2 29366,6570 1 0 +  0,0110 +0,0023 +0,0090
3 29725,3770 . 1 +613 +0,0062 -0 ,0025 +0,0037
4 34118,4330 1 +8173 -0 ,0 0 8 3 -0 ,0 1 7 8 —0,0176
5 36714,4090 2 12638 +0,0096 -0 ,0 0 0 4 -0 ,0 0 5 7 G. Chiş pv
6 36803,3660 2 12791 +0,0121 +0,0022 -0 ,0 0 1 3 » pg
7 37132,4450 2 13357 +0,0178 +0,0078 +0,0039
8 37160,3550 1 . 13405 +  0,0206 +0,0105 +0,0066 „ pv
9 37174,3040 3 13429 +  0,0159 +0,0059 +0,0019

10 37732,4600 1% 14389 +0,0264 +0,0162 +0,0115 Mihoc-D. Chiş pv
11 37839,4204 2 14573 +  0,0089 -0 ,0013 -0 ,0 0 6 i
12 37843,4809 2 14580 -0 ,0 0 0 4 -0 ,0 1 0 6 -0 ,0155
13 37867,3418 1 14621 +0,0230 +0,0128 +0,0079
1.4 37871,3909 1% 14628 +0,0023 -0 ,0079 -0 ,0 1 2 8
15 38596,4165 1 15875 +0,0201 +0,0098 +0,0039
16 38624,3178 % 15923 . +0,0141 +0,0038 -0 ,0021
17 38635,3880 У2 15942 +0,0377 +0,0274 +0,0214
18 38642,3195 У2 15954 —0,0076 -0 ,0179 -0 ,0 2 3 9
19 38953,4300 2 16489 +  0,0336 +0,0427 +0,0363 D. Chiş pg
20 39321,4280 iy 2 ' 17122 +  0,0238 +  0,0134 +0,0065
21 39353,3930 2 17177 +  0,0107 +0,0013 -0 ,0057
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— o curbă de lumină fotovizuală din pózele pe plăci Isopan ISS 
(1959-1964) (fig. 2) ;

— o curbă de lumină fotografică din pozele pe plăci Agfa Astro 
(1959-1960) (fig. 2);

— o curbă de lumină fotografică din pozele pe plăci Guilleminot 
(1965-1966) (fîg. 2).

Gh. Chiş a dedus noi elemente din cele patru maxime ale lui P. Tsese- 
vicli şi primele cinci maxime obţinute la Cluj :

Max. bel =  JD 2429366.6547 ±  0.5814017 E (2)
±87 ±11

D. Chiş, din toate maximele obţinute, 21, a dedus noi elemente :
Max.hel =  JD 2429366.6480 ±  0.5814025 E (3)

±273 ±18

Pentru a observa tipul acestei stele, am căutat asimetriile şi ampli
tudinile în curbele medii obţinute pentru anii 1959—1960, 1962 şi 1964 în 
magnitudini fotovizuale (tabelul 3) şi în anii 1959—1960, 1965 şi 1966 în 
magnitudini fotografice (tabelul 4).

Din aceste date rezultă că steaua ar fi de tipul RRa(l.
2. WW Bootis. Steaua WW Bootis a fost observată de G. M. H a n 1 e у 

şi H. S h a p l e y  [4], care dau poziţia stelei, indicaţia că este de tipul 
R R Eyrae şi amplitudinea variaţiei de lumină între 12.8—14.0 mag
nitudini fotografice.

P. T s e s e v i c h  [5], din pozele obţinute la Moscova în anii 
1912—1913 şi 1937 deduce prin evaluări 4 maxime, iar din observaţiile

Tabel 3
vizuale din 1957—1958 stabi-

Perioada
efect.
obs.

M Pv «‘pv A

. x im e ,  p e  bazi 
ç c în d  e le m e n t  

lu m in ă  :

a c e s t o r a  d e d u 
c e  v a r ia ţ ie i  d e

2419483.529 ±  
>26659 E  (1)

Tabel 5

1959-60
1962
1964

10,93 
10,95 

.10,94 ■

11,68
12,11
11,49

0,75 . 
1,16 
0,55

M a x .h e l=  J D  

0,092 + ° ' 47Î

Tabel 4 stelele de M agnitudinile 
mpg ' ePerioada

efect.
obs.

M p g mpg ■A

comparaţie

5
A 12,29±0,09  

12,47±0,10  
13,25 ± 0 ,05  
13,64 ± 0 ,05  
13,88±0,06  
13,88±0,05

O.K.
19 5 9 -6 0

1965
1966

12,30
11,96
11,87
11,55

13,00
12,45
12,68

0,70
0,49
0,81

0,380 a 
0,109 ъ

_  C
_  d
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F i g .  3

F i g .  4 ■
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Tabel 6

Nr.
crt.

Max. hei. 
J.D . 2 4 . . . P E 0 1 O H o - c a Obs.

1 19483,4900 1 0 —0,0390 -0 ,1831 Tsesevich
2 19858,3900 1 782 +0,0745 -0 ,1 0 6 8
3 19913,4000 1 897 -0 ,0 3 1 0 -0 ,1 8 3 5
4 28660,3700 . 1 19148 -0 ,1 5 5 7 +0,0022
5 36050,3330 1 34567 -0 ,0 0 4 2 +  0,0109
6 36347,4720 1 35187 -0 ,0 1 0 5 -0 ,0011
7 36362,3890 1 35218 +0,0492 +0,0583 n
8 36372,3970 1 35239 -0 ,0 0 7 4 +  0,0015 M
9 36373,3540 1 35241 -0 ,0 0 8 9 +0,0000

10 36395,3910 1 35289 -0 ,0 1 8 2 -0 ,0 0 9 7
11 36396,3610 1 35289 -0 ,0 0 6 7 +0,0017
12 36741,4319 1 36009 -0 ,0 0 7 7 -0 ,0 0 6 0 G. Chiş
13 36751,4961 2 36030 -0 ,0081 -0 ,0 0 6 6
14 36765,3944 2 36059 -0 ,0 0 8 6 -0 ,0 0 7 3
15 . 36788,3953 Yz 36107 -0 ,0 1 2 5 -0 ,0 1 1 6
16 36789,3558 2 36109 -0 ,0 1 0 5 -0 ,0 0 9 7
17 36790,3162 2 36111 -0 ,0 0 8 6 -0 ,0 0 7 8
18 37134,4315 Yz 36829 -0 ,0 0 6 7 -0 ,0 1 2 6
19 37781,4715 l 38179 +0,0234 +0,0050 D. Chiş
20 37803,4997 % 38225 +  0,0153 -0 ,0 1 3 5
21 37816,4580 2 38252 +0,0234 +0,0044 »»
22 38591,4495 1 39868 +0,0404 +0,0068 >>

23 38605,3243 Щ 39898 +0,0169 -0 ,0 1 7 4 >>
24 38616,3690 Yz 39921 +0,0385 +0,0040 II
25 38949,4700 1 40616 +0,0492 +0,0083 n
26 38972,4645 2 40664 +  0,0389 —0,0025 II

Atlasul stelelor RR Dyrae dă harta regiunii variabilei.
Da Cluj, această variabilă a fost urmărită în anii 1959—1962, 

1964—1966 fotografic la telescopul Newton, obţinîndu-se 220 poze de cite 
4 minute. Observaţiile au fost efectuate de colectivul de stele variabile 
(25% - 1 . Mihoc ; 20% -  V. Ureche ; 19% -  Gh. Chiş ; 15% - 1. Popa ; 
9% — S. Radu; 7% — I. Todoran; 5% — E. Botez). Stelele de compa
raţie utilizate sínt cele din fig. 3, iar magnitudinile lor au fost determinate 
cu ajutorul a 20 stele din secvenţa polară nord şi sínt date în tabelul 5.

Grupînd observaţiile în puncte normale (în medie 6 observaţii), am 
obţinut curbele de lumină pentru cele două perioade' de observaţie : 
1959—1962 (fig. 4) şi 1964—1965 (fig. 4). Din totalul observaţiilor am 
dedus momentele a 15 maxime de strălucire (vezi tabelul 6). Din acestea 
şi ultimele 8 maxime obţinute de Tsesevich în anii 1937—1958, am 
obţinut elementele variaţiei de strălucire :

Max.hel =  JD 2437816.4536 +  0.4792758 E  (2)
±44 ±92

Tipul RR„ al variabilei rezultă din amplitudinea variaţiei de strălucire 
(vezi tabelul 7).



80 GH. CHIŞ, D. CHIŞ, I. MIHOC

Tabel 7

Perioada
efect.

obs.
Mpg mpg A A Tip -

O.K. . 12,80 14,00 1,20 R R _.
1959-60 12,29 13,97 1,68 — 0,130

1962 12,34 13,12 1,34 — 0,117
1964 12,64 13,87 1,23 — 0,154
1965 12,85 14,30 1,45 R R a 0,093

Datorită valorilor mici ale diferenţelor O—C (aproape de limita preci
ziei de determinare), nn s-a putut puue în evidenţă o variaţie sistematică 
a lor.

(întrat în redacţie la 28 septembrie 1974)
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T H E  STUDY OF 4 R R  LYRAE T Y PE  VARIABLES. (II) X X  AND W W  BOOŢIS
(Summary) ;..

In  th is second paper are reported results of th e  photographic  observations of .the 
X X  and W W  Bootis variable stars. The observations have been carried ou t a t the Astro
nomical O bservatory of the  Cluj-Napoca University, during th e  1959 — 66 period.

The photom etric elements are as follows :

Max. hel =  JD  2429366.648 +  0.5814 025 E  (XX Bootis)
± 2 7  ± 1 8

Max. hel =  JD  2437816.4536 ±  0.47927585 E  (WW Bootis)
± 4 4  ± 9 2

The X X  Bootis sta r seems to  be of RRab type and W W  Bootis s ta r  seems to-be of 
R R a type.-

I. P . C lu j M u n ic ip iu l C lu j-N apoca — 439/1975
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