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SOME PROPERTIES OF TOPOLOGICAL Q-GROUPS (I)

M. SZILAGYI

As the mnotion Q-grouwp (a group with multioperators) introduced
by P. Higgins [10] is a natural generalization of the notions of group
and ring, the notion of the topological Q- group is in the same manner a
natural generalization of the notions of topological group and topological
Ting. ,

The topological groups appear at first referring to the abelian groups
in the worksof H. Priifer {23]and W. Krull[13]. H.Shéneborn
[25] studies this problem with more details. In the works mentioned above
the topology compatible with the structure of an abelian group is intro-
duced by a family of subgroups serving as the base of the filter of the .
neighborhood of the zero element of the group. For arb1trary groups
the same problem was studied by D. van Dantzig [6], M. Hall
jr. [9] H. Schéneborn [26], F. D. Bolker [2] and W. Krull
[14]. In the works [26] and [14], a complete system of neighborhoods
of the zero element .is introduced as a family of normal subgroups.

The general notion of a topological ring appears explicitly for the
first time in the works of D. van Dantzig [7] and [8]. These works
of van Dantzig were preceded by some studies referring to special
classes of topological rings (see e.g. [27]) A particular and very important
case is the class of those topological rings in which a system of complete
neighborhoods is presented by a family of special subrings (bilateral ideals,
left ideals, etc.) The same cases were studied by Zelinsky [28], [29],
[30], and Ballier [1]. The topologies which are compatible with a struc-
ture of group with operators. — in which the topology is given by a family
of permittéd normal subgroups — are studied in the works [16], [17]. The
importance of this case results from the fact that these topologies-in a
particular' case- are the so called m-adic topologies of the local rings stu-
died in the works [21], [20], [24], etc. A short description of the topo-
log1ca1 groups with operators can be found in work [3].

The idea of topologization of the algebraic structures with multiopera-
tors is to be found in the work [15] by A.I. Malcev. The study of
topological universal algebras is treated by M alcev with the help of
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translations of universal algebra. That is Malcev draws ‘conclusions
referring to the topological universal algebra from the structure of the
translations. The notions introduced by M alce v are very comprehensive
and some of his ideas are used in this work too.

In this work will be studied some of the properties of the topological
Q-groups: In the first part are given the definition of the topological Q-
group and somie examples. We shall reformulate in this part some of the
properties of topological groups and rings, which are preserved in a natu-
ral way in the case of the topological Q-groups. Though the notion of
topological Q-groups is a more particular notion than the notion of topolo-
gical universal algebra, nevertheless for the unity of notations and presen-
tation we shall give the detailed definition of the topological Q-group.
It is worth remarking that the notion of Q-group was introduced by Hi g-
gins in 1956, whereas the definition of the topological universal alge-
bra was given by Malcev in 1953. In the §2 we shall state some of
the elementary properties referring to the mnotion of thetopological Q-
group. The product topology in topological Q-groups is the subject of
§3.In §4 weshall study the quotient topology within the topological Q-
groups. The topology of the Q-groups is interesting when we have a com-
plete system of neighborhoods of the zero element containing only ideals.
This case is described in §5. §6 deals with the theorems of izomorphism
referring to topological Q-groups.

Let G be a set having the algebraic structure of an Q-group and a
topological structure 1. The group operation will be denoted by "4 —
generally operation "’4” is not commutative — and let:

Q(n) = {0 e 2| a(w) = n}

G" as a topological space whenever appears will mean the cartesian pro-
duct E{G,|(Gy = G) A (k&1L 2,...,n})} supplied with the product topo-
logy whereas (G",+,Q) as an Q-group is considered to be the discrete direct
product. If 4 and B are topological spaces and f: A — B is a continuous

mapping, this quality will be denoted by Ci( f) or, if there is no danger
of confusion, by C(f). We shall introduce some very useful mappings in
the following. So the ’’addition mapping” s:G X G -G defined by
s(x, y) = x -+ y; ’'the opposite element mapping” 7:G — G defined by
i(x) = — x; the ’’translation mappings” o@,, .9, .9, :G — G defined by
cp,,(x)-x—{-a, oP(%) = a + x, .9y( )_a+x+b for each ¥ &G where
a,bsG; the subtraction mappmg ’ defined by s,:GXG = G, si(x,y) =

= x — y; “'the Higgins mapping” attached to the operator v &Q (u) is

1e:G* — G, defined by &u(%y, %p, - . ., %) = %1% . . . %,

§ 1. Definition of the Topological Q-group. Example. Let (G, +, Q)
be an Q-group and let (G, ©) be a topological space.

1 In the following the symbols #, %y, #%,, ..., will represent the elements of the set

={1, 2, 3, ,#%, ...}; the symbol N will always represent this set; the symbol «

whenever it appears will represent an element of Q; the mapping a: Q>N is defined as a(w)=
= # whenever o is an # — ary operator [5]. i
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6 M. SZILAGYI

g) VH(H, +,Q) < (H, +,Q > (Hsr>H=H)2 and
VH(H. +,2) < (G, +, Q) =2 (Hare
@ JadVi(a s H) A (Vas7V) A (Vo C H))).

h) Let (G, +, 2, 7),(Gy, +, Q, 7)) €Top §°) be and ¢:G - G, an omo-
morphism. Then we have: Cg‘(cp) & ¢ is continuous in an arbitrary point.

1) We have: (G, 4, Q,7) e Top ¢ (G, +,Q,1) & Top G,

Observation 4. If (G, +, Q, 71), (Ga, +, Q1 72) € Top G, then the set of
all continuous omomorphisms ¢:G; = G, will be denoted by Hom ((G,,
+,Q, 1), (G, +,Q, 7)) or, if there is no danger of confusion, by Hom
(G1,Gy). If a s Hom (G,,G,) and B & Hom (G, G,) teferring to the usual
composition of mappings we have Bo « & Hom (G4, G;). Moreover for each
(G, +, Q, 1) &Top 4, identic mapping 1 : G - Gis an element of Hom (G, G).
So Top G, together with the class of all continuous omomorphisms
Hom (§,) of the topological Q — groups belonging to a primitive class-
form a category that will be called the category of topological Q-groups.

Let Top G be the class of the topological Q-groups belonging to
a certain primitive class and supplying the axiom of Hausdorff for sepa-
rability. : _

We consider the complete subcategory supplied by Top 6% in the
category of the topological Q-groups. This category will be called the cate-
gory of Hausdorff Q-groups.| ' :

The observations 1. and 2. have the result that each Q-group (espe-
cially group, ring, group with operators etc.) serves as an example for a
topological Q-group. In the same way each topological group, topological
ring, etc., is an example for the topological Q-group.

Another example for the topological Q-group can be obtained in the
following way: let R be the set of real numbers with usual topology. Of
course, R referring to the addition of real numbers is a topological group.
For each n =N =1{1,2,3, ...} we consider the set of any continuous
mappings of R, in R ”passing through the origin” :

Q(n) = {f:R* > R|CE(f) A 70,0, ...,0) = 0}. Let Q@ = U{Qm) |# N}
be. So we obtain a topological Q-group. '

§ 2. Elementary Properties of the Topological Q-groups. After the
definition of the topological Q-group we gave a list of some evident proper-
ties linked by this notion. These properties were independent by the third

4 If 4 C G, A means its topological closure. If (G, -+, Q) is an arbitrary Q-group, the
symbol: (H, +, Q) < (G, +, Q) means that (H, +, Q) is an Q-subgroup of (G, -+, Q),
and (H, 4, Q) A (G, 4, Q) means that’ (H, +, Q) is the ideal of (G, +, Q). :

5 In the following by @, we denote — the class of Q-groups belonging to a certain
primitive class. Top @, will represent the class of the topological Q-groups belonging to a
primitive class and Top 6;51; (¢=0, 1, 2, 3, 4) represents the class of topological Q-groups

satisfying the axiom T; (i = 0, 1, 2, 3 4) and belonging to a primitive class.
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axiom of the topological Q-group, thus they are trivially true. In the follow-
ing we transpose for the topological Q-group the most imiportant properties
of the topological groups and topological rings, that do not trivially result
from the definition 1.1. and which will be necessary and useful for the
presentation of the results included in the other parts of the work.

Levma 2.1, Let (G, +,Q,7) & Top G and (Gy, +, Q) < (G, +, Q).

Then the relative topology ~;, for Gy is compatible with the structure of Q-group
for G,.

Proof : Because (Gy, +, Q) < (G, +, Q) we have (G, +, Q) < (G, +)
and thus ([3], [11], [12], [19].) topology s is compatible with the
structure of additive group for G,. We also have to show the validity of
the axiom 3. from the definition of the topological Q-group for the g,
topology. But this axiom is true for the topology t; moreover:

VG.Vo((a(e) = #) A (G C ) A (B(GD) C Gi) A Cn(Al) = Calhlia),

where A, is the restriction of the mapping 4, : G* — G, for the subset G,.
Because (G, +, Q) < (G, +, Q) we have Vo(a(o) =n = k(G C Gy)
from where relying on the above mentioned Vo(a(w) =#= Cg;,(kﬁc,))

that is exactly what we wanted to prove.

DrrINITION 2.1. Let (G, +, Q, 1) & Top §, and (G,, +, Q) < (G, +, Q)
be. Then we say that the topological Q-group (G,, +, Q, 15,) s a topologi-
cal Q-subgroup of the topological Q-group (G, +, Q, 1) and we write:
(Gls +) Q: TG,) < (G; +: Q’ T)-

TaEOREM 2.2. A) Let (G, +,Q) =6, be and § a filter for the set
G satisfying the following properties: : :
1°VUIVUsF= (VadF) A (VHVCU)
2°V0iUgesdF=—-Us¥d)
3 VaVU(a€CG) A (UEF) =Da+U—as¥F) |
4° VoV U EV((2(0) =) AU F) = (Vad) A (oVV ... VCTU))

5° The filter § a base of filter containing only ideals of (G, 4, Q) that
is: VVIAT(VEF) = (UaedH) A(UC V) AU +, QA6 +, Q).

Then there exists only one single topology <~ for the set G compatible
with the structure of the Q-group for G, in which § is the filter of the neigh-
borhoods of the neuter element 0 & G. For this topology the filter of the neigh-
borhoods of an arbitrary point a & G is each of the filters a - § or & + a.

B) If (G, +,Q, 1) &Top 8, then the filter § of the meighborhood of
the neuler element _O & G satisfies the conditions 1°—4°.

Proof. A) We observe first that the conditions 1°—3° asure the
existance of a topology t determined uniquely for the set G which is com-
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patible with the structure of the group for G, and in this topology the
filter of the neighborhoords of the neuter element 0 G is § and for
an arbitrary element a & G is any of the filters ¢ - & and & 4 a ([3],
[12]). We have also to show, that the axiom 3. is also true. For this reason
let us consider an arbitrary element o & Q. Let a(w) = # be and ay, a,, ...,
..., @, &G be an arbitrary system of elements. In accordance with the

above mentioned _
VYV AUV € Ppnirn, = (U EF) A (V= 0tity ... 0, + U) (1)
In accordance with the condition 5° results
VU'IU(U' €8 =3 (Ued) A (UCU)A (U, +, QA (G, +, Q) (2)
From (1) and (2) results: _
VVIU(V & Varg,..crn = (U E &F) A (U, +, Q) A
A(G, +,Q) A (0w aya, ... a, + U CV)). 3
From the formula (3) we obtain that: ‘
VVIU(V € Purgean D (U EFIA(VD 02925 ... 2, + U =
= o(4, + U)(@, + U) ... (4, + 1))). (4

We have that @, + U=V, &%,, ¢, + U=V, ...,a,+ U=V, &%,
Consequently from (3) and (4) results:

V Vaiivaz(v G U?maxa,...aﬂ => (Vax =] o?ax) /\ (Vaz = O?M) /\ LEL IR
| (Vo & %0) A @V, Vs, ...V, C V))O.

that is the mapping 4%:G" — G is continued.

B) The conditions 1°—3°. are satisfied by the filter of the neigh-
borhoods ¥, of the neuter element 0 & G in each topological group, espe-
cially in each topological Q-group. In the following, because Ve (¢(w) =
=1=> w00 ...0 = 0) using axiom 3. from the definition of the topological
Q-group for the point (0,0, ..., 0) &G” in the case of the Higgins

mapping %, :G* - G we obtain:
VoV UIV((a(e) =n) A (U & V=(Vy, Vo oo, V, &%) A
| A (@ViVs ... V, C D).
Replacing in this last formula
o V=N {V,[(V;EF) A (S{L2 ....0)} &,

¢ In the place of IV, IV, ... IV, we write 33V,; in the place of VY, V4,;... Vg
we write V:.‘x,.; and in the place of (3, E A A, EA)A ... A3, € 4) only x,, 2,,..., %p. )



SOME PROPERTIES OF THE TOPOLOGICAL Q3-GROUPS (1) G

we obtain :
VoV U IV(a(e) =n) A (Us P)=>(Vea V) A (0VV ... VCU),
which is identical to the condition 4°. '

TaroreM 2.3. Let (G, +, Q, ©) € Top G, be. Then we have:

VH (H, +,Q) <(G. + Q) =H + Q) (G + Q) and
VH(H +.Q)A(G, +,Q) = H +, Q) A (G, +, Q).

Proof. Because (H, +) <(G, +) respectively (H, +)A (G, +) we

have ([3], [12], [19]) (H, +) < (G, +) respectively (H, +) A (G, +).
In accordance with the axiom 3. of the definition of the topological
Q-group we have

VoV U V723:V((4(0) = 1) A (UE Vane,...a) < (42, 8, -, 3, G H) =
SV, &) A Ve, €E9) A oo A (Va, @%Fa) A (Ve Ve, ... Vo, C ).
| 6
On the other hand:
Via N1V 3t8i((a0 s - .- 8, & H A Ve &%) A Vo, €%,) A
A ANVamET) =D @aVaNE) A SVLNE A 6
Ao A (g EVaL 0 H),
consequently wgigs ... &, € H, and in accordance with the relation (5)

©g:8s + -+ &, € U, that shows us that ogg ...g €HN U =9. Thus
each neighborhood U of the element wa,a, ... 4, intersects with H, which

proves that waa, ... a, € H. Consequently (H, +, Q) < (G, +, Q).
Let (H, +, Q) A(G, +, Q) be. Because (H, +)A (G, +) we have

(H, +) A (G, +) and in acordance with the above mentioned (H, +, Q) <
< (G, +, Q). Thus we also have to prove:

VoVaVigVi(@e) =n) A @€ H) A (g 8» -8 €GN (7

ANISI<n) D (—0gige .- &+ ©8E2 - - - Lia(d + &) Giwt -+ - En Gf7))~

Due to the property a) from the observation 3).that followed the
definition of the topololegical Q-group, we have:

VoVaVigV U V(@) =7) A @ S H) A (80 8n -8 S C) A
A (U SV gty 0B - 8y (@ TE) &y q- g = . 8)
= (V1€ %0 N VaE D?mg,g.----g,-_l(aﬂ,-) g,-_,.l---g,,) A (=V.i+V,CU)
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‘From the axiom 3. of the definition of the topological Q-group results the
-existance of the neighborhoods Ve, §=12,...,i—1, i+1, ... m),

Vaig, for the indicated elements given as indexes, so that we have:
VeV, ... Ve VareVe,  --- Ve, CVa, (9)

. &1
‘where V', is the neighborhood which appears in the realtion (8). Because

(G, +, 7) is a topological group we have for the neighborhood V,,H’, from
the relation (9):

HVG HVE,'((VH+E S o?“'i'g,') = (Va + Vgi g V“+§;))' (10)
From the relations (9) and (10) results:
VeV ... Ve, (Vo + V) Vgprl o Ve, C V. (11)

‘On the other hand we have : Va VV,qa,((e s H) A (V, a%,) =>asHNV,),
from where in accordance with the relation (11) results:
@18 - -+ Li-1(@1 + &) Bivr -+ - &0 & V.
From (8), using the last relation, results: VaoVaVigV U 3a,((a(w) = n) A
NesH)A (81,82 - - -, 8,S6) /\_(UGD?—O)&E:---E”'FQ&&---g;_l(a—*_gi) Giti oo Bu) =
D@ EH) A (—og18s .- . & + ogigs . .. gi-1(t + &) gix1 - - - g =.U)).
Because (H, +, Q) A (G, +, Q) and ¢, & H we have: — ©g18s - - - Ly +
+ g8 ... &i_1(@+8)8 41 ... & S H. Thus U () H == ®, which proves
that each neighborhood of the element
©8182 -+ &y + 0i8s -+ £a(@ T L) Giia ... £ S G,

intersects with H, so:
VoVaVigiVi((@(o) =A@ S H) A (g8 -+, 8 G6) A (< i< n) =
D i &t 018 - £ia(@ - 8) 841 - & € H).
that is (H. +, Q) A (G, +, Q). |

Cororrary. Let (G, 4, Q, 1) & T op 8, ‘be and ({0}, 4, Q) be ideals
zero of the Q-group. Then we- have: ({0}, +, Q) A (G, +, Q).

§ 3. Produet Topology of the Q-groups. Let {G,, +,Q, 7, | va A}
be a family of topological Q-groups where A is an arbitrary set of indexes.
For the cartesian product T {G,|v & A} we consider the structure of the
Q-group and the structure of the product topology. We shall denote this
product topology by 7. We have.

TrarorEM 3.1. (3G, |v €A}, +, Q, 7) & Top G,

Proof. We know that (Z{G,|v & A}, +, T) is a topological group.
We also have to show that for all @ & Q(#n) Higgins mapping k*: (2G,)" -
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— 2G, is continuous. In accordance With [12] for this is necessary and
sufficient to have: Vpp A= C (Gg(;“)n(Pu o k"), where P,:ZXG, - G, is
the canonical mapping.
It is sufficient to show that the diagram:
W

[0]

(2G,)'——-2G,

ijs closed commutatively by a continuons mapping: 17,‘: (ZG)* - (GL)".
Let ((§")ven (8™)vens ---» (8"),ea) be an arbitrary element of (2G,)*
Thorougly the definition: P,((g®)vealg®)vear ---» (8M)en)) = (g0, &2,
o oees &), for each p & A. We prove that this mapping closes commuta-
tively the above mentioned diagram. Indeed:

(P, o 22 (B e @ venr -+ o» @ )vea) =

= P,(z((8M)yenr (8Pen -+ (€F)vea) =

= P, ((0gPg® ... gt),ca) = wgLEP ... g =

= m2 (8D, 89, .- ., 1) = h(P (&) enr (6)yenr - - (80)iea) =
= (420 P)((8")ycnr (6P)senr -+ (80),ea) ;

We also have to show that the mapping P, is continuons for all u & A.
In accordance with [12] is sufficient to prove that the mapping P o P,:
{ZG,)* - G, is continuous, where P:(G,)" = G, is the projection mapping,
for instance after the first component. For this reason let V &, be.
Then we have:

(P o Py3(V) = (P10 )(V) = (P)HPH(V)) =
= (P, &2, .., gI(gM &VIA (e, 80, ... g &G )Y) =
= {((6M)ycnr (8P)senr -+ 1 () ea) | (€D @) A (81)es, (v 7= 1)) A
A (g2, €9, ..., g™ &G

But in accordance with [12] this set is open in the product topology for
Z{G, |v e A}

(Received January 21, 1971)
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UNELE PROPRIETATI ALE Q-GRUPURILOR TOPOLOGICE (I—II)
(Rezumat)

Notiunea de Q-grup topologic este o generalizare fireasch a notiunilor de grup topologic
si de inel topologic. Lucrarea de fati studiazi unele proprietiiti legate de Q-grupurile topologice :
in prima parte dim definitia Q-grupuiu; topologic si citeva exemple pentru aceasti ‘notiune,
Tot aici transcriem citeva proprietiti ale grupurilor i inelelor topologice, care se transpun im
mod firesc pentru cazul Q-grupurilor topologice. In § 2. stabilim citeva proprietiiti elementare
legate de mofiunea de Q-grup topologic. Topologia produs in cazul Q-grupurilor topologice este
subiectul § 3. In § 4. studiem topologia Q-grupurilor cit in cadrul Q-grupurilor topologice.
Este interesanti topologia Q-grupurilor cind avem un sistem complet de vecinititi al elemen-
tului zero, care contine numai ideale. Acest caz este descris in § 5. § 6. contine descrierea teore-
melor de izomorfism pentru cazul Q-grupurilor topologice.

HEKOTOPBIE CBOVICTBA TOIIOJIOTHUUECKHX Q-TPYIII (I-I0)
(Peswome) ' '

Ilonsitne  TomOMOrMYeCKHEt ()-2pynnbi ABISETCH eCTECTBEHHBM OGOGIICHHEM MOHATHF
TOMONOTHYECKOH IPYNNBl M TONOJNOTHYECKOTO KOJAbHA. B cTaThe H3yuwaroTcs HEKOTOpHIE
CBOHCTBA, CBASAHHEIE C TONOJOTHYECKHMH Q-gpynnamu; B NepBOH YacTH CTATbH aBTOp fHaér
orpe JleIeHye TONOJOTHYeCKOH Q-2pynnbi 1 HECKOIBKO NIPHMEPOB LJIsl STOMO NIOHSITHA. IlepemHca-
Hbl T2KXKe HEKOTOPhie CBOMCTBA TONOJOTHYECKHX IPYII H KOJEN, KOTOPHIE NEPECTAHABIHBAITCS
€CTECTBEHHEIM 00pa3oM A/ Clyuas TONONOrHUeCKHX Q-zpynn. B § 2 YCTaHaBJIHBAIOTCSH
HEKOTODHIE SJIEMEHTADHble CBOHCTBA, CBSI3aHHEIE C TOHSTHEM TONOJOTHYECKOR Q-zpynnel.
Tononorus-nmponssefiene B CNyuae TONONOCHYECKHX Q-epynn cocraBiaser npeaMer § 3. B
§ 4 msywaerca Tomonorus Q-haxmop-spynn B paMKax TONOJOrHYECKHX Q-gpynn. UHTepecHa
TONOJIOTHS Q-2pynn TOTXa, KOTAA HMEEM MNOJIHYIO CHCTEMY OKPECTHOCTEll HYJEBONO SJeMeHTa,
KOTOpasi COJNEPIKHT TOJBKO MAeadrl. ITOT caywait omucan B § 5. B § 6 onucanu TEOPEMbd
H30MOP(MaMa A8 Clyuas TONOJIOTHYECKHX Q-2pyni.



SUR LES ESPACES A CONNEXION AFFINE AVEC TORSION
RECURRENTE

P. ENGHIS

Soit A, un espace & connexion affine non—symetnque F,k les composants
de sa connexion affine et T,k = I"k — I‘k, le tenseur de torsion. En con-
tractant le tenseur de torsion T} en 4 et j on obtient le vecteur de torsion
Ty = Tfk. Du tenseur de torsion, par produit tensoriel et produit tensoriel
contracté, on déduit [1] les tenseurs

;h'ler; ;k' 0 ;:k'T:i; Tu= }k'T{l (1)
§’il existe dans l'espace A, un vecteur covariant ¢, tel que
T;'.k,r = @y T;k (2)

ot la virgule désigne la dérivée covariante par raport a T, on dit que es-
pace A4, est avec torsion récurrente.
De la relation (2) par contraction en ¢ et j on obtient:

Tk,r = Pr - Ty : (3)
donc:

1. Dans un espace A, avec torsion récurrente le vecteur de torsion est
técurrent avec le méme vecteur de récurrence.

En prenant la dérivée covariante des tenseurs donnés par la relation
(1) on déduit:

2. Les tenseurs obtenus du tenseur de torsion par produit tensoriel
et produit tensoriel contracté, dans un espace A, avec torsion récurrente
de vecteur ¢,, sont récurrents, de vecteur 2gp,.

En tenant compte de ce résultat et du fait que le dernier des tenseurs
de la relation (1) est aussi symétrique, on obtient:

3. Les espaces A, avec torsion récurrente sont des espaces de Weyl
généralisés [3].
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Dans un travail antérieur [4] j’ai introduit les espaces A, qui sont
les espaces avec connexion affine A, pour lesquels la différentielle extérieure
de la forme de Pfaff o, associée au vecteur de torsion T, o= T,dx* satis-
fait a la relation:

Do = % T; - Tilds"dx"] 4)

Supposons maintenant que les espaces 4, sont avec torsion récurrente.
- De la relation

T;j— T =0 (5)
qui caractérise les espaces A, [4 théoréme 1], si on tient compte de (3)
on déduit:
. . o T, =9, - T; (6)
de laquelle il résulte: ,
@; = ol (7)

olt a = a(x*); donc:

4. Dans un espace A, avec torsion récurrente le vecteur de torsiom
est proportionnel au vecteur de récurrence.

De (6) on déduit que le tenseur

) Oy =¢;-T; ' (8
est symétrique. En prenant la dérivée covariante de (8) on obtient:
al . ‘
Dir = (T + 20,) O (9
dx’ .

donc:
5. Dans un espace 4, avec torsion récurrente le tenseur @y = o, Ty
est symétrique et récurrent de vecteur de récurrence

o =203 4 90,
) axr »
Dans le travail cité plus haut [4] j’ai montré que le tenseur du second
membre de la relation (4) de définition des espaces A4, est donné par
T; - Th= Qy A (10y

olt Q;; est le tenseur contracté du tenseur Qj;; qui intervient dans l'expres-
sion du tenseur de courbure I}y de la commexion T}, [1], [2].

F;;kj = Six + '51; -Q;-nkj (11)

S;';k,- étant le tenseur de courbure dela connexion symétrique S}k =1 (1‘}; +
2

-+ I%;) associée & la copmexion ke
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En tenant compte de (2) on obtient:

, o ., ) ,
6. Dans un espace 4, avec torsion récurrente le tenseur Q; est récur—
rent de vecteur de récurrence 2 o,.
De la relation (2), (7) et (10) on déduit que:

7. Dans un espace A, avec torsion récurrente nous avons

ij = % . T;k,s (12)'

Si dans la relation connue [1], qui existe entre le tenseur de courbure:
et le tenseur de torsion

T + Thg + D = Thw+ T+ Thivs+ T Tis + TinTi + T3 Ths (13
dans un espace A,, on tient compte de (2) et (7), on obtient:

8. Dans un espace 4, avec torsion récurrente, entre le tenseur de

courbure et le tenseur de torsion il existe la relation
P;kh + T+ Thip = (a T3 8% + Tin) T + (2T 8 + T5) T + (14
+ (aT;8 4 T%) Ths

De la relation (14) en contractant en 4 et & on déduit
T — Ty + Ry = (a + 1)Qy (15)

ott I, = T}y et Ry = I'y;, telation qui existe entre les tenseurs contractés.
du tenseur de courbure de I'espace A, avec torsion récurrente.

Remarque. Sil'espace A, est un espace riemannien doué d’une connexi-
on asymétrique, de la relation (12) et de la relation (1,14) du travail antérieu-
rement cité [4] il résulte que « est une constante égale a deux. '

(Manwscrit regw le 10 janvier 1972
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ASUPRA SPATIILOR CU CONEXIUNE AFINA CU TORSIUNE, RECURENTA
(Rezumat)

In lucrare se consideri spatiile cu conexiune afinj cu torsiune recurents. Se dau citeva pro-

+prietiti generale (teoremele 1, 2, 3), apoi se considers spatiile ;f,', definite de (4) pentru care se
dau de asemenea citeva proprietifi in cazul cind torsiunea este recurentd (teoremele 4, 5, 6, 7
g 8).

O MPOCTPAHCTBAX C A®®HHHOM CBSISHOCTBIO C PEKYPPEHTHEBIM
_ , KPYUEHHEM

(Pesiowme)

PaccmatpHBaIOTCS NMPOCTPAHCTBA C ahdHHHOA CBA3HOCTHIO C PEKYPPEHTHHM KpYJeHHeM.

JlaioTcs BekoTopHIe OBinHe cBoiCTBA (Teopemnt 1, 2, 3), 3atem PaccMaTpHBAIOTCS NPOCTPAHCTBA A,,,
onpejeJIEHHEE NPH NOMOIIY (4), 417 KOTOPHX KAIOTCS TAKIKE HEKOTOPhIe CBOACTBA B TOM cayuae,
XOrja KpyuenHe sBJsieTCS PEKYPPEHTHEM (TeopeMu 4, 5, 6, 7 u 8).



PROPRIETES DE I'INTEGRALE M, DANS DES ESPACES
LINEAIRES

MARCEL RADULESCU

1. On considére un espace linéaire X ayant comme corps de scalaires
1e corps R des nombres réels. Soient #, » & X ; on note par [#, v], le seg-
ment d’extrémités #, v c’est 4 dire I'ensemble des points 2 g X :z = h(t) =
=tu+ (1 —#)v, tg [0, 1]. Nous notons pour un ensemble 4 C [#, v],
par t, [0, 1], ensemble des valeurs du paramétre ¢ e [0, 1], de sorte
que i(t) g A, t s t,, et par ¢, la valeur du paramétre ¢ pour laquelle A(Z;)
—z. I'ensemble A est mesurable si ¢ 4 est mesurable et m(4) = m(t A).
Une base B C [, v] est un ensemble pour lequel #, v & B et m(B) = L.
Un systéme de points D(z, 25, .. ... » %) de sorte que z=u, % =71,
zz&Big{1,2 ..... , Ryett,, s <t 1 {l, 2, ..., kR — 1}, sera nommé
une division de la base B.1a classe .des divisions d’une base B sera notée
par ¥p. Si on éerit £ =14, 5 & D, ig{l,2 ..., k}, le nombre

& = 3(D) =l<nilgkx—l(ti+1 — )

sera nommé norme de la division, D. Soient D,, D, g %5 et 3(D,) >
> §(D,), on dira que D, est moins fine en norme que D, ét on écrira
D, <3 D,. Si 3(D,) > 8(D,), on écrira D, <3 D,.

Un systéme de paires de points d:{x;, %), 1&{1,2 ...,k de
sorte que =x;, y; & B, {, <{, et

(o 1) O (bep b)) = B, =2 ] | (L1)

sera nommé une sous-division. de la base B..Si & est un nombre fini la sous-:
division d est finie. Les nombres

& = 3(a) —1S<111£k (by; — ts;)
k

A=Ad) =2t — )

i=1

2 — Mathematica—Mechanica 1/1973
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seront nommés la norme de la sous-division et la norme absolue de 1a sous-
division. La classe des sous-divisions d’une base B sera notée 5. Soient
dy, dy C %% ; si de (x], i) & d, il résulte que (x}, ¥y & dy, alots d; C d,.
Dans le cas ot 4, C 4, et d, C d,, on a d; = d,. On considére deux sous-di-
visions 4y, d, & ¥} ; si A(d) > A(d,), on dit que d; est moins fine que d,
en norme absolue, et on écrit d, <a'd,. Si A(d,) > A(d,) on écrira d, <4 d,.
A une sous-division d: (;,%,), i< {1, 2, ..., £}, il correspond un ensem-
ble ouvert

2
ea = U (s, &) (1, 2)
i=1
et aussi
&
C,i = 1}L=Jl {tx’- ,‘—tz'-}

. Réciproquement, & un ensemble ouvert du type (1, 2) pour lequel les re-
‘lations (1,1) sont satisfaites, il correspond une sous-division 4 de la base
B. Soient 4, d, € X3, alors la sous-division d =d, |J d, pour laquelle
e;=es\J €s, — Cq, — Cq,, sera nommée la réunion des sous-divisions 4,
dy, et la sous-division d = d; (| d, pour laquelle ¢; = ¢, () e4; sera nommée
I'intersection des sous-divisions dy, d,. Si ¢;, ) €5, = &, on dit que d, d,
sont disjointes et on écrit d, N d, =
Deux couples (x;, ¥, (%, y;i) & d sont liés si x; = y; ou y, = %;.
Une sous-division 4 C d est une composante de la sous-division d si tout
couple (%;, ¥;) & d, est lié & un couple au moins de la sous-division 4 et
n’importe quel couple (x,, ¥) & d, (%, ¥,) & 4 n’est 1ié & aucun couple de -
la sous-division d. Les composantes d’une sous-division seront, dans tous
les cas finis, tels que les couples d’une composante d peuvent é&tre nummé-
rotés de sorte que y; = %41, j & {1, 2, ..., b — 1}. Soient d,:(x}, _'y;:), .
je{l2 ...h} is{l,2 ...k} les composantes de la sous-division d.
On notera par d, la sous-division réduite d, :’(xf, y;;i), tae{l,2 ..., k).
On démontre (voir [3], [4]) que la relation

: (dl U d2)r = [(dl)r U (dZ)f]r ) (1: 3)

a lieu. Etant données d,, d, = ¥}, s'il existe une sous-division d, == @ de

sorte que dy =\Jd;, dy=dy U d, et (@), Cdy, i (1,2 ..., m} ondit
i=1

= .
que d, est moins fine que d, et on écrit d; < d,. En utilisant la relation
(1,3), il résulte de d, < d, que (d,), = (d,),- On peut considérer, en parti-
culier, la relation de finesse entre les divisions D; < D,.

Soit B une base du segment [, v]; alors le couple [#%, <;] consti~
tue un ensemble dirigé (voir [1], [2]). Les conditions de réflexivité et de
transitivité de la relation <(; sont évidentes. Et pour D,, D, & ¥z ont
dieu les relations: D; YD, & %5 D, <sD, U Dy, Dy <sD; {JD, On

A
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remazqite de méme que le couple [¥}, <a] est un ensemble dirigé. Dans
ce cas, d <a d, et'il résulte de dy <a dy, dy <a dy que d; <a d,. Nous
avons, - pour dy, dy & Xp, dy N d, & Kh et d; <a di N 4y, dy <a di ) d,.

Considérons un ensemble dirigé [Q, —<] et une application ¢ :Q — Xz.
On peut considérer la suite généralisée [3[¢(g)], ¢ & @, <]. Si cette suite
est convergente et i la limite zéro,

liin 3[e(9)]1 =0, (L 4)

on dit que la suite généralisée [o(g), ¢ = Q, —] est admise.

2, On considére un espace linéaire topologique T, ayant comme corps
de scalaires le corps R des nombres réels. Soit B une base du segment [, v],
de Tespace linéaire X. Pour une application f: B — T et D(zy, 25, ..., %)
une division de la base B, la somme

KA + flzi )

o(f, D) = 2,

2y 2 (i1 —2) -
est notée par off, D). De méme, pour d:{x, ¥;), 1 {l, 2 ..., k}, une
sous-division de la base B s’écrit

. k .
O'(f, d) — Z-\{f(xi) :f(yt) (ty,- . txi)-

Dans ce cas, o(f, D) est une application o: %z — T et o(f, d) 'application
c: %5 — T. Parce que [Xp, <] est un ensemble dirigé, on peut considé-
rer la suite généralisée [o, ¥p, <] = [o(f, D), D & Xp, <;]. Dans ce
qui suit'on va noter par [t(9), ¢ & Q, —<] = (v, @, —), v: Q - T une sous-
suite généralisée de la suite généralisée [o, %5, <3]. Dans ce cas (voir [2])
il existe une application ¢:Q — ¥, de sorte que v = oo ¢ et pour tout
D & %, il existe g, & Q tel que si ¢, — g, alors

D <5 ¢(9)- (2.1)

DripiNiTION 2.1. Si la suite généralisée [o, ¥ 5], est convergente
on dit que l'application f:B — T est intégrable M, sur B. Dans ce cas,
la limite de cette suite généralisée est nommée intégrale M, et on écrira

lim of, D) = (M,) { f(z)dz.
B
11 résulte des propriétés de la suite généralisée convergente que le théo-
réme suivant est vérifié. :

TaRoREME 2.1. La condition nécessaire et suffisante pour que Uapplica-
tion f: B — T soit intégrable M, est Uexistence du point Iy < T tel que pour
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chague voisinage V(Ig) dw point Ig, il existe n & R* tel que pour chaque
D& ¥%g (D) <n a liew Uappartenance o(f, D) s V(Ip).

THEOREME 2.2. Soient B, et B, deux bases du segment [o, v] o Uappli-
cation f:B — T, ott B'= B,|J B,. Si lés restrictions fs,: B1 — T, et fp,: By—T
sont intégrables M,, alors

) (f@)d = my) { sy

Démonstration. La suite généralisée [o, Hp <<s5], ot B= B, B,
‘est une sous-suite généralisée de la suite [o, #p,, <] et de la suite générali-
sée [6, #p,, <s]. Dans les deux cas, 'application qui détermine les sous-
suites généralisées est l'identité o(D) = D, D & ¥Hp. Alors, par hypo-
these ' ’ :

(M) § fle)dz = tim o(f, D) = (M) { fle)dz.

By By

TurOREME 2.3. La condition nécessaire. et suffisante pour qu'une suite
généralisée (v, Q, —<), ©:Q — T soit une sous-suste généralisée de la suite
généralisée [o, Xy, 5] est qu’il existe une application ¢ :Q — Ky, de sorte
que la suite généralisée [o, Q —] soit admise.

Démonstration. Soit (v, @, —<),_ 7:Q — T une sous-suite généralisée
de la suite généralisée [o, %5, <3]. A un € > o il correspond une division
D, & %y de sorte que 3(D,) < . Conformément a (2,1) il existe g, & Q
de sorte que pour n'importe quel ¢ & @, ¢: —< ¢, D. <5 ¢(g) ; autrement
dit: 3[p(g)] < 3(D;)) < e. Il résulte que la suite généralisée [3[p(q)],
¢S Q, < ], se trouve éventuellement dans le voisinage V, de l'origine
et la relation (1, 4) est donc vérifiée. ‘ }

Réciproquement, étant donné (, @, —), =: Q — T, supposons qu'il
existe I'application ¢:Q — #; de sorte que [¢, ¢ § Q —<] soit admise.
Soit D & %p, et e = §(D); la suite généralisée [3[p(g)], 9@, <] se
trouve éventuellement dans le voisinage. ¥V, de l'origine. Il existe donc
q,,- de sorte que pour n'importe quel ¢ & Q, 9. —< ¢, S[p(¢)] & V., et par
conséquent 3(p(g)] < ¢ = 3(D).. Il résulte que, pour ¢ & Q, g, —< ¢, nous
avons D <, ¢(g)-

Si f: B — T est une application mtegrable M, alors, I'application
Cf:B - T, o C est un nombre réel, est intégrable M, et 1’égalité

(M) Cfla)az = ) § fle)az 22)

B

a lieu. Cette propriété est une conséquence de la relation ¢(Cf, D) =
Co(f, D), D & %5 et des propriétés des suites.généralisées convergentes.
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‘8ify:B, = T, f;:By,.— T, ot By, B, sont des bases du. segment [n, v}
sont des applications intégrables M,, alors l'application f; 4 f,: B = T,
B = B, (\ B, est intégrable M, et V'égalité

(M)  A@ + fule) ¥z = 1) [fdz + (04 [ fldz 23)

a lieu. En effet

| olfs + fu D) = olfu D) + olfu D), D Xy
et
fim o(jy -+ o D) = lim ol D) + lim o(J, D).

On considére w — hy, w, W + by & B, ly_p, <ty < twin,. Soit d,:
(w — hy, w); (@, w + hy). On notera par ¥}, la classe des sous-divisions
de la forme précédente. Alors, le couple [#3},, <a] est un ensemble di-
rigé. La vérification des propriétés de réflexivité et de tranmsitivité est
mmédiate. Pour vérifier la troisiéme propriété, on remarque que de
d,, dp & Ao, il 1ésulte dy N dy S Kbw et do <a di ) du, d0'<a do () do-
Soit f: B — T; nous allons noter par p, : X3, — T I'application p,(f, d,) =
= o(f, d,) — o [f, (4,),). Enfin, on notera par 6 = 6, I'élément nul de
_ Tespace T

DEFINITION 2.2. On dit que P'application f:B — T vérifie la propriété
S, dans le voisinage du point w & B, w £ u, v, sur B, si la suite généralisée
lew Xbo, <al= [pu(f %), @ & XBw, <a] est convergente et a la li-
mite 6, lim p,(f, d,) = 0.
p)

w

THEOREME 2.4. On considére deux segments de Uéspace X, [u, v], {v, w],
de sorte que %, <?, <%, et les bases B, C [#,v], ByC [v, w]. Sou
B = B; \J B, et Uapplication f:B — T. Si les restrictions de.l’application f,
fi:Bi =T, fo : By > T sont intégrables M, et si f vérific la propriété S,

dans le voisinage du point v sur B, alors f est intégrable M, sur B et I'égalité

01 (feris = 0L (fde + @) (s @)
a leu. IR

A Démonstration. Soit %5 la classe des divisions de la base B, de sorte
que si D" %5 alors v & D’. En ce cas, pour D' & %p, il existe D& %s,,
D, & ®p, de sorte que o(f, D') = o(f, D1) + o(fz Dg). Parce que, par
hypothese, ‘ '

lim olfy Dy = W) [ s, tim olfy, D) = 0,) { fi)és

B B,
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il résulte que la suite.généralisée [o(f, D’), D" g ¥5, <;] ést‘conir'lergente,
et, pour D’ g %3 la relation : : : :

fim of, D') = (M) { fldz + (1) { o) (2.5)
B B
a lieu.

Si D& %5, D & %3 il existe d, & %X, de sorte que pour la division
D'=D )4, a lieu la relation D’ & %5. Dans ce cas o(f, D) — o(f, D) =
= o(f, d,) — o[f, (&)1 = p(f, &) et donco(f, D) = o(f, D) — p,(f 4).
On remarque que A(d,) < 3(D). De (2,5) et du fait que f vérifie la propri-
été S, dans le voisinage du point v sur B, il résulte que la suite géné-
ralisée [0, Hp, << 8] est convergente, et I'égalité (2,4) a lieu. '

DriFINITION 2.3. On dit que ’application f:B — T vérifie la propriété

S, sur Bsi la suite généralisée [p(f, d), da %t <al= [p, X, <al

est convergente et a la limite 0:1im p(f, d) = 0, o% I'application ¢ : X3 —
d .

—> T est donnée par la relation o(f, 4) = o(f, d) — o(f. 4,). 4

On remarque que pour n’importe quel w & B, w =~ #, v, la suite géné-
ralisée [p,, X5 <a] est une sous-suite généralisée de [p, X3, <a]l Il
résulte que si I'application f:B — T vérifie la propriété S, sur B, alots
elle vérifie aussi la propriété S, sur B dans le voisinage de n’importe quel
point w & %, w=tu, v.

Ytant donnée une suite généralisée [§, P, —], ¢:P — ¥, on peut
considérer la suite généralisée [A(Y(p)], » & P, <]. Si la suite généralisée
[Al$(0)], » & P, <] est convergente, et a la limite zéro

liPm AfL(2)] =0, - (26)

on dit que la suite généralisée [, P, —<] tend vers zéro en norme absolue.
Ces notions étant données, la propriété suivante a lieu:.

La condition nécessaire et suffisante pour que la suite généralisée [,
P, <], m:P — T soit une sous-suite généralisée de la suite généralisée
[e, %5, <a] est qu'il existe une application ¢:P - %%, de sorte que
1a suite généralisée [{, P, —] tende vers zéro en norme absolue. La démon-
stration de cette propriété est analogue a celle du Théoréme 2.3 ; celle-ci
peut étre suivie pas & pas, avec les changements correspondents.

TatorEME 2.5. Si VUapplication f:B — T est intégrable M, sur B,
elle vérific la propriété S, suy B. : )

Démonstration. On considére une sous-suite généralisée [n, P, —],
7:P - T de la suite généralisée [p, #% <<a]. Alors l'application ¢:P —
—H} existe, de sorte que la suite généralisée [¢, P, —<] tend vers zéro
en norme absolue. Soit p & P et d, g X% de sorte que ¢(p) =d,. La
division D, & %5 existe de sorte que (d,), C D, et

3(Dy) < A(dy). (2,6)
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Nous notons par Djj la division D} = D, | dp. Il résulte alors de (2,5)
et (2,6) que les sous-suites généralisées [, P, —<], ¢:P — %p, o(p) =
= Dy .et [¢', P, <], ¢ :P %z ¢'(p) =D, sont admises, et donc
qu’elles sont des sous-suites généralisées de [o, ¥p, <5]. Parce gue o(f,
@' (0)]1 — olf, 9(8)] = olf. dy] — olf, (ds),] = o(f. dp]. & P, il résulte de

lim o[f, ¢'(p)] = lim o[f, 9($)] = (M) {fi)az

quelim p(f, d,) = 6.
»

(Manuscrit regu le 16 juin 1971)
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PROPRIETATI ALE INTEGRALEI M, IN SPATII LINIARE
(Rezumat)

™ TSe definegte integrala M, a unei functii f:X — T definite pe un spatiu liniar i cu valori
intr-un spatiu liniar topologic.{Se dau mai multe proprietiti ale acestei integrale intre care o
conditie necesard ca f:X —» T si fie integrabila M, pe baza B.

HEKOTOPHIE CBOMICTBA UHTETPAJIA M, B JIMHENHBIX ITPOCTPAHCTBAX
(Pesome)

PX Onpenensiercst HHTerpan M, opmuoit GyHxkuus f:X — T, onpefenédHHOR Ha JHHeHHOM
NPOCTPAHCTBE H CO 3HAYEHHSIMH B JIHHENHOM TONOJIOTHYECKOM NpocTpaHcTee. ABTOP XaéT HeCKOMb-
KO CBOfICTB STOrO MHTerpaja, Cpefil KOTODHIX H OJHO HEOGXOJHMOEe YCJIOBHE JUIS TOro, YTOOH
J:X = T 6nna HaTerpHpyeMoit M, Ha ocHOBaHHH B.



ASUPRA METODEI F, IN CAZUL NELINIAR

GAROFITA PAVEL

1. In [1] se prezinti o metodi pentru a obtine solufii aprox1mat1ve
pentru problema lui Cauchy

& = ft, %), %(a) = %o . (1y
Solufia aproximativi se obtine pe nodurile
Ty=1{1=01,....M;ty=a §; <t;4CI
si se noteazi cu X; valoarea solujiei aproximative pe nodulf;, (¢ =0, 1, ...

.. M)
, M).
Pentru determinarea vectorilor X; se ataseazd un sistem de ecuatfii

F"(X”, Xﬂ+1, ey X”'*'k) = Q. ‘ (2)’

In lucrarea [1] se dau diferite metode de construcfie a sistemului
(2)-

Una din metode conduce la studiul urmitorului sistem neliniar:
Xoir = Mo iBusfCoirr Xoys) +2 G

unde h,,,, B, sint numere, jar z un vector constant cu semnificatii bine
precizate.

Pentru studiul acestei probleme autorul foloseste teorema de punct
fix a lui Banach.

In nota de fatd né propunem studierea rezolvabilititii sisterului neli-
niar (3) in condifii mai pufin restrictive, folosind o teorema de punct fix
in spatii cu metricd vectoriald.

Fie RO spatiul liniar real @ — dimensional.
Definim o normi in R? prin

IX|| = |XY + | X2 + ... + |X5| dack X = (X%, X2, ...., XO).
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s

Presupunem ci functia f satisface urmitoarea condifie Lipschitz gene-

.ralizati
(¢ ) — f&. 9)| < Lilx — yll, 4)

unde L este o matrice pitratici Q — dimensionald nenegativi.

Considerim aplicatia

G:RS s Re .

definita de :
X hn+kﬁnkf(tn+k’ X) + Z.
Tinind cont de conditiile (4) obtinem

NG(X) — GO < By aBarl [ fCnar X) — fllgan VI <

< Bps|Bosl L IIX =Y I

Dacd £, 4|8, |L este o matrice Hadamard atunci sintem in conditiile
teoremei de punct fix a lui Perov [2] si, prin urmare, ecuatia (8) are o
solufie unicd ce poate fi obfinuti prin metoda aproximatiilor succesive,
pornind de la orice element din R. ;

Pentru a ilustra avantajul acestel metode dim urmitorul exemplu:

2. Exemplu. Considerim sistemul
% =t+2llsin %, + 2%,

cu Xo = (1) O)) (5)
%, = 100 %, + %cos %g

.alegem k=1, F={0}, D= {1} si sistemul de funcfii g, =1, g, =&
In acest caz sistemul F — metodei [1] este
Xin+ E Xy = kn+k2 ﬂvnf£+k
vgEF vebh -

unde

. , =1, 2
Bar=Fltasn Xngs) 0,1,....M—k

ton = — gn Puti, VG F
Bun = gu Pwier, v& D
8 = (81(hurs)s &alltnsp))™
Py este coloana a v — 4 a matricei P,

P =(gl(t't+v— s+h—1)> Galfnty — tuir—1) )"EF

hn+kg{(tn+v — n+k—l): hn+kgé(tn+vtn+k—l) vGD +
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ASUPRA METODEI Fn IN CAZUL NELINIAR o7

Tn cazul nostru

» .
(0 0y = (o)
Pl = 1 ) 0
O hn) tm= (;)
hpt1
_ dnﬁ = — gf?».y.o = (— 1; h,.+1) ((1)) o= — (Lo

0
Buu = gapmiy = (L Hypa) (_1_) uy = e
B 11n+1
© Sistemul va fi deci

’ ’ 1 . ’ ’
Xop1 — PoXp = hn+l(tn+1 + .S Xos1+ 2X§+1) 154
1) ,
Krs — poXn = hna (5Xnss + —cos Xisa)ed,

n=0,1,...., M—1.

84 vedem in ce condifii se poate aplica teorema lui Perov. Sistemul (1)
se poate scrie

it = G Xnss, Xoa)
w1 = G Xonp1, Xi41)
si obtinem o apiicatié G:R2 > R?, definitd de (x, y) — (G, ¥), G(x, ¥))~

‘Consideram A = 100
1

pi= 3
o= 1.
Sistemul, lucrind in [0, 1], cu nodurile £, =0, #, = _:, £y = L, ty=s
' 3

=é—, M =3, devine
; ) .
Xy — Xu= n+1(tn+1 + —sin Xp41 + 2 X121,+l) 1
200 5
5

X3 — Xo = luir (100 Xoe1 + 1—(1)—0005 X1 ) 2

Xe=(L0);n=01,2.
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Pentru calculul Iui X, X,, X, se aplici metoda aproximatiilor succe-
sive. Calculele au fost efectuate la calculatorul FELIX C-256, dupi urma-
torul program scris in FORTRAN:

DIMENSION X(4), V(4), H(3), T(3), U(50), V(50)
READ (105,1) X(1), ¥(1)

1 FORMAT (2Flo. 7)

READ (105,2) (H(N), N =1, 8), (T(N), N = 1,3)
FORMAT (6Flo. 7)

DO10ON=13

OCONINUT R WO~
¢

M=1
U(M) = X(N)
V(M) = Y(N)
1011 MPU=M -1
11 U(MPU)=X(N) + H(N)*(T(N)4 SIN(U(M))/200 +2*V(M))/5
g V(MP;{J) - YI(N) + H(N)*(100*U(M) + COS(V(M))/100)/5
M = MPU—
14 IF(ABS(U(MPU) — U(M)). GE:0.00001.0R.ABS(V(MPU)—
15 A —V(M)).GE.0.0001) GOTO11 |
16 NPU = N + 1 ‘
17 X(NPU) = U(MPU)
18 10 Y(NPU) = V(MPU)
19 WRITE(108,3)

20 3  FORMAT (1H1,5x, 47HSOLUTIA APROXIMATIVA P
21 B PUNCTELE T(1), T(2), T(3)/ 5X, 50(1H*) :
22 WRITE (108,4) (X(N), N = 1,4), (Y(N), N = 1,4) ,
23 4  FORMAT (IHI, 5X, 4 (Flo. 7, 2X)/6X, 4(Flo. 7, 2X))
24 STOP '
25 . END '
Solufia aproximativi pe punctele T(1), T(2), T(3)
SRR EXEEBRBEIRBR KGR EERRKRNERER RS SRS ®EEKE * ek RREE

1,0000000 1.0127106 2.7358065 4.2111712
.0000000  5.0005007 21.8794861 30.9985046

Prin urmare solutia problemei (5) calculati aproximativ pe nodurile
0L, L §ileste: '
4" 3 2 :

%,(0) = 1.0000000, % (%J = 1.0127108, =,

(l) = 2.7358065
3
%,(0) = .0000000, Xy (%) = 5.0005007, =, (%) — 21.8794861

5 (L) = 42111712,
2

(Intrat tn redactic la 25 iamuaris 1972)

)
xz(%) = 30.9985056
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O METOIE F, B HEJIMHENHOM CJIVUAE
(Peaome)
TIpuvenss meton, F, [1], a Tak:ke Teopemy ¢ HemogBHKHOR Toukol Ileposa, aBTOp HaéT

MeToA AAs UHCJOBOrO pacyéra pemenus 3ajnaud Komm. Jadrest TakxKe onun mpuMep. Pacu@rut
OHJH BHINONHEHH Ha 3/1eKTPOHHON BHMHCANTeNLHOR Mamune FELIX C-256.

ON THE F, METHOD IN THE NON LINEAR CASE
(Summary)
A method for the numerical calculation of the solution of Cauchy’s problem is given by

applying the F,, [1] method and a Perov’s fixed point theorem. There is also an example for
which the calculations were catried out on the computer Felix C-256.



ON COMMON FIXED POINTS

I0AN A. 'RUS

Let (X, 4) be a complete metric space and two mapping g X->X.
The purpose of the present paper is to investigate under what conditions
f and g have a unique common fized point, i. e, %,& X :f(#,) = g(%,) = %,.

TroreEM. Let (X, d) be a complete metric space and f, g: X —» X,
two mappings for which there exist numbers o, B, y&R,, « +28+2y <1,
such that ‘

A(f(x), g()) < od(, 3) + B[4(%, f(%) + 2. 8(y))] + vd(x, g(y)) +a(y. fx))]

(1)
for all x, y & X.

Then f and g have a unique common fixed point.
Proof. Let % be any element of X, and we consider the sequence
%y = f(®), %y =gH), ---, %2 = g(F2n—1), Xani1 = f(Ha)s --. (2)
We have

A%, %) = d(flx, g(x)) < ad(2, %) + Bla(x, %) + d~(x1: xz)] +
+ y[d(x, %) + d(%y, %1)] < ad(x, %) +
+ Bld(x, x5) + d(x1, %2)] + y[d(x, x,) + A%y, %]

Hence

A%y, 55) < 2B Y, %)
1—B—v
Similarly we have

d(xy, %3) < :—i—s% a(%y, %)
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And by induction

d(x’t‘ x”+1) <[:—i-%(]"(d(x; Jxl)J

‘which implies that fhe sequence (2), is fundamental. Let x, be the limit
-of this sequence. We have
Axo flxe) < Ao %oa) + (%o, d(%0)) < Ao, %ow) +
+ BlA(xo, fl#0)) + A(%2n—1, %20)] + v[A(%or %on) + A(H2n—1, f(20)].
cand for n — oo, we have, d(x,, f(%)) = 0,.i.e, f(%;) = %,.
In a similar way we can prove that g(x,) = x,.
Let us prove that x, is a unique common fixed point for f and g. If
there exist another common fixed point, #j, then
(%o, ') = d(f(xo), g(%)) < w d(o, %)) + 2yd(%,, %),
which implies that x, = x;. :
CoroLLARY 1. (Kannan [4]). Let (X, d) be a complete metric
space and f, g: X — X, two mappings for which there exists a number

PaR,, ﬂ<%, such that

Af(), &y) < 8 [d(x, (%) + dly, g(v))]

Joral x, y s X.
Then f and g have a unique common fixed point.
Cororrary 2 (Chatterjea [2]). Let (X, d) be a complete metric
space and f, g: X — X two mappings for which there exists a number v < R,, -

v < % , such that

a(f(%), () < v [A(% &(y)) + d(y, f(%))]

for all %, y g X.
“Then f and g have a unique a common fixed point.

CororrLArRY 3 (Ciric [3]);seealso Avramescu [1], Reich [5],
Rus[6], [7], Zamfirescu [8]). Let (X, d) be a complete metric space
and f: X — X, a mapping for which there exist numbers a, B vysR,,
o« + 2B + 2y < 1, such that '

Af), J9) < wd(z, 3) + BLdlx, f) + (. 7)) +
+ 1 5, ) + (3, f)]

Jor all %, y 5 X.
Then f has a unique fixed point.

(Received October 3, 1972)
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ASUPRA PUNCTELOR FIXE COMUNE
' (Rezumat)
Fie (X, d) un spatiu metric i f, g: X —» X. Se dau conditii ce asiguri existenta in mod unic
a unui punct fix comun pentru aplicatiile f i g. Rezultatul principal al lucr#rii este continut in

Teorema 1. Fie (X, d) un spatiu metric complet i f, g: X — X, doui aplicatii astfel
fncit existd o, B,y ERy, « + 28+ 2y <1 i

a(f(#), 8) < wd(x, ¥) + Bld(#, f(#)) + 4y, O] + Y[d(#, g(») + dly, f(#)].

In aceste conditii aplicatiile f i ¢ an un singur punct fix comun,

OB OBIIMX HEINOABMXHbBIX TOYKAX
(Peaome)
Ilyers (X, d) — MeTPHYECKOe NMPOCTPAHCTBO M f, £: X — X. IlaioTc;I yca0BHs, ofecne-
©UBalOlHe CYlleCTBOBAHMe ONHOK o6miell eJHHCTBEHHOH HENOABHIKHOM TOUKH JJIS OTOOpaKeHHH

f B g. OcHoBHOH pe3yabTaT paGoTH COJAEPKHUTCH B
Teopeme 1. Tlycrs (X, d) — moaHoe MeTpHUeCKOe IPOCTPAHCTBO H f, g: X — X — 1pa

oTofpaXkeHHs!, TaKHe, YTOOB! CYILLECTBOBAJIH
o, By ERL, 2428 + 2y <1 ¥ d(f(¥), () < od(%, ) +
+ Bld(x, f(#)) + d(y, e))] + v[@(=. g(9) 4+ d(y, f(#))].

B sTHX ycnoBHAX 0TOGpaKeHHS f B g HMEIOT OFHY OGIUIYI0 HENOABHIKHYIO TOYKY.

3 — Mathematica—Mechanica 1/1973



CONVERGENCE THEOREMS FOR SEQUENCES OF LINEAR
TRANSFORMATIONS

LUCIANA LUPAS

1. Let Cy[a, 2] be the space of all real functions which are defined
and continuous on [a, b], @ < 0 < b, vanishing at the point x = 0. This
space is normed by means of the uniform norm. We define the functions
e, Cola, 0], k=12, ..., by :

) =t tesa b, k=12, ....

DerpiNITION 1. 4 sequence of functionals ¢, : Cyla, 0] >R, n=1,2, ...,
of the form

b

w(f) = (1) dw,t), f&Cola, bl n=12"..., M

where w,, n =1, 2, ..., are signed measures, belongs to the class &
if the following properties are verified:

(i) (P”(el)=0,'ﬂ=1, 2: ey

(ii) tdw,(f) <O for every g [a, O[ and #n=1, 2, ...

t dw,(t) > 0 for every v&]0,8] and n=1,2, ....

S o Ry

DrriNtriON 2. A sequence of operators L,:C, [a, b] — Co[a, b1,
n=1,2, ..., defined by

(La)(x) = Sf(t) dw,(t, %), f&Cla bl saabd,n=12 ...,. (2

a
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belongs to the class € if:
(i) (Led®) =0, ssa bl =12 ...;

(i) Stdw,,(t, %) < Oforeveryug [a, O, x< [a, bl,n=1,2, ...

and

b
S’t dw,(t, %) > 0forevery v ]0,b], x e [a, b], n =12,....

Here w,(,.) & Co[a, b] for any ¢ & [a, b] and w,(.,») is a signed measure
for any ¥ & [a, b].

We note that the transformations which belong to & or £ are 11near
but generally they are not positive.

2. Our aim is to find a subset H in C,[a, &] such that the po1ntw1se
convergence on H, of a sequence from & (or from &) to the zero functional
(resp. to the zero operator), to imply the pointwise convergence on the
whole space C,la, b].

DrrinrrioN 3. A function f & Cola, b] is called starshaped on [a, b]
if for any %, %, & [@, b], %, =% 0 =£ %,, %, =% %, the following inequality
is valid

[O, xl) xz; f] >OI (3)

where the symbol [¢,, £, #,; f] denotes the divided difference of the second
order.

Levmva 1. Let (9,)0 = § and fa Cola, b]. If there exist two real
numbers mg, My such that

[0 xl: x 2 ) f ] M i
for any distinct points %y, x,, & [a, b], %, =20 == x,, then for n =1, 2,
mf (P"l(e2) < cpn(f) < Mf ‘Pn(ez)' (4)

Levva 2. Let (L) & £ and f& Cyla, b]. If there exist two real
numbers wy, My such that

me < [0, %, %5 f] < My,

for any distinct points %y, %, & [@, b], %, =£0=¢ %, then for x & [a b]
and n=1 2 . ;

my(Ly, e)(®) < (L)) < ML, e)(2). (5)
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Proof. Let my < [0, %5, %5; f1 < My for %, %, & [a,
x, == 0 == %,. We define the functions g, & Cyla, b], k=1,
gult) = j@) — mg?
g2t) = Ms* — ft).

Taking into account that [0, %, #,; g,] > 0 for any distinct points
from [a, b], not zero, we observe that g, & =1, 2, are starshaped on
[a, b]. By using the theorem 2.6 from [1], we have for #» =1, 2,

(L,g)(®) =0, k=12; x& [a bl
But these inequalities are equivalent with
Lnf = My Lnez
Mf ) LneZ > Lnf

b]' xl ?"' xzr
2, by

which completes the proof.
With the similar arguments the first lemma may be proved.

TuroreEM 1. Let (p,)e_, be a sequence of the class & such that
(1) there exist a positive number M for which
”(PnllgM: n=1; 2, " en

() " lm g,(es) = 0.

#—00

Then
lim ¢,(f) =0 for every fe& Cola, b].

n—ow

TargoreM II. Let (L))" . & € with the properties:

n=1
(i) there exist a positive number M such that
L <M, =n=12, ...;
(i) - Hm ||L,e,|| = 0.

H— 0o

Then
lim ||L,f|]| =0 for every fe& Cyla, b].

n—00

Proof. For k=0, 1, ... we find the real numbers m,, M, such that
‘ my, < [0,%y, %25 6,1 < M, -

for any distinct points from [a, 4] with x; =20 =£ #,.
According to the lemma 2 on the interval [a, b] the following inequalities
are true

m, - Le, <L, <M, L,e, n=12 ...; k=0,1, ...
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Because ¢, is starshaped on [, 8] it follows L,¢, > 0 on [u b]. If we put
¢, =max{m,|, M}, k=12, ...,

then
|I’nek| < ck : Lnez < ck ) ”Lnezl]
that is
[|Lnes]| < ¢4 - [ILa€0l-
Therefore ‘

lim ||[L,e,]| =0 for 2=0, 1, 2,

On account of theorem 15 (see [2]) and by using the fact that the sequence
(L), is uniform bounded, we conclude that the sequence of operators

converges pointwise on the space C,[4, ] to the zero operator.
The first theorem has a s1m11ar proof.
3. In conclusion we observe that the following assertion is valid:

TuroreM IIL. Let (L,)._ | be a sequence of linear operators which map
Cola, b] into a linear space formed with bounded functions on [a, b]. If

()  Lm [|Lel| =0;

(@) L,g> 0 for every g = C, [a, b] which is starshaped on [a, b];

(ii)  there is a positive number M such that

L <M, n=1,2, ..., .
then
lim||L,fll =0 for every fe&C,[a, b].

Proof. The condition (75) of this theorem enables us to prove an ine-
quality of the form (5) for the considered class of operators. Then, the
conclusion is proved in a manner similar to that of the second theorem.

( Received September 1, 1972)
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TROREME DE CONVERGENTA PENTRU APLICATII LINIARE
(Rezumat)

1n lucrare se dau teoreme de convergenti punctuals a unor giruri de functionale de forma (1),
sespectiv a umnor siruri de operatori de forma (2) ciitre functionala nuli, respectiv operatorul
nul. Aplicatiile considerate sint liniare dar, in general, nu sint pozitive.

In incheiere se enunti o teorem3i analoagi pentru o clasi mai generald de operatori.

TEOPEMBI CXOAUMOCTH U1 JIMHEMHBIX OTOBPAKEHUWH
(PesiomMe)

B paGoTe JAIOTCS TeOPEMH TOUEUHOH CXOXHMMOCTH MOCHENOBaTeNbHOCTEH (YHKIHOHAIOB
g2 (1) H HEKOTOPHX nocleOBaTebHOCTE ONepaTopoB BHAA (2), COOTBETCTBEHHO, K HYJIECBOMY
$YHKNMOHANY M K HYJEBOMY ONePaTopy, COOTBETCTBEHHO. PaccMaTpHBaeMble OTOGpaiKeHHA
ABJISIOTCS JIHHEHHEIMH, HO B OOIleM He SBJSIOTCH IMOJOKHTENbHLIMH.

B saxmouesHe (opMyJnpyercd AaHAJOrHUHAfA TeopeMa Jias Gonee ofilero xjacca one-
paropos.



TWO-DIMENSIONAI, MONOSPLINES AND OPTIMAL
CUBATURE FORMULAE

GH. COMAN

Let Q@ — R2 and H be the class of Lebesgue integrable functions om

Q.
One considers the cubature formula
I(f) = Q(f) + Ro(f), 1y
where
- 1(f) = ({ fl D)y
o) =3 3 A, @
and

Ro(f) = 1(f) — @A)

DeriNrrioN 1. One says that the cubature formula (1) has the
degree of exectitude (7, s), if Ro(f) =0, V f & Il,s and there exist g & Il,14, s
and % & 11,41 such that Ry(g) =% o and Ry(h) =% 0, where I1,,, denotes the
set of all real polynomials of the form

Pmn(xl y) = 5:/ Pijxiyj'

i,j=0

DerINITION 2. Let § be the set of the cubature formulae of the
form (1). A formula F & & is called optimal in the class of functions H, if

inf sup |Ro(f)| = Rg(/).
Feg feH

where Q is the functional (2) corresponding to F.
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We consider the following problem: Given the natural numbers N,
T and s, determine a cubature formula of the form (1) which is optimal
in a given class of functions H.

This paper is concerned with the above problem in the case when
Qis D={(x ,5) e R0 < %, 9 <1}, the knots are {9 0 < %y <
<% <...<%,SLO0<y, <y, <...<y, <1}, and His W9 Ly(D)=
={fa C,';(D)l 1% 9| Ly }Sl,”f(”") 0. Mo, < L [A90(.,0)[| 2,0, n < 1; £=0,
e v —1;1=0, ..., sk

In the first part is defined the notion of two-dimensional monospline
function and is determined the momnospline which, on D, is of least deviation
from zero in the square mean. In the second part is established a one-to-one
-correspondence between these monosplines and the cubature formulae
(1). Using this correspondence the optimal cubature formula is then construc-
ted in the class of function W L, (D).

1. Two-Dimensjonal Monosplines. et Ax: 0 SHH<n<...<5,<
<1 and Ay: 0y <mm<...<y,<1 be partitions of [0,1] and

CAxy = {(%, 9))|x% S A, ¥ S Ay}
~ One considers the one-dimensional spline functions

m—1 (x_xi)r—p—l
Sp#) =25 W (=0, ..., s—1)
i=1 p=0 (r—p—-1)!
and
n—1 vy _ .s—q—l .
AOEDIDIE Lk Sy PR )
j=14¢=0 (s—g—1)1

with the knots (%3 respectively { Yi}s» and with deficiency of order ®
Tespectively v.

Furthermore, let

~1,n-—-1 , v r—p—1 s—g—1
_mzn < g (¥ — %)+ (¥ —2)¥ .
s(x, ) = ‘ pii '
5,j=1 p,g=0 —p—1! (s—g—1!

The function (see [5])

S(#y) = s(x.y) + :Zqusq(x) +;§ Pty(y) 4+ Py, s—1(%:9), (1.1)

-where P,_l, s—1 5 Il,_1 sy is called a spline function of degrqe (r —1,
s — 1) with- deficiency of order (u,v) and with the knots (%, 91, £ =0,...,
m; §=0,....,n). ) '

One observes that

1. S & Cr—u—2s—v-2(R) .
2.5al, s (xy)& Dy, ( =—o00, 1,..., m + 00 J=— o
1 ..., n + o) S ‘



TWO-DIMENSIONAL MONOSPLINES 43

where

Dy ={(xy)s Rz, 1 <<%, 91y < yi}-
DrpmnrrioN 3. The function

M(z5) = =+ S(xy), (12

where S is a two-dlmensxonal spline function, iscalled a two-dimensional
monospline of degree (.s), with def1c1ency of order (u,v) and with the knots
(%9, 6=0,...,m; 7=0,.

We denote by Sﬂl,s (m, n, p., ) the set of all monosplines of the form
(1.2).

One considers the following problem : Given the natural numbers m,n,

7,s,u andv, determine the monospline M & ,i(m, n, p, v) which, on D, is of
least deviation from zevo in square mean, 1.e.

|IM||ypy) = min  ||M]|L.o).
Me

75

We shall study this problem in the case %y =9,=0, %, =y, =1
and p=1r—1, v=s5s—1,

THEOREM 1. Let m,n,7, and s be given natural numbers. Then 3, M =
a M, (m,n, v — 1, s — 1) which, on D, is of least deviation from zero in
square mean, namely

ilp i\
_ e m—1,n—1r—1,5—1 o (x —;)_{_ (y —_ n]+
Mrg) =22~ 3 3 g :

rlis! 3, 7=0 »,q=0 % Pl p!

where
aoﬁ (—1) hf—PX(?)(l)

—(—1?P =1,... —
af = _1 _ (=1 h’_PX?)(l), (7’ 1: ) ,Sm 1)
7! p=20,...r—1

gg = =07 gax (1)

sl
q 1— (_l)s—-q s—q @) ] = 1,-..,11 —1
= —— X'(1),
b s! § M (q=0,...,s—1)

X, being the Legendre polynomial of the degree v having the coefficient of x"
equal with 1 and

_ e & e
i _ — 2232
H ”La(D) (25 + 1) (s !)2 + (27’ + l) (7 !)2 8 :|
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where

A — 7l S — sl
e mrVer 1’ @s)msYas + 1°

Proof. From (1.2) it follows that in the case p=r—1 v=s—1
we have ‘

,.s m—1,n-1r-1,s—1 ¥ — x\? Yy —y q
M(x,y) _ 4+ E 2 mf?( s)+ ( j)+_

rlis! i,5=0  p,¢=0 Pl q!

Now we determine the parameters w,, y;, w¥ for which the integral

11
J = {{ax(xy)izay
00
is minimal. But we have
m,n * ‘yj
I=5 § | ey anay,
. =1 xi_l yj_.l
where
P r—1, s—1 (5 — )8 (g — ppt
My(x 9) =X 4 35 3 off L L (1.3)

ris! BI=0  pg=0 Pl q!

It follows that the integral J is minimal if and only if all the integréls

, :g_, ] . ind i—1,... m)
= yS M (%, ) dx dy, (j:l,..., 7
Fiey Y1

are minimal.
Using the notations

1 ?q_—l— pq i:o_....,m-—-l,p=0_'_“’¢_1)
mﬂ)lj— e'l]-’(j_:_o’..-’n_l,q=0’...,s_1_, (1.4)

rlsl

"we obtain
1
Mii(%, y) = o Vil ),

rlsl
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where
i—1,7—1 r—1,5—1
Ny(x y) = #" ¥ + 0 (x — %) (y — )  (L5)
. ET=0 =0
and
_— % ¥i
J= v l):(s N2 i 7=1 xS S N?j (= 5) dx dy. (16)

-1 Yj—1
It is known (see [7]) that in the set all polynomials of the form

r—1,s—1

P (% 9) =5+ pE pg %* V1

, §=0
the unique polynomial for which the integral

n-l—.h b+g
S Pl (x, ) dxdy

a—h b—g

takes its minimum wvalue, is

R, (%, y) = g X, (y—;—b) + ' X, (” . “) _ g X, (” - “) X, (y_-;—”) (1.7)

From (1.5) — (1.7) it follows that J takes the minimum value with
regard to parameters 6%, x;, v;, if and only if

.. ' i : i—1, ..., m
Ni (%, 3) = Ru(#, y_), (% 5) & Dy (‘j =1, ...n)
where
Ri(n9) = o6 X, (%) + v X, (*52) — g X (52 X7
and
By = %; _;xi_l: a; — %; +2xi—11 g = Yj _23’1'—1’ b = Y +2y7'-1 .

Assuming that the knots (;, y;) are fixed and taking into account that
a+h

2141
S Xi(x) dx = _B02 " owy,

2 T (2nH1) [(20)112
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we obtain
J= . g g )2l
J (r D2(s )2 (2 -+ 1) (25 + 1) [[(27) ]]z; (#; — %) + |
) 3 RSPV YIS SR )l S 32 e g V(e 4y Y251
+ [(2s) 1124; (95 = 35-1) [(2) 112 [(2s) 172 1-,;’:1 (% — %i1)* 1 (y; — yj_g)2o+1)

which is a function of #;, ¥, (= 1;5=1...,% — 1).

Now, we shall minimize the function J with regard to the parameters
%;, ¥j. It is easy to see that J takes its minimum value only when

Gi=F=2, G—1,..,m—1)
; (19)
yjz-jzi.v (j~la'--1n——l))
n
and : :
min J = ! [ bl (s 2 _ s 12 J .
5 % 2+ 1) @s+ 1) LU2n) 1R (shme (@) 1P (P2 ar [(20)12[(2s) 1 Pmras
We shall denote by N} the polynomials N for w; = %, Vi = Y;.
Now we have to determine the parameters 6% such that
. Ny = R7, G—1L..om—1,...... m—1). (1.11)
One observes that
Ny i41(%, 9) — Ny (%, 9) — NEjpa (%, 9) + NE (%, 9) =
r—1,s—1
2 O — 7)) (v — 5i)
?, ¢=0
and

RIB I (5, 9) — RiFVi(x, y) — R (%, 9) + Ri(x, 9) =

r—1 s—1 '
1— (=% ,_ - I— (=17 -
= LT X — g D g X0 g — g

1 -1
where b = —, g = —
2m 2n

Gﬁ-" _ [w Wt Xﬁ?)(l)J[%_ll)Hgs—ngﬂ (I)J’

pl
t=1,...,m—1
j=1,...,n—1}

. Form (1.11), it follows that



v

i1 —b—y5) 0=>

(Tt o=9) W)'Td T (% PEARE gu =@
('(v'z) -, . . " i(l —_g — ‘) 0=4¢ 1=$ ‘ .
(t—sco=n) WP+ 4_(’x Y :,,Z SHE=0n

wIo] 3y} Jo sourdsouou JBUOSUSWIIP-OU0
are Y7 pue A7 ‘(1) wroy oY} jo SUdSONOW [BUOISUSUIP-0M] B ST J JI9YM

: (1+%0 i+
{g'g) “4p (4 'I)(s"#)f(’c)q’IS L 21) Z + 20 (1 %)gaf () S I([ Z)OZ +

s+
1 ’l

00

029 (€ Do (€ BT || a1 —) = (N0
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0=>5‘¢
+ (0 fl)(b -4).7[ Obu,;V + (1 {0)(5 ‘4)3[ }ff}V + (o0 ‘0)(5 :¢)f23V] I—sz‘l_‘ = (f)@

00
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8¢
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(I — W I = I) (I)(z,)X,b_g ;::(_I———)- ([)(¢)X¢_/{ zf—T“—)__I - = b";g
ure3qo am ([ —w T =1)
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FAY SENITISONOW TYNOISNAWId-OML
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-whete P_, g II,_;, and A
AL = (— 1)p+e+t Mo—2—1s—¢=1(0 40, 0 + 0),
'Af,f — (_1)p+q[M(r—p—1, s=a=1)(0 4 0, 1 — 0) — _I_Nq('_j’—l)(o-l-o)];
@+ !
1
(+ 1)l

AR = (— 1)pe [M(t-f—‘»s-q—l)(l —0, 0+ 0) — L1700 + 0)],

A2 — (—)pa+1 [M(r—p—l, s=¢-1(1 — 0, 1 —0) —

b gy L gy [E=0 """—1)

- (q+1)!Nq (1-0) @+1)!L" ( 0)’(q=0,---,s—1
AR = (= 1)p+a[MU—2-Ls—a=1(y, _(, 0+0)—

— MU=t=ts-1=U(x; 40, 0 + 0)], o (2.5)

A% — (—1)tarl [pflr—p—Ls—a-D(g, — 0, 1 — 0) —

— Me=#=1s=2=0(g; 4 0,1 — 0) — —— [N{ ™ (x; — 0) —
@+ 1!

e p=20 ..,p
N1
Ny (%; +0)1}, (q=0, ...,s—l)

Abf= (=1 0=#=1s1-0(0 40, 35— 0) — M=2=5+=0-1(0-+0,9,4-0)],
AR = (—1)pradt (Ye-p=ts-a-1(] —0, y; — 0) —
— MO=#=bs=a0(1 — 0, y; 4 0) — —— [Lf™" (3— 0) —

@+ 1!
:0 s e 7’—_'1

__gl—g=D)g . ? ’ '
gy +om (2 T

AR = (— 1)+t [ME—=be-2-0(z, — 0, 5; — 0) —
— Me=b1eam0(g, 40, 33— 0) — Me—p=bi=a-0(x, — 0, ; + 0) +

P =0, ... P
+ M(,_p—l,s—q—l)(xi -+ 0, vi + O)]' ( )

_ g=0, ..., v
fe=1,..,m—1;5=1,...,n—1).

From (2.3) it follows that such a cubature formula has the degree of
exactitude (r — 1, s — 1).
We shall denote the set of these cubature formulae with
&F,s(m, n, p, v).
Let
‘ é}{rs = gllrs X ‘9{: X g;; - (2'6)

where M, is the set of two-dimensional monosplines of the form (1.2)
and &,, £ are the sets of one-dimensional monosplines from (2.4).
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Levua. There is a one-to-one covrespondence between the set of cubature

formulae &,; and the set oJC
, Proof. Let be K & ¥,.. From (2.8), applying the general formula for
integration by parts and takmg into account that M®9 =1,
r—p
Me0(0, y) = X0 Mta(x, 0) = —— , N’ =1, L =1,
0.9 =0 0 = N

(=0 ...s—1; k=0, ...,7—1),

we obtain
: r—1,s—1
Ro(f)y = > (—1ye+e {M(r—p—l,s—q—l)(o 40, 0 4 0) f&(0, 0) —
2, 9=0
_ [M(f—ﬁ—l,s—-q—l)(() 40,1 —0) — : J:l)' NE29(0, + o)] F®a(0, 1) —
q {

L(s—q 1) (0 + )Jf(ﬁ,q)(.lj 0) _
! N"“”‘”(l —0) —

q

— [ me-p-15--0(1 — 0, 0 4+ 0
[ ( +0 - (z>+1)!

—.l Me—p=1ema=0(1 — 0, 1 — 0) — —
. 9+

_ 1 (s—g—1)¢q () 9)
- )]f“(l D)+
m—1 p,s—1

A {[M(’Plsql)(x—o 0+0)-—

+2 2 (=D

i=1 "p,q=0

— MU—p=Ls=1=1(z, + 0, 0 + 0)] f#9(x,, 0) —
[M(’—?—l’s—q—”(x,- —0,1—0) — Mt—s=bs==D (5, 4 0, 1 — 0) —

1 (N(r—p—x) (%, — 0) — Nér—j?—l) (; —i—O))]f“”-q)(xi: 1)} +

(g+ 1! !
n—1 r—1,v
{De-r-tems(0 40, 3~ 0) —

+ 35 D25 (= 1+

j=1 ?:q=0,

— Mt-p-15=4=1(0 + 0, y; + 0)] f9(0, y;) —
Me=p-1s—¢=1(1 — 0, y; + 0) —

— [Mt—p=Ls—a=1(1 — 0, y; — 0) —
L (2§ (s — 0) — LYy O)] 0L, 30} +

T+
m—1,n—1 p.g
+ 2 2o (— 1)p+a[M(x; — 0, 9, — 0) —

— ME=Phea (e, 4 Oy — 0) — MY—bems Bz — 0, 354 0) +
’ 1
- MO—phemt0(s, 4 0, 95 + 0)1F% (s, 35) + ([ £ (5 9) dwdy.
: 00

which is a cubature formula of the form (2.1) — (2.3).

. 4 — Mathematica—Mechanica 1/1973
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Conversely, let us assume that Fg &,,. If f g Crs(D), one considers
the Taylor formula for the functmn S (see [B]), .e.

fxy) = Proy,sma(%9) + 7 (5, 9),
where P, 4,1 is the Taylor polynomial of degree (r—1, s—1), and

Tl Yl R T "9 (s ~ A (=0T e
#t,y) = SS £ D)t + 30 2 S o0 0)ar +
0

) F—1)1 (s—=1)! =0 r— 1)1
'Z\ixk (%, s)
+ 3 omS 3_1), = f (0.5)ds

Taking into account that F hasthe degree of exactitude r—1,s—1)
it follows that A

Ro(f) = Ir) — Q) = Ryfr),

or
11
RQ f+SSSMtTf(Ys) tTdth+
00 . 2.7)
(__1 1 o 1) k+s (k )
+Eo(z+1 S) ()" (tOdt—i—E(k_H S L(5)f™9(0, )dx,

wherte M is a two-dlmensmnal monospline of the form (1.2), N, and L,

are ome-dimensional monosplines of the form (2.4). Thus the femma is
proved.

Let f & W9 [*(D). From (2.7), we obtain

11 1/2 1 1/2
sip |R (f)l<<SSM2(tT, dtd:) +Ea+m(§ ?(t)dt) +

Jewn L, (o)
-1 1 1/2
+ o <§ Lk('r)d‘r> )

Because there exists a function f, & W& 9'Ly(D) for which

R(fo) = (§§ Mz, r)z_ztd,r)llz > (Sl Ni(t) dt)

00
= 1 12
2
+k§—(k+m(§fk“’df) ,
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it follows that

11 1/2
sup  [Ro(f)] = (SS M, r)dtdv> +

1eW? )Ly (D)

s—1 1 1/2 r—1 1 1/2
L (SN%(t)dt) L (SL§(¢)41> .

=0 (I + 1! ) #=o0 (k4 1)1

2.8)

Taking into account the lemma, we have reduced the problem of
determining the cubature formula which is optimal in W9 Ly(D) to the
problem of determining the monosplines M & 9,, and N, Lias,
p=0,....,r—1;¢=0,....,s — 1) which, on D respectively [o,11,
are of least deviation fom zero, in the square mean.

THEOREM 2.'Let m, n, v, s be given natural numbers. Then in the set
Fos(m, n, v — 1, s — 1) there exists a umique cubature formula F ohich is
optvmal in the class of functionas W9 Ly(D). Its knots and its coefficients
have respectively the expresions (2.12) and (2.13), while the remainder has
the expresion (2.15)

Proof. Taking into account (2.8) and the above lemma it follows that
the optimal formula corresponds to the monosplines M & M, L, < 8, Ng
&9, (p=0,....,7—1;¢g=0,...., s— 1) which, on the corresponding
domains, are of least deviation from zero, in the square mean.

From (2.7) taking p=7—1, v=s— 1 and using the notations

l—t=u l—r=v, A5 07 =B, 1—tpi=wy 1—yj=uv,
‘ 2.9)

¢t=0,.....m—1;4=0,.....0—1;p=0,..... ,7—1ig=0,...,5s—1),
we obtain

(— 1)r+sM(u,v) = ﬁ _ m—gq '—LES_I Bﬁq (v — u’i)i-’l- (v — )% ,

rlis! 57=0  $,4=0 P! g!

which is a two-dimensional monospline from the set 8, (m, , r.—-l,
s —1). By the theorem 1 we know that |[M||.,p) takes the minimal
value for

=, =—, (6=0,..., m—1)

z
m

u=%=2L, (j=0...,n—1 (2.10)
and

=o,...,m—1,p=o;...,r-—1)

7
2 __ B _ CP ’
Bij—-Bv—C’DJ' (j:O,...,n—'l g=0,...,s—1
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where
Ef _ (=1 —? k'_PX?)(I) C‘? — 1— (_~1)'_P h'—PX(P)(I)
] 2 % l 7 ’
7 § (2.11)
— — 157 — 1 — (=177 .
8:-( sz g ngq)(l)’ D:',l_: (S!) g ngq)(l).
From (2.9) — (2.11) it follows that
L ,9i=L, 6=0,...,m; j=0,...n) (2.12)
»n
and
190 g 1,'=0,...,m,p=0,._..,1'—1), 2.13
Au—'atﬁp (j=0,,n q=0;--13'—1 ( )
where

~r—p—1 q ns—gq—1
of =Cpt, pI=D5 5N

Furthermore, %;, y; and A% are the unique values of the parameters

%;, ¥; tespectively A% such that ||N||z,0,1; and ||L,||z,p; take the mini-
mal value.

Indeed, from (2.7), we obtain

n s—~1 = m r—1 % — r—p—1
(— )" =L [(z+ 1 g 5 ][ 'al,(_f)_]

==t T e—p— 1)

R AR [ 19 DR T g} ) ] e

sl i= 0_1:=oa (k—p)!li=0¢=0 " (s—g—1)!
Because
s =i yi—a m =1 #h—?
¢+ D12 FEO}(e_q =1, (k+1)!i=2“§0a£’(k’_w=1,
it follows that
(e FH =02Y 35 af‘:_*‘_";)

n s—1

- >s+kL(T>—‘1‘*’s~22w‘y’"" -

7=04¢=0 s—q—l)l
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which (see [1]) are the minimal monosplines in L, [0,1], and

Y r!

[1Vlza38,11 = D mVE T A

7 ol 5 (2.14).
NLxlL 00 = M VE T

According to the theorem 1, (2.8) and (2.14), we finally obtaln
s—1
52 /2 1
Rs(f I— 22 32} + 3 -
o 2s + 1) (s 12 t 2+ 1) (1) A 2; >+1)! q;o (g+1)!

2.15)

( Received Ianuary 15, 1972)
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N e o pe P

MONOSPLINE BIDIMENSIONALE SI FORMULE OPTIMALE DE
CUBATURA

(Rezumat)

. In aceast# lucrare se introduce notiunea de functie monsplini bidimensionals si se studiazi
monosplinul de tipul introdus care se abate, in metrica lui L,, cel mai putin de la zero pe dome-
niul considerat. Rezultatele obtinute sint aplicate la construirea formulelor optimale de cuba-

turd.
IBYXMEPHBIE MOHOCIVIAMHBI U OI'ITI/IMAJ'II)HI)IE KYBATYPHBIE ®OPMVYJIbI
PeswoMme)

B paGote BBOAHTCSI IOHATHe ABYXMePHOrO MOHOCIVIAMHA M M3yuaeTCs MOHOCINIAiH BBeJeH-
HOTO THII4, OTKJIOHSIOMIMICH B METPHKe L, MEHblE BCErO OT HYJs B paccMaTpuBaeMoil 0GjacTH.
IlonydenHEle pe3y/bTAaTHl IPHMEHEHB! K IOCTPOEHHMIO ONTHMAJIBHEIX KyGaTypHEIX GopMyd.
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atunci ecuagia (1) admite o solupie x* = lim x, sivul {x,} Jisnd construit cw
#n—0oo

ajutorul algoritmului (2), solutie ce aparfine sferei S(x,, ) unde

v = max {Px(xo — %-1), By 20 hzﬂ}

s, find termenul gemeral al sirulwi sumelor partiale ale seviei Fibomaccs
(uy = wy = 1), rapiditatea convergentei fiind datd de

o]
px(%™ — %) < By’ 0 Ljo hf)"-

Demonstragie. Vom arita cd trecind de la perechea de elemente %o ¥_g
la perechea x,,%,, conditiile 2° si 4° ale teoremei sint satisficute, conditiile
1° si 3° fiind evident verificate.

Se observd cd in baza conditiei 1°, algoritmul (2) este aplicabil pentrn
n = 0 si x, astfel determinat aparfine sferei S(x,, 7) si avem ' :

px(%1 — %0) < B (4)
Px(®1 — #_y) < B vy
Considerim egalitatea
' Py sy — Pays, = — Pry iz (%1 — %)
care Inmulfitd cu %, — x_;, tinind seama de (2), ne conduce la
P(#1) = Prp sy, 2, (%1 — %o)(%1 — #_y).
Tinind seama de (4) se giseste ci
pr(P(%)) < kB™_1 Mo = ko Mo = 01 < 0.

Avind si py( P(x)) < m tezultd ci este indeplinitd conditia 2° din teore-
ma si de catre perechea de elemente x,, -%,. ‘
Avem deasemenea

b= By < B%n_y=h<1
deci si conditia 4° este verificati.

Algoritmul (2) ne permite si determinim apoi elementul %y & S(x, #)i
pentru care avem :

px(%: — %) < By 6}
ex(%2 — %) < B No-

Ficind un rafionament analog ¢t precedentul se poate arita ci si pentru:
perechea de elemente %,%, conditiile 2° si 4° ale teoremei sint verificate.
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Prin inductie se arati cd oricare ar fi x, construit cu ajutorul lui (2)
conditiile 2° gi 4° sint indeplinite i au loc relatiile

PX(xﬂ-l-l - xn) < B N (6)
PY(P(xn)) < Ny — Bn_1 Nn—1 ’ (7)'
Ty = P Iy < B )

unde u, este termenul general al sirului Fibonacci.
Din (7) si (8) se deduce

1y < Mo Iig" 9y

s, fiind termenul general al sirului sumelor partiale ale seriei Fibonacci.
Folosind relatia (9), deducem

ox(Fnip — %) < B0y + M1+ -0+ map-1) S
<B VJokf)”(l - h’;n + ]1gn+“n+1_}_ et hz”+ -t “n+1>—2). (10)

Deoarece pentru # — 00, px(%wss — %,) = 0 si avind in vedere ca
spatiul supermetric X este complet, rezultd existenta limitei x*,

fn (10) ficind p — oo, se regiseste relafia (3) care caracterizeazd
rapiditatea convergentei procedeului, iar din

ox(#, — %0) < Buo(l +ho+ A+ oo + A"+ .. =

= B“’lo,ngohf)"

unde
s, = 0, dovedeste cd aproximatiile %, & S(%o, 7).
Rimine si ardtim ci x* = lim %, este solutie a ecuatiei (I). Pentrn

n—oo

aceasta considerim relatia (7)
Py P(xn) < Na-

Deoarece 1, — 0 pentru # — oo, iar #, — x* pentru # — o, in baza
continuititii operatorului P(x), se deduce

P(x,) —» P(x*) pentru = — oo.

Observagie. In cazul spatiilor Banach o teoremad analogd.a fost de-
monstrati de citre M. Baldzs. [4].

TrorEMA 2. Dacd condipisle 1° — 4° ale teoremei 1 sint verificate,
atunci in sfera S(%,, ) ecuagia (1) admite o singurd solugie, limita sivului
dat de algovitmul (2).
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Demonstragie. Fie %* o solufie oarecare a ecuafiei operationale (1),
solutie ce aparfine sferei S.

Dacd #, este termenul general al sirului aproximatiilor succesive
construit cu ajutorul algoritmului (2), tinind seama de condifia 1° rezulti
existenta operatorului invers

A=[P;, T

a cdrui normi generalizatd verificd relatia

Pr.x(d) < B.

Considerind relatia evidentd

Z* — Xn = [P;t,x 17t P (x* - xn)l

&
x,z”

$i finind seama de definitia datd diferentelor divizate [5] si de ipoteza ci
%% este o solufie a ecuatiei (1), vom avea

% — Xy = — [P;t,x ]_1 P(xn) (11)

si atunci, In baza relatiilor (7) si (8), avem
px(#* — %,) < B mo g,

ceea ce inseamnd cd lim #, = #*. Din unicitatea limitei sirului {x,} rezults
n—0

o

<a
¥ = x*

teorema fiind astfel demonstratsi.

(Intrat in redactic la 10 octombrie 1971)
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OB YCJIOBUAX CXOIOMMOCTWM METOIA XOPIOB! B CBEPXMETPUYECKHX
TMNPOCTPAHCTBAX

(PesmomMme)

ABTOp JOKa3HIBaET HEKOTOPEIE TEOPEMH], KaCalOllHecs CYUICTBOBAHUA H eJHHCTBEHHOCTH
pemenns ypasrenyst (1), HCoMb3yst aaropuTM (2). Yayumarores pesyabTarh pator [1], {2] n
{3], cunras Goiee oflKe NPOCTPAHCTBA, A TAKIKe M3MeHssI THIOTE3b! TeopeM.

SUR LES CONDITIONS DE CONVERGENCE AVEC LA METHODE DE LA
CORDE DANS LES ESPACES SUPERMETRIQUES

(Résumé)

I/auteur démontre le théoréme concernant l’existence et 1'unicité de la solution de I’équa-
tion (1), en employant l’algorithme (2) et en améliorant les résultats de [1], [2] et [3] tant
par Vextension de l'espace que par la modification des hypothéses des théorémes.



. PROCEDES DE TYPE RUNGE-KUTTA-FEHLBERG POUR

1 APPROXIMATION DE LA SOLUTION DE L'EQUATION

INTEGRODIFFERENTIELLE DE PREMIER ORDRE DE
TYPE VOLTERRA

MARIA MICULA

La méthode de Runge-Kutta pour U'intégration numérique des équa-
tions differentielles s’¢largit, avec quelques modifications, & la résolution
numérique des équations intégrales. Pour la premiére fois cette question
a été étudiée par E. Aparo [1] et améliorée par H. Ouleés [5] et P.
Pouzet [6].

A. N. Lomakovich [4] a résolu numériquement le probléme
de Cauchy pour les équations intégrodifférentielles non-linéaires de type
Volterra, en utilisant des procédés de type Runge-Kutta-Fehlberg, avec
Yerreur d’ordre de O(7) qui nécessite neuf substitutions dans 1’équation
intégrodifférentielle transformée.

Dans ce travail on donne une extension de la transformation utilisée
par Lomakovich, obtenant des procédés de type Runge-Kutta-Fehlberg
avec erreur d’ordre de O(#8) et O(A?), avec le méme nombre de substitu-
tions, dans I’équation intégrodifférentielle transformée.

1. Procédés d’ordre sept d’exactitude

§ 1.1. Soit l’équation mnon-linéaire intégrodifférentielle de premier
ordre, de type Volterra

2 = 6|5 20, { &alw s 2(6), 7()1ds 0
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avec la condition initiale

. 2(%g) = 2, (2)

ol #, s appartiennent & I'intervalle [%,, %, + M, (M > 0), G, g, sont conti-
nues sur D: %, < ¥ < v+ M, 2, < s < 2, |2] < 4 oo, avec leurs dérivées.
jusqu’a Tordre 9 inclusivement. I,’équation intégrodifférentielle (1) -peut.
étre écrite sous la forme

x

) = el s, #(s), §()1ds, | 3)

Zo

2(®) = Glx 2(%), §(#)] | (4

avec la condition initiale (2).

En lieu des fonctions ¢ et z, on introduit les fonctions ¢ et y avec
les conditions :

1°. ¢ et y satisfont le systéme

?(®) = | 1T 5, 3(6), 0(5)] ds | (5)
¥' (%) = Flx, y(x), o(%)]
et ‘

V(%) = yo = 2,, o(%0) = $(xq) =0 (6)

2°. ¢®(xo) = 0,
k=1,284 (7}

YE (%) =0
-3°. (%f)o= 0 (pour x =s =1, (8)

Les conditions (6) — (7) sont vérifiées par les transformations :

W) = dln o) = ol) + R b (FRER0nd) (g

=1 k! Osk—1

o) = a(n.3) = y00) + D EZIE A 4 Al — 2)(y —50)  (10)

La détermination du 4 se fait en satisfaisant la condition (8), avec la méthode:
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exposée par A. Cotiu [3] pour les équations différentielles. On obtient
4= (-a—G) . Nous avons donc
0

0z
o(2) = { /12 5 56, 9(9)1ds = | {glx 5, 2(5, 9), $ls, 9] —
R A L e R 1
;; (k — 1)1 ( 3s*1 )s:xo] s (1
¥(®) = Flx y(#), o)) = —— (G, 2(%, 9), Y= o)1 —
1+ (5’;)0(” — %) :
N(x— 2"t (6 .
B A - (o) 12

avec la condition initiale (o) = ¥o.

La résolution de I’équation intégrodifférentielle (1) avec la condition
(2) s’est réduite a la résolution du systéme (11), (12), On montre facilement
que les conditions (6)—(8) attirent aussi les conditions: firp (%, %o Yo» Qo) =
=0, k=0, 6—p, p=03 (Fa)py=0 £=03.

§ 1.2. Formules pour passer de %, & %o + h. On divise l'intervalle
[%o %o + M en n parties égales, avec le pas h, % = %, + th, %, = %y + M,
1 =20, n.

Pour calculer ia valeur de la solution du systéme (11), (12), pour le
noeud %, - %, on développe en série de Taylor, par rapport & #, les fonc-
tions ¢ et y. En écrivant les conditions nécessaires pour que les développe-
ments de Taylor de ¢ et y coincident avec celles de leurs approximations ¢

- et ; données par

3 3
9 (%) = ; Agky, ¥(%) = yo+ ; Bk (13)

olt .
By = hf(%o + B, %o+ oz, ¥o + Bi—thy + Bicashs, 9o + Ai_nki A2kl
By = hf(%o + ash, %o + ek Yoo Po)
By — hf(%o & aghs %o + ashy Yo, @) (14)
B, = hf(%e + ash, %o + aohyo + Buly, ¢o + Anky)
By = hE (%o + Bh, Yo + Biculy + Bi_1zhs, ©o + Ai—nkioi + Ai—nnki)
(6=1,23), (Ap=Ag =413 =B = Boz= Bo =0),
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jusqu’a l'ordre de h” inclusivement, on obtient un systéme algébrique non-
linéaire de 7 équations avec 9 inconnues. On voit donc que nous avons
une classe des procédés.

2 . . .
Prenant a3 =1, a; = r on obtient la solution suivante:

625 6875 2 32

A31=B31=AE’ 32 = 82 T o is0a’ as=Bss=3—5: 11=]311=1—1
=By =88, _p, %85 _4 (15)

Apy = By = 384 Agy = By o14a’ oy s

On a obtenu un procédé avec une erreur d’ordre de O(8), avec 9 substi-
“tutions, les fonctions ¢ et J étant données par les formules .o
5(x) = 1071520 (50000 %, + 34375 k, - 6144 k,) r"iﬁj
F(%) = —— (50000 %, + 34375 i, + 6144 hy) + v, (18)

T 107520

ol ;, k; sont données dans (14) pour les valeurs des constantes de (15).
Ainsi on a trouvé les approximations ¢ et z en %, 4 A, par les relations 9),
(10), avec l'erreur d’ordre de O(%8). .

§ 1.3. Formules pour passer de %, ., & x, (n> 2). I équation intégrale

{3) peut étre écrite sous la forme _ E
: o . C TweuEy
W =3 § etns 59, 40 + § glns o9, 901 (17)
#r—1 ) Fn—1 :

Introduisant les notations

x

beal) = § glm s #(s), $(s)1ds

Tn—1
5]

@ = glx s 209 Yoy 1as

Tr—1

Tums() = 3 w8, 7o () =0,

l’é(iuation (17) devient
4)(?5) = Tn——-l(x) + (Pft—i(x) (18)
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On obtient ainsi le systéme

%
sl = § glm s, 2(6), Tacsls) -+ ducs(6)1ds
*n—1 .
2'(%) = G[%, 2(%), Ta-1(%) + Yn-1(2)].
Nous supposons connues les valeurs des solutions ¢ et z dans lintervalle
{%0, #n—1]. Pour avoir 'approximation ¢ en %, il faut connaitre les approxi-

mations pour <,_; et ¢,_jen x,. Soit @, les approximations de p, (¢ =
=1,n— 1), pour x § [%y, %, + M]. Alors o

Boa) = L Bale)

et par conséquent

) = § gl s 2506), Fucals) + dia(s) s (19)
#(8) = G, 24(2), Toms(8) + $1(9)] (20)

un systéme des équations intégrodifferentielles dont nous voulons déter-
miner. la solution avec la condition initiale z*(%,_;) = Z(%s—1). Suivant le
raisonnement de § 1.1, on introduit les fonctions ips_; et y* qui satisfont
les conditions (5) — (8) dans x = #,_;, par les relations

(=2 P afx s, o "
() = o8 a(%) _*_;:l ( k;;—) (6 gl L gn—1] )sﬂ”_1 (21)

(9" — Ya-1)(% — %u—1) |
(22)

4 _ k
2*(%) = y*(x) + lg(xk;!"'—l) ngk)_l + (gg')“:s:"n—l

A Taide des formules (16) on obtient les approximations correspondantes
_pour @,_jet y*, dans x,, qui remplacées dans'les formules (21) — (22) nous
donnent les approximations {5_, et 2 dans x = x,. Il faut déterminer les
-approximations f,. Ayant en vue I'expression de ¢ de (18) nous pouvons

écrire
%y

w) = &lm s s9)70a(s) + d2a(9)1ds

*n—1

5 — Mathematica—Mechanica 1/1973



66 M. MICULA

Nous introduisons les notations

= § gl s 2%(s), Taald) + 440 1s
ot = | fI% s 9*6). oials)lds

Tenant compte des relations (21), (22), on obtient

n . .
ot (1) = S gl 5, 27(5), Faas) + 45615 — 3 ‘i_*];’:.:_)f
*p—1 -

g s 2, + 45 ]
ask_l s=x,_ 1

ou

4 — T, -
. nk [ 0% lg[x, S 2% Ty 1+ 4y 1])
*(x) = o (% — ;
n() ”()+k lk!( ask_l s=%, 1

o, on obtient par (16) pour x,_,. Ainsi on a obtenu les approximations
g, Dans [2] est considérée une autre méthode de détermination de g,.

2, Proeédés d’ordre. huit d’exaetitude’

§ 2.1. On déterminera, d’abord, la transformation qui permet la déter-

mination des procédés d’ordre 8 d’exactitude.
On introduit les fonctions ¢ et y tel que

1°. o(x) = j fx. s, ¥(s), ols) ds

_y() F[xy(x ()j

et . (%) =yo=zo. o(%o) = 4»( 0 =0
20 #() = 0, y9(xe) = 0, & = I3
oF
3°. —| =0
. (03' )o

(23)

(24)
(25)

(26)
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La transformation qui vérifie les conditions ci-dessus est

W) = blo 9) = pla) + 3, st (B n )

=1 k! Osk—1

(n) = 2% 3) = () + 1 EIE A 1 (B (2 — 5y — 30)

On obtient
' x

o) = 1055, 505). 9(5) ds = [ {265, 3, 965, o] —

%o

5 —1
N xo)k(ak g%, s, 2, 9] J } is
=1 (k — 1)! Osk—1 s=2%,

1 -
1+ (_@_Gl (x — %)

az;o

Y(0) = Flx, y(2), 9(3)] = 6t 25 9. 4 011 —

5 (= wp)t
N N

k=1 k1 0z

avec la condition intiale y(x,) = ¥,.
Les conditions (24) — (26) attirent les relations

kasf(x’ xo'yO'CP0)=O’ k=0,7—ﬁ, 1’=(r4, (ka)0=0, k= 0,4.

§ 2.2, Formules pour passer de %, & %, + h. Suivant le raisonnement
de § 1.2, on obtient

8
?lxo + 1) = 352 off -+ 00) (27)
o
Yoo+ W) = B 4 yo 00 (28)

Le schéma de type Runge-Kutta que nous avons utilisé est le méme que
celui de § 1.2. Par identification des coefficients des méme puissances de
% du développement en série Taylor des fonctions ¢, et y, au voisinage de ,,
données respectivement par (27), (28) et o, y, on obtient un systéme algé-
brique non-linéaire de 7 équatons avec 9 inconnues. Donc nous avons une
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2

classe de procédés. Prenant oz =1, o = 3’ on obtient la solution:
15625 15625 29
A = = 209 = B Ag3 = Bgy = 29
3 817 ‘3995 ° 2 = Yo152° 87 504 (29)
32 9375 “ 65625 4
A = B = —, A — B = — —, = = — ey = —
11 11 7 21 21 464 22 22 59392 . 2 5

On a obtenu un procédé avec Perreur de l'ordre de 0(4°), les fonctions o

et y étant données par les formules (13), (14) avec les coefficients (29).
§ 2.3. Formules pour passer de %s—1 @ %, (n >2). La déduction des
formules pour passer de %, & %, se fait comme "dans § § 1 3, en tenant compte

de formules obtenues dans § 2.2. .
(Manuscrit re¢u le 15 novembre 1971)
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PROCEDEE DE TIP RUNGE-KUTTA-FEHLBERG PENTRU APROXIMAREA
SOLUTIEI ECUATIEL INTEGRO-DIFERENTIALE DE
ORDINUL INTII DE TIP VOLTERRA

(Rezumat)

. In aceastd lucrare se di o extindere a transformirii folosite de Loma kovici, obti-
nindu-se procedee de tip Runge-Kutta-Fehlberg cu eroarea de ordinul lui O(#8) gi O(A%) cu ace-
lagi numir de substitutii in ecuatia mtegro-dxferentxala transformati.

METOABI THITA PYHI'E-KYTTA-@EJH)BEPI'A IJIs1 TIPUBJIMKEHHS PEIIEHHS
HHTETPO-IM&odEPEHIIHAJIBHOTO YP%BHI-AEHHSI THITIA BOJIbTEPPA IIEPBOIO
P

(Peslome)

-B crarse ‘HaéTcs OAHO, oﬁoﬁmelme npeoGpaaoBaHﬂx, chonbsosaﬂﬂoro JI oma K. o B H-
qeM H ToJyualoTcsl MeTofp! THna Pymre-Kyrra-QensGepra ¢ NMOrpeitHOCTHI0  NOPALKA O(h“)
B 'O(#®) c OXHEM H TeM e YHCJIOM NOACTAHOBOK B npeo6pa308anuoe um'erpo umpq:epeaunanb-
HOEe YypaBHeHHe. . .



CONVERGEN’.[.‘A SIRURILOR VALORILOR UNOR OPERATORI
CONVOLUTIVI IN R*

GRIGOR MOLDOVAN

1. Problema convergeniei operatorilor liniari pozitivi relativi la functii
de mai multe variabile i-a preocupat pe mulfi matematicieni. Aceasta a
revenit, de fapt, la extinderea teoremei lui Bohman-Korovkin la
functii de mai multe variabile. Vom da formularea acestei teoreme, aici
fntr-un caz mai general, cum se face in [2].

Fie A un spatiu topologic Husdorff compact si fie functiile teale continue
pe A:fi, fo ..., f. Presupunem cid ele au urmaitoarea proprietate :

existd functiile continue g;(y), y & 4, i=1,2, ..., s astfel ca

S

Pyx) =3 a() fi(#) 1

i=1

sé fie pozitivd si egald cu zero dacid i numai dacd x = y. :
Notidm cu C[4] mulfimea functiilor reale continue pe compactul 4.
TrOREMA 1. Dacd functiile fi, fo ... [ satisfac proprietatea de mai
Sus (1) st dacd (L,) este un sir de opemtom linsari pozitivi care aphca Cc [A]
in ea tmsdsi §1 satisface comi'omle ‘

Liif, 2 3filx), x4, i=1,2...,s° '
atuncs o ; o

L(f; %) 3 f Ve Cl4].

_ Observagic. Dacd A = [a, b] atunci Py(x ) (y — #)* sl sistemil de
funcfii fi(x) = L, fo(%) = %, fy(%) = #* are proprietatea (1). Numérul aces-
tor functii de proba este m1mm Dacid A = [ay, b]X [ag, 81X ... X [a,, b,]

atunci P,(x) = E (y; — x,)* si astfel avem 2m + 1 functii de probd:

1, %, x,, =1, 2 , m. In acest caz numiril functiilor de probi consi-
derat aici nu este minim. In cazul functiilor de doud variabile, de exem-
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plu, dupi cum demonstreazi V. I. Volkov [8], drept functii de pro- -
bi se pot considera functiile 1, x,, x,, 4% 4 #%.

2. Vom da in cele ce urmeazi definifia operatorilor convolutivi in R™
[5], care sint generalizéri ale cazului unidimensional [3, 4].

Notdm cu P, n = (ny, #s, ..., #,) un polinom in s variabile de grad
efectiv #; in raport cu a s-a variabili, =1, 2, ..., m, iar prin P; vom
infelege un polinom in m variabile, de grad efectiv # in raport cu fiecare
dintre variabile. Daci # = (#,, %y, ..., #,,) atunci prin 7 intelegem # =

=Y ;. Prin 2”(E) notdim mulfimea tuturor sirurilor de polinoame in m
1=1 .

variabile P = (P,),_m P,:E—>R, EC R"
Vom folosi mnotatiile:

" 7y *,

=3 ... 0 neg N™; ' 2)
k=0 k=0 k=0
n =k n—ky — ... —km—l
=223 ... 3 ., n&Nl; (3)
Egn k=0 k;=0 k,,=0

unde N=1{0,1,2, ...};
F(A) — mulfimea functiilor reale definite pe A.
Deriniria 1. Relatiile

7

Qulw, v) = 2 PP(u) P 4(0), k, n < N™, (4)

k=0

w,v,5 E, PO, P®geaE), EC R"

On(u, v) = 3, P(u) P2 ,(v), na N, kg N™; (5)

kgn
vsE 166, PVg2"E), PPg9G); ECR" GCR
determinidm doud tipuri de operatii |
%, 2"(E) X 2"(E) - §(E?), EC R™
¥,:2"E) X 2(G) > F(E XG), EC R", GCR,

numite convolutii discrete.
. DErFINITIA 2. Numim convolugie binomd o convolutie care se bucuri de
proprietatea
(P %*; P)(u,v) = P(u + v) (6)
sau

(P %,0Q)(w, v) = Q@ + v) (@)

pentru anumite siruri de polinoame.
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Cele dou& operatii ,, %,”’, ,, %, conduc la doud tipuri de operatori con-
volutivi in R".

Fieu:X = E, v:X — E, X, E C R™ doud functii vectoriale de o varia-
bili vectoriald. Alegem doui elemente PW si P® din "(E) pe care le
fixdm si si considerim RX mulfimea functiilor reale definite pe X. Definim
operatorul

L,(-; PD, P®; %): RX.—~ RX, ns N™
astfel

L(f PO, P ) = L(F; 2) = A,() 35 fi) PR(w() PR, ®)

unde
An(x) = [Qn(u(x)i 'U(x))]—l << oo. . (9)
Analog se ‘definesc operatorii
L.(f; PY, P?; x): RX — RX, ns N

astfel
Li(f; PW, PO ; 5) = Li(f; %) = A,(%) 20 f(+f”) PP (w(x)) Pils(v(x))  (10)
unde . he .

An() = [Qh(u(x), o)) < @ | (1)

si u:X — E, u = u(¥) este o funcfie vectorialdi de o variabild vectoriald,
jar 9:X — G este o functie reali de o variabild vectoriald.

Operatorii convolutivi (8) si (10) corespunzitori celor doud tipuri de
convolutii sint operatori liniari. Daci ei sint pozitivi, atunci pentru stabili-
rea convergentei lor uniforme cdtre f se aplici teorema 1, sau consecinte
ale ei. In cazul cind sint numai continui atunci se poate aplica teorema lui
Banach-Steinhaus.

Avind in vedere particularitatea operatorilor considerafi, aceea de a
fi convolutivi, se pot pune in evidentd anumite proprietafi speciale, mai cu
seamd luind in considerare exemplele de astfel de operatori [5].

3. Ne vom referi intii la operatori convolutivi pozitivi, definiti cu aju-
torul operatiei de convolufie de primul tip. Convergenfa acestor operatori
se reduce la convergenfa unor operatori unidimensionali in cazul cind
multimea "(E), E C R™, deci operatorii L,, prezintd anumite particulari-

L.
Notdm cu
X;={xasR|Ix;,&R, j=1,2,..,i—1, i+ 1, ..,m; (%, ..., %,) & X}.

‘ (12)-
Evident, avem X = X,.
X
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Pentru studiul 'convergentei operatorilor convolutivi vom comnsidera
cazul cind X, 1 =1,2,...,m, X sint mulfimi compacte, iar RX — C [X7,
R'=C[X;],i=1,2, ..., m unde prin C[X] am notat mulfimea func-
tiilor continue pe compactul X, : : ,

Avem :

TEOREMA 2. Fie L,:C[X] - C[X] un operator convolutiv pozitiv wm-
dimensional, iar L,:CIX;]->C[X,], maN, i=12 ...,m operators
convolutivi pozitivi unidimensionali. -

Dacd L, adwmite descompunerea in operatori unidimensionali

L,=L,L, ...L~ - (13)
. 1 2 m

atunci din convergenta uniformd a sirulwi valorilor operatorilor Ly, h cdtre b

Vies C [X;), rezultd convergemta uniformi si sirului valovilor operatorilor
L,f citre f, Vfea C[X].

Demonstragie. Descompunerea (13) este infeleasd In sensul urmitor:
L(f; %) = Lo, ...on,f="Lo Ly, ... (L f) ...) (14y

unde ' - ;
L, f= Lo(f(%r o) i, by Higrs .o, %) ; %) (18)
iar aici variabilele x,, %, ..., %, %it1, + .., %, sint considerate ca para-
metri. : , _ .
- Operatorul L, este un operator liniar pozitiv, deci putem aplica teorema 1 -
pentru stabilirea convergentei lui. Dupi cum am menfionat mai sus, e

suficient si dovedim aceasti convergenfd pentru sistemul de functii 1,,
% x5, 1=12 ...,m. Or ntii din faptul ci :

L(1;%)=1 i=12...,m - (16)°

rezultd . »

L,1;x =1. ' (.17){E

. De fapt, aceasti identitate rezulti’ din insdsi defiﬁitié operatorilor . -
convolutivi. | i .

" Apoi in baza relatiei .

L@;%) =8 i<j peR;i j=12 ....m (18)"

avem | — o

Lt %y oo ) = Lol 3), p=1,2; j=1,2 ..., m. (19

Tinind seama de descompunerea (18), rezulti relajia (19). Acum, folosind:
teorema 1, rezultd concluzia teoremei -enunjate.
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fn lucrarea [5] am dat citeva exemple de operatori convolutivi pozitiv
relativi la funcfii de mai multe variabile. ' .
Considerdm urmitorii operatori convolutivi pozitivi:

L:, ., ;:] - "y ;’m ”
Lus L s s Bg) =2 e 3 A, L) (20p
k=0 km=0 "

kY m

k’-—l n'-—-ki—l
si(#3) 1=1l [si(#:)+ s Bi+vay] Hl [1 — siw) + (5 — B3)Bs + poi]

n=

m -
St
i=1 %

ni—1

'I_Io (1 4 5 Bi + 7o3)

S e e s Sy
%y e ey Gy N
_ By <« o By, bt

5 . A 1)

L"l’ co ey nm(f; xl’ ] xm) = b
#=0 B
k-1 n'--k':— 1 .
m . si{xg) TI [si(#3) + Bi ki apv]- [1—ss(#3)] T [ — si(m) + Bilwi — k) + podi
. H g v=1 p=1
i=1 tki] 1

II1 (14 »; Bs + 73)

T=

Acesti operatori constituie generaliziri ale operatorilor considerati.

de autor in lucririle [3] si [4], pentru functii de mai multe variabile.
Si considerim cazul cind xk:‘) =5, ) =% =12 ..., m
ng

si X = [0, 1]”. Pentru prescurtare si notdm operatorii (20) cu LD =B,
operatorii (21) cu I ® ®l jar tn ipotezele de mai sus, asupra nodurilor §i-
functiilor s, operatorii corespunzitori si-i notim cu L;* ®) respectiv L™ Pl
Se constatd ugor ¢d operatorul L % este operatorul lui Bernstein [2] cd
L= % este operatorul lui Stancu [6] si ci L) ®) este operatorul lui Cheney-
Sharma generalizat [5]. Particulariziri analoage se obtin §i pentru opera-—
torul Z*®, Vom nota _

LY % = I %f = B,f operatorul lui Bernstein;

Ll % = L= %f — pllf, operatorul lui Stancu;

LY ®f — P, f, operatorul lui Cheney-Sharma;

Y B]f = Q,f, operatorul lui Cheney-Sharma. )

Ca o consecint} a teoremei 2 si a teoremelor din lucrarea [4] avem urmé-
torul corolar:
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n; -
Si() =%, ¢ =1,2, ..., m. Abtunci pentru Vfa C[X] si ns N™ sint
adevdrate wrmdtoarele afirmatii : :

a) B,f 3 f;

b) Dacd 0 < « = «,, lim o, =0, aa R", atunci P,E“]f 3f;

n-+c0

¢) Dacd 0 < B = o(n=Y) atunci P,f 3 f i Q. f 2 f;

d) Dacd « >0, B>0, a = a,, B =B, st daci

(M) « =0, #8 >0,”2 50, cind n — oo,
a

CoroLAR 1. Fie X = [0,1]", nodurile " =%, k=01 ..., n,

sau
(II) na -0, =B —0, "—ﬁ—>c(c> Ou), cind n — o
atunci ) ‘
LIP3 f IR 3 0p s R™

Toti operatorii considerati in acest corolar sint operatori polinomiali,
iar parametrii «, B sint niste parametri mici.

53 consideram acum cazul cind operatorii convolutivi pozitivi se repre-
zintd prin intermediul functiilor s. Tot ca o consecintd a teoremei 2 si a
teoremelor din lucrarea [4] avem .

Cororar 2. Fie X = [0, 11", nodurile xg‘) = i", kE=0,1,...,n;
n; -
t=1,2..,m dar 5:[0,11>[0,1], 5, C[0,1], i =1, 2 ce., M.
Fie s;(%) = %, + on(%;) unde im o, (%,) = 0 wniform, i = 1,2, ... m.
In aceste ipoteze afiyma;iil; a), b), c), d), din corolarul precedent pentru
operatoris :

B,[,s], P,[f’ a], P,E,S], 7[;5], L,[,s’ o, B]’ I—"[‘s o Bl

rdmin adevdrate pentru orice f s C[X], n = N™. '

Tot ca o consecinti a teoremei 2 §i a observatiilor in legituri cu conver-
genta operatorilor L,, L,, relativi la functii de o singurd variabili, putem
extinde corolarele de mai sus. o :

I Observagie. Concluziile corolarelor 1 si 2 au loc si pentru noduri de o

- - « B
formd mai generald decit % si anume
n;

xf(c:i) = kia(n,) + b(n,),

() < 1,

unde @, b:N - R, 0 < ka(n;) + b(n,) .
=0;pestetots=1,2, ..... m.

iar lim ma(n;) = 1 si lim b(n,)

ﬂi-—)OO ﬂi—OOO
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4. In cele ce urmeazi acum, ne vom referi la operatori convolutivi ce
se construiesc cu ajutorul operatiei de convolutie de al doilea tip. Spre deo-
sebire de cazul precedent, acesti operatori, in ce priveste convergenta uni-
formi, se vor lega direct de relatiile convolutive care conduc la exemple de
operatori convolutivi binomiali pozitivi [5].

fnainte de a ne ocupa de convergenta acestor siruri de operatori, sd
facem citeva considera}ii pregititoare. S3 ne referim la relatia convolutivd

QulfE + wme13 9) = 2 Palt; 3)Qn-3(ms1:) (22)

unde y & R, iat P,(u;y) = Pu#1;9) - ... Py (4,;y). Dacd aici punem
Q, = P, obfinem o noud relatie.
Vom arita o proprietate de care se bucurd convolufiile (22).

Lema 1. Daci P, sintsolufii ale ecuatiei (22) atunci are loc §i wrmd-
doarea relatie '

KN R P N S T

s PP Y) - Py (u9):
Fi=0 k;=0 Pt :

Qutam...—hm(Umr13 Y) = kz [xk;]?Pk,-(ui )
1-=0

Quop (b o iy st U ¥)- (23)

Demonstratie. Ordinea de insumare in raport cu indicii &y, ks, ...,
%, este independenti. De aceea e suficient sd demonstrim proprietatea
de mai sus pentru ¢ = 1.

Avem

g (%212 Pyt ; 9)Qn—7 (tmr15 y) =

n—ky n—hi— ...~y

n . 1
=2, [%]PF ACTDIEPY Py(tg;9) oo Py, (b 9)-
1= a=0 km=0

“Qnbmcmby, (U1 3 Y) = kZ:o P Pout1 5 9)Qnty (2 + o & ns139)-

Cu aceasta lema este demonstrata.
Relatia (23) rimine adeviratd dacd inlocuim pe Q cu P.

S3 notim cu L, # & N operatorii proveniti din relatia convolutivd
' m+1

(22). Consideram X compact, R¥ = C[X] si Y, u; =C. Atunci

i=1

%1+...+Mi_1+ui+1+...+Mm+1=C—M;~.
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Exeimplele de operatori convolutivi, corespunzitori operatiei de con~

volutie de tipul al doilea, s-au. construit in ipoteza ci C = 1 siC=— i
’ @
Fie X; = p7,X si si notim cu

LY :C[X,] - C[X,]. @4

Avem urmitoarea

LeMA 2. Dacd f(%, ..., %,) = D fi%;) unde
i=1

fi: X; > R, atuncs
L(fs 0) = 2L %) | (25)

Demonstragie. Tinind seama de liniaritatea operatorului L, si de proprie-
tatea (23), rezultd relajia din enuntul lemei. Operatorii LY au forma

LOU;im) = A 25 7)) - Quci (C — ()

unde 4, = [Q,(C; ¥)]~1. Aici am considerat u; = uy(x;).
Relafia (25) constituie o formuli de descompunere a unui operator
m-dimensional in operatori unidimensionali.
. Cele doud. leme servesc pentru demonstrarea trmitoarei :

TEOREMA 3. Fie L,:C[X] — C[X], na N, un operator convolutiv
pozitiv m-dimensional binomial, iar LY : CIX;1-CX,], i=12, ..., m,
operatori convolutivi pozitivi unidimensionali  binomiali.

Daci L, admite descompunerea (25) atunci din convergenta uniformdi
a sirului valovilor operatorilor LY citre h, WVh < C X1, :=1,2 ..., m
rezulté  comvergenta umiformd a sirului valorilor operatorului L,f catre
., Vf & CX]. ~

Demonstratie. Operatorii L, fiind operatori liniari §i pozitivi, vom aplica
teorema lui Bohman-Korovkin., Avem :

L(1; %) =1
din insisi definifia operatorilor L,. Apoi .

Lt %0 oo %) = LPW s 2),p = 1,2, ..., m.

Aceastd relatie este o consecinti a relatiei (25). Cu aceasta teorema este
demonstrata.
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a) B.f3f; ] . _ _ A
b) Dacdi 0 < a=a,, lima, =0, « & R atunci Pl f 3 f, operatorul

i Stancy ' .

¢) Dacd 0 < B <o(n™), B R atunci P,f 3 f, operatorul lui Cheney-
Shayma ;

Quf 3 f, operatorul Wi Cheney-Sharma :

d) Dacd 0 <a=wn, O0K<L=4g, o B R i dacd -

) a«a—->0, nﬂ—»O,ﬂ—)O, cind n —» oo
a
sau
(1) na >0, 2B >0, B ¢ (6> 0), cind n —oo

atunct

P35 g3y

Operatorii considerai in acest corolar sint operatori polinomiali,
iar parametrii «, B & R sint parametri mici.

Considerdm acum cazul cind in reprezentarea operatorilor considerafi
mai inainte, intervin functiile s.

Cororar 4. Fie X=[(x1, e %) SR %, 20, i=1,2, e, M

m

. kg : .
> %, <1{, nodurile ==, B=0,1...,0—k — ... <k, iar
i=1 i

= ” ’
s": [O, 1] -> [O, 1], S,- = C[O, 1], 1 = 1, 2, :. Lom. Fie S,-(x,-) = x,; "l" m,,(x,-)
unde lim o,(%;) = 0, uniform, 1 =1,2, ..., m. _

n— 00

In aceste ipoteze afirmagiile a), b), c); d) din corolarul precedent 3 pentru
operatorii :

B,[,s], P,[f' a]’ P'[,s, B]’ @,[‘s B]’ 53'[:, o ﬂ]) _é,[»s' o B] .

rdmin adevdrate pentru ovice f C[X], n < N.
De asemenea putem face urméitoarea

Observatie. Corolarele 3 i 4 rimin adevirate si pentru noduri mai gene-
rale, Anume: '

x}e’? = f a(n) +bn), i=12...,m
unde @, b6: N - R, 0 < k; a(n) + b(n) < 1, iar
lim na(n) = 1 §i' lim b(n) = 0.

(Intrat tn redactic la 7 octombrie 1971)
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Cal el

e O

CXOOVMOCTDb HOCJIEIIOBATEJIBHOCTEH 3HAUEHMI HEKOTOPBIX
KOHBOJIIOTHBHBIX OIIEPATOPOB B R™

(PeswoMe)

HsyvaeTcst CXOAHMOCTD OCJIeI0BATeNIbHOCTE} 3HaYeHHH HEKOTOPBIX IOJOKHTENBHBIX
KOHBOJIOTHBHLIX ONIePaTOPOB B R™. Pesy/bTaThl, NOJNYUeHHEIC dBTOPOM B [4], pacmpocTpaHsA-
TCsi Ha (YHKIMH CO MHOFHMH NepeMEHHEIMH. TMycts X C R;— KOMIAKT H IyCTh X7, onpefeNnen-
Hoe coorsomennem (12). JoxasmBaercs: caefylomlast TeopeMa:

Teopena. Ilyctb L,: C[X]—>C[X] — m-MePHBLIl TIOJOXKHTEbHEIR KOHBOJIIOTHBHBI
onmepatop, a L, : CIX;] > ClX:), m € N, i=1,2, ..., m TOJOXUTEJIbHEE ORHOMEPHEIE:
1

KOHBOJIOTHBHEIE OIepaTophl.
Ecau L, Romyckaer pasJjioxXeHHe Ha OJHOMEpHBIe OlepaTophl

Ly = L”1 an e L”m

TO H3 PaBHOMEPHOH CXOUMOCTH J10CJIe J0BaTeNLHOCTA 3HaUeH ] onepaTopoB Ly, 7 K h, VheC[X T
caenyeT paBHOMEPHast CXOAKMOCTb IOCJIeIoBATEILHOCTH 3HaueHHHA onepaTopos Ly, f x fCeX].

PaccmaTpuBaeMble aBTOPOM TPHMEDEl onepaTopos LEf’ % f] (20) n fff' @ B] oGnanatoT CBOH-

CTBOM Pa3/IOJKeHHS H3 TeOpeME!. dopmyaHpyeTCs CIeACTBHE 1, B KOTOPOM COZepIKaTcsl YCJIOBHS
PaBHOMEPHOH CXOJHMOCTH KOHBOJIIOTHBHBIX ONepaTopoB, PaccMaTpHBaeMblX Kax IPHMEpELI.
Bo BTOpOit yacTH paBGOThl H3y4aeTCs] CXOXHMOCTD [OJOIKATEJBHEIX KOHBOJIOTHBHAEIX Oonepa-

topos suza (10).

1,A CONVERGENCE DES SERIES DES VALEURS D'OPERATEURS
CONVOLUTIFS EN R#

(Résumé)
I/auteur de l'article étudie la convergence des séries des valeurs d’opérateurs convolutifs:

positifs, en R™. Il étend les résultats de son travail [4] aux fonctions de plusieurs variables.
Soit X € R™ — un compact et soit X; défini par (12). On démontre le théoréme :
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Théoreme. Soit L,:C[X]=» C[X] un opérateur convolutif positif m-dimensionnel, et
Ly :CLX;] =~ C[X;], ;€ N, i=1, 2, ..., m opérateurs convolutifs positifs gni@imensionnels.
Si Ly, admet 1a décomposition en opérateurs unidimensionnels '

Ly=LyL, ...L,,

-alors, de la convergence uniforme de la s_érie des valéurs des opérateurs L,,‘.h versh, Vi & C[X i1
Tésulte la convergence uniforme de la série des valeurs des opérateurs L,f vers f, f & C[X 1.

Les exemples d’opérateurs considérés par anteur L,E" @ Bli20) et f.i[f' % Bl jouissent de
la propriété de décomposition énoncée du théoréme. On €énonce le corollaire 1. qui comprend
des conditions de convergence uniforme d’opérateurs involutifs, considérés comme exemples,

Dans la seconde partie on étudie la convergence des opérateurs convolutifs positifs de la
Aorme (10). v ‘



METHODES STATISTIQUES POUR L’APPROXIMATION DES
FONCTIONS

ELENA FRATILA

1. Le probleme d’approximation des fonctions par des méthodes statis-
tiques a été traité par A. S. Novik, V. E. Samens ki [2] et, avec
la méthode Monte Carlo, par J. M. Hammers ley, D.C. Hands-
comb [1]. _

Le travail présente deux procédés statistiques d’approximation :

— Tun de type Monte Carlo, pour les fonctions de plusieurs variables,
en construissant un polyndme d’interpolation qui peut étre réalisé comme
la valeur moyenne d'une certaine variable aléatoire;

— et P'autre pour les fonction d’une seule variable, fondé sur la méthode
des moindres carrés. ' :

2, Soit la fonction f(x,, ...., %,) pour laquelle on connait ses valeurs
pour les points M,-;(sf, o), 1<i< N, dans l'espace euclidien n-di-
mensionnel E®, ol ¢, peut prendre 'une des valeurs 0, as, ar, ..., ah
d<1, 0<a, <1, k=1, ...., n On suppose que pour les points M;.
avec toutes les coordonnées différentes de zéro, les valeurs de la fonction f
sont nulles, & I'exception de M(a,, . ..., a,).

On demande d’interpoler la fonction f sur un point X(X,, ...., X,)
de Pintérieur du domaine parallélépipédique D, déterminé par l'origine,

les points M;(0, ....,a;, ....,0), j=1,....,n et M.
On considére le polynéme d’interpolation

PXy ... X)=Ziur ot f(eh ..oy €h) 49, (1)

6 — Mathematica—Mechanica 1/1973
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ot #; est le nombre des valeurs ¢} de fleh, ..., &) qui’ sont différentes de
zéro, N le nombre des termes de- (1) différents de zéro, et

(1 x; .
=~ 2=, sl &= aqa,
d a,’ pi’ ‘ 1 1
2
1 X5 s 2
-~ 2= % Sl g =a;
7_} a; =1, . R
T
..d ]— , .,N
1 X; 7
E'E=S,, S1 g = a;
‘1 —Pi— ... — 8, si Ez =.0. : }

Ce polynbéme coincide avec la fonction f sur les points donnés, a N termes
et le degré -d—@zi@ en Xy, ..., X,.

Soit maintenant les variables aléatoires

a;, @ al, 0 ‘
g o e @0 <i<n @

, 1
pi-’ qi-!"'J It ?,-——...—As,-}

avec p;, G, . ... S;, données ci dessus, et { = f(§,, ...., &) avec la distri-
bution A ,

i\ 7' _
Vo hicicn

. On remarque que
' E{=PX,, ...., X,).

Par conséquent on a:

TuarorEME 1. La valeur moyenne d’échantillon

B (e )
7 2 . ®

m

oir (e seees &), 1< J<m, est un échantillon de volume m effectué sur
une variable aléatoire n-dimensionelle (B -+ b 8, B 1 <o m, avec
la distribution (2), est une estimation non-biaisée et consistante de P[X,, ...

., X,).
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Cette estimation peut étre calculée facilement en réalisant. I'échantillon

(e, ..., e)), 1<<j<m, avec une suite de nombres pseudo-aléatoires
oy ... & qui sont uniformes sur [0, 1]. Cest & dire que, si:

0 < aj < p; alors E; prend la valeur 4,

p; < aj < P; + gi, alors §; prend la valeur a,

;b,-. + .. —}-.s.,- '< <1, alors §&; prend la vgleur 0, 1 L1k,
1 <j < m, en obtenant ainsi I’échantillon (e, ..., e}). Cet échantillon

détermine les points M, (sl ..., ) pour lesquels on connait les valeurs
de la fonction f, qu’on introduit dans (3).

L’erveur de ce procédé Monte Carlo peut étre évaluée en conformité

avec [1], par la variance de {:
D=LS[fd, ..., )di — PXy ..., X )11 ... 70
m

Puisque chaque 7, <1, 1 <k <n et que les valeurs
|£(sh, .. )T —PX)], X = Xy, ... X,),
sont finies, en notant -
R(X) = max |f(e], ..., &)di — P(X)|,
on a ’
Dﬁgiﬁ-mmy
Et par conséquent:
TaforREME 2. L’erreur
8u(X) = |P(X) — T,

avec une probabilité plus grande que 1 — e, ¢ > 0, e suffisamment petit, ne

dépasse pas
em

ot N est le nombre des points donnés, m le volume d’ échantillon, X le point
d’interpolation fixé.

Remarque. Le cas a; > 1, 1 <i < n, se traite de facon analogue,
en considérant comme point M le point de coordonnées (a';i, s aﬁ).
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Cas particuliers.

L. Sig;=11<i<#n d=1, le domaine D est le cube unité de
V’espace E” et on obtient le cas traité dans [1]. _ ‘

2.8 a, =21, 1<ig<n d= 1, le domdine D est un parallélépipede
de E", le nombre de points étant N = 2=, _

3. Siag; >0, 1< < n, d =1, mais on considére seulement les points
qui ont une seule coordonnée différente de zéro et Porigine, le domaine
D est polyédrique, le procédé Monte Carlo d’interpolation donné par la
formule (3) reste valable, N = -+ 1. _ .

- 4. Si on considére =1z, ai=—2x, 1< <n, d=2, x>0,
alors le domaine D est un parallélépipede dans E*, centré sur Porigine, le
procédé d’interpolation étant aussi applicable, dans ce cas.

3. Soit 1a fonction f(x) & C[a, b], pour laquelle on connait les valeurs
f(%3) . ..., f(x,), sur les noeuds %, ...., %, appartenant 4 l'intervalle [a, b,]
qui représente un échantillon de volume # effectué sur une variable aléatoire
¢ définie sur [e, b]. On approxime la fonction inconnue f(%) par le poly-
ubéme _

P, (%) =Ag+ Ax+ ... + 4, ;21
de sorte que

E{fl€) — (Ao + 46+ ... + 4, 5" Y = min. (4
Cette condition permet de déterminer les coefficients 4, 01— 1,

en fonction de x,, ..., x, et f(x), 1 <i < n.
De fait, de (4) il résulte le systéme d’équations

Ef(ﬁ)&k - AoEgk — ... —_A,,_IEE"—"—‘ =0, 1<kn — 1. -

'La valeut moyenne E&* et EE*f(£) peut &tre évaluée par la moyenne d’échan-
tillon correspondante, en supposant # suffisamment grand :

n

A
Ege=1__
n
315 - o
Ef(§)E =
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On observe que (5) est un systéme Cramer, car

1 EE ... EE?
p—|Et EE...EE. =0,

Egs-1, EE". ., E£2—1

et
i Di+1 .
A;:_T, 0<11<7l'—1,
ott
1 Et ... Ef§)  ...Eg—

Dipg =1+« o v oo
Eg»1, EE" ... Ef(E)gr—! ... EED
Par conséquent

\_1(%) = DD, + Dyt + ... + D, x*). (6)

On peut montrer que la solution du systéme (5) correspond 4 un mini-
mum de (4). . :

Remarques. a. La formule (6) correspond & une erreur moyenne qua-
- dratique minime sur les noeuds donnés. Mais pour obtenir une bonne appro-
ximation de la fonction f par le polynoéme P, ,(x), il est nécessaire que le
nombre des noeuds soit suffisamment grand. Cette formule peut étre utili-
sée aussi en considérant au lieu du polyndéme P,_,(x), un polynéme de degré
h < n — 1. Pour déterminer les coefficients 4;, 0 <7 < A, en utilisant
pour I'évaluation des moyennes Ef(E)EF et EEF, 0 < %k <A, toutes les
valeurs données #;, 1 <7 << n.

b. Le cas ot la valeur du minimum (4) serait nulle implique le fait que,
sur les noeuds donnés, la valeur de la fonction f(x) coincide avec la valeur
du polynéme d’approximation P,_;(x). Cette restriction attachée au sys-
téme (5) conduit 2 une condition de compatibilité du nouveau systéme,
qui peut étre accomplie pour une certaine classe de fonctions ou pour un
certain échantillon, déterminé dans ce sens.

c. Le reste de la formule d’interpolation obtenue est délimité par la
valeur du minimum de (4) et peut étre déterminée sur les points x;, aprés
le calcul des coefficients A,. ,

I erreur du procédé par lequel on a calculé les coefficients 4;, procédé
de type Monte Carlo, provient de la substitution aux moyennes E&*, Ef(£) &%,
des moyennes d’échantillon correspondantes, qui sont des estimations consis-
tantes et nonbiaisées pour les moyennes théoriques.

Il résulte de 13 qtie les valeurs ainsi obtenues pour A; convergent en
probabilité, pour # — oo, vers les vraies valeurs 4;.

(Manuscrit regu le 29 janvier 1971)
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METODE STATISTICE PENTRU APROXIMAREA FUNCTIILOR .

(Rézumat)

Articolul prezinti doud procedee pentru aproximatea, functiilor :

— unul, de tip Monte-Carlo, pentru functiile de mai multe variabile, construind un poli-
nom de interpolare care poate fi realizat ca valoarea medie a unei variabile aleatoare ;

— i altul, pentru functiile de o singur3 variabils, bazat pe metoda celor mai mici patrate.

CTATUCTUYECKHE METOALI IIPUBJIM)XEHUS &YHKLHK

(Pesrome)

ABTOp TPHBOZNMT ABa MeTONA IPHGIHIKEHHS GyHKIHE :

— MetoX Thna Moirte Kapaio st GyHKUHA ¢ MHOTHMH IeDeMeHHEIMH, HOCPEACTBOM MOCT-
POEHH: RHTEPNO/SIUHONHOIO MOJHHOMA, KOTOPLIE MOMKeT GbITh HOJYHEH IPH IIOMOLLH CPEJHErD
3HaYeHHS OJHOR cayuafiHON HepeMEHHOH ;

— MeTOR Jisi PYRKIuil C OXHON NMepeMeHHOMH, OCHOBAHHEL Ha METORE HAMMEHbLIAX KBafpa-
TOB.



NATURA SISTEMULUI BINAR VW CYGNI

VASILE URECHE

1. Introducere. Importanta determinirii elementelor absolute ale
componentelor sistemelor binare este bine cunoscutd [5], atit pentru cerce-
tirile cu caracter statistic (precizarea relatiilor de stare), cit si pentru
fundamentarea teoriilor de evolujie stelard. Numdirul sistemelor binare
strinse 1a care astfel de determiniri absolute se pot face nu este prea mare.
Catalogul lui Svecinikov [11] conjine 197 astfel de sisteme. Pe baza
datelor din acest catalog, Svecinikov clasifici sistemele binare strinse in
sase tipuri, clasificarea sa urmind, in esentd, pe cea a lui Kop al [3,4].

in catalogul lui Svecinikov, sistemul dublu VW Cygni este considerat
ca ficind parte din sistemele continind subgigante detagate (sisteme in care
una, sau ambele componente, sint subgigante detagate de suprafafa criticd
Roche). Insd se aratd ci este posibil ca raza 7, a componentei secundare
si fie subestimati, iar in realitate sistemul s fie apropiat de sistemele semi-
detagate. In cele ce urmeazd vom arita, pe baza unor date mai noi, ci sis-
temul VW Cygni este indr-adevir semidetagat (desi posedid unele carac-
teristici fizice aseminitoare cu cele ale sistemelor formate din subgigante
detagate). ‘ , ‘

Elementele fotometrice ale sistemului VW Cygni au fost redeterminate
recent de I,a cy [6] din observatii fotografice (mdsurdri pe plici Kodak).
Astfel Lacy a obtinut urmitoarele valori (notatiile fiind cele curente, indi-
cele 1 se referd la componenta principald — cu mas3 mai mare §i mai lumi-
noasi — iar indicele 2 la componenta securidard) :

P—843; 7 =0,099; 75 = 0,290

: (1)
i = 80°8; L, —0,955; L, — 0,045

2. Raportul maselor. Utilizind elementele fotometrice determinate de
Lacy si elementele spectroscopice determinate de Struve [10] (din obser-
varea unui singur spectru, al componentei principale), am redeterminat
raportul maselor componentelor, g = JR,/IN,;. in acest scop am aplicat
metoda lui Kopal [5], considerind c3 steaua mai masivi (componenta prin-
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cipald a sistemului, de tip spectral A3) este o stea normali care satisface o )
relatie masa-luminozitate de forma )

log M, = & — BM,, (2)

unde M, este magnitudinea absoluti bolometricd a acestei stele. Din orbita
spectroscopicd (bazatd pe observarea unui singur spectru) rezulti mirimile

_ . Msin®s , 4 '
= flom) — RS @)
g =4, sinq, (4)

notatiile fiind cele uzuale. o . ,
Utilizind raportul maselor ¢ = 81,8, din (3) si (4) se obfin urmitoarele
. expresii pentru masa §i raza componentei principale (cu notafiile lui Svecini-
kov) '

M, =l(1 —|—1J2fcosec3i . (5)
q q ,
R, = (‘1 + l) g 7, cosec ¢ (B}
q

* Mai departe, introducind expresiile (5) si (6) in ecuatia (2), in care utilizim
" formula magnitudinilor absolute bolometrice

M, = Myo — 5 log & — 10 log = D
Ro To .
unde indicele O se referd la datele corespunzitoare Soarelui, obfinem ecuatia.
1 1
log——}—Alog(l—l——’:B _ 8)
4 7 /
unde
A=2—58 ' )]
B=a— B[Mbo — 5 log (g7, cosec 7) — 10 log 1&] — log (f cosec? 1),
' ©
(10}
g fiind exprimat in raze solare.
Deoarece componenta principald a sistemului VW Cygni este de tip

spectral A3 este de-agteptat ca M, > 0. De aceea am utilizat valorile
o = 0,3980; B = 0,0784 pentru coeficien}ii din relagia masi-luminozitate
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(ecuatia (12), pag. 129 din lucrarea lui Svecinikov [11].) Adoptind
scara temperaturilor efective dedusi de Harr is [1] rezultd: To=>5784°K,
T, = 9260°K. Pentru magnitudinea absoluti bolometrici a Soarelui,.
Harris di valoarea Myo= 4,69. Din orbita spectroscopicd a lui Struve [10F
rezultd f= f(O) = 0,033 Mo, &= 3,88-106 km = 5,5771 Ro (conside—
rind Ro= 6,957-10° km [8]). Cu valorile numerice date mai sus §i cu ele-
mentele fotometrice (1), rezultd 4 = 1,6080; B = 1,5563 ; iar pentru ecua-
tia (8) se obtine solujia

g = 0,30 (11)

Cu valoarea ¢ = 0,30, din tabelele ui Plavec si Kratochyv il [77
obfinem razele critice 7y cut = 0,490 ; 75 crit = 0,272 (identificind razele cri-
tice cu ordonatele y,,, respectiv ¥i,).

Comparind razele componentelor din (1) cu razele critice se observa.
cid in timp ce 7y € Pyerit, Vg > Pacrits adica sistemul VW Cygwi este un
sistem semidetasat.

3. Elementele absolute. Din elementele fotometrice (1), ecuatiile (4) —
(6) si valoarea (11) a raportului maselor objinem :

_Masele componentelor: M, = 2,20q ; My = 0,7 8y

Separarea componentelor: & = 24,6 Ro ‘

Razele componentelor: R, =24 Ro; Ra=71 Ro

Formula (7) ne d4 pentru magnitudinea absoluti bolometricd a compo-
nentei principale valoarea M, = 0,7. Valoarea obfinutd confirmi ipoteza
ficuti la inceput: M, > 0.

Pentru a deduce magnitudinea absoluti bolometricd a componentei
secundare, avem nevoie de temperatura acesteia, care se poate deduce din
raportul intensitafilor medii pe discurile celor douii componente, conside-
find ci acestea radiazi ca miste corpuri megre (dupd legea lui Planck).
Avem

Jo 7 L. o (12)

Utilizind valorile numerice date mai inainte §i luind A = Ay = 4250 A
[8], rezultd T, 2= 4000°K, corespunzindu-i un ,,spectru calculat” (K4 IV]
pentru componenta secundard. Mai departe formula (7) ne di M, = 2,2.

Tabela de mai jos confine elementele absolute ale sistemului VW Cygnsé
obtinute mai sus, In comparatie cu cele date de Svecinikov.
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Elemente absolute

Elementele Svecinikov ;;_‘;Zfe‘zza
Spectrele A3, + [KIIV] | A3, + [R41V] -
q . 0,28 0,30
My 2,5 2.9
My 0,7 0,7
a 26 24,6
Ry 2,9 2.4
Ry 5,7 7,1
Mp, 0,3 0,7
M, 1,7 2.2

Se observi ci elementele absolute obtinute nu difers prea mult de cele

. date de Svecinikov, cu exceptia razei compomnentei secundare, care in

lucrarea prezentd este sensibil mai mare. Chiar datoriti acestui fapt siste-
mul VW Cygni se prezintid ca un sistem semidetagat.

4. Consideratii asupra naturii sistemului VW Cygni. Din compararea
-dimensiunilor componentelor cu dimensiunile suprafefei echipotentiale
ccritice Roche, am vizut ci sistemul VW Cygni este un sistem semidetagat,
Mai detarte, compararea elementelor absolute obfinute mai sus cu datele
<atalogului lui Svecinikov (mai ales diagrama H—R a sistemelor semideta-
sate) aratd ci sistemul considerat apartine grupei a III-a a sistemelor semi-
detagate. Pozitia componentelor sistemului VW Cygni in diagrama H—R

se vede in fig. 1 (linia continui re-
prezintd Secventa Principald de Virsts

My ' Zero, dupd Svecinikov).

— Secvenla Principala Dacd se compari fig. 1, cu ,,dru- -

—e% ' de Virstd Zero murile” teoretice de evolutie ale sis-

* componenta principolc temelor binare strinse (vezi de exem-

-k + companenlo secundard | ply Pacg ynski [9]) se observi ci

steaua actualmente principald este

o~ practic neevoluati, fiind apropiati de

=fT Secventa Principali de Virsti Zero,

in timp ce steaua secundari a evoluat,

ot ajungind n domeniul subgigantelor,

Aceasta din urmi a fost inifial compo-

PR nentd principali; avind masi mai

‘ mare a evoluat mai repede: trecind

in faza de expansiune si atingind -

4" mita Roche, a pierdut o parte din

masd care a fost transferati la celea-

£"- laltd componenti neevoluati. Astfel

componenta inifial secundari a deve-
- nit componentd “principald. Procesul
Fig. 1. schitat maj sus este asa numitul pro-
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ces de ,,schimbare a rolurilor” (in cursul procesului este posibil ca o frac-
tiune din masa inifiald a sistemului si se elimine in afara lui). Aceasta
este schema general acceptatd de evolufie a sistemelor semidetagate, cd-
reia se pare ci i se supune si sistemul VW Cygni. :

Considerind, insi, alte caracteristici fizice ale sistemului VW Cygmi,
atunci se observi ci acesta se aseamand mult cu sistemele continind subgi-
gante detagate. Astfel, perioada sistemului (P > &) este neobignuit de
mare pentru sistemele semidetasate (dintre sistemele semidetagate conside-
rate de Svecinikov, numai DN Orionis are perioadd mai mare). Asemenea
perioade se intilnesc de obicei la sistemele continind subgigante detagate.
(Perioade mari se intilnesc si la sistemele supermasive de clase spectrale
4impurii, ca gi la sistemele gigante si supergigante, dar sistemul VW Cygni
nu face parte in nici un caz din aceste tipuri).

Pe de alti parte, calculind excesul de luminozitate pentru componenta
gsecundari, conform definifiei :

AM,, = Mb calc — Mb obs > (13)

ande M, o este magnitudinea absolutid bolometricd dedus3 din observatii
pentru steaua consideratd, iar My cac este magnitudinea absolutid bolome-
trica pe care ar avea-o steaua dacd ar satisface relajia masd-luminozitate
{(2), obtinem AM,, = +4,9. In fig. 2 este dat excesul de luminozitate
al componentelor secundare ale sistemelor semidetasate si ale sistemelor
confinind subgigante detasate, in funcie de masa corespunzitoare, dupd
Svecinikov.
Se observd cd siste-

mul VW Cygni se apropie DM

mai mult de sistemele con- \\ : _;isfeg: ;
4inind subgigante detagate I samiqaiasaid
{totusi trebuie aritat cd o \\ "—:,':‘,:,9"%‘;:/'
dispersia in diagrama lui \ +yYwe
Svecinikov este destul de \ 17 .
mare).

In sfirgit, si conside- n
ram diagrama perioadi-ra- 5°r

portul maselor. Dupd.cum

aratid Svecinikov, din teo-

riile de evolutie stelard re-

zultd ci dacd pierderea de o™
masi (dupd atingerea limi-

tei Roche) are loc prin
transfer de la o componen- . ' ;

14 la ceealaltsd, aturf)ci in- _ -08 40 9° [05 g
tre perioada —P si rapor- Fig <.
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P ) , tul inaselor —g, avem re-
' ¥ latia A
& 1., 3
l’ l,l'; [
0 Plg) =P, Lt 1y
W tansfer_ | | P |
i ol 2
B=‘.3\7 ,"\;"‘"’"!: iar daci are loc eliminarea
! 'i e de masi din sistem, atunci
i L 4
Plg) =P 1
) (@) ranpr it

in ambele cazuri P, fiind va-
loarea lui P pentru ¢ = 1.
In fig. 38 liniile continue re-
prezintd relatia (15) (pentru
Py=05 si Py=1%)  iar
curbele intrerupte-relatia (14)
(Pentru P,=1/6 si P,—473).
Svecinikov arati ci sistemele
semidetagate se ageazi intre
curbele descrise de ecuatia
Re0%s (15), sugerind evolutia lor prin
1 1 1 1 eliminare de masi, in timp ce
0 08  0s 04+ 02 2 sistemele continind subgigan-
i te detagate se aseazi intre
curbele descrise de ecuatia
(14), sugerind evolutia acesto-
Ta prin transfer de masi. Tot in fig. 3 este reprezentatd pozitia sistemului
VW Cygni in diagrama corespunzitoare a lui Svecinikov, dupd care s-ar
parea sd sistemul VW Cygii se comportd ca sistemele formate din
subgigante detagate, evoluind prin transfer de masi. '

Dupi cele spuse mai sus rezult3 ci sistemeul VW C ygniesteunsistem semi-
detagat, care se pare ci evolueazi prin transfer de masi, fiind in faza de
transformare intr-un sistem cu subgigante detagate. Nu este exclus ca aceas-
td transformare si se facd si prin eliminare de masd, observind ci pozitia
Ini VW Cygni din fig. 3 poate fi atinsi pe o curbd (15) cu P, =~ 3%6,

Pentru o mai buni precizare a stadiului evolutiv in care se giseste
sistemul VW Cygni, ar fi necesard compararea datelor ‘observationale cu
,.drumurile” teoretice de evolutie stelars, insi, din pécate, pini in prezent
incd nu s-au calculat asemenea ,,drumuri” pentru sisteme binare strinse
cu mase relativ mici, de tipul celui considerat in prezenta lucrare [2].

(Intrat in nadac[ie: la 70 imguqn:t 7972ir
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[IPUPOA JBOMHONM CUCTEMBI VW CYGNI

(PesoMme)

Hcnons3ys HOBEIE (hoToMETpHUECKHe JeMenTs! J1 a c 1 [6] ¥ creKTPOCKOMHYECKHE 3/IEMEHTEl
Crpyse {10],laBrop onpenenHn BHOBEL a6COIMIOTHBIE SeMeHTH! ABOMHON cHcTeMsl VW Cygni.
OrHomeHAe Mace Beunciaeno Metonom Komnma i a [5] na ocHOBe COOTHOIIEHHA Macc-CBeTHMOoCTel,
nonyyensoro CBeunnkoBuM [l1

Tecnasa ABoitHas cucteMa VW Cygni siBisieTcs noJypasaeNéHHoH.

. Pa6oTa 3aKaHUMBAeTCsl HEKOTOPHIMH COOGPAaXKEHHSMH O NPHPOAE M SBOJIOURH JBOHHOA
cucremnt VW Cygni, Kotopas GynyuH noJypasfeleHHol, o6/ajaeT HeKOTOPHIMH usHUeCKHMH
CBOHCTBAMH, CXOIHLIMH CO CBOJICTBAMH CHCTEM, COJIeP XAI#X B KaueCTBe KOMIOHEHTOB Pas3fe/IeH-
ghie 3Bespp-cy6rurantst [11] (,.cyGHOpManibHbe” aBésui-cy6rurantsi [5]). ABTOp BhICKa3H-
@aeT NpPelToJIoXKeHHe O TOM, UTO CHCTeMa HaXOAMTCS B 3BOJIIONHOHHON (pase NpeoOpa3oBaHHKA
#3 noJypa3jesiéHHOH CHCTEMBI B CHCTEMY C OJHOi pa3fiensHHON 3Be3Ofl-CyGrHTaHTOM.

THE NATURE OF THE BINARY SYSTEM VW CYGNI
(Summary)

Using the new photometric elements of Lacy [6] and the spectroscopic elements of
Struve [10], the absolute elements of the binary system VW Cygni are redetermined. On
the basis of the mass-luminosity relation obtained by Svetc hnikov [11], the mass ratio
has been computed with Ko pal’s method [5].

The close binary system VW Cygni is semidetached.

The papet is concluded with some considerations about the nature and the evolution of
the binary system VW Cygni, which, being semidetached, has some physical properties similar
to those of the systems containing detached subgiants [11] (undersized”” subgiants [5)). Itis
suggested that the system is in an evolution phase of transformation from a semidetached sys-
4enmr to a system containing one detached subgiant.



William Bulgren, A Computer
Assisted Approach to Elementary Statisties.
Examples and Problems.

L‘ouvrage contient une ample liste d’exer-
cices de statistique élémentaire, de prati-
que courante, destinée & un séminaire-la-
boratoire. Les exercices proposés poursui-
vent la compréhension de la sigmification
statistique des différentes notions, des mé-
thodes et des résultats statistiques, de 1’ana-
lyse statistique.

La technique du travail, fondée sur la
simulation des exercices avec les nombres
‘pseudo-aléatoires et l'emploi des machines
" de calcul, permet d‘introduire le lecteur
dans la pratique de la programmation et
de l'ajustage.

Le travail peut étre utilisé aprés une
connaissance préalable de la problématique
statistique 2 laquelle se rapportent les exer-
cices proposés; il contient huit chapitres
et quatre appendices, Dans chaque chapi-
tre il s’agit des principaux concepts et des
principes de statistique, qui sont présentés
succinictement dans la partié introductive,
puis discutés dams les exercices proposés.

Aprés le chapitre introductif (1), suit
(2) : description des distributions de mesu-
rages; (3): probabilité — concepts de base;
(4) : variables aléatoires et distributions
de probabilité; (5): statistique inductive,
méthode d’échantillon dun grand volume;
(6) : distributions exactes, méthodes d’es-
timation, tests des hypothéses statistiques;
(7) régression linéaire; (8): analyse de
la: Variance, et quatre appendices complé-
mentaires: (I) éléments de Fortran IV;
(IT) générateurs de nombres pseudo-aléa-
toires; (III) tables de nombres pseudo-aléa-
toires mormaux; (IV) réponses a quelques
exercices.

RECENZITI

Chaque chapitre contient une partie in-
troductive de présentation succincte des
notions auxquelles se référent les exer-
cices suivants. Quoique les exercices soient
en apparence simples, ils ne sont aucune-
ment formels; ils poursuivent par des dis-
cussions et questions complémentaires 1’ap-
profodissement du sens statistique des
différentes mnotions. Les questions posées
conduisent 3 une analyse judicieuse des-
effets produits par le changement des données
d’échantillon, le volume d’échantillon, le
coefficient de confiance ou le niveau de
signification, et permettent de compléter
le contenu du concept respectif, et aussi
de comparer les résultats expérimen-
taux et les théoriques.

Une liste bibliographique présentée dans
Vintroduction donne des indications rela-
tives aux problémes de statistique traités
dans. les exercices, au langage Fortran IV
de programmation de ceux-ci, enfin aux
machines a calcul.

L’ouvrage est recommandable pour un
séminaire pratique de statistique élémen-
taire courante, dans les facultés et les-éco-
les qui peuvent utiliser effectivement les
calculateurs, car il répond au triple but:
d’apprendre activement le contenu de cha-
que notion traitée, d’initier & une pratique
de programmation, et aussi de compréhen-
sion du sens de la méthode de l’ajustage
statistique.

Ainsi présenté sous l’aspect dun cours
pratique de statistique élémentaire, le tra-
vail est trés utile grace & l’approfondisse-
ment, d’intention pratique évidente, de
toutes les notions et méthodes abordées,
illustrant les qualités du profeseur expéri-
menté qu’est l'auteur et la rigueur scienti-
fique des- matériaux mis en oeuvre.

ELENA FRATILA
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Georgi E. Shilov, Linear algebra,
-revised, English edition, translated and edi-
ted by Richard A. Silverman; Prentice-Hall
Inc., Englewood Cliffs N. J., 1971.

The book is intended as a text for un-
-dergraduate students majorizing in mathe-

matics and physics and largely covers linear -

-algebra courses in use in most faculties of
‘mathematics. The starting point is the
-theory of determinants. Then after studying
linear spaces, the main results of the
theory of systems of linear equations over
nimerjcal fields are deduced by means

-of the properties of these spaces. Following.

<hapters discuss linear, bilinear and quadra-
.tic functions, functors, canonical forms of

et

Jordan and also Euclidean gang unitary
spaces. The last chapter is devoted to
finite dimensional algebras and their repre-

.sentations. There is also an appendix dealing

with categories of finite-dimensional spaces
based on a paper written by the anthor and
I M. Gelfand.

In order to facilitate understanding, each
new concept is accompanied by examples
and all chapters end with exercises, There
are hints and answers at the end of the

book. The careful and detailed treatment <

of all subjects as well as its easy and
atractive style will geatly facilitate the
task of many students and professors.

M. FRODA-SCHECHTER

{@ Intreprinderea Poligraficd Cluj 795/1973



%1 cel de al XVIIT-lea an de apatitie (1973) Studia Universitatis Babes— Bolyai cuprinde
setiile :

matematici—mecanicd (2 fascicule);
fizici (2 fascicule);

chimie (2 fascicule) ;
geologie—mineralogie 2 fascicule) ;
geografie (2 fascicule);

biologie (2 fascicule);

filozofie ;

sociologie ;

gtiinte economice (2 fasmcule)
psihologie —pedagogie ;

stiinte juridice;

istorie (2 fascicule);

lingvisticl —literaturd (2 fascicule).

Ha XVIII rogy u3naHus (1973) Studia Universitatis Babes— Bolyai BHIXOZMT clepy-
IOULUMH CepHSAMH :

MaTeMaTHKa—MeXaHHKa (2 BLITYCKa);

¢usuka (2 BEIyCKa);

xuMus (2 BEIYCKa);

TeONOr’sl —MHHepaNcrust (2 BHNYCKa);
. reorpadus (2 BHmYyCKa);

6uosorust (2 BEIMYCKa);

tusocodus ;

COLLMOJIOTHS ;

SKOHOMHMYECKHe HayKH (2 BLIMYCKa);

TICHXOJIOTH sl — e JarOrHKa ;

IOpHIHYECKHE HAYKH ;.

ucTopHs (2 BHINYCKA);

A3LIKO3HAHNE — JINTepaTypoBeieHne (2 Bbmycxa)

Dans leur XVIII-e année de publication (1973) les Studia. Universitatis Babes— Bolyai
comportent les séries suivantes:

mathématiques —mécanique (2 fascicules);
physique (2 fascicules) ;

chimie (2 fascicules);

géologie —~minéralogie (2 fascicules);
géographie (2 fascicules) ;

biologie (2 fascicules) ;

philosophie ;

sociologie ;

sciences économiques (2 fascicules);
psychologie —pédagogie ;

sciences juridiques;

histoire (2 fascicules);

linguistique —littérature (2 fascicules).
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