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SUR LES ESPACES V, RECURRENTS ET RICCI RECURRENTS

P. ENGHIS

1. Espaces réeurrents. Un espace riemannien V, est récurrent, d’aprés
H. S. Ruse [1]Jet A. G. Walker [2],s'il existe un vecteur covariant -
o, tel que

Rjs,» = @R (1)

ot Rjy sont les composants du tenseur de courbure des espaces V,, et ot
la virgule désigne la dérivée covariante par rapport au tenseur métrique
de l'espace.

En contractant la relation (1) en 7 et % on obtient

Ris, = o, Rj, - (2

R;, étant le tenseur de Ricci. Un espace V,, pour lequel la relation (2) est
vérifiée est nommé Ricci récurrent [3]. De la maniére dont on déduit la
relation (2) il résulte qu'un espace de -courbure récurrente est toujours
Ricci récurrent, la réciproque n’étant pas toujours vraie [4], [5].

Si dans (1) ¢, = 0, I'espace est nommé espace symétrique dans le sens
de Cartan [6]. Les espaces récurrents apparaissent comine une géné-
ralisation des espaces de Cartan.

Soit maintenant V, un espace récurrent. Nous avons :

TatoriME 1. Dans un espace V, récurrent, le vecteur de récurrence
o, vérifie la relation :

[Rim — (iR — 3iRa)]@; = 0 3)

En effet, si 'on considére I'identité de Bianchi R, + Rini+ Rips = 0
das laquelle on tient compte du (1), on obtient la relation donnée par
Walker [2]: ¢, R} + P4 Risr + 4R}z = O qui, contractée en i et h, donne:
— &Rz + @eRjr + iRjes = 0 de laquelle il résulte (3).
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Si 'on pose: .
Al = Rj — (iR — 8iRp) 4)
on peut énoncer : a

THEOREME 2. Une condition nécesaire pour qu'un espace V,, soit vécurrent

est que le vang de la matrice || Ajsl| soit’ plus petit que n.
Te théoréme 2 est une conséquence immédiate du théoréme 1.

Le tenseur A}y étant introduit, on voit immédiatement qu’il vérifie
les relations:

A;:kh + A;:hk =0 A_;:kh + Aihj + Af;jk =0
et ses tenseurs contractés vérifient les relations:
Ap=Aduw=0  Aju=Bu=2—nRy
Une autre conséquence du théoréme 1 est:
THREOREME 3. Dans un espace V, récurrent nous avons les relattons :
(RS, — 2R}) ;=0 (5)

En effet (5) est obtenue de (3) par 'augmentation de l'indice j et par con-
traction en 7 et &.

2. Espaces V, de courbure projective récurrente. Dans un travail
antérieur [8] mnous avons introduit les espaces V, de courbure projective

2 4 * 3 .
récurrente notés par ¥,. Ce.sont les espaces V, pour lesquels il existe un
vecteur covariant ¢, tel que:

K, » = b, Kini ((6)
ott K sont les composants du tenseur de courbure projective
i i 1 i i
Kipn = Rijpn — — (8iRjx — iR (7)

Les espaces ¥, généralisent les espaces projectivement symétriques ¥,
considérés par Gy. Soos [7] et étudiéspar Bandana Gupta [9],
espaces pour lesquels ¢ =0 :

THEOREME 4. Un espace vécurrvent est toujours de courbure projective
récurrvente avec le méme vecteur de rvécurvence. :

En prenant la dérivée covariante de la relation (7), nous avons:
. . 1 - .
K}kh, r = ;kh, r _'__1 (SZth, r 8;;Rjk, r)
n—

et comme lespace est récurrent, donc (1) et (2) ont lieu et il résulte (6)
avec {, = @,.
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La réciproque n’est pas toujours vraie. Un tel exemple est donné dans
le travail antérieurement cité [8]. Pour voir dans quelles conditions tin espace
de courbure projective récurrente est aussi récurrent nous énoncerons:

THEOREME S. Un espace de courbure projective récurremte est aussi
récurrent avec le méme vecteur de rvécurvence si et seuwlement s'il est Ricci
récurrent de méme vectewr de yécurrence.

La démonstration de ce théoréme résulte immédiatement de notre
théoreme 4 et du théoréme 1 du travail antérieurement cité [8].

3. Espaces ¥, Ricei récurrents, Soit maintenant ¥, un espace de
courbure projective récurrent avec le vecteur de récurence ¢, et en méme
temps Ricci récurrent de vecteur v,, donc un espace pour lequel (2) et (6)
ont lieu.

THREOREME 6. Dans un espace ¥, Ricci récurvent de vecteur v,, le tenseur
" .de courbure et le tenseur de Ricci vérifient la relation:

‘piR;kl-; — (ﬂ—i—l $; + V;) (8%Rj — 8iRj) = 0. ' 8)

n—2

n—1

En effet, si nous écrivons pour V, la formule de Weyl [10] nous avons

n—2

b, ¢ = (Rijp, & — Rjr, p) ©)
7n—1

-qui, si V, est Ricci récurrent, peut étre écrite

n—2
n—1
En contractant (6) en ¢ et 7 et tenant compte de (7) et (10) il résulte (8).

THEOREME 7. Dans un espace Ricci vécurrent de vecteur v; nous avons
Ry=wR (11)

(8iRj — S;Rjx) v.. (10)

i —
kb, i ==

"ot R est la courbure scalairé.
La relation (11) résulte de (2) par I'augmentation de lindice j et par
contraction en j et 4.

TuforEME 8. Un espace ¥, Ricci récurrent de vectewr v; vérifie la
relation ’

== 2 v,,) R — nRiy; = 0. (12)

(4», +

En effet, dans le travail antérieurement cité [8], théoréme 2, on a montré
que dans un espace ¥, avec vecteur de récurrence {, nous avons

(R, — nR;) ¢ = — 2 ;2Rm

Si dans cette relation nous tenons compte de (11), il en résulte immé-
diatement la relation (12).

- Manuscrit regu le 10 mai 1971)
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ASUPRA SPATIILOR V, RECURENTE $I RICCI RECURENTE
’ (Rezumat)

In prima parte a lucririi, autorul arati cid spatiile recurente verificd relatiile (3) si (5).
Se indicd §i un criteriu necesar pur algebric dupid care se poate verifica daci un spatin V,
este recurent. In enuntul acestei conditii (teorema 2) se introduce tensorul A;.kl dat de formu-
lele (4), care are proprietiti analoage tensorului de curburi.

In partea a doua se arati ci spatiile recurente sint §i de curburdi proiectivi recurenti
si se di un criteriu necesar gi suficient pentru ca un spatiu de curburi proiectivd recurentd si
fie recurent. . _

In ultima parte se studiazi spatiile ¥, Ricci recurente, pentru cate se arati ci verificd

relagiile (8), (11), (12).

‘

O v, PEKKYPEHTHbLIX W PUUUH PEKYPPEHTHBIX ITPOCTPAHCTBAX
(PeawoMme)

T
B nepBoil yacTH paGoOTEl aBTOP II0KA3kIBAeT, YTO PeKYPPeHTHble NPOCTPAHCTBA YAOBJET-
sopstotT cooTHoweHHsM (3) H (B). YxaswiBaeTcsi TaKiKe HeOOXONHMBIH, YHCTO ajireGpaHyecKHil
KPHTEPHil, 110 KOTOPOMY MOIKHO IPOBEPHTb €CaH V, NPOCTPAHCTBO SABJSETCS PEKYDPPEHTHLIM.
B ¢opMyaHpOBKe 3TOr0 YyC/IOBHS (TeopeMa 2) BBOJHTCS TEH30D AJ'.k,, JaHHb  dopMyJIamH
(4), xoTopHil HMeeT CBOHCTBA, aHANOFHYHbIE TEH30PY KPHBH3HBI
Bo BTOpO#i uacTH paGoThl HOKA3LIBAeTCS, YTO PEKYPPEeHTHHIe NPOCTPAHCTBA HMEIOT TaKXKe
-PEKYPPEHTHYIO NPOEKTHBHYIO KPHBH3HY, H- AaéTcsl HeOOXOJHMOe M JOCTAaTOYHOe YCJIOBHe IS
TOro, YTOGH IIPOCTPAHCTBO PEKYPPEHTHON NPOEKTHBHOH KPHBH3HBI OLNIO DPEKYPPEHTHHIM.
() * .
B nocnennell yacTH paGoThi M3yuaiorcs W, PHYuM pekyppeHTHEle NPOCTPAHCTBA, MJIA

KOTOPHIX IIOKa3LIBAETCS, UTO OHH YHOBJeTBOpsiioT cooTHomeHusM (8), (11), (12).



CARACTERIZAREA STRUCTURILOR DE INCIDENTA
DE TRANSLATIE CU AJUTORUL UNEI CVASICONGRUENTE

VICTORIA GROZE

Structurile de incidentd de translatie studiate in lucrarea [1] le vom
caracteriza cu ajutorul cvasicongruentelor, care sint generaliziri ale con-
gruenfelor introduse de citre J. André [2] in studiul planelor de
translatie.

Fie G un grup abelian, 0 elementul siu neutru si — a opusul ele-
mentului a.

DEerINITIA 1. O mulfime de subgrupuri ale grupului abelian G cu
proprietatea cd orice element din G, diferit de elementul neutru, aparfine
exact unui subgrup, se numeste partifie a grupului G. Grupul G se va numi
grup suport al partifies, iar subgrupurile partitiei se numesc componentele
sale.

DErINITIA 2. O partifie se numeste cvasicongruentd si se va nota cu
€, dacid existd o componentd a ei U, cu proprietatea ci

G=U+V

oricare ar fi componenta V a partifiei diferiti de U.

Dacd relafia G = U 4 V are loc pentru oricare componente dis-
tincte U si V, partitia este o congruentd in sensul lui J. André.

Si presupunem acum ci grupul G este grupul T al translatiilor unei
structuri de inciden{d 8 de translatie in raport cu axa /.

Fie t& T o translatie de directie '

m = d(z) = | () O5(0y),

unde prin 0,7(0;) am notat dreapta incidenti cu 0, si 7(0;).
Considerdam mulfimea translatiilor

U,={zlre T, dx) = mj,

a ciror directie este d(U,) = m. Mulfimea U, astfel definiti este un
subgrup al grupului translatiilor T.
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Mulfimea subgrupurilor U, constituie o partitie a grupului tran-
slatiilor 7, pe care o motim cu

e = (U, |mIl}.
Intr-adevir, avem

a.) Umn Um’ = {O}, dacd Um # Um"
Vom demonstra acum

TrorEMYg, 1. Partitia € a grupului translatislor T a unei structurt

de incidentd in raport cu axa l este o cvasicongruentd cu grupul suport T.

Demonstratie. In baza definitiel 2 trebuie si ardtim existenfa unei
componente U a partitiei, astfel ca U 4V = T, oricare ar fi componenta
V diferitd de U.

0, (o) Pentru aceasta conside-
rim mulfimea U, formati
din translatiile de directie
m = oo si fle * o translafie
oarecare din T, iar ©(0;) =M
(fig. 1). In baza conditiei 3°
a definitiei 3 din [1] este asi-
gurati existenfa punctului
M", care este punctul deinter-
sectie al dreptei 040, cu dreap-
ta m’ M, m' fiind directia com~
ponentei V. Existd de aseme-
nea si punctul M’, ca fiind
punctul de intersectie a doud

Fig L drepte din trijesutul de in-
maulfire.
Notind cu 7, respectiv v’ translatiile de directie m = oo respectiv
de directie ', putem scrie

757 (0g) = 7o(M') = M = =(05) ;
de aici rezultd cd 1,v" = 7, adicd avem
U2 + V = T

si astfel teorema este demonstrati.

Am vazut deci, c#, plecind de la o structuri de incidenf{i de trans-
latie in raport cu o dreaptd, am determinat o cvasicongruenti € cu gru-
pul suport T. o 4 A ‘

Vom ardta acum, ci si invers, plecind de la o cvasicongruenti cu un
grup suport, se poate construi o structurd de incidenti de translafie in
raport cu o axi.

TrOREMA 2. Unei cvasicongruente € cu grupul suport corespunzdtor G ©
se poate asocia o structurd de imcidentd 8(C) de tranmslafie in raport cu o
axd, avind ca grup al translagiilor grupul suport G.
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Demonstragie. Construim structura de inciden{d de tranmslatie 8(C)
in felul urmaétor: -

1° Punctele lui §(€) sint elementele lui G.
2° Dreptele lui 8(@) sint clasele laterale V 4 4, 2 € G, a subgrupurilor-.
Vee. '

Vom completa aceastd structuri afind prin: Mulfimea dreptelor
U + a pentru U fix, ca puncte improprii §i mulfimea acestor puncte
improprii, care va fi dreapta improprie /.

Aritim ci $(@) astfel construiti este o structurd de incidentd de
translatie fati de dreapta /. Pentru aceasta vom dovedi mai intii cd prin
doud puncte trece exact o dreaptd.

Fie 4, b doud elemente distincte din G si U,_,& C, care confine pe
b — a. Dreapta U,_, + a contine evident pe @ §i b deoarece b —a 4 a = b.
Pe de alti parte, orice dreapti care confine punctul a, este de forma
V+a cu Ve si asG. Daci V + a trece §i prin punctul b, avem
b=V +a, adicd b—asV,decidb—as VN Uy, darcum VN U,_, =
= {0}, ar rezulta b = a, ceea ce contrazice ipoteza, deci U,_,= V. Astfel
am ardtat unicitatea dreptei prin doud puncte. )

Demonstrim acum ci orice dreaptd V -+ a intersecteazd o dreaptd
de forma U, + %, cu U, € si x € G, exact intr-un punct.

Considerim G = U, + V; atunci pentru orice element y& G ce
poate fi scris y = £ — a, vom avea

Yy=%—a= — iy + U
sau
%, + x =9 + a,
unde
u, = U, v V.
Rezultd ci
Us,+2x si V+a

au un punct comun.
Avem, in mod evident, ci prin orice punct x,&G trece exact o dreap-
ti de forma U; + x, (¢ = 0, 1, oo, m).

Am verificat astfel ci §(@) este o structurd de incidenta.
Vom defini acum translatiile in 8(€) prin '
L] %= + A
lU+e->U+a+r 2% ke

Ultima relatie aratd ci o dreapti se transformd intr-o dreapti de aceeasi
directie.
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Avem de asemenea ci x, x + %, d(U ) sint coliniare:

Intr-adevir, existi U, &€ cu 2 U,; atunci dreapta U, + x care
contine punctul x contine si punctul x 4+ A.

De asemenea avem ¢d punctul ¢ prin translatia — a + & trece in
punctul b, deci grupul traunslatiilor este tranzitiv si prin urmare 8(C) este
«0 structurd de inciden{d de translatie in raport cu axa I

In sfirsit, vom demonstra ci grupul suport G al cvasicongruentei C
este jzomorf cu grupul translafiilor 7 al lui § ().

In baza celor aritate, avem intre G si T stabilitid o corespondentd
biunivocd : pentru un % & G corespunde un 1, & T caracterizat de ecuatia
x' = x + h. Se vede imediat ci aceasti corespondenti este un jzomor-
fism.

(Intrat in redactie la 12 iembrie 1970)
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XAPAKTEPHCTHUKA TPAHC/ISIUMOHHBIX CTPYKTYP IAJIEHHS C [TOMOILIbBIO
OJTHOY KBA3UKOHIPYEHTHOCTH

(PesoMe)

B_paGore naércs XapaxTepHCTHKA TPaHC/ISNHMOHKLIX CTPYKTYP NMANEHHS 1O OTHOMIGHHIO
'K OJHOH OCH, C NMOMOLIBIO KBA3HKOHIPYEHTHOCTH, SIBJISIOMeNHCS 060GLIeHHeM MOHSTHS KOHIPY-
‘€HTHOCTH B rpymnax, BeefésHoro JK. Au gape.

JloxastBaetcs, 4TO HCXOLS H3 OLHOM TPAHCH SUHOHHOM CTPYKTYPH! afeHHs 10 OTHOLICHHIO
K_OJHOH NpsMOH, MOXHO ONpeleJHTh KBa3HKOHIDYEHTHOCTH € C TpYNMOA-HOCHTeNeM T H
‘0GPaTHO, HCXOJS H3 KBA3HKOHIPYEHTHOCTH C TIPYNMNOA-HOCHTEJEM, MOXHO IOCTPOMTH TpaHC-
AJIAUHOHHYIO CTPYKTYDY NajieHHs 10 OTHOWEHHIO K OXHON OCH, HMelOlleif B KauecTBe IPYMIILI
“TPAHCJAUUA paccMaTPHBAEMYIO TPYINY-HOCHTENb.

A CHARACTERIZATION OF THE STRUCTURES OF TRANSLATION
INCIDENCE WITH THE HELP OF A QUASICONGRUENCE

(Summary)

A characterization of the structures of translation incidence in comparison with an axe
ds given in the paper with the help of a gquasicongruence which is a generalization of the
notion of congruence in groups formulated by I. André.

It is demonstrated that starting from a structure of translation incidence in com-
partison with a straight line, a quasicongruence € with the support group T can be deter-
mined.

Reciprocally, a structure of translation incidence in comparison with an axe, having
the conside red support group as a translation group, can be conmstructed starting from a
-quasicongruence with a support group.



ON ALMOST COQUATERNION STRUCTURES

CONSTANTIN N. UDRISTE

In § 1 we give certain definitions and certain results on almost
coquaternion structures. After several preliminaries we notice in § 2 that
the product manifold M X P, where M is an almost coquaternion manifold
and P is an almost quaternion contact manifold [4], has an induced almost
quaternion structure. The study of the almost quaternion structure of
the manifold M X R, where R is the real line, permits us to introduce
some tensor fields attached to the almost coquaternion structure on M
(§ 8). Our results are similar to those presented in [6, Chapter 2] by
S. Sasaki. :

Unless otherwise stated, manifolds, mappings and geometric objects
considered in this paper are all assumed to be of differentiability class C*

- § 1. Almost eoquaternion structures. An almost coquaternion structure

on a (4n + 3)-dimensional manifold M is given by three almost cocomplex

structures or almost contact structures (@, &, v), ¢ =1, 2, 3, satisfying
a a a -

the following conditions

Pod—E@y=—Po0+ L@ =0,

a b

(1)

for any cyclic permutation {a, b, ¢} of {1, 2, 3}.
M is said to be an almost coquaternion manifold [7].

TueoreM 1.1. If M is an almost coquaternion manifold, then the struc-
Zural group of its tangent bundle TM veduces to GL (n, H) X 1 X 1 X 1.
The converse is also true.

Consequently, every almost coquaternion manifold is orientable.
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TurorEM 1.2. Every almost coquaternion manifold admits a positive
definite Riemannian metric g such that

() = ¢(&, X), (2)

8(0X, OY) = g(X, Y) — n(X)n(Y), a = 1, 2,3, VX, Y & & (M).
Proof. M possesses three vector fields ¥ and three l-forms 7 such
that %(€) = 8,,, 4,0 =1,2,3. Let f be an arbitrary positive definite
a b

Riemannian metric on M. We modify the metric f so that the new Rieman-
nian metric 4 has the properties:

(i) € are orthonormal vector fields with respect to the metric %;
(ii) & are orthogonal to Q,M with respect to %, where

0:M = (X| X & T.M, 7(X) = 0, 7(X) = 0, 7(X) = 0};

(iii) % coincides with f on Q,M.
The metric % is given by

HE,Y) = fX — Fn(X)E Y — S0(¥)E) + Du(X)n(¥), VX, ¥ < % (M)
We put

8K, Y) = L (X, Y) + TOX, OF) + 1(X)n(¥) 11 VX, Y < F(M).

Then g is the desired metrics. Another proof of this fact can be found in [7].

We shall say that the metric which has the properties (2) is an associated
Riemannian metric to the given almost coquaternion structure. If a diffe-
rentiable manifold M admits tensor fields (D, &, v, g) so that g is an asso-

ciated Riemannian metric of the almost coquaternion structure, then we
say that M has an almost coguaternion metric structure and M is said to
be an almost coguaternion Riemanwian manifold.

TurorEM 1.3. If M is an almost coquaternion Riemannian manifold
then the structural group of its tangent bundle TM reduces to Spm) X 1 x 1x1 .
The converse is also true [7].

Suppose (@, £,7), a=1,2,8 be an almost coquaternion structure

a a

. on M and put

\
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We can venfy without difficulty that
CP——“ld+z:z®'ﬂ, (§)=S,a,b=1,2,3,

a ab

[¢]

-8
o.
p-g
lI
N’G

P=g

R-G

°P= —Qeop=29, Qo
3 3 2 1 3

—--Q

=—9¢op=09, (3
1 3 2

=

¢ £=0, no =0, rank ¢ = 4n.
a b a a

- ©

and we say that M in consideration has a (g, &, n)-structure or an almost

three-hor-complex structure [1]. The maps

e+ 2,E@0:T,M >T,M, a=1,2,3,
a b b b

are non-singular transformations and their inverses are respectively
—9o+ 2 E®n.
a b b b
A manifold M admits an almost coquaternion structure if and only
if it admits a (g, &, )-structure.

We define a new metric § on M by

g=—12—(g+‘;y®g)-

The set ( £, 8), a=1,2, 3, satisfies the relations (3) and

=3

@Mn

X) = 75 X),

EeX, oY) = F(X, ¥) = S n(X)n(¥), a = 1,2, 3, VX, Y & (M)

and we say that M in consideration has a (¢, &, 7, g)-structure.

a a a

A differentiable manifold M admits an almost coquaternion metric
structure if and only if it admits a (g, &, 3, ¥)-structure.

An almost coquaternion structure has close analogy with an almost
quaternion structure (see § 2) while an associated Riemannian metric has
close analogy with a Hermitian metric.

§ 2. Almost quaternation struetures. An almost guatermion structure
on a (4n 4 4)-dimensional manifold M is given by three almost complex
structures J, @ = 1, 2, 3, which satisfy

JoJ=—=JJ=] @

a c
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where {, b, c} is an even permutation of {1, 2, 3}. Every almost quaternion
manifold is orientable and admits a positive definite Riemannian metric .
G such that

GUJX, JY)=GX,Y), VX, Y & & (M).
The aggregate (], (5), P 1, 2, 3, is called an almost quaternion Hermitian
structure on M.
The torsion or the Nijenhuis tensor of J (¢ = fixed) is defined as being

the tensor field N of type (1, 2) given bya
N(X,Y) = [JX, JY] = JUJX, Y] - JIX, J¥] 4 Ji[X, V),

VX, Y a x(H).
From N we can build up a new tensor field of type (1, 2)

T(X,Y) = % S NEX,Y)

which is named the structure tensor [2].

Lemya 2.1. The relations
2V(X, ¥) = NIX, Y) + JOVX, JY)) + JNGX, Y)) - NUX, JY) +

1 1

+ NX,Y) + JOV(X, JY)) + WX, Y)) — NJX, JY),

s
411V(X, Y) = T(X, Y) + {(T(X, 1]Y)) +i](T(iIX’ Y) —
—T(JX, JY), VX, Y &%(M),
1 1
and those got by cyclic permutations over {1, 2, 3} hold good.
Proof. This follows from the fact that J satisfy (4).
By virtue of lemma 2.1. the following theorem is evident.
THEOREM 2.2. N, N and N vanisk identically if awy two of them
1 2 3
vanish tdentically [5]. T vawishes identically if and only if N simultaneously

vanish identically.

Among all possible almost quaternion connections on M, the most
important is the Obata connection whose existence is given by the following
theorem ([2].
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THEOREM 2.3. An almost quaternion manifold admits a forsion-free
almost quaternion affine connection if and only if the structure tensor T vani-
shes identically.

DerpinrrioN 2.4. If there exists a coordinate system in which the
fields J have simultaneously numerical components, the almost quaternion

structure is said to be integrable.
An integrable almost quaternion structure on M is induced by a quater—
nion structure on M and we have

THEOREM 2.5. An almost quaternion structure of class C® in a real
analytic manifold is integrable if and only if the mawifold is locally affine
[3], [5), f2].

If M admits an analytic quaternion structure, then it has a torsion-free-
almost quaternion affine connection and consequently the structure tensor
T vanishes identically. The curvature of this linear connection vanishes.
identically, because the manifold is locally affine.

Conversely, from T = 0 follows that M possesses a tors1on-free almost-
quaternion affine connection without the almost quaternion structure to
be integrable. If this symmetric connection has zero curvature, then the
manifold is locally affine and consequently the almost quaternion structure
is integrable.

DerFINITION 2.6. An almost quaternion structure is said to be pseudo-r
quaternion if it has no structure tensor, ie., T = 0.
A straighforward computation shows that we have

Lemma 2.7. The structure tensor satisfies the identities
T(X,Y) E JIT&, JY)),
T(X,Y)=—2 T(JX, JY),
for any wector fields X and Y.
In [7], [8] we proved that

THEOREM 2.8. An orientable hypersurface M of an almost guaternion
(Hermitian) manifold M has a naturally induced almost coquaternion (metric)
structure.

Let P be a (4p + 1)-dimensional manifold. If there exist tensor fileds
$,a=1,2,38, of type (1,1), a vector field & and a 1-form » over P, such
that

PP=—dd+ EDm, 98 =1
$E=0, no¢ =0, rank ¢ = 4p, (5)

R Rt S i B A B A S Tt

1
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then we say that P has an almost quaternion contact structure [4] and that
P is an almost quaternion contact manifold.

THEOREM 2.9. The product manifold M X P, where M is an almost
coquaternion manifold and P is an almost quaternion comtact manifold, has
an almost quaternion structure defined by

QX + n(Y)E

X a a
= N X TxM, Y TP, ———1,2,3.
ue hY~wm)V s AL VTS e

_ Proof. By virtue of (1), (5) we can easily verify the relations 4).

§ 3. The almost quatermion structure of the manifold M x R. Let
R be a real line. If we denote the Cartesian coordinate of R by ¢, then

5(0, g—t , dt] can be considered as an almost cocomplex structure on R.

Let M be a differentiable manifold with an almost coquaternion struc-
ture (@, &, m). Then we have

TaroreM 8.1. The product manifold M X R has an almost quaternion

Structure
o g
J=| ° 6)’“=1’2’3’ 6)

4 -

dnduced by (D, &, 1) and(O,%, dt‘).

As in [6], we get immediately the following

TeEOREM 3.2. If M is an almost coquaternion manifold, then the
#welve sets of components N, Njp, N; and N; of the Nijenhuis temsors N

a a

-of the almost complex structures (6) on M X R give twelve tensors on the
manifold M which are uniquely determined by the almost coquaternion structure.

The expressions of these tensor fields are

1
NX,Y) =N(X,Y; ) + 2d9(X, Y)E  of type (1,2),

2

N(X,Y) = — 2dn(@X, Y) — 2d9(X, DY) of type (0,2),

a

N(X) = — (L0)(X) of type (1,1),

a
4

N(X) = 2d9(X, &) = — (Len)(X) _of type ‘(0,1), VX,Y g ®%(M),

8 e a
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where

N(X,Y; ®) = [0X, dY] — O[OX, Y] — O[X, OV] + ®[X, Y]

is the Nijenhuis tensor of the endomorphism .
S. Sasaki [6] has proved that

1 2 3 4

TueEOREM 3.3. If N vanishes, then all the other tensors N, N and N
vanish (a = fized). R

It is well known that an almost complex structure reduces to a complex

structure if and only if its Nijenhuis tensor vanishes identically over the.
whole manifold. Hence, the almost complex structure ] (a ='fixed) over

M X R defined by (6) reduces to a complex structure if ard only if N

vanishes identically over the whole manifold M.

1
S. Sasaki called the almost contact structure whose tensor N

a
(a4 = fixed) vanishes identically a normal almost contact structure and the
manifold with such structure as a normal almost conmtact anifold.

An example of normal almost contact mamfold is the (2» 4+ 1)-dimen-
sional sphere. -

Using the structure tensor 7 of the almost quaternion structure on
M X R and the Theorem 3.2. we deduce that the almost coquaternion
structure determines on M the following tensor fields:

T(X,Y) = %2&(){ Y)  of type (12),
7X, Y) = % > 1§T(X, Y) of type (0,2),
T(X) = % ;Jil(X) of type (1,1),
T(X) = D ISI(X) of type (0,1), VX, Y @ %(M).

2 — Mathematica-Mechanica 1/1972
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TuroreM 3.4. For any almost coquaternion structure, the relations

1(X, ¥) = SO, %) + 11X, 09)% = 20) (T (X) + T8 2008,
I(X) = DI (X, §) + 1K, 5 8
T(X) = (@) — 1008,
0= DRt - oE),
T(X,Y) = 3 (a(T00) 2(¥) — n(T(X, 97)),
T(X) = S a(T(X, H),
T(X) = S 0(T(@X)) | )
0 =S a7, |
T(X, ¥) = 5= 70X, 9) + 1(¥) T(0X) — (%) TV,
= S OX) — 7(X) T(§),
0=T1E 8,
T(X,Y) = D~ T(@X, 8Y) — T(0X) 1(¥) + T(@¥) (X},
T(X) = S{T@X, §) — 15 70}
0=D1 9

hold good.
Proof. These relations are an immediate consequence of the lemma 2.7.

From (7) we can easily see that the following theorem is true

. 1 2 3 4
THEOREM 3.5. 'If any one of T, T, T vanishes, then T vanishes.
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4

1 4 3
Proof. If T = 0, then T = 0 follows from (7.6). If T'=0, then T =0
' 2
follows from (7.7). If T = 0, then

4

i

T(X) = — 3 1(8) 7(X)

follows from (7.13). By virtue of

nE) =384 a,b=123,
5

4 a
we have T = 0.

1 2 3 4
TuroreEM 3.6. If T vanishes, then all the other tensors T, T, T vanish.

1
Proof. If T =0, then

T(X) = — 2 (X

3 '2
follows fron (7.10). From this equation we get T = 0. T = 0 follows from
4

(7.5). T = 0 follows from theorem 3.6.

The Theorem 3.5. was stated by virtue of the Lemma 2,7. Other

relations of the type (7) can be got from the Lemma 2, 1 and consequently
we have -

1 1 1
TeEOREM 3.7. N, N, N vanish identically if any two of them vam’sh
1 2 3 :

1 1 1 1
identically. T vanishes identically if and only if N, N, N simultancously
1 2 3
vanish identically.
From the former d1scuss1ons it seems to us that the almost coquater-

nion structure whose tensor T vanishes identically is an important object
which corresponds to the pseudo-quaternion structure in almost quatermon

structure. So, we call the almost coquaternion structure whose tensor T
vanishes identically as a pseudo-coquaternion structure.

More, if the almost quaternion structure (6) on M X R is integrable,
then we say that the almost coquaternion structure on M is normal and
that M is a normal almost coquaternion manifold.

An example of normal almost coquaternion manifold is the (4n + 3)-
dimensional sphere.

We notice that a normal almost coquaternion structure 1s a pseudo-
coquaternion structure. The converse is not true.

We can easily see that the following theorem is true,
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TaEOREM 3.8. Let M be an almost coquatemi'on Riemannian manifold.
Then the product mamwifold M X R has an almost quatermion Hermitian
structure

o &

J=| “ <}, a=12 3 G:(g 0
a —‘Y} 0 0 1

induced by (®, £, 1, g) and (0, Zz% dt,_I).

( Received November 2, 1970)
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ASUPRA STRUCTURILOR APROAPE COCUATERNIONICE
(Rezumat)

In (§ 1) se dau unele proprietiti ale structurilor aproape cocuaternionice. Apoi in (§-.2,
§ 3) se constrniesc structuri aproape cuaternionmice pe umnele varietiti produs in care unul.
dintre factori este o varietate aproape cocuaternionici. De asemenea, in § 3 se cerceteazi pro-
prietdtilor unor cimpuri tensoriale ce pot fi atagate unei structuri aproape cocuaternionice dupi.
modelul Iui S. Sasaki [6, cap. 2].

O TIOYTH KOKBATEPHHOHQBBIX CTPYKTYPAX
; (Peswome)

B (§ 1) nanb mexoTophle CBOHCTBA IOYTH KOKBATEPHHOHOBHIX CTPYKTYp. 3ateM B (§ 2,
§ 3) KOHCTPYMDYIOTCS TNOUTH KBATEDHHOHOBHIE CTPYKTYPHl HA HEKOTOPHX MHOr00Gpa3HsX-
NPOM3BENEHUAX, B KOTOPLIX OJHH H3 (DAKTOPOB AIBJAETCH NOYTH KOKBAaTEPHHOHOBBLIM MHOrooGpa-
aueM. Taxxe B § 3 H3yualoTcs cBoHCTBa HEKOTOPBIX TEH3OPHBIX IOJEH, KOTOPLIE MOTYT GHITh
NPHCOEAMHENDI K NOYTH KOKBATEPHHOHOBOH CTPyKyTpe mo obpasuy C. Cacaxku [6, ra. 2].



FUNCTII SPLINE DE GRAD SUPERIOR DE APROXIMARE
A SOLUTIILOR SISTEMEILOR DE ECUATII DIFERENTIALE

GH. MICULA

Sint ctnoscute metodele de aproximare prin functii spline ale solutiilor
ecuatiilor diferentiale cu anumite conditii (inifiale sau polilocale), date de
R. F. Loscalzo, T. D. Talbot, I J. Schoenberg, [1], [2],
[8], M. Sakai [4] ete. In [5], [6] noi am extins aceste metode pentru
ecuatii diferenfiale de ordin superior si pentru sisteme de ecuatii diferen-
tiale. Functiile spline care aproximeaz3 solutiile, construite in aceste lucriri,
prezintd insd neajunsul ci daci gradul lor este mare, nu converg citre
solufia exacti. .

In [1] s-a dat o noud metodi de aproximare prin spline a solufiei
problemei y' = f(x, ¥), y(0) = v,. _ ,

Urmind aceeasi idee, in prezenta lucrare se va extinde aceasts metoda,
pentru sisteme neliniare de ecuatii diferentiale. Solutia aproximativi con-
struitd va consta din functii spline de grad par 2m si de clasi C™. Desi
solutia are o netezime mai coboriti, ea are avantajul cd converge citre
solutia exactd, dupid cum se va vedea, oricare ar fi .

1. Formula de cuadraturi a hii Hermite. Fie functia g & C*™ [0, A].
Formula de cuadraturi a lui Hermite (a se vedea [1]) este

S g(%) dx = Cy,mh[g(0) + g(h)] + Co,m 2 [g'(0) — g'(W)] + ... +

+ Cmm b [g770(0) + (— 1)1 g—0 (k)] + )

A

+ { e(xlge () dz

o

unde coeficienii C; ,, sint

C. =Lm(m—l)....(m—i+l) i=T1m (2)
T ml 2m@m—1) ... @m—i + 1) )
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iar
_ e —mIm
o(x) = a1

Daci inlocuim functia g(x) cu y’(x), unde y & C2#+! [0,4], rezultd din (1)
y(B) — $(0) = Cim B[Y'(0) + ') + Com B[y (0) —y"(B)] + ... +

h

' 3
b Cun P T30) + (= 1290 ] + (o) yemen (ar. O
0
Facem notatia
H,[y;0, k] = yh)— y0) — Co,m h[y'(0) +
+y'(M)]— ... — Co, w B"[y™(O0) + (— )t y™(h)] (4)
Restul formulei (3) se poate scrie sub forma
h
- (1) m -+ 1 m - 1 ]
(2m+1) — (— AT p2m +]) | e
S@(x)y () dz = ( 41) (2m)!h [[0,0, 0, hh, .., B Y] ()
unde [0,0, ...,0, 4,4, ..., h;y], tnseamni diferenta divizatd a funcfiei .

y & €»+1[0, k], pe nodurile 0 si A multiple de m 4+ 1 ori.
Notim cu Il spatiul liniar al polinoamelor de grad cel mult k. Daca
y & Il,,, rezultd cd '
H,[y;0,k]1 =0 y&ll.. (6)
LeMA. Urmdioarele 2m + 2 cantitdts
y®(0), yW(H)  k=0m

pot fi interpolate cu un polinom de interpolare Hermite pe nodurile 0 st h
multiple de m + 1 ori, dacd si numai dacd

H,[y;0,h] =0.

Demonstragie. Existi in mod unic un polinom de grad 2m + 1 care
interpoleazi aceste date. Coeficientul lui x*”*! este tocmai H,[y; 0, &].
Pentru ca . polinomul si fie de grad 2m este necesar §i suficient ca
H,[y;0,h] =0.

' 2. Aproximarea locald a solutiei prin polineame. Considerdm sistemul
neliniar de ecuajii diferenfiale

yi = fi(% Y1, -3 Yw) i=1n (7).

cu conditiile lui Cauchy

¥i0) =30 +=1n , 8)
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Functiile f;: [0, B] X R* > R le presupunem suficient de netede.
Presupunem cid existd in mod unic solutia (yy, ya, ..., ¥,) 2 problemei (7),
(8) definitd pe intervalul [0, ]. Vom nota cu Dy un subdomeniu mirginit
al lui [0, 8] X R", care va fi precizat in cele ce urmeazi. Vom construi o
solufie aproximativd (s, s, ..., s,), pentru solujia ‘problemei (7)—(8),
formati din funcii spline s; & &,,,(¢ = 1, #), unde prin §,, notim spatiul
liniar al functiilor spline de grad 2m. _

Vom arita mai Intii cum se determind o aproximatie polinomiald, in
vecinitatea originii pentru solufia (¥, ¥s ..., %,). Impirtim intervalul
[0, b] in g pirti egale prin nodurile ¥ = jh, (¢h = b). Menfiondm cd metoda
poate fi folositi si pentru noduri oarecare.

DEFINITIE. Vom spune cd functitle «P;: [0, 8] > R (¢ = 1, n) satisfac
sistemul de ecuafis diferenfiale (7) in punctele x; (j = 1, m) dacd aw loc
egalitdtile

Pi(t;) = (3, Pa(%), -, Po(x)) (6 =1, ), ( = 1, m). ©)

Vom spune ci functiile P;:[0,b] - R (i = 1, n), satisfac sistemul [7] in
punctul x, multiplu de m ori, dacd aw loc egalitdtile

yi = fil% 91, - 30) (10)
rr a
Y= 31 - 30)
xl
(m) _ d”l—l

Yi = ﬂcx:yli '-':yn)

dxm—1
pentru x = x, §i yi(x) = Pi(x), 1 =1, n.
Asemenea functii care satisfac sistemul (7) in anumite puncte existi.

De exemplu solutia exactd y; (¢ = 1, #), a problemei (7)—(8) satisface
relatiile (10) pentru orice %, & [0; &] si pentru orice m. Cunoscind pe y (0) =
= y;0, putem calcula din (7) suceesiv derivatele y{?(0) si obtinem dezvol-.
area

yi(x) = 2= 5 (0) 2,

=a’
Prin urmare sumele partiale
i
Px) =25 3" (0) #* (1)
=0k!

sint polinoame care satisfac sistemul (7) in nodul x, multiplu de 5 ori.
Daci alegem in afard de punctul x =0, fncd § noduri #,, %,, ..., %;
in vecinitatea lui ¥ = O si cerem ca P; & II; si satisfacd (7) in toate aceste

puncte, putem determina polinoamele P; (¢ = 1, #), care si aproximeze

solutia y; (¢ = 1, n) a proBlemei (7)—(8) in vecinitatea originii.
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Pentru aproximarea solufiei y; pe tot intervalul [0, ] vom impirti
acest interval in ¢ pirti egale, prin nodurile x, = kA, k =1, ¢, deci & = L.

Pe fiecare subinterval [xk, %p+1], vom construi polinoame de grad 2m, care
sd satisfacd sistemul (7), in nodurile %, §i %,.,,, multiple de m ori. Vom obtme
dupid cum se va vedea o aproximanti spline.

3. Construetia aproximatiilor spline. Fie j = 2» un numir par si
pozitiv. Primele doui noduri ale diviziunii intervalului [0, 6], fiind O si 4,
vom construi polinoamele P; (¢ = 1, #), de grad 2m, definite pe [0, %],
cu urmétoarele cerinte :

— sd satisfacd conditiile Iui Cauchy P,;(0) = 3,(0) = yio, (¢ =1, n);

— sé satisfacd sistemul (7) in x = 0 multiplu de = ori, si In x =%
multiplu de m ori.

Cu aceste conditii vom aridta ci polinoamele P; sint univoc determinate.
Pentru simplificarea scrierii introducem urmitoarele formule explicite :

y: =f1(x Y1 Vo '°"yn) = &i1 (x Y1, --'lyn)

df; a2f;
g = S ey ) (12)

0%  Fr10y;

y‘i =—fi(x)y1: '-':ym)=gi»’"(x!y1’ ""y"’)'

Tinind cont de conditiile P;(0) = 3;(0) (# =1, n) satisfacerea sistemului
(7) in punctele ¥ = 0 §i ¥ = %, multiple de m ori, se scrie astfel:

PP(0) = gix (0, Po(0), - -, Po(0) = a0, D10, - - -, ¥no) (13)
(k) = gialh, Po(h), ..., P,(0); (k =1, m), G =T, n). (14)

Din aceste ecuatii vom determina necunoscutele P{(0), PP(h), (¢ = 1, »,
k = 1, m). Dar in (14) apar méirimile P,(%), ({ = 1, »), care sint necunoscute,.
Deoarece P; & Il,,,, deducem din lemi ci

Hm[Pi;O:h]=O; (1=i,_;:l').

Vom ardta ci din acest sistem pentru % suficient de mic se pot determina
unic mirimile P;(#). Din (4) si (12), acest sistem se poate scrie astfel:

Pih) = yio + — h’[gi, (O V1,05 «« o> Vo) + &ia (B, Py(R), ..., (15)

Pn(h’))] + s + cm.mhm [gi,m(o: Y100 - - -:yn,o) + (— 1)”'—1 gi,m(hr
Pyh), ..., P,()]. (=1 m).
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Avind astfel determinate P® (%), ( = 1,n; k=0, m), prin interpolarea
Hermite a acestor mirimi obfinem in mod univoc polinoamele P; definite:
in [0, 2], pe care le vom nota in continuare cu P;,, (¢ = I,_n).

in intervalul urmitor [%, 24] vom determina alte # polinoame P; , &-
&I, (6 =1, %) care si satisfaci sistemul (7) in punctele x =%, x =
2k, multiple de  ori, §i in plus conditiile de racordare

P;oh) = Pi1(h); (i=1,n) (16)
Aceste cerinfe implicd in virtutea relatiilor (14), (16), egalitatile:
P(i) =g, (b, Py y(#), Py o(h), ..., P, () = (17y
=g\ P (B), P, \(B), ..., P, (h) = P®(R), (k= 1,m;i=1, n)‘
P(2h) = gi, 1(2h, Py, 2(2h), Py, 2(2h), ..., Py 2(2h), (18)-

k=1m; 1 =1, n).

In aceste egalitdfi, P; »(2%), (¢ = 1, #) sint necunoscute. Dar deoarece-
P; < Il vom determina, ca §i anterior mdrimile P;2(2k), (¢ = 1, #),-
din sistemul

H,[Pis; b, 2] =0. (=1, mn). (19)

Atunci solufia aproximativd spline a problemei (7)—(8) pe intervalul.
[0, 24], va fi
5(x) = P; () dgca x & [0, 4] (=T
P; (%) dacdi x & [h, 2h]

care se vede cd sint functii spline de grad 2m si de clasi C™[0, 24]. Con~
tinuind in aceeasi manierd, vom obfine aproximatia spline pe tot inter—
valul [0, &]. In general, in intervalul [(» — 1) 4, #4], s; va fi egald cu P,,,
(=1,q; i=1,n) care sint polinoame de grad 2m, determinate prin.
relatiile :

P ((r — 1)h) = P;,,—1((r — 1) )
PO — 1)) =giwlr — V) b, Py, ((r — VR, ..., Py ((r — V) A)] =
=P i((r — 1))
PPrh) = gi, x[rh, Py, (7h), ..., Pu (rh)],
H,[P;,; r — VA, 7h)] = 0.

t=1Lnk=1m;r=1,q).
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Ultimul sistem de egalitdti ne va determina mérimile P, ,(rh), (i =1, n)
si astfel cu o interpolare Hermite a datelor P ((r — 1)4), P®(rh),
(k=0m, i=1m), vom determina polinoamele P;, (i =1, #n). Din
«construcfia functiilor spline s;, (? = 1, #), rezultd ci sint de grad 2m si
-clasd C™[0, b]. Vom ar#ta cd pentru 4 suficient de mic, s; date de aceasti
constructie existi in mod unic. In acest scop, facem notatiile:

«este o vecinidtate a solufiei y,(»), (+ = 1, ) problemei (7)—(8).

L = max %j s (%Y, oY) & Dy k=1, 0;7=1,m) (21)
Yy =L(Cy,mh + Comh®+ ... + Cp, uh™) (22)

TrorREMA 1. Fie (y1, ¥, - .., Y,) Solutia problemei

yi =Jil% v - 3) 3i0) =yi0; (=17
definitd §i continud pe [0, b]. Presupunem cd
f, & C™+1(Dy). (23)
Dacd h este astfel incit '
y<1 (24)

atunct functitle spline de grad 2m, de clasdé C™ [0, b1, (Sy, Soy - .., S,), date
de constructia de mai sus existé in mod unic.

Demonstratie. Vom ardta cd sistemul algebric (15) are solufie umnici.
Introducem notatiile : .

D, (%, Y1, Yor - 2 V) = ¥i + Co, whgin(%, y1, -, 5,) + (25)
d Co, oh®8i (%, Y1, oo s Vu) + oo Con, oh”8i, (%, Y1y oo o) V)

qli(xi Y1 - "yn) = Cl, mhgﬂl(x’ Y .- "yn) - CZ. mh'zgf,?(x»yl! .. '»yn) +
4+ oo (= 1)"IC,, Wb m(% Y1 - s V) (26)
Cu aceste notafii, sistemul (15) devine
PyR) = B0, 91,0, - -, Im0) + bl Ps(B), ..., Pui)), G =T, m) (27)

care trebuie rezolvat In raport cu P(A).
Pentru demonstrarea existenfei §i unicitifii aproximatiilor spline
(S1, S3, - .-, S,) trebuie si ardtim ci sistemele

P; (%) = Oyxp—1, Py(%a-1), - ., Pyu(®r-1)) + (28)
+ Gi(%e Po(xg), -, Pulmy)), (6= 1, 0)
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in necunoscutele P;(x,), (%, =Fkk), au solutie unici deoarece P;(x,_,) sint
cunoscute la fiecare pas. Conditia (23) aratd cd functiile ®; si ¢;, (¢ = 1, #)
au derivate partiale de ordinul intli continue in Dg. Din (21), rezulti ci

| &, i(% Y10 -+ V) — &ii(% ¥1, ¥, .., 98 | <L ; lye — 71V (29)

V(% Yy s V) (%31, 95, ..., y5) & Dy.

Deoarece D,(xx—1, Py(%2—1), ..., P,(#x-1)) este cunoscut la fiecare pas,
notim prescurtat sistemul (28) in necunoscutele P,(x,) astfel

P, =GHP,y, Py, ..., P,), (E=1,m). (80)
Vom ardta ci operatorul G*:R” — R” definit dupid legea:
(Py, Py, ..., P,) > (G’;(PI; e P), GHPy, ..., P,), ..., GKPy, ..., P}))

este de contractie. Fie P = (P, P, ..., PW), P& = (PP, ..., PY) g
& Dy, cu distanta dintre ele

%

o(PW, P@Y = > | P — P@|

i—1

Avind in vedere (25), (29), rezults ci
p(GH(PW), GHP®)) = 27| GHPW) — GIM(P@)| < yp(PW, P®)
1=1

Deoarece y < 1, operatorul G* e de contractie, deci are un punct fix unic
si teorema este demonstratai.

In continuare, vom studia evaluarea erorii si convergenta aproximirii
prin spline.
+ In acest scop, vom defini derivatele de ordin mai mare ca m, a aproxi-
majiei spline, in nodurile x,, prin urmitoarea formuld:

=i eafurd] e

(j=m+1,2m, i=1,n k=1,¢q— 1).

TEOREMA 2. Fie (Y1, ¥a, - - -, ¥y) Sobutia problemei (7)— (8) si (1, Sg, --vs S,)
olutia aproximativd spline comstruitd mai sus. Dacd
f; € C**+!(Dp)
Si

£

1
Y <-—
n
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atunce existd o constanti K astfel incit

| y:(%) — si(%) | < Kh*™, i=1,n; (32)
| y(%) — si(x) | < Kb+, j=T1,m, i=1, n; (33)
|y9(%) — s(x) | < K, j=m +1,2m,i =1, n, (34,

oricare ar fi x & [0, ], cu condifia ca derivatele s(x,) pentru §=m + 1, Zm
s& fie calculate dupd formula (31).

Demonstragre. Dacd scriem Py(x,) = s;(%,), sistemul (28) devine

si(%) - O;(x1—1, $1(%e—1), + -+, Sp(#a—-1)) + (35)

+ b, su(®), <o su(3), @ =1, w).
Vom arita, in continuare, ci solufia exacti (yy, ¥, - . ., ¥,) satisface pe nodu-

tile %, sistemul (35) cu o exactitate pe care o vom preciza. Restul in formula
de cuadraturd a lui Hermite, din (5), se poate exprima astfel:

- S IS D) T S G
H,(y:;0,h] = (—1) T @t 1)!}‘ Yi (€, 0<E<h (36)

Pe baza relatiilor (35), putem scrie ci

Yi(%) = Oy %r—1, ¥2(%e—1), - ., ¥, (%a—1)) - (87)
+ Gl Y1(%e)s - - Yul®)) + Rip, (6= Ln k=1, q)
unde
Rip= (= 1" L o1 gm0 () o < 8, <, (38)

@m) ! @m + 1)1

Scopul nostru este si.evaluim eroarea

Gip = Yi(%) = si(%,), %, = kb, (£=0,q,4=1,n). (39)

Facem urmitoarele notatii:

Yin = yil®), Si, 1 = Si(%,)
Qi u(y) = Oy(kh, y1(RR), . . ., y,(kE)), Dis(s) =
= @,(kh, sy(kR), . .., s,(kH))

si analog pentru ¥, (=1,#, £ =0, ¢).
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Cu aceste notatii, relatiile (35) si (37) devin
Sip = D, 5-1(s) + @i u(s)
Vir =D () + Din(y) + Rix
pe care scizindu-le obtinem
|6, 1] < 1Pip—1(y) — Pip—1(s) | + [Yir(y) — Pials) | + | Rigl (40)

Din (23) si (25), rezultd.cd in Dy are loc inegalitatea

lq)i(x’yl: v ':yn) - (Di(x: yT: y;r . ,yZ) | < (l + Y) ; ‘yr _y:) l

Atunci din (40), rezulti ci

le] < (1 +Y)j21[ej'k-—1| +Y2|gj,k| + | Rjw |
— o

Pentru a delimita aceasti eroare, scriem inegalitatea de mai sus, succesiv
pentru valorile lui 2 de 1a 1 pind la ¢, apoi insumédm fiecare membrit dupi
indicele 7 si notind

& = ; len], R, = ; | Rix | (41)

obtinem inegalititile :
(1 —ny)e, < R,
(1 —ny)e, < n(l 4+ y)es + R,
(1 — ny)es < n(l + y)e, + R,

(1 — my)eg < m(l + y)egs + R
Deoarece y < L, inseamni ci 1 — ny > 0. Inmulfind de jos in sus inegali-
n .
tédtile precedente cu ‘

1 =+ =1 4 y)a—t
Leny (—ny) " 77 (1=

s5i adunindu-le, obfinem:

1 2l + ) pe1 iy 4+ 1071
qul_”TR, +(l—ny)1R + ..+ v R
Notind
p=htt % AL Moy = max |2 (x)|, (= 1,m)

(2m)! (2m + 1)! [o,b]
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din inegalitatea de sus, insumind progresia ce se formeazi, si avind in
vedere ordinul de mirime in raport cu % al expresiei finale, rezulti ci

e, < 0(h%)
adici existd o constantd K astfel incit

e, < Khom

Deoarece sirul {¢,} (¢ = 0, g) este monoton crescitor, évident
e < Kh*n, (k=0,79).

Atunci rezultd din (41) c3

len | = | yip — Sin | < KB (=1, k=0,q) . (42)

si astfel (32) este demonstrati pentru x = kh.
Pentru evaluarea functiilor
& (%) = y(x) — sx) (G =1,n) & [0, ).
pe intreg intervalul [0, 5], vom folosi polinomul de interpolare a lui Hermite,

pe nodurile 0 si 1 multiple de » ori

Fi) = 35 020 + (— WFP (0p (-0} +
Sam o . (43)
0<y<l 0Kt
unde 3; sint polinoamele fundamentale de grad 2m 4+ 1.
Dacéd substituim x = th si scriem
¢i(%) = &;(th) = F,(9)

obfinem

) = 3o W [0, ( T w1 -+ R (44

unde
p2m1

» ¥ , 2m-+2 L
| R} | <Z""+’(2m o ax| e (x)"vl_ N (45)
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Vom aplica formula de interpolare a lui Hermite pentru ¢;(x) = y;(x) —
— s,(%) in fiecare subinterval I, = [(k — 1)k, kh)], (F =1, q), lui [0, b].
Pentru derivatele functiei ¢;, pe noduri putem scrie :

| e (ER) | = | YP(kR) — SPRR) | = | g, (kk, 3r(RB), L 3u(k)  (46)

— giilkh, sy (BR), ..., s,(kR) | < L 21 | 9,(kh) — s,(kh) | < n KLhm

(7 =1, m).
Notiam cu
Q; = mnax (%@ 1+ 120 =) ' (45)

Atunci pe fiecare subinterval I, (44), ne di

h2m+4-2

it gm p g e (46)

|y:(%) — si(%)] <§ W Q;n KLk 4
J==
unde

Mapyz = max |y2+2 (x)], (=1, n)
0, &

de unde rezulti ci
| vi(x) — si(%) | < K*B*™

si astfel relatia (32) a teoremei este demonstrata. )
Relatia (34) se demonstreazi analog ca si teorema 4.2. din [1] p. 60,
iar relatia (33) se demonstreazi prin inductie in raport cu indicele j.
n concluzie, rezulti ci functiile spline ce aproximeazi solufia proble--
mei (7)—(8), converg citre solufia exactd, iar derivatele lor, pini la ordinul
m, converg catre derivatele solutiei.

(Intrat in redacfie la 10 ianuarie 1971)
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»SPLINE” ®YHKUMWM BBLICIIEM CTEINEHU IPUBJIWXEHUS PEIUEHUN CHCTEM
JHUOOEPEHIMAJIbBHBIX YPABHEHUN

(PeswowMme)

B crarbe KoHCTpympyercs ,,spline’” anmpoxcHManta Ajs pemienusi 3agaud KowwH otHo-
«CHTeJIbHO HeJIHHeHHOH cHcrembl Au(pepeHnHanbHBIX ypaBHeHMH. Hayuaercs cymecrsoBaHHe,
- JHHCTBEHHOCTb H CXOJHMOCTb IPHOJH3HTENLHOrO ,,spline’’ pereHHs.

:SPLINE, FUNCTIONS OF HIGHER DEGREE OF APPROXIMATION FOR SOLUTIONS
OF SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS

(Summary)

An approximate spline is constructed for the solution of Cauchy’s problem regarding a
mon-linear system of differential equations, The existence, unicity and convergence of the appro-
ximate spline solution are investigated.



EQUATIONS FONCTIONNELLES AUX IMPLICATIONS

PETRU T. MOCANU

1. Une fonction f: R — R est dite injective (univalente) si chaque valeur
est prise une seule fois dans R; cela veut dire qu'une fonction injective
est une solution de ,,I'équation fonctionnelle & implication”

fxd) = f(2;) = % = 2,
(on sous-entend x,, x, & R).
Puisque f est une fonction (univoquement définie), on a aussi I'impli-
cation .
%1 = %3 = f(#1) = f(%).

L’observation que nous venons de faire plus haut nous suggdre I’étude
de deux types ,,d’équations fonctionnelles aux implications” plus générales
(nous considérerons ‘seulement des fonctions réelles d’une variable réelle):

Soient les fonctions ¢, ¢:R” - R. Trouver les fonctions f: R - R
qui vérifient

o5 %2 ooy %) =0 = Y(f(n), f(%), -, fl#)] =0 ey
ou bien

q"[f(xl): f(x2): . !f(xn)] =0 = ‘P(xp Fay ooy %) = 0. (II)
On sous-entend partout (xy, x,, ..., x,) S R".

Naturellement, on peut poser le probléme de trouver les solutions d’un
de ces deux types d’équations aux implications, qui appartienne 3 une cer-
taine classe de fonctions (par exemple, dont les solutions soient des fonc-
tions continues).

2. Dans cette note, nous nous proposons de concrétiser le probléme
général sur un exemple.

Soit o =¢:R2 >R
V (#, v) & R?, o(w, v) =u + v.

3 — Mathematica-Mechanica 1/1972
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Le probléme (I) devient en ce cas

%y + %y = 0 = f(x) + f(x0) =0,
donc

Vo aR, fl—x)=—1f(x),

ce qui signifie que la solution de ce pfobléme est toute fonction f: R - R
impaire.
Le probléme (II) devient

f(xl) + (%) —O = %+ x, =0.

On peut voir immédiatement que, s’il existe x, &R tel que f(x,) = 0,
alors on a %, = 0.

Cette équation fonctionnelle & implication est évidemment vérifiée
par toute fonction f: R — R qui ne change pas de signe (elle peut s’annuler
seulement 2 I'origine). Dans le cas oit la fonction f change- de signe, nous
avons le résultat suivant :

THEOREME Les solutions continues qui change de signe de l’equatzon
fonctionnelle a tmplication f(x;) + f(xs) = 0 = %, + %, = O sont foutes les
fonctions f: R — R, continues, zm;bmres injectives (monotones), qut changent
de signe en s ‘anmulant seulement a Porigine.

Démonstration. La fonction f étant continue et changeant de signe,
elle s’annule en un point qui, d’aprés ce que nous venons de voir, est néces-
sairement le point x = 0.

Pour faire un choix, supposons xf(x) > 0 pour % 7

Posons I = f(R). Puisque la fonction f est contmue I c’est un inter-
valle. Fvidemment 0 & I et il existe un nombre @ > Otelque [— «, 2] C 1.

Soient ~
a=1inf {x/x SR, flx) =
b=sup {#/r SR, fl¥) = — a}.
Nous avons' a >0, b <0 et fla) = «, f(b) = — a (en vertu de la
continuité de f).
Donc
fla) + f0) =0=b= —aq,
c’est a dire

f(—a)=—
De la définition de a et de la continuité de 7, il résuIte que f(x)]0,0],
pour x & 10, a] et f(x) & [— «, O, pour x & [— 4, 0
Dans lintervalle fermé [— a, ] la fonction f este univalente (donc
monotone). En effet, supposons qu’il existe

%, %, & 10, @], % 7=x, tels que f{x,) = f(x)) =B < «
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Alors, il existe %, & [— a, O] tel que f(%,) = — B. On a donc
f#) + fl#) =0 %, + 1, =0
(%) + fxs) = 0 = 21 + %, = 0]
d’olt %] = #x;, ce qui contredit I'hypothése.
De la méme fagon on démontre I'univalence de la fonction fsur [— a, O].
Montrons que x > a implique f(x) > «. En effet, s'il n'en était pas
ainsi, il existerait un point #;’, ¥’ > a,tel que f(x{') < «. Alors, on pourrait
choisir x; & 10, a] tel que f(x}) = f(x}'). On déduirait 'existence d’un point
% & [— a, 0] tel que f(x,) = — f(%]) = — f(x)'), dotr x, + %' =0, ce
qui serait contradictoire. .
D’une maniére analogue, on montre que ¥ < — 4 implique f(x) < — a.
II en résulte que le point a tel que f(a) = o est unique et si B> «,

[— B, Bl.C I, alors il existe un point unique &, & > a tel que f(b) = B.
Nous avons dans ce cas [~ b, b] D [— a, 4] et f(— ) = — B.

Soit
oy = sup {a/[— o, a] C I}
et choisissons une suite de nombres positifs («,) tels que
o, < Oyyp, im o, = ay et [— a,, «,] C L.

Aloss il existe une suite de nombres positifs (a,) tels que a, < a,,,, f(a,) = «,

f(—a,) = — «, et que dans l'infervalle fermé [— a,, a,] la fonction
" soit univalente,
Soit

a, = lim a,.

Nous pouvons avoir les deux cas suivants:

1°I =R et alors évidemment o, = -+ oo. Supposons a, << -4 oo
Puisque lim «, = lim f(a,) = f(a,), on déduit f(ag) = + oo, ce qui contredi.
la continuité de f dans le point @, Donc, dans ce cas, on a nécessairemen
a, = + oo.

2° I =R et alors on a évidemment «, < -+ 0o. Mais, «y est un point
frontiére de l'intervalle I. Supposons que ay < + oo. Alors, lim fla,) =
= f(ao) = ao. On a encore f(— a,) = — a,. Puisque

x> ay= f(x) >«
et
1< —ay=flx) < — «,

il en résulte I'existence d'un point «’, a’ > o, tel que.

[— %o, “0] - ['— a, “'] cl
ce qui contredit la définition de «,. Donc, dans ce cas, on a aussi @y = 4+ oo.
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11 en résulte que la fonction f est univalente sur R. Elle posséde donc
une inverse et si on pose x = f-1(y), on déduit que la fonction inverse 2
est une solution du probléme de type (I):

Y1+ 9. =0=Fy,) + f~(y,) =0,

d’oit on obtient que -1 est impaire. Donc, la fonction f est aussi impaire,
ce qui achéve la démonstration.

(Masnuscrit regu le 30 novembre 1970)

ECUATII FUNCTIONALE CU IMPLICATII

(Rezumat)

Fie date functiile ¢, §: R* - R. Se pune problema de a determina functiile f: R - R
care verifici una dintre ,,ecuatiile functionale cu implicatii” de tip (I) sau (II).

Se rezolvi aceasti problemi in cazul particular ¢ = ¢: R* >R, o(u, v) = u 4 v. Se
arati ci solutiile continue care schimbi de semn ale ecuatiel functionale cu implicafie f(x,) +
+ fl#)) = 0= %, + %, = 0 sint functiile f: R — R, continue, impare §i injective care schim-
b# semnul anulindu-se numai in origine.

OYHKLUMOHAJIBHBIE YPABHEHMS C UMIIMKALMSIMH
(PeawMe)

[lycrb AaEE!l GYHKOHH @, ¢: R” — R. CraBHTCs BONPOC ONpeeteHHs ¢yuxuuit f: R - R
Y IOBJETBOPAIOMHX OJHOMY - H3 ,,()YHKIHOHAILHEIX ypasHenmit ¢ mMuanKanusmu’”’ THna (1)
~uau (IB).

TlaéTcsl pelleHHe STOro BONpOCA B YacTHOM caydae o = ¢:RI—>R, olu, v) = u 4+ v.
[Toxasano, 4TO HempepHIBHEIE DEIIEHUs!, H3MEHSIOMHMe 3HAKHM (YHKIUOHANLHOTO YPaBHEHHA
¢ HMIUIHKaUHsSMH f(%,) + f(#;) = 0 =) %, + ¥, = 0 CyTb HeEIpPEpLIBHELE, HEUETHEIE H HHIKEKTHB=
Hble Qyuxuuy f; R = R, KOTOpLie H3MEHSAIOT 3HAK, aHHY/IHPYACh JHMIb B HauaJe.



QUASIMESURES ALGEBRIQUES DEFINIES SUR DES CHAMPS
: D'EVENEMENTS

MARCEL RADULESCU

On utilise en général, pour définir 'information d'un événement, la
probabilité de cet événement. Cependant, divers auteurs [1], [2] omnt
posé dans plusieurs articles le probléme de définir I'information sans re-
courir & la probabilité. On peut de cette fagon définir la notion d’information
d’une maniére indépendante et déduire ensuite la notion de probabilité.
Les recherches ont été continuées en ce sens [3], [4], [5], afin d’obtenir
une simplification des axiomes respectifs. Malgré la simplification obtenue,
les constructions respectives restent toujours liées a4 la résolution d'une
équation fonctionnelle plus-ou moins compliquée. Ces recherches démontrent
I'étroite liaison qui existe entre les notions de probabilité et d’information.

I1 se pose d’'une maniére naturelle le probléme de trouver ume mnotion
plus générale, qui dans certains conditions doit représenter la probabilité et
dans 4 autres conditions, Vinformation. La note présente est consacrée a la
définition d’une telle notion.

Soit v un complexe de conditions. On considére un champ S d’événe-
ments aléatoires par rapport 4 7. S’il apparait B & S lorsque 7 se réalise,
on peut considérer le couple (r, B) comme une condition complexe
d’apparition de 4 & S. On écrira en ce cas 4/B. On remarque alors que
AN B=A4(N (B/4A) = BN(4/B). On peut considérer le champ d’événe-
ments S comme un semigroupe commutatif S(()) dans lequel I'opération
entre les événements est leur intersection. Dans ce semigroupe, 1'événe-
ment qui apparait avec certitude est U. On observe que U est I'élément
unité. Le semigroupe S(() est ordonné par la relation d’inclusion CC. On
considére de méme un semi-groupe commutatif G(*) qui est doué d'un
élément unité 0, et qui est ordonné par la relation <. Dans ce qui suit
on notera par f:G — R une application biunivoque de G dans l'axe
1éel. Nous supposons de plus que f est monotone croissante.

DErINTTION. On nommera application quasimesurable algébrique une
application =:S — G qui vérifie les axiomes:
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Ax. 1. Pour chaque 4, B S
(4 | B) = n(4) % n(B/4) = =(B) % =(4/B).
Ax. 2. Pour chaque 4,B=S, AC B on a
n(d) < =(B).

Ax. 3. Il existe une applicatioﬁ biunivoque, monotone-croissante
f:G —> R de sorte que pour tout 4,B=S, AN B=0

fl=(4 U B)] = f[=(4)] + fI=(B)].

On a noté dans le dernier axiome par J< S I'événement impossible.
L’axiome Ax. 1 nous prouve que I'application w est un homomorphisme,
et Ax. 2 démontre que 'homomorphisme est isotone. I axiome Ax. 3
peut étre nommé l'axiome d’additivité par rapport a f.

Si S est infini et forme une o-algébre, c’est a dire, si A;eS5,1=1,

par raf);ort a f, soit:
. Ax. 3. Il existe une application biunivoque, .monotone-croissante
f:G = R, telle que pour n’'importe quel 4;& S, 4, 4; =@, 7 7,

@ - .
2,... U4;€ S, on peut considérer un autre axiome d’additivité compléte
1

A0 4] = D A4,

4=
Dans le cas olt S est une o¢-algébre on considére l’axiome suivant.
Ax. 4. Pour n'importe quelle suite d’événements B, D B,.;, n =1,

-}

2, ... desorte que M B, = @ a lieu la limite lim f[n(B,)] = 0. Cet axiome
#n=1 f—p @

peut étre nommé I'axiome de continuité par rapport a f.

ProposiTion 1. Les axiomes d’additivité compléte et de continuité
par rapport a f sont équivalents.

Si I'axiome d’additivité compléte est vérifié, soit B, &S, n =1,
2, ... une suite d'événements pour-laquelle B, D B,,,, n=1, 2, ...,

et K
M B, = @. Dans ce cas
n=1

Bn =Qn(Bk N Bk+1),

f[T:(Bn)] = Ef[‘"-’(Bk N Bk+1)]

k=n

c’est 4 dire f[n(B,)] est le reste de la série convergente

fIe(BY)] = 2 fI=(By OV Byyr) ]
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Réciproquement, si I'axiome de continuité est vérifié, alors on considére
@
B,=U 4; pour 4;,&S,i=1,2,...,4; N 4; =(,7 5 j. Il résulte que

=n

B,D B,y n=12.. ¢t (B, =®. Il suit de Ax. 3 que

n=1

S0y 4] = FERET) 40) U BL1) = 55 ST)] + SEr(B)]

donc, de Ax. 4, il résulte Ax. 3'.
Les propriétés suivantes résultent immédiatement. De 4 U4 =T,

ANAd=60, =U) =09, il résulte que f[n(d)] =f6) — f[n(4)], =(3) =
=f10) =w. De 4 Y B= AU(B—A(]B), et B—A'nBcB il
résulte que f{n(4 U B)] < f[n(4)] + fI=(B)].

Si G(%) est un intervalle de I'axe réel qui contient le point 1,et
Topération % est la multiplication, alors la quasimesure algebnque
w:S >Gestla qua51probab1hte P;:S »G. Ence cas 0 =1, P(U) =1,
P4 (\ B) = P{4)P{B|4) — PB)P(A[B).

PrOPOSITION 2. Si la relation d’ordre < est < (relation d’inégalité
entre nombres) et qu'il existe 4 & S, Py4) <1 alors G est linter-
valle [0,1]. : '

11 résulte de ﬁCA et PAJ) =, que o <1l Si ©z:0, alors
PyD) = P4 N 9) = P4 )P(]4) = P{A) /@) = o.

PROPOSITION 3. Si la relation d’ordre < est > et qu'il existe 4 & S,
Py(4) > 1 alors G est l'intervalle [1, 4 oo].

TuorREME 1. Si G est Pintervalle [0, 1] et f(x) = %, alors P;:S > G
est la probabilité P:S — G.

La démonstration est immédiate.

Dans le cas o G(%) est un intervalle de I'axe véel qui contient le point
0 et si Vopération ¥ est!l’addition, alors, la qguasimesure algébrique ©: S — G
est la quastinformation I;:S — G. Encecas® =0, I(U) = 0, I{AN B) =
= If(d) + I{B|A) = I)(B) + 1,(4]B).

~ ProprosrTioN 4. Si la relation d’ordre < est > et s'il existe 4 & S,
I{A4) > 0, alors G est lintervalle [0, 4 oco].

PrOPOSITION 5. Si la relation d'ordre < est << et s'il existe 4 & S,
I,(4) <0, alors G est l'intervalle [— oo, 0].

Les démonstrations des propositions 3, 4 et § sont semblables a
celle de la proposition 2.

THEOREME 2. St G est Dintervalle [0, + oo] et f(x) = e=*, alors
It: S — G est Uinformation I:S —G.
‘ Soit P:S — G, l'application P = fo I, G = [0,1]. En ce cas P(4) =
=e¢ M, A&S et I(A) = —log P(A). Pour démontrer le théoréme
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il est suffisant de montrer que I'application P vérifie les axiomes de la
probabilité. La vérification des axiomes P(4) > 0, P(U) = 1, est immédiate.
On remarque, pour I'axiome d’additivité, que de Ax. 3si 4 N B =@, il
résulte f[I(4 \J B)] = f[I(4)]+ f[I(B)], donc P(4 J B) = P(4) 4+ P(B).
Si S est ume c-algébre, il résulte de Ax. 3’ la vérification de 1’additivité
complete de la probabilité. .

On remarque que si G est l'intervalle [— oo, 0] et f(x) = ¢*, alors

I: S — G définit une quasiinformation qui peut étre appelée désinfor-
mation, et qui peut jouer un réle important par exemple dans la théorie
des jeux stratégiques. :

(Manuscrit regu le 26 mars - 1970)
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T e W

CVASIMASURI ALGEBRICE DEFINITE PE CIMPURI DE EVENIMENTE
(Rezumat)

In aceastd notd se pune problema definirii unel notiuni mai generale 'care intr-un caz
particular si coincidi cu probabilitatea §i in alt caz cu informatia. Se definegte astfel o
cvasimésurd algebrici =n:S-»G cu ajutorul axiomelor 1°, 2° 8° Daci operatia ¥ este
inmuliirea, relatia de ordine < este << si. f(#) = #, atunci = este probabilitatea. In caz ci
operatia % este adunarea, relatia de ordine <{ este > si f(») = ¢ %, atunci = este informatia.

AJIFEBPAPI‘!ECKI/IE KBA3HMEPEI, OIIPENEJIEHHBIE HA
TOJISIX COBBLITUIT :

(Peswome)

B craTbe cTaBMTCS BONPOC ONMpeflelleHdsl Gosee OOIEro NOHSATHS, KOTOPOE B HACTHOM
cayuae coBnajiano Ou C BEPOATHOCTHIO, a B APYIOM cllyyae — ¢ HuGopMauueii. Takum oGpasom
onpejiesiseTcsl adreCpadueckas KBasuMepa w: S —»G C IOMOIbIc akcHoM 1°, 2°, 3° Ecau
onepanys X SBASETCS YMHOMKeHHeM, IOPSJAKOBOE COOTHOLIEHHe << IBJSeTCA < H f(%) = %,
TOrja = $BJSIETCS BEPOATHOCTbIO. B clyuae eciH onepanusi 9 siBJIseTCS CJAOMKEHHEM, MOp A~

- KOBOE COOTHOMWIEHHE < SBJSeTCA > H f(¥) = ¢—%, TOrja n sABJAAeTC HHPOPMaNHe.



I;EVALUATION DU PARAMETRE INCONNU DE LA
DENSITE DE PROBABILITE PAR LA METHODE
D’APPROXIMATIONS STOCHASTIQUES

ELENA FRATILA]

Le travail présente un procédé pour évaluer le paramétre inconnu
d’une fonction de densité de probabilité, fondé sur la méthode d’approxi-
mations stochastiques. Ce procédé est plus avantageux que les procédés.
classiques d’évaluer le paramétre inconnu d’une fonction de densité de
probabilité (Théorie d’estimation [3]) parce que, d'un c6té, il permet de
s’approcher de la valeur du parameétre autant que nous désirons; et d’un
autre c6té, en conformité avec le théoréme de H. Robins [4], la suite
de valeurs approximatives converge en probabilité vers la vraie valeur du
parameétre inconnu,

1. 1/idée d’approximations stochastiques appartient & H. Robins
[4]. 11 part de I'approximation des racines d'une équation

M(x) = «, (1y
M(x) étant une fonction réelle, et o un nombre réel. Alors la suite
Xpt1 = %, _I— a, [OL - M(xn)]: n = 1 (2)‘

oit #; est un nombre arbitraire, {a,} une suite de nombres réels qui satisfont.
certaines conditions, converge vers la solution de I'équation (1) qui est:
a plus prés de x;.

Si M(x) est la valeur moyenne d’une variable aléatoire y(x) qui est
inconnue, mais sion connait toute réalisation de y(x) pour chaque x réel,
alors la suite (2) est une suite de variables aléatoires dépendantes qui con-
verge vers la solution correspondante de I'équation (1). On donne dans la
littérature [1, 2, 4, 5] une série de théorémes relatifs 4 la' convergence
de la suite (2) vers une solution de I'équation (1).

2. Soit {(«) une variable aléatoire avec la densité de probabilité
p(+, ), olt « est un paramétre de valeur inconnue, et %, ..., %,, un échan—
tillon répété effectué sur une variable aléatoire £(a). En réalité x;, 1 <<é << n¥,.
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:sont des valeurs des variables aléatoires indépendantes £,, ..., £, toutes
.ayant la méme densité de probabilité p(-. «) et la méme valeur moyenne

Et(a) = M(«) =Sxp(x, %) d. @)

En outre, parce que la moyenne théorique est estimée par la moyenne
«d’échantillon, pour # assez grand, en conformité 4 la méthode des moments
[8], on a:

n*

_2 X
Me) == — = m.
n*
Par conséquent, pour déterminer la valeur du parameétre inconnu o on
-considére 1’équation

M(e) = m, @)

©olt M(«) est une fonction réelle, inconnue. Dans ces circonstances on peut
:appliquer le procédé d’approximations stochastiques.

Soit «; une valeur arbitraire réelle, voisine de la Valeur du paramétre
inconnu, et la suite

Ay = &y + a, [m _ En] (5)

.ot {a,} satisfait les conditions :

‘o -]
2 4= Oo,Ela?.< oo,
2

et £, = E(«,) sont des variables aléatoires avec la méme répartitibn que
«celle de £(«) et la méme valeur moyenne M («).

TarorEME 1. La suite (5) est une suite @ approximations successives
de la racine de Uéquation (4) qui est la plus prés de a,.
Démonstraiion. En appliquant a la relation (5) I'opérateur E, on obtient :

Eo,,, =Ea, + a, [m — EE,].
Puisque EE, = E&(x,) = M(a,), si a, est une racine de I'équation (4),
on a:
Eq,,y = Eua,.

‘Et rec1proquement c’est’a dire que les égalités Fa, ; = Ea, et M(o,) = m,
sont équivalentes et que la valeur qui. les vérifie simultanément est celle
donnée par (5). Par conséquent a,.,, # > 1, donné par (5) est la solution
de I'équation (4).

S’il existe un nombre § réel et un nombre v < 0, arbitraire, tel que

M(a) > m +n pour chaque o> 3 ©)

M(«) < m — v pour chaque a < 3§,
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c’est & dire que M(«) = m. a une solution réelle et unique (a == 3), alors
en conformité avec la théoréme 1 [4, 5]:

E(«, — 8)2 - 0 pour n — oo,

donc a, converge en probabilité vers 3§, une solution de 1’ équation (4).
"En méme temps, parce que la moyenne d’échantillon # est une esti-
mation non-biaisée et consistante de la valeur moyenne théorique, on a

THEOREME 2. La suite (5) converge en probabilité pour n, nF — oo vers
da valewr du paramétre inconnu de la densité de probabilité o(-, «).

Pour construire effectivement I'approximation donnée par (5) on
choisit: @, = —, ainsi la suite {a,} satisfait les conditions demandées :
n

0 2 @ :

LrTe Sam

bl 6 =
Quant 3 la variable aléatoire &(a,), celle-ci se détermine en utilisant ’échan-
tillon x,, ..., %um, effectué sur la variable aléatoire £(«), comme il suit:

On prend comme valeur initiale «,, une valeur voisine de la solution

cherchée de I'équation (4), valeur obtenue par certaines indications théori-
ques ou expérimentales. '

Puis on construit avec la relation (5) la suite ay, a3, ..., @, .. et on
détermine £(w;) par: '

a(«,-)={ Losto% S o, | )
0, si x> o

Notons ;

P&(w) = 1t = | { wo(ey, ) dx | = | M(a) |
R
P{E(oj) =0y =1 — | M(y) |,
il résulte ;
E(o) = | M(aj) |.

C’est 4 dire que la variable aléatoire £(a;) ainsi déterminée a la valeur moyen-
ne | M(a;)| et que I'équation correspondante qui peut étre résolue par le
procédé décrit ci-dessus, utilisant la suite de variables aléatoires déter-

minée par (7), est: ,
| | M(a) | =m],
donc M(«) = 4- m. Par conséquent la suite de variables aléatoires {£;} =

= {&(«;)} donnée par (7) peut étre utilisée pour résoudre 1'équation (4) par
la formule (5). -
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Exemple. Soit la fonction de densité p(x, 2) = ¢, x & [0, o0) de
la variable aléatoire pour laquelle on connait 1’échantillon :

’ 0,85387 1,03152 0,43180 0,48149
0,50864 0,01323 '0,24033 2,00000
0,22915 0,23657 - 0,82391 0,20761
0,85385 - 0,27571 0,92083 0,95761
0,55284 1,15490 0,95861 0,65758.

et que I'on demande & déterminer la valeur du parameétre inconnu A,
En conformité au procédé indiqué, on considére I'équation :
M(A) = m,
ol
. 20
'E Xs
m =-=— = 0,70465,
20

x; étant les valeurs d’échantillon données ci dessus. On forme la suite
d’approximations :

)\n+1 = ;\n + 2y [m - gn]!
1

ot g, = —, et £, = §(},) on détermine comme il suit:
4
ra—{L 4 B
0 si x, >,

Eﬁ prenant pour 2, la valeur 1,5 on obtient:
A, =15+ 1[0,704 — 1] = 1,204,

A = 1,204 % [0,704 — 1] = 1,056

A = 1,056 4+ % [0,704 — 1] = 0,958

etc. En utilisant les 20 valeurs d’échantillon données, on obtient A,, = 0,978.
Puisque la valeur exacte du parameétre inconnu est A = 1, pour la derniére
approximation considérée 2y, l'erreur est 29,.

(Manuscrit regu le 15 décembre’ 1969)
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EVALUAREAPARAMETRULUI NECUNOSCUT AL, DENSITATII DE PROBABILITATE
PRIN METODA APROXIMATIILOR STOCHASTICE

(Rezumat)
Lucrarea prezintid un procedeu pentru evaluarea parametrului necunoscut al unei functii

de densitate, bazat pe metoda aproximatiilor stochastice [4].
Se consideri ecuatia

M(a) = m,

a-parametru necunoscut, M(«) = EE(a) — valoarea medie a variabilei aleatoare E(«) fiind
necunoscuté, m-valoarea medie de selectie. Se obtine pentru ridicina acestei ecuatii sirul de apro-
ximatii

Cnir = on + @y (1 — E(xy)] (1)

unde {a,} este un sir de numere reale ce satisface anumite condifii; girul (1) converge in pro-
babilitate citre riddcina cea mai apropiati de «, a ecuatiei considerate.

QOUEHKA HEWU3BECTHOI'O ITAPAMETPA IIJIOTHOCTU BEPOSITHOCTHU METOIOM
CTOXACTHUYECKHMX TIPHUBJIMKEHUN

iPesoMme)

IlpuBoxuTCS CIHOCOG OLNEHKH HEH3BeCTHOTO NapameTpa ()YHKUMH IVIOTHOCTH, OCHOBAHHEIR
HA MeTOoJle CTOXAaCTHUECKHX INPHOJIHXKeHHH [4].
PaccmaTpuBaercsi ypaBHeHHe

M(a) =m,

« — HEH3BECTHHIH napametp, M({e) = EE(a), cpellHee 3HAueHHe CIyYaiHOH NepeMerHOR E(a)
Oynydun HEH3BECTHEM, m—CDefiHee 3HaueHHe celeKumH. J[JIs KOPHsS 3TOrO YPaBHEHHS NOJIY-
geHa MOCJeJ0BATeJbHOCTh HPHGIHIKEHHI

Upty = oy + Gy [ — Ey ()]

vae {a,} — NOC/IeNOBATENBHOCTL NEHCTBHTENBHEIX WHCEJ, YJIOBJIETRODSIOMAS ONpefeNSHHBM
YCIIOBHSM H CXOASIIASICA B BEPOSTHOCTH K HauGoJsiee GIH3KOMY KODHIO OT a; PacCMaTpHBaeMOro
ypaBHeHHS.



O EXTINDERE A UNEI FORMULE DE DERIVARE NUMERICA
A LUI V. N. FADEEVA

PARASCHIVA PAVEL

1. Intr-o problémii de integrare numerici a ecuatiilor cu derivate par—
tiale, V.N.Fadeeva [3] a folosit formula de derivare numerici

Bef(z) = 2 [F(%) — f'(%)] + R (1)

Aceastd lucrare a fost luati ca punct de plecare pentru o primi genera-
lizare 2 formulei (1) de c#tre prof. D. V. Ionescu [1] care a stabilit
formula de derivare numerici

Av=1f(xy) = Ayf'(x)) + Aof (%) + ... + A, (%) + R (2)
si a dat coeficientii ei prin formula

3
2(n — 1)

Ay = (— 1)r+i-t (n — 2 + 1)Cr™y'

si restul, cind f & C*+1[x,, ,] prin formula

R = §”<P(x)f‘”+" (%) dx. 3

1

S-a studiat §i funcfia ¢®~2(x) care intervine in formula (3), dindu-se
doud teoreme:

TroREMA 1. Derivata o\*~2(x) are n — 2 zerouri in (x,, x,) care sint
nodurile %, Xg, ..., Zn_1. :

TEOREMA 2. Funb,tia o(x) este negativd pe intervalul (x,, x,).
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2. In aceastd lucrare, urmind exemplul prof. D. V. Ionescu, vom
extinde formula (2), adicd vom studia formula de derivare numericd

CARIf(n) = Ay (%) 4 Aof (%) + ...+ 4.F(%) + R 4)
in care nodurile %;, %, ..., %, sint In progresie aritmeticd cu rafia 4.

Vom determina si restul acestei formule de derivare numericd presupu-
nind cd f g C*+3[x,, %,]

Metoda de lucru este cea datd in lucrarea [1:]

Atasim intervalelor [#g, %), [%s %), - .., [#s—1, %,) functiile ¢,(x),
©o(%), ..., pu—1(x) solutii ale ecuatiilor diferentiale

oI %) =1, o) = — Chay .., @0 H(@) = (— °CIZ (B)
«care satisfac condifiilor la limitd
o (x,) =0, r=01...,n—1,#n+41.
(%) =l (%) r=0,1,..., 0 —La+4+1; k=23, ...,n—1
W (%) =0 r=01...,2—1n+1 ©)

In aceste condifii, avem
S o +9(x) f(x) dx = O,S o +3(x) f(x) dx =0, ..., S (43)(x) f(x) dx = 0

$i aplicind formula generalizati de integrare prin pirfi putem scrie

[l +2(x)f(%) — @P+O(x)F (%) + ... + (— 1)+ (x)f+2(x) ]2 =
y—l (8449 (3) dn
(o0 +(2)f(2) — oP+D(%)F (%) + e (= 1)y (a)f N ()] =
=(— 1)"8"<p=(x)f"+3’(x) dz.
[ +2(x)f(x) — U+D(%)F'(%) ; oo (= )P Epaa(2)fHA(x) 150 =
— (= 1 o) . |

An—
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Adunind membru cu membru aceste relatii, si §inind seama de ecuatiile
diferentiale (5) si conditiile 1a limit4 (6), obinem formula de derivare nume-
rici (4) in care

Ay = (= 1)" o (x,)
Ay = (= D)*[){%3) — o (#1)]

............... 7)
Ay iy = (—1)" [ (%n-1) — @ (¥n-1)]
An = ('— 1)"+1 ?gnlx(,x»)
si
R= S o(x) F5+3) (x) du )

%

unde funcfia o(x) coincide pe intervalele [xy, %), [%s, %3), - .., (Xu—1, %,)
cu functiile @,(x), pa(%), ..., pu_1(%). ‘

3. Solutiile ecuafiilor diferentiale (5) cu conditiile la limiti (6) sint

n—1 n+2 - ” .
iy i1 (B — ) (v —#)5 |,
<p(x)=f;.[(— O YRR +]¢=1,2,,,,,n_1 ©)

unde
# dacd #>0
Uy = v
0 daci #<0

iar XAy, Ag, ..., As_; Sint constante.
Scriind cd functia ¢,-i(%) satisface §i conditiile (6) din punctul x,, si
finind seama de formulele
(r—1) —Coa(n—2)"+ ... + (— 1)»2C3=3 1 =0 pentru
r=12...,1n—2

(=1 = Cha(n— 2" 4 (= D)TECTE = (e — 1)

B—1)"—Claln — 2"+ ... + (= 1)"2CIE 1 = (n—1)! ""‘T“’

(n— 1" n— 2™ ...+ (— "2 Ci 1™ = (10)

—(n—1)! nin — 1)n + 1)(3% — 2)
’ 24

(n— 1) — Chi(n— 2" L (—D)ECTI I

_ 1) | (n—1)222 (z41) (n + 2)
48 -

=(n.

4 — Mathematica-Mechanica 1/1972
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objinem pentru determmarea Iui Ay, Ag ..., Ao sistemul de #» ecuatii
liniare

)\1(% - 1) + 7\2(7‘ - 2) + R "'I' 7\n—2 2 + 7\1;—1 1 = 0
M — 12 hgn — 2P+ .. F A1 B A, 12 =0 (11)

Ml — 154 A — 2P b L A A2 2 Rs 14 =0
A — 13 Apm — 3+ L M2 2273 Mg 1P =— (n— 3) 1A

M — )2 b gl — 972 s Maa 2072 R Irt = — BT
A — 1)1 Ayl — 100 L R 20T R 1 = —

_ =N —DEr—2)
' 24

)‘1(" - 1)” + )‘Z(n - 1)” + LI + 7\n—22” + An—1 1'_‘ =

Ststemul de ecuatit (11) este compatibil.
Pentru a demonstra aceasta si considerim determinantul

n!u(n — 1)2 22
48

1 1 ...1 0
n—1 n—2 U | 0
n—1 (w—22 ...1@ 0
A (’}'Z - 1)n—4 (n — 2)n—-4 1n—4 n— 3) 1 (12)
- — 1)r-3 — Q\n-3 neg (B.—1)1
(n— 12 (0 — 20 .. I
(n =11 ({(n — 1)(3n — 2)

. n—2 — n-—2 n—2
(n — 1)*=2 (n — 2) R | ”

11 nln(n —1)2
’ 48

S3 dezvoltim acest determinant dupi ultima coloand si si finem seama
de urmitoarele formule, ce pot fi demonstrate cu usurinfd

(n — =1 (m — 2)"-1 ...

1 1 o1

xl xz o o x”
E—1 | o h—1 E—1

xl . x2 [N x”

= V(% % - -, %) DKi, Biy Fig « -0 Ky,

xhHL b1 xE+ : ] ;
U << v <y

gh+2 gEt2 k2
b s cee X
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unde V(xy, %,, ..., %,) este determinantul lui Vandermonde, al numerelor

X1, %3, -+, %, In lucrare am folosit formula (13) in cazul & =# — 1,
n—2, n—3.
Efectuind calculele, se constati ci avem
A=0

"adicd sistemul de ecuatii (11) este compatibil.
Cu aceasta este determinati existenta formulei de derivare numerici (4).
4. Solufia sistemului de ecuatii (11) este

k—1

M= (— 1)%2;6—'1‘2——‘— cﬁ:?,; pentra £ =1,2, ...,z —1 (14
i {inind seama de formulele (7) si (9) avem
A =(—1I" k=12, ...,n—1
iar
A, =(— )" (M + A4 ... + As—1) pentru # > 3
Avem deci

k—1
. —

Ay = (— 1)n+ipe St ozl g n—1
A B — 12 n—38 — Ly &y e,

ha
Formula de derivare numerici poate fi scrisi pentru # > 3 sub forma
”n ck:l _'
A" if(%y) = (— 1)"h2k§ (—n* {—:2—1 — Cﬁ—glf"(xk) +R 4)

In cazul # = 3, formula (4') devine
8of() = 117 (m) + 10"(3) + ()] — { () 7(s) dx

pe care a. stabilit-o si prof. D. V. Ionescu.

Observagie. Intre coeficientii 4,, 4,, ..., A, ai formulei de derivare
numericd (2) existd relatia
A, = (— 1)"H14, 4 (16)

5. Prin analogie cu teorema 1, dim urmitoarea teorems:

TEOREMA 1. Derivata o*~2(x) a functiei o(x) are in intervalul (%2, %,)
% — 2 zerouri reale, care sint punctele x,, %, . .., %, ;.
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Derivata ¢{*~%(z) fiind un polinom de gradul patru in x, s-a dezvoltat

dupd puterile Tui % — %j41, constatindu-se ci admite ca factor Pe % — %y
care mmulte;‘.te un polinom de gradul trei.

La rindul sdu acest polinom de gradul trei admite ca factor pe ¥ — %5
Aceste observatii s-au bazat pe calculul unor expresii de forma

Eh = —CL_(j— D+ ...+ (— IJ=2CITI2¢ + (— 1§-1Cizl1E (17)

care au fost calculate in cazul de fatd pentru 2=0,1, 2, 3,4 (in cazul
k =1 fiind deja calculatd in lucrarea (1)), adicd

o _ (_ =2 (n—28) ... (r -4

B (- et )

b (o i m—=8n—4) ... —5 1)

El=(— 1) e (19)

s 1= =5 .. r—f—Nm—2%—1 .

E = (—1) Y g 2,3,‘... (20)

By = (— 1= B 2I=D e — (6 + D+ 65( + 1))
j=84,...;E=—(n—9 21)

By = (— 1)t 0= A0 R b = A= H =0 (it — Sadf — 1) +

+4@2 + 3 — 1)]
j=4,5 ..., Es=—(n—17); E{ = —‘”‘72’(”‘28’

r

precum si pe formula

S a = (— ==t o) e 197 — 7) + 622 — )]
=1

12( — 1)1
pentru 4> 3
iar
h? n— 4
= — — — h2
M 5 Mt m

Sintem astfel condusi la formula care ne di expresia derivatei ¢~2(x)

q)§"_2)(x) — (__ 1)_7'—-1 (n —3) (”(;‘_4)1)-!- ) A2 (* — x])‘(:l — Zj4q)

{(n — 2)(x — %)+ (n — 45 + 2)(x — %) b + 2(§ — 1) #?}
pentru j=2,8, ..., —2,n — 1,
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iar in ceea ce priveste functia o*~2(x) avem

_ # =2 — m)(x — 2, + 2B)
o 41

o~ 2(x) (25)

in formula (24) paranteza mare reprezintd un trinom de gradul dot,
care nu se anuledzd pe intervalul [x;, %j,,]. Mai mult, se aratd cd pe acest
interval, el este pozitiv.

TEOREMA 3. .Func,zfia o(x) are un singur extremum in intervalul (x,, x,).

Conditiile la limiti (6) arati ci functia o(x) este continui in inter-
valul [x;, %,], Impreund cu derivatele sale pini la.ordinul # — 1, §i ca
satisface in punctele %, si %, condifiile: :

' (%) =0, 9'(%) =0, ..., " A(x) =0

(26)
o(%,) =0, ¢'(%,) =0, ..., o®(x,) =0

Presupunind cd derivata ¢’(#) ar avea doud zerouri in intervalul (x,, ,)
si aplicind succesiv teorema lui Rolle functiilor ¢”(#), ..., e""~2(x), am
ajunge la concluzia ci ¢~ (x) trebuie si aibi cel pujin # — 1 zerouri inte-
rioare intervalului (x, x,).

Acest rezultat este in contradictie cu concluzia teoremei 1.

Inseamni ci functia ¢'(x) nu are decit un zero in interiorul intervalului
(%1, %,), adicd teorema 3’ este demonstrati.

TrOREMA 2. Funciia o(x) este negativd in intervalul (%1, %,).

Intr-adevir, deoarece functia

) DB+,
wu(9) = T (5 — ) L

este negazivd cind x € (x,, #,) si pe baza concluziei teoremei 3, rezulti
cd funcfia @(x) este negativi in intervalul (x,, x,).

(Intrat tn miac;ie.la 19 octombris 1970)
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OJHO PACIIPOCTPAHEHHME <&OPMYJIbl 4YHCJ/IOBOI'O HOHUPPEPEHIHPOBAHH S
B. H. ®AIEEBOI '

(Peswowme)
AsTop cTaTbH 06o6uiaet Gopmyay uncaosoro nuddepenunposanus (1), mannywo JL.B. Ho-

Hecky [l], usyyas c nomowmbio MeToAa ,,PYHKIHH ¢ (opmyny uHcIoBOro muddepeHuHpoBa-
HHS ,

A*TYf(w) = D Aif (i) + RIf] #>3 G

t=1

ko3¢duuuenTsl KoTopoil nansl Gopmysaamu (15), a ocraTok Rf CTaBHTCS B BHAE ONpENEJEHHOro
HHTerpaja

Xn
R = [ ola) £ ) dx ' (8)

NpHuéM JoKa3wBaercs, 4yTo OYHKUHS ¢(#), HanHas dopmynamu (9), ABIAeTCS OTPHLATELHOMA
@ (%1, %y).

EXTENSION D'UNE FORMULE DE DERIVATION NUMERIQUE DE V. N. FADEEVA
(Résume)
I’auteur du présent travail généralise la formule de dérivation numérique dounnée par

leprof. D. V. Ionescu [1]en étudiant & I'aide de la méthode de la ,,fonction ¢ la formule
de la dérivation numérique

"
A*TVf(x) = D Aif(#) + RUF] #>8 @)
i+l o
dont les coefficients sont donnés par les formules (15) et oil le reste Rf se met sous la forme
d’une intégrale définie
xn
R = { ot/ 0 ax o®
%

en démontrant que la fonction ¢(¥), donnéé par les formules (9), est négative en (xl, ).



SUR LA METHODE DE NEWTON DANS LES ESPACES
L-SUPERMETRIQUES

B. JANKO et S. GROZE

1. Le probléme de la résolution des équations opérationnelles P(x) = 0
dans les espaces L-supermétriques utilisant la méthode généralisée de Newton
a été étudiée par I, Collatz [1] dans I'hypothése de P'existence de
I'inverse de la dérivée de Fréchet [P’(x)]—1, celle-ci étant uniformément
bornée; dans le sens de la norme généralisée, pour chaque élément x appar-
tenant 4 un certain domaine S. Dans le travail [2] cette condition n’a
pas été imposée pour chaque élément, mais seulement pour un élément x,,
qui est une approximation initiale de la solution de I’équation donnée.

Dans le présent travail on généralise I’étude de 1'équation opération-
velle P(x) = 8, en admettant seulement I’existence de lopérateur I', =
= [P'(x,)]~*, mais, on ne suppose plus que la norme généralisée de I,
soit bornée.

2. Soit les espaces linéaires L-supermétriques complets X et Y. On
considére I'équation opérationnelle

P(x) = 0 (1)

O-étant- 'élément nul de I'espace Y, et P(x) un opérateur non-linéaire
défini sur un certain domaine S (< X, avec des valeurs dans Y.

En supposant qu'il existe I'inverse de I'yg = [P’(%,)]-%, %, étant une
approximation initiale de la solution de 1’équation (1), son étude sera trans-

I3

posée dans ce qui suit, 4 I'équation

P(x) =TP(x) = 6 - (1)

olt § est 'élément nul de I'espace X. On remarque que l'équation (1') est
€quivalente A I'équation (1).

Pour I'équation (1') on a l'algorithme suivant:

ﬁu%-l = fn - [ﬁ,(ﬁn)]_lﬁ(i)' ’ (2)
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Nous faisons la remarque que si on part de l'approximation initiale
%4 = %,, alors la suite {%,} obtenue par (2) coincide avec la suite {#,} donnée
par lalgorithme

_ Xyl = ¥y — [Pl(xn) ]—IP(xn) (3)
ce qui sera prouvé en utilisant I'induction. Si £, = %, on a
%y = 2y — IT P(xq) = %9 — ['\P(x) = %,
En supposant %, = x,, on montre que %,,; = %,,;. En effet
Fpry = %, — 1, P(%,) = %, — [[oP'(%,)]'T(P(x,) =
=%, — [P’(xn)j_lro_lrop(xn) = Xy — Fn P(xn) = Ap41-

On démontre alors la

THHEOREME 1. S7 les conditions suivantes ont liew:

1° Pour Vapproximation initiale x,, P'(x,) admet Uinverse T,

2° Pour I'élément %o on a la délimitation o (T'oP(%0)) < 7o
3° La seconde dérivée de Fréchet P''(x) existe et on a

P, x (ToP" (%)) < &

quel que soit x & S, ot S est défini par p (% — %y) <2,
4° Les constantes v, k satisfont & la relation
P 1
ho = ok < 2’

alors I équation (1) admet au moins une solution x* & S, et la suite & approxi-
mations successives {x,}, construstes par I’ algorithme (3), tend vers x*, Uerveur
ou respectivement la rapidité de la convergence étant données par la délimi~
tation ‘

Px(x* - xn) < 21_-”(2}20)2”-—1 No-

Démonstration. Pour la démonstration du théoréme énoncé, on utilise
le résultat suivant [2]:

Si lés conditions suivantes sont satisfaites, i savoir:

1. ¢'il existe Ty = [P'(%0)]7 et py x(T'0) < Bo

2. px(ToP(%0)) < Mo

8. by y(P'(¥) <Epour x&S

4. hy = Bynok <%

alors I'équation (1) admet au moins une solution x* & S et on a la déli- |

mitation A :
px(xt — 7,) < 2177 (2ho)Y 17,
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On montre que si les conditions 1°—4° de ci-dessus sont satisfaites
pour Iéquation” P(%) = 0, alors sont aussi satisfaites les conditions 1—4
du théoréme énoncé pour I'équation (1).

Ainsi on a _

1. To= [P'(#) "2 = [ToP'(%) 1 = I, donc I'y existe et on a

Py, X(T‘o) =1, avec By = 1. A

2. Px(foﬁ(xo)) = px(ToP(%0)) < Mo
3. oy y(P(%) = pys y(LoP"(%)) < B

4. ho=1-nk < —

De cette maniére il résulte que I'équation P(x) = § a une solutiom
x* & S, vers laquelle converge la suite d’approximations successives {x,}.

De Végalité P(x*) = ['\DP(x*) = § résulte P(x*) =0, ce qui était a
démontrer.

Rémarques. a) Dans les conditions du théoréme démontré n’intervient
pas séparément la délimitation de p, o(I'y), ni I'évaluation de p,, (P"(#)).
Une délimitation est suffisante pour le produit de ces deux opérateurs
Px:, x(LoP"(%)).
b) Soit py 4(I'e) < By, pys y(P"'(#)) < k; en tenant compte de la déli-
mitation :
Pxs, X(POP"(x)) < Py, X(PO) * Pxe, Y(P”(x)) = BOk

il résulte que, en général, on a & < Bk et donc % < %, De cette maniére
on voit que le théoréme démontré constitue un affaiblissement des condi-
tions du théoréme démontré dans [2].

THEOREME 2. St les conditions suivantes somt accomplies
1. Il existe Vopérateur T'(x)[P'(x)]~1 pour chague x% & S(%y,7) 0% Zg
@ { )81
est une approximation initiale ef r = sv,, S =2('2‘°)
t=0
2. 04(LoP(%0)) < Mo
3. 0y x(TP"(%)) < M
4. h = Mn, < 2
alors Uéquation (1) a aw moins une solution x* & S, ou x* = lim x,, ¢t la

rapidité de la comvergence est caractérisée par

. By|2"—1
ex (¥* — x,) < 3"10(‘2—0)
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Démonstration. De (3) on déduit
P,(xn—l) (xn - xn—l) = - P(xn-—l)

et alors on a
. P(xn) = P(xn) — P(xn—l) - P’(xn—l)(xn — xn-—l)
ou ’

Pn(Pxn) = PnP(xn) - PnP(xn—l) - FnPI(xn—l)(x;; _ xn—l)' (4)
En tenant compte de la formule généralisée de Taylor [1], de (4) on
«déduit

Px(FnP(xn)) = px(FnP(xn)) - PnP(xn) - PnP’(xn—l)(xn - xn—l) <

. _ (5)
< 'é' MP?;(xn - xn—l)'
Et, a cause de l'algorithme (3), (5) devient
M
) px(xn+1 - ,xn) < E p,z\' (x - xn—l) (6)
Puisque
px(%1 — xo) = px(T'0P(%0)) < M0
la relation (6) devient
MAy2n—1 _,
exltnis — 1) < (5] 9% @)
et parceque M., = k, on arrive 2
' PRI ,
Px(Fns1 — %) o (EQ) ’ 7)

D'oit 'on déduit
.ox(xo - xn+1) < Px(xo - xl) =+ Px(xl - xo) + ...+ Px(xn - xn-l) <
Y-t “ (& 21
< noZ(—z'-’) < noZ(—"; = s,
i= £=0 2
fait qui prouve que x,,, < S.
On aura aussi

. k2"
Px(Fnip— %,) < SNy (E’ @8

et comme %y < 2, il résulte que la suite {x,} est fondamentale, donc elle
tend vers une limite x* & S.

Dans (8), en faisant p — oo, on obtient la relation de I'énoncé du théo-
réme qui caractérise la rapidité de la convergence.

{ Manuscrit regu le 22 avril 1970)
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ASUPRA METODEI LUI NEWTON IN SPATII L-SUPERMETRICE
(Rezumat)

In lucrare se studiazd problema rezolvirii ecuatiilor operationale
Px) =0

in spatiile I-supermetrice folosind metoda generalizati a lui Newton. Spre deosebire de
studiul similar ficut in [1] si [2], in lucrare se eviti mirginirea in sensul normei generalizate,
a operatorului T'y = [P’(#,)]~!, presupunind numai existenta lur I',.

O METOJE HBIOTOHA B L-CBEPXMETPHUYECKHX IIPOCTPAHCTBAX
(Pesome)

B paGoTe H3yyaeTcsi BONPOC PELUEHHS ONePAaTOPHHIX ypaBHEHHH
Plx) =18

8 L-CBeDXMETPHUECKHX NPOCTPAHCTBAX, NPHMeHss oGo6mwéHHb MeTox HblotTona. B omnnune
OT N0J0GHOrO HCCNIefoBaHMs, npoBeAéHHoro B [1] u [2], aBTOpH! cTaThH H3GEraloT OrpaHAYeHHsA
B cMblcie oGoGlieHHOR HOpMEI omepaTtopa Ty = [P’(x,)]—1, npexnojaras JHmb Haauyue I';.



ASUPRA UNOR FORMULE PRACTICE DE CUADRATURA
GH. COMAN

- Se consideri formula de cuadraturd

%

[A@dn = Aqlfwe) + flrm)] + - - + AL S+ flam—p)] +

. 1 .
A Uast) e e A+ Fmp)] + R (] @

ande A,, ..., 4, 0<1><["‘“

sint in progresie aritmetici cu rafia 4, adici %, = %, + kh, (¢ =0,
1, ..., m). - '
" Se pume problema determindrii parametrilor 4, (¢ =0,1, ..., )
astfel incit formula (1) si aibi un grad de exactitate dat, iar in cazul
in care din condifiile impuse de gradul de exactitate nu pot fi determi-
nati toti parametrii, s3 fie satisficute condifii suplimentare legate de o
evaluare cit mai convenabild a restului.

Aceasti problemi a fost studiati in anumite cazuri de Durand
(8], Lacroix [8], G. Coulmy [2] i D. V. Tonescu [4],
{5], [6]. '

in aceasti lucrare se trateazi problema pusi in cazul in care
formula de cuadraturi are gradul de exactitate 1 §i p este oarecare.
Conditiile suplimentare puse parametrilor 4,, (¢ =0, 1, ..., p), vor fi astfel
alese incit restul si ia valoarea minim3. Mai precis, daci se presupune
ci f apartine clasei W& (M) a functiilor a ciror derivati este absolut con-
tinui pe intervalul [x,, %,,] iar derivata a doua, f satisface condifia -
HF" N, < M i dacd se noteazd cu

En(WE(M) ; 4s) = sup |R,[f]l, £
fewy (&) :

sint parametri arbitrari, iar nodurile

atunci conditiile suplimentare puse parametrilor 4, sint astfel alesejincit
E,,,(Wﬁ’ (M) ; A,) si ia valoarea minimi. In cele ce urmeazi vom nota
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aceasti valoare minimi prin E, (W (M)). Formula de cuadraturd cu
coeficientii 4, (8 =0, 1, ..., p) astfel determinati, o vom numi formuli

- practicd de cuadraturd, optzmald pentru clasa de functii W (M).

TarorEMA 1. Formula de cuadraturé de tipul (1), avind gradul de
exactitate egal cu 1, optimald pentru clasa de functic W (M) este

*m

Sf() =2 [fl#0) + £ + 2 [fx) + flom)] +

¢ ‘12
+h’[f(x2) + ... +f(x”'—2)] + Rm[f]: L( )

E( (2)(M =M ks
216 720 !

oricare ar fi p > 0. Pentru p = 0 formula optimald este formula trapezelor.

13%
5 Lfx

iar

Demonstrafie. Printr-un procedeu analog celui folosit in [1], se obtine

Rif1=| o(a)f"(m)dx, (3)

unde functla ¢ este datd pe fiecare din 1ntervalele xe-1, %3], (R=1,

2, ..., m) respectiv prin polinoamele
(%) =(x_-—2x_o) — Ao(x — x,)
dpir() = & -—2%) Aolx — %) — ... — dp(x — 1)
(x — #0)
Ppr2(%) = Ao(x — xo) — — Ap(x — %) — h(x — xp11)

...............................

Pm—p—1{%) ;'E_Tx’”-)-’—{— Ao(x — z) + o0+ Ap(x — Xop) + A(% — Zp—p—i)

omepl®) = T2 b Ag(x — 2) 4 A5 — Ty
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Din (8), aplicind inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski, se obﬁne

x,

E,(WE(M); 4,) < M {Smcpz(x)dx}y‘- (4y
. ¢ Fis %, .
Pentru functia fo(x) — MS (x — t)o(t)dt { S <p2(t)dt} inegalitatea (4) de—

vine o egalitate. Cum f, & WE(M), rezulti ci

xﬂl
EL(WEM); 4) = M {{ o¥n)an”. )
Demonstratia teoremei s-a redus, in felul acesta, la determinarea.
parametrilor 4;,, (R =0, 1, ..., p) astfel incit formula (1) s aibd gradul
de exactitate 1 si integrala '

” xk
J= I,undeI=S(p,2(xdx
;;k k xklk )

sé ia valoarea minim4.
‘Avem, din condifia ca gradul de exactitate al formulei si fie 1,

Z; _2r, (6y

Pentru determinarea parametrilor A4, (¢=0,1, ...,») mai sint
necesare pe lingd ecuatia (6), p ecuatii. Aceste ecuatii se obtfin din con~
ditia ca integralele I, si ia pe intervalele corespunzitoare [x_1, %;],.

(R=2,8,...,p+ 1) valoarea minimi. Aceasta se intlmpld in cazul unic

in care polinomul ¢,(x) coincide pe intervalul [xz—y, %], (6 =2,3, ...,
B a?

P -+ 1) respectiv cu polinomul lui Legendre Ly, (x) = —;—2 — X — (g — Zf) »

*p—1 + xk

unde ¢, = , despre care se stie ci se abate in medie patratici.

cel mai putin de la zero pe acest interval. Identificind polinomul ¢,(x) cu
polinomul corespunzitor L,x(x) se obtfine

Ly 6 —1)+1, ;
§Ak hEzA ==k, (B=2,3, .., p+ 1), (7)s

2k —1
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Rezolvind sistemul format de ecuatiile (7), printre care se afli gi ecuafia

{6), se obfine 4, =i—: , 4; = l—?,‘ 4, = ... = A, = h.Introducind aceste

1
-valori ale parametrilor 4 in (5) si efectuind calculele se obtine

EW(WEMD) = M /(s + )

teorema fiind demonstrati.

In mod analog poate fi tratat si cazul in care extremitifile intervalului
{#q %,] nu sint luate ca noduri, adici formulele de forma

*m

e = uL08) + frmo)] o o o ApUfis) + flom)] +

% 4 8
+ b f(#p11) + ... + fZm—p-1)] + R [f]. ®

Are loc urmitoarea teoremi:

THEOREMA 2. Formula de cuadvaturd de tipul (8), avind gradul de
.exactitate egal cu 1, optimald pentru clasa de functic W (M) este

P

| A =22 (1) + flmes) ] + 2 [f) + S+
) 9
. + B[f(%) + ... + f(#mes)] + Ralf] ()
el .
E,(WEM)) = M\/(S% P
pentru p <1 si ) ‘

m

| fn)dz = T (/) + ftm) ] + BLfE) + .. + flmd)] + R [f],

Sar

E (WEM) = M \/ =D,

pentru p = 1.

Observagie. Formulele (2) si (9) au fost obfinute, pe alti cale, de Durand
[8], respectiv D. V. Tonescu [5]. Teoremele 1 si 2 dau o caracterizare
-acestor formule ele fiind optimale in clasa considerati.

(Intrat in redactic 12 19 octombric 1970)
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O HEKOTOPBIX TIPAKTHMUECKUX KBAIIPATYPHBIX GOPMYJIAX
(Peswome)

B paGore craBurcs Bonpoc ompenenenns (GopMysn BHXA (1), coorsercrsenno (8), sBasIO-
LIHXCS ONTHMAJbHBEIMH B Kjacce (YHKIHE W(L?")(M).

HoxasmBaeTcst, YTo B 1ePBOM Cayuae ONTHMANBLHOLN KBajipaTypHoit GopMysoil sBasercs
¢opmyia (2), cosnanaomas ¢ dopmyroir Jiopana [8]. a Bo BTOpPOM Cirydae — copmyna (9),
coBnajatomasn ¢ oxuol gopmynok, pawsodt mpop. II. B. Uomecky [5].

ON SOME PRACTICAL QUADRATURE FORMULAE
' (Summary)

The problem of establishing the formulae of type (1) respectively (8) optimal in
the class of Vg’) (M) functions is raised in the paper.

It is demonstrated that in the first case the optimal quédrature formula is formula (2),
coinciding with Durand’s formula [8], and formula (9), coinciding with a formula given
by Prof. D. V. Ionescu [5] in the second case.

5 — Mathematica-Mechanica 1/1972



ASUPRA UNOR RELATII CONVOLUTIVE

GRIGOR MOLDOVAN

Studiul unor relatii convolutive a prezentat si prezinti interes atit
in sine cit si pentru alte capitole ale matematicii, cum este de exemplu
calculul probabilititilor, teoria aproximatiei [5], [6], [11] etc.

n aceastd notd ne vom referi la aga numitele convolutii binome [7]
si vom stabili anumite relafii utile in teoria aproximirii functiilor prin
operatori liniari pozitivi. .

Se stie [5], [8] cid formula binomului si formula lui Vandermonde
sint cazuri particulare ale relatiei convolutive

P,(u+v) = 33 Py(w)Poy (0), (1)
pentru
_ %k . _ (A _ =1 ... (x—k+4+1
Pyn) =7 sl Pyx) =(3)= - : @)

Altfel spus, polinoamele (2) sint solufii ale ecuatiei functionale (1).
In aceasti lucrare ne vom ocupa de stabilirea unor identitifi in care
intervin expresii de forma

DB P u)P, 4v), i=0,1,2, (3)
k=o0

unde P,(x) sint polinoame de grad m. Identitidtile pe care le vom stabili
servesc la demonstrarea convergenfei sirurilor de operatori convolitivi
pozitivi definiti in [7].

§ 1. Identititi ce se obtin din formula binomului. Formula binomului
(7)ot = (o) @

dupd cum se stie dih teoria aproximaiei, conduce la definirea polinoamelor
lui_Bernstein.
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Este adevidratd urmitoarea:

TrEOREMA 1. Oricare ar fi numerele reale uw §1 v avem

i\ k(Z) ut v~k = nu(uv)" ! (5)
; k? (Z) u* v*~* = nu (nu + v) (u 4 v)" % 6)

Demonstratia acestei teoreme este foarte simpld, de altfel cunoscutd (a
se vedea de exemplu [6]).

§ 2. Identitiiti ce se obtin din formula lui Vandermonde. Vom stabili
acum relatii analoage cu (5) si (6) folosind formula lui Vandermonde

g (Z) e UJ @

Avem

TEOREMA 2. Oricare ar fi numerele veale w $i v sint adevdrate wrmd-
toarele doud identitdfs

SR (2 )= 0T ®
LR 2 g) = o0 (2 ey @

Demonstratie. Pentru demonstrarea acestor identitdfi observdm inti-

ca
Bly) = (321

§i deci putem scrie

2k ) = T b o) = 5 (5 )

de unde, folosindu-ne de formula lui Vandermonde (7), rezulti identi-
tatea (8).

S& ne ocupiam acum de identitatea (9). Avem
" ) ”
w (v )_ % v ) _ g L -
L (a2 a) = 2 (3] [ 2a) = 2 B0 () (2] =

= u(u‘— 1) ; (u— ) (n—2—1-)(k——2)) + u (“j;i?ll )
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de unde rezultd identitatea (9). Identitétile (8) si (9) sint cunoscute [10],
dar demonstrate pe o altd cale. Aici s-a dat o demonstratie directi.

§ 3. Generaliziri ale identitiitilor de tip Vandermonde. 1. In acest
~ paragraf ne vom ocupa intii de identitati in legdturd cu relatia convolutivi

u u+yk ('v—yk) _ (u—i—v) ,
w0 u + yk l k ) n—~k n . (10)
unde #,9,y sint numere reale oarecare. Aceastd relatie convolutivi a fost

mult studiatdi de Gould [3], Carlitz [1], etc.
Vom avea nevoie in cele ce urmeazi de identitatea lui Jensen [4]:

5 = () a

care de asemenea este verificatd pentru orice #,v,y < R.
S3 notim cu

— S~ [a—Fky) (b+yE)
S(a,b, m) ];)k(m_kj( ") (12)
iar cu A(v,#,n) membrul sting al identitatii (11).

Atunci avem

LeMma. Oricare ar fi a,b,y = R are loc relagia

m

S(a,b,m) =3 b [b + 14 (y—1) ﬂ] (“+b—k ) yr-t, (13)

2 m—Fk
Demonstragie. Putem scrie
m

Sla,b,m) =35 (-+) |5 0F) (P =

= 1

=0 55 (ST (PR o B e ()

si deci avem urmditoarea relatie de recurenti

S(a, b, m) = (b+y) A(a—y b+y—1,m—1) + y S(a—y, b4+y—1,m—1).
Din aceasti relatie de recurenti obtfinem

S(a,b,m)=k2;)y” +(k+1)y—Ek)] A(a—(k+l)y,b+(k+1)y_(k+
m m—k
+l)xm—(k+1))='§1=Z07(b+yk—(k—1)) (“;-b_'_ki7l)yk+l—l’

iar de aici printr-un calcul simplu rezulti relatia (13).
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70
Folosind aceastd lemi vom putea demonstra urméitoarea :

TrOREMA 3. Oricare ar fi u,v, y & B aw loc relatiile

2 ,k;-:—y; (“‘f];yk) ( —yk) ” kEI (u—[—v-—-k) (15)
k;kzﬁyk(%—l];yk) (1;1—__31: = (16)

o B fy oy 14 0 —.1)2<y - 1)) 4 1] (uji;k] ot

=Y [
k=1|lu4v—=F&
Demonstratie. Avem

2k ) = (R ) -

de unde, punind in loc de %2 pe £—1, obtinem relatia (15).
Apoi,

kaL(uﬁLyk)(v—yk) E[kk—l)—i—k] fk(“ﬁeyk)(—yki

k=0 u + yk k n—

=u(n +2y — 1)

~ (u+2y—2+yk) (v—2y—yk
ek )2+
n-—2 #

2 u—|—2y——2—i—yk) v—2y—yk) _u_(u—l—yk) [v—yk)_
—l—uy;) ( k (n— — +);)ku+yk k n—=~R
Folosind identitatea lui Jensen (11), lema de mai sus i relatia (15), obfinem
identitatea (16). Cu aceasta teorema este demonstrati.

2. Menfiondm acum ¢i urmitoarea relatie convolutivd

“ u+tykiv —yn v—yk u+v—yﬁ u+4v)\ . . 17
k0u+yk( R )v—-ykln k) u+v ( n) ( )
Procedind analog cu cele de mai sus, avem:
TrOREMA 4. Oricare ar fi u,v,y & R avem
" PR (u—}—yk)” — yn ( —yk)
k=0 u 4 y& k v—9yk \ B— k ’ (18)

B e u+v~—1—k utv—2—RY & n—-1
_“21( n_1- y)( n—2—k )y T

k=
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) n—1
P u—{—yk)v—yn v—yk) _ 9n G-1Hly-—1
g)ku+yk( k v—yk(ﬂ—k] u;[k(u—}_zy 1+ 2 )+

qLutkv—k (k(n— 1—k

n—Fk %4+v—1—

oy 220 ] o
. (ujz—f_?i-]:k)yk—l + uy 1,

Observagii. 1. Identititile (10), (17) rezultd din relaiile convolutive

P,u+v;y) = i:oPk(u;y) P, ;) o (20)
Qu(utv;y) = Q Py(u;y) Puslv;y) (21)
unde
Qulu; ) == J;yk Py(u; ),
pentru
Py 9) = — (“BF) | (22

2. Dacid y=0 atunci relatiile convolutive (20), (21) se reduc la relafia
(1), iar relatiile (15), (16) respectiv (18), 19) se reduc la relatiile (8), (9).
3. Avem urmitoarea relafie

lim (— a)k(_f) . (29

a—0 o ’:.' )
Dacd in identitdtile (8), (9) inlocuim. pe % cu — Zsipev cu—2, ace-
. -4 o
stea, folosindu-ne de relajia (23), se reduc la identitdtile (5) si (6). Tot

asa identitifile (15), (16) si (18), (19), dacd facem aceleasi inlocuiri la

care mai adiugim inlocuirea’lui y cu — %, conduc la alte relaii analoage,

care aun fost stabilite de EW. Cheney si A. Sharma [2].

(Intrat in redacie la 7 decembrie 1970)
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O KOHBOJ/IIOTUBHBIX COOTHOIUNEHHAX
(PesoMme)

Jloxasannr ToxpaectBa (8), (9), nporcxonsumue u3 dopMmyiant BanmepMonna H TOMKIECTBa
(13), (15), (16), (18) u (19), npoHcxoxslYe H3 HEKOTOPHLIX 060GWeHM hopmysn Bannepmonaa.
Bce ToxpecTBa, yCTaHOBJIEHHEIE B IaHHOH paGoTe, NPHMEHSIOTCS M IOKa3aTeJlbCTBA HEKOTO-
PHIX TeopeM CXOJHMOCTH II0CJIEJOBATENBHOCTEN KOHBOJIOTHBHBIX ONEpaTOpPOB.

SUR CERTAINES RELATIONS CONVOLUTIVES
(Résumé)

IL’autenr démontre les identités (8), (9) provenant de la formule de Vandermonde, etles
identités (13), (15), (16), (18) et (19) provenant de généralisations de la formule de Vandermonde.
Toutes les identités qui sont établies dans le présent travail servent a la démonstration de théo-
rémes de convergence de suites d’opérateurs convolutifs.
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Studiul miseérii ideale. Expresiile vitezei, presiunii si densitifii. 1.
In problema de care ne ocupim vom admite aproximatiile :

14 Tw y—1
—_— _ @ = .r — 1
M. um>1’ @_l<1, € Y+1< (1)
9, = P _
tg 0, = pr
si vom presupune cid avem
K=M.p5>1 (1)

"Potrivit §i experientei, unghiul « de deviere al undei de soc fate‘i de direcfia
‘0€ a curentului neperturbat, dupi cum este aritat si in [2] si [3], are
ordinele de mirime

a~B+M—1§ia~B+%+ﬂ1:'(~§<l)’ (2)

Z fiind o lungime caracteristici (exp. lungimea corpului), daci se tine

:seama de existenfa stratului limitd de grosimea relativi 3/ si se admite

1ipoteza corpului fictiv.

In supozitiile (1) — (2), unghiul « este mic §i vom putea considera

i : '
«< 1, K,=¢PaM, > 1 (2)

2. Din formuleie undelor de goc, aplicate in conditiile si aproxima-
tiile de mai sus (K, » 1,e< 1, & < 1), deducem relatiile aproximative,
-valabile pe suprafata undei de soc:

== e)a"‘Mf,,] ) ®
P~ (1—¢)p, Via? = (1 4 e)p M2 o, 1, =~ —;—Viaz 4

Formulele (3) — (4) presupun ci ps, i, §i a, tind spre zero pentru a fi
in acord cu aproximatia la limitid fundamentali M, — co. Presupunind
neglijabile puterile superioare ale lui ¢ si excluzind valoarea ¢ = 0 (cazul
newtonian al migcdrii hipersonice) relatiile (8)—(4) sint valabile cu o
-eroare de ordinul 1/K% fatd de unitate. :

Influenta stratului limiti asupra devierii liniilor de curent din regiunea
neviscoasi se poate evalua cu ajutorul grosimii de eliminare §* care, pen-
tru migcarea axial-simetricd, se calculeazi cu formula

8* 8
{ wrordy = { o1 — ue)ray )
] 1]

-dacd, in partea stingd, se ia 7 =7,(%) -y cos 0, si se neglijeazi, in
. . . 2
‘prima aproximatie, 3%,



CALCULUL STRATULUI LIMITA HIPERSONIC 5

Daci se admite, conform conceptiei stratului limitd, cd repartijia pre-
siunii din exteriorul si interiorul stratului este aceeasi, daci se presupune
o abatere admisibili de la integrala lui Crocco potrivit cdreia T[T o ~eM?
in interiorul stratului si daci se ia % ~ #,, dupd formula presiunii (4)
considerati valabili in toati regiunea neviscoasd, obfinem

ﬂ=ﬁpﬁ_j’_T_®zﬁs(1+s)M2az ~ a?
%1P1 w1 P T Yy @ eM

o

— )

Fig. 1.

Neglijind o? faji de unitate, rezultd din (5) cd 8*=3. Prin urmare, unghiul
de deviere al liniilor de curent, sub influenta stratului limitd, in problema
studiatd, poate fi luat egal cu d3/dx iar frontiera exterioari a stratului
limiti poate fi consideratd linie de curent. De aceea se poate admite cd
migcarea ideald are loc in jurul unui corp fictiv cu devierea

dry | 48
6, -

dx dx

fati de axa of. Formula unghiului o al undei de goc devine

o— 0, =ca (6)

Diferenta « — 0, este o mirime mici de ordinul doi aga cd unda de soc
se apropie mult de frontiera exterioard a stratului limita.

Formulele undei de soc oblice (curbilinie) ne dau urmitoarele evalu-
ri ale ordinelor de mirime ale parametrilor aerodinamici din spatele undei

(indicii ¢ si # noteazi proiectiile vitezei pe tangenta §i normala la unda
de soc)

a=rt = (149 (7)
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pﬂ Van w pa: w0 € l (8)
%y 1 a? 14 3e, 1y 14 2e,
! oy e Ve 2¢?
unde
- d s
s=ae,=a(i”+— (8"
dx dx

Din (8) se deduce ci in spatele undei de soc viteza diferd putin de viteza
curentului neperturbat, densitatea creste mult, fiind, ambele, indepen-
dente de numirul lui Mach, iar entalpia si viteza sunetului sint mici.
Aceste rezultate sint in concordanti cu principiul independentei de numirul
lui Mach, valabil §i in cazul K, > 1. Scurgerea depinde de P $1 Vo st
nu depinde de po, fw, #o. Presupunem ci evaluirile (8) sint adevirate
In toatd regiunea neviscoasd.considerati. Dupi (8), in acord si cu faptul
- cd debitul g, v,, este finit iar 8% = §, fluidul care se afli in regiunea
neviscoasd formeazi un strat de soc. Grosimea stratului de soc, dupi
ordinul de mirime a diferenfei y, — 8 considerat in formula (8), este
foarte subtire. Pe lingd acest fapt, un rol important il va juca, din punct
de vedere matematic, parametrul mic .

3. Ecuatiile migcdrii axial-simetrice a fluidului ideal in jurul corpu-

lui fictiv, scrise in coordonatele curbilinii %, y, ¢ (d% = d#) ale stratului
limitd (fig. 1) au forma

;' M ki ]:—i—a—?, I:_’ _— uz ]:—a_P
Pl vt == 2 ob -] = -2 o
(0 V)S=0

ad a Rf'U) - Ry 0 6)
— (pru — {p? =0,lv v=u4u-—" =~ L g
e+ gl ) =0y IR

unde S este entropia, 7 este vectorul vitezd iar J=y — 8, Ry=R 4 3.
Luind in considerare (8), introducem mirimile adimensionale, de ordi-
nul unitdtii, u,, vy, py, Po, % Si Yo cu ajutorul formulelor:

p=po==, A =xl, §=yle(rn +¥), u=uV.,

10
v=0Vae (o +¥), p=populMi(l + 3e)(r, + 5 (10)

in ecuatiile (9) ale migcirii axial-simetrice din jurul corpului fictiv.
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Admitem ci in ecuatiile (9) termenii a cdror valoare este dati de
mirimile de ordinul doi
E=c¢

dr, ds) 5 8 1
R I R

, —
dx ax

sint neglijabili fatd de termenii de ordinul unitétii.
Luind, unde Ry este raza de curburd a corpului fictiv,

!
g (11)
Rf+5 Ry
si inlocuind, in ecuatia migcdrii in directia Oy, variabila y, cu functia de
curent ¢, cu ajutorul transformarii

Rf+_’)7"r=.$Rf,

1 d Pe 0 .
- =yl V. 2, 12
dr,,,+@\ EY o Pl oy (12)

le
ax ax,

ecuafia continuitdfii, ecuatia migcdrii in proiectie pe Ox si Oy, din (9),
dupd efectuaréa tuturor calculelor, devin

a 7]
5;0 (po?tto) + Ey—o (porve) = 0 (13)
Ouy '% .
Uy v + 9, T 0 (14)
P Mo (15)

¥ o VorRelrl + 5)
#y=1, ps=1 pe unda de soc

Din ecuatia (14) rezultd ci viteza u, este constantd pe o linie de curent
si cd, dupd condifia la limiti pe unda de soc, avem solutia #, = 1 in toatd
Tegiunea neviscoasi.

Tinind seama de principiul conservirii masei prin traversarea undei
de goc, se poate deduce valoarea functiei de curent, pe unda de soc, ¢, in
urmitoarea formi "

bs =~ paVor}(®) (16)
(7200 Vo = 0Fy[0r,,  OF[OE = 0)

Deoarece in cazul corpului subfire, dupi (6), se poate scrie

=1+ 9= (+9)

_Gry _ dry
dE dx
vom admite, in ecuagia (15), eroarea dati de aproximatia

=14, +)=r+d=r L =|Z
Ry dx?

~

m+$k—ﬁﬂﬂ-m)

dx?
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Pe baza aproximatiei 8* = §, justificatd mai sus, se deduce ci debitul
de fluid prin frontiera stratului limiti este neglijabil in comparatie cu
debitul de fluid prin unda de goc si ci in consecinti se poate lua ¢;/¢,=0.
Respectind aceste consideratii, se integreazd ecuatia (15) pentru x = const.
in intervalul inchis [{,,{,] si dupd efectuarea umor calcule elementare,
se obtine repartifia presiunii pe frontiera exterioari a stratului limiti,
valabild §i in interiorul stratului, in forma

= st 2 o ) e 2

(18)

Din ecuatia energiei (legea izentropicititii), dati in (9), se deduce
cd raportul p/p, in cazul acestei probleme, este cunoscut (comstant) pe
o linie de curent §i egal cu valoarea corespunzitoare p,/p, de pe unda
de goc si atunci, folosind formula presiunii din (8) si formula (18), se obtine
distribufia densitdtii pe frontiera stratului limiti in forma

1
o o+ O + = (ru + Dl + )
— 2 (19)

Pr =

: (rw + 842,

unde &, este coordonata x a intersecfiei liniei de curent (frontiera stratu-
lui) cu unda de goc. Pentru determinarea ei se va fine seama de (16).

Termenul ultim din (18) reprezintd influenta fortelor centrifuge, care
se datoresc curburii corpului, asupra distributiei presiunii. El este nul daci
(7, + 8)"" = 0. Se observi din (18) ci pentru corpul cu generatoare rec-
tilinii termenul centrifugal nu este nul daci se tine seama de interacfiunea
dintre stratul limitd si scurgerea exterioari. Dacd se neglijeazi termenul
care contfine pe € gi se ia § = 0 se obtine, din (18), formula lui Busemann.
Se vede, de asemenea, din (18) ci presiunea pe frontiera stratului limiti
depinde de 3(x) numai prin intermediul raportului 3(x)/7,(%) numit para-
metru de influentd sau interactiune [3]. Daci §/r, <1 si termenul care
. contine pe ¢ se neglijeazd din (18), se obfine de asemenea formula Iui
Busemann. In acest caz, influenfa stratului limiti asupra presiunii .din
scurgerea exterioard este neesentiald in raport cu influenta corpului. Depen-
denta parametrului de interactiune de numerele lui Mach si Reynolds
este datd in [3] ¢i [1]. Vom trece acum la studiul stratului limiti pre-
supunind cd §/l<1 si 3/R<1 i cd parametrul de interacfiune este de
ordinul unitdfii sau mai mare. In aceste condi}ii, ecuatiile miscirii in
stratul limitd axial-simetric sint deduse i date in [3].

Studiul migedrii in stratul limiti cu ajutorul relatiei integrale. (3/ry~1).
4. Ecuatiile migcdrii axial-simetrice in stratul limitd de fluid viscos, care

A

se formeazd pe corpul de rotatie subtire, in cazul §/r,~1, sint de forma

9 9 —0 % _ 2
Py (pru) + % (prv) = 0, P 0 (20)
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Pufa—“+pvfg—:=—rdi+i(mg—;—] (21

G B LA o2

PW -l—pw'y U -I-?(y)—i—ay(fcay) (22)
\¢=%T)

Combinind ¢i integrind in raport cu y ecuatiile (20) si (21) si admitind apro-
ximatiile

\ _
Sydyzrws+%sz=rgi(1+lf—], "—") =0
0

Yw 2 ¥y 0y jy=3

se obfine, stiind cd wu, =V, dupd rezultatele paragrafului precedent,
ecuafia integrald a stratului limitd dinamic in forma

QJIQJ

§(7 + 3) pules — Vo) dy = — (y 5 + JZ: 7‘””‘”(:_:),,,' (23)"

5. Considerind, acum, ca valabile in stratul limiti formulele

6 =1, (ﬁ) —0, L2l
0y Jw ’
(24y

@

unde ¢/, este datd de integrala lui Busemann (valabili pentru o = 1,
(¢)», = 0, migcarea exterioard izoenergeticd 4, -+ #3/2 = V%[2) iar pro-
filul de vitezd # este in acord cu condifia la limitd #, = ¥V, se obtine,
dupa efectuarea unor calcule simple, urméitoarea ecuatie d1feren;1ala ordi-

nari
il w2 i)

+—P°,,V e (25)

@

Considerdm cazul, ¢ fiind o constanti adimensionali pezitivi,

—=const=l,0>0 (‘26)

c
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si introducem notatiile

2 ' 1
14+ — 2 — ’
M u
Ao=s(1——s)-—c—s,BO=2€(l—{—s) ‘;w ° —
,1—s,,+?° p"""°1~s,i,+:"

so=2(1 — In2) = 0,614.

Ecuatiile (25) si (18) devin:

ase Poo d P
—+(1—4,) 8= = B,— 27
S Ha—d) e e (P = B2 (27)
f: (1 + 3¢) M2 (1 + o (r'2+— y 1',,,) 28)
Integrala ecuatiei (27) care sa’cisface. condifia la limitd 3(0) =0 este
5 = B, (im)”"“ S (%)_A"dx. (29)

'S4 presupunem acum cd generatoarea corpului subfire, in jurul cdruia
are loc migcarea, are ecuatia (x este mic)

7,(%) = ax™

(30)
(@ = const.)
Se obtin astfel, din (28) si (29), formulele
3w
2 — a2y, § = \/ Be x? (31)
pe Mol + 201 — mdg]
(x(, = (1+ 89 Mzas ™= (1 4 0)2) (31)

‘Se observd ugor ci condifia (26), impusd in aceasti problemi, este indeé-
-plinitd daci luim (condifii de automodelare)

m =

S a2 + ) =25 (32)

4

| o

‘5S4 presupunem problema directd care constd in a considera dat corpul.
In consecin{d, presupunem cunoscutd ecuafia (30) in care m este egal cu
3/4 iar a este dat. Atunci, luind m = 3/4 si efectulnd calculele algebrice
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elementare (se neglijeazd §i €2 fatd de unitate). condifia a doua din (82)
se transformd in urmitoarea ecuatie algebrici pentru determinarea con-
stantei ¢

e+ e + q1) = 2 (33)

2
0,614 150,614 + 2,842 Veat
=928t 190018+ 28cuw & ) R,, =22V
0,772 + ¢ 64 e(l + ¢) 19 Lo

unde R,, este numirul lui Reynolds relatiy la curentul neperturbat si
la lungimea a* = L. Problema directi este redusi la rezolvarea ecuatiei
(33) ai cérei coeficienti depind, prin intermediul mirimilor adimensionale
g, $i q», de parametrii €, po, W, §I Reo(pw, Vo, Mo, 4). Cunoscind
rddécina pozitivd ¢ a ecuatiei (33) vom putea determina, apoi, parametrii
migcdrii fluidului in stratul limitd (grosimea 8, viteza u, tensiunea de fre-
care T,, presiunea p si temperatura 7) cu formulele

: -3 =3
3 = acx®H, u:Vw%:Ex iy, 'rw=p.w(au] — Vo 3 (34)
w

ac a ac

b —= T i M ny_%\

pe 0% 5 f;=;=1_=(1— ey (35)
(r, = ax)

unde 2, este dat de formula (31) in care se va lua m = 3/4.

Deoarece in problema de fafd nu existd schimb de c#lduri intre corp
si fluid, adica (7,), =0 sau (), =0, Inseamnd cd suprafata corpului
se va incdlzi pind la temperatura adiabaticd T,, datd, dupd (35) in care
se va face y =0, de formula

T, = eMe T, — ea® My To — Kg To (36)
1—¢ 1—¢ a? 1—¢ q?
Observagie. Se poate, desigur, considera si problema inversd, presu-
punind datd constanta c. In acest caz, constantele necunoscute a si m
(corpul de forma 7, = ax™) se vor determina cu formulele de automode-
lare (32). Parametrii migcirii se vor determina cu formulele (34)—(35).

(Inirat in redactie la 24 noiembrie 1970}
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HPﬁBHH}KEHHOE BbMHUCJIEHHME TIOFPAHHYHOIC CBEPX3BYKOBOI'O
AKCHAJIBHO-CHMMETPHYECKOIO CJIOS1 HA TOHKHX TEJIAX

(Pesome)

B pafore m3yuaeTcs CBepX3BYKOBOE aKCHAJbHO-CHMMETPHUECKOE JIBHIKEHHE BOKDYT TOH-
KOro BpalllaTeJbHOTO TeJd, YYHTHIBAsI B3aKMOJENCTBHE MeXJAY NOTPAHHYHLIM CJIOEM M BHEIUHHM
HEBSI3KMM TEUEHHEM B IIPEANOJIOXEHHH, UTO YHcjio Maxa Mo CTpeMHTCS K GECKOHEUHOCTH,
UTO yJapHasl BOJHA MMeeT Majbli HAaKJOH M 4TO OTHOLIEHHe IJIOTHOCTell (0 M mocje yHapHOH
BoNHB) Madioe (¢ < 1). Onpefiensiercst gaBjeHue B LIOTPAHHYHOM ciloe B ¢opme Bysemanna.

Hcnonbsyercs saTeM HHTerpalbB0e COOTHOLIEHHE NOTPAHMYHOrO CJIOS, KOTOPOE CBORHMICH,
NPEANONaras, 4YTo #,/8 = O(1) = comst.,, X OObIKHOBeHHOMY JH(depeHnHaNbHOMY YpaB-
EeHHIO. B YaCTHHIX pacCMATPHBAaeMHX CJy4asix aBTOMOZLEJMDOBAHMS INIOJHOE peleHHe NpsaMoH
3a/1a4H CBEJCHO K DelIeBHI0 aJireGpanuecKoro ypaBHeHHs naTol crenend. Jlatorcs 3atem GopMyin
IJ1s] BHIYHCJIEHHS NapaMETPOB JBHIKEHMsl B NOTPAHHYHOM CJIOE.

AN APPROXIMATE CALCULATION OF THE AXISYMMETRICAI HYPERSONIC
BOUNDARY LAYER ON THIN BODIES

(Summary)

The axisymmetrical hypersonic motion round a thin rotation body is investigated taking
into consideration the interraction between the boundary layer and the non-viscous exterior
flow and supposing that Mach’s number Mo tends to infinite, that the shock wave has a small
inclination and that the ratio of the densities (before and after shock wave) is small (¢ <€ 1).
The pressure in the boundary layer is determined in Busemnann’s form.

The integral relation of the boundary layer is used. Then, supposing that r,/§ = 0(1) =
= const., this is reduced to an ordinary differential equation. In the considered casesof simi-
larity the full solution of the direct problem is reduced to the solution of a fifth degree al-
gebraic equation.

Formulae are given for the calculation of motion parameters in boundary layer.



O SOLUTIE NUMERICA A UNEI ECUATII AI,GEBRICE
SI FOLOSIREA EI IN AERODINAMICA

DOINA BRADEANU

Folosirea metodei ecuatiilor integrale reduce problema obtinerii solutii-
lor automodelate (51m11are) dependente de o singurd variabild 7 (x,3),
pentru migcarea fluidului viscos in stratul limitd, la rezolvarea unor ecuatii
algebrice. A§a de exemplu, in metoda lui Pohlhausen apare o ecuatie
algebricid de gradul trei [1], iar in studiul stratului limitd hipersonic, dupa
cum se aratd in [2], apare o ecuatie algebricd de gradul cinci F(c) = 0.
Pentru a putea folosi rezultatele, simple, date in lucrarea [2] va trebui
si se cunoascd solutia acestei ecuatii.

In aceasti lucrare se arati ci ecuatla algebricd F (¢) =0 are o sin-
gura rdddcind reald pozitivi, se calculeazd, apoi, o valoare numerici apro-
ximativd a acestei rddicini gi se foloseste aceastd valoare pentru calculul
numeric al parametrilor stratului limitd aerodinamic hipersonic de pe
corpul de rotatie subtire. Calculele numerice se efectueazi pentru numi-
rul Mach M, = 20, raportul densitifilor (p,/p,) pentru unda de soc € =
=8:10"% §i numere Reynolds R,, = 6,31 - 10" (n=4,32) care inte-
reseazd, In special, regimul de zbor al rachetelor si proiectilelor balistice
cu reacfie la diferite fnilfimi de zbor (H =0 km, H =15 km si H =
=30 km) in atmosfera Pamintului.

Rezolvarea ecuatiei ¥(¢) = 0. 1. Despre natura rdddcinilor ecuagies
F(c) =0. Se considers ecuafia algebricd de gradul cinci, cu coef1c1ent1
reali, in raport cu mdirimea necunoscutd ¢ si parametm g1 51 ¢

F(o) = e + 1) + g2) — £ = 0 M

(2>0, ¢.>0)

Pentru a studia natura solutiilor acestei ecuatii se folosé§te teorema lui
Rolle. Se deduce ugor, prin derivare, ecuatia de gradul patru

2 = ofe + 1[5 + (4gs + 3 + 20,7 =0
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ale cirei ridicini sint

=0, ¢ =—1, ¢4 ==[— (4g: +3) £ Vg, +37 — 0g;] (2

Se constati cd ridicinile ¢y, sint reale, negative si agezate in ordinea
¢, < —1<c3<0 (se presupune ci 1 < gy < 3). Considerind sirul

F(— o) = — o, F(cg), F(—1) = — %, F(c,), F0) = — Z— ,F(o0) =4 oo

2

se deduce cd ecuafia (1) are intotdeauna o singurd rddécind reald pozi-
tivd ¢ = ¢, indiferent de semnul valorilor F(cs) si F(c,). Evident ci daci,
de exemplu, F(c;) < 0, atunci ecuatia (1) are cel pufin trei rddicini reale
o radicind poz1t1va (c =¢,) §1 doud radicini negative.

Asa dupd cum s-a mentionat, ecuatia (1) apare in problema deter-
mindrii parametrilor aerodinamici din stratul limitd hipersonic axial-sime-
tric In care necunoscuta ¢ = §fr,, unde 3(x) este grosimea stratului limitd
iar 7, (x) este distanfa de la suprafafa corpului, de forma datd (problema
directd), la axa sa de simetrie. Rezultatul obtinut mai sus, cd ecuatia (1)
are o singurd ridicind reald pozitivd este in acord, deci, cu semnificatia
constantei ¢ si cu existenfa unicd a stratului limitd i a solutiilor sale pe
corpul dat. De aceea, In continuare, ne vom ocupa numai cu determi-
narea rddicinii pozitive a ecuafiei (1).

2. Calculul numeric al rdddcinit ¢ = ¢, > 0. Potrivit cu lucrarea [2]
rtaportul §/r, = O(1) si, in consecintd, valoarea rddicinii ¢, nu poate
fi foarte mici sau foarte mare. Pentru determinarea ei va trebui si cu-
noastem coeficientii ¢, si g;/¢,. Vom calcula acesti coeficienti in trei cazuri:

— Cazul I. Se admite, pentru dependenfa viscozitdfii u de tem-
peratura absolutd T, legea Tiniars si atunci coeficientii ¢; si ¢,, daji in

[2]

0,614 15 0,614 + 2,842
= 2 a E: gz = > + 2543 to R.s, (3)
0,772 + ¢ 2764 (149
devin

_ 9064t g _ 128 0,614 + 2,28e (M)’ 4

! 0772 + ¢ ¢, 15 0,474 + 2,808c R,
(RM=M‘,‘€=&, ﬁz=_§z'=ﬂ) | (5)

y‘m P2 y'o; Tou 1—c¢

unde e, mirime micd, este raportul densitdtilor din fata §i spatele undei
de soc, R.. este numirul lui Reynolds relativ la lungimea a?si migcarea
neperturbatd, omogeni si uniformai, iar M= V/a. este numarul lui Mach
(Vo si a. sint viteza curentului si, respectiv, a sunetului la infinit).

- formula (5), pentru viscozitatea p,, s-a folosit expresia datd in [2] a tem-
peraturii adiabatice T, a suprafegyei corpului. Temperatura adiabatici T,,
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fiind temperatura pe care o cistigi suprafata izolati (termic) a corpului
in urma incdlzirii sale aerodinamice, nu poate fi dati sub forma unei
condifii la limitd.

Vom considera o migcare hipersonici, a gazului viscos, in care para-
metrii migcdrii au valorile

My =20, To=220°K (= — 53°C), po =1 at=981-102N/m? (6)

Parametrii aerodinamici din fata undei de soc au valorile

e = \WYRT =20,1yTo =300 2, Vo, = Moa, —6-103 2,
sec

sec

(7)
ko
— .10-5_=8
b = 1,45-10 m. sec
po=1535"5, y, —t= _g50. 107 ®)
m? sec

Po

,(R=287 o c=8-10"2, a=— 10—1)
sec?. grad

Cu aceste valori se giisesc, dupi (5) si (4), urmitoarele valori
Rio =631 104 ¢; = 1,6290, ¢,/g, = 3,0977 - 104 ©)
(ko = 5,0112 - 1074, p,/pe = 34,86)

— Cazul II. Vom admite, acum, o lege a viscoziti{ii, valabili pentru
temperaturi inalte, datd de formula empiricd a lui Sutherland [5]

to = 1,46 - 10°°\[T,°K 8y T, =T, Mo (10)

m. sec 1—c¢

unde T, este temperatura adiabatici a suprafetei corpului.

In acest caz, formulele (3) devin

(0,614+e)(1+s)(1+i) L -
908l +e g 128 2 \/Tmevs_ (11)

% 0772 +¢ g, 15 0,474 + 2,808¢ 10 R,,,

Vom considera o migcare hipersonici neperturbati in care
Mo =20, To=220°K, p,=0,1 at =981-10 N/m?, (12)

si atunci formulele (7) se mentin, iar formulele (8) devin

Po = 1,585-107! Kg/m3, v, = = = 9,50.10~5 m?/sec. (13)

Po
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Folosind aceste valori gisim, dupid (5) si (4), valorile

Rew = 6,31-10°, ¢, = 1,6290, ¢,/q, = 6,08391-10¢ (14)
(s — 81072, a=10"1, p, = 1,27312.1079, ¥ — 8,71) (14")
e :

— Cazul III. Si considerdm cazul II relativ la o presiune p,, de 10

ofi mai mici. Atunci, in mod corespunzitor, avem valorile .
1

M, =20; To=220°K; po =001 at =981 N/m? (15)
0w = 1,535- 1072 kg/m?; v, == =9,50 - 107%; e =8 - 1072
o
R,, =631-10% ¢, = 1,6290, g,/g; = 6,08391-10" (16)

(formulele (14))

— Fcuatia necunoscutei ¢, datd de (1), primeste, in cazurile I, II si
III, urmitoarele forme

' 3,0977-10~¢ (1) (17) -
F(c) = ¢*(c+1)2(c+41,6290) — { 6,0839.-10~* = 0(II) (18)
: 0,60839-10~2  (IXI) (19)

Ecuatiile (17)-(18)-(19) au cite o singurd rddicind reald pozitivd ¢ = ¢,.
Solutiile ecuatiilor (17) si (18) le cdutim in forma ¢, = 1072k (k > 0) iar
solutia ecuatiei (19) in forma ¢, = 107% (& > 0). Se vede ci in toate
cazurile trebuie si avem k < 2. De aceea, in primele doud cazuri, pen-
tru simplificare, se poate neglija temenul 107° %% fati de termenul de ordi-
nul unitédtii.

Pentru necunoscuta k avem, deci, ecuatiile algebrice

3,0977 @M (17')
R(k)=Fk2(3,6290- 10~4k? 44,2580 102 %+1,6290) — =0

6,0839  (II) (18)
R(k) = k2(107% + 1)* (10~1/k+1,6290) —0,60839 =0 - (III) (19")

Relativ 1a calculul ridicinii pozitive &, pentru aceste ecuatii, s-a intocmit
tabelul 1 unde sint consemnate rezidurile ecuatiilor pentru diferite valori
ale necunoscutei k. Procedeul, care consti in reducerea la zero a reziduu-
lui R (metoda relaxirii) se termind cu reziduurile |R| = 0,0004; R =
= 0,0002 si |R| = 0,00002 pentru cele trei ecuafii. '
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Tabel 1
Cazul I, Fcuatia (17%)
k 1,3 1,35 1,355 1,356 1,36 1.4
R(E) —0,24 0,21
—0,02 0,02
—0,0004 0,0048
Cazul II, Ecuatia (18%)
k 1,8 1,87 1,88 1,885 1,886 1,9 | 20
R(k) —0,5 0,7
—0,1 0,09
0,04 —0,005 0,0002
Cazul III, Ecuatia (19%)
& 0,56 0,568 0,5684 0,5685 0,569 0.57
R(R) —0,14 0,0036
—0,0009 0,0034
—0,00002 0,00009

Folosind tabelul 1 se deduce ci solutiile ecuatiilor algebrice F(c) = 0 sint
Ecuatia (17) : ¢ = ¢y = 0,01355 cu o eroare mai mici decit 10~ (prin lips)
Ecuafia (18) : ¢ = ¢y, = 0,01886 cu o eroare mai mici decit 105 (prin adaos)
Ecuafia (19): ¢ = ¢, = 0,05684 cu o eroare mai mici decit 10~ (prin lipsd)

Observatie. In cazul I avem ¢, = — 0,4844; ¢, = — 1,456 si Flcy) =
= 0,0705; F(c,) =0,0760. Rezulti, atunci, cd ecuatia (17) are toate ridicinile
reale cuprinse intre limite bine determinate cunoscute. Desigur, dintre ace-
ste rdddcini numai ¢ = ¢, corespunde problemei mecanice.

Determinarea caracteristicilor aerodinamiee. 3. Parametrii locali ai
migcdrit. Pentru grosimea 3(x) a stratului limiti, viteza longitudinali u(x, y),
presiunea p(x), tensiunea de frecare locald r,(x) pe corp si temperatura
adiabatici a suprafefei corpului T,,, dupi [2], avem formulele (x este
coordonata curbilinie pe generatoarea corpului iar y se misoari pe nor-
mala la suprafata corpului)

3(%) = acx’l, u (%, y) = Ve sty ¥, 2 =2 X~

ac @



Expresiile funetlilor 3(#), u(%, 9), plpo, Tw(#) (sistem Si, (MKS))

Tabelul 2

— - Presiuniea po - .
x5 5(%) ,,3/43, lu(x, ) xllzj’/ﬁw 7‘3/4"10 (%) Nr. Reynolds Rew Paramettii comuni
. (o) Pw =1 at. Mo =20
Cazul I 1,355-10—3 4,428-10° 2,389 2,21456-108 Rew =6,31-10% Tew = 220 °K
(%) pw =0,1 at e = p1/py = 8-1072
Cazul II 1,886.10—2 3,1914-108 2,4133 4,0513.102 Rew = 6,31-108 kg
—5
- peo = 1,46-10
(%) pw = 0,01 at m sec
Cazul IIX 5,684-10—2 1,0563-10°¢ 2,59656 1,34477-10% Rew = 6,31-102 | 7, = ax’t, @ = 10—1
Tabelul 3
Valorile | functiilnr 3, #, p/pw, 7, pe generatearea cu lungimea 1 = 0,20 m
Cazul I Cazul II Cazul IIX Vp=10"1 Pee
- ¥, m 1y, Njm?2 Plpw 1088, m Tw, N/m? Pl 1083, m Ty N/m? Plpew 10 3, m 10%7,, m
0,01 70031 23,89 4,30 12810 24,13 5,99 4252,27 25,96 18,00 3,17
0,02 41647 19,94 7.19 7618 17,11 10,07 2528,41 18,41 30,27 5,33
0,04 24757 11,94 12,09 4528 12,06 16,89 1503,24 12,98 50,78 8,94
0,06A 18265 9,79 16,37 3341 9,88 22,87 1134,92 10,59 68,90 12,13
0,08 14721 8,47 20,30 2700 8,58 28,35 893,88 9,17 85,43 15,04
0,10 12450 7.56 24,00 2278 7.63 33,64 756,17 8,21 100,99 17,78
0,20 7388 5,34 40,46 1351 5,39 56,70 448,61 5,81 170,22 29,97
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Tw(x) = p‘wln—x_a/‘: To=T

ac

89

A= % (Bm — 1) (1 4- 3¢) a2 M2 (1 + )2, m = 3[4

Expresiile acestor functii, in sistemul de unititi S¢ (MKS), sint date in:
tabelul 2. In tabelul 3 se dau valori numerice, in sistemul Si, pentru
valori ale coordonatei x cuprinse in intervalul 0,01-0,20 m. Tabelele contin
toate cele trei cazuri cousiderate, care corespund la trei numere Reynolds.
R,, =6,31-10" (n ='4,3,2), adici, la trei inilfimi de zbor in atmosfera
Pimintului. In mod aproximativ, cele trei inilfimi sint: H =0 Km
(apropierea solului),” H, = 15-10° m si H,, = 30-10% m care, la rinduk
loz, corespund valorilor parametrilor fizici ai atmosferei neperturbate con-
siderate initial. In fig. 1 este dati reprezentarea grafici a variatiei para—
metrilor aerodinamici in cele trei cazuri. Din aceste tabele si grafice se

X7 020m _ |q03m
\Lﬂ

T,- 1(1"Jc3’”*;1fw /L -3/2

o (L) |Mg=205 & 28402 T,=220°K
Pps (1) 6(0ng P, = 1at ['gw]=;:—z
Cazul
Qfof.
L TR L
(my_{P,=001at N/m?

12345676910 —=
Fig. 1.
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pot trage concluzii cu privire la modificarea parametrilor in raport cu
variatia numirului lui Reynolds si cu inilfimea de zbor.

4. Forfe aerodinamice. Vom calcula acum rezultanta fortelor aero-
dinamice elementare de presiune si de frecare care actioneazi pe suprafata
-corpului de rotafie subfire, cu generatoarea de lungime 1, agezat, sub unghi
de atac nul, in curentul viscos hipersomic considerat. In acest scop, vom
folosi fig. 2 in care este reprezentat corpul si sistemul de referinti fix

e —

— — —
in spatiu (e, e, €5). Versorii ¢; si ¢, se gisesc in planul axial al mig-
-
«cdrii. Notdm cu # versorul normalei exterioare la suprafata corpului si
—_
cu ¢ versorul tangentei la curba generatoare a corpului. Planul versorilor
- - — —_ —
n, 6, t §i e; (planul migcdrii) se -intersecteazd cu planul e,, e, e; dupi
— .

-versorul ¢;,. De aceea, avem formulele

- . — e . - -

# = —sin w é; + (cos g e, + sin ¢ ¢;) cos

— . —_ — . — .

I =1cos ® e; | (cospe, + sin ¢ e;) sin o

. ar,
(cos =1 sin e =d—’” = r;(x)) :
X

R ©
; ..L..,,;M.;:‘-‘)

l

Fig. 2.

Forta de frecare totals 1?':,,, pe suprafata S a corpului subtire se va
calcula cu formulele

ﬁwz_SSTw?ywdcpdx(szlzl—i—sz;;—i_Fwse_;)
s - .
2n 'l "1 )
F= 1w-81=—-S do S«:wcosw-rwdxz — 2z Sp.wy;“ﬂ A%, Fp=F,3 =0
. (4

0 . 0



O SOLUTIE NUMERICA A UNEI ECUATII ALGEBRICE 91

Pentru forta de frecare I?w si coeficientul adimensional Cg, al forfei de
frecare avem, deci, formulele

Fw = A Yo Voo le]_; CFw P Ve d 2 to R,
, - (20)
(L =awm, R, =22T2, 4 = 2n | 7u(x) dx = TIL, o] = 1)
o

0
Portanta P si coeficientul de portanid Cp sint nule, deoarece avem

P=— SS;&(; 22) Yo@pdx = — Sgp cos @ cos @7, do dx =
() o , S
= OS cos pdo § Prdx =0

Acest rezultat se datoreste simetriei corpului §i a miscirii, unghiul de atac
fatd de axa de simetrie fiind nul.

— -
Rezistenta la inaintare R = Re; si coeficientul adimensional al rezi-
stenfei la inaintare Cy se calculeazi cu formulele

R = — SSP(; Zl)rwdcpdx= Sggbsinm -}'wdcp adx =
S ) s (21)
= 2z S Prrudx = %r— N?lp o,
0
CR __2FE  2la* Pw (22)

C twVhd 8 L euVh

In tabelul 4 sint date valorile coeficientilor aerodinamici Cg, si

Cy pentru M, =20, T, = 220°K, € = 0,08, a = 10, relativ la corpul

7, =ax* in cele trei cazuri numerice considerate. In problema stra-

tului limitd hipersonic fird interactiune cu.scurgerea exterioard, rezistenta

la inaintare R si coeficientul Cp nu vor depinde, odati cu presiunea 2

(prin intermediul lui 2,), de solujia pozitivi ¢, a ecuatiei algebrice (1)
ci se vor calcula cu ajutorul teoriei miscirii ideale hipersonice.

Tabelul 4
c Cazul I Cazul II Cazul III Mo = 20
R 1,893.107 1,893-108 11,893-10°
oL Tw = 220°K
Cpw 4,74-10—8 8,539.10~4 28,39-10—4 e =008
vy = 10—1x3/4
1=2-10"'m
Ca 3,7187-10-3 3,7537.10—2 4,0337-10-% | 7_3.10~2 m

(Intrat in redactie la 24 noiembrie 1970)
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(2B S R X

UHCJIOBOE PEHIEHME OJHOTO " AJITEBPAMUECKOIO YPABHEHUSI U EIO
I[NPUMEHEHHME B A3POJMHAMUKE

(Peswome)

B patore usyuaerca anreGpauuecKoe ypaBHeHHe, KOTOpOe BCTPeYaeTcsi B a3pOjHHaMHKe
TIOrPaHHYHOrO CBEPX3BYKOBOTO CJIOS BO B3aHMOJEHCTBHH C BHEHIHHM TeYeHHEM HA TOHKHMX
BpalaTeJbHEX Tesax. Jla unces Maxa Mo =20, e=p,/p,=8-10—2 1 ju1a Tpéx uuces PeitHongca
(R, = 6,31 -10%, n =4, 3, 2) BEUKCASETCH NPUGAHSHTEBHEN! NONOKKTENBHLIA KOPEHb STOrO
ypaBHenust (C MOrpemHocThio MeHee 10—F), KOTOPHI NPHMEHSETCH 3aTeM AJISl YHCJOBOTO BBITHC-
JIEHH$] HEKOTOPEIX a3POJMHAMHYECKHX XapaKTePHCTHK B CBEDX3BYKOBOM DEeXXHME Ha TPEX BEICOTAaX
TI0JIETA.

A NUMERICAL SOLUTION OF AN ALGEBRAIC EQUATION AND ITS APPLICATION
IN AERODYNAMICS

(Summary)

An algebraic equation occuring in the aerodynamics of hypersonic boundary layer is
studied in interraction with the exterior flow on thin rotation bodies. The approximate positive
root of this equation is calculated for Mach numbers Mo = 20 ¢ = p,/ps = 8:10—2 and for
there Reynolds numbes (R,w = 6,31-10%, % = 4, 3, 2) with an error smaller than 105,
This is used afterwaras in the numeric calculation of some aerodynamic characteristics in hy-
personic state at three flight heights.



Eduard Stiefel, FEinfilhrung in die
mumerische Matehmatik, Vierte durchgese-
hene Auflage, Leitfaden der angewandten
Mathematik und Mechanik, Band 2. G.B.
“Teubner, Stuttgart, 1969, 257 pp.

‘This book, which provides an excellent intro-
duction to numerical methods in mathema-
-tics, is based on a series of lectures delivered
‘by the author at the Swiss Federal Institu-
te or Technology. It is addressed ot onmly to
,mathematicians but also to physicists, engi-
mneers and others engaged in applying nume-
rical methods to the solutidn of problems of
applied mathemtics. This is the reason why
the author, who is an eminent specialist in
mumerical analysis, has adopted an elemen-
tary form of presentation.

Although the book has an elementaty cha-
racter it contains some new results;
«.g., the Chebyshev approximation, the dig-
ression into game theory, the rhombus algo-
rithm and the numerical integration by
repeated halving of the step.

A listing of the chapter headings and ap-
pendicis will serve to outline the wide scope
of the book:

1. Linear Algebra; 2. Linear Programming ;
3. Least-Squares Approximation and Defi-
mite Problems; 4. Nonlinear Algebra; 5.
Eigenvalue Problems; 6. Differential Equa-
tions ; 7. Approximation: Appendix I: Compu-
tational Examples; Appendix II: Tables;
Appendix III: Problems; Appendix IV:
Hints for Solutions of Problems.

The present reissue of the book represents
the forth, revised edition. The first edition
was published in 1961, the second in 1963
and the third in 1965. An English transla-
tion of the second edition was published by
Academic Press, New Vork, 1963. A French
translation of the third edition was publis-
thed by Dunod, Paris, 1967.

RECENZIT

‘This book comstitutes a remarkable and
careful introduction to numerical methods
and may profitably be used.

D. D. STANCU

Boursin, Jean Louis et Caussat
Pierre, Autopsie du hasard, Bordas, Coll.
Etudes supérieures, 1970. 334 p.

La collaboration entre un mathématicien
et un philosophe a produit ce livre attrayant
de philosophie et histoire des sciences. Il
est utile pour tous ceux qui sont intéressés
au Calcul des probabilités, & la formation
des notions, & la variabilité de leur contenu
et 3 la fondation d’une branche moderne
des mathématiques.

La table des matiéres est la suivante.

I. Les disparités du hasard. L’analyse
génétique. Les expériences. La théo-
rie. Les problémes. Les révisions.
Essai de classification systématique
des sens impliqués dans le terme de
hasard. Le principe de la classifica-
tion. IL’analyse du contenu. Les tur-
bulences. Esquisse d’'un bilan d’en-
semble. .

II. La synthése impossible.

La métaphysique et la recherche de
lordre: Aristote, Descartes, Leibniz.
La science et le chiffre de I'expérience.
La résistance de la raison suffisante..
Les révisions.” La question de I'ana-
logie. Information et instrumenta-
tion.

III. Les stratégies de I'aléatoire. La
perception. La raison. L'expérience.

IV. La probabilité, mesure du hasard.
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V. Le calcul des probabilités.

VI. I/espérance mathématique.

VII. Epreuves répétées.

VIII. Théorie moderne,

IX. L/usage des lois du hasard. I1.éga-
lisation des températures. Le mélange
de gaz. L’entropie. Le calcul des
probabilités et I'astronomie. Xes
moyenues.

Tables numériques. Bibliographie.
Notices bibliographiques.

N. GHIRCOIASIU

Schwarz, H. R. Ruthishauser,
H. und Stiefel, E. Numerik symetri-
scher Matrizen. Leitfaden der angewandten
Mathematik und Mechanik, Bd. 11. B.G.
Teubner, Stuttgart., 1968.

Le bt de ce livre est de décrire les métho-
des numériques de résolution des systémes
d’équations linéaires et diverses questions
qui s’y rattachent, comme par exemple des
problémes de valeurs propres, de minimum
des formes quadratiques, ou d’intégration
numérique des équations aux dérivées par-
tielles. La présentation vectorielle permet
en méme temps la simplification des démons-
trations et la mise en évidence d'une unité
pour diverses méthodes de calcul numérique.

Le livre contient un grand nombre d’exer-
cices complétement résolus et des programmes
Algol pour les procédés de calcul.

Les principaux problémes traités sont les
suivants:

1. Espaces vectoriels.
quadratiques.

2. Méthodes de relaxation, de Gauss-Seidel,
de surrelaxation, du gradient," des gradients
conjugués.

3. Méthode des moindres carrés. Fqua-
tions normales de Gauss. Fiquations de liaison.

4. Problémes symétriques 4 valeurs propres.
Calcul des valeurs propres.

5. Problémes aux limites.

Le livre des prof. Schwarz, Rutishauser et
Stiefel est trés utile pour tous ceux qui s’inté-
ressent & la résolution numérique des prob-
léemes d’algébre linéaire, soit en wue des
applications, soit pour des motifs théoriques.
Pour cette derniére catégorie, il contient
aussi une riche bibliographie.

Matrices et formes

N. GHIRCOIASIU

Jaeger, Armo und Wenke, Kla-
us, Lineare Wirtschafisalgebra. Eine Ein-
filhrung. Leitiaden der angewandten Mathe-
matik und Mechanik, (LAMM, Nr. 13, B.G.
Teubner, Stuttgart, 1969, 334 p. Teubner
Studienbiicher. Bd. 1,2, B.G. Teubner, Stut-
tgart, 1969, 334. p.

Le livre est écrit pour les étudiants en
sciences économiques et contient les notions
fondamentales d’algébre linéaire, y compris
la programmation linéaire, qui est présentée
presque en méme temps que la résolution
des systémes des équations linéaires. Paralle-
lement sont aussi introduites, outre les
notions de matrice et. de déterminant, des
notions de la théorie des ensembles, de logi-
que mathématique, d’algébre abstraite et
de la. théorie des graphes, nécessaires aux
cours ultérieurs économiques et de program-
mation aux calculatrices électroniques. Dans
le dernier chapitre on é}udxe les systémes
des équations avec un ‘grand nombre de
coefficients nuls, la décomposition des sys-
témes optimaux, la programmation linéaire
paramétrée, le probléme de transport et des
problémes se réduisant a celui-ci.

Les auteurs ont en un trés grand soin
pour vaincre graduellement les difficul-
tées (par exemple pour la méthode simplex,
chap. 2), en utilisant un grand nombre d’exer-
cices résolus et un riche matériel illustra-
tif ingénjeusement présenté. Il faut aussi
remarquer les exemples économiques dounnés
pour la justification des notions introduites.

Les chapitres de ce livre sont les suivants :

1. Introduction pour les non-mathéma-

ticiens
2. Algébre linéaire élémentaire
3. Ensembles,
4. Familles, n-tuples et matrices
5. Linéarité

6. Systémes d’équations et
linéaires

7. Méthodes spéciales et problémes

Pour le riche matériel qu'il contient et
pour le talent pédagogique avec lequel il
est écrit, le livre peut &tre trés utile aussi
pour les étudiants, comme pour quiconque
désire donmer des legons d’algébre linéaire
aux débutants, particuliérement des legons
de programmation linéaire.

N. GHIRCOIASIU

structures et modéles

inéquations
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Hermes, H. Einfithrung in dic mathema-
tische Logik, B. G. Teubner, Stuttgart, 1969.

In diesem Buch wird dem Mathematikstu-
denten eine Einfithrung in die Kklassische
zweiwertige Pridikatenlogik erster und zwei-
ter Stufe geboten. Der Stoff ist mit viel
didaktischem Verstéindnis und Sorgfalt iiber-
sichtlich aufgebaut, und durch schrittweises
bedachtes Vorgehen, meistens durch Einfiih-
ren zusidtzlicher Hilfssitze, werden auch die
schwierigsten Probleme mit Leichtigkeit ge-
meistert.

Das I. Kapitel enthilt eine Einfithrung in die
Problematik der mathematischen Logik. An-
hand von geeigneten Beispielen werden dem
Leser die Grundbegriffe der Priddikatenlogik
néhergebracht, zur Vorbereitung der nach-
folgenden exakten Definitionen.

Im II. Xapitel wird eine Sprache der
Pridikatenlogik der ersten Stufe entwickelt.
Es werden vorldufig nur der Negator, Konju-
nktor und Generalisator als logische Symbole
zugelassen, um, gegeniiber anderen Lehrbii-
chern, den oft uniibersichtlichen Formelreich-
tum der Prddikatenlogik aufs Mindeste zu
reduzieren.

Das III. Kapitel enthslt die Definitionen
und Grundeigenschaften der semantischen
Begriffe der Pradikatenlogik. Die Begriffe des
Folgerns, der Allgemeingiiltigkeit und Erfiill-
barkeit werden auf den Begriffen der Interpre-
tation und des Modells aufgebaut.

Das IV. Kapitel entwickelt einen Pridika-
tenkalkiil in Gestalt eines Annahmekalkitls.
Es werden die Begriffe der Ableitbarkeit
und Widerspruchsfreiheit definiert, und ihre
wichtigsten Eigenschaften in einigen Sitzen
festgehalten. Der letzte Paragraph ist der
Aussagenlogik gewidmet und- enthilt den
Vollstindigkeitsbeweis von Kalmar,

Das V. Kapitel enthilt eine klare Formu-
lierunig des Henkinschen Beweises fiir die
Vollstindigkeit des Pradikatenkalkiils, sowie
Endlichkeitssitze und den Satz von Skolem,.

Im VI. Kapitel wird die Sprache der Logik
der zweiten Stufe definiert und anhand der
Kategorizitit des Peanoschen Axiomensys-
tems wird die Unvollsténdigkeit dieser Logik
nachgewiesen,

Die Sprache der Padikatenlogik erster
Stufe wird im VII. Kapitel durch Einfithren
des Alternators, Implikators und Partikula-
risators erweitert. Weiterhin werden einige
Sitze tiber Normalformen entwickelt.

Das letzte, und erst der zweiten Auflage
dieses Buches hinzugefiigte Kapitel enthilt

den Erfiillbarkeitssatz von Robinson, den
Interpolationssatz von Craig und den Defi-
nierbarkeitssatz von Beth. )

STEIN HANNES

Toutes les mathématiques de base en ,,prog-

rammmé” méthode Edouard Labin, Volume-
spéeimen. Classes terminales Agro-H.E.C.-

LU.T.-C.N.A.M.-LN.S.A.- P.C.B. Médecine —
sciences économiques et sociales promotion et
recyclagé des cadres, collection Quantos,
Bordas.

Recent a apidrut o colectie de 11 volume de-
cite 150250 pagini denumite Quantos plus
un volum specimen. Realizatorul colectiei
este Fduard Labin (niscut in 1910), un.
licentiat in gtiinte fizice §i inginer electronician..

Labin a publicat numeroase studii gi lucriri
mai vaste. Define 28 de brevete mondiale.
Dupi studii ficute in diferite tdri, isi indreap-
td atentia clitre metodele didactice moderne:
instruirea programati, maginile de invitat,
metodele audio-vizuale, calculatoare in invi-
tdmint.

In tentativa sa de a elabora manuale cit
mai utile, Labin a adus §i unele imbunitatiri
acestei noi metode. Astfel a apirut colectia
amintit3, care pe parcurs a primit dimensiuni
superioare celei plinuite inifial.

Quantos este o noud tentativd in Invitd-
mintul matematic. Noud atit in ce priveste
objectul, cit si dimensiunile, dar noud mai
ales in ce priveste metoda expunerii.

Quantos este un curs ,,fundamentalist” prin
excelentd. Ne dim seama tot mai mult cd in
conditiile in care cunostintele cresc neincetat
si devin din ce in ce mai complexe, fundamen-
talismul constituie unicul mijloc de la virsta
de 6 pini la 60 de ani. In acest curs se insistd
mai mult asupra genezei §i rolului teoremelor,
decit asupra demonstririi’ lor. Se face des
apel la intuitie, la imboldul de a construi, la
necesitatea expansiunii, adicd la toate demer-
surile generale ale spiritului prin care cautd
sd stabileascd relatii. Quantos stiruie ca
intregul edificiu al matematicii si fie re-
construit de ciitre elev. Aplici metoda nou#
numitd ,,instruire programati”. Una dintre
caracteristicile esentiale ale acestei metode:
consti in formularea exactd a obiectivelor
urmdirite, inaintea fiecdirui capitol. $i anume
aceste objective cuprinde si cerinta ca elevul
si vadi §i ce are de ficut cu cunostintele
obtinute. Aceste obiective, zise ’de compor-
tament”, au fost formulate detaliat pentru
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Afiecare capitol. Ele sint intrupate in testele’

de revizuire (,tests de revision”) cu care se
termini fiecare capitol.

Quantos abordeazi §i,,matematica moderni”.
Vorbind de matematica moderni, Labin
-distinge trei lucruri diferite. Primul consti
Antr-un anumit stil abstract §i o metodi
axjomatici de introducere a mnotiunilor. Al
-doilea : teoria mulfimilor si spatiile vectoriale.
Al treilea: topologia §i ansamblul notiunilor
-care deriva din definirea distantei i vecinatitii
-dintre doui elemente ale unei multimi.

Pe scurt: Cursul Quantos nu este orientat
in sensul si stilul gcolii ,,axiomatice”. Teoria
‘mulfimilor este tratatd in primul si al doilea
volum, fmpreuni cu teoria grupurilor. Ele
reapar §i in volumele urmitoare, ori unde
ele pot aduce o comtributie, o mai buni
ldmurire. Topologia §i spatiile metrice nu
sint incluse in curs.

Quantos este conceput §i redactat in intre-
gime conform metodei instruirii programate.
Aceastd inovatie importantd a apirut acum
vreo 10 aniin Statele Unite gi se rispindeste
tot mai mult §i in Huropa. Anume, fiecare
segment de studiu, pentru a conduce la obiec-
tivele anterior definite, este fragmentat in pasi
" mici pugi intre ei in concordanti cu migali,
Pasi numiti ,item”-uri. Fiecare item tra-

teazd de obicei un singur quantum de cunog-
tinfe §i pune o intrebare la care eleyul trebuie
si rispundi. Elevul astfel éste meren activ
si deci nu-si pierde interesul fati de cele
studjate. Fiecare elev invati.singur si isi
adoptéd ritmul care ii convine. -

In volumul specimen, pe care-l recenzim,
este reprodus integral cite un capitol din fiecare
volum §i deci ne di o imagine corectd a intregii
colectii.

In continuare redim continutul celor 11
volume : 1. Numerele naturale §i teoria multi-
milor. 2, Alte feluri de numere: relativ intregi,
numere rafionale §i iratiomale. 3. Calculul
algebric. 4. Coordonate, vectori, spatii vec-
toriale. 5. Algebrd liniard. 6. Conceptul de

functie. 7. Functiile uzuale. 8. Aprofundarea -

analizei. 9. Calcul integral, Teoria ecuatiilor.
10. Cimpul complex §i trigonometria. 11.
Probabilitdti §i statistici. Fiecare dintre cele
11 fascicule poate fi studiati independent,
gratie umnei fascicule 0, care serveste drgpt
ghid si conmstituie un formular rezumaf® de
un gen nou, foarte util.

Quantos oferdi un invitimint intr-adevir
complet al intregii matematici de bazi si
asimilarea ei profundi si in spirit modern.

ALEXANDRU TOTH

'”
:@ Intreprinderea Poligrafici Cluj 703/1972



In cel de a1 XVIIlea an de aparitie (1972) Studia Universitatis Babes— Bolyai cuprinde
setdile :

matematici —mecanici (2 fascicule) ;
fizicd (2 fascicule) ;
chimie (2 fascicule) ;
geologie—mineralogie (2 fasclcule) H
geografie (2 fascicule);

" biologie (2 fascicule);
filozofie ;
sociologie ;
stiinte economice (2 fascicule) ;
psihologie —pedagogie ;
gtiinte juridice;
istorie (2 fascicule);
lingvistici—literaturd (2 fascicule).

Ha XVII roxy nspauus (1972) Studia Universitatis Babes— Bolyai BLIXOZHT CJeXYIOIHMH
CepUsMH

MaTeMaTHKa—MeXaHHka (2 BhINyCcKa);

¢usnka (2 BRIMyCcKa);

XuMHA (2. BHIYCKa) ; )

TeoJIOTHsi —MHHepaJorust (2 BEITyCKa) ;
reorpadus (2 BeINycka);

6nonorus (2 BhHITYCKa) ;

tunocodns ;

COIMOJIOTHS ;

SKOHOMHYECKUe HaYKH (2 BHIIyCKa);
[ICUXOJIOTH sl — e AarorHKa ;

IOPHAMUECKME HAYKH ;

HeTopus (2 BRIMyCKa);

SISBIKO3HAHHe —JINTEPaTyPOBeAeHHe (2 BEIMYCKa).

Dans leur XVII-me année de publication (1972) les Studia Universitatis Babes— Bolyai
comportent les séries suivantes:

mathématiques—mécanique (2 fascicules) ;
physique (2 fascicules);

chimie (2 fascicules);

géologie —minéralogie (2 fascicules) ;
géographie (2. fascicules);

biologie (2 fascicules);

philosophie ;

sociologie ;

sciences économiques (2 fascicules);
psychologie—pédagogie ;

sciences juridiques;

histoire (2 fascicules) ;

linguistique —littérature (2 fascicules).
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