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SUR LES MODULES ORDONNES LIBRES

P. RIBENBOIM*

Soit R un anneau (commutatif avec unité) ordonné, Py le cbne de.ses él¢-
ments positifs ; nous supposons que 1& Py.

Soit L un R-module ordonné, dont P, désigne le céne des éléments pOSl-
tifs ; ainsi

PL+PLgPL: PR'PL(;PL, Pz.ﬂ(—P:.)={0}-

Nous disons que L est le R-module ordonné libre sur lensemble ordommé S
lorsque :

1. il existe une application # : S — L telle que %(S) C P; et # préserve
I'ordre.

2. pour tout R—module ordonné M (ayant un cdne positif P,,) et pour toute
application v:S - M telle que »(S) < P,, et v préserve l'ordre, il existe un homo-
morphlsme de R-module ordonné v’ : L — M qui est I'unique tel que v’ o 4 = v.

Remarquons que si L et u existent alors ils sont uniques, 4 un isomorphisme
ordonné pres.

En effet, supposons que (L, P;), (M, P,) soient des R-modules ordonnés
libres sur S, et u : S > L, v : S - M sont des applications ordonnées telles que
u(S) C P,, v(S) g P,,. Donc il existe des homomorphismes de R-modules ordonnés
v LM, w :M—L tels que v ou=v, % ov=uAlors v o(u ov) =
—(v ou) oy =19 et de méme (4’ ov’)ou =u; par l'unicité, v'ou’ = id,,
© o = zdL Ainsi %', v’ sont des isomorphismes de R-modules tels que v'(P;) C
C Py, w'(Py) C P;, cad., «', v sont des isomorphismes ordonnés.

Nous allons discuter 'existence du R-module ordonné libre sur un ensemble
ordonné S.

Dans le cas out S est trivialement ordonné, il est facile de voir que L est le
R-module libre engendré par l'ensemble S - P, = {x = Ex,slxse Py pour tout
SES

=] S} et #:S —» L est l'injection canonique. Ces modules sont parmi ceux appelés

,,0-free modules’’ dans notre article [1]; remarques néanmoins qu'un ,,o-free module”
n'est pas nécessairement o-libre selon notre présente définition et n'a pas été
introduit comme la solution d'un probléme universel.

* Queen’s University, Kingston, Ontario, Canada et Institut Henrl Poincaré, Paris,
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4
lus généralement : . , )
:)uIl fxiste le R-module ordonné lLibre sur Pensemble ordonné ’S s
Démonstration. Soit L le R-module libre engendré par lensemz:e , donc
. . . . —S x5 Soi
chaque élément x &L s'écrit de fagon unique sous la forme % 2 oit

, . A 't X)) = 1
supp(x) = {s & SI%, ¥ 0} le support de P'élément x; de méme, soit a(x) %;x, *

s
. . . L a
signature de x. Nous pouvons }gdent}‘ﬁer S 2 un sous-ensemble de u moyen
g1 i nonique # o — L. . s ,
de 1 ngznelr)slolr}e ::eugblg de toutes les sommes finies d’ éléfnents x& L du ,type
i velés dléments positifs réduits) 1 % = %5 — XS, ot %, s & R, 5, §'GS,
suivant (appelés éléme 4
0< 7, < %, & < s. Notons que si ¥ & P alors o{x) & Py
~ Nous allons vérifier queulPL e(sit le cone des éléments positifs pour un ordre
de L qui le rend un R-module ordonne. . .

Ilqest évident que P, + P, C P, De méme, Py - P, C Py, car si 7> Q
dans R et x = x,5 — %5’ est un élément positif réduit alors 7x = 725 — 7x,s
est aussi un élément positif réduit.

Enfin, montrons que PN (— Pr) ={0}. Soit r»& Py, xS Py, donc
x=%+ ...+ %, —x=2+ ... + %, ol les éléments x;, x;, sont positifs
réduits. Montrons que x = 0. Soit s, un élément maximal de supp(#), donc il
existe un indice i, tel que s, & supp(x;). Alors sq est le plus grand élément de
supp(x;). Sinon, on aurait x; = 7,5; — 7,5, avec 0 <r,< 17y, 59 <5y, puisque
s, & supp(x), il existe un indice 4, # 1, tel que s, & supp(x;) et x; = 7,5, — 735y,
avec 0 < 7, < 75, §; < §,; de méme, puisque s, ¢ supp(x) il existe un indice 2, ¢
& {ip, %), tel que s, & supp(%;,) et =, == 7383 — 7,5;, avec 0<r<r,, S <Ss
En poursuivant ce raisonnement, on arrive 4 une contradiction. Ainsi x;, =
= 7S¢ — 7;5;, avec 0 <7, Donc x = Esx,s avec x,, >7, > 0. D’autre part, s,

. ’q 2 . SE
est aussi un élément maximal de supp(—=x) = supp(x); puisque —x & P, alors
—~x, > 0 et ceci est impossible ; donc supp(x) est vide et x =0

Nous avons établi que (L, P;) est un module ordonné. L'injection canonique
# 1S~ L est telle que %(S) C P;. En outre, si s < s’ dans S alors s’ — s & Py.

'POIII.’ conclure la démonstration, soit donné le R-module ordonné (M, Py)
et I'application v :S > M telle que »(S) C P, et v préserve l'ordre. Puisque L
e§t.lz R-module libre engendré par S, il existe un homomorphisme de R-modules
:,( p EAI{ unﬁque avec la propriété que v’ou = v. Il nous reste a 'montrer que

1) © Py. I suffit de le faire pour les éléments positifs réduits, x = x5 —
< oS ax;c %, w&R,5, &S, 0< 2<%, s <s; dans ce cas on a 3(s") <
< v(;) & Py donc x.(s') < %0(8) < #x,0(s) et ainsi v'(x) = %(s) — %.0(s') & Py

our un usage ultéri : ;
tration le fait sugivan:e;ﬂeur notons que nous avons établi au cours de la démons-
Zb) Si LP est le R-module ordomné lLibve sur Pensembie ordonné S si % =
= xS y 212 .
g 8 P, x %0, et 5i sy est un élément maximal du support de x alors %,, & Pg-

Faisons les observations suivantes,

Si (R, Pg) est un annea
R-module ordonné libre sur ulil ozig

nné filtrant, c.a.d. R = Rp — Py, si L est le
= Py — P;). En effet, si =ps

emble ordonné S alors I, est fil =
le trant (L =
on I'écrit x = Tz, avec %, & R, donc (xs =
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= x, — x avec x;, 77 & Ppet x=2"— 2", ol ' = Zx;s @ P}, "' = Zxs@P,,
car chaque xis, x¢s appartient & P,.

Si M, N sont des R-modules ordonnés, si . f: M - N est un o-homomor-
phisme et si M est filtrant, alors f(M) (avecl'ordre induit Py, = f(M)( Py) est
aussi filtrant. )

Pour le résultat suivant, nous avons besoin de considérer une classe d’épimor-
phismes qui est plus restreinte que celle des o-épimorphismes.

Soient M, N des R-modules ordonnés et f:M — N un R-homomorphisme.
Rappelons que f est appelé un o-homomorphisme lorsque f(Py) C Py; f est un
o-épimorphisme lorsque f(M) =N et f(P,) = Py; f est un o-monomorphisme
lorsqu'il est injectif et f~1(Py) = Py,.

Nous disons que f est un o-homomorphisme fort lorsque f(Py) C Py et il existe
un sous-ensemble T de P, tel que la restriction de f & T soit un isomorphisme
ordonné de T sur Py (N f(M).

Si f est un o-homomorphisme fort tel que f(M) = N nous disons que f est
un o-épimorphisme fort. Cette terminologie est justifiée, car tout o-épimorphisme
fort est aussi un o-épimorphisme.

Cela étant, nous pouvons démontrer :

c) Soit R un anneawn ordonné (et 1 & Pg). Alors tout R-module ordonné filtrant
M est U'image d'un R-module ordonné libre L par un o-épimorphisme fort.

Démonstration. Etant donné que M = P, — P,, alors P, est un ensemble
de générateurs du R-module M. Soit S un ensemble ordonné tel qu'il existe un
isomorphisme ordonné v : S — P. Soit L le R-module ordonné libre sur S. Par
définition, il existe un o-homomorphisme p : L —» M unique tel que p(s) = v(s)
pour tout s& S & L. L'image de p est p(L) = M (car M est engendré par P,).

Enfin, p est un o-épimorphisme fort, car la restriction v de p & S est un
isomorphisme ordonné de S sur P,,.

Une autre propriété intéressante est la suivante:

d) Soit L le R-module ordonné libre sur Vensemble ordonné S. Soient M, N des
R-modules ordonnés, f : M — N un o-épimorphisme fort, g : L - N un o-homomor-
Dhisme. Alors il existe un o-homomorphisme h : L - M tel que f - h = g.

Démonstration. De S € P, vient g(S) C g(P,) C Py. Puisque f est un o-épi-
morphisme. fort, il existe un sous-ensemble I de P, tel que la restriction de
f 2 T soit un isomorphisme ordonné sur Pj.

Pour chaque s& S soit {(s) @ T I'unique élément tel que f(¥(s)) = g(s). Alors
t : S — P, est une application ordonnée car si s < s’ dans S, donc dans L, alors
g(s) < g(s’) dans N et par conséquent #(s) < £(s) dans M. Alors il existe un
o-homomorphisme % :L - M unique tel que k(s) = ¢(s) pour tout s@ S. Donc
{i(ﬁl(s))L = f(t(s)) = g(s) pour tout s& S et alors fo h = g, car S engendre le R-mo-

e L.

Rappelons [1] qu'un R-module ordonné H est dit o-projectif lorsque la condition
suivante est satisfaite:

1. Si M, N sont des R-modules ordonnés, si f : M - N est un o-épimorphis-
me et g : H - N est un o-homomorphisme, alors il existe un o-homomorphisme
h:H—>M tel que foh =g.

Avec la notion de ‘o-épimorphisme fort, nous pouvons introduire la défini-
tion suivante: le R-module ordonné H est dit faiblement o-projectif lorsque la
condition suivante est satisfaite:
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donnés, si f : M — N est un o-épimorphisme

: - or .
2. Si M, N sont des R-modules e alors il existe un o-homomorphisme

fort et g : H—+ N est un o-homomorp

: h =& . . . .
b Ii:)‘:d‘tlm:in%‘,letg;t mogule ordonné o-projectif est faiblement o-projectif,

i ; 3 t st H est un

ussi que si R est un anneau ordonné (¢ 1P )e st u

R-mﬁifclll;argr‘:l%:i: ﬁltr((lmt faiblement o-projectif alors H est un module projectif.
En effet, par c) il existe un R-module ordonné libre L et un o-épimorphisme

:L - H. '

fort éi g : idg il existe un o-homomorphisme h:H - L tel que foh=idy;

donc H est un facteur direct du R-module libre L, et ainsi H est projectif.
Nous avons les classes suivantes de R-module ordonnés:

I.  Modules ordonnés libres sur des ensembles trivialement ordonnés.

II. Modules ordonnés libres.
III. Modules ordonnés o-projectifs.

IV. Modules ordonnés faiblement o-projectifs.
On a les inclusions suivantes:

ICICIVetICIICIV.

Rappelons que nous avons vu en [1] que tout module ordonné libre sur un en-
semble trivialement ordonné est o-projectif.

Comme dans [1], nous avons:

e) Le R-module totalement ordonné L est libre sur un ensemble ordonné S si
et seulement si S consiste en un seul élément et si R est un anneau totalement ordonné.

Démonstration. Si S = {s} et R est totalement ordonné alors L = Rs et P, =
= Pgs_donc L est totalement ordonné, car si x = s g P, alors » ¢ Py, donc
—r&@ Pret —x=(—1)sg P,. -

Réciproquement, supposons que L soit totalement ordonné. Montrons d’abord
que R est totalement ordonné. Soit7 & R, 7 & Py et prenons x & S ; alors 7s & Py,
autrement 7s & Py, 7s #0 (car r 0 et L est un R-module libre), donc r & P,
g: I;rertu de (b). Il s’en suit que (—7)s & P, et par (b) nous concluons que —7&-

2

, Montrons maintenant que S ne peut pas avoir deux éléments distincts s,
s'. C'ar si 8" <s alors s — 25’ ¢ P, puisque sa signature ofs — 25"y = —1 &Py
gax?sal‘;tr: part —s + 25’ qi Py en vertu de (b); donc s — 2s' & P, | (—Py)

as oll s, s’ ne sont pas compar i -

> S'SQE PUPy, P parables alors on déduit de (b) que s

i R =27 anneau totalement ordonné ie :
rons les groupes abéliens ordonnés libres I Suiess.entlers S
Nous avons les cas suivants.

Si s, s’ sont incomparables alors [ = Z X Z avec

= {s, s'}, considé-

PP = {(a, 0)|a >0, 8 20}, s=1(0, 1), s’ = (1, 0).
Sis<s alors L =2 X Z avec

(1)
p = {{ab)ja >0, a + b =0}, s = (0, ), s =(1, 0).
Enfin, si s’ < s nous avons une situation analogue.
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Notons que I'application v :L — L définie par v(s, b) = (s, —a + B) est
un isomorphisme tel que v(PP) = P{), donc un isomorphisme de (L, PP sur
(L, PP); toutefois, cet isomorphisme ne préserve pas S, car (1, 0) = (1, —1)

De méme, pour tout entier #» > 0 soit

P = {(a, b)la >0, na +b >0}; alors (L, P) est un groupe abélien ordonné
isomorphe a (L, P{)) par I'application v : L — L définie par v(a, b)) = (a, — na'f- b).

Considérons maintenant l’ensemble o

Po={@ ) &Lla>0,5 > —%Lh],
11 est facile de vérifier que (L, P;) est un groupe abélien ordonné. Si N® = Zx
X ... X Z (n fois) et Pyw={(a, ..., a,)|la, =0, ..., a, >0} alors pour tout
o-homomorphisme v: N® — L (P yn) est proprement contenu dans P;, car v(P y)
est l'ensemble des sommes finies des éléments v(e), ..., v(e,) (ot ¢y, ... ¢,
forment la base canonique de N® ; ceci peut étre aisément vérifié.

11 en résulte que si (N, Py) est un groupe abélien ordonné libre et v: N - L
es(;t ;Jn oEépimorphisme alors N a une base infinie. Explicitement, on peut prendre
v(e,) = (0, 1)

vie) = (1, —1), ..., v(ens+1) =(n, — "—("—ZﬂJpour tout # > 1. Le noyau de v est

L ”
trivialement ordonné, car si x =) ,a,;& Py et v (E a; e,)= 0 alors ay + 2a,+
tesl =l

+3a,+ ... + (m — 1)a,, =0, avec chaque ¢; > 0; donc @, =48, = .... = a, =0
ainsi x = aye, et enfin, »(x¥) = 0 implique a, = 0, donc x = 0.

(Manwuscrit regu be 16 janvier 1970)
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ASUPRA MODULELOR ORDONATE LIBERE

(Rezumat)

Fie R un inel ordonat, 1 > 0. Fie S o mul{ime ordonati. Se demonstreaz3 existen{a unui R-mosiul
ordonat liber L peste S, care are proprietatea universals obisnuiti. Cn ajutorul nofiunii de o-omomorfism
tare se definesc modulele ordonate slab o-proiective. Se arati ci daci R este un inel ordonat, atunci
orice R-modul ordonat filtrant este imaginea unui R-modul ordonat liber printr-un o-epimorfism tare.

Lucrarea se incheie cu exemple gi constatiri destul de simple: un modul total ordonat este liber
pe o multime S daci i numai dacl el este format dintr-un singur element i inelul este total ordonat.
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O CBOBOAHHIX YTIOPAAOYEHHBIX MOLYJIAX
(Peawowme)

Mycrs R— ynopsizodennoe koapuo, 1> 0. IMycts S— ynopAAOYeHHOe MHOXECTBO. [loKa3mBaercy
CyTiecTBoBaHHe CBOGOAHOrG YNOpAAOYeHHOro R-mozyas L Haa S, o6aajaiouiero OGLIKHOBEHHBIM YHHsep.
CaNbENN CBORCTBON. C NOMOMBIO NOHATHA CHJIBHOIG O-TOMOMOD(H3MA ONPEAENAIOTCH O-NPOEKTHBHMe
¢1a6o ynopaaoqeHHNe MOAYAR. [Toxaanpaercd, YTO eCIH R— ynopanouesHoe KOMbLO, TOrA2 NI000H uap.-
TPYIOmHE YnopsioueHRHA R-MOAYJAb ABARETCA H3o0paxenyeM CBOGOAHOrO YNOpAAOYEHHOro R-mopyas
yepe3 CEMbHHE 0-3NHMOPQH3M.

Paora 3akawuaercd NPHMEPAaMH B JOCTATOYHO NPOCTHIMH KOHCTATALHAMH : BNOJHE yNOpAAoYyeH-
mufl MOAYAb ABIAETCH CBOGONBLIM H3 MEOXKECTBE S C/TH H TOAbKO €CIH OH COCTABJeH H3 OLHOrO ajeMenta
B KOO0 BROIHE YNOPSROYEHO.



INVARIANTS DE CONTRACTION DANS LES GROUPES

GEORGES CALUGAREANU

Nous signalons, dans ce qui suit, l'existence de certains invariants attachés
aux éléments d’un groupe présenté par un systéme de générateurs et de relations ;
ces invariants sont susceptibles d’intervenir en connexion avec des problémes tels
que: probléme des mots (Wordproblem), isomorphisme des présentations de grou-
pes, équations dans un groupe, donc des problémes qui, en général, sont indécida-
bles. L’emploi des invariants de contraction pourra conduire (nous I'espérons)
4 des critéres permettant de reconnaitre les cas oll ces problémes sont décidables.

1. Cas d’un groupe libre. Soit G un groupe libre aux générateurs {g,;}, 1 I,
ott I est un ensemble de nombres réels différents de 0. m étant un mot formé

avec les générateurs g;.
m = gign ... g;f:; vwa&Z el k=12 ..., n

désignons par 7 le mot réduit qui résulte de m par application des contractions
triviales: gigy = gits, g = 1. Appelons ,Jinvariant de contraction” toute fonction

Xy Xy oo Xy ..
<P(m)=<9(.‘ e )
tl 1’ . o 1”
de la double suite entre parenthéses, telle que

?(m) = o(m)
pour n'importe quel mot . Il est entendu que la suite double, formée par les
»indices” et ,,exposants” du mot m, contient toujours un nombre fini (aussi grand

que 'on veut) de colonnes ’;k pour lesquelles x, 0. Une pareille fonction devra

* ) . -k
satisfaire aux deux conditions

. o Xp-1% .
9 (xl .o x,._IOx.H ) =9 (xl A~1%k+1 ) (l)

1:1 .o ik—l iki/,.‘.; .o 1'1 oo Th—1 Ph41 -

qui résulte de g:?k =1, et
(P(x, .o x,f,.“ ")=q>(xl .o x,—}-:'cHl ) @

- . N . t
1 o Bty L] »

condition imposée par e =g,f:+"+‘ .
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i i infini i ifiant les conditions
~errons qu'il existe une infinité de _fonctlons ¢ vén. >

) e??2u)sez(:mus itclldiquerons une méthode qui permet d’obtenir la solution géné-
rale de ce probleme. Mais voici, dés maintenant, la suite infinie qui nous Se}nble
étre la plus simple et qui a I'avantage de former un systéme complet d’invariants

de contraction:

m) = 2 1, %
@m) = 1§<ax" oi(m) 1 Gitn P
’ 1 1 = Ty, — 13 )0 X %
?g(m) =l<§k,<n(1h - ‘hl)xﬁnxkn ?l(m) 1<.§.<”( {71 ka) M k1" ks
. . 3 - . 1 \ —_— - — . - — . 3 x x
?3(’”) =l <k,<2k,<k,(:kﬂ. —1'h) (t‘l 1&.) X hxhxh' QS(m) l<k’§<k(féln 1ka) (zkn 1).)1ka hxkl (7
?;(m) = E(ikx—ih) (ihu—ihl) .. (ikp—l —.ikp) xhxkl h xﬁp (3)

1.k <he<. . <k &0

?}(ﬁ)k‘:';é:;:;ih) (ik."ik-) v (ikp_l —ihp)ikpxluxk. ‘e xhp

On suppose ici que le mot m posséde n ,,syllabes” ‘: ; nous dirons alors que
1a ,longueur syllabique” de m est }(m) = n, sans exclure le cas oli deux syllabes
voisines portent le méme indice inférieur, ni le cas d'un exposant nul, donc sans
supposer que m est un mot réduit. On vérifie, par un calcul direct, que les poly-
némes (3) sont bien des invariants de contraction.

Remarquons que l'on a, si la longueur syllabique de m est égale & n
Palm)=(i1—35)(}z—1%a) . . (a1 —7,) %1%z . Xy QM) = (53 —5,) (5 —104) . . (o1 — 1,)ép %1 %0,

_ Si m est un mot réduit, m = m, on a donc gy(m) # 0, ey(m) %0 (on a ¢, 0
puisque / ne contient pas le nombre 0) ; dans le cas contraire, ¢%(m) = @i(m) = 0.
Dans les deux cas, on a ¢3(m) = ¢}(m) = 0 pour p > m, puisque l'on peut écrire
m=gp.. g’f:g‘,!” .. &% en ajoutant 4 la fin de m des syllabes §%, en nombre

$—n. Dans la double suite infinie (3), les polynémes ¢} et ¢} sont nuls A partir
d’'une valeur de p. Cette valeur représente la longueur syllabique du mot réduit
m. Montrons maintenant que la suite {p$(m)}, » > I permet d’écrire les conditions

Eécesslaires et suffisantes pour que le mot # soit équivalent au mot vide, donc
m=1.

THEOREME 1. On a W = 1 si, ef seulement si m) =0, p=1,2 ...
La nécessité est immédiate, puisque 'on peut écrire 1 = 43

. Admettons que les conditions @§(m) = O soient satisfaites pour un mot .
N ousspouvons admettre m = 7, puisque les ¢f(m) sont des invariants de contrac-
tion. 51 nous supposons alor§ m # 1, il en résulte une contradiction, car alors I(m)=
;f?isinge :t g,.(m) *0, m étant rédqit. Ainsi, les condjtions de lténoncé sont aussi
le gronme o -omme application, considérons une équatlop 4 une inconnue X, dans

A XnA4, X% .. A X% =1; waZ, k=12 .., n
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oh les 4, sont des mots donnés et X est un mot qu'il s'agit de déterminer. I équa-
tion est équivalente au systéme

PUA XA, X" .. A,X%) =0, p=12 ..

Or, nous donnerons des formules qui permettent d’exprimer @3(mm, .. m,)
comme un polynéme par rapport aux ¢@(m,), oiim,), ¢<p, k=1, 2, .., s.
On obtient donc un systéme algébrique pour ¢§(X), 9}(X), et ce systéme pourra
avoir ou ne pas avoir des solutions. Admettons que I'on puisse obtenir des valeurs
92(X), 93(X), ¢ = 1 qui vérifient notre systéme; on pourra alors calculer X par
un algorithme que nous indiquerons plus bas, algorithme qui n’exige que l'applica-
tion d’opérations rationnelles. D’ailleurs, on a le

TBEOREME 2. La double suite {@3(m), @i(m)}, p =1, donnée par les formules
(8), forme un systéme complet d'invariants de contraction. '

Le systéme est complet en ce sens que si les valeurs de ¢f(m), 3(m) sont
données pour p > 1, il existe (au plus) un seul mot réduit » qui y correspond.
11 s’agit donc de montrer que

93(4) = 93(B), 9}(4) = o}(B), Vp >1=4 = B.
Posons
= T (] -1 = 1 Ik,
A=1Mgr B'=1g

k=1 hal

On vérifie sans peine, en revenant 3 (3), que @f(m—1) = — ¢3(m). Alors
Pp(AB™Y) = p3(4) + e§(BY) 4 93(4]|B7Y) = ¢f(4|B7Y)
en posant

op(A|B7Y)= E(iln_iln) v (fag_y—%ay) (ihq_jh) (n=Ina) - - ooy —Ind BnZnae - XagYn Yo - e
H3=p,qD1,52 1, 1<k, <hy<- - <k K4, 1Kk <hy<-- <h Qv

On a Ejhn(jln_jhs)° AThey —In )Y na- Vi = — 94(B), donc, en ouvrant la parentheése
tCh <k <h <y
(i», — 7») dans l'expression précédente,
93(41B=1) = T [o}(4)e3(B™) + 93(A)e}(B)] = 3, [#3(A)ei(B) — #i(4)95(B)] = 0
g+s=p,qg>1,551
les termes de la seconde somme se déteruisant deux-a-deux, car
9%(A)p}(B) — ¢3(A)9%(B) + 92(4)p}(B) — ¢HA)9¥(B) =0

en vertu des égalités of(4) = 93(B), ¢3(4) = ¢}(B). On a donc ¢3(4|B™) = (?,
93(4B~Y) = 0,V p > 1, En appliquant le Th. 1, on a AB~* = 1. Or, le mot réduit
# de m étant unique, indépendent de l'ordre dans lequel les contractions sont
effectuées [1], nous pouvons écrire

—

AB-1=1, AB)' =1, 4(B)'B =B, A(B)"B = B, A=B

et le théoréme est démontré.
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i i des opérations rationnelleg

ici algorithme qui permet de calculer, par . '

N thOIS:’ ‘;gmqge les valeurs {p3(m), ¢p(m)},  >1 soxitrgolx(l’%ei 13103: n la plus
grande valeur de p telle que p3(m)e}(m) #0. On a alo =

(p?.(m) = (il—iz) .o (i"‘l—i.)xlx’ .o x” *0
oi(m) = (h—ts) .. (ao1—t )tata%a -+ %
d’ot
o3(m)
o3(m) ’

ty

Pour n = 1 on a @¥(m) = %,, ¢i(m) = i,%,, d'olt %, et 4,. Pourn > 1, posons
%

m' = g "™»; on obtient donc m' en supprimant la derni¢re syllabe dans #, donc
L) <n, qd(m') =) =0. Mais
pYm’) =ol(migi, ") = i) + ol(gr ) + Pd(Filgr ") =0
9871g5, ™) = Pnor(m)(— %) — B0 — Z)Pucr() = £, [i,Pnm1 (1) — Gnr ()]
On a ¢%(g;") = 0 pour # > 1, et Pon obtient
lop(m)
x —

" et im) — olom)ed_, (m)

La derni¢re syllabe gi*de 7 est donc calculée, et il reste A calculer m’, ce
*n

que mous ferons par récurrence. Calculons donc {9§(m’), @i(m')}, P =1, afin de
pouvoir reprendre sur m’ le calcul effectué sur m. On a

73(m) = 9Bm'E) = 93(m') + 93lg}r) + qylmleD)

1) = 3 (o, — 5) - Bayy = By ) ay s — 50) Enn, « « Xy %, =
"'2<lc,<§-<k;_,<n:1 ip -2 kp—1/\"hp_1 [1Rad Red 8 hp—17n

= %alopoa () — dag_ )], @ (g =0, p> 1

lm’) + x,[0)_, (') — 4,93_, ()] = 92 (m). )
Ensuite

Ppltm) = @j(m’) + o} (m'| &)

g = 356, —4,).. G,_,—4 ST VI
'n l<k,<k,é..<:;_l<”__k’i 2 kﬁ-l)(»-l n) L2ef Mad Rp—1%n

= iuxn [“P;-l (m’) - 1:,, ‘Pg-n (m')]

% (') + iz, (9)_,(m)) — ia00_,(m")] = o} (m). (5)
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Or, (4) et (5) permettent le calcul récurrent des oplm’), @}(m'), en partant
de @3(m) = Bt+2pt. .. + %, 1= 0} (m) — x,, g}em') = L+ ..
= ¢l(m) — 1,%,. Remarquons la combinaison de (4) et (5)

P (') — 10 (m') = @} (m) — 4,00m), ¥ p > 1.
En remplagant p par p — 1 et en introduisant dans (4) et (5)
Pp () = gom) — x,[0}_,(m) — i,98_,(m))]

() = @} (m) — i, [9}_,(m) — 5,90 _, (m)).

by Xy ==

Posons, pour simplifier 'écriture, ¢ .= @3(m), @ » = @j(m). On trouve

0,0 1 1 0 0,0 1 10
‘?p(q>n Pp~1" Pn ‘Pn—l) = Py (9" ?p_l — Py ?p-l)

!’
@ (m') = — —
Pn Pn—1 — P Pn—1
1,01 1 0 1,0 1 1.0 $>2 ©)
1(om') ? (PnPaet = P Pn1) — (Py 21— Ps Pp_y)
Py = o1 1.0
Pn Pri— = Pn Py—1
: 0 1
(92) B 1 P P
Pi0m) = ¢} —— —— ellm) = ¢f — — —
n Pre1 — PnPn—1 P Pr—1 — P Pr—1

En posant m'’ = m'g-*s—1, on pourra reprendre le calcul sur m"’, m’ et déter-
‘n—t
miner 4,_, et x,_;, etc. On a les formules de récurrence, avec m® = m,

. eh (m) [o0 (m)
= X,

Lo o mel_, (m) — ol (med_, (m)

92 (mle+D) = @2(m9) — x,_ [0}, (m9) —4,_ 93_ (m)]

Plmiath) = o} (m@) — i3, _ %, [o)_,(m@) —4,_ e ,(m¥)] ¢ >0
. ohgmt (M)
th—g—-1 = ————Qg_'-l (m(q+l)) ’
)
(o g1 (mO 1)} @

ame-r = 1y _ ol (@) 0 (e+1))
90— g1 (M) @p_o_aHY) — gp_ g (BT ppg g O

On pourra donc, par ces calculs, déterminer successivement les 1,, %, et finale-
ment le mot réduit . . .
I 2. Formation des invariants de con(t;;wtion dang;:tgr;:lspeqllll:rg. efffngbftfﬂéf

a solution générale du systéme (1), (2), nous a B ”
tion analytigque, holomorphe en chaque %, dans un voisinage de l'ensemble

; isi ! ble I. D’ailleurs,
Z des enti t en chaque %, dans un voisinage de l'ensem )ailleu
les SOluti;f;rss ;ﬁgsﬁoiﬁ:les segont fes plus intéressantes, par raison de simplicité.
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o, étant une fonction arbitraire. Or, cette égalité s'écrit
1234 (1234) (1234)+(1234 1234 1234
(1234)"1134*‘1224 1233)‘(1124)‘(1133)“
8
1234 (1234) (234) (234 (234) 234 234()
‘(1223+1123+234—134)‘224“(233)*‘(124)*‘
234y (234 (234 L 1234
+ (1 3 3) + (22 3) - (1 2 3) +x1xzx8x4(1‘1_7’2)(22_7‘3)(18—14)‘04(1 2 34)

et constitue une relation de récurrence, car, en appliquant (2), toutes les parenthéses
3 4 colonnes au second membre se réduisent 4 des parenthéses 4 3 ou 2 colonnes.
Le procédé est général, et I'on est ainsi conduit a la relation de récurrence

12 .. » (l..k c.n 1 .. k% ol ..n
(12 .. n)=2 1..Ek=1.. n)“E (1 co k=1 ..0—1.. n)+ .

2&kgn 2Gh<In

U S YR (123 .
(=1 2(1. k—l..k,—l . he—1. )+ +=D"12 . .n—1)+

2Kk <hy<  <hg<n

2..n 2 ..k .on
+(2 . n)“ 2(2 Ch—1 .. n)+ e
2&hEn
2..k1 ..kz ..ks P
+(‘1)S“2(2..k1—1 kg1 kg1 ..n)+ ©)
2k <k <hgn

23 .. 2.

+('—l)”—l(12 _ )+xlx2 n(11—12)(12_7’8) (u—l ) (12 \)

®, étant une fonction arbitraire. La formule (8) permet le calcul successif de ces
invariants. Ainsi

(126 vmn

qui devient, avec les notations initiales,

% % %+ % x E ) % %y
"’(i: iz)=“’(la 2)*"’('2)""( )“""‘ ")“‘-’(A ia)

t2
x x
donc, avec P (1) = xwl(i)'
% x,)

¥ (:1 x’) = (%1+%,) co,(xl j_ x,) + %, [o)l(::) — Cl ﬂ + 2,55 (,—%5) 03 (‘1 W

1

n
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1 3

+x21x3 x2x8
R ix‘+x2’ﬂ_ (x1~ .)+<P(- -)_
?(xl . x’]=?(’2 ’i, s)'”\ hWoth MR 2 ts

i iy 13 Xy %Xg X
X % Xg Xg . . (t .__1,)0) 1o 3)

%t M) _?(?.6, .’) +e ( i )+x1x2x’(11—1") BTN 1y 1,
-\ 14 1t bt

et en appliquant la formule précédente

(xl * x’) = (% + %2 + %) 1 (xl + x: T x3)+ (g + 29) [o)l(

1, 1s %y
2 y X . . %1, Xg + xa)_
—w, k% -1-1 * ‘.‘ + xa\x(’) C:\“ mx\i:\“'*‘ (5, — 1a) {xl(xz + %) m,( i i

Xy, X . . Xgy X3
— (2 + %3) %3 @ (xl _: xa, ’::) + %,%50, (@2 ia)] + (f — 13) X2 %5 Oy (1-2 . ) +

1 Y2

%, + xa) _

iy

13
%y + %g %3 (xz- xs\) +
1 ) —_ ogl. .
+ (6 — ’a)[(xx + %) X5 0y By Xg Xy 0y A
. oy . Xy X3 %3
+ %225 (81 — 4) (i — 45) iy 4y s

©,, @, ©, 6tant des fonctions arbitraires. On voit de proche en proche que

12..n . o s 12..k
(1 9 ) dépend de n fonctions arbitraires w,, w;, ... @,, avec v, = o,
..

12..k%
En identifiant & zéro toutes ces fonctions, sauf 1'une d’entre elles, on obtient, pour

chaque valeur de #, une suite de # invariants g3, s = 1,2, .., #, dépendant chacun
d’une seule fonction arbitraire o,. Ainsi

A=t ta) ot T UM b o0 e

1 2GRS T

_me(xh‘!‘ .. +x,,) '
i

L’expression générale de @, & I'aide de la fonction arbitraire o, est compliquée ;
on remarque, toutefois, que si I'on admet pour o,

i un polynéme arbitraire par rap-
port aux 2s variables dont dépend cette fonction, 9; est une combinaison linéaire,
A coefficients arbitraires, des expressions

?’(m;a;.a,,.. a,)= (1 ._.;')‘ —4 . ‘ —_ 1414 i“l'X
" ’ 1<k, <k < <g,2.. w (. ») ( LTy hp) kitn oty
X P*nka--.’ (xh xz; vy x")-

ofl Pm,_',’ est un polyndme 2 déterminer.
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L’expression de ¢? se simplifie dans les deux cas:

P (m; Ay, - .,‘7;,*)‘:-. <§—1<(£§ 1_ tpa) (B, — fa4a) - (’tk,_‘ - ‘.k’_‘.“,) X
X (@4 o o) (Fpat o) (e, 4+ 2] (10)

q)ﬁ(?n; ®g, Ky « a,) = E (1:};. - ‘i),l)(‘ik. - ‘ik.) .

3 _ [%,,8, '
. (1,;.1,_1 N 1b) R ’.g"k.xb. c. X
1<k ad, < -<hp<»

4

(11)
Nous avons vu que le second systéme est complet méme en se bornant 3 a; =
== .. =0 1=0, @y = 0, 1. Mais ce systéme (11), avec «, >0,v=1,2, .., 9,
quoique surabondant est nécessaire pour obtenir des formules de caleul effectif,
comme nous le verrons par la suite. Dans ce qui suit, nous nous contenterons d’em-
ployer les invariants (11), qui semblent suffire pour les applications.

3. Invariants d’un produit. Pour le calcul effectif avec des invariants (3) il est

nécessaire d'avoir des formules qui donnent les invariant du produit de plusieurs

mots en fonction des invariants de ces mots. Considérc. la suite d’invariants de
contraction

Pp(m; &y, &g ooy @) = (5 — ) -

- (g, — tay) i . %0 Fn, - Xy
1<k <h < chy <

On a

Pp(m™2; oy, .., ap) = — @y(m; ap, 2p_y, -0y @)
et, pour un produit de deux mots, m, = Hg'x, My == Hg{r., Pplmymy; “"_g" ay) =
= gy ; &y, .., ap) + cp,(m',; ay, .., %) + Pplmymy; ay, .., ) avec

Pp(myilmsy; ay, .., ap) = 2 @, s(malma; @, .., ap)
r4smp rol, a)l

Py, a(mllm’; Ry ooy aP) = p (’M 1'k| .. (ih'_l - iﬁy)(ihr - jl;)(jh - jlu) ..
1

r&h << 4 A<y
: (j*a-t — In) i:: <. i:,'ﬁ,’“ e j:f";. <o Ya,e
En ouvrant la parenthése (4, — j»,) on trouve
Qr. s(mllml; Xyy ooy aﬁ) = ?r(ml; Xy, o0y Kpqy Ky + 1) 9:(’”’; (2SS URRY G’) -
_— Q'(ml; al, ..y a') (p,(m,; a'+1 + 1, a'+., .oy a’) .
Ainsi
Doty My oy + oy ap) = Pplmy; €y, o, Ap) + Pplma; @y, ooy o) +
+ E [?'(ml; K1) ooy Lp1s o, + l) ?.(ml; a'+1; vy a’) -

- ?'(ml; Xy ooy ar) ?l(ml; al+l + 1: ¢'+l: LI a’)]' (12)

9 — Mathematica-mechantea — fasciculus 1/1971
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Si p =1, ot{m) = Xy ifx, on trouve ei(my m) = ¢1(m) + ¢f{m). Pour uy
>

produit m, m, .. m, on a donc ¢¥(my m, .. m,) = @f(m,) + @%(ms) + .. + P%(m,)
et, si p > 1, on a la formule de récurrence, qui résulte de (12),

Qplmiymg .. My @y, oo, Bp) = (Mg L My &, e, ap) 4 Pplmy iy, - ., o) +

rrimp SN [;P{(ml . "z'v—l; Xy, - :» Oy 1r %Xy + 1) q)s(mv; Upt1r oo aﬁ) -
=p,7 y

- CP,("h .. "‘v—l; Xy v vy “r) <F’s(’n‘v; a7+1 + 1: ar+2v L] ap)] (]3)

Ainsi, pour p = 3, on trouve

3
Pplmamemy ; oy, .., 0p) = 2 oplmis oy, oo, @) +

+ Z <P7(’n|'; a'l) sy a' + l)) (P;(m]; ar+1 + 1, a1+21' '»aﬁ)

. : +
T @ (M) 2y, v ), Ps(my; Hpprs « vy Xp)
= » =
0-1,;’:3
1=2, §=3
@y (e g, oy ty_y, 2+ 1), Pu(my; oy, - ., ), 0

+ 3 Po(Ma 1ty Guia o o) @ugyt 1), Qe Cugns - ) Rupot 1), @l uyoiat1,),
H4v4s=p Ly pg42re +s U.p

CP,,(mg; “u+1+1' “u+2: LR au+v)» (Pv("tz; Ogyt1r » o au-}-u)' cps(ma; au+u+:1' . aﬁ)

(14)
Posons, dans (12), n, = m, m, = m~2 On a l'identité
0=oum; o, .., &) — @plm; p, .., 03) —
_ e m; oy, .., oy, x4 1), 00m; ap, v, 2pyy 1) , (1)
r>’f,“s§ﬁ Po(m; ay, .., ), Qs(m; ap, .., tpyq)

qui permet d’exprimer la différence m;oay, .., 0p) — Pl &y, .., ) A laide
des p,(m), k < p. Rolrm w1 s o) = 94l e )

4. Invariants de contraction dans les groupes & relations. Soit G un groupe
dont les générateurs g, <& I, sont liés par une relation R = 1. Le relateur R est
donc un mot R = glg .. gg':, les p, appartenant A l'ensemble de indices I, et les

exposants y, étant des entiers. On se demande s’il existe des tnvariants de contrac-

tion par rapport & R, permettant de caractériser les éléments du groupe G; c'est
Yextension 3 un

exte: groupe G de la propriété suivante, établie plus haut pour un groupe
1‘12;}' 313’ d0111b1e suite {93(m), ¢3(m)}, p > 1, définit I'élément du groupe libre {g:;
ont le mot m est un représentant. Une fonction Y(m; R) sera un invariant

R si, pour toute décomposition m = pv, on a
YeRv; R) = ¢ (uv; R) = ¢(m; R).

de contraction par rapport '
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On peut donc insérer le mot R n'importe ott dans m sans que ¢ (m; R) change
de valeur. Nous verrons que l'on peut construire une infinité de tels invariants.
11 se pose alors le probléme de savoir si une telle suite permet de caractériser 1'é1¢-

ment du groupe G dont m est un représentant. Pour plus de précision, voici quel-
ques définitions: ’

Insertion du mot R dans le mot m ; formation du mot pRv pour une décomposi-

tion quelconque m = pv. L’opération inverse revient a l'insertion de R-?! dans
pRyv, et redonne pRR-1v = pv = m.

Invariant de contraction par rapport & R: combinasion linéaire finie {,(m; R)
des @g» “»%(m), pour p fixe, qui garde sa valeur aprés toute inmsertion de K ou R™1

dans m, et ceci pour n'importe quel mot m. On a donc ,(wRv; R) = ¢,(uv; R)
quels que soient les mots p et v. D'ailleurs, {,(m; R) est invariant par rapport

aux contractions triviales, puisque les ¢,(m) sont des invariants de contraction du
groupe libre.

Remarque. St Yp(m; R) est un invariant de conlraction par rapport & R, il est
ausst un invariant de contraction pay rapport & R, = o~?* Ra, quel que sost o, et réci-
proquement. En effet, on a

p(uRiv; R) = §plo~ Rov; R) = dy(po~10v; R) = dy(uv; R) = ,(m; R).
1’insertion de R, dans m transforme donc ¢,(m;R) en lui-méme; on a ¢,(m ;R,) =
= {ylm ; R). ~ . ~

D’une maniére générale, si G est un groupe aux relations R, = R, = .. =R, =
=1, 4(m; Ry, R,, .., R, sera un invariant relatif aux relateurs R,, R,, . ., R, si,
pour toute décomposition m = pv, on a '

Y(pRyv; Ry, .., R) =9(pv; Ry, .., R), 1=12,..,¢

Bien entendu, un tel invariant doit d’abord étre un invariant par rapport
aux contractions triviales gig? = git?, g; =1, donc un invariant de contraction

dans le groupe libre {g;; ¢ & I}. Nous chercherons alors des combinaisons lineaires

des o,(m; ay, .., a,), (& coefficients qui peuvent dépendre des relateurs) donnant
de tels invariants.

La formation de ces invariants est facilitée par I’emploi d’expressions que nous
appelons ,,préinvariants’ : o

Un préinvariant est une combinaison linéaire et homogeéne @, (m; R,, .., Ry}
des @y(m ;a,,. ., ap), pour p fixe, telle que, pour toute décomposition m = uv, onait

q)’([J.R,-V; Rl LR ] Rq) = (DP(‘J'V; Rl)’ 'qu) + (')i (Rl!' 'Rg)v i = 1;2;- '»q' (17)

Le terme additif w; doit étre indépendant de m. En posant u = v~1, et en se
rappelant ¢, (1; «,, .., @) = 0, on voit que l'on doit avoir, quel que soit le mot v,

mt(Rl' «eny Rq) = d)p(v_lR"V; Rl’ e ey Rq) = oﬁ(R‘; Rl' “vay Rq)-
Donc (17) devient
Ou(uRv; Ry, ..., R) = ®p(ppv; Ry, -, R) + O R,; Ry, ..., R),1=1,2,...,9
(18)
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Pour ¢ = 1, un préinvariant doit vérifier ®(uRv; R) = ®(p;v; R) + O(R; R),
quels que soient les mots p et v. Prenons O(m) = @i(m) ; a!ors q?l(p.Rv) = ?" (wv) +
+ @}(R), s étant un entjer non-négatif, donc q;;(m') est un préinvariant pour n'importe
quel relateur R. On forme alors immédiatement I'invariant.

Yiim; R) = wi(me, (R) — 9i(m)ei(R), s * 1.
Pour ¢ = s + 1 on obtient la suite infinie d’invariants par rapport & R

$i(m; R) = E (5 — ea)(5x0)° % 2a

[

ol §, parcourt la suite des indices et x, la suite des exposants dem, tandis que
pa parcourt la suite des indices et y, la suite des exposants de R. Dans le cas de
g relateurs, on obtient l'invariant

ey(m), @it (m), ..., @it 9(m)
$im; Ry, ..., R) =|9i(R), 91 (Ra), -, 9579(Ry) (19)
PR, o1t (Ry), -, 1HU(RY)
Avec des combinaisons linéaires et homogeénes des ¢,(m; a,, ..., ay) pour
? > 1, la formation des préinvariants par I'emploi de (18) conduit au calcul de

certains déterminants d’ordre élevé, ce qui n’est pas avantageux du point de vue

des applications. Mais nous pourrons éviter ce procédé en tenant compte d’autres
Temarques,

Indiquons toutefois la premiére méthode sur le cas p = 2. Changeons de
notation en posant @u(m; a;, @;) = @3%(m) ; puis, R étant I'unique relateur, posons
R} = ¢}{(R), R? = ¢¥ (R). La formule (14), dans laquelle les déterminants d‘ordre
3 ne figurent pas pour p = 2, nous donne

97 (BRY) = o (1Y) + R + Ri[ei*' (1) — @i} (v)] — R [of () — (V)]

P35 HRY) + ¢t (RY) = g+ (wv) + ¢4t (wy) + Ry*H 4 Ritis 4

+ R} (o7 (1) — o1*? (V)] — Ri** [ei(u) — ¢i(v))
T (RY) = pttat! (wv) + RyHIHL 4 Ri¥ [0342 () — 9f+2(v)] —
Ri** ot (1) — @i*1(v)].

L'dlimination des différences entre crochets conduit A

Ri* o7(uRv) — Ri*1[op*+1(uRY) + giH5(uRY)] + R} g4+1e+! (uRY) =
= RiTed () — R oy () + 937 (wv)] + R g5to+ () + RyF2RY—

-— R:+l (R;.s-{-l_*_ R;+l,s) + R{R;+l"+l .
On a donc le préinvariant

(b;(m; R) = R:.H(P’z' (m) —_ R:+l [cp;-"“(m) + q>;“-‘(m)] + Ri’ ?324.1,,4.;(",). (20)
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Dans cette somme, ¢, varie dans m = g . g’" ce que nous €crirons, par
un abus de notation, 7, & m, ou méme k& m. De meme chaque p,; varie ind¢-
pendamment dans R;, ce que nous écrirons ¢, & KR, ou b & R. On vérifie alorg
facilement l'invariance de {i. Pour m = uyv, la somme q,;(gij; R, ..., R) se
décompose en trois sommes, suivant que f, &y, ou 7, & v ou %, & R;. Les deux
premiéres sommes redonnent {(uv; Ry, ..., R;), tandis que la derniere s'écrit,
en posant i, = p, & R;

2 View oh -+ Ph,)(PkPh. .- Phq)’ Yoy o« Yoy =

B by

N ;.2 (e = Pa)(or — 0na) -+ (Pe — Pa)(Ck Py -+ P4 Y udni - I,

(ew — ) - (Ph — 1)

(Phq_l - Phq)

Or, cette somme est nulle, car & chaque paire p,, p), & R; il correspond la
paire transposée p,, p,, et les termes qui y correspondent dans la somme ci-dessus
sont égaux, de signes contraires. Donc on a bien

(’JS(IJ.R'V' Rl' ) ) =4)x(y_v-R1, s q)

Cet exemple nous suggére la recherche directe des sommes qui fournissent des

invariants ou des préinvariants. Reprenons le préinvariant (20), qui s'éerit

Qi (m; R) = 2 Vi ta0 04)(h, 10,00)* %y, %ay Y =
AEl; 1Kk <k, em

= 2 Toe = i) (Th — 08) (B0 — 04) (5, B Pa)° Xhy Xpe Vi (24)

1<k,<k.em
Pour m = pRv, la somme se décompose suivant que:

L 4,5,&u; ouid&p, 4, &v; out,%, &v. Ces termes donnent ®i(uv; R).
2. %, =0, &R, %), = p,, & R. Ces termes donnent ®i(R; R).
3. i, &, 1, = p,, & R. Pour chaque 7, fixe, on peut grouper les termes

2 (ikl - Pk:)(ikx - ph)(pkl - Ph)(ikxpklpll)s xlh ykl Ia +
Mk, e R

+ 2 (ikx - ph)(ikl - pk:)(ph - pka)(inphéh)s xkl ykl Y = 0
hhy& R
correspondant aux paires ps,, p, €t p;, pa, La somme correspondante A ce cas est
donc nulle.
4. i,, = p,, & R, 7, & v. Un calcul analogue montre que la somme correspondante
est nulle. On vérifie donc directement sur (24) la propriété de cette somme d’étre
un préinvariant.
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Des calculs analogues permettent d’établir la préinvariance de
Qim; R, T) = V(ih, ta0 om0 7)) (a8, 04)° 2, & =
2 hg;ler;ﬁ.ofem w T BalnPiT)* %, %o, i ¥, (25)
= E (G — ) — Pa) (e — 04) (t — ) 6a — Mo — 1) G - -) %, .. X
AERIET h<heEm )

et en général

O3m; Ry, ooy R) = 55 Vg taas 0hr -0 0) GnSnafhs -+ 03 %y .. 3, (26)
hje Rj;hl<k.em

ott ¥V(-) représente toujours le de’terminant de Vandermonde. On a l'invariant
Yylm; R) = @ (m; R)OH(R; R) — @3+ (m; R)D: (R; R) =

2 G — %)l — ea) (5, — eaden — eu)en — ow)(pn — ew)(enpupn — %4, 5, o4) -
1Sk <k em; IKh<hERAN ER

“Oay Tay Pia 01y 04 PH)° Xy, - - Ii = [R{¥ZRE — Ri*¥!(Rys+! 4 Ri+ls)
+ RRyFIH T[R4 (ptlad? 4 gev2atl) _ Revlgersatz] 4
+ [R;+a RyFls+l Ri+2(R;+1,;+2+ Ry¥2st1) 4
+RyH Ry | [Ri g RiH (o341 9% 1) 1+ (RIQ5 (R) — Ry Q(R) Jygia+!
@7
avec 'abbreviation ¢§ = ¢¥ (m). Pour le produit de deux mots on a les formules

bff (mamy) = 45 (ma) + 4 (ma) 5 Dymymy) = O (my) + Dy(m,) +

o (R lm) 42 (ms) — 2+ oms) )
i
lmms) = §3m,) + 45 (m) + ’;— (441 0ma) Wi +3(ma) — G434 Om) e+ (ma)] —

1

— T e om) e+ a(m) — 4195 ) e+ )]

Dans le cas p = 3, la formation des invariants devient plus laborieuse. Considé-
rons l'ex pression

Qa(ﬂl; R) = V(ikl' ik:' iku; Ph)s(ih’ ika’ iﬁa’ ph)xk: Tps Xpe I
hER by<hs<hEm
b 6 Stri . Cette expression
ot S est un polynéme symétrique de ses quatre arguments  ex
est une combinaison linéaire des ¢f (m), car V(i %, %, p,) est divisible par
(ikl - ihl)(ikl - ’.ks)‘ On a .
Qy(R; R) = V (0ssr Paer Prar P8) S(Poir Pras Pa s P1) I Y Vi Yo + Z; (idem) +

h<h, <k, <h,ER k<h i L ER

+ + 5 =0

hah<h<k,€R M<h<h<hER
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(On a remplacé 5, par p,, pour indiquer ainsi que %, parcourt la suite des ing;.
ces du mot R). Or, on voit que les deux premiéres sommes plus haut sont égales

' ) . ; la paire transposée .
ontraires (& chaque paire py, py, il correspond ) Ba 0a);
ﬁefﬁg’éﬁ “de méme (des deux derniéres sommes, d'olt Qy(R; R) = 0. Or Y

Qy(uRv; R) = Qi(uv; R) + Y Gay — a8y — 1) (a — 08) V (Pasps,s 04)

khEw RER y<hER

* S(ays Pa P oA Za In Ine {E;elizk,(:ﬁe—; pr)(Bry — ex) (Bae — ph)V(phu Phar Pa)

+ S(ty, Pan Pan e Fn I Y EV(ih’ hp Oha s enS (s Ta Oawr PA) %y, - - n+

hahE€u b hER

+ 35 Vo, o a3 eS() - A (R R)

h<hEV;k,AER

Les deux avant-derniéres sommes sont nulles, car, p,, et p, devan"c parcourir
indépendamment la suite des indices de R, leur permutation est permise, et ceci
entraine un changement de signe de V'; il en est de méme pour p, et p,. 11
reste donc

Qy(uRv; R) — Qq4(uv; R) = E [iil — (px, + o0 + 9")‘2. + (PnPr, T+ P1.Px T+ Pa0R)Ip, —

hER;AER; hyak,ER

~ o0fn P2V (Prwr 0 01SC) - = 3083 — (s + a1 £)%, + (PasPr + Prps +
HEVRER hi<hER (28)

+ Pkoph)ih— Pklpklpk]V(Phl’ P Ph)s(‘-kl’ Pxy pkn’ ph)xku . yh

En choisissant d’'une manidre particuliére le polyndéme symétrique S, posons

A;(’”; R) = EV(ih, ill’ ih ; ph) (ihihlilhph)sxhlxhxhyh

B;(m; R) = —EV(‘I:M, ‘.h’ ih; ph)(ih + ihl + i.l + ph) (ihlillikaph)sxhxﬁlxhlyh

.. (.:;(m; R) = ZV(‘M’ the ’.kl ; Ph)(iklihl + ihlikl + ihph + ihiﬁl + ik. Pa + iknpk) (29)
(asaalr) ZaZa 20 Y5
] D;(”".' R) = —ZV(,, ta 05 oa) adisin, + WinPs + Snes T 2 0P)

(asnin,on) 50,20, %,

les sommes étant prises pour b, <k <k;&m, h& R. Er. tenant compte de (28)
on trouve

A(eRv; R) — A3pv; R) = [9j+3(n) — 9i*3(v) 10,(R; R) — [9t+2 () —

— AP ONIPER) 4 (91t (1) — e (MI0(R) — [}(w) — 9i()1OH(R; R)

BiuRv: B) — Bifuv; R) = — [g#4(s) — 93 (1)) O4(R; R) — [o5*2(u) —
~APOIUR) + (9 () — o (IX(R) — [pa(y) — @i(IV(R)  (©80)

CleRY: B) = Ciluvs R) = [07(0) ~ 9744 (u) 1P(R) + [+ () — oi* (] X

X U(R) + (541 (u) — (P'{H(V)]Z(R) ~ () — o (R
DiuRv; R] — Dfuv; R) ?i() — 9i(v)1T(R)

= Do) ~ 9 (IQR) — (913 () — 91 (W] X
X X(R) = o) — 91 (MIZ(R) + [p3(w) — pi()1E(R)



INVARIANTS DE CONTRACTION DANS LES GROUPES 25
avec

d);(R’ R) - R;s,s-H — R;—i-l,s:; P(R) —_ R;+2,ss — Rss,s+2+ R§+l,3+l,s_ R§.I+l,$+l;

Q(R) i R;+2.3+l.: —_ R5.3+l.3+2 + R;+2.s.s+l — R;+l,s,s+2;

U(R) — R;+3,ss — R;s,s+3 + R;+l,s+2,: — R;,s+2,:+l + R;+2,s+l,s - R;.s+l,s+2 :

X(R) — R;+3,s+l,s —_ R;.s+l.s+3 + R;+3,s,s+l — R;+I,s,s+3 + R;+2,s+l,s+l — R;+l,s+l,s+2 —_
— Rgtasstz;

Y(R) = R;+9,s+l,s+l —_ R;+l,s+l.s+3 + R;+2,s+2.s+l — R;+l,s+2,s+2;

Z(R) = R;+8,s+2.s — R;,s+2,a+8 4 R;+3,3,l+2 — R§+2.s,s+3 + R;+8,s+l,s+1 — R§+l,c+l,s+3 :

T(R) — R;+l,:+2,:+3 — R;+3,s+2,c+l + R;+2.s+l.s+3 —_— R;+3,:+1.s+2;

F(R) = Rgtlatlats Rgt2s+lst1,

Afin d’éliminer les différences entre crochets qui apparaissent dans (30), nous
écrirons encore ces équations en remplagant s par s 4+ 1, L’équation A3 (uRv; R) —

— Ai*Yuv; R) = ... est A rejeter, car on a identiquement
Ri+445(m; R) — Ri+3Bi(m ; R) 4+ R{+*Ci(m; R) — Ri+'Di(m; R) +
+ R;Ai+'(m; R) = 0,

ce que I'on voit en multipliant les équations (29) par des puissances de p,et en som-
mant pour p, & R. On aura donc en tout sept équations permettant l'élimination
de @i+5(p) — @i+5(v), ... ... » @§(w) — @5 (v), d’olt une relation de la forme

aA§(wRv) + BBj(LRY) + YCi(eRv) + 8D5(nRv) + € By*(uRv) + nCiH(uRv) +
+ UDy(uRY) = ads(uy) + BByuy) + .. + LDEH(uv),
les coefficients «, B, .., { dépendant de R seulement. On a donc les invariants
$3(m; R) = adi(m; R) + BBim; R) + yCi(m; R) + 3Dj(m; R) +¢Bs*'(m; R) +
+ nCi+'(m ; R) + LDs+'(m; R).

Le méme procédé, avec des complications inhérentes aux cas p > 3, est appli-
cable en partant de

Q’(m; R) = E V(ikx' ih., ey ih’; ph)S(ih, i‘., .oy i‘ﬁ’ p,;)x," .« yk'
RER; i<k, <h’em

5. Quelques applications et problémes. 7. Probléme des mots: G étant le groupe
présenté par les générateurs {g;}, s& I et les relateurs Ry, .., R,, et m étant un
mot formé avec les g;, on cherche les conditions dans lesquelles m ~ l dans G.
Par un nombre fini d'insertions des R®dans m, on doit alors obtenir le mot

vide 1; donc, si ¢(m; R, .., R) est un invariant de contraction par rapport
aux relateurs R,, on doit avoir nécessairement ¢(m; R,, .., R) =0. La suffi-
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sance de ces conditions dépend de la possibilité d’obtenir un systeme complet d’inva.
riants de contraction par rapport aux relateurs R,.

. leme d'isomorphisme: G étant défini comme précédemment, et R, R,
. 1% Zgﬁt ":iees mots f«frmés avec les g;, dans quelles gondl’cxons. a lieu l'isomor.
i)h’ismqe des groupes {g; Ry .-, Rg} et {&; Ry, - Rj}? On lsalj: ({11, p. 39;
[2]) qu'il est nécessaire et suffisant d’avoir, pour chaque 7, une relation de la forme

2 2 s

1 el ;l 11 -1 52 1)

e - -1 . =1 1 . L.t 1 .
R, =uz'Rluy » u Ry oo Ui RIwyg - 45 R\'ugy - g Ry%sy .. 43R My

¢ : e
-1 - [
CU R U - B R u

les ¢ pouvant prendre les valeurs —1, 0, +1. Mais P'application effective de
ce critére exige la détermination des mots inconnus #;, et le probléme revient
A la résolution d’un systéme d’équations dans le groupe G. Or, d(m; R,, ..., R)
étant un invariant de contraction par rapport & Ry, ..., Ry, on devra avoir néces-
sairement

‘P(R—;Zle--, Rq)=0: q‘(R‘;Rll"'ﬁ Rq)=0

car R, peut étre transformé en 1 par un nombre fini d'insertions des R;. Ces
conditions n'exigent pas la connaissance des mots u,;. Leur suffisance dépend
aussi du probléme posé plus haut : peut-on obtenir un systéme complet d'invariants
de contraction par rapport 4 un systéme donné de relateurs? Pour attaquer ce pro-
bléme, il sera nécessaire d’obtenir I'expression générale, pour p > 3, des invariants
de contraction, sous une forme aussi simple que possible.

(Manuscrit recu le 16 aodt 1970)
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INVARIANTI DE CONTRACTIE IN GRUPURI

(Rezumat)

In lucrare se stabile i i

. ste existenta unor invarianti at i tr-ut
. sta : ta uno agafi elementelor unui rezentat prin

s{)xls‘»e ;x: ?:oiaez:é:::l si xx'elam. Acesti mvarianti intervin in probleme ca: prob).erf:tz;.u %u?;intelot (Wordpro-
in poners Aplicarea%n ezegtin}or de grupuri, ecuatii in grupuri, deci probleme care sint indecidabile
carseile aing acare mgfnantx}or de contractie este susceptibili de a oferi criterii pentru a recunosagte
riant{i de contractie. lin lu?xn;:l;t dd;“dabﬂe. daci este posibils formarea unui sistem complet de inve
de formare & Inyerienpr e % d2 un astfel de sistem in cazul grupurilor libere, si se indict procedee

actie in cazul cind generatorii grupului sint legati prin relail.
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WHBAPHAHTBI KOHTPAKUHH B IPYMIIAX
(Peswonme)

B cratbe yCTaHAaBAHBAETCS CYIECTBOBAHHE HEKOTOPHIX HHBApHANTOB, NPHCOCAHHEHHLIX K S/eMeN-
Tam OAHON FPYRNH, NPEACTABNEHHON CHCTEMO/l TeHEPATOPOB M COOTHOWEHHA. 1M HHBapHaHTE BCTpeva-
oTcA B TaKHX 3a4ayax, KaK: 3ajaua cjios (Wordproblem), uaomopdusm npencrasaennit rpynn,
ypapHeHHs B TIpynNax, CAeNOBATENLHO 3ajadd, SBAIOLHECT BOOGWE HepaspeirumuMHu. [IpHMeHeHHe
HHBApHAHTOB KOHTPAKLUHHM MOXET NPELOCTABHTL KDHTEPHH AV ONO3HABAHHS C/Y4aeB, KOrfa 5TH 3a]avu
ABAANIOTCA PA3IPELUHMBIMH, €CAH BOIMOKHO OGPA3OBAHHE NONHOM CHCTEMH HHBADHAHTOB KOHTPAaKuuH. B
craThe HaETCA MONOCHAA CHCTEMA B C/ydae CBOGOXHBLIX TPYNN M YKA3HBAIOTCA CHOCOGH 00pa3oBaHKs
HHBAaPHAHTOB KOHTPAKIHH B C/y4ae, KOTAa reHepaTOPbl IPYNNb CBA3IAHH COOTHOWEHHSMH.






TOPOLOGII LIMITA

V. CIMPIAN

1. Limite de mulfimi, Limitele unui sir de mulfimi. Fie sirul de mulfimi:

M M, ... M, ... )

DeriniTIA 1. Limita superioari a unui sir de muljimi este mulfimea ale
cirei elemente apartin la o infinitate de termeni ai sirului.
Vom nota limita superioard a girului (1) prin:

M* =Tim M,

DrriNITIA 2. Limita inferioard a unui sir de mulfimi este mulfimea ale cirei
elemente apartin tuturor termenilor sirului cu exceptia unui numir finit de termeni.
Vom nota limita inferioard a girului (1) prin

M, =lim M,

b L] 1]

DEeFINITIA 3. Un sir de mulfimi este convergent daci limita superioari a
sirului coincide cu limita inferioara.

Daci girul (1) e convergent vom nota limita lui prin:
M =1lim M,

n—rco

Cele doui limite ale unui gir de mul{imi se pot exprima, [1], prin relatiile:

M‘=60M;.; M¢=CJﬁML

fnasl Am=n n=l Aon

In continuare, vom da un criteriu de convergenti pentru un sir de mulfimi.

LeMA. Un sir de mulfimi are ca limitd mulfimea vidd, dacd 58 numat dacd
orice element aparfine la un numdr finit de termens as girulus. .

Demonstragie. Fie M* = M, = @. Pentru orice x, avem x & ¢, deci x & M*,
adicd x apartine unui numdr finit de termeni ai girului. Invers, presupunem c‘:.i
orice element x apartine unui numdir finit de termeni ai girului, atunci x & M?*,

deci M* = @. Dar totdeauna ¥ C M, C M*, deci M, = M* = adicd girul e
convergent,
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; mi ‘o= mild limea M
TeoREMA. Un sir de multimi {(M,;n=1,2, .. .} are ca limitd mulf
dacd si numai dacd sirul diferenelor szm:et(zce AM, M)=M,—M)C(M—M,)
n=12 ..., ¢ convergent la mulfimea vidd.

k4

Demonstratie. Fie M* = M, = M si presupunem ci sirul {A(M,, M); n =
=1,2,...} nu converge la mulfimea vidd. Atunci existd un element x i}lc 'it.xe
s (M, —MUM-— M,) pentru k=1, 2, ...,. Daci x apartine la o infinitate
de termeni de forma M, — M, rezultd ci x& M* si x & M ceea ce e absurd,
cici M* = M. Daci x apar}ine la o infinitate de termeni de forma M — M, ,
rezulti cid x& M si x & M, ceea ce contrazice din nou ipoteza. Deci limm A(M,, M)
= @. Invers, presupunem cd lim A(M,, M) =@, deci sirurile: (M, —M; n =

=12 ...}si{M—-—M,; n ="l-:w2, ...} converg si ele la mulfimea vidd. Sa ari-
tim i M* =M, =M. Dacd x& M, ; k=12, ... 5 cum lim (M, — M) =g,

n-H0

rezulti ci x & M deci M* C M. Daci x& M, din lim (M — M,) = @, rezultd ci

n=y 0
existd un indice m incit x & M, pentru k > m, deci x & M,. Avem astfel i inclu-

ziunea M C M,. Deci M* C M C M,, si cum totdeauna M, C M* rezultd cid
M*=M, =M. '

O generalizare imediati a notiunii de limitd a unui sir de mulfimi se poate
da, si probabil s-a dat, folosind notiunea de mulfime dirijatd [2]. O altd gene-
ralizare, corespunzind numerelor cardinale a fost dati de Gr. C. Moisil [3].

Pentru a defini limita superioard sau limita inferioard a unui gir generalizat,
vom preciza unele nofiuni.

. _Fie {M,, e & D} un sir generalizat de mulfimi unde (D, >) e o mulfime diri-
jatd. Vom spune ci un element x apartine frecvent sirului generalizat de mul$imi
{Ma; ae D}, dacd oricare ar fi un element « & D, existd un element & D, B > «
incit ¥ & Mg. Un element x aparfine uniform sirului generalizat de muljimi {3, ;
« & D} daci existd un indice & D incit x & M, pentru orice a > B.

DeriniIE. Limita superioard (inferioard) a sirului generalizat {M,; a & D}

§§tetmult1mea ale cirei elemente aparfin in mod frecvent (uniform) sirului genera-
izat.

_ TEOREMA. Limita superioard si limita inferioard a unui sir generalizat de mui-
tims {M,; «& D} sint date de relaiile:

M*=NO\UM;;, M,=U N M,

€D B3¢ aeD Boa
Demonstratie. Notind cu:

N,= U{My; 8 >a, B D}

va trebui demonstrat A M*=({N,;esD}. Fie x&\ (M, ac D}; dacd
existd un element m D incit x & M_ pentru orice « >m atunci x & N, ,pentl’u
a >m, ceea ce coqtrapce ipoteza. Deci x & M*. Invers, éacé x & N {N, : o D}
atunci fie «y& D incit x & N, deci x& (Mg B> oo}, adicd x g M, pentru
Q = o, deci x & M *. Ambele incluziuni fiind demonstrate, rezults ca ri‘;na rela-
fie are loc. Relatia a doua se demonstreazi analog. Intotdeauna M, Clj) M*
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Fie 4 o familie de mulfimi §i « un numir cardinal incit « < card 4. In 3]
Gr. C. Moisil defineste mulfimea limitd completi de ordin « a familiei & ca
mulfimea tuturor elementelor ce aparfin unei familii & C &, unde card B — «.

Muljimea limit4 restrinsd de ordin « a familiei @ este formati din elementele
ce aparjin tuturor mulfimilor familiei & cu excepfia unei subfamilii & unde card
<

Aceste mulfimi limitd sint notate, respectiv, prin

Ti?ﬁ,a si lim &

Dacd o = X, regdsim, respectiv, definitiile limitei superioare si limitei infe-
rioare pentru un sir de mulfimi. Dacd « e considerat ca numdir cardinal, nu vom
regdsi, in general, definifiile limitelor sirului generalizat.

2. Topologii limitid. Limitele unui sir de familii de multimi. Fie

al,am ...,a",..

un sir de familii de muljimi. Spunem cé familia de multimi @*, (4,) e limita superioar
(inferioard) a sirului {&; # = 1,2, ...} dacd elementele ei sint exact limitele supe-
ricare (inferioare) ale sirurilor {4,;4,&4,, n=1,2,...}. Pentru simplificarea
expunerii ne vom limita la cazul sirurilor de familii de mulfimi firi a generaliza
aceastd definitie.

Vom nota, prin C, 4, familia elementelor complementare celor din &, in raport
cu o aceeayi mulfime X, pentru 2 =1,2, ....

TrorREMA. Fie {4,;k = 1,2, ...} un sir de familii de multimi incit:

1. Elementele oricdres familit Q,; k = 1,2, ... sint pdrti ale aceleiasi mulfimi X.

2. Multimea vidd @ si mulftmea X apartin oricdrei familii Gy, k=1,2, ...,
atunci, dacd fiecare familie Q,, k=1,2, ... e inchisd in raport cu wntersectia finitd,
limita inferioard (superioard) a sirului {@y; k=1,2, ...}, (respectiv {C,dy; k=
= 1,2, ...}) formeazd o bazd pentru familia multimilor deschise (inchise) ale unei
topologit pe X.

Demonstratie. Fie @, =1lim d, si AW, A® doud elemente din &,. Aceste ele-
N
@

ol Il
mente se pot scrie sub forma: 4@ =J N4, iar A"’ &, pentru k= 1,2, ...

n=l R=n .

i 1 = 1,2, pe baza definifiei familiei @,. Dacd familiile de mulfimi @i;41,2,.. sint
-] @
inchise in raport cu intersecfia finitd, atunci din egalitatea AW N A®=1 U 49N

n=1k=n

N AP) rezulti ci si familia &, e inchisd in raport cu intersecia finitd, deci formeaz.é
0 baz3 pentru familia muljimilor deschise ale unei topologii 7y pe X, [2]. Egali-
tatea are loc, cici daci r & Cj F\ (AN AQ) atunci existi un indice 7, incit z&

ne=l k=n

€ AN AP pentru k >, deci x&A{ 5i xS AP pentru k >, adicd € 4PN AP,
Invers, daci x e AWM A® atunci existd un indice 7, incepind de la care sint

@ @
A . : ; 0
indeplinite simultan relagiile : x&5 AV 5i x& AQ pentru k >m,, deciza U N (450

nral N=n
. . - - -'a a ;
N4®). Cu aceasta, prima parte a teoremel. e .de.nzonstrataj.. Da.c.a faémzh. . 45
k=1,2,... e inchisi in raport cu intersectia finitd, atunci familia C,4; #y =



V. CIMPIAN
32

—1,2,... e inchisi in raport cu reuniunea finitd. Fie A® 5i A® doud elemente

*® @«
din &* = lim C 4,, atunci acestea se vor putea scrie sub forma A® =) U4,

| TS n=l Aan

unde AP & Cd, pentru b=1,2, ... sii=1;2. Pe baza egalitdtii AW YA® =

= ﬁ CJ (AP AP) rezultd cd si familia &* este inchisd in raport cu reuniunea finita,

nol kwmn . .
deci formeazi o bazi pentru familia mulfimilor inchise ale unei topologii <* pe .X .
Egalitatea are loc, cici dacd x & A® () A®, presupunem pentru fixarea ideilor
ci x& AW, deci existd un subsir {A).‘:; k=1,3...} Incit x& A}.‘;; k=12, ...

deci cu atit mai mult x & A}.‘:UA}?: k=12, ..., adicd r@g@ q .U”(A},‘)UA?)). In-!

vers,daci x & CJ (AM | YAP) atunci x aparjine la o infinitate de termeni de!
1

Amlnmp §

forma AWJA® pentru k=1,2, ... deci x va aparfine cel pufin unui subsir|
. "y i

infinit 4 ;i=12, ... sau A® ; j=1,2,... deci @ ADYA®, Cu aceasta'
”k;" ‘! R

L
teorema e demonstrata.

1

Fie s

qu Qz, LILIE) qm e (1)

un gir de topologii definite pe o aceeagi mulfime X si ;
5.8, ...,5, ... v (2);

|
sirul familijlor mul{imilor inchise din spatiile topologice (X,§,) n=1,2,.... |

ConseciNTA 1. Limita inferioard a sirului de topologii (1) definite pe aceeasg

mu {ime X formeazid o bazid pentru familia mulfimilor deschise ale unei topologi
pe X.

ConsecINTA 2. Limita inferioard a sirului familiilor de mulfimi inchise (2)
formeazd o bazd pentru familia muljimilor deschise ale unei topologii pe X.

Intr-adevir, cele doui siruri verifici ipotezele teoremei anterioare, cici inter-
secfia a doud mul{imi deschise (inchise) e 0 mulfime deschisi (inchis#). Vom nota
cu §, si &, topologiile a ciror baze sint respectiv lim §, si lim &,. In mod analog

By O

L1
rezultd i valabilitatea consecinjelor urmitoare:

ConseciNta 3. Limita superioard a sirului de topologii (1) definite pe o aceeas

mulfime X formeazi o bazi pentru familia mulfimilor inchise ale unui spatiu topo
logic (X, §¥).

ConskcINTA 4. Limita superioard a sirului familiilor de mulfimi fnchise (2
formeazi o bazi p entru familia mulfimilor inchise ale unui spatiu topologic (X, &*
Am notat cu §* 5i §* topologiile ale ciror baze pentru familia mulfimilor des
chise sint respectiv C,lim §, si C,lim &,. Cele patru consecinfe nu sint indepen

dente si se arati usor ci §, = &F* si ¥, = §* de aceea vom considera numa
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timitele sirului (1). Topologiile §, si &* sint identice, deoarece au aceeasi bazi.

fntr-adevir lim §, = C, im &, cici daci G g lim 8, atunci G = Cj F\ Gy; Gya 9,.

z—pm el fun

peatru k=1, 2, ... iar complementara lui G, G = ﬁ 0 cG, eﬁ; § deci
Lm 1 1 v e . ne=l A=n n— o i

GaC, 1:_129 &, i recgoc. Analog se aratd ci si topologiile &, si §* au aceeasi bazi,
adicd lim &, = C, lim §,.

DerFINITIE. Topologia a clrei bazi e limita inferioari a
deschise (1) o numim topologia limiti inferioari.

DEFINITIE. Topologia a cirei bazi e complementara limitei superioare a siru-
lui muljimilor deschise (1) o numim topologie limitid superioari.

Vom spune ci un sir de topologii, definite pe o aceeasi mulfime, are limit,
daci topologia limitd inferioard §i topologia limiti supericari coincid.

3. Proprietifi ale topologiei limitd. P,. Limita inferioari a unui sir de topo-
logii T,

sirului multimilor

TI,TQ,.--,T",...

definite pe o mul{ime X este o T, — topologie limitid inferioari.

Demonstratie. Pentru orice punct xg X avem X — {x}gn1, k=1,2,...
cici fiecare topologie T, este o T, — topologie. Dar cum limita inferioard a unui sir
constant de mulfimi e acea mulfime, rezultd cd X — {x} & 7, pentru orice x g X.
Deci 1, ¢ o T, — topologie.

P,. Topologia limitd superioard a unui gir de topologii T,, definite pe o mul-
time X este topologia discretd pe X.

Demonstrafie. Analog primei proprietdsi, pentru orice x & X avem X — {z}ar,;
k=1,2, .... Deci X — {x} &lim 7, adicd {x} & 7* = C, lim 7,ceea ce dovedeste

n— n—®

cd topologia e discretd.

Py, Daci sirul de topologii

TLr Ty ev 29 Ty o es

definite pe mul{imea X are o muljime deschisd propriu comuni, atunci topologia
limitd = +* = 1, este disconexd. .

Demonstratie. Fie G mulfimea proprie comund tuturor topologiilor ,; k=
=1,2, ... atunci G& 1, §i CGear* dar 1, = 1* =7 deci G este o mulfime
Proprie inchisi si deschisd in spafiul (X, s)

P,. Limita inferioard a unui gir de spafii Hausdorff

(X, ), (X, 7)) -0 (X, %), ...

este un spafiu Hausdorff (X, 34). ..
Demonstratie. Fie x si y doud puncte diferite din X. Spafiile (X, 1)), k=1,

>

2, ..., fiind Hausdorff, rezultd ci existd o pereche de multimi deschise, di:ju:xcte,
G si GP inctt x s GY si ya GY k=1, 2, ..., Atunci mulfimile "=y NeGY

n=]hamn

3 — Mathematica-mechanica — fasciculus 1/1971
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§i. G® = Lj ﬁ GP sint mulfimi deschise si disjuncte in (X, 7,) continind pe x §i res-

ne=1 Re=n

pectiv pe . intr-adevir xS GW cici xsGY, k=1,2, ... si analog y&G™;
jar GV N G® = U NN =B cad NG =0 k=12, ..

n=1l hmn

P8, Dacd functia

[ (X, ) >(X,%),; A=12..
este continul, atunci

FAX, ) = (Y, ¥,) si f(X, U*) > (Y, V¥
sint continue.

Demonstratie. Vom folosi urmitorul criteriu de continuitate [2]: o aplicatie
este continud daci contraimaginea oricirei mul{imi deschise (inchise) din baza

topologiei codomeniului este deschisd (inchisd). Fie V = U ﬂ Ve V&%, k=

n=1 k=n

=1,2,...,0multime deschisi din baza topologiei *?,,. Atunci, f~(V) = U n AV =

n=1 kan

= Cj ﬁ Uyg U, ciciUy=f~Y(V,)&%); k= 1,2, ... pe baza continuitd{ii apli-
Be=l Rans

catiei f. Analog se demonstreazi continuitatea aplica;:iei intre limitele superioare

ale celor douli siruri de spafii topologice. Fie V = n U Vi V59, k=1,2,.

n=l keon

mulfime inchisi din baza spatiului topologic (Y, °¥*). Atunci f* (V) = .Qx L__J"f- (V)=

=AU U, e o mulfime inchisi in (X, U*) cici Uy = f~Y(V,) @ U,; k=12, ...,

nm]l kmn

iar limita superioard a unui gir de spatii topologice formeazi o bazi pentru familia
mulfimilor inchise.

ConsecinyX. Daci funcHia
i X U) > (Y,9 k=12,

este continudl atunci §i functiile :

FoX, ) » (Y, %) si f: (X, U*) > (V,¥)
sint continue,

Demonstratie. Intr-adevir conform relafiilor rClimr §i tC lim = si proprie-

tifii Py consecinja este demonstrati. e e
Este evident c3 aceste rezultate se pot extind iruri -
lizate de topolois P e ugor la cazul girurilor genera

(Inirat tn sedacia 1a 12 ianvarie 1970¢
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NPEOENLHBIE TOMOJIOTHU
(Pesome)

Hcnoassysl NMOHATHE Npellea A NOC/AeAOBATENLHOCTH MHOXKECTB, aBTOD OMpeAesisieT MpeXebHbe
TONONOrHH AA1A NMOCAe0BATEbHOCTH TOMONOrHYECKHX NPOCTPAHCTB B H3YYaeT HX CBONCTBA B 3aBHCHMOCTH
OT CBOMCTB INOCNE/AOBATENBHOCTH TONOJOTHYECKHX MPOCTPAHCTB.

TOPOLOGIES—LIMITE
(Résumé)
Employant la notion de limite pour une suite d’ensembles, I'auteur définit des topologies-limite

pour une snite d’espaces topologiques et étudie les propriétés de ces espaces en fonction des propriétés
de la suite d’espaces topologiques.






ASUPRA COORDONATIZARII $I SCUFUNDARII STRUCTURILOR
DE INCIDENTA

VICTORIA GROZE

In lucrarea de fa}3 ne propunem si extindem metoda de coordonatizare a pla-
nului proiectiv, datdi de Marshall Hall [1] pentru anumite structuri de
incidentd, care generalizeazi planul proiectiv. Insisi nofiunea de structuri de
incidentd va fi generalizata.

In acest scop, reamintim definifia structurii de incident3, respectiv a , n-tesu-
tului” (G. Pickert [2]).

DeyiNiTIA 1. O structurd de incidentd este un triplet (2,9,I) unde € si 9
sint mul§imi, iar I o relatie definitd pe & |J 9 si care are proprietitile:

L2ly=sxs8, ya9;

2. 51y, (4, k=12 =% = x, sau ¥y, = ¥,.
Elementele multimii & se vor numi puncte, cele ale mulfimii ® drepte, iar I relafia
de incidentd. Notafia x I y se citeste ,,x incident cu y".

_ DEFINITIA 2. Se numeste n-fesut o structurd de incidenji (2,9, 1), pentru care
existd in mulfimea € punctele distincte P;, P, ... P, (n > 3), numite puncte
fundamentale, care satisface urmitoarele proprietiti:

1. Douid drepte distincte au un singur punct comun;

2. Pe orice dreapti d & 9 este situat cel putin unul din punctele P; (i = I,n);

3. Printr-un punct P; (i = 1, ) si orice alt punct trece exact o dreapt.

4. Existd un punct diferit de punctele fundamentale necoliniar cu doud puncte
fundamentale distincte. :

Generalizind notiunea de structurd de incidentd, introducem notiunile de pre-
structuri de incidentd slab3, respectiv de prestructurd de incidentd.

DeriNIp1a 3. O prestructuri de incidentd slabid § este un triplet (2, @, I),
unde € si 9 sint multimi (de puncte, respectiv de drepte), iar I o relafie definitd
Pe 2 (J 9, care satisface proprietitile:

Lxlysrg8 ya.

2. Existi in € patru puncte in pozitie generald 0y, O, Oy, E, numite puncte
f‘lndamentale, astfel ca muljimea &€ impreund cu dreptele trecind prin 0,, O,
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Notim 9* = {d[ds 9, 4 1 0,).

Unei drepte 210, ii asociem ecuatia x = @, unde ¢ = ¢ (P P fii
de intersectie al dreptei d cu O,_E si 0 mai notim cu [a].cplgmz.{ drefp:;ddguéc})u}
incidentd cu punctele 4 si A’ ii asociem perechea ordonatd (m, b), unde m este
coordonata punctului 470,0,, iar b coordonata nenuld a punctului 4°710,0, (fig. 2).
Dreapta @* se mai noteazd cu [m,b]. Putem scrie deci D*@RCQ X Q unde

& = {(m, b)| Jd* S D*, A4'(0, b) Id*, A(m)Id+),

m se numegte direc}ia dreptei d*. In cazul dreptelor incidente cu 0, definim directia
prin oo.
DEFINITIA 6. In muljimea Q definim o operatic ternard parfiald, care asociazi
elementelor din
E={x,mdlrae, mdadl)

elementul
y = T(x,m,b) (1)
egal cu a doua coordonatd a punctului de intersecjie al dreptei [x] cu dreapta
[m, b].
Observatie. Dacdi & = @ X @ operajia se numeste lernard.

Dupi felul cum a fost definit, ¥ este unic determinat, in conformitate cu pro-
prietatea 2. a definijiei 3.

Se verificid imediat, urmitoarele proprietati:

1. TO, m, b) = b Yim b s
2. T(x,0,b) = b Vi ba @
3. T(1, m, 0) = m Vma e

4. T(x,1,0) = x Visa

Observatie. Condifia necesari si suficientd pentru ca punctul (x, ¥) si dreapta
[m, b] si fie incidente este y = T(x, m, b).
In mulimea @ definim operatiile:
a) Adunarea, ca fiind operatia definiti prin relafia
x+b=T(x10) @
(Se observa ci T(x, 1, b) este definit pentru orice x, b & Q).

Aceasti operafie are urmitoarele proprietdfi: . b i

1. y = x + b admite solufie unici in raport cu x, pentru orice y §i 9, §t 1
Taport cu b pentru orice y §i x.

Demonstratie. Intr-adevir, dreptele [1, ] si cele incidente cu 0, si 0, aparjin
3-esutului (Oj 0, E') si deci ele au doud cite doud exact un punct com&un, t;f
Printr-un punct oarecare gi un punct fundamental al tesutului trece exact o dreapta.

2204b5=1T(0, 1,5 =25
3. x4+0=7T(x, 1, 0) ==z
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fick imediat. Proprietatea 1. inseamni ci (g, +) este

Proprietitile 2. si 3. se verificd 2. si 3. se observd ci pentru operati
- di oprietifile 2. §1 ©. fia de ady.
g:mc‘g&ﬂgumg' :’)arestenelperml;nt ntelutru. deci (@, +) este un loop. N

b) Operatia de inmulfire definitd prin relafia
x - m= T(», m, 0) pentru Vz, maQ @

(T(x, m, 0) existd pentru orice %, m & Q).

Aceastd operajie admite urmitoarele proprietifi:
1. y = % - m pentru £ ¥ 0siys Qare solutie unici in raport cu m si pentru
m+#05 ya @, are solufie unicd in raport cu x.

! -adevd i imediat din faptul cX d
Demonstrajic. Intr-adevir, proprietatea rezultd ime p reptele
incidente cu O,, 0, O, aparjin 3-fesutului (01, Oy, Oy).

2.x'1=T(x: 100)=x’
31:m=T(1,m0)=m

Proprietifile 2. si 3. rezultd din proprietijile operatiei ternare parfiale.
Daci notim @* = @\ {0}, atunci (@*, -) este un loop cu elementul neutru 1.

Dermapia 7. Fie @ o mulfime care confine elementele distincte 0,1 si &
o parte a produsului cartesian @ X @ astfel ca elementele de forma (0, x), (, 0),
(1, #) sa fie confinute in & pentru orice x & Q. Fie mai departe € = {(s,m,b)|x € @,
(m, b)ad}siT: €=~ Q@ Notdim x+ b= T(x, 1, b) si x - m = T(x, m, 0) pen-
tru Vzx, b, m& Q. Sistemul algebric (@, T) se numeste ternar parfial, dacd
sint verificate proprietitile:

1L T, m, b)=b Vim, b)a&
2.T(2,0, 0) = Vx, bs Q,
3T, m 0)=m Yma Q.

4 T(x, ,0) =z Vs Q.

5. Ecuatiile x +4=p a+ N utie
X A -y =} a%* . x = b, x-a* = b au cite o SO utl
unicd in raport cu ot ! ’ . . ; 0
Daci & =% X @ s;:t:;?j asib sint elemente arbitrare din @, iar a* din @\{0)

. algebric (@, T) se numeste fernar. In acest caz sistem
318'3‘:1:1 sﬁ' -l-, 5") se numegte cvasicorp )natural. ? . X
. azut, ca unei structuri de inej 5 %3 PP je ternar
a : v incidentd slabi i se asociazd o operafie i€
Parfiald, deci un ternar parfial. Avem si chiproc. P
TEO e . . o
slabd 8, :{s]zflg?c:’ohmd- dat ternarul parfial (@, T) existd o prestructurd de "‘“’”"’tz
este umic dmml?‘ra;}a bernard pavtiald asociatd i s fie egald cu T. Prestruct#?
Watd, abstractie ficindy-se de szomorfisme.
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Demonstrajie. Considerdim ca puncte &: (x, ) (m) si (00) unde % mee
jar ca drepte @ : [m, b], [a], [00], unde a @@, (m, b) @ &. \;om arita é}g acessti
milfime de puncte € si drepte ® impreuni cu relatia de inciden{d I definit
prin:

(x, »)Ilm, 8] @ y=T(z, m, b
(%, ¥)(a] ® =g

(%, ) [o0] Vi, yg @
(m)I{m', b) ) m=m
(m)1 [a], Vm, as @
(m)I o], Vvme a
(o0}t [m, b] Vm, ba @
(00)I[a] Vas @
(00} o0]

formeazd o prestructurd de inciden{d slabid. Notim O, = (0, 0), 0,(0), 0, = (oc)
si E'=(1). Aritim intli ci mulfimea & impreuni cu dreptele prin 0,, O,, O,
formeazid un 3-fesut. Intr-adevir, doui drepte d, d’ incidente cu 0, respectiv O,,
cu 0, respectiv O, i cu O, respectiv Oy au exact un punct comun.

1) d = [(a], & = [m, 0], avem ci y = T(a, m, 0) = a - m, deci avem punc-
tul (a, a - m). De asemenea pentru cazurile:

2)d=[a), d =10, b], y=[T(a, 0, b] = b, deci punctul (e, b) si,

3)d=1(0, 8], & =[m, 0], T(x, 0, b)=T(x, m, 0), sau b= x -m, care
pentru m % 0 admite solujie unici x, in raport cu x §i deci avem punctul (x,,
Xy - m).

Aritim acum c3 printr-un punct oarecare si unul din punctele 0,, 0,, O, trece
exact o dreapti: ) . .

Intr-adevir printr-un punct (r, s) si (o) existd totdeauna o singurd dreaptd
[r}; printr-un punct (r, s) si (0) existd singura dreaptd [0, s], iar prin punctele
(. s) si (0, 0) avem singura dreapti [m, 0) unde m se determind unic din § =
=7 - m. Deci mul{imea € impreuni cu dreptele prin Oy, 0,, O, formeaAzi un 3:
fesut. In continuare aritim in mod analog ci mulfimea punctelor € impreuni
cu dreptele prin 0,, O,, E’ formeazi un 3-fesut. Intr-adevir, avem cazurile:
( )d=[a), d =11, d), y=T(a, 1, b) = a + b, deci avem un singur punct
a4, a+b); : .

2 d="[1, 8], & = [0, b), y = T(a, 0, b) = b, avem punctul (s, J) si

3 d=1{(1,8),d =10 0b),y=T(x 15 =T(0 b)sauz +b="¥,care
are solufie unicd in raport cu #, in baza proprietitii 5. a definifiei 7. ta (1, 5]
and P;intr-un punct (r, s) si (1) trece o siréguré dreapti si anume dreapta [1, b],

€ O este unic determinat din s =7 + b.

Fie acum o dreapts d = [m, 5] si o dreaptd [4] ele au exact un punct
com}m, cici y = T(a, m, b) este unic determinat ; astfel am dovedit i proprie
3. din definifia 3.

Pentru a demonstra proprietatea 4, a ac

eleiagi definifii, considerdm punctele
40, ¥)10,0, si B(m')10,0, si daci existdi d= [m,

b), din Bld=m' =m,
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i in AId=>b =T(0, m', b)=2>0. 8= (3, 9, I) fiind o prestructura de
éxamx-‘:i;elz?ti slabd, si consid(erim ternarul parfial (@, T) asociat. Aplicind constfu&:-
tia de mai sus, ternarului parfial (@, T), am vazut 5:5: se obfine o prestructura de
incidenti slabd §'(2', 9', I'), 8si 8 sint izomorfe, cici aplicajia ¢, prin care unui
punct P& & ii corespunde in (@, T) (%, ¥), (m) sau (o?) iar unei (vir_ept.e is9
ii corespunde in (@, T) [m, b], [a] sau [oo] este bxjgctl’va si pistreazd incideniele.
Rezultd ci doud prestructuri de incidentd slabe 8 si 8', cu acelasi ternar asociat
{Q, T), sint izomorfe intre ele.

DermNiTIA 8. 8 = (8, ©, I) fiind o prestructurd de incidenfd cu punctele
fundamentale 0,, 0,, Oy, E, se numeste perspectivitate cu axa | = 0,0, st centrul
<& 2 o aplicatie

{f"~-*g 4

F->9

unde § C 9, care verifici urmitoarele conditii:
1. & contine dreptele fesutului de adunare si dreptele prin C.
2. (M) = M dacd MI0,0,;
3. ¢ (d) =d dacd CId;
4 Meg ds ¥, din MId = > ¢o(M) Ie(d).
DermNITIA 9. Prestructura de incidentd slabid 8 se nmeste O; — I slab tranzitivd
{# = 1,2,3), dacd oricare ar fi doud puncte 4, 4’ coliniare cu O;, distincte de 0;
si neincidente cu/, existd o perspectivitate ¢ cu axa / si centrul 0,, astfel ca ¢(4) =
=4’
1n legituri cu prestructura 8 0, — I slab tranzitivi demonstrim citeva teoreme :
TeoREMA 2. Dacd o prestructurd de incidentd slabd 8 este O, — I slab tranzitivd
atuncs avem proprietatea cd:
(@, +) este grup
Demonstratie. Ecuafiile unei perspectivitifi cu centrul O, si axa } sint
=z
o:f ®)
' =y

deoarece, pe baza conditiei 3. din definifia 8, o dreapti dI0, se transformi in ea
insagi deci punctele ei vor avea aceeasi primi coordonati, modificindu-se doar

cea de-a d.°‘fa‘ Aceasta la rindul ei nu depinde de #, deoarece o dreaptd prin O, se
transformé intr-o dreapti tot prin O,.

In baza condifiei 4. a aceleiasi definifii, putem scrie
y=T(xmb =y =T mb), xa e, [m, bla ¥

unde (#',y'), (m’,b'] sint imaginea prin o a punctului ( i a dreptei
Tinind seama de (5), de m’ = m si de g' =I.)f(b), avem( '3) st & deepted. fm 0],

f(y) = T(xm, f(b)], [m, b] =84

sau
F{T(x, m,5)] = Tx, m, f(b)], [m, bleF (6)
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Ficind in ultima relatie m = 1, avem pentru orice %, b din @
_ flx +8) ==+ f(b) (7)
Luind in (7) 5 =0, gisim

flx)=x+a (7)
unde am notat f(0) = a. Atunci relatia (7) devine
(x+dta=x+0b+a (xrx+daa )

Tinind seama de O, — I tranzitivitate a poate lua orice valoare din @ ; rezulti
ci relafia (8) demonstreazd asociativitatea operatiei de adunare, ceea ce impreuni
cu proprietatea de loop aratd cd (@, + ) este grup, si cu aceasta am demonstrat
teorema. O, — ! slab tranzitivitatea asigurd existenfa unei perspectivititi ¢ cu
axa ! i centrul O,, transformind un punct 4 in orice alt punct A’ incident cu O, 4.
Variind pozifia lui 4, mulfimea & care intrd in definifia perspectivititii ¢ va varia
in general §i ea, dar in toate cazurile va contine dreptele 4-tesutului slab. Notim
cu § intersectia mulfimilor & corespunzitoare tuturor pozitiilor punctului 4’ pe
dreapta 0,4.

TEOREMA 3. Dacd o structurd de incidentd 8 este O, — 1 slab transitivd, atunct

. T(x,mb) = x.m + b pentru mbl & § )
Demonstratie. Din relatia (6) tinind seamma de (7') deducem (
T (x,mb) +a=T(x,m,b+ a),dacd (mb] & ¥, (10)

unde &, este muljimea corespunzitoare perspectivitatii (5) cu proprietatea f (0) = a.
Putem scrie:
T (x,mb) +a=T (x,mb + a), pentru [m,b] &%, Vas @ Punind a = —
— b rezultd
T (x,mb) = T (x,m,0) +b, (mbles§

sau _
T(xmb)=2m+0b Mble§F
si deci teorema este demonstrati.

TrOREMA 4. Inir-o prestructurd de incidentd slabd 8 O, — I slab tranzitivd,
orice dreapti d & D este intersectatd de dreptele incidente cu Oy, exact intr-un punct.

Demonstratie. Fie y = K o dreaptd incidentd cu O; 5iy = x.m + b o dreaptd
arbitrard §e& @. Putem scrie atunci
K=xm+5b

sau
am=K—b
care are solufie unicd in raport cu x, deoarece aceasti relajie exprimd intersectia

dlre}?telor y==xms y=K, unde K, =K — b, drepte ce aparfin 4-fesutului
slab.

O intdrire a nofiunii de perspectivitate este urmitoarea nofiune datd de
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Damnrnia W O petspectivitate cn axa l.= 0,0, si centrul C se numeste ,
e a0} muifimes § din definifia 8. contn}e dreptele O,M, pentru punctele
X 55 x propoictatea o dreapta M g (Os) existd in prestructura de incident} slapy

Y O s
L SR

Theetnrrza Ul Dacd in definifia 9. se inlocuieste perspectivitatea ¢ printr.o

o .

convivgie, nopinnea de slab-tranzitivitate devine iramzitivitate.

TooRsMA S, Dacd o prestructurd de incidenid slabd este O, — 1 tramaitivg, 4.
any
T(xmb) =2m+b (mba &

Deweossiraiie. Dacd (m,b) @ &, in baza definigiei 10., [,0] & §, si atunci tn
sess (10 facind & = 0, rezultd

z.m+a=T(x,ma)

=i

a=1(0)

==0xTia 12. Fie &* o prestructurd de incidentd (2%, 9%, I*). O prestructuri
o=Zem3E siabd 8 (8, 9,]) se spune sd este scufundabild in 8%, daci 2 8*
*al=I*29
Tzoz=wa 6. O prestructurd de incidentd slabid O, — | tranzitivd este toldeauna
s amiaiid inir-o prestructurd de incidentd 8* O, — | tranzitivd,

Lizwonsirafic. Fie 8* o prestructurd de incident} (£*, 9,* I*) in care mulfimea
Z* wizeiie cu mulfimea € §, iar dreptele @ * sint definite de mulfimile

ty

(1] Ho

)

-
S

{(a.y)] ye a}, cua €@
{(x,y)] y = x.m + b}, unde (m,b) sQ X Q.

Trehmie =3 aratim cd &* este o prestructurd de incidentd 0, — ! tranzitivi.
TiEd seerma de faptul ¢ @ * D 9, se vede imediat cd §* este o prestructurd de
Zcilen iz <iaba. 8% este chiar o prestructurd de incidentd, cici prin AT 0,0, si BI0,0,,
£ 3£ B, tree exact o dreaptd, aceasta rezultind din insisi definitia dreptelor din §*.

Fle zozm un element b€ @ i definim o aplicatie, pentru puncte, dati de

(00) = (o0)
(m) = (m)
(a,c) = (a,c + b)

s gertrn drepte
IRy

X== G- XxX=24a

yesmoA-n—y=xm+ (nt+d), mnsa.
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Aceastd aplicatie este omologie, deoarece, daci
(a’c) Iy = im + ”1

avemn .
=a-m + n i adunind la dreapta pe b

c+bdb=(am+n) +b
jar in baza proprietitii de grup a lui (Q, +) avem

ct+b=am+(n+b

@c+bIly=2xm+ (n4+0).

fntrucit b a fost un element arbitrar din @ si in baza aplicatiei definite,
04(0,0) - 0, (0,)

rezulti ci 8* este O, — / tranzitivd §i cu aceasta teorema este demonstrati.

in cele ce urmeazd admitem ci prestructura de inciden}i este O; — } tranzi-
tivi (i = 1,2), ceea ce ne va permite si demonstrim proprietatea de distributivi-
tate din dreapta a inmulfirii fa}d de adunare in ternarul asociat prestructurii.

TeorREMA 7. Dacd o prestructurd de incidentd Oy — I tranzitivd este §i Oy — I
lranzitivd, alunci in ternarul asociat avem rvelatia -

si deci

(x+a)m=x-m+am Vyxamsa (11)
Demonstrafie. Fie 8 O, — I tranzitivd, atunci ecuafiile perspectivitifii sint
¥ =f(x
{ ' f (%) (12)
y =y

in baza acelorasi considerente ficute in demonstrarea teoremei 2. Conform proprie-
tatii 4. din definifia 8. putem scrie ci
y = T(xmb) =y = T(x'm',b)
unde (%',3") si [m’,b] sint imaginea prin ¢ a punctului (x,y)sia dreptei [m,5]. Tinind
seama de m' = m si de b’ = @(m,b), avem
T(x,mb) = T[f (%), m, o(m.b)] (13)

gin_ind seama de faptul ci 8 este 0, — I tranzitivi, operatia ternari se liniarizeazd,
eci

x.m+b=flzx).m+o(md), mb&axa (13
Facind in (13") x = 0, deducem
. b=a m+ ¢ (mb)
unde @ = £(0). Substituind valoarea lui & astfel obtinutd in (13') obfinem

2. m + a.m + ¢ (mb) = f(x). m + ¢ (m,b)

sau

xm + am = flx).m (14)
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Ficind m = 1, gisim

%+ a=f(x),

care substituitd in relatia (14) ne di
rmtam=(x+a).mVaxramsa
care este chiar relatia (11) din enungul teoremei.

TrorREMA 8. Fiind dat un ternar (@,T)
denfd 8 O; — I tranzitivd (3 = 1,2), astfel ca
cu T. Prestructura 8 este unic determinaltd,

existd totdeauna o prestructury do nci-
operafia ternard asociatd ei sd fie egali
abstractie ficindu-se de un izomorfisy,
Demonstragie. Demonstratia primei pirti se face la fel cu cea a t
rimine si aritidm ci prestructura de inciden}d 8§ este O; — I tranzitiv

Pentru aceasta, considerim un element arbitrar b Q si definim apli
puncte, datd de

eoremei 1 ;
a (1=12).
cafia, pentru
(00) = (o)
(1) — (m)
(a,c) - (a + b,c)
iar pentru drepte
(l-
[4] > [a + b]
y=xm+n->y=(x+b.m+n
Aceast? aplicafie este o coliniatie, deoarece, dacd
(@ac)Iy=2m+ n,avem ¢c=a.m + #»,
dar atunci, avem
@+ bc)Ily=(x—0b).m+n
si cum b a fost ales arbitrar in Q si
0,4 (0,0) —» 0, (b,0)

rezulti ci 8 este 0, — l tranzitivd. 0, — [ tranzitivitatea se demonstreazi ca §
1a cazul teoremei 6. 5
fn incheiere dim urmitoarea teoremad:
. ey g 0
TeoREMA 9. O prestructurd de tincidentd O; — I lranntiva (6 = 1,2) este
. -- 3 o ] . — 1 2)-
yuctura de incidentd 0;—1 tranzitivd (¢ , o ] 4
* Demonstratie. Pentr:1 a arita ci prestructura de 1nc1denta_e1:§te tg :g:c;:::ci‘
de incidenta este suficient si dovedim cid oricare doua puHCtexdlSi mlfnem e it
dente exact cu o dreapti. Fie punctele (x,,3,) §i (%2 ¥3) cui écl =X, 51 P
ca ele si fie incidente cu dreapta [m,b], atunci putem scr
Yy =% .m4b
Yp= 2%, .m+ b

Exprimind pe b din cele doud egalitidfi, avem
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—(®m) + 1= — (2;m) + y,

sau
oM — % M=y, -y

(xz—xx-l"xl)m—xl.m:y,-—yl

deci
(%3 — %) . m =Y — N

sicum %, — % F 0, rezultd cd m este unic determinat, de asemenea
b= — % .m+ Yy, este unic determinat §i cu aceasta teorema e demonstra ti.

(Intrat In redactic la 13 apeilic 1970
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O KOOPIHHALMHU W NOTPY)XEHHUH CTPYKTYP MALEHUS B
(Peaowme)

B paGore pacnpocrpausieTcst MeTon KOOpAHHALHH, RaHHKIL Mapmannom Xoanom [1] zna crpykryp
NajtenHs, OGOGILAIOWHX NPOEKTHBHYIO Maockocts. OQ606Wwas camo MOHATHE -CTPYKTYPhl NMafeHHS, aBTOp
BBOAHT NOHATHA TNPEABADHTENBLHOH CTPYKTYpbl CJA6Oro RNafeHHs, COOTBETCTBEHHO npenaapmenbcﬂ)on
CTPYKTYPR! MajeHHA NYTEM OC/AG/NeHHR YCAOBHA eNHHCTBA NAajaloHX NPAMEX ABYMS TouKamu. OHO
OyAeT NMOCTY/AHPOBAHO TOABKO AAR ONpeNieNEHHBIX Nap TOYeK. ) N

Yeranamnupaercst 3KBHBAMEHTHOCTb MeX Ay reoMeTPHYeCKOl CTPYKTYpOA H acCORHHEPOBAHHON afl-
re6paHyeckoii cHCTeMON.

Hayuatorca ocoSennoctu NPENBAPHTEAbHEIX CTPYKTYP MajeHHs, MOABEPrHYTBIX HEKOTODHIM yc.no‘;
BHAM TDaH3HTHBHOCTH. TDaH3HTHBHOCTH ONPEefeNsIOTCA C MOMOWBIO TOMOMOTHII, COXPAHSIOWHX TOMBK
KOAMHHeaUHlo onpenenéHHLIX TPHIIETOB TOYeK.

B nanbneﬁufem onaabmaegcﬂ, YTO nmpeABapHTENbHAS CTPYKTYpa cnaboro naexus O, — Olo 0O, 1848-
XOIHAS AB/SETCH OJHOBPEMEHHO MOTPY}KAeMON B OfHY NpPeABAPHTeNbHYI0 CTPYKTYDY n.aier;u; m’m_a 20
NEPeXolHyIo H 4TO ojHa npelBapHTe/bHasA CTPYKTYpa najewHs O;— 0,0, nepexoakas (i = 1,2)
CTPYKTYpoit nagenns Oj — O, O, TpansuthBHON (i = 1,2)

SUR LA COORDONATISATION ET L'IMMERSION DES STRUCTURES D'INCIDENCE
(Résum é)

i isation”’ ée par M. Hall
Dans le présent travail 'auteur étend la méthode de »,coordonatisation donn !
[1] & des strucIt)ures d’incidence généralisant le plan projectif. En génfral_xsant la x?glt.lont n(;:m t; ég:msg:::e
’ﬂll‘te d'incidence, on introduit les notions respectives de préstructure d gcxdgnge fai e; ed o points Elle
d'incidence, par Yaffaiblissement de la condition d'unicité de la droite incidente eux p .
B¢ sera postulée que pour certaines paires de points. .
On établit unqe éqt?ivalence entre lIs)! structure géométrique et le .systéme algéb:l-xig}xe a?:céré;nsitivité
On étudie Jes particularités des préstructures d’incidence soumises 4 des con ui(;néiﬁ e certains
Les transitivités se definissent 2 I'side d’bomologies qui conservent seulement la co
mpleténdgépomg. éstructure d’incidence faible O,— 0,0, transitive est en méme temps
mon; i ’ réstruc 10 ;] nei -
Plongeable dans u;ﬁg&g:ﬁ‘;": dec1 dence O,— 0,0, transitive et qu'une préstrqc&xrle <12 ;ncxdence 0
=0,0, trangitive (j = 1, 2) est unme structure d'incidence 0;—0,0, trausitive (¢t=1,2).
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Pour une fonction F définie sur Bet 4 : <%, ¥; >, i =1, k une sous-divi-
sion de B nous noterons par «(F, d) la somme

3
ofF, d) =Y [F(y) — F(=)]-
s=1
On voit pour chaque sous-division d que «(F, 4) = o(F, d,), oit par d, mous avons
noté la sous-division réduite de d (voir [1] page 25).

DEFINITION, Soient f et F deux fonctions définies sur la base B. Nous disons
que F est une fonction absolument continue relative & f sur la base B si a chague
nombre € > 0 correspond 0 > 0 tel que

l(‘)(F: dv) - G(f, d)l <e (13)

pour chaque sous-division d qui vérifie Vinégalité A(d) < ».

Nous allons noter par AC(B, f) la classe des fonctions absolument continues
relative 4 f sur la base B. Si F & AC(B, f) alors la fonction @ définie par la
relation ®(x) = F(x) 4 C, x& B ot C est une constante, appartient de méme
ala ((:}?sse AC(B, f), parce que nous avons pour chaque sous-division 4@ o(®, d) =
= o(F, d).

TaEOREME 1.2. La primitive M, d’une fonction f intégrable M, sur B appartient
@ la classe AC(B, f).

Démonstration. Par hypothése f est intégrable M, sur B, alors il résulte du
théoréme 3.3 [2] que la fonction f vérifie la propriété S, sur B. Donc au nombre
e > 0 correspond % > 0 tel que

1e(@) — of@)] < e (1.4)
pour chaque paire de sous-divisions d’, d”, &’ < d" (voir [1] page 27) qui véria
fient Vinégalité A(d') = A(d"’) < 9.

~ Soit d une sous division qui vérifie I'inégalité précédente. En notant par day,
: k

j=1, k, les composantes de d nous avons d; N\ d;, =@, j,; 27, et d = L:J d;.
j=1

Nous remarquons que les sous-divisions (d;),: < %;, ;> , j=1, k, sont unidjimen-

sionnelles. On considére les bases B; = B hYil, = i

est intégrable M, sur B; et ’ (11 93} =1 & La fonction f

(M1, fwydn = F(3) — Fl), = TR

= ro

bl

Nous noterons par N, a2, ..., d

que & =4, & <d, n=12 .. et .) une suite de sous-divisions de B telle

Him 3(a") = 0. (1.5)

f:::;i dd;.' (ie; sous-divisions d? = d* () (d;),, j=1,%, n=1,2 ... alomsil
e R 1 n . I I .

divisions de B,-? l%‘c:ic@’(dj, G oo d:' v ++-) §=1,k est une suite admise de

amolf, &) =Fly) — Flxy), j=TF,
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ainsi qué
lim o(f, &) = o(F, d) = o(F, 4,)
Parce que d=d"<d* n=2 3, ... de (1.4) on déduit que
lo(f, @) —of, Al <&, n=1,2, ...;
dots 2 la limite résulte (1.3).

TupOREME 1.3. St pour la fonction f définie sur By 1l existe une fonction O
& AC(B,, f) alors il existe la base B C B, telle que f est intégrable M, sur B.

Démonstration. Par hypothese il existe la fonction @ telle que & chaque nombre
¢> 0 correspond 0 > 0 ainsi que

|°)(¢» dr) - G(fr d)' <%

pour chaque sous-division 4@ pour qui A(d) < v. Pour deux sous-divisions d’, 4",
d < d' telles que A(d’) = A(d"”') <+, nous avons

lo(f, @) — olf, &N < lo(f, 47) — w[®, (@"),]] + |o[®, (@)1= of, &) <,

parce que (d'), = (@"),. Il résulte que f posséde la propriété S, sur B,. Alors on
déduit du théoréme 3.4 [2] qu'il existe la base B C B, telle que f est intégra-
ble M, sur B.

2.*Soit un point x & (a, b), 4 C [a, b] un ensemble mesurable et 4, = AN
N[{x—hk, x+ k), par v(4, x) nous noterons la limite

v(d, %) = lim 24
h0 2k

Evidemment 0 < v(4, #) < 1. Si v(4, ) =1 on dira que le point » est un
point de densité 1 pour I'ensemble 4. On sait [4] que si m(4) > 0, alors m(4')=
= m(4), ou A’ est 'ensemble des points de densité 1 de A. Si, pour la fonction
donnée F, il existe la limite

h 0 h

pour x - he 4, x < A’ alors nous allons appeler Fa(x) la dérivée asymptoti-
que de F sur le point x. ;

Si 4 est un ensemble parafait 4 C B, nous désignons par [, b;], ¢+ = 1,2, ...
les intervalles contigus de A et par d; les sous-divisions d;:{ab;>. Pour
*u %, € B, %, < x, par

Xy

Es [w[F(d),] — o(f, 4,)]
Dous désignons la somme relative aux indices ¢ pour lesquels x, < 4; <¥b; \fi %o

S_l g.' < x1>< b; < x, alors d;= {#%, b)) et si 5 <a;<%< b, alors
= ai: x2 R
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LemMe 1. Soicnt f une fonction inté
. . e ; égrable M
parfait. Alors la série % grade Mo sur B ot AC B un ersemble

b

25 [o[F, (@),]— o(f, )] 2.1)

est absolument convergente.
Démonstration. Parce que f est intégrable M » d'aprés le théoréme 1.2, 3 chaqy
2, e

€ > 0 correspond % > 0 tel que (1.3) soit vérifié. Soient i
les ensembles des indices ¢ =1, 2, . .). pour lesqu.els et xespectivement I, 7-

[oF, 4),] — o(f, d) 20, i&I*; o[F, (@),] — o(f, d) <0, i I-.

Nous considérons les séries

b

22 [olF, (@),] - o(f, 4)] 2.2)
iel+
b
22 [lF, (@),) — o(f, @)1 2.3)
ier-
et les sous-divisions d* = (Jd;, »n =1, 2, .... Parce que
i»n
lim A(@*) =0

il existe N tel que A(d") < %, pour » > N. Mais
w[F, (d%),] — o(f, d%) o d% = \Jd; est le reste de la série (2.2). De (1.3) on déduit
. t>n

el
que le reste de cette série converge vers zéro, donc la série est convergente. De
méme on démontre que la série (2.3) est convergente. Parce que les séries (2.2)
et (2.3) sont convergentes il résulte que la série (2.1) est abolument convergente.

LEMME 2. On considére une fonction f intégrable M, sur B et A C B un en-
semble parfait. Alors presque partout sur A a liew la limite

x+h
lim — 5>, [olF, (@), — olf, 4)] = 0. (24)

Démonstration. Soit g la fonction

0 xe A
glx) = 1

b,‘— a;

[[F, [@),) — o(f, )] #€ (an ), i=12 ...

Si on note par g; la valeur de la fonction g sur (a;, b)) alors d’aprés le lemme 1
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b
Ja série E’-(b;——ﬂ;) g; est convergente. Puisque d s'annule sur A4 cette série est
mmable. Soit G la primitive de g alors

66 = | g0 du = 33 (IF, (@),] ~ o(s, 4)).

presque partout sur [a, b] la dérivée de la fonction G coincide avec g. Donc presque
partout sur A
z+h

tim - 35[0 lF, 4))] = olf, 4)] = lim Q3B =6 _ g

h=0 £ = &

LemMe 3. St f est une fonclion intégrable M, sur B qui sannule sur un
ensemble parfait A C B, alors

[

(M), s ax = D) fwan
ot B;=BN[a,b]), =1 2 ....

Démonstration. En vertu du théoréme. 3.5 [2] la fonction f est intégrable

M,sur B, i=1,2, ....80it 9D, D,, ..., D,, ...) une suite admise des
divisions telles que si x& D, et v B;, alors a; b, D,. Il résulte que

D)= (f, D), 2.5

o/, D) = 35 o/, D 25)

olt o,(f, D,) est la somme intégrale correspondant aux points % & D, qui apparti-
ennent A la base B, et D signifie la somme relative aux indices ¢ pour lesquels

' €D,
D,N B, # 0. Puisque.
lim 8(D,) = 0,

n— o

1 résulte qu'il existe N, tel que §(D,) < b, — a; pour #n > N, et donc, dans la
somme (2.5) pour # > N, il y a le terme o,{f, D,). Alors nous avons

(M*)S f(x)dx = lim o(f, D,) = lim 3> alf D) =

B nw Her @ ieD”
. AL
j=1 By

THEOREME 2.1. Pour chaque fonction f intégrable M, sur B, presque par-
tout sur B

Fis(x) = f(2),
O F est la primitive M, de f.
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Démonstration. Par hypothése f est mesurable, et alors, d’aprés le théorem,
de Lusin [3), pour le nombre naturel = il existe un ensemble parfait 4, B tel.
que la restriction de f & 4, est une fonction continue et

1
md,) >b—a——. (26

”n

Nous notons par A/ I'ensemble des points de densité 1 de A, et par A~ -

C A, Vensemble des points % & 4, pour lesquels a lieu la relation (2.4). On cc;'nsi-
dere les ensembles 40 =A' N A7, n=1, 2, ... et

n’
o o
By = UlAﬂ'-
ne

Parce que m(4)) = m(d;) = m(4,), n =1, 2, ..., de (2.6) il résulte que m(B) =

=b-—al " -
Pour %, B, il existe n tel que x,& A9. Nous définissons la fonction
f(x) xS 4,
- o) - e} .
e =ifan + 1% ) xe@ ), i=12 ...

” "
b,- -a

La fonction g est continue sur [a, b])*, alors g est intégrable et, G étant sa primi-
tive
§ G'(x) = glxo) = fxy). 2.7)
Soit x4 + 5 A4,, alors
Xo+h
flydu — % S gu)du =

%o

Flzy + b) — Flz,) — Glxe + B — G(x))
h h

+5 040,

xBxy 4k

_Glx + B — Gz 1

ot ) ) - g .

La fonction f — g est intégrable M, sur la base %.Bx h=2EB A
et devient nulle sur 4,, alors, en vertu du 1emme°3 o N 7o %o+ 4]

Zy+h [J
M) | U0 — gl an =55, o, ) = gl
ot B,,=B [a, ), i=1,2 ...

Puisque g est linéaire sur [a?, 4] mnous
avons . s s

(M *)S . (/) — g(w))du = F(o7) — F(az) — peihliil (b7 — ap).2

B, 4 2

: Vogr {2] lemme 3 du théoréme 3.4.
Voir [2] lemme 1 du théordme 3.4.
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Donc
F(% + k) — F(x,) — G(zy+ h) — G (%) ix.-}-h
b T LilelF @)1~ olf, )

olt At < @5 H> 1=1,2, .... De (2.4), (2.7) nous déduirons que

3 F(xg + B} — F(x,)

fim == = (o).

’o+heA”

3. Dans ce qui suit seront donnégs plusieurs propriétés des fonctions absolument
continues relativement 2 une fonction f. Nous noterons par O la fonction égale
a zéro pour x& B.

Si @, ®,& AC(B, f) alors la fonction ® = &, — @, appartient 2 la classe
AC(B, 0). Cette propriété résulte de l'égalit¢
o(D, d) = (D, d) — (P, d).
pour n'importe quelle sous-division 4 de la base B.

TatorEME 3.1. Une fonction ® absolument continue relativement & 0 sur la
base B  [a, b] est continue sur [a, b)3.

Démonstration. Parce que ® & AC(B, 0), pour & > 0 il existe n > 0 telque
pour n’importe quels deux points #', 2" & B qui vérifient 'inégalité

2" —='| <. (3.1)

nous avons
[ (") —5@ (x)] = |0 (D, d)] < % (3.2)
ond: <x', ¥ >. Soit o5 [a, b]et x, & B, n=1, 2, ... tels que lim %, = %,.

. n—®
Par hypothése il existe N tel que pour x’' = %, 2" = %,,, ou n, m > N, l'inégalité
(3.1) soit vérifiée, et, par suite, a lieu la relation (3.2). Il résulte qu'il existe la limite

lim @(x,) = k(x,), =205 (4, 0], x,& B.

Nous supposons qu'il existe deux suites %,, y,& B, n, k= l,; 2, .. " telles que
lim %, = lim y, = x,, ' :'
n—r0 k=

lim O(x,) = h(x),  lim O(3,) = h(y)
et
. v = |h(y) — h(x)] >‘O. (3.9)
Nous considérons
O<e<w. (3.4)

_—
*Pour #, & B on considére ®(x,) = lim (). Voir (3.5).
X%,
AeB
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Soient N,, K, tels que, respectivement pour # > N,, k> K, nous avons
(5 — () <2 190 =B <5
et N;, K, tels que, respectivement pour # > N, k> K,
7
‘xn_x0l<%’ lyk—xo|<;‘

Si respectivement n > max(N,, N,), k> max (K, K,), alors
v=[h(y) — K@) < h(3) — (¥ + 1® () — P(x)] +]@ (%) —h(2) <e

- ’inégalité obtenue con-
rce que — x| < |yp — %o + 1% — %, <. Comrfle I'inégalité

}c)raédit (ll’iné!g};iité (3.4), 1 résulte que la relation (3.3) n'est pas vraie. Nous allons
démontrer que la limite

Bm®(x) = h(xy)), * & B, %,& [a, b] (3.5)
a lieu uuiformémen'z—' ;).ar rapport & % - Si |[x — x5 < n et x, %, & B, alors de
(3.2
|® (%) — @ (o) | <-§< €.

Mais si %, § B, puisque B est dense sur [a, b] il existe 2’ & B tel que |[¥' — %} <
<7et

, 2
1@ (%) — @ (xo)l < =
Donc nous avons

1D (%) — @ (%) < O (3) — () + [P (x) — D ()] < e

De la dernitre propriété et du fait que B est dense sur [a, b] on déduit que pour
€ >0 et une suite de points x,, =1, 2, ... pour qui lim x, = %x,, il existe
n—rw

N tel que si > N alors

[®(x,) — O (x,)] < e

De ce théoréme on déduit qu'une fonction ® g 4C(B, 0
continue sur [a,

tel que

) est uniformément
b]. Donc pour un nombre naturel 2 donné et ¢ > 0 il existe M

" ¢ €
©() - o) <5
si |%" — 2’| < v,. D’ailleurs, au nombre ¢ > 0 correspond 1 > 0 tel que

lo (@, 4] < =- (3.6)

pour une sous-division

k=12 ... d de la base B pour laquelle A

de ] d) < v. Soit d :
une sous-division de l'intervalle [a, b] ( ) <7 Soit 4 <Xy, V2>

qui vérifie I'inégalité précé-



LA PRIMITIVE M,
57

considére la sous-division de la base B d@ < 2oy >, k=12

[xk kaB
% HEB, % — %, <y, 1,6 B, f < Z <y

g = {y* ne B
k yk ykGB’ yk_yk<7]k+2p thB) xk<yk<yk'

plors A(@) < A(d) < n. En ce cas
10(0, 1< 10 (&, &)+ TIO (5) — O &)+ 10 () — O (7)) <=

1l résulte de cette courte analyse que, si ¢ & AC(B, 0), alors ® est absolument
continue relativement a 0 sur (a, b).

THEOREME 3.2. Une fonction @ absolument continue relativement a 0 sur la base
B de Vintérvalle [a, b] est absolument continue surla, b]. :

Démonstration. La fonction ¢ est absolument continue relativement & 0 sur
[a, b], donc pour &> 0 il existe n > 0 tel que (3.6) est vérifiée pour une sous-
division d de [a, b] telle que A(d) < . Soient [a,, b}, k=1, 2, ... des inter-
valles disjoints deux a deux tels que

[ ]

Z(bk — ) <7

k=1

Nous considérons les sous-divisions d*, d—, la premiére formée avec les couples
< a, by> pour qui ®(b,) — ®(q,) >0 et la deuxiéme formée avec les couples
<&, by> pour quoi ®(b,) — P(a,) < 0. Comme A(d*) <u, A(d~) < n nous obte-
nons, :

2 10(0) — O(x)| < (@, )| + lo(®, d7)| <.
Soit f une fonction intégrable M, sur B et F la primitive M, corres-
pPondante, alors la condition nécessaire et suffisante pour que ® & AC(B, f) est
quil existe une fonction Gg absolument continue sur [a, b] telle que

®(x) = F(x) + Go(x), x& B,

La Propriété résulte du théoréme précédent et de ® — G& AC(B, 0). Qet%e
€galité donne la structure de la classe AC(B, f). En conformité avec les théore-
l;nes 13 et 21sid g AC(B,, f) il existe une base B C B, et une fonction somma-
e go telle que f est intégrable M, sur B et presque partout sur B

D, () = f(%) + go (%)-
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sidere une fonction f intég;able M, sur le base 1.5‘, un point xg p
et h!(’)u’hc;n:)l’ i:- hy, %+ h,&B. Soitd:<x— By 2 > 5 <% % + NN
parce que f vérifie la propriété S, sur B¢ nous avons
lim L [(hAhf(x) — Buf(m + be) = Bof (£ — k)] =
Mtho0 2
=1lim [o(f, 4) — o(f, )] =0. (33)
h+h—0
TuEOREME 3.3. Pour chague fonction ® & AC(B, f) ¢t x& B
lim [®(x + &) — P(x — B)] =0,
h=0
k>0 x—h x4+ hsB.

Démonstration. Par hypothése ® & AC(B, f), donc au nombre e > 0 il corres.
pond v, > 0 tel que

(3.8)

0(®, d) = olf, ) <2

si A(d) < 7,. Nous considérons un point x & B et h <Otel que x — 4, x + s € B

Soit d la sous-division d : < x — d, x +d >, alors d, = 4. En utilisant la rela-

tion (3.7) pour b, = h, = k au nombre donné e > 0 correspond 7, > 0 de sorte
que

o/, d) — 2H/(x)] = |2hf(x) — Bf (x — h) — b (x + B)] < i
si b < 1,. D’ailleurs il existe 7, tel que

121 (%)] < ;

si b < ng. Soit 0 = min(xn,, 1, 1), alors pour 0 <h<n; % —h x4+ h& B nous
avons

|D(x + &) — O(x — b)| = |o(®, d,)|< |o(®, 4,) — o(f, d)] +
+1o(fs B) — 2k f (2)] + 12k f ()} < e.

La relation (3.8) donne en particulier une propriété de continuité symétrique
de la primitive M, sur les pointes de la base B.

(Manuscris regu le 13 novembre 1969
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¢ Voir {2] le théoréme 3.2,
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PRIMITIVA M, A UNEI FUNCTII INTEGRABILE M,

atinuarea articolelor [1, 2] se defineste si se studiaz primitiva M, a wnei .funcﬂi i

. integrabﬂe M, pe B. Se defmes;te .gl.S) clasa ./_1C(B, f) a functiilor abso.lut continui relat?js l‘:abxl:
s"bazﬁ B. Primjtjv; M, z unei f;ng‘;uﬁmeﬁiumbxle gi integrabile M, pe B apartine clasei AC(B,}))
0 eazd ci dac este primitiva M iei o qf § p .
ul 2 se demons primitiva a functiei f mis

Il;ta p;r af::flci. aproape peste tot pe B, * Hel f mésorabile si integrabile M,

in co

Foyl#) = flx).

ragraful 3 se dau mai mul}e teoreme referitoare la continuitatea functiilor din clasa AC(B, f). Pentru
%E});C(gB, f) i € B se aratd ci funcfia @ verifici o proprietate de continuitate simetritgﬁ ('QB).

NPHUMUTHB M, OJAHOHN MHTErPUPYEMOH ®YHKLMH M,
(Pesiome)

B npononxenne crareil [1,2] onpeaensiercst 1 H3yyaercs NPUMHTHB M, OHON HaMepHMOM U HHTerpR-
pyemoit (pyHKLUHH M, ua B. Onpenenserca (10.3) knacc AC (B.f) a6conoTHo HenpephiBHLIX bYHKUHI OTHO-
chreaho f Ha Gase B. Ilpuntis My ofHOll byHKun u3mMepuMofl M HHTerpupyemoit M, na B npu-
wapnesnt kaaccy AC(B.f). B naparpade 2 nokasuipaercs, aro ecit F sipnsiercss npHMHTHBOM M, dyHKuHH
£, namMepMOil H HITErpHPYeMoll M, Ha B, Torna noytk Bcioly Ha B

F:ls (u) =f(u)‘
B naparpade 3 1aércsi HeCKONBKO TeOpeM, KacaloMHXCA HenpephBHOCTH BYHKUHMI Kiacca AC(B.f).

Ilas & € AC (B.f) u » € B noka3niBaetcs, yTo GpyHKuus @ yI0BJIETBOPAET CBONCTBY CHMMETPHUECKOH He-
npepuBHocTH (3.8).

’






LES FONCTIONNELLES GENERATRICES DES FONCTIONS SPLINES

C. KALIK

On note par H{)(a, b) la fermeture de I'ensemble C®[a, b] 4 l'aide de la
norme

et} = Tleell® + 112e® ]2 1)

o1 || || représente la norme de I'espace L,(a, b). L’ensemble H®(a, b) ainsi défini
est un espace hilbertien avec le produit scalaire

(#, V) = (%, v) 4 (u®, v¥) (2)

Nous rappelons qu’'ont lieu les inclusions C® (a,b]C H{ (a, b)CC*-"[a,d]
Sur H{¥(a, b) sont données les fonctionnelles linéares et continues F,, F,,

..+, F,. Dans le travail [1] on montre que dans le cas ol existe une constante posi-
tive m de fagon que I'inégalité

S FHw) + 12 > w2 @)

ait lieu pour chaque v & H® (a, b), le sous-espace S = (Ker F)L du H{® représente

I'ensemble de toutes les fonctions splines relatives aux transformations F = {F,,...
k .

F} et D= di-k' En outre la projection orthogonale de n’importe quelle » g H®
X

est justement la spline interpolatoire de cette fonction. .

Le but de ce travail est de préciser la classe de toutes les fonctionnelles pour
lesquelles l'inégalité (3) est satisfaite, cequi assure en vertu des résultats obtenus
dans [1], I'existence des fonctions splines. )

Etant donné que les fonctionnelles F,, F,, ..., F, sont continues sur HP (a,b)

il existe une constante C, > 0 de fason que
[Fau)| < ¢4 [lull,

pour chaque 1 =1, 2, ..., n et w& H® (a, b). Par conséquent, nous avons

v

S Fafu) -+ 160 [ < 5l + 16011 < (ncf+ Dl @

i=1
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cette condition assure que le systéme d’équations
e o

I ..
qura la solution unique pour chaque 1< j < . 11 faut mentionner que (A,-u)"al?
j=Tk

=0,k—-1

B
est la matrice inverse de (F"(x’)).;.:x,—i . Notons

L2
Gj = QAJuFu (G=1 4. (10)
Do, en se servant de (9) on obtient la représentation
]
Fi=2 Fu#G, (=17 (11)

Les représentations (10) et (11) montrent I'existence des constantes d > 0 et

D > 0 de sorte que
*

A
8 1) < 360 < DY Fi) (12

tm]

soit valable pour chaque # & H{" (a, b). En vertu de I'inégalité (4) et (12), la démons-
tration de I'équivalence des normes (1) et (5) se réduit a celle de

k
27 GHoo) + [l > 8llul2 (13)

Dans cette intention nous avons 2 faire quelques observations auxiliaires. Soit 84—
I'ensemble des polynémes d’un degré inférieur ou égal & k — 1. Notons par =,
Ie projecteur orthogonal de I'espace H(a, b) sur ;. L'opérateur ¢y =I—m
est le projecteur orthogonal de H®(g, b) sur la complémentaire orthogonale de
%-1, notée par gL .. Soit

[lmnl] = |lwl] et [|Qwu]] = |Ju®]]

Donc nous avons [lul[? = [imu]|® + [|Q:#|[2 Soit aussi

. 5
T = ), G et |[lmu|i® = EIGJZ(M)
=1 =

Not i 'ai i
ﬁfens aussi @, = I — m, et ||Quu|] = |l ||. A Taide de ces notations on peut

Al = iyl + flas | = [l + (= sl + [P <
< ©f|lmaull? + |l(my — mo)uell® + [P
Cela signifie que pour démontrer I'inégalité (13) il suffit de montrer que

[[(y — mo)u|]® < e1”“m”2

(14)
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Pour cela nous pouvons écrire

H(my — mu||t = [Img(my — Dl = |Imo(l — @ — Dul* =
k
= ||meQyul[? =.z_; G?(Qlu)

D’autre part nous avons

GXOw) < CollQyll2 = C{{ImQuul* + 110:[17} =
= Cefll(my — m)ue][2 + [[u® |2} = Cyllut®||?
Ces inégalités montrent que la formule (14) est valable, et par conséquent, I'iné-
galité (13) est démontrée, ce qui revient 2 dire que le théoréme est aussi démontré,

Enfin il faut faire remarquer que dans les considérations ci-dessous I'espace
H¥ (a,b) peut étre remplaeé par n'importe lequel de ses sous-espaces. Les sous-espaces

le plus fréquemment appliqués sont ﬁ,_(,")(a, b) et HP*#(a, b). Le premier est la
fermeture dans H{®(a, b) de I'ensemble C¥ (a, b), et le deuxiéme est la fermeture
de Vensemble des fonctions périodiques ayant la période b — a. Dans le cas de

ﬁ;_,“(a_. b) on obtient les fonctions splines qui satisfont les conditions aux
limites:

s (a)=sii(p) =0 (j=0, k—1)
et dans le cas de P'espace H"¥(a, b) on obtient les fonctions splines périodiques

(Manuscrit regn le 11 juin 1970)

\
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FUNCTIONALELE GENERATOARE DE FUNCTII SPLINE
(Rezumat)

Is 717 se indicx megaht;ata (2). care asiguri existenfa functlilor spline relative la functionalele
dk)

F, F,, ..., F,sioperatornl s In prezenta Jucrare se caracterizeazi functionalele F,, F,, ..., F, pentru

case inegalitatea (2) are loc. Anume, se demonstreazi cii (2) este adevidrat} atunci §i numai atunci, dacd

raogul matricei (3) este egal cu k.

®YHKUWOHAJIBI, TEHEPHUPYIOLIUE |, SPLINE” dYHKUUU
(PesomMme)

B (1] naérca nepasencreo (2), o6ecneunsaiowee cyuectsopante ,,spline” QyHKUM, OTHOCAUHXCA
' d(k)
K Gyuxunonanam Fy, F2, ..., F,, a TakKe K onepartopy i B cratee xapakTepmsyiorcs ¢yHKUHOHATH
X
F, F, ..., F,, Anz KOTOPBLIX HMeeT Me

P CTO HepaBeHCTBO (2). JlokaswiBaercst, uto (2) ABasercss BepHbM
TOr15 H T01bKO TOr 13, KOrAa panr MaTpHumi (3) paBeH K. @ ' @



0 CARACTERIZARE A OPERATORILOR DIFERENTIALI

A. MURESAN

1. Un operator diferential pe un domeniu din R* se defineste cu ajutorul
unei expresii difel.'enpalg.v Cind deﬁ_mm un operator diferential pe o varietate dife-
renjiabild poate fi folositd, aceeasi 1d?e, expresia diferentiald fiind dati in fiecare

m local de coordonate, astfel incit si fie asigurati invarianta ei la schimbarea

siste
sistemului local de coordonate (N. Teodorescu [7]; T. Y. Thomas,

E. W. Titt [8]). 5 o
Se pune problema dacd nu se poate defini un operator diferential pe o varietate

diferentiabild printr-o definijie globald, neintervenind astfel sistemele locale de
coordonate.

Aceasti problemi a fost pusid in mai multe moduri si s-au dat §i solutii pentru
ea de citre mai mul{i autori, dintre care amintim: J. Peetre [3], (4], L. Hé6r1-
mander [2], S. Spagnolo [6], M. Engert [1].

In prezenta notd ne propunem a generaliza rezultatul dat de Spagnolo §i de a
stabili 0 legiturd intre rezultatul lui Engert si un rezultat al lui Hérmander.

2. In lucrarea [6] Spagnolo di o caracterizare a operatorilor diferentiali carac-
terizind formele biliniare ce-i definesc. In cele ce urmeazd folosim definitiile si
notafiile din lucrarea mai sus amintita. Are loc

-]
TeoREMA. Dacd o :I;l(Q) X H (Q) = R este o formd biliniard ce verificd
conditiile.;
1) a este continud
1) « este simetricd .
iii) a(u,,+): D(Q,) » R este o distributie regulard oricare ar fi QC{xlx& Q,
w(x) = 1}, atunci « admile wrmdtoarea reprezentare:

. . o
«(%, v) = S (;,,'E=1 a,(%) 35: P + aouv) ax (1)

ort : .. . = a:
care ar fi u,v < D(Q) si oricare ar fi a, a, S L2(Q) v a; = %
Demonstragie. Conditiile i), ii) ne conduc la urmitoarea forma pentru «,

” 'a“ dv 2
a(u, v) = <A, uv) +s'12=1 <B;'j» 5; 6—:; ’ ( )

tode 4 si By sint distributii pe Q si By = Bii

5 —
Ma!hemauca-mechanica — fasciculus 1/1971
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Acum oricare ar fi #€& D(Q) aéggexg u& D(Q) astfel ca % = | i jugy
) ~ s . % 0, deci tinind cont
suportului lui %. Obtinem #%u% = # $1 '0%; 0% ’ nt de i avem;

alu, w) = (4, ) =<4, wd=C 4o, ), unde 4,aL=(Q),

Deoarece % a fost arbitrar aleasi deducem ca:

|

(4, v) = CAo w) + 2 <Bif: gﬁ?‘>, cu 4,6 L=(Q)

i, =1 dx; Oxj (4)
Teorema va fi demonstratd dacd se stabileste cd B;j& L~(Q). Pentru aceasty
este suficient de aritat ci B, sint functii mésurabile, dat fiind faptul ci sy
mirginite pe Q. o
Intr-adevir in acest caz aplicajia:

(%, v) _,S ( ilB,.,- Gu S + Aouv) dx este o formd biliniard i continud pe 9(Q) x
a

W= dx; 0%
o
X 9(€)) care se extinde prin continuitate la o forma biliniara si continui pe HY{(Q)x
x H(Q). o 3
Vom da in continuare demonstrajia unei leme care ne va stabili rezultatul
pe care-l1 dorim.

Lema. Daci «:9(Q) X D(Q) - R este o aplicatie biliniard astfel ca oricare
ar fi 4, v& DQ) sd avem:

3

1° a(u, v) = (Ao uv) + '21 <Ba‘» % 9«

ij= % (i 271
unde A, g L°(Q) 3¢ B;s9'(Q) cu B; = Bj;;
2 la(, o)l < Ml - lo]lan,
atumes B L2(Q), 4, j =1, .

Demonstratie. Notim : o' (u,v) = a(u,v) — (A, uv).

Rezultd: a'(u,v) = 3 <B1‘i: LN
§5=1 0x; Jx;
In plus: |o/(u,0)] < M||ullin - |Jo]lm.

5 A . < PP . . B,@
alLs (113;1. acestea sint chiar cele doui conditii din lema datd in (6], dect Dij

3. Fie 17 o varietate d 5 Co f ¥ — . de clash
Ce. Notim cn CQ(V"";; e clasi C= 5i £ = (E, p, X) o fibrare peste V.

. ; ST Tie

Jw mulfimea secfiunilor de clasi C® a fibririi 2
P: CH(V » §) = C=(V, ) un operator diferential.
Ormander a demonstrat urmitoarea

TEOREMA. O aplicatie liniars o ; ste 1"

M. U aplicaf ard §i continug L:Ce(V, ) —» C=(V, n) &% .

operator . - » M 1§36
eftc indepllt{f:f: fml biniar de ordin < m dacd §i numai dacd urmdtoared cond
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u orice SEC(V, &), a &V si orice functie f 4, :
clasﬁpggr,f“"wﬁ“ k(A)(a) = e7 MO {L(seM)(a)} este un PoZ{nom vdajor; ;;: lfgr% I;‘f;
" Mo
) W;)lZ’:ie’ 31:25 parte Engert, fird a menfiona rezultatu] 1y Hérmander, demon-
.streazﬁ urmétoarga . | | |
TROREMA. Ew L un ovp eratg r _l‘mar st Coﬂfmuu, L:9R") > LYR™. L este un
peralor diferenfial-diferentd dacd si numai daci spatiul T(L) este finit dimensional,
unde T(L) este spajiul liniar complex (T(\ L), A& R} unde T(X. 1) = vonsprar

re R". R .
Luim in teorema lui Hérmander V = R” iar drept fibriri £ si 7 acele fibriri
care au ca fibre pe R. In acest caz o secfiune s devine o functie obisnuits.

Analog a = 2z € R" 5i A& R”, deci
R(A)(x) = e"-"f("){L(seW)(x)}_

Se observd cd dacd f(x) = x atunci k(2)(x) = e™?%{[ (se™) (%)}, deci : k(A) = T(7,L)s.
Obtinem astfel o parte din rezultatul lui M. Engert.
Rimine de vidzut ce conditii trebuie adiugate in teorema lui Engert pentru

a obfine teorema lui Hérmander. Aceastd problemi o vom studia cu alti ocazie.
(Intrat in redacfie la 16 ianuarie 1970)
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A CHARACTERIZATION OF THE DIFFERENTIAL OPERATO
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Ween M, p. BVeN by S Spagnol o [6] is generalized in the paper, 8 . 176).
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Pentru operatorul (1) avem [1]

%.u(x) = “r”(x) ) al.n(x) = xu"”-l(x)'

anl) == 4 2B () 4 (), “
unde- \m .
= (e TR (T g,
wl= 3 =D (m(w E

Termenii seriei lui #, (x) sint negativi, dupi cum se observd din egalitatea

1 "“"'](r")(m—l)—(—l)"-' o ra=1 ... a—radra) + 1 —1a) ... (= 1—1)
07 wa )™ ™ )l — (] — 1)1
Mai departe avem

r.+1
LU (20 3 S
] E m __ _ s —— 2x2&[0,a], a<], 5
llu'n(x)l < n= "H-lx 1 ¥ < [ ] ( )

- 1—-a
§i deci e adevirati dubla inegalitate

al"+l

<“'”(x) <0, xe[o' a]' a < 1.

1—a

De aici se vede clar ¢ %, (x) tinde uniform cétre zero cind # — oo pe intervalul

[0,a4), a <1 i in consecintd avem verificate conditiile din teorema lui Korovkin.
Tinind seama de (5), avem

leals)] < ot (9)] + 2200y, o) + =D otk by ) 4

+ 2 jup ()< 222 J—-[x’a"' + 2% a4 D 2 g ] <
s Ty 1—-a T s
< L + ala+ 12 4-a .
27, l—a
a 1 a(a + 1)* 4 . A . . N — .
Luind o, = o + —ﬁa’l si in inegalitatea (3) punind m = \/r,, obfinem
pentru operatorii (1) inegalitatea

1B,/ 9 = o) < (1 |3+ or) ol L) 4 222 o

l—-a

+1p
unde c=5(a—l—:)aﬂ, M = max |f(x)|, 0<a < 1.
[ Z< L]

) L '
Dacd observim ci r,a'rC — R °,a<1sinotim « =.\/-l— —cla e,
e - . lna 2 lna
atunci inegalitatea (6) se poate scrie astfel

1B,(f; %) — 7)< (1 + 0)o ( % ) + Mt o

l1—a
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Trebuie observat ci din aceasti inegalitate nu rezulti direct inegalitatea luj
T. Popoviciu (5], céci de fapt, operatorul (1) are proprietatea de convergenti
uniformd cdtre f numai pe intervalul (0, 4], ¢ < 1.

Menfiondm de asemenea ci din aceasti inegalitate rezulti convergenfa uni-
form3 citre f a operatorului lui V. A. Baskakov (1) pentru 2€[0, a},a < 1 cind
# —00 (7, = oc) si in conditiile de mai sus impuse asupra functiei f.

(Intrat in redaclie In 12 martis 1970)
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O TMOPSAAKE NPUBJWXEHHS OXHOIO ONEPATOPA B. A. BACKAKOBA
(Pesome)

B ¢TaThe faérca oueHXa NOpsfKa NpHGAHMeHHA ofHoR dymxumu f: [0,a) R, a < 1 ¢ nosomeio
onepatopa {l] Backakosa. HMeer mecTo hepasenctso (7).

ON THE APPROXIMATION ORDER OF A BASKAKOV'S OPERATOR

(Summary)

An evaluation of the approximation order of a function £:[0, a] - R, a < 1 through the Baskakov’'s
operator [1] is given in the paper. The inequality (7) takes place.

ECA FACy X,
Y \Q,\}‘O"‘: “Cug ~

2 3
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FORMULE PRACTICE DE CUADRATURA, OPTIMALE
PENTRU O CLASA DE FUNCTII

GH. COMAN

Se considerd formula de cuadraturi
T

[ e = A1) + 01+ ALF8) + SBnd]F -+ Ay[53) + S(mg)] +
N + h[f(xpih). + .o+ f(xm—ﬁ—l)] + Rpyq () o (1)

unde Ag,4,,...,4, 0< < [—’"T_-l ] , sint parametri arbitrari, iar nodurile sint in

progresie aritmeticid cu ratia 4, adicd x; = %, + ¢4 (4 = 0,1,...,m). ‘ .

Se ' pune problema determindrii ‘parametrilor 4; (¢=0,1,...%,p) in ipoteza
cd formula de cuadraturd are gradul de exactitate (r) dinainte dat, iar in cazul in
care din conditiile impuse de gradul de exactitate nu pot fi determinati to}i para-
metrii si fie satisficute condifii suplimentare legate de o evaluare cit mai convena-
bild a restului R, ,(f). }

Aceastd problema a fost studiati de Durand [6] in ipoteza ci gradul de exac-
titate » =15l p=1, Lacroix [6] pentru r =3 5i p=2,G. Coulmy (1]
pentrd » = 1 si p = 3. In aceste lucriri nu s-a pus, insd problema studiului restului.

Un studiu sistematic al formulelorluiDurand, Lacroixsi G. Coulmy
este ficut in lucrérile Prof. D. V. Ionescu ([3], [4], [5], unde se di o metodd

pentru construirea lor si a altora similare cu ele; inipotezacdr =L,z =35ip < 4.

Tot aci, in ipoteza cd functia f este de clasd C"[x,, #,,], se dau expresiile restului
din care se trag concluzii cu privire la aplicarea uneia sau alteia in practica.

In aceastd lucrare se studiazi formula de tipul (1), in ipoteza cd gradul de
exactitate este egal cu unu (» = 1) si p arbitrar, pentru f aparfinind clasei W@
(M ; %4, x,,) a functiilor definite pe intervalul [#,,%,], avind derivata de gr.dxvnu}
intfi continui pe acest interval si derivata de ordinul doi segmentar continua si
satisficind conditia |f"'(x)] < M. ) -

Restrictiile suplimentare impuse asupra parametrilor 4, (& = 0,1,...,9),
vor fi astfel alese incit restul formulei si ia valoarea minima.

S4 considerim integrala

Em

k Sf(x)dx. )

%o
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pe mullimea polinoamelor f — Ax — B de gradul al doilea cu coeficientul lui x* egal

N . pe)
c % si coeficientis A 51 B arbilrars, este atins pentru polinomub unic To(x) = 29—

B_ &),
s 2)
Demonstratie. Avem .
% _ 94447+ 2B — ah =0, % _ o\ AT+ 2B —h=0,
24 B

. . k3 at .
a cirui solufie unici este 4 =a, B = 55 Cum

24 3B*

lema este demonstrata. o )

Se spune ci dintre polinoamele de gradul al doilea cu coeficientul lui x? egal

cu% , polinomul T,(x) se abate in medie cel mai pufin de la zero pe intervalul
[a — A, a+ k). : : :

Conform lemei, integrala I, (k = 2,3,...,p + 1) ia valoarea minimd in singu-

rul caz in care functia ¢, (k =2,3,...p + 1) coincide pe intervalul corespunzitor

(%1, %) (R=23,...,9+ 1) cu polinomul care se abate in medie cel mai putin dela
zero pe acest interval. Pentru aceasta trebuie si avem

2 20 (291160,
040B .

k—

1 _ _ _
%o+ 3 A, =”“;‘2+-—"’*(1e_. =23,...p+1)

i .
P 1 (2pq + 232 i-x‘—'x-'—l3
% Az, = L(AatH)? _ 1 (m—xn=1¥,
3+ oA 2( L ] 8( - ) h=23,....5+1),
care sint echivalente cu urmitoarele relatii:
A =
YT EL VR~ SV IS ' PR .
$=0 d 2 k=1 t 32 -4~ ""’P+ .
De aici se obtine:
13 35
Ao_'é_zh’A1=3_2h:A2=A3=...=Ap=h. (8)
Se verifici ugor ci pentru valorile (8) ale i ii
: PR ValorLe parametrilor 4, si integralele I,
lfézz,éér-e;;?n;’;lfarea r[mmma, ]ad[lca si functiile @, @4, .. ! ciincidg;e interva-
. .aoa.re Xp) Xp > [Xpaq, % , ... CU litc ”
med11en:e1 dma} gutllll de 1a zero pep;:esg 2i]ntervale. polinoamele care se abat I
rodu i : s . R . .
valon avemcm valorile (8) ale parametrilor 4 » in (7) si observind ci pentru aceste

I,=1081 ;s 5 _ 1
0= e =2 (k=23...,m—1),
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se obtine
J=2T,+ (m— 2)T,,=(£:—8+322]h'.
Prin urmare
Rt (< (g5 + ) M, ©)

pentru p > 0.
Pentru p = 0 se obtine formula de cuadraturi a trapezelor.
In felul acesta s-a demonstrat

TeorREMA 1. Formula de cuadraturd de tipul (1), avind gradul de exactitate
egal cu unu, pentru care evaluarea restului (6) are cea mai micd valoare este, pentru

>0

m
_ 134 35h

Sf ()dx = = [f(xo) + fxw)] + 5 [f (%)) +fm-1)] + 5 [f(xs) +
%o (10)
+ oo+ f(xme2)] + Ry (N,

c1e evaluarea restulus datd de (9) si formula trapezelor pentru p = 0.

in incheiere vom considera cazul in care, in membrul al doilea al formulei(1),
lipsesc valorile functiei f pe nodurile %, si #,,. Cu alte cuvinte, vom considera o for-
muld de forma (1) de tip deschis §i anume:

(71 dx = A0 + i)+ o+ Asfl5) + Srm)] + 5 ) +

%o

+ s +f(xm—-9—l)] + Rm—l (f): (11)
unde f&aW® (M ; x,,x,). Si aici pentru restul formulei se objine evaluarea
*m
| Ru-s (N1 < M lo() [ a5, (12)

*o
unde funcfia ¢ coincide pe intervalul [, _;, ;] (¢ = 1,2, ...,m) respectiv cu functiile

(x = %)

e (%) = 2

Ps(¥) = L= - % —2%)' — 4, (x— =)
Pps1 (¥) = (—’;-;2!—"):— Az — %) — ... —dp(x — %)

Pp2(¥) = i:—zﬁ‘ﬁ"— A, (x — %) — - — Ay(x — %) — h(x — %p4.)
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Pm—p (:L) =w -+ Al (x - xm+l) + e + Aﬁ (x - xm—-ﬁ) + h(x - x’”-f’—l)
m—p—-1 2
pmesl) = I Ay (= ) o A (= )
(x — 2m)? .

Pm (%) ==

fn mod cu totul analog cazului precedent se demonstreazi

TeorEMA 2. Formula de cuadraturd de tipul (17), avind gradul de exactilate
egal cu unu, pentru care evaluarea restulus (12) are cea mar mica valoare este

{10 = 52 1050 + S5 1 2 ) + S5+
AR e L] F Rua () (19
sar
29 | m) 4

pentru p > 151

S”f(x).dx =:’3_2"| [j(xl) +f(xm—l)] + h [f(x2) + st +f(xm—2)] + Rm-—l (f)’

P
' (15)
iar
Sm —6 9 6
| Rua (N1 < 22800 1 (16
pentru p = 1.
(Intrat in redactic la 30 septembrie 1970)
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MPAKTHUECKHUE KBAIIPATYPHBIE ®OPMYJIbl, ONTHMAJIBHBIE IJIs
OOHOIO KJACCA ®YHKUMA

(PeaoMe)

B paGote crpoarcs kpanpatypuble ¢opmyan THna (1) u (11), rie f€ WO (M 2y, 1), B
NpeinoJIOKEeHHH, UTO CTeNeHb TOYHOCTH DAaBHA eQHHHLE M p ABJAAETCS NPOH3BOJBHLIM, AAS KOTOPHIX
oleHKH ocrarka (6), cooTBercTBenHO (12), NPHHUMAIOT MHHHMaJIbHOE 3HauEHHe.

INonyuaetcs ¢opmyana (10) ¢ ouenkoit (9) octaTka s p > 0 u dopMyaa Tpaneuuit 118 p = 0, coorT-
BeTc-r;aeuuo tdopayaa (13) c ouenkoit (14) octatka ans p >1 n popmyaa (15) ¢ ouenkod ocratka (16), ans
p=1

PRACTICAL FORMULA OF OPTIMAL QUADRATURE FOR A CLASS OF FUNCTIONS
(Summary) .

Quadrature ;formula of the type (1) and (11) where f& W(}(M; x,, #,) are constructed with the
assumption that the degree of exactitude equals 1 and arbitrary p, for which, the evaluations of the
rest (6) respectively (2) take the minimum value.

The formula (10) is obtained with the evaluation (9) of the rest for # > 0 and the formula of
the trapeziums for p = 0 respectively the formula (13) with the evaluation (14) of the rest for p < 1
and the formula (15) with the evaluation of the rest: (16), for p = 1.

.






ASUPRA REZOLVARII ECUATIILOR OPERATIONALE
NELINIARE DEFINITE IN SPATII I, — SUPERMETRICE

S. GROZE sl B. JANKG

l1. Se considerd spafiul liniar complet L-supermetric X (1] si ecuatia o'peratio-
onald

P(x) = 6 (1)
unde P(x) este un operator neliniar definit intr-un anumit domeniu S al spatiului

X 51 cu valori in spatiul Y de acelasi tip cu X, iar 0 elementul nul al spatiului Y.
Presupunem de asemenea ci P(x) admite derivate in sens Fréchet de ordinul

I si II.
In lucrarea de fati se studiazi problema rezolvirii ecuatiei (1) folosind metoda
Iui Newton — Kantorovici, avind algoritmul

Xntl = X, — [P'(x")]‘lP(x”) (2)

unde #n =0,1,... Se dau condifiile de convergentd ale sirului de elemente {x,}
citre solujia exacta x* a ecuatiei (1), tinindu-se seama de norma generalizatd a spa-
fiului X, respectiv Y [1], unde elementele x, sint determinate cu ajutorul lui (2),
plecind de l1a o anumiti aproximatie inifiald x,. In acelasi timp se stabilesc condifii
suficiente pentru existenta solufiei x* a ecuagiei (1).

2. TEOREMA 1. Presupunem indeplinite conditiile

1° Pentru o aproximatie initiald datd x,, operatorul liniar ce transformi elemen-
tele din SaX in Y, admite un invers T'g = [P'(x,)]73, fiindu-i cunoscut delimitarea

py, x(L'o) < B,
unde py, x(T',) este norma generalizatd a operatorului liniar T'o[1].
2° Pentru elementul x, avem delimilarea
ex(CoP(%0)) < Mo
unde 5..(I°P(x,)) este norma generalizatd a elementulur Ty P(x)aX.
3° Derivata a doua P'(x), este mdrginitd, adicd
Pary(P(2)) < M, )

6 — Mathematica-mechanica — fasclculus 1/1971
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biliniare P"(%),(1] pentru oy,

’ . sratd {1er
prx(P(x)) fiind norma_generalizald a operafss MW v Con

clement % din domeniul S format de sfera difinitd de px
4. Constantele Bono M, satisfac relatia
1
0 < ho’.___-BonoMz< -2— .

. . ; ; fie x* siluatd in S, |
In aceste conditii ecuatia (1) admite cel putin o soluf H i
aproximatiile succesive x, calculate cu ajutorul relafiei (2) converg cdtre x*, rapids.

tatea convergentei fiind caracterizald prin dehimilarea

xl#* — %) < o (Zhe=1 0 4

Demonstratie. In demonstrarea teoremei, cu toate cd me situdm intr-un spafiu
cu normi generalizatd in sensul Jui Collatz 1], vom puteav folo§1 aceeasi metodi
de lucru ca §i in spatiul cu normi obisnuiti. Astfel vom arita cd dacd conditiile
1° — 4°int valabile pentru aproximatia x,, ele rimin valabile §i pentru x,, prima
aproximatie obfinutd cu ajutorul algoritmului (2). . .

a) Considerind formula lui Lagrange, extinsid la spafii cu norm# generalizat}
[1], pentru operatorul I'yP’(x), se obtine

Pxx(Te[P'(%1) — P'(%0)1 < BoMapx(%,—%o).

Beoarece, avem din ipotezi

px(#1 — %o) = px(ToP(%,) < 70,
rezulti
, , 1
PX.X(PO[P ("o) —P (xl)])gBoMz'f)o = ho< '; <1.

. De aici, in baza teoremei lui Banach extinsi la spatiul X considerat [1], rezultd
exnistenfa operatorului invers
H={I — To[P'(x)) — P'(x;) ]}
cu norma generalizatd m¥rginit3

pxxlH) < ——.

1—4,
Avem atunci
HT'y = {I — Ty[P'(xs) — P'(z)]}* - [P'(2)J72 = {P'(x5) - (I —To[P'(%)—
[P()] =[P'(x) ] =T,

PY:X(PI) < ’1‘ * BOEBI'
1—h,

Astfel condifia 1° este satisficutd si de citre %y
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b) Folosind formula tayloriani, extinsd la cazul spatiului cu normi generali-
zatid [1], pentru operatorul P(x,), avem
py(P (%) — P(xo) — P'(x0)(% — %) < %93("1 — %),

care, conform algoritmului (2), ne conduce la

M
pr(P(x) < 7’ %
Rezultd artunci (x,))
1 1 1 hene
= rp - BMyp3 = — =200
m = pxx(l1P(x)) < 2 T—n " Mo = 5 1,

fapt ce dovedeste ci si condifia 2° este indeplinitd de citre elementul x,.
c) Condifia 3° va fi deasemenea indepliniti de citre elementul x,. Intr-adevir,
sfera S, de centru x, §i raza 2, este inclusi in sfera S deoarece avem, pentru un

element x5S,,

l/ h
Px(% — %o) < px(% — %1) + px(% — %) < 2m + e < ] ‘m; Mo = "o (l “h - l) < 2n,.
= e — o
d) Condifia 4° se verifici in mod direct folosindu-se delimitirile normei lui
T, respectiv I, P(x,). Intr-adevir, avem
1

hy=BmM, = So_ L P pp 1B opme .

Ty 2 H=hy Y 2 (L= kgt

Putem deci conchide ci pentru elementul x;, conditile 1° — 4° sint verificate

in baza inductiei complete se stabilesc urmitoarele relatii de recuren{d, ana-
loage cu cele obtinute in cazul particular al spatiilor cu normd obignuita:

Bn—1 1 hn—1 nm—1 1 ka1
B = . — 2 . b o= —
P et T T T — At 2 (1= ka1

unde %, delimiteazi norma lui %s41 — x,, adicd
Px(x»+1 - xn) < Nne (5)

Pentru %, §i m, se obtin delimitérile
by < % @h)?, ..., h, <% (2h,)*
0 < o (2he)* 00 (©)
care se verifici prin calcul direct.
Din (5) si (6) se deduce,
Px(Fnss — %) < px(Zns1 — %) + px(Fntz — %) + o oo + pxlnsp— Inip-1) <

St et gp o @1+ S @) A+ gm@h @ 1)]| <

<@ [l Skt = @ e ()



. JANK
84 S. GROZE, B. J (o]

Pe baza completitudinii spatiului X, existd deci

lim x, = x*.

n— o

Ficind in (7) p - oo se stabileste relatia (4) din enunful teoremei.

Pe baza formulei teyloriene extinse si a algoritmului (2) se stabilegte ci
py(P(%,)) < 2 k(% — ).
Din faptul ci py(%, — %,—1) = 0 pentru # —» 00, rezultd cd
py(P(x,) —» 0, pentru »n — o0
si deoarece x, = x* in baza continuitajii, obfinem
P(x*) = 0

deci x* . lim x, este o solujie a ec. operationale (1)
n=o "

Obsercatii 1. In cazul in care py (') este uniform mairginitd, problema exis-
tentei solutiei ecuatiei operationale (1) date, respectiv convergenfa aproximatiilor
citre solutie, a fost studiati de citre I. Collatz in [1). In lucrarea de fafa aceastd
conditie nu a fost cuprinsd pentru orice element x&S, c¢i numai elementului x,

2. In cazul particular in care spatiul X este normat in sens obisnuit, se regi-
sesc rezultatele date de cédtre L. V. Kantorovici [2]

(Intrat tn redactic la 22 aprilie 1970)
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O PE IEHHWH HEJIMHENHBIX ONEPATOPHBIX YPABHEHWM, ONPEAEJEHHBIX
B L - CBEPXMETPHYECKHX TITPOCTPAHCTBAX

(PesoMme)

ApTtopH craThH, npumenss merol HbioTona-KaHTopoBHua K MMess airoput™
Zni1 = ¥p — [P(%,) ] P(x,),
HZy4aloT NPOG/EMY DELIeHHS ONepaTOpHOro ypasHeHHs! P(z) =0, P{x) Gynyuu onpefenéH B o6nacTH
S L-cBepXMETPHYECKOTO NPOCTPZHCTBA H CO 3HAYEHHSMH B NPOCTPAHCTBE TOCO Ke THNA, Y. [lAs 3TOr0

npeanonaraercs cymnecreoBaHHe obpaTHoro onepartopa Iy = [P'(x,)]™t H ero OrpaHHYeHHe JHWb AT

MepBOro NPHOHKEHHS ¥, PELIEHHS PacCMaTPHBAEMOIO YPaBHeHHs, B OTJAHYHe oT [l], rae aTo mpepmnona-
raercs 12 Ji06ok x € S.
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ON SOLVING THE DEFINITE NON-LINEAR OPERATIONAL EQUATIONS IN
L-SUPERMETRICAL SPACES
(Summary)

Using thc method of Newton-Kantorovici, having the algorithm

Fpg1 = Xy — [P'(#0) ]I P(%,),

the problem of solving the operational, equation P(x) = 0, P(#) is studied, being defined in a domain
S of the L-supermetric space and having values in a space of the same type, Y. The existence of the
reverse operator I'y = [P’(x,)] ™ is assumed for this as well as its limitation only to a prime approxi-

mation x, of the solution of the considered equation, in contrast to [1] where this is assumed for any
xES.






SUR LA COUCHE LIMITE MAGNETOHYDRODYNAMIQUE
NON-STATIONNAIRE PLANE

IOAN POP

Notations

¢, vitesse de la lumieére

71, champ magnétique appliqué
H,, dimension caractéristique associée au champ magnétique

H,, champ magnétique extérieur
N?, nombre d’Alfvén

R, rayon du cylindre

{, coordonnée temporelle

t;, temps de détachement

~

V, vitesse du fluide dans la couche limite

U, vitesse du mouvement potentiel

U,, grandeur caractéristique associée a la vitesse

U, vitesse du fluide par rapport au cylindre

%, y, coordonnées de la couche limite (x-au long du corps, et y- perpendiculaire-
ment sur lui)

p, densité

v, viscosité cinématique

Vv, Viscosité magnétique

6, conductivité électrique

v, variable non-dimensionnelle associée 4 y

@, viscosité dynamique.

1. Introduetion. Au cours des années précédentes d’intenses études analyti-
ques ont été effectuées relativement a I'action mutuelle du champ magnétique avec
le fluide conducteur électrique qui s’écoule tout autour d’un corps. La solution
mathématique de ce probléme technique, d’importance majeure, réside dans la
résolution d'un systéme d’équations différentielles aux dérivées partielles. Cette
solution détermine 'influence du champ magnétique sur le détachement de la couche
limite du corps, sur la force du frottement, sur le transfert de chaleur, etc. Con-
cernant ce sujet nous citons, en particulier, les travaux suivants: celuidel. Teipel
[1], ot I'on établit des solutions par ,,similitude’ pour les équations d'une couche
limite magnétohydrodynamique non-stationnaire plane, le champ magnétique étant
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normal sur le plan du mouvement; celui de A. B. Vatajin [2], qui §'ocCupe
du détachementde la couche limite magnétohydrodynaqut}e non-stationnajre
plane dans le cas d’une conductivité électrique du fluide variable avec le temps,
Nous citons aussi celui de A. G. Boev [3], qui déduit des solutions par ,,simi-
litude” pour le cas d’une couche limite magnétohydroglynanuque,non-statlonnaire
tridimensionelle. Récemment [4] nous avons étudié l'influence d'un champ mag.
nétique uniforme sur le détachement de la couche limite d’'un corps de rotat,lc'm en
mouvement hélicoidal (spin). Dans le présent travail, nous voulons reprendre I'étude
de la formation de la couche limite magnétohydrodynamique plane en présence
d’un champ magnétique appliqué et paralléle 4 la vitesse du mouvement poten-
tiel. En particulier on calcule I'intervalle de temps durant lequel la couche limite
se sépare d’un cylindre circulaire et on montre que ce temps croit au fur et 3
mesure que le champ magnétique croit. Ce probléme a été analysé pour le mouve-
ment stationnaire dans les travaux [5, 6].

2. Equations de la couche limite. Prenons maintenant en considération le
mouvement plan non-stationnaire d’un fluide visqueux incompressible en présence
d’un champ magnétique situé dans le plan du mouvement. On suppose le champ
électrique nul et le champ magnétique appliqué paralléle 2 la vitesse du courant
4 la surface extérieure de la couche limite

HBH, = V|V,

Dans ces conditions, les équations de la couche limite magnétohydrodynamique,
étant supposé connu le champ magnétique appliqué ﬁ,(H,, 0, 0), sont

B, du_  dw QU | o . 0U | g 9H, OH,
5 teg trg =5 tu-Mmuiy VE’+N2(H, ~* 4 Hy ay)' (2.1)
Oy _ 0 up o,
at - ya (u'Hy vH}') + Vn ay’ ) (2.2)
ou ou 0H oH
Q0% g,  OHe, OHy
1o =0 T3 =0 (2.3)

ot N* =H o/4mpU2. Nous résoudrons les équations (2.1) — (2.3) avec les conditions
4 la limite suivantes

u=v=0, . H =H,=0 pour y = 0,

% —> U(x), H, - H,(x) pour y — oo, @4

3. Solution du probléme. Si nous introduisons les foncti ‘
| . tons d
pour la vitesse et ® pour le champ magnétique ® du courant ¢

" % g 39 o _ a0
ay’ 7 o’
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alors les équations (2.1) et (2.2), avec les conditions 2 la limite (2.4) deviennent

op o _ aw 90 0 20 20
—t =" ==(1-N) U=+ v+ N2 22 _°C
dtdy Oy 9x0y 9% Oyp? d ) P 0y* + (ay 0xdy o0z B_‘y’) (5.1)

T U
otdy oy (ax d Iy a,) Ym o (3.2)
9y
d) = —
P ay =0 pour  y=0,
(3.3)
a¢ - U(x) —P U(x) pour y =00,

oy

Pour I'intégration des équations de la couche limite (3.1) — (3.3), nous emploie-
rons la méthode des solutions ,,similaires” [7]: la transformation des équations de
la couche limite en équations différentielles ordinaires. Dans ce but on introduit

la variable n = y/21/v et on suppose que v =v,, [8]. Si on cherche maintenant
la solution des équations (3.1)—(3.3) sous la forme

$=2VRUF(x,n,1), &=2VwUG(x, 1),

alors elles deviennent

R - e ol TR

+U (g-f g{ - gfai';)} — 4N {Z—U [1 _(g_j)“+ c‘;i;] + (34)

+U (2 2e_ % 26 )}= 0,
dx oyt  On Ox0n

a'G a’G au 0*F OF %G  0G d'F
— F % — |tV |==—== =0, (35
+ 6 2 4t 0ton + t[ an' —G an’) v ox dnt Ox 611'” ( )
G
F=Z—F=G=g;= pour n=20,
! (3.6)
.ai: - 1, gq -—) 1 pour "] = OO,
99 n
En examinant (3.4) — (3.6), on est conduit & prendre les fonctions F et G sous

la forme

F(x,9,1) = Foln) + £~ Fu(n) + 2 [(g;’]’Fu(n) +U % Fn(n))] TR
3.7)

Gz, m, 8) = o<n)+t—cu<n+tz[( Gm>+U—Gn(>]+-.--
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En substituant les solutions (3.7) en (3.4) et (3.5), on obtient pour les fonctions
Fo(n), Go(m), Fulx) et Gy(n) (£ = 1,2) les équations différentielles ordinaires sui-

vantes,
F' +29F; =0, G, + 2265 =0,
Fi" + 29F;, — 4F|, = 4(—-1 + F? + FoFj) + 4NY 1 — G2 + GGy),
Gy + 29G], — 4G, = 4G F; — G, F,),
F' 4 2qF,] — 8F = 4ay, G}’ + 24G;, — 8Gj; = 4By,

anln) = 2F;F), — FoFyy — FyFu, an(n) = FiFyy — FuFy,
Bu(n) = GoFlf — FyGy',  Busln) = Gy Fy.
Les conditions 2 la limite des équations (3.8) — (3.11) sont
Fof0) = Fi(0) = Go(0) = Gy(0) =0, Fyfoo) =1,  Gyloo) - 1,
F(0) = Fi,(0) = G;,(0) = G;(0) =0,  Fioo) =0, G(0) —»0.
La solutions des équations (3.8) et (3.10) sont

Foln) = Goln) = nerfy + = (e = 1),
Gu("]) = 0.

n
erf n = %Se-"ds,
1]

3.8)

(3.9)
(3.10)
@.11)

(3.12)

3.13)

est la fonction de I'erreur de Gauss. Compte tenu de (3.13), I'équation (3.9) devient

iyl +2nF}; — 4F, = 4(N* — 1)[—"f’n + = ef+ Lo 2oy 1]. (3.14)

I’intégrale générale de I’équation homogéne (3.14) est

Fiin) = Ci(1 + 2) + G (1 + 2001 — erf ) — Zme=]

D’autre part, nous rechercherons une intégrale particuliére de 1'équation non — homo-

géne (3.14) sous la forme

Fip()=X() erfin + Y(n) erfn + Z(n),
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ou les fonctions X, Y et Z sont déterminées par les équations
X" + 29X — 4X = —4(N2 — 1), (3.15)
" ’ — —_— e i ’ . -—nt 8 ¢
Y" + 29Y’ — 4Y = V;X e~ 4 T;(N' — 1)me—*,

2"+ 22— 42 = — LY o _ B x . emy
V= i 3.15
4(NY — 1) (Ee-w ~2ow 1)
T i3
En intégrant le systéme (3.15) ci-dessus, on trouve

X = (V2= 1) [ = ) Y(n 1= Lo e,
Zi) = (1 = V) (Zent — 2o 11,

z:);e1 ;‘)ette maniére, avec les conditions & la limite (3.12), la solution de I'équation
. est

Fly(m) = (N* —1) {(% - n’) erfty — [(-;— + 3%) (1 +2n2)+%ne""] erf n +
i e el e )

Revenons maintenant au systéme d’équations (3.11). Afin de résoudre ce systéme
nous remarquerons que les expressions

pln) =3 + 1292 + 4yt
gln) = (3 4 129% + dnferf n + T/zi (59 + 2uP)e-,

représentent deux solutions particuliéres des équations homogénes (3.11). Alors
la solution générale de ces équations peut s’écrire de la maniére suivante

— @ @« %
Fyn = Y2 Lol erg)entlas — [ erplolentsids] — p { gl dantssas].
1} 1] 0
Mettant dans cette formule B,; & la place de ay;, nous obtenons une formule corres-
pondante pour la fonction G,(n). Comme les intégrales qui surviennent dans la
formule ci-dessus se calculent assez difficilement, nous ne voulons pas développer

par la suite ces calculs. Pourtant la force de frottement sur la surface du corps

Lo (%] =
By = ulg;fly_o= 5 (welt)* (0:)'n 0,

ntervalle de temps

peut se calculer assez facilement. La condition 3, = 0 donne I'i e t
che limite se

qui s'écoule du début du mouvement jusquau moment ot la cou
détache du corps et conduit a la relation

r1 U s aU2 ‘i’_t_} 1 —_
F(0) + t,:—x F(0) + 2 [(Z;J Fy (0 + U Fy, (0)] 0,
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ol
F,0) = §§6"[q(8) — P(s) oz (5)ds, (3.16)
0
tandis que de (3.13) et (3.16) il résulte ,
F/(0) = % , F(0) = % (1 + ﬁ) = 1,42442% 1 — N9,
Fi0) == D+ (= o V) = — e m) = — 0,21987 = (1 — N,
Fh0) = X - L [~ p V3 T+ 5 1] = 005975 = (1 — VY.

4. Application. Appliquons les résultats ci-dessus au cas du cylindre circulaire
droit. On sait qu’en ce cas

U=2U,sinZ,
R

olt ¥ est la longueur de I'arc de la courbe mesurée en prenant comme origine des
arcs le point critique du cylindre. Mais, comme — dUfdx a une valeur maximale
dans une position diamétralement opposée au point critique, U étant ici nul, la
séparation £} de la couche limite se produit d’abord en ce point et elle est donnée
par I'équation

0,21987£*% + 1,42442¢* — 1/1—N2 = 0, (4.1)

otr ¥ = 2U, ¢/R. L’équation (4.1), ci-dessus met en évidence le fait que le temps
de séparation croit au fur et 3 mesure que N? croit.

(Manuscrit recu le 24 novembre 1969)
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ASUPRA STRATULUI LIMITA MAGNETOHIDRODINAMIC NESTATIONAR PLAN

(Rezumat)

Se studiazi influenta unui cimp magnetic variabil in spatiu gi timp asupra desprinderii stratului
limiti plan de un corp care incepe si se miste impulsiv din starea de repaus. In studiul problemei
se aplici metoda solutiilor ,similare”” — transformarea ecuatiilor stratului limitd in ecuatii diferentiale
ordinare, a ciror solutie se @3 sub formi inchis3. Pentru cilindrul circular se constatd cd, pe misurd
ce cimpul magnetic cregte, desprinderea stratului limita de el se produce mai tirziu.






Pelix Hausdorff, Nachgelassene Sehrif-
ten, I, I, B.G. Teubner, Stuttgart, 1969.

Ces deux volumes, totalisant plus de 1100
pages, édités sous la direction du prof. G. Berg-
mann (Miinster), avec une subvention de la ,,Deu-
tsche Forschungsgemeinschaft”, présentent une
reproduction photographique des manuscrits post-
humes du grand mathématicien, datés de 1934
a2 1938. Peu connus pendant la vie de l'auteur
(1868—1942), méme dans le cercle restreint de
ses relations scientifiques, ces manuscrits contien-
nent les profondes remarques de Hausdorff sur
divers travaux parus dans les périodiques de 1'épo-
que, se reportant, pour la plupart, 3 ses principaux
domaines de recherche, qui furent la théorie des

ensembles, la topologie et la théoric des fonctions.
Dans ces manuscrits, I'auteur simplifie (et corrige
parfois) bien des démonstrations, et complite
les résultats par d’importantes remarques person-
nelles. Une préface de M.G. Bergmann donne une
esquisse biographique de Hausdorff, d’intéressants
détails sur sa correspondance avec les mathémati-
ciens contemporains (P. Urysohn, P. Alexandroff,
C. Kuratowski) et des indications précises, quoi-
que rapides, sur le contenu des plus importantes
contributions de Hausdorff, exposées dans ces
manuscrits. Tels sont, entre autres, ses résultats
sur les espaces de Baire et la théorie de la dimen-
sion. Deux nouveaux volumes sont projetés pour
faire suite, se rapportant aux manuscrits datés
de 1938 2 1942, puis, dans un délai de 2 ans,
d’autres volumes contenant des manuscrits antéri-
eurs A 1934, Cette publication permettra au lec-
teur de pénétrer dans l'intimité de la pensée et
du style de travail du grand plonnier des mathé-
matiques modernes que fut Felix Hausdorff.

G.C.

RECENZII

Bases In Bannch Spaces I by Dr. Ivan
Singer, Institute of Mathematics, Academy of
the Socialist Republic of Romania, Bucharest, VIII,
668 pages. Berlin-Heidelberg-New York; Sprin-
ger-Verlag 1970 (Die Grundlehren der mathematisc-
hen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band
154).

This monograph on basis problem appears
a short time after the appreciated book of the
same author ,,Cea mai bund aproximare in spatii
vectoriale normate prin elemente din subspatii
vectoriale””, Edit. Acad. R.S. Rominja 1967 (Engli-
sh translation to appear in Edit. Acad. R.S. Roma-
nia and Springer-Verlag 1970). The basis problem,
one of the famous classical unsolved problems
of functional analysis, has been attracting hundreds
of mathematicians soon after its formulation by
Schauder 43 years ago. The various and important
applications of the results and tools of basis theory,
especially to approximation theory, make the new
book of Singer useful both for specialists in the
field and for those who want to apply basis theo-
ry to other problems.

Due to the vastness of the field, the present
monograph is divided into two volumes, of which
this is the first.

The Chapter I is dedicated to the basis
problem and some properties of bases in Banach
spaces. By a basis in a Banach space E we under-
stand a sequence {x,} in E such that for every
x& E there exists a unique sequence of scalars

o
{an} with » = 2 ap¥,, where the series conver-
n=1
ges in the norm-topology of E. Bases for most
standard Banach spaces (as ¢, C[0, 1], 1 and
L [0, 1] (1 < p < o)) were constructed by Schau-
der himself. Obviously, every Banach space with
a basis is separable (hence the space m has no
basis), but it is not known yet whether the converse
is true or not (the basis problem): does every
separable Banach space possess a basis? Note
that there are some concrete separable Banach
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spaces in which no basis is known, e.g. the space
of analytic functions in the unit disk.

The first chapter contains, above all, classical
results of Banach concerning the continuity of
coefficient functionals fu(#) = a, associated with
a basis {x,} and the characterizations of regular
biorthogonal systems. The notion of basis is regar-
ded as a strong form of three fundamental types
of linear independence: finite, «- and minimal
linear independence; the characterizations of
Markushevich for minimal sequences are given.
Necessary and sufficient conditions of Grinblium
for a complete sequence {r} to be a basis are
also given in terms only of the properties of the
sequence {#,} or in terms of domination of seque-
nces. For certain types of nearness between seque-
nces, a number of stability theorems of Paley-
Wiener type are proved (comservation of linear
independences and basis property).

In the author’s opinion the basis problem
seems to have a negative answer, i.e. it is probable
that there exists a Banach space which has no
basis. Indeed, he gives a sufficient condition for
existence of a separable Bamach space having
no basis, which suggests a possible method of
constructing such a space. In addition to this, the
author constructs a separable complete metric linear
space which has no basis, and in each normed
space he gives a basis which is not Schauder basis.
Using the author’s mnotion of characteristic of a
linear subspace of a conjugate Banach space,
a number of important theorems are established
concerning the properties of strong duality with
their application to bases and sequence spaces.
This chapter is completed with some applications
to general form of continuous linear maps between
Banach spaces with basis, to Grothendieck appro-
ximation problem, to evaluation of the best appro-
ximation in Banach spaces with basis and to
the problem of polymomial and strictly polyno-
mial bases.

More extensive, the second and last chapter
deals with some special classes of bases in Banach
spaces. One of the main problems which the author

considers for each such class is the existence pro.
blem: does there exist a basis belonging to the
respective class in every separable Banach space?
In infinite dimensional Banach spaces the nnsti-
is either negative or unknown (an affirmative
answer would also imply an affirmative answer
to the basis problem). In the first case one gives
an example of a separable Banach space which
has no basis belonging to the respective class
in the second case threre arises the more restricted'
problem of the existence of Dbases of that clasg
in infinite dimensional Banach spaces with bases

The classes of bases are the following: mono-
tone and strictly monotone bases (considered by
James), normal bases (defined by Banach), posi-
tive bases (recently introduced by Davis), retro-
bases in conjugate Bamach spaces (studied: by
Gelbaum), Besselian and Hilbertian bases, and
universal and complementably umniversal bases
(recently introduced and studied by Pelczynski);
the k-shrinking and k-boundedly complete bases,
the bases of types wc, swc, P, aP, 1, al
and their duals, are introduced and studied by
Singer himself or in collaboration with Foiag.
Some classes of unconditional bases (orthogonal
and hyperorthogonal, subsymmectric and symme-
tric, perfectly homogenous and uniform bases)
are considered in the last part of this chapter.

The monograph ends with an extensive
bibliography (276 titles) and notation, author and
subject indices,

This book is the first exhaustive, rigorous
and systematic presentation of the resnlts known
today on bases in Banach spaces, including the
latest results often acquired by direct contact
with their authors. The completeness of the exposi-
tion (necessary and sufficient conditions, exam-
ples and counter-examples, unsolved problems
and remarks) and the author’s numerous and
important contributions (a number of his results
are first published here) are undeniable qualities
of this fundamental momnograph.

IOAN MUNTEAN
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