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STRUCTURA ALGEBRICA A SPATIILOR METRICE °

de

( RENDI BELA

Studiul geometric al spatiilor metrice a fost dezvoltat de: G. Birkhoff
(1], H. Busemann (2], (8], L. Blumenthal [4], B. Pitcher si
M. Smilley [5]. Unele rezultate si definifii ale acestor autori utilizate in pre-
zenta lucrare, vor fi date mai jos. In baza lor introducem aici doud operatii a
cdror naturd algebricd se studiazd in functie de proprietdti geometrice.

DeFiNiTIA 1. Un spatiu metric local compact X verifici proprietatea de
convexitate in sens Menger daci:

Vzx, y e X 3Fze X astfel Incit p(x, y) = p(x, 2) + pl2, ¥)
In acest caz #, ¥, z formeazi un triplet liniar §i se noteazi: (¥, z, y) [1],
[2], [3], [4], [5].
‘ DrriniTIA 2. O multime S(x, y) pentru care
a) S(x, ¥) C B(x, y) ={z€ X, (%, 2, )}
b) S(x, y) este izometric cu segmentul [0, 4] C R unde a = p(%, ¥),
se numeste segment metric [2], [4].

Segmentul metric existd pentru orice doui puncte ale unui spatiu metric,
convex si complet, dar nu este asigurati unicitatea lui.

Dacd are loc: VA, BC X, 4, B — convexe gi inchise = 4 N B convex,
atunci Vx, y € X, S(x, y) este unic determinat [4].

Derinrria 1. Un spatin metric local compact X verificd proprietatea de
exterior convexitate daca:

Vx, vy € X Jz e X astfel incit (x, 3, 2) [4].
DeriniTia 2. O mulfime L{x, y) pentru care

<>
a) L(x, y) C B(x, y) ={z€ X, (%2 3)V (% 3 2V (& % )}
b) L(x, y) este izometric cu axa reali R,

se numegste linie metricd [2], [4].
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" Spatiul metric X verificA proprietatea celor doud triplete dacd oricare doud
din urmitoarele patru afirmatii;

(a, b, c), (a, b, 4), (a, ¢, 4), (b, ¢, d)

implicd celelalte doud, pentru orice a4, b, ¢, d din X.

Daci X este un spafiu metric convex, exterior convex, complet si verifica
proprietatea celor doud triplete, atunci Vx, y € X L(x, y) existd si este unic de-
terminat de cele doud puncte x si y [4].

Spatiile metrice in care umicitatea segmentului metric este asigurati doar
local, adica:

Vx € X metric convex gi complet, Je >0 astfel incit S(a, b) sd fie unic deter-
minat pentru orice a, b€ V(x, 2) = {y € X, p(x, y) <2}, se numesc spafii
metrice cu vecinititi standard [2]. : '

Vom nota:’ SE—;) = {ze V(a, 2), (x, v, 2)} U S(x,9)

< ,
S(x, y) ={z€V(a Z), (3 % 3} U S
pentru x, y € V(a, 2e).

Derinryia 3. Spatiul metric X verificd condifia A(x,) dacd este un spatiu
metric cu vecinititi standard, si dacd oricum ar fi trei giruri diferite {x.}, {3.}, {2.},
v ¢ N, care converg cétre acelasi punct x; din: .

1. S(x,, 3;‘,) si S(x,, 2z,) converg la limite diferite

2. lim ®% 9 exists (admitind si infinitul)

v p(Fy Zy)

rezultd :

-
1. S(v,, 2,) este convergent

2. lim R(y,, %,, z) = 1 daci si numai dacd

y—r0

lim S(x, z) — lim S(y,, ) ot Lm S(y, %) =lim S(y, z) unde R(x, 3, 2) =

v—ro y—=r® vV—r© y—ryoe

_exy) +er2 [2].
plx. 2)

Intr-un spatiu metric care verifici conditia A(x,), expresia

m (%, y) = lim 222
i—w

definitd pentru x, y ¢ V(;co,_Zs) si in care
! % € S(%0, %) sl p(%0, %) = ¢ o(%0, %)
Y €S(%o, ) st p(%0 3) =1 e(%0 ¥),

se numeste metricd locald [2].
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Pentru x, y, &', ¥’ € V(x,, 2¢) segmentele S(x, y), S(+, ¥') sint paralele (se
noteazi S(x, ¥)||, S(»", ¥')) daci, :
” — —
lim S(x, y,) = lim S(x, ¥)
2

t—m —y 0

unde S(x, y) = S(x y) U S(= ) 2]
Paralelismul astfel definit este simetric reflexiv si tranzitiv. Aveth:
— Daci S(x, Y|l S, ¥) si m,,(x, ¥) = m,(¥, '), atunci
S(x, )W Sy, ¥) st ma(2, &) = mu(y, ¥), sau
S, ¥l S, %) st my(x, ¥) = ma(y, ).
— Daci S(x, ¥)|l, S(»', »') atunci:

Sr ) NS, y) =@ sau S(x 3) = S(¥, ¥).
— Daci po(x, ¥) = o(x, 2) + plz, ¥) pentru %, y € V(x,, 2¢) atunci m, (%, y) =
= m, (%, 2) + m,(z, y), adici segmentele definite de cele doud metrici coincid.
— Daci p(x, y) = k - m,(%, ) atunci p(x, y) = m,(%, ¥).

DEFn;'m,‘IA 4. Fie X un spajiu metric care satisface urmitoarea condifie:
(A) Yz, v € X, L(x,y) este unic determinat.

Tie %,¢ X si fie x,y¢€ X. Fie z¢€ L(%, z) astfel determinat incit o(%y, 2) =
= o(#, 2) si (%, #',2), unde 2z’ € L(x, y) astfel Incit p(x, 2') = o(2', ¥)..
Elementul z se numeste suma lui x §i y si se noteaza:

2=1%+7.

Se observd ci aceasti lege de compozitie depinde de alegerea lui x, dar dupd
ce am fixat x, z este unic determinat. '
Au loc urmitoarele proprietiti:
a) ¥ +y =y + x pentru orice ¥, y € X
\ b) ¥ + %, = x pentru orice x € X
¢) Ecuatia ¥ 4 a = b-are solujie unicd pentru orice @, b€ X. Primele doud
proprietiti sint evidente. )Pentru a arita a treia se considerd z¢€ S(xg, b) ast-
fel “incit p(w, 2) = p(2, 8)7 Elementul c¢ ¢ L(a, 2) astfel ales Incit (a, z, ¢) st
o(a, z) = p(z, ) este solufia cdutatd. Unicitatea rezulti imediat. S-a ardtat astfel
ci spatiul metric X Inzestrat cu legea de compozitie definitd mai sus este un lup
comutativ.
Se poate defini si inmultirea cu un scalar. Fie 7 € R i x € X. Prin rx se infe-
lege elementul y € X pentru care: ‘
L p(x(,, y) = |7’l 'P(xo’ x)
2. y=1x daci y =1
(%0, %,y) dacd r > 1
(%0, %, %) dacd 0 <7 <1
(v, %o, %) dacd > 0
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Elementul y astfel determinat este unic si din 1. rezultd ci 0% == x, pentru ori-.
ce x € X.

Inmulfirea cu un scalar nu este distributivd fa$i de adunarea definiti mai
sus.

Derinitia 4'. Fie X un spatiu metric care satisface urmitoarea conditie:
(B) Vx,e X 5i Vx,y¢e X, m, (x,9) existi.

Fie zx, E X sifie x, , Y € X F1e ée L(xy, ') astfel determinat ncit m, (z, 2") =

= m,,(2', %) $i (%, 2',2) unde 2z’ € L(x, y) astfel incit m, (%, 7)) = m,,o(z ). Ele-

mentul z astfel determmat se numeste suma locald a lui x §i y si se noteazd :
2=x 4.

Spatiul metric X Inzestrat cu aceasti lege de compozitie este de asemenea un

lup comutativ. Se observi ci in general x + y = x + y, dar dacd are loc una din

urméitoarele afirmatii : ’

(xo: ¥, y): (x:_ *0, y)r (xO: Y, x)

atunci.w +y = x—{—y

Se poate defini 1nmu11:1rea cu un scalar folosind metrica locald si se arati
usor ci:
Inmultirea cu un scalar deflnlta cu m,, (%, ¥) coincide cu cea definitd cu p(x, y),

si este dJstrlbutwa fatd de adunarea local.
LEMA 1. Adunarea locald este asociativi dacd §i numai dacd (% + y) + 2 =

=(x:z+y+z)+’“2fy pentru ovice %, Yy, 2 € X.

Demonstragie.

(F49) +a=5+ (42 (x+y>+z—("+2+y+z +2 12 este evident.

Invers. Fie (x 4 y) +z=;”‘2'"’+9_"2*‘1)+x42-y

Se noteazi :

x4z y+z x+y
= , —— = Xy, = Z
s Y =5 Lo, 1
¥+ = -i—é * +
Avem: (v +90) + 2 = (212 4 212 222

Continuind procedeul obfinem :
(= + ) +z=(x1+y1)+z1= :(x + )+ 2=

Se aratd ugor cd girurile {x,}, {v,}, {2,} 7 € N, sint convergente catre acelasi
punct @ ¢ X. Deci avem:

(x+9)+z2=38a si 2+ (y+2 =3
De unde rezulti asociativitatea adunirii locale.
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LeMA 2. Adunarea locald este asoctativd dacd st numai dacd ;' S _42__,: =z

+ x:y pentru orice %, y, z¢€ X.

Demonstragie.

(x+9) +z2=1x+(y+ 2>

este evident.

Invers. Fie

x4z y+z
2 T 2 2

i PR AT A e o W i Yy .
Atunci avem: . + > + 5 x - p x + 5
Inmultind relajia objinuti cu 2 obtinem (x + y) + x = 2% + 3.

. (x4 z ¥+ 2 x+y (x+y x+y )
Atunc1.( . + . J+ . —( 5 —{—z)—}— 2 = (x+y) + 2 Ceea ce,

pe baza lemei 1, demonstreazd asociativitatea adundrii locale.

Vom cerceta cind inmulfirea cu un scalar este distributivd fafd deadunarea
definitd cu metrica p(x, y).

LemMa 1. VreR §i Yx,ye X r(x+y) =73+ ry dacd §i numai dacd
Vx', v € L(x, y) are loc:

0%, 9) = km (%, 9) = o(x, ¥') = k-m,(x, ¥').

{Demonsh rapie. Fie 7(x + y) = 7% + 7y. Deci dacd z este mijlocul segmentului
S(x ) in sensul metricii o(x, ) atunci 7z este mijlocul segmentului S(rx, y)
in sensul metricii p(x, y). Are loc:

mx-(x» _’,V) = m’x.(x: 2) + mxa(z’ y)
ceea ce inseamni ci:

lim p(xe ¥) = lim (%, 2) + lim plee. ¥
t—0 t t—0 t 1—0 14

Dar p(x, z) = p(2,, ¥,) cdci z, este mijlocul segmentului S(x, y,) = S(x, ty).
Deci are loc: '

lim £y 11m g . Pl ) _ iy o . BB X))
t—0 ¢ t—0 ¢ -0 ¢

adici z este mijlocul segmentului S(%, y) in sensul metricii locale dupi cum din
egalitdfile de mai sus rezultd:

(%, J) = 2o, (%, 2) = 2om, (2, ¥).
Trebuie ardtat cd pentru V(x', y" € L(x,y) are loc:
(3 9) = homa (5, 3) = o(#, 3') = homy (&' ).
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In prima etapi se arati ci are loc aceasts afirmafie pentru ' = x §i 4’ oarecare
din S(#, y). Fie pentru aceasta z, mijlocul segmentului S(x, ¥). Are loc:

p(x, Z]_) = k'mxu(x: 2’1)
cici p(x, y) = 2-p(%, ) si m, (%, y) = 2-m,(%, z;). Deci avem si:
elzn, ) =k '_mxn(zl’ ¥)

Dacd %' =z, :itunci demonstratia s-a terminat. Se presupune cid x' 32 2, si cd
%' € S(z1, y). Fie atunci z, mijlocul segmentului S(z1, ). : :

Deoarece e(z, ¥) = km, (2, ) rezulti ci:
(21, 25) = ko, (21, 2,)
Dar cum 0%, z1) = k-m, (%, 2,) rezulti ci:

p(x’ z2) = k'mxn(x: 22)

Dacd x" = 2, atunci demonstratia s-a terminat. Presupunind x’ £ 2, si continuind
procedeul se obtine sirul {z,}, #» € N, convergent citre punctul %', si pentru care
are loc; ' :

’ p(x, zn) = k'mxa(x’ 2’”)
De unde prin trecere la limiti se obtine:
p(x, x') = kom, (%, %).
Fie acum z’ si ¥’ oarecare din L(x, ). Are loc o relatie de forma:
. o(#', ) = er-p(x', %) + e5-p(x, ¥) ’ ()
unde e = £ 1, gg =+ 1.
Atunci are loc si relafia:
mxo(x’: y’) = sl'mxo(x': x) + sz'mxo(x: x') . (II)
Din p(%, y) = k-m,(x, y) rezulty:
o &) =kem (v, &) s o(x,9) = kem,(x, 5).
Inmultind (II) cu £ obtinem:
o o(&, ¥) = kom (', y).
Invers. Fie ci are loc: V«/, y' € L(x, y) avem
o(%, 3) = kmy (%, 3) = (%', §) = kom,(«, ).

Trebuie ardtat ci daci z este mijlocul segmentului S(x, y) in sensul metricii p(x, y)
atunci 7z este mijlocul segmentului S(rx, ry)in sensul metricii o(x, y). Se poate
presupune cid 0 <7 < 1. Are loc:

p(% 3) = komy(x,9) si o(x, 2) = kom,(%, 2)
De unde obtinem : '

1 2
(%, y) =; e(x, ¥). = 7 p(x, 2) = z'qu(fv-' 2)
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adicd z este mijlocul segmentului S(x, y) in sensul metricii locale. Pentru calcu-
larea metricii locale se foloseste sirul particular {#"} cu » ¢ IN, convergent citre
zero. Se objine: :

(%, ) = lim &%)
n—r® i
de unde rezultd
y- mn(x’ y) = lim p (P Lerx, ¥ e py) _ m(rx, ry)

n—® y71

Deci putem scrie:

e (%, 9) = 2o (5, 2) = =1, 72) = (1%, 7).

Inmulfind cu & relatia de mai sus obtinem ci 7z este mijlocul segmentului S(rx,7y)
in sensul metricii p(x, ¥), de unde rezultd ci inmultirea cu un scalar este distri-
butiv fatd de adunarea definiti cu metrica p(x, y).

CONSECINTA. #(x + ) = 7x + 7y daci si numai daci
r+y=2x-+y.
Demonstratia este imediata, fiindcd din lema precedentd rezultd ci: 7(x + y) =
=7rx 4 7y dacd §i numai dacid din p(%, 2) = p(z, ¥) rezultd ci si m,(x, 2) =
= mxa(z’ y)'

Inmultirea cu un scalar fiind aceeasi pentru cele doui metrici, rezulty imediat
cd cele doud adundri coincid.

TrOrREMA 1. Intr-un spatiu metric X care verificd (A) si (B) wurmdtoarele
afirmagic  sint  echivalente :
" (@) Vx,ye X siVreR, rix+y)=rx+ry

b) Ve, yeX, x+y=x+y

(c) V4", 5" € L(x, 3), o(%, 3) = k-my(x, y) = o(#, y') = k-m, (%, y).
Demonstrétia acestei teoreme este evidentid pe baza lemei 1°.

TeEOREMA 2. Intr-un spatiu metric X care verificd (A) si (B) wrmdtoarele
afirmatii sint echivalente.

(@) Vx,y,zeX,(x—{—y)—l—z:xj:(y—}—z)

0) Vay, s X, (X422 4 2 = (x4 ) +

() V#,9, z€ X, ”;rz+y:z=”:y+z

(d) X este un spatiu normat.

Demonstratie. Este evident pe baza lemelor demonstrate ci (a) ~ (b) si (a) ~
~ (c). Avem de aritat ci (a) ~ (d)-(d) = (a) este imediatd. Aritim (a) = (4).
Pentru aceasta se observi ci X este un spatiu vectorial peste cimpil numerelor
reale. Se introduce norma:

||| = #m14,(%, %)
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Au loc:
(1) ||#]] >0, egalitatea are loc dacd si numai daci x = x,
@) Izl = [7]-]|=l]
@) llx + 1< NIl + ]

Primele doud afirmatii sint evidente. Pentru a demonstra (3) se observi ci
S(%o, VWS (%, %+ y) sim, (%0, ¥) = m,(%,% + y). Afirmatia (3)jrezultd imediat din:
inegalitatea triunghiului ce are loc pentru metrica m, (%, y) pentru punctele x,,
% s1 x + y. Cu aceasta am demonstrat ¢i X este un spatiu normat, deci teorema
este demonstratd. . '

(Intrat in redactie la 20 martie 1969)
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OB AJITEBPAHUECKON CTPYKTYPE METPUYECKHUX ITPOCTPAHCTB
(Peswowme) '

ABTOp CTaThbH, HCMOJB3YA TEOMETPHIO METDHYECKHX NDOCTPAHCTB, ONpeAenHJ ABe. OHHADHbE Ornepze
uud. IlepBas onepamusi onpefesstieTcss HCIONB3Ys MeTPHKYgze(#, ¥) MeTpHUYecKoro npocTpanctsa X, a BTO
past — HCMONb3YA JOKANBHYIO METPHKY #,, (X,Y), IPHCOEXHHEHHYI0 K p. OnpelesleHO TaKIKe YMHOMKeHHe
cxanapoM. Onpene/uB 3TH OlepalliH, aBTOP YCTaHOBHJ HeCOXOMMMbiE H JOCTATOUYHLIE YCJIOBHS AJS TOrO,
4TOGB METPHYECKOE NPOCTPAHCTBO X GbIO IPYNNOH MO OTHOWERMIO K 3THM OmepauysiM, H 1oKasaJ, YTo B
9THX YCHOBHSIX IOJyUaeM JdiKe HODMHPOBAHHOE MPOCTPAHCTBO. :

{

ON ALGEBRIC STRUCTURE OF THE METRIC SPACES

(Summary)

Two binary operations were defined in the present paper, using the geometry of metric specas. The
first operation is defined using the p(x,y) metric of the X metric space, and the second one using the n,,(%,y)
local metric attached ta p. Multiplication with a scalar was also defined and there were established the
conditions necessary and sufficient for X metric space to be a group with these operations. It is also shown
that even a normed linear space can be obtained in these conditions.



SPATTI PERFECT NORMALE

de
V. CIMPIAN

In acest articol se rezolvi doui probleme puse de J. L. Kelley in [1],
se stabilesc unele proprietiti ale spatiilor perfect normale gi se dd o teoremd de
metrizabilitate a spatiului perfect normal.

Notiunile si notatiile sint dupid J. L. Kelley [1]. Un spafiu topologic e per-
fect normal daci orice mul{ime inchisi e G Introducem urmatoarele definitii:

Derinypia 1. O mulfime U dintr-un spafiu topologic admite o descompu-
nere normald daci e limita unui sir monoton de muljimi deschise (inchise), incit
intre doui multimi conmsecutive ale sirului existdi o mulfime inchisi (deschisd)
intermediara.

DEFINITIA 2. Descompunerea normali a elementelor unei mulfimi U e uniformd
daci oricare ar fi submulfimea U, a lui U si oricare ar fi indicele #, daci x & U
atunci existd o vecinitate ¥V a lui x incit V () U, = 0, pentru orice U € U, si
U=1lim U, .

n—row

Proprietdti. P,. Orice multime deschisd a unui spatiu topologic perfect normal
admite o descompunere normali. \

Demonstragie. Pe baza formulelor lui Morgan, intr-un spatiu perfect normal,

orice multime deschisi e F, adici U = CJ F, unde U e deschisd, iar mul{imile

n=1 7 _
F, sint inchise pentru orice #. Fie U, =F, si U, = U F, UG, pentru
k=1 _
n=1,2, ..., iar mul{imile G, sint deschise si supuse relatiilor U, C G, C G, C U,
n=1, 2, ..., relajii ce subzisti intr-un spatiu normal. Atunci U,CG,C U,44,
iar descompunerea :

U=GU5; U,,CG,,CU"_H_ 'n=1,2,..., (1)
n=1

este normald ; U fiind limita unui sir crescitor de mul{imi inchise cu proprietatea
ci intre doi termeni comsecutivi existd o multime deschisi intermediard.

P,. Orice mulfime inchisi a unui spatiu topologic perfect normal e o zero-
mulfime. .
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Demonstmtw Fie F = ﬂ G,, multimea F fiind Inchisi, iar G, deschisd pentru

orice #. Atunci in baza lemei 1u1 Uryson pentru orice pereche de mulfimi Inchise
disjuncte F si X — G, existd o functie continud f, definiti pe spatiul topologic

X cu valori in [O, 2l:| incit fn( ) = 0 pentru x ¢ F si f,(x) = ;} pentru xe X—G,,.

Atunci functia fi E fu(%) e continui si f~1(0) = F. In adevir, daci x¢F,
Ax) =0, cid fn( ) = Oggpentruforice #n. Dacd ¥ & F atunci existd un numir
natural #» incit x € X — G, deci f,(») = %ﬂ iar f{x) >2in adicad f(x) 20

CoROLAR. Intr-un spatiu topologic perfect normal numirul cardinal al fami-
liilor mulfimilor inchise este egal cu numadrul cardinal al functiilor continue definite
re acest spatm cu valori reale ; daci puterea familiei mu1t1m110r 1nchise e superioari
puterii continuului.

Demonstragie. Intr-un spatiu topologic in care orice mulfime inchisi e o zero-
mul{ime avem in baza lui [2] relatia card & = card C daci card § > N unde H e
familia multimilor inchise din X; C e famﬂla functiilor continue definite pe X
cu valori reale. :

P,. Orice spatiu pseudometrizabil e perfect normal.

Demonstratie. Fie d pseudometrica pentru spatiul topologic X si F o mul{ime
inchisd din X. Definim recursiv mul{imile deschise G, ={x ; d(x, F) < %t}atunci'

| F = ﬂ G,. In adevir, daci x ¢ ﬂ G, rezultd d(x, F) < —, pentru orice #, deci
1
a(x, F) — 0 de unde rezultd ci x ¢ F=F. Incluzmnea inversa e evidentd.
P,. Un produs nenuméirabil al intervalului [0, 1] nu e un spafiu perfect nor-

mal (cu topologiaf produs).

Demonstragie. Intervalul [0, 1] e un spatiu T, iar spatiul produs e tot T,.
in adevir fie x = {x,; we A} si y={v,; « € A} doud puncte ale spatiului
produs, incit y € x. Dacd y >~ xgatunci existd un indice « 1nc1t Yo 7 %,. Fie
28 = [y, — x,| atunci y nu apartine vecinititii lui x de’forma Py '(x — 3 ; x—|—8)
deci ¥y £ %, ceea ce contrazice presupunerea. Deci aderenjca oricarui punct con,
{ine numal acel punct. Sd ardtim cd orice intersectie numdirabili de mu1t1m~

deschise nu se poate reduce la un singur punct. Daci x¢ ﬂGn, atunci pentru orice

n=i
n existd o vecindtate V, (x) continutd in G,. Dar in orice vecindtate intervalul
[0, 1] apare, in produsul cartezian, de un numédr nenumdrabil de ori,{deci inter- .
sectia va contine termeni egali cu [0, 1] si nu se poateireduce la unjsingur punct.
Punctul fiind o multime 1nch1sa rezulti ci spatiul produs nu e perfect normal,
cu toate ca [0, 1] e un spatiu perfect normal.

P;. Orice acoperire deschisd U a unui spatiu perfect normal admite un rafi-
nament o-discret inchis.

Demonstratie. Pentru fiecare element U al familiei U considerim descompune-
rea normald (1) i fie relatia < care bineordoneazd mulfimea U. Definim pentru
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orice U ¢ U si # numdr natural multimea inchisi: U* = U, — U {GY; V< U},
unde G{¥) e o multime deschisd definiti de descompunerea normala (1) a mul{imii
V. Pentru orice » avem U*(\V; = 0; cdci fie V <U atunci Ui ViCU*N\Vi=0,
deci familia &, =) {U*; U €U} e o familie discretd de mulfimi inchise,

Atunci § = \J &, e un rafinament o — discret inchis al acoperirii U. In

n=1 -
adevir dacd x € X fie U primul element din U la care x aparfine atunci existd un
numdr natural # incit x € U,,'si x>~V pentru V < U, deci x & G{) pentru
V < U, adicd x € U, ceea ce demonstreazd cd & e o acoperire.
Pg;. Orice acoperire deschisda U a unui spatiu perfect normal, ce admite o
descompunere normald uniformd, are un rafinament o-discret deschis.

Demonstrajie. Analog cazului precedent considerim descompunerea normald
(1) pentru fiecare U € U si relafia care bineordoneazi multimea U. Pentru orice

pereche (U, #) definim mulfimea deschisi U, =GP — U{V,11; V < U} unde
U,cGHc U,,, pentru =1, 2, ... Familia §, = Y {U,; U ¢ U} e discreti,
cad U, NV, CU, NV =0dacdi V< Usi U,NV,CU,.NV,=0, daci
U<7V. '

Deci pentru orice U=V avem U, N V, = 0. Atunci g = O g, e o-dis-
_ cretd si formeazi o acoperire a spatiului X. In adevir daci xnelX fie UeU
incit x€ U gi x &V dacd V < U, atunci va exista un numir » incit x ¢ G, si
o vecinitate V(x), incit V(x) N\ V,,; = 0 dacd V < U deci x € U,. Evident ori-
care U, C U, de unde rezults ci G e un rafinament o-discret deschis pentru aco-
perirea U. :

TroREMA. Un spagiu topologic perfect normal e metrizabil dacd satisface prima
axtomd de numdrabilitate si ovice acoperive deschisd admite o descompunere normali
uniformd. ' -

Demonstratie. Considerdm descompunerea normald a fiecirui punct x al spa-
tiului perfect normal: x = (M G,(x). Aceasta e posibil in baza faptului ci spatinl
n=1

e T, si satisface prima axiomd de numirabilitate. Alegem un rafinament &,,
o-discret deschis din fiecare acoperire 4, = |J {G,(»); %€ X}. Atunci & =

=U®, e o bazi o-discretd a spatiului perfect normal X. Conform criteriului
n=1 .

de metrizabilitate din [1]; un 'spa’;iu topologic e metrizabil daci $i numai daci
spatiul e T, regular si topologia sa are o bazd o-discretd ; teorema revine la faptul
cid un spatiu topologic T, perfect normal e regular, ceea ce e evident.

(Intrat in redacti€ la 20 aprilie 1969)
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COBEPIIIEHHO HOPMAJIBHBIE ITPOCTPAHCTBA
(Peswome)

7 ' B cratbe BBOAATCA NOHSATHS HOPMAJBHOIO Pa3/OXeHHs H PABHOMEDPHOrO HOPMAJILHOTO PasJIOXKeHHd,
YCTAHABJHBAIOTCSI CBOHCTBA COBEPLIEHHO HOPMAJIBLHOrG IPOCTPAHCTBA H JMAETCS TeopeMa MeETPHSHpye-
MOCTH. '

Onpedesenue 1. Opo muHOMecTBO U H3 TOINOJOTHYECKOrO TIPOCTPAHCTBA JONYCKaeT HOPMaJjbHOE
pasoxeHHe, ecad OHO fBJAsiercsl IpefleloM MOHOTOHHOH INOC/eNOBATeJbHOCTH OTKDBITBIX (3aMKHYTHIX)
MHOKECTB, TAK, UTO MeXIY JABYMS MOCJEIOBaTeJbHEIMH MHOXECTBAaMH IOC/EH0BATEJIbHOCTH CYMECTBYET
MPOMEXYTOYHOE 3aMKHYTOe (OTKDbITOE) MHOKECTBO.

Onpedenernue 2. HopmanbHoe pasiioxenne U 3/eMeHTOB OLHOrO MHOXKecTBa U SIBJISIeTCS PaBHOMEPHRIM,
eciH KaxuMm Gbt #M b0 MOAMHOXKecTBO U; mMuoxectsa U M KakuM Obl HH Gbul HHJEKC 1, ecad X €U,

TOrJa CYHIECTBYeT OKDECTHOCTb V a/ieMeHTa X, Tak, uro VAU, =0 pas moGoit U Uy u U, = lim U,,.
"D

Teopema: COBEPIIEHHO HOPMaJIbHOE TOIOJOIHYECKOE INPOCTPAHCTBO SIBJAETCS METDH3HPYEMBIM, eClH
Y IOBJIETBOPSIET NEPBOH aKCHOME CUETHOCTH M JoGoe OTKPHLITOE NMOKDHITHE JONYCKaeT DaBHOMEDHOE HOp-
Ma/lbHOe passoXKeHHe.

ESPACES PARFAITEMENT NORMAUX
(Résumé)

On expose dans cet article les notions de décomposition normale et de décomposition normale uni-
forme; on établit des propriétés de I'espace parfaitement normal et 'on donne un théoréme de métrisa-
bilité.

Définition 1. Un ensemble U d’un espace topologique admet une décomposition normale s’il
est la limite d’une suite monotone d’ensembles ouverts (fermés) de sorte qu’entre deux ensembles consé-
cutifs de la suite il existe un ensemble fermé (ouvert) intermédiaire.

Définition 2. La décomposition normale U des éléments d’un ensemble U est uniforme si, quel que
soit le sous-ensemble U; de U et quel soit I'indice n, si x & U il existe alors un voisinage V de x tel
que V. N U, =0, pour U €U, etU =lim U,

n—y®

Théoréme: Un espace topologique parfaitement normal est métrisable s'il satisfait an premler axi-

ome de numérabilité et si toute couverture ouverte admet une décomposition normale uniforme.
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SUR LES ESPACES A CONNEXION AFFINE A, AVEC TORSION

par
PAVEL ENGHIS

1. Un espace X, a4 n dimensions dans les variables 7, %, ..., 5 est un espace
A, a connexion affine, d’aprés E. Cartan [1], si 'on peut réaliser une corres- '
pondance affine entre les espaces euclidiens tangents E, et E, attachés aux points
infiniment voisins P et Q. Si I'on note par X’ les coordonnées cartésiennes des

points de l'espace Ep, par Y? ceux des points de E, et par X, les coordonnées de
Q dans Ep, la correspondance entre Ep et E, sera donnée [2] par:

'Yi:Xi_Xg_i_rj.kXiXﬁ—{—... (L1)

oit les termes non écrits sont du deuxiéme ordre au moins par rapport aux X} et,
r;:k ; fonctions de A1, a2, ..., x* sont les coefficients de connexion de Iespace 4,,.

Si P(x%) est un point de I'espace 4, et Q(x¢ + dx’) et R(x* + 3«) des points
infiniment voisins 4 P, alors on obtient les points S{x' + dxi + 3(x* 4 dx?)] et
T{x" + 3x* 4 d(x' + 3x7)], ot l'on suppose que les opérateurs du deuxiéme
ordre 3d et 48 sont définis 4 'aide du transport paralléle [3] et si 8dx’ = I";:k dxi Sk,
les composants du vecteur TS sont Ax® = (rj; — rk;) da 8x*.

On sait [2] que: o

Tij =t — T (1,2)

constituent les composants d'un tenseur du troisiéme ordre, nommé tenseur de

* torsion de I'espace et s'il n’est pas nul, on peut attacher a I'espace 4,, » formes

alternées
Fi = Thdxi §x* (1,3)

qui se comportent, par suite d’une transformation des variables, comme les compo-
santes d'un vecteur contrevariant, ces formes définissent la torsion de I’espace.
. En faisant dans (1, 2) 7 = j et en sommant, on obtient un vecteur covariant,
nommé le vecteur de torsion, qui, lorsqu’il n’est pas nul, permet d’associer a Yespace
4, une forme de Pfaff, invariante, ¢ = T, d«*.

Si Fon considére le tenseur produit du tenseur de torsion T} -T,, parmi
les tenseurs contractés, on obtient aussi le tenseur symétrique T, = T T} nom-
mé le tenseur quadratique de torsion et il permet d’associer A l’espace 4, la
forme quadratique = = T,,dx* dx®, '
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Si I'on introduit dans l'espace 4, un systéme de congruences indépendantes,'
dont les moments sont A et les paramétres p, [2] alors les quantités

/

. ax; s aa) s
Yio= |5 T3S el | (1,4)

sont invariantes par rapport aux transformations de variables et sont nommées
les composantes des connexions affines sur les congruences considérées. A une
transformation de congruences: '

ds® = c;ds® ' (1,5)
oit ¢; sont des fonctions de variables %1, x2, ..., #* avec un déterminant différent
de zéro, ces composantes se transforment d’aprés la loi:

602
b e — b .
3 YoaCh o = Yheh ' (1,6)

Si aux formules (1,5) on applique l'opérateur du covariant bilinéaire, on
obtient [2]:
ooy 0c;  —, 4 b e
6? — E == wzjzcbcf — Wy Cy (1,7)
qui donnent les relations qui existent entre les coefficients ws des covariants
bilinéaires des formes d5%, les coefficients wj, des covariants bilinéaires des formes
2

s%, les coefficients ¢; de la transformation (1,5) et leurs dérivées partielles du
premier ordre. Ayant en vue les formules (1,6) en (1,7) on obtient les relations:

TpChCE = 10 : (1.8)

oll f5 = Y4 — Yo — Ws, sont les composants du tenseur de torsion dans le sys-
. téme de congruences considéré.

A Tespace A, avec torsion, dans le systéme de congruences, on associe les
formes:

f* = t5.ds®S8s°; o =t,ds*; w = t,ds*ds’ ' (1,9)

olt ¢, sont les composants du vecteur de torsion, et Z,, du tenseur quadratique de
torsion sur le systéme de congruences.

En réduisant les formes ¢ et = ou les formes alternées f* a la forme canonique,
a l'espace 4, on peut associer un groupe de transformations de congruences qui
laisse invariantes ces formes canoniques et on obtient [2] le théoréme:

" Un espace 4,, dont les formes o et m ne sont pas identiquement nulles, admet
un groupe de transformations de congruences ayant moins de #(n — 1) fonctions
arbitraires, sauf le cas oft sur le ¢; n’interviennent pas des relations supplémen-
taires.

2. En considérant les espaces A,, les composants de la ‘connexion 17 sont au
nombre de 64, le tenseur de torsion a 24 composants distincts, le vecteur de torsion
a quatre composants et le tenseur quadratique de torsion dix composants.
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.Si T'on considére dans A4, un systéme de congruences 1ndépendantes et les
formes associées f, o et = données par (1,9) et si la forme o n’est pas 'fitille, en la
réduisant 4 la forme canonique, on peut prendre ¢ = ds!, donc =1, 1= ta =
= {, = 0, et le groupe de transformations de congruences qui laisse 1nvar1ante cétte
forme " canonique - est donné par: - .

dst=dst; d* = chdst; (h=2,3,4) . . (2])
| I@-.groﬁpe (2,1,)_contient douze fonctions ci. Si dans les relations, f.»(l, 6) oti
tient compte du fait que ¢; = 8, on obtient: C R

Ypreh el = Y, . 2, 2)

Les relations (2, 2) introduisent un certain nombre de liaisons entre ¢k sauf le
cas oll tous les yj sont' nuls excepté Yh qui est un invariant du groupe (2, 1).
De (1,7) dans ce cas on déduit : el ¢! = w}, qui donnent aussi des liaisons

entre ¢k excepté le cas oft wbc sortnuls et ds,1 devient une dlfferen’melle totale éxacte.’
Dans ce cas la forme f* est 1dent1quement nulle et les autres formes f¥, k = 2 3 4,

donnent des relations entre cj, excepte le cas:
fE= ? (dsk dst — dsl 3s¥); (=2, 3, 4) (2,3)

Si la forme o est identiquement nulle sans que la forme = s’annule, un raison-
nement analogue nous montre qu'en la réduisant & la forme canonique le groupe
de transformatiohs de congruences qui lasisse invariante cette forme canomque
contient aussi douze fonctions ch seulement-dans le cas ot = ¢’ expnme 3 l'aide de,
la méme différentielle totale ds!.

En considérant les dérivées de I'invariant v} elles donnent auss1 des;- relat1ons;

entre les c;, excepté le cas oll il dépend seulement de s!. Par conséquent nous avons -
le théoréme:

"Un espace 4, dont les formes o et = ne sont pas simultanément nulles admet
un groupe de transformatlons de congruences ayant en général moins de- douze -
fonctions arbitraires, le maximum étant atteint seulement dans le cas oll ¢ et =
s'expriment a 'aide de la méme différentielle totale ds!, les relations (2 3) sont
accomphes et y] dépend seulement de s'.

- Parmi les espaces 4, on considére par suite ceux pour lesquels

= Tos (2;4)

ou dans le systéme de congruences: y2, — vy, = W%, c’est-a-dire:

b -0 : (2,5):.

Soit A} un espace 4, qui satisfait les relations (2 4). Pour les espaces A} le
vecteur de torsion a trois composants différents de zéro, et le tenseur quadratique
de torsion a six composants différents de zéro.

En considérant dans Af. un systéme de congruences indépendantes etles
formes f, o et & associées, parmi les formes f, trois seulement sont indépendantes,
et’si & et = ne sont pas 1dent1quement nulles, en lés réduisant 3 la forme canomque _

72— Mateme}tiéz‘i—Mecanici 1/1970
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le groupé de l'espace est aussi (2, 1) avec douze fonctions ¢! le maximum étant
atteint dans ce cas seulement si cet n s’expriment comme ci-dessus 3 'aide de la
méme différentielle totale ds!, v} dépend seulement de s' pendant que (2, 3) de-

vient f*= l (ds* 8s! — ds! 8s*), B = 2,3 puisque la forme f1 devient elle aussi nulle.

Supposons maintenant que pour A%, les formes ¢ et = sont 1dent1quement
nulles, donc le vecteur de torsion et le tenseur quadratique de torsion sont nuls.
Dans ce cas les composants du tenseur de torsion, dans le systéme de congruences ‘
a coté “e (2, 5) satisfera aussi les conditions:

G+ i =08, +8,=0;4+1,=0
(tgl)z + (tgl)2 + 2(th ’ tgl) =0 (2,6)
t tgl + th "t t+ £ (tga - tis) =0

et celles qui en résultent par permutation c1rcula1re des indices 1, 2, 3.
e (2, 5) et (2,6) il résulte que le rang de la matrice des composants du ten-

seur de torsion
e tis B s b th
fo fs B B B 154
Bo B B B35 By tas
thy fo fy e th t
est deux, donc parmi les formes f* deux seulement sont 1ndépendantes Il existera

dans: A} un systéme de congruences dans lequel deux des formes f* soient nulles,
par exemple f2 et f3. La forme f1, si I'on tient compte des prem1eres équations (2, 6),

doit étre de la forme:
f1 = t35 (ds? 8s® — dss 3s2); odt s = 1 (2,8

(2,7)

et la forme f* est:
f4 = tly(ds* 3s2 ds?® 8sY) + fia(ds? 8s® — ds®Ss?) + faa(ds? §s® — ds? §s?) 2,9
En considérant dans ces espaces A} les transformations de congruences qui
laissent invariante cette situation, elles sont de la forme:
dsl = ds!; ds? = ds?; d53 = ds?; ds*= cids® + cids® | ds* (2,10,

des transformations qui contiennent deux fonctions cf. Dans les formules (1, 6)

si I'on tient compte de cl=ci=ci=cj=1 et 02—03—04-—03——c2—c
=c¢=cj=cl=¢t=0, on obtlent

Tl yheh, Yhddd=vh (r=1,284;k=14;0=23) (211)°

Les relat1ons (2,11) introduisent des cond1t10ns supplementalres sur les coef-

ficients ci du groupe (2,10) sauf le cas; vy = Yaa=0; (h P, q =1, 2,3, 4)
donc l'espace est euclidien. A1ns1 on peut énoncer le théoréme:
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Un espace 4} avec le vecteur de torsion et le tenseur quadratique de torsion
nuls, dans un systéme de congruences, peut avoir comme seuls composants de la
torsion non-nuls, les suivants: fl; = 1; tiy; ti3; 145, et le groupe de transformations
de congruences est un sous-groupe du groupe (2,10).

. Si dans I'espace” A}, avec (2, 6) vérifides, dans le systéme de congruences
dans lequel (2,8) et (2,9) ont lieu, nous avons encore, par exemple:

#, =0 S (2‘,12)’
le groupe de transformations de congruences de Pespace est: . o
dst = clds' + clds?; ds? = ds? (2,13)

ds® = cds® 4 c3ds®; d3* = cids? + cids® + cids

avec ¢} = ¢3 = c}, groupe qui contient 5 fonctions ci. Si dans (1, 6) on tient compte
deci=cl=ct=c}=cl= ¢ =c}=0et c2=1 on obtient: ,
Vi = thcps (b h=12,84); Yidd=vid; (5,j=128 (214
Tkt = by (h, h=2,3;7=1,24); Yidd=1%; (1, 3 4

Les relations (2,14) introduisent des relations supplémentaires entre les coef-
ficients ¢! du groupe (2,13) en exceptant le cas:

?;‘qz YfP = O, (h, ? =\2, 3, 4); —‘Yiq = ch = O’ (j, p = 1, 2, 3)
Yoo =1h=0, (h p=23); Yh=1%=0 (2,15)

En calculant le tenseur dérivé du tenseur de torsion :

oty
by, = = — B0+ s, + v, (2,16)
dans I'hypothése que (2,15) sont accomplies, .on obtient les composants non nuls :
l . o4 ‘ ot
o= =T = SE iy — ) ty, =2

- th (Yir - Ygr) + t§2Y;r
qui par (2,18) se transforment d’aprés:

< —g k. .
tpq, ngCgC:—tésl rcj : (h; 7= 1: 4) PR
\ ) (2,17)
14 g .

Lig, sC2C, = t1/2, r
relations qui donnent aussi' des conditions entre ¢!, excepté le cas:

. té&i = t%2, r = téS, r = 0 : ' (2’ 18) .

Ainsi pour ce cas nous avons le théoréme :
Un espace A; avec le vecteur de torsion et le tenseur quadratique de torsion
uuls, dans le systéme de congruences dans lequet (2,8) et (2,12) ont lieu, admet
un groupe de transformations de congruences qui invarie cette situation, donné
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par (2,13), groupe qui contient tout au'plus cing fonctions arbitraires, le maximum
etant atteint seulement quand (2, 15) et {2,18) ont lieu.

Si dans 'espace 4f, avec (2,6 ver1f1ees dans'le systéme de congruences dans
lequel (2,8) et (2,9) ont lieu, nous avons encore :

T T th=de=0 )

alors le rang de la matrice (2,7). est un, la forme f* est proportionelle & f, et nous
pouvons considérer t23 = 1. Ces espaces A4 admettent un groupe de transformatwns
de congruences qui laisse invariantes ces formes, groupe donné par:

d5t = clds' + cids® + cids® + cidst; d5? = c3ds® -cids? ’(2 20)
dss = 'cgc'isz + c3ds? ; a5t = ctds' + cyds® + cyds® +- cidst . , ” _

ott ¢t + ¢} =l + ¢t = ¢l . 3c3. Ce groupe contient dix fonctions' ck 'Si Ton

t1ent compte dans (1,6), du fait que i = ¢} =c§ =c} =0 onobtient: .’

Yicicl = Yhey, (h p =2 8); YLl =Yct (p,r=2 3) ‘relations qui 1ntrodu1—

sent des:liaisons entre les.coefficients c"du groupe (2, 20) excepte le cas:

R
ot

Hemth=rh=rh=05 Gp=28 7 T@2

En calculant le tenseur défiyé, (2,18) du tenseur de torsion on, obtient les com-
posan’cs differents de zéro: #hs,= — i, — Yir + Yg, + Y3n tks , = Ykn tzk y = Yk,,
1523 = er Y4, : (], E=1,4:h=2, 3) qui dans le cas (2,21), se transforment par-

(2 20) & apres t23 Gy = tos (9= 1, 4) donc elles donnent-aussi des‘relations' entre
ch sauf le cas: :

T Y — Y Yi, =0 (2 22)
Les relations (2,21) et (2 22) ont comme consequence 1annu1at1on des com
posants du tenséur dérivé du temseur de torsion. -Ainsi nous avons le. théoréme :
Un espace Af avec le vecteur de torsion et e’ tenseur quadratique de torsion
nuls et pour lequel (2, 8) et (2,19) ont lien, admet un groupe de transformatlons
de congruences donné par (2,20), groupe qui contient dix fonctions arbitraires Ch
dans le cas (2,21); (2,22) ou un sous-groupe de’celui-ci -dans-levcas général.'
Si dans lespace Ai avec (2,6) vérifiées, nous considérons le systéme de con-
gruences dans lequel la forine f! est ‘donnée par (2,8) les formes f2 = f* =0 et f*
se réduisent a la forme canonique:

S = 18,(ds ds® — ds?ds) om t, = 1 | co e 1(2,23).

nous- pouvons associer a 'espace un groﬁpe de transformations de congruences qui
laisse invariantes ces formes canoniques, donné par :

. . a5t = = cldst -+ cids® A clds®; 1d5? = c2ds2 . . (2 24)
ot gmge 3 . <4 a4 . . g a0 A4, .
G s odst o st dEVS odst - chdst 3 ctds? 4 Fdse L

T S
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avec ¢t = — ¢3c, ¢} = cick, ¢} = ‘cgcg groupe qui contient sept fonctions ¢} et si
I'on tient compte de (1,8) et de (2,17) on déduit que ce maximum est atteint
seulement dans les cas (2,15) et (2,18). Dans les autres cas le groupe de l'espace
est un sous-groupe du groupe (2,24).

(Manuscrit recu le 29 janvier 1969)

BIBLIOGRAPHIE

1. B. Cartan, Sur les varidtés & conmexion affine. ,,Ann. de I'Ec. N. sup’’., 40, 1923, p. 325—412.

2. G. Vrinceannu, Lectii de geometrie diferen’iald, I, Edit. Acad. R. P. R., 1952.

3. T. Levi-Civita, Nozione di pavalle/ismo in una vavietd qualunque e consequenie specificazione
Geometvica della cuvvature Riemanniana. ,,Rend. Circ. Matem. di Palermo’”, 42, 1917, p. 173—204.

4. H. Weyl, Reine Infinitesimalgeometrie. ,,Mathematische Ztschr.” 2, 1918, p. 388—411.

ASUPRA SPATIILOR CU CONEXIUNE AFINA A, CU TORSIUNE
(Rezumat)

n lucrare se di intii, pentru spatiile cu conexiunea afind A, cu torsiune, rezultatul din cazul spatiilor
A,.

Sé noteazi apoi cu A¥ spatiile A, a ciror conexiune satisface (2,4). Pentru spatiile A} se aratd
ci in general grupul de transform#ri de congruentd este (2,1) cu cel mult 12 functii cZ. Se dau §i condi-

tiile cind maximul este atins. Se considerd apoi spatiile A¥ cu vector de torsiune §i tensor pétratic de
torsiune nuli. Se aratd ci aceste spatii pot admite ca grup de transformiri de congruente pe (2,10) sau

(2,18) sau (2,20) sau (2,24) cu respectiv cel mult doud, cinci, zece, sapte functii ci. Se dau in fiecare caz
conditiile ca maximul si fie atins.

O IPOCTPAHCTBAX C A®®UHHON CBSI3bIO A, C KPY“EHHEM
(Pesome)

B paBore maérest cHauana AJIsl IPOCTPAHCTB ¢ AQHHHOMA CBA3HIO A; ¢ KpyvyeHueM De3ysibTar, noJy-
YEHHLI B Cjlyuae NMPCCTPAHCTB A,

O6canavaercst 3aTeM yepes A* mpocTpancTBa A, CBSI3b KOTOPBIX YAOBJIeTBOpsAeT (2,4). Jlas npocrpa-
ct8 A¥ nokassiBaetcs, uTo, Booflue, Fpynna npeoGpasobaHuil KOHrpyeHTHocTel ecTb (2,1) umeomas ca-
Mmoe Gospuree 12 dyHKIHA cz. JlatoTcs M YCJOBHS, KOMAa MaxCHMyM ROCTHrHYT. PaccmaTpHRaioTes 3ateM
npocTpaHcTa A} C HYJEBHIM BEKTOPOM KPYUeHHs! M C HYJIEBLIM KBaIpaTHYHBIM TeH30POM KpyueHus. Ilo-
KaSBIBAETCSI, YTO 3TH [IPOCTPAHCTBA MOTYT LONYCKAaTh KaK IPYNNy HpeoGpascBaHHM KOHIPYEHTHOCTEH Ha
(2,10) uam (2,13) wnn (2,20) wnn (2,24), HMeIOmyI0, COOTBETCTBEHHO, camoe Gosibilee 2Be, MNATb, AECAT., CEMb

dynKIuH cz. B KaxIoM cilyyae HaIOTcsl YCJOBHS, IS TOro, uToOhH MAKCHMYM Obl1 AOCTHFHYT.



L’ INTEGRALE M,

par
M. RADULESCU

Comme suite & 'article [2] on donnera dans le présent article les propriétés
de l'intégrale M, d’une fonction intégrable M, sur une base de lintervalle [a,b].
On utilisera les notions et les notations de 'article mentionné, ainsi que des résul-
tats obtenus dans [2].

1. Soit B une base de lintervalle [2,b], A un ensemble fermé tel que 4 C
C Bet D(x;, %,, ..., %;) une division de la base B. On désigne par 4 = d(4,D):
<%, §;>, %= %, Pi = X4, j=1,h la sous-division contenue dans D qui
vérifie les propriétés suivantes: L

1° Au moins un point de chaque couple <xi;, %i;4+1>, j = 1, b n’appartient
pas 4 lensemble 4.

2° Aucun couple <x;;, % 41>, § =1, h n’appartient au méme intervalle
contigu de I'ensemble A, y compris les extrémités de Iintervalle. :

On apelle sous-division @ = @(4,D) formée avec tous les couples de points
<%., %.41> qui appartiennent & la division D et qui vérifient les propriétés 1°
et 2°, la sous-division contenue dans D qui couvre des points de premiére espéce de
Pensemble A. Soit <Z;, 9; > € d un couple de la sous-division d. Nous désignerons
par [a;, b;] les intervalles contigus de I'ensemble A. Peuvent avoir lieu les trois
cas suivants: 1. Z;ed et ;<9 <b. 2. 9;€ A et a; <% <b;. 3. Il existe des
intervalles [4j, b;], [a;, bj] de sorte que a4 < % < b, @ < 9; < bj. Dans lé pre-
mier cas le point @j, dans le de 1xidme cas le point b; et dans le troisi¢tme cas les po-
ints b;, aj seront appelés points de premiére espéce de Vensemble A, couverts par le cou-
ple <%, §;>.

Soit 9(D,, Ds, ..., D,, ...) une suite des divisions de la base B et A uh en-
semble fermé. On considére l1a suite des sous-divisions 4, = @(4, D,),n =1, 2, ...
et soient A, = A(d,), » =1, 2, ... les normes absolues des ces sous-divi.ions. On
désigne par A(4, ®) la limite supérieure des nombres A,: M4, 9) =sup A,.

n i

TatoriME 1.1 Soit B une base de Uintervalle [a, b], 8(By, Bs, .-, B,, ...
wne suite croissante & ensembles parfaits tels que By C Byyr, p=1,2, ..., B = lim B,

. b
et 9Dy, Dy, ..., D, ...) une suite admise* de divisions de la base B. Soit pour

1 Une suite de divisions est admise si 8 (D) étant la norme de la division D, on a lim §(D,) = 0-
n
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chaque indice p, p, = b — a — m(B,). Dans ces conditions, pour chaque ensemble
B, il existe un parfast Ej, de sorte que B, C E’;, et A(Ep, D) < 2.

Démonstration. Soient [af, b?], i =1, 2, ... les intervalles contigus de 1’en-
semble B,. A lindice ¢ correspond #; tel que pour chaque # > #%; on a

Y5 :
MD) <t (L.1)

On désigne par 4; I'ensemble des points des divisions D,, # < #; qui appartiennent
a l'intervalle (a?, b?). Cet ensemble est fini. Soit p; un indice tel que 4, C By, ; par

EP', on désigne I’ensemble
' By, = B,,N[at, b?]. | (1.2)

L’ensemble B, est fermé. Les seuls points isolés de cet ensemble peuvent étre
éventuellement les extrémités a? et b? des intervalles [a?, b?]. - -
‘Soit B} l'ensemble T :

. TP o e
B} =U By,
. : =1t
alors -'E; gst‘la réurion _des ensembles B, et B} ; B, = B, U B}. Evidemment,
B, C B,. On peut voir facilement gue I’ensemble B, n’a pas de points isolés,
Soit x, € By, g =1, 2, --: une suite convergente de points de l'ensemble B, et
% = lim x, Si une infinité des points de la snite appartiennent au méme ensemble

q

B, ou B, alors.x a artient aussi & 'ensemble B, ou B,. Au cas contraire les
? ?; bp _ » ;

points x, appartiennent 4 une infinité d’intervalles contigus [a?, b2] et par con-
. ¢ - . q q

séquent lim a? = lim b? = x. 1l résulte que x € B,. Dans tous cas # ¢ B, C’est a
q ? 7 .

dite que I’ensemble §P'ést parfait. ‘ ' , o
' On.remarque que les points de premiére espéce de I’ensemble B:, appartiennent
aux intervalles [a?, 8], 2 =1, 2, ... . De cette observation et de (1.1) 11 résulte
que’ pour chaque division D, ¢ @, la norme: absolue de la ‘sous-division [i(E,’,, D,)
vérifie la relation e oo : . : ©

= \gi+1

e e 5w B
A2(By, D,)]1 < 35 (b — a) +;‘1(—f’+27§;) = 1y + 1 = 2.
Autrement dit M(B,, 9) < 2 p,. o o S
2. Dans ce-qui suit on considére des fonctions réelles J définies sur une base
B de lintervalle [a, 5]: f: B - R. On a désigné par R I'axe réel. Pour simpli-
fier, lorsqu'il 0’y a pas de confusion & craindre, on n’écrira que la ‘base B. =
Soit f une fonction définie sur la base B et D(x,, %5, ..., x,) une division de
cette base: On appelle somme intégrale o(f, D)-1a somme suivante :
k—1

=1 2
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Pour une sous-division d: < %, ¥;>, =1,k on désignera par. olf, d) la
somme ' ’ '

o(f, d) = LTI (5, — ).

o Smtfune fonction définie sur la base B ; on dira que f est intégrable M, sur
B il existe un nombre fini I, tel que, pour chaque suite de d1v151ons adnuse de la

base B @(Dy, Dy, ..., D,, ... ), la 11m1te
‘ lim c( f,D,) =1,

existe, et si cette limite ne dépend pas de la suite considérée.
On appelle le nombre I intégrale M, de la fonction f et on écrit

I = (M) { /()
Si B = [a, b], on écrit

| Iy = (M) Sf(x)dx ‘

Dans ce qui suit, sauf les théorémes 4.1, 4. 2 et 4. 3 de 1’art1cle mentionné [2].
en donnera plusieurs propriétés qui résulteront immédiatement de la def1n1t1on

TutoriME 2.1. Sotent f une fonction définie et intégrable M, sur la base B etc
un nombre donné. Dans ce cas la fonction cf ost mtegmble M sur B et a liew la vela-

tion

(11,) { ef(x)dn = o) { f)dx.

B B
- Démonstration. On' rémarque que pour chaque division D de 1a base B on a
(cf D) = co(f, D), d’onr il résulte le theoreme

THEOREME 2.2 Sodent f et g deux fonctwns définies ‘et mtegmbles lw*-sm" les
bases By et B, de U'intervalle [a, b] alors les fonctions f 4 g sont mtegmbles M, sur

la base B = B\ B, et .
() § [f(x)¢g<x)1*dx=(M*) lgf(x)dxi(M*l)S gl#dr. @)

Démonstration. On observe que pour chaque division D de la base B nous

avons
o(f + & D) = o/, D) + olg, D) ' (2.2)

Pour chaque suite admlse de d1v1s1ons @(D,, Dy, ..., D,, ...) de la base B, de

(2.2), en passant 2 la limite, on déduit la relat1on (2 1).
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THEOREME 2.3 Soit f une fonction définie et intégrable M sur la base B, de sorte
‘que [ est mon-négative sur un emsemble A C B, dense sur B ; alors :

() { f(xm)az > o. (2.3)

Démonstration. Dans ce cas.il existe une suite admise de divisions de la base
B 9(D,, D,, ..., D,,...) telle que les points de division D, appartiennent a l’en-
semble 4 pour n =1, 2, .... Il résulte que o(f, D,) >0, n=1,2, ... et-la rela-
tion (2.3) en résulte en passant a la limite. _

Une conséquence du théoréme est que si f est une fonction définie et intégrable
M, sur la base B et si 4,, 4, sont deux ensembles denses sur B tels que f(x) > 0,
x€d, et fx) <0, x¢ 4, alors

(M) S f(x)dx = 0.

THEOREME 2.4 Soit f et g deux fonctions définies et intégrables M, sur les bases
B, et B, de Uintervalle [a, b] telles que f(x) < g(%) pour chaque x appartenant & un
ensemble A dense sur B = B, (\ B, alors

(M) { fimdx < (1) { fiz) o
B, B,
Démonstration. On remarque que la fonction % = g — f est intégrable M, sur
B, puis on applique les théoréme 2.2 et 2.3.
~ Soit f une fonction définie sur la base B, on désignera par [f| la fonction qui
prend les valeurs [f(x)]. ‘

THREOREME 2.5 Soit [ une fonction définie et intégrable M, sur la base B,del'in-
tervalle [a, b] telle que |f| soit intégrable M, sur la base B,, alors

132§ fxdl < (1) § 1) d.
B, B,

Démonstration. On remarque que pour chaque division D de la base B = B, B?
on a |o(f, D)| < o(|f], D). :

Soient f une fonction définie sur la base B, x ¢ B un point donné de B et
D(xy, %, ..., x,) une division de B de sorte que % 5£ x;, ¢ = 1, k. Soient x — ,,
% + hy € D des points consécutifs de la division D de sorte que x — 4, < x <
< % 4 hy. On considére la sous-division d: < x — Ay, x> ; <%, % + h, > et
on construit la division D’ = D |J d. En ce cas nous avons '

olf, D) = off, D) =P la S0, A LIE T My, 0 (o)

e SR G4 g L G R F) — I+ ) — af (% — )],

1
2 2

. THEOREME 2.6. Sost f une. fonction definie et intégrable M, sur les bases B, et
By, des intervalles [a, b] et [b, c) tels que pour x=>b, hy, hy >0, x — hy € B,,
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% - hy € B, ait lieu la limite
im [(Ay + he)f(%) — M f(x + ko) — haf(x — 1)] =0, (2.5)

1
Byt R0
alors f est intégrable M, sur la base B = B, \) B; et nous avons

1)\ fmyax = 01, § forax + 00§ f(n)as.

B B, By
Démonstration. Soit @'(Dj, D}, ..., D;, ...) une suite admise de divisions de
la base B de sorte que be D,, n =1, 2, ... . Il résulte que
tim off, D;) = (My) { fix)ds + (M) { fiz)d. (2.6)
B, B,
Soit ®(D,, D, ..., D,, ...) une suite admise de divisions de la base B telle que
b€ D, n=12 .... Soit hy,, ky, > 0 de sorte que << b — hy,, b 4~ by, > € D,
n=1,2, ...; on considére la sous-division &,: < b — hy,, b>; <b, b+ hy, >.
Nous définissons la suite de divisions ®'(D;, D;, ..., Dy, ...) ot D, = D, ) d,,
n=1,2 ..., En vertu des relations (2.4) et (2.5) on.déduit :

ii;n [o(f, D;) — olf, D,)] =0

donc de (2.6) il résulte que .
lim o(f, D,) = (M) {f(x)dx + (M) § fix)ax.

By B, -

"3. Dans ce paragraphe on donnera une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction mesurable définie sur une base B soit intégrable M, sur B.
. Soit d: < x,, v; >, ¢ = 1, & une sous-division de la base B; si le nomb{e k
des couples de la sous-division 4 n’est pas fini, on dit que la sous-division 4 est infi-
nie. Dans ce qui suit on considére seulement des sous-divisions infinies qui ont des
composantes finies. Dans ce cas les opérations entre les sous-divisions ainsi que
leurs propriétés obtenues dans [2] restent vraies pour les sous-divisions infinies.

Soit f une fonction définie sur la base B; on dit que f vérifie la propriété S,
sur B si pour chaque nombre >0, correspond un nombre positif >0 de sorte que

\ lo(f, d) — o/, d)| <= (3.1)
pour chaque sous-disivion f finie ou infinie de la base B pour qui A(d) < p.

En conformité avec le théoréme 2.2 de l'article [2], éfant données deux sous-di-
visions d, et d, de sorte que d, < d, il résulte que (d,), = (4,),- Par conséquent on
a.de méme la définition suivante équivalente 3 la précédente: Soit f une fonction
définie sur la base B; alors f vérifie la propriété S, sur B si 4 chaque nombre & > 0
il correspond un nombre p > 0 de sorte que :

lo(f, di) — o(f, do)| <e : ‘ (3.2)
pour chaques sous-divisions finies ou infinies d; et d, telles que 4, <4, et
Aldy) = A(d,) <p

TaEOREME 3.1. Soit f une fonction définie sur B, de sorte que pour chaque nom-

bre € > 0 4l existe un nombre p > 0 tel que (3.1) soit vérifiée pour chaque sous- divi-
sion d finie pour qui A(d) < p.; alors f vérifie la propriété S, sur B.
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Démonstration. Si d est une sous-division infinie alqrs 4 est'la réunion  des com-
posantes d;, j =1,2, .. .-Parce que d;, 7=1,2, ... sont ;flnles les sous-divi-

sions d” = U d; sont- aussi finies.. Sl A(d) < p il suit que A(d") < w, =12,
1
et par corjlsequent o

jo(f, &) '—‘c[f, @l<e n—=12 ....
Il résulte que- :
o/, @) — o{; )] < lim sup [off, &) — ol @)1l <

Soﬂ: f une fonction définie sur la base B on dit qe f vemfw la propriété S/,
B si pour chaque suite de sous-divisions d(dl, dz, .e-, d,, ...) dela base B qui “éri-
f1e la relation SN . oo
lim A(d,,) = o - = N (8.8)

on a

lim [G(f dn) G[f ( ) ]] =0.- ’ ‘ '(34)

TufiorEME 3.2. La condition nécessaire et suffzsante Pouy gu’'une fonction f définie
sur une base B vérific la propriété S, sur B est que f posséde la propriété. .S, sur B.

Demonstmtwn Soit dd,, d,, ..., d,, ...). une suite de sous-divisions de la
base B telle que (3.3) soit satisfaite. On supposera que f posséde la propriété Sk
sur B. A chaque nombre & > 0 correspond n > 0 de sorte que (3.1) est satisfaite
si A(d) < m. Au nombre v > 0 correspond N ainsi que pour chaque #» > N, A(d,) <
< 7. 11 résulte que pour n >N, |o(f, 4,) — olf, (4,),]] <e et donc la _relation .
(8.4) est prouvée. )

Réciproquiément, oni suppose que " f vérifie la propnete S! sur B et qu elle

ne vérifie pas la propriété S, sur . Alors il existe.e > 0 a quoi il correspond des
suites de nombres positifs p.l, Moy« o5 By - .. €t des sous-divisions de la base B,
dy, Ay, ..., d,, 0 telles qui 11m e, = 0, Ad,) < ., n_l 2, ... et |o(f, d)

—o[f, @d,),]] <e n=1,2, - Cette derniére inégalité contred1‘c cependant

la relatioh (3. 4) et donc lhypothese donnée est fausse. . N B

‘THEOREME 3.3. Soit f une fonction' defzme et intégrable M, sur la base B; alors
f vérifie ld propriété S, sur B. L

Démonstration. Soit d(d,, d, ...,’d,, ...) tne suite de.sous-divisions finies de
la base B qui. satisfaite ‘la relation (3. 3). Il existe une-suite .admise de. divisions -
(Dl, D, ...,D,, ...) de ld base D de sorte que (d,),CD,, n=1,2,....  On
considére la suite admlse de divisions '®'(Di, D, , :.., D}, ...) de sorte que Dj.= -
=D,Ud, n=1,2, .... Parce que f est une fonction intégrable. M, sur .B-.il:
resulte que hm o f D ) = lim o(f, D;), d’os% 'on.dédéduit que :

J

tim [o(f, D,) — o(/f, D)] = lim [o(f, ) — olf, (,),]] =0. ..

v
[

La deuxiéme partie de la ‘démonstration du théoréme 3.2 nous montre que f véri-
fie la relation (3.1) pour chagqite sous-division finie de la base B Du theoreme 3 1"
il résulte que f vérifie la propriété S, sur 'B.. L : B e
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Le théoréme précédent donne une condition nécessaire afin qu’'une fonction f
définie sur la base B soit intégrable M, sur B: Dans le théoréme suivant on momn-
trera que cette condition est sufisante pour les fonctions f mesurablés: On donnera
auparavant. plusieures lemmes.

- Lemume 1 Soit f une fonctzon lLinéaive sur l’mtervalle [a b] Dcms ce cas pom'
chaque division D de Uintervalle [a;b] on a’ o

off, D) =10 — a).

Démonstration. Fn effet, si on écrit-
.'f(x) _ bf(a).— af) —Ff(b) —fla) .,

b—a o b—a - o

egahte precedente resulte immédiatemment par le- calcul poer e

LEMME 2 Sozt f wne fonctwn mtegmble meann sm' l’mter'mlle [a b] alo1's
frest mtegmble M, 5 sm' [a b] et on a’

o ) o . D R R T wr oA,
S f-:'<.M=x:>Sf<x>dx s
Demonstmtwn S01t @(Dl, Dz, ..., D,, ...) une suite admise de divisions"de
Uintervalle [a, b] ; alors . :
o 'k—l " ' Ck,—i ;’_p\“‘

(f D,) Zf’ﬂ ) (%1 — %;) + Ef (xF+1)( x1+1—%)

o1 ' N

olt x;.€ Dn, 1= 1 k Les sommes de la deux1eme partle de l’egahte precedente
sont ‘des 'somuiies 1ntegra1es Rlemann et donc

lim o/, D;) = S f(x)dz.

LEMME 3 Smt f une fonctwn ‘définie et comtinue sur un ensemble jbayfmt‘
A C [a, b], alors la fonction

f(#) - xed
e y
v [ f(a) _|_f( i) — f(az) (x i) “x€ (ai’ b,) , e
ou (a,, b ) 1= 1 2 . sont, les 'mtewalles contzgus de Uensemble A, est définie et

contmue sur [a, b] » , : C
D émonstration. Soit x, un pomt de 1’1n1:erva11e [a, b]. Si %, & A alors dans
un V01s1nage de %, f* est linéaire et donc f* est continue en %,. Soit x, € 4 et xk,
BE=1,2, ... une suite de points tels qué lim x,= xo, Siix, € A k= 1 2
Wk

par hypothese l1m f*(xk) = f*(x,). Ma1s si %, € (@, bi)s k— 1 2 on "a

b
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koo [ 4 ) : '
< f*(Bi,) ott f*(a,-k) > f*(x,) =f*b), k=12, ... dot il résulte que llkm‘f*(xk) =
= f¥(#0). _ _ . -
TutiorEME 8.4 Soit fune fonction définie et mesurable sur la base B, telle que f
posséde la propriété S, sur B, alors il existe une base B C B, de sorte que f est inté-

grable M, sur B
Démonstration. Soit v > 0 un nombre arbitraire ; alors en vertu du théoréme

de Lusin il y a un ensemble parfait B, C B, tel que :
m(B)>b—a—v ‘ - (8.5)

et la restriction de f 4 la B, est une fonction continue sur B,. On considére une suite
décroissante de nombres positifs v,, p = 1,2, ... telle que lim v, = 0; alors il

p
existe une suite croissante d’ensembles parfaits B,C By B,C By, p=1,2, ...
tels que (3.5) a lieu pour v=v,, p=1,2, ... et Ia restriction de f 4 la B, est

une fonction continue sur B,. Soit B* un ensemble B* = U B, et B= B* U
1

p=
U {a, 8}. On va démortrer que f est une fonction intégrable M, sur la base B.
On considére les fonetions Jo p=1,2, ... définies sur [@, b] comme étant
€gales & f sur B, et linéaires sur les intervalles contigus B,. En vertu du lemme 3
les fonctions f, sont continues sur [a, &]. Donc d’aprés le lemme 2 il existe des inté-

grales

li}zn @ = lim bi, = %,, donc li;n f*(a;,;) =1ikm f*(b,-k) = f*(x,). Mais f*(a,-k) <fH*x) <

b b
I, = (M,) S fo (%)dx = S fxdx, p=1,2, ... . (3.6)
Soit €, &5, ..., &, ... une suite de nombres positifs tels que lim e, =10; en

; s
vertu du théoréme 4.1 de l'article [2] il existe une suite de nombres positifs 7,
Moy ++ vy Nps .. telle que lim %, = 0 et
. 8

p — o(fp D) <, (3.7)
pour chaque division D qui vérifie I'inégalité $(D) < 7. Du moment que f vérifie
la propriété S, sur B, pour £ > 0 d’aprés (3.2), 11 existe une nombre p. > 0 de sorte
que _ :

la(f, d") — olf, &) < (3.8)

pour chacune des deux sous-divisions de la base B qui vérifie d’ < a’ et A(d) < .
On considere p, tel que ¢, < —:— et v, <p. Etant donnés les nombres p,, p, > p,

on considére la division D de la base B telle que 3(D) < min (16w p.)- De plus;
si (a4, &), 1 =1, k, s = 1,2 sont les intervalles contigus de l'ensemble B,, tels |

. . . . . i . T 7 4 » " 1 S ) i
quil existe des points #j €.D, j =1, k,; pour qui 4 = ', i=", 4 < %,

j=1,k; —1; alors 4, b ¢ D. On peut de méme exprimer la derniére condition
sous la forme d(B,, D) =@, s = 1,2. On considere les sous-divisions d*: < a;, b; >,
s=12i=Tketd": < s> s=12;i=T1k, j=1, R, — 1. Sip, <
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‘ {
< p2 il existe la sous—d1v151on d3 telle que d®* C D, d? Ndd=0 et dt =dt | &
Soit d* = (d ) U 48 alors d* @, (d%), = (d%), et A(dl) < v, < 7. Da pres le lemme
.1 ona

ks

> ol fp, &) = ol f, (@),]

=1

On déduit donc que o(f,,, D) — o(fp, D) = o(f, 4% — off, d\),1=o(f, @) —ol[f, (@%),]
En vertu de (3.7) et (3. 8) il résulte

Hy, Ipl Iy, — o(fpe D) + l6(fppy D) — o(fp, D)| +
+lolfow D)~ L < +—+—- <=

Par conséquent la suite I, p = 1, 2, ... est convergente. Soit I la limite J = lim I,.

. b
Ytant donnée une suite admise de divisions &(D,, Dy, ..., D,, ...) de la
base B, on choisit I'indice p de facon que, [af, b?] étant les intervalles contigus de
Iensemble B,, aient lieu les relations

@©

2 (b2 — a?) <-‘;—,

i=1

I -1, < f (3.9)

et e, < i En vertu du théoréme 1.1 il existe Uensemble parfait B, de sorte que

B,C B,, et A(®, By) < p. Soit [af, 57] un intervalle contigu de I'ensemble B, et
B, . I'ensemble (1. 2). On désigne par fp la fonction qui est égale a f, pour x & [af, b2,
qu1 coincide sur B,, avec f et qui est linéaire sur les intervalles contigus de I'en-
semble B,, La fonction fj, est continue sur 'ensemble parfait B UBp et linéaire
sur les intervalles contlgus de cet ensemble. Il résulte du lemme 3 quae la fonction
};1 est continue sur [a, b].

On considére la série

736 =) + 3 o) — S0)). (3.10)

Pour chaque point x € [a, b] tous les termes de cette série sont zéro sauf éventuel-
lement un seul. Il résulte que (3.10) est une série convergente pour chaque point

x € [a, b]. Pour x ¢ Bp, f,,( %) = f(x) et sur les intervalles contigus de l'ensemble
B, [a, b1, j=1,2, ... la fonction f} est linéaire. '

Etant donnée une d1v1510n D, e9®, soit d(D", Bi,) la sous- d1v1s1on contenue
dans D, qui couvre des points de premiére -éspéce de I’ensemble Bp Soit
< xq , yq >, q=1, hy, les couples de sous-division d(D,, B,). A un _couple
< %", ¥¥" > correspond un ou deux points de premiere espéce de I'ensemble B,,, qui -
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sont couverts par le couple considéré. Dans le premier cas nous désignons par d;i’ le
point correspondant et dans le deuxiéme cas mnous les dééignoﬁs par Zf; , ZZL Nous
avons aussi x§”<Zf; <y et a” <Z}‘; <Z§; <'y§”. On considére les sous-divi-
sions dt": < x”, ;if-; > ; <al,yy" > respectivement @": < 23", al > <af,

h
-~ ~ — ~ P~
bhr>; <b2, 9>, g=1, hpy. Soit dP" = Lj ar, alors
. ' . . . . g=1 :

q Iq .
A@) <p,n=12 .... (3.11)
Soit D}, les sous-divisions D,=D, | @ n =1,2,....0nobserve que z?(D,’,, Ep) =0
n =1, 2, .... Nous désignons par [al, b%,], 7 =1, %, les intervalles conti-
/ »

gus de 'ensemble B, pour qu'il y ait des points %}", j = 1, &, 27" = ab,, 21> =02,
de'la division D;, qui appartiennent & ces intervalles. On considére les sous-divisions

: - =y —_— k;; -
dip 1 < %7, %41>, =1, hy — 1 et aussi la sous-division ‘'dp =" Y dl,." Soient
ab, 0], i =1, %, les intervalles contigus de U'ensemble - B, pour qui il y ait des
n g I P q

points x7', ¢ = 1, h,, 21" = ab;, xji = b2, de la division D) qui appartiennent a

11

ces intervalles. Nous désignons par d,, ¢ =1, k, les sous-divisions d,,: < %,
k

x;'_’(_l >, qg=1, b — 1 et par d, la sous-division d, = L’Jt dy. On remarque que

1=]

4y Cdy Il 'y a dans ce cas la sous-division dj telle que d, = dj, {J d3, (d3), C ;.
Les. points appartenant aux couples de la sous-division d* . appartiennent 2 .
I'ensemble B,. On remarque aussi que (d,),: < ak;, b5, >, i =1, k, et que (d,), =
=(d}),- Il résulte que Co C A - . . -

o T A < T (8
De ce que lé”_f‘o‘rAlcti‘oﬂ | f5 est linéaire sur les {ntervélieé contigus de l'ensemble _B;-,.
d’aprés le lemme 1, on déduit que o(f}, d;) = o(f}, d5) = o(f, 43).

N

En vertu des relations (3.7), (3.8), (3.9), (3.11) et (3.12), pour une division D,
pour qui §(D,) < n, a lien la relation ' ,

I — o(f, D) < 1T = Ll + I, — o{fy, D})| + [o{fy D) —
= olfs DI+ 1s(f3 D;) — olf, D)l = | — L] + |I, — o(f, Dyl +
+ 1oL/ (@p),] — olf, d)| + |o(f, @) —-o[f, (@), <
<Z+Z+Z+z=8
Cette ;;elgtioq nous montre -que

lim o(f, D,) = I

et le théoréme, est démontré.
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THEOREME 3.5 Soit f une fonction mesurable et intégrable M, sur la base B de
Vintervalle [a, b]. Pour chagque.c.€ B, f est intégrable M, sur les bases B, =B
N [a,c], Bo=B\ [c, b] et a liew la relatwn

o) sy e = 4 § s s + @ i as .13

By B,

Démonstration. La fonction f étant intégrable M, sur B, d’aprés le théoréme
8.3, il résulte que f posséde la propriété S, sur B, donc sur les bases B, et B, 1l
resulte en utilisant le théoréme 3.4, qu’il y a des bases B C B,, B; C B, telles
que f soit intégrable M, sur B] et Bj. '

. Soit &y, Ay >0 tels que ¢ — k€ BY, ¢ + hy € B; ; on considére la sous-divi-
siond: <¢c—Ihy,ec> ;7 <cc+ h2 >. Parce que f posséde la propriété S, sur. B A
chaque nombre = > 0 il correspond 7>0 tel que

lof, &) — olf, d)| < =
si A(d) < v. Dans ce cas pour chaque 4;, %, > O tels que %, + %, <7 on a
(s +Bo) f(€) — Bufle + h) — haf(c — ) |= 2la(f, d) — olf, d)] <.

Donc la relation (2.3) est vérifie et, en utilisant le théoréme 2.6, on -déduit

(M )Sf(x)dx = (M, )Sf( ix+ 0L) \fnas. 319
B} B} ‘
Soit une suite admise des divisions @'(Dj, Dy, ..., D;, ...) de la base Bj. '
Soit aussi @"/(D}’, D/, ..., D,’, ...) une suite admise de divisions de la base B).

La suite des divisions @(Dl, D, ...,D, ...)on D,=D;,UD,), n=1,2
est une suite admise de divisions de la base B. On a o-( f, Dn)= o(f, D;) + o'( £ D,’,'),
n=12 ..., donc 2 la limite il résulte que

lim o(f, D;) = lim o(f, D,) — lim o(f, D,’) =

o1,) {0 dw — (04,) § ) ax.

B Bg

D’aprés (3.14) il résulte que f est intégrable M, sur B, et I'égalité

() { f2) d = (01,0 | ) 2

B, Bg

est vérifiée. De méme on montre que f est intégrable M, sur B,, puis de la relation
(8.14) on déduit (3.13).

(Manuscrit regin le 26 décembre 1968)

3 — Matematici—Mecanicd 1/1970
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UNE PROPRIETE DE MINIMUM DES FONCTIONS ,,SPLINE”

par
CAROL KALIK

Le point de départ de ce travail est I’étude d'un probléme variationnel qui se
trouve étroitement lié 4 beaucoup de problémes d’analyse numérique, et qui notam-
ment, embrasse les différentes fonctions ,,spline”.

1. Nous allons noter par H*(g, b) I'ensemble des fonctions f(x), définies sur
Pintervalle fermé [a, b] qui satisfont les conditions suivantes: :

a) f(x) € C¢V[a, b] '

b) f®=1(x) est absolument continue et f*)(x) ¢ Ly(a, b) Sur-cet ensemble de
fonctions nous allons envisager deux produits scalaires distincts. Le premier. est .
défini par

(f, &) \> FO) - g ()ax,

1l = V(£ 7)

Il est connu que Tensemble H ®)(a, b) ayant ce produit scalaire represente un espace‘.

Hilbert.
Pour définir le second -produit scalaire on constrmt une- prOJectlon

i HO (g, b) - 2,_,

oit €, _, est 'ensemble de polynomes ayant un degré tout au plus égal & & — 1. Soit

ce qui engendre la norme

1

=2 b(f)an
u=0
oll
= X \f‘“ )z (@ =0, .o b = 1) (1,1)
eta,(j=01,. — 1) la solution du systéme d’equatlons suivant -

{1pourh—p. (h=0 i b 1)

0 pour Az<p.
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La matrice de ce systéme a une forme triangulaire et chaque élément de sa diago-
nale est égal 4 b — a. Par conséquent le déterminant du systéme est égal & (b'— a)
ce qui signifie 4 son tour que le systéme a une solution unique.

Notons
(=(f), =(f)) = .Z:/\olu(f) “bu(f)
et
8= S’f‘k’(x) g (x)dx -+ (n(f), =(f)) (1,2)
respectivement ’ . ~
118 = § (O yan + ()i
olt -

=1
In(F)IF = 2 &)
I/égalité (1,2) nous fournit la deuxiéme norme sur H®(a, b).

LemME 1.1 Les normes ||:||,, ||:||l. sont équivalentes.

Démionstration. Moyennant 1'inégalité de Schwarz et celle de Cauchy il résulte
de (1,1) que )
k—1 b

1715 = S{f"“’()zdx+CEOS{f‘”(x}2dx ClifI;

11 faut encore démontrer, .que H® (a, ) est un espace Hilbert tout aussi bien

avec la norme ||-||,. Cela séfa prouvé quand nous aurons démontré que la ferme-
-ture de I'ensemble C*[a, b] selon la norme ||-||,. est composée de fonctions f(x)
qui satisfont les deux conditions données. par la définition de{H® (g, b). Soit donc
fi®), ..., fu(x), ... une smte fondamentale de fonctions selon la norme ||-||. 1l
en résulte que A

i (7 — 9 = 0 et fim (s(f, —fl =0 . (13)

n,—3 n,3% - ©

11 s’ensuit de (1,3) l'existence d'une fonction g(x) € Ly(a, ) de sorte que lim || o

—gll = 0. La formule (1,3) nous montre que o ‘
lim L,(f, —f.) =0 (1,4)

pour p=20,1, ... 2 — 1 Cependant il esf facile de remarquer que le systéme (1,1)
est résoluble aussi avec une seule solution. Donc

b

\fo@ax = 2 b i)
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Par conséquent

b
fim S( F gy =0

7,9 —> 0 e
pour § =0, 1 , ..., B — 1. Dans ce qui suit nous utiliserons la représentation sui-
vante i " ’
. 5 b =
u(x) = — S (uE)dE + S K(x, &) w'(E)dE , (1,5)

qui est valable pour chaque #(x) € CY [a, b]-, oll

Eze a<i<x
—a

K(x, &) = ¢ _,

b—a

si x<&<d

En appliquant la formule (1 5) a {f% 9 — f% 1, on obtient
) .

S[f"‘ "()—fﬁ!:i"(a)]dHS K(x, B)[fY(8) — 2 (8)7dE

k— i k— '
EE N =
d’o1 il résulte la convergence uniforme de la suite { fﬁf Y(x)}. De la méme ‘maniére

on pefit démontrer la convergence uniforme des suites { f“’( %)} pour j =0, 1.
kE — 1: 11 s’ensuit par conséquent l'existence de la fonction f(x) € C* " a, ] et

lim f(5) = /(=)

uniformément sur [a b] pour =0, 1, -, & — 1. Enfin, nous allons démon-
trer que la fonction g(x) est la denvée générahsee d ordre k de la fonctica f(x). Nous
avons

;

b

{700 0¥ (m)tx = (—1) Sfff’(x) qlaydx

a

Donc le Iemme est démontré.

Nous- utiliserons aussi un troisitme espacé Hilbert noté par LY ’ (a, b). Les
éléments de cet espace sont les classes d’équivalence de }espace A

H®(a, b) /
A B
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alors que le produit scalaire est donné par
b

[/, €1 = § 709() - g0(x) dx

a

f(x) et g(x) sont des représentants des classes d’équivalence respectwe La norme
1)

oit
de 'espace sera notée par

[fle = VA
2. Envisageons la fonctionnelle suivante
y

Gn=\uompa -2y 21)

définie sur H®(a, b) ot F est une fonctionnelle continue donnée sur H ®(a, b). Les
conclusions que nous tirerons en ce qui concerne les différentes fonctions ,,sphne"
s’appuient sur le théoréme suivant oo

TrEorEME 2.1. Si la fonctionelle F satisfait les conditions swivantes
v (Fyaw) =0 pour p=0,1,... k—1

alors la fonctionnelle G a un minimum absolu sur H® (a b) et ce minimum se trom;e
réalisé par* une seule fonction.

Demonstmtwn La fonct1onnelle F étant continue est aussi bornee

IF, AP < C2I|fn,,—62{lf|k+un<f)1|2} ' (2,2)

Il résulte de (F 2t) =0 pour p=20,1, , # — 1 que (F, =n(f)) = 0. Cela signi-
fie que (F f) =F(f = =«(f)). Par consequent il s'ensuit de (2, 2). que

(F f)|2= I(F FEr(fE<Cr {f — =N+ [I(f) = ==t = CoIfLE (23)
Cette inégalité nous permet d’écrire
G )=l = ZCiflk= (17l — C) —C>—-C
ce qui signifie que 'la.,:‘fonct,i._oqnglle G esfc, bornée 1¥.1£er1eurep1¢nt.:g Smt .
Al e ) | :

une suite minimisante. Soit aussi ‘¢ > 0 un nombré quelconque Notons par N le .
nombre pour lequel il y a

@G, f”) <dde oo
pour chaque # >'N.“Nous avois ‘no’cé‘ d= iﬁf'\" (G, ) sur H@(a; b)'."Moye'xin'ant
I'identité R T e T SN

L AR (6. 245)

2
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facile 4 vérifier, nous obtenons

fn—fm
2

2<d+s+d+e_d

= =€
k 2 2

pour #, m > N. Il s’ensuit que la suite minimisante converge dans 'espace Hilbert
L®(a, b). Soit g(x) la limite de cette suite. Nous avons . '

(G, g) — (G, f)l = llgl; — Iful} + 2(F, £, f~5)| < llgly — ILPl + 261/ — &ls-
Par conséquent
inf (G, f) = (G, g),

H(®)a, b)

cela signifie que le minimum absolu de la fonctionnelle G existe.

Nous pouvons nous convaincre facilement que g(x) est unique. Soit g (x) une
autre fonction qui réalise le minimum de G. En écrivant la variation de la fonction-
nelle G dans g respectivement dans g,, on obtient

' Sg‘k’(x) “f®(x)dx — (F, f)=0

respectivement

Jeo() 02 v — F, f) =0

a
I1 en résulte
’ b

S (¥ (%) — g§”’(9;)) (%) dx =0

a

pour chaque fe H®(a, b). Par conséquent nous avons g — g, € P,_;, ce qui dé-
montre que g(x) et g,(x) apartiennent 4 la méme classe d’équivalence.

3. Le rapport entre la fonctionnelle G et les fonctions ,,spline”. Ici nous allons
démontrer que les fonctions ,,spline” polyndmiales liées & I'interpolation de type
Lagrange, de type Hermite et de type Hermite-Birkhoff peuvent étre obtenues en
tant que fonctions minimisant la fonctionnelle G pour certaines fonctionnelles F
fixées. En méme temps, moyennant le Théoréme 2.1 on peut démontrer d'une
maniére simple toutes les propriétés fondamentales des fonctions ,,spline”.

- Soit #; < %5 < ... < %, dés noeuds .arbitrairementfixés sur I’axe réel. Choi-
sissons @ < #, et b > x, d’'une fagon arbitraire. Conformément a la notation [2]
E désignera une matrice quelconque ayant la forme

E = |le4~24" 3,1)
[H (3.1)
avec # lignes et p. colonnes. Ici g; représentent des nombres égaux 4 1 ou.a 0. Sup-

. posons que dans la colonne p de cette matrice il y ait au moins un élément égal
al : C
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Notons par e I'ensemble de couples (%, 7) pour lesquels ¢;; = 1. Soit lEi = E &
(i 9)€e

On remarque que E est justement la matrice du systéme suivant

f-(j)(x,-) =y1(;j) 4, Hee ’ (3:2)

lequel représente les conditions d’interpolation selon Hermite-Birkhoff. II est évi-
dent que dans ce cas général se trouve inclus le cas d’interpolation selon Lagrange
(€ =1;4=1,...,m;j=0) aussi bien que le cas d'interpolation de type Hermite
Ei=1;i=1..,2;7=0,...,u—1).
Nous allons envisager maintenant des fonctionnelles ayant la forme
F= 3 38 B3
_ = A _ ,

Pour ces fonctionnelles nous établissons le théoréme 3.1 qui est une conséquence
directe;! du théoréme 2.1. : '

TutoriME 3.1. Soit E une matrice quelconque ayant la forme (3,1). Si les coris-
antes A; de (3,3) sont choisies de maniére que

(F, ) =0 powr K=0,1,...,5k—1 (3,4)

ot k est un nombre donné quelconque mais plus grand que y ou égal & y, alors il existe
une seule fonction s(x) € H®(a, b), qui satisfait les conditions suivantes:

1. elle est la solution du probléme aux limites :

(— 1yD#s = F -

: . : (3,5)
sia) = sNB) =0 (=4, ..., 2% — 1)

_ 2. sur chaque intervalle (w;, #;,,) la fonction s(x) coincide avec un polynéme
ayant le degré tout au plus égal a 2k — L. :

3. 4 chaque point % (i=1, ..., n) la fonction s(x) satisfait les conditions
de raccordement

(%, 4+ 0) = s, — 0) (7=0, .., B—1, ..., 2 —a —2

ot a; = max {h}.
. . e;=1 ‘

Démonstration. Selon les conditions de ce théoréme la fonctionnelle G a un mini~
mum absolu. Notons par s(x) la fonction unique de H®(a, b) qui minimise la fonc-
tionnelle G. Nous avons & démontrer que la fonction s(x) satisfait toutes les affir-
mations du théoréme. , X

La variation de G au point s(x) est donnée par

. b
[ o) - sy ax — (7, ) =0 Y
vidie pour chaque f ¢ H®(a, b). Cette identité, considérée seulement pourfe €¢ (2, 9),
signifie que s(x) satisfait I'équation différentielle de la formule (3,5). C
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A la démonstration des conditions aux limites de (3,5) nous préposons. celle
de la propriété 2, Il résulte de (3,6) et de la forme (3,3) de la fonctionnelle
F que ’ :

b

§ @) - iz dz =0
Potir “chaque f€ Cq(%;, %;,,), ce qui signifie que (— I1)*D*s =0 sur I'intervale
(%; %,,1). Par conséquent s(x) est un polyndéme ayant un degré tout au plus égal &
2k — 1 sur lintervalle (%, %;.)- '

Le raisonnement ci-dessus nous montre que s(x) coincide avec un polynoéme
_ aussi sur les intervalles (, %) et (%,, b). Afin de démontrer les conditions - aux li-
mites de (3,5), considérons le sous-espace H#¥(a, b) de H (*)(a, b) composé des fonc-
tions fe H®(a, b) qui satisfont les conditions suivantes: '

a. flx) =0 sur (%, b)

b. fO(x,) =0 pour 7=0, 1, ...,k — 1

De (3,6) nous avons

b .
[ stx) - f0z) dx =0
pour chaque f(x) € H *)(a, %,). En intégrant par parties et en tenant compte de la
condition b, il s’ensuit pour chaque f(x) € H®(a, #,):
k—1

. io (— 1)1+ (a) fO=iTa) =0

En particulier, soit f(x) = P, i(#) ott P,,_;(%) est un polyndéme ayant le degré 2k —1
avecles propriétés suivantes: ' : :

1. PP (%) =0 pour h=0,1,..., k=1
cx#20 pour h=j

0 pour 2 3£j
Nous trouvons a partir de 1'égalité antérieure, pour f(x) = P,,~ (%) que

' ¢ - st (a) = 0 L

Etant donné que ¢ est une constante arbitraire, nous avons obtenu sttti(a) = 0.
De cette facon les conditions aux limites de (3,5) sont en effet satisfaités par la
fonction s(x). '

Enfin, nous allons démontrer que la fonction s(x) satisfait aussi la condi-

tion de raccordement 3° Dans ce but il est. suffisant de rontrer que
s(x) € H¥*=%=1(x;_y, %;,). De (3,6) il s'ensuit que '

\
2. .Pg(z,;;)_l x) = {

Fita

S s®(x) - f8)(x) dx — (_; -7\,-,;(8?’, f)=0
i,7)Ee . '

*i1
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olt f(x) €Co (%,_4, %;;,), et i est fixé. Il en résulte que

(— 1FD¥s(z) = 3 2,80
i (i, 5)Ee .
sur (x;_y, %;,,). Il est 4 souligner que les additions contenues dans le deuxiéme mem-
bre de cette égalité se font par rapport a §, vu que 7 est fixé. I, équation différentielle
que nous venons d'obtenir montre que, sur l'intervalle (x;_,, #;,,), la fonction s(x)
est une combinaison linéaire des.fonctions s;(x) satisfaisant 'équation différens
tielle .

(— 1)Dzks; = 8/

Cependant, nous avons s; € H*7~1(x, ., x,,,) et, vu que j < «;, .nous trouvons
sj € H®%=%=1(x,_,, %;4,) pour chaque j. Ainsi s(x) ¢ H* %-1(x,_,, ¥,,,). Nous avons
a faire une ‘remarque concernant le théoréme démontré. Etant donné que s(¥)
coincide avec un polynéme ayant le degré tout au plus égal 4 2% — 1 sur l'inter-
valle (a, x,) respectivement sur (x,, d) et que la fonction s(x)- satisfait les conditions
aux limites de (3,5), il en résulte que s{x) est un polyndéme ayant le degré au plus
égal 4 & — 1 dans (a, x;)aussi bien que dans (x,, b).

Pour nous convaincre que le théoréme 3.1 nous fournit toutes lés ,,g-spline”’
de I. J. Schoenberg, il faut envisager la définition qui suit:

Derinrrion 3.1. La matrice E sera nommeée |, k-normale” si pour chaque poly-
-néme ayant le degré tout au plus égal 4 & — 1 et satisfaisant les conditions

. Plyx) =0, (i j)ee
il résulte que P, _,(») = 0.

Ayant en vue que le nombre d’égalités de cette définition est égal 4 |E|, et qu
le nombre de ccefficients du polynéme P,_,(x) est égal a %, il s’ensuit que % <|E]|

" L EmME 3.1 St la matrice E est k-normale et si k < |E|, alors il existe une famile
des fonctionnelles F ayant la forme (3,3) qui satisfont les conditions (3,4). Cette famille
dépend de |E| — k parvaméires arbitraives. .

Démonstration. 11 faut démontrer que le systéme

(F’ﬁ)z 2 (— 1) x‘H: Mi=0 (A=0,1,...,k—1) (3,7)

N GiCe (v —)!

a des solutions et que ces solutions dépendert de |E| — % parameétres. Nous allons’
démontrer que le rang de la matrice du systéme (3,7) est égal & k. En effet, soit

E—~1
P,_i(x) = Zav%.ﬁ De P{,(x;) = 0 pour (4, ) € e il résulte que
V=0 v! .

k—1 P
: = i, 1) €e
V_Eo —y @ 4)
ou
=owA .
(-1 a,—t—= (5 j)ee
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Comme la matrice E est 2-normale, ce systéme admet seulement la solution banale,
ce qui signifie que le rang de la matrice

x‘f_j va0, £—1

[l

=N

est égal & k. Mais cette matrice est la transposée de (3,7), donc on a obtenu I'affir-

(i, /) Ee

mation -du lemme 3.1. ° .

Remarque. Si k = n, alors les ,,g-spline”’ coincident avec l'ensemble des poly-
némes Ljg| 1.

Dans la-suite nous noterons par 8,(E; %1, ..., %,) Tensemble de fonctions
,.spline” donné par le théoréme 3.1. Les théorémes 2.1 et 3.1 nous permettent de
mettre en évidence les propriétés fondamentales des ,spline”.

LeMME 3.1. Si la matrice E est k-normale,. alors pour chaque systéme de nombres
donnés. (i, §) € e de sorte quw'un d’eux auw moins soi différent de zévo, il existe une
fonction unigque s(x) € 8,, de sorie que

s (x) =y @G, jlee . . oo - - (B8

Démonstration. Le théoréme 3.1 fait voir que la forme générale de ,,g-spline” est

S(1) = Pyy(n) + r— )%
s(x) = P, _4(x i——
- 657 @ — 1))
ott £ de £ + |E| paramétres sont fixés par st/ (d) =0 pour j=01, ..., k=1
Par conséquent, dans s(¥) nous avons |E| parametres indéterminés. D’autre part
le nombre d’équations dans (3,8) est égal 4 [E|. Il est donc suffisant de démontrer
que . : . .

sig) =0 (. ee T (38)
attire s(x) =0. ‘ . ) '
En remplacant f(%) par s(x) dans:la formule (3,6) et en"tenant compte de _(3,8’)

nous obtenons
b

Jswpar =0
~d’ott il résulte qué s(x) = Pk_li ‘Mais la matrice étant kénormaie, de (3,8) il
résulte que 's(x) = P,_;(x) =0, ce qu'il fallait démontrer. o

Leyus 3.3. Supposons que E est k-normale. Soit o(x) € H¥(a, b) une fonction
donnée. On mote L . L '
S = {f(#) e HV(a, 1) fO(®) = ¢(x), . j) € 9

et par s(x) la fonction ,spline”’ pour laquelle L

S i CosO(x) = (X)) (4, j)€e
Alors= . . - T wd st e

W (R)pdx = S..,{S(k) ()} dx (3.9)

Gy

min
gd
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Démonstration. Il résulte -du -théoréme 2.1

et (i Ee

b b R ' -
H[S{f‘k’(x)z}dx —2 35 239, cp] S{s(k) 2 dx — 2 u(sgﬂ, o)
a HIce ‘

d’olt on obtient (3,9).

LemME 3.4. Soit E une matrice k-normale et f e H®(a, b) une fonction donnée,
Alors ‘ '

b

o )S{ﬂ’"(x ) — st dx = { (f0() — sP(w)? ax

k(E 1y -

ot so(x) est la fonction ,spline” interpolatoive pour laquelle
| s(x) = f0(x) G.4) € e

Démonstration. Nous avons
b b - ]

o — sop ar = [ o — oy i+ (e - s s+

b

S 2 (£0n) — s - (90) — s

La variation de la fonctionnelle G, c’est 3 dire (3,6) nous montre que
b

o — e sowax = 5 2,60, f—s) =0
iTEe - S

et

(»J)Ge

b . .
§ o — s s Mi(8, f — s0) =0

Par conséquent nous avons l'egalité suivante
b ’ b s
Jerow) — sy dx = {17000 — sy + | (50 (9~ (32 d

- d’oil résulte l'affirmation du lemme 3. 4

Nous terminons ce paragraphe par une remarque portant sur la représentation
intégrale de la différence d1v1see Celle-ci est une fonctionnelle ayant la forme

k41

F=2 N3

$=1
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‘et qui s’annule pour chaque polyndme ayant le degré tout au plusiégal ak—1.
Dong, la ,,spline’® s(x) correspondant a cette fonctionnelle est le noyau de représen--
tation de la fonctionmelle F sur H ®)(a, b). Cest a dire que

o

E N =)o@

a

cette formule étant justement la variation (3,6).
4. Le rapport entre la fonctionnelle G et les formules & approximation des fonction-
nelles linéaires. Envisageons une fonctionnelle quelconque ayant la forme

k-1 b

(€.9) = 5\ a) f(x) dx

définie. sur H®(a, b). Supposons que a;(%) € £,(a,"b). 11 est facile'd observer que
ta -fonctionnelle . £ -este - continue sur H®(a, b). :
Soit N '
& N=_2 WG /)
(hilee
une formule quelconque d’approximation de la fonctionnelle £. Nous notons

F=¢—¢ 4,1)
La conséquence suiyante du théoréme de base 2.1 a lieu. A
TatoriME 4.1. Si la fonctionnelle F donnée par (4,1) satisfait les conditions
(3/4), alors la fonction s(x) qui réalise le minimum de G say H®(a, b) satisfait les
conditions suivantes : T
1. elle est la solution du probléme aux limites .

k-1
(~ P02 s = T i) — T
J=

(5,7)Ee

st)(g) = s@(b) = 0 G=k ..., 20— 1)
2. elle -a la forme

' k—1~—7
(x — x)¥ 1

) = v-olx [ N
(s) = v-o(x) + (i,;e;m TRy

o ¢o(x) € H¥(a, b)

b
3. pour elle, nous avons (F, f)= Ss’(")(x) f®(x)dx, pour chague f(x)e H®(a; b).

Démonstration. Le point 1 se démontre de la méme maniére que dans le théo-
" réme, 3.1. Le point 2 est une conséquence immédiate du point 1. Le point 3 repré-
sente la variation de la fonctionnelle G au point s(x).

(Manuscrit requ le 15 juin 1969)
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O PROPRIETATE DE MINIM A FUNCTIILOR ,,SPLINE”

(Rezumat)

tn prima parte a Incririi se demonstreaz3 ci functionala (2,1) are un minim absolut pe clasa functiilor
H(4)(a, b)ori de cite ori F este o funcfionald dati pe H(*)(a,b) continui gi care satisface conditiile (F, %) =0,
=0, ...,k — 1 In continuire se demonstreazi ci orice funcfie ,spliie” interpolatoare. este solutia
problemei variationale pentru F avind forma (3,3). De asemenea se: precizeazi clasa de functionare F
pentru care problema variationald ne furnizeazi functiile ,, mono-spline”. In sfirgit, se demonstreazi si

unele proprietiti de bazi ale functiilor ,,spline”.

OIIHO CBOKICTBO MUHUMYMA ,,SPLINE" &YHKIMH

(PesmoMme)

B nepBoii uacti paGoThl lokashiBaercs, uTo GyHKmeonan (2,1) umeer a6coNIOTHBIT MHHHMYM B Kjlacce
dbyrxmmit H#)(a,b) Raxapui pas, xoraa F sBisercst AaHHHM GYHKUROHANIOM Ha Hi*)(a,b), HenpepHBHEIM K
yAoBJeTBOpsiomuM yeiosusaM (F, x#) = 0, h=0,..., k— 1. B pajibHefieM JROKAasbBaeTcs, UTO JuoGast
HHTEpoJHpYyIOmasa ,,spline’”’ QyHKuMS SABJseTCA DellleHHeM BAPHALUMOHHOM 3afaud Jas F, umeiomei
dopmy (3,3). YToyHsercs Takxe Kiaacc QpyHKUMOHANOB F, AJf KOTOPOrO BapHallHOHHAs 3allana Iaér Ham
,,mono-spline’’ ¢ynxuun. Hakonern, 10kasbiBaloTCs H HEKOTOPHE OCHOBHBIE ceoficTBa ,,spline’”  QyHKuui.



ERROR BOUNDS IN THE NUMERICAL INTEGRATION OF DIFFERENTIAL
EQUATIONS , :

R by
E. SCHECHTER

In an earlier paper [2] we have developed a method of estimating the error
in numerical integration of ordinary differential equations, which needs no informa-
tion about the exact solution. This was done by continuing the numerical. discrete
solution. Now we discuss the same problem for partial differential equations,

1. To begin with, we consider some simple asymptotic properties of interpola«
tion polynominals. : .

Given the values ff)k), fg‘), k=0,1, ..., p, then the Hermite interpolation
polynomial Q(x) for which:

0%xo) = £, O¥(x) =f%, k=0, 1, ..., p, o

is _ . '
2 ? .

0 = 2 Au(® f37 + 25 Ay 1P, . (1)

where :

o=k ’
= [z o =y

Xo — ¥ k) =0 X — %,
Ay () = | Z =20 w(x_”“)kzik{c‘ [7—=T.
1 - I:xx - xu] k! =0 T [xo - xx]
By differentiation (1) becomes,
) P ‘ :
Q%) = 2 AR P + 2 AP, r=0,1, ..., p. (@)
k=0 . k=0 .

Lumma 1. Suppose that |f|<<Ch*, =01, k=0, 1, ...y p. Then
1) < Ch* for' v =0, 1, ..., p, Hp<< x < x, (8)

where h = x; — x,, and C constants independent of h.
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Proof. From the expressions of A,(x) we have by direct computation:

}d";jk’(x) =Ch ;. ’v'E ETHEN
¥4
§=0,1,%k=0,1, ..., p, and C is a constant independent of h. Thus, our

assertion follows from (2). _
In the sequel we need similar considerations on the Lagrange polynomials.

LeEMMA 2. Let P(x) be the Lagrange polynominal of degree = p such that:

Px)=f,, 1=0, 1, ..., p, where, x; = %y -+ th.
Suppose |f;) < Ch*, +=0,1, ..., p. = :
Then, . /
d'dp(x) < Che-r foy X € [xo, xl] and Yy = 0, 1, e, p
Fig . ‘

Pyoof. P(x) can be written in the. form:
' b
"  P@ = kW

From the expression of /;(x), it is clear that:
‘d'li(x)

¥

< Ch—" for x € [%, %,] and C independent of h.

dx
Taking into account these inequalities we find the desired result. )
Observe that the mesh must not be equidistant, it is enough that, max (x; —
— %;_4)[min (x; — x;_;) be uniformly bounded [2].

2. We now define an operator which assigns to each discrete function defined
on a mesh, a sufficiently smooth spline by slightly modifiyng the procedure
of [1]. :

Take again an equidistant mesh A,; x; = %, 4 1k, 2 = 0, 1, ..., N, and put

%o = @, %y = b. Consider the linear normed space Jy of functions defined on A,

with -the norm: ||J]|| = max [J(;)|. In C?[a, b] we consider ||| = max [¢*(x)].
k, [a, b]

Now, we construct an operator L .
L:i, » C?[q, 0],
in the following way:

Let P(x), ¢=0, 1, ..., N — p, denote the Lagrange polynomials of inter-
polation of degree p which satisfay:

Pw) = bm), j=4 i+ 1 ..., i+p.

Set Pj(x) = Py_pfori=N—p+1, ..., N.
By means of these polynomials, we define a set of Hermite interpolating
polynomials (of degree =< 2p + 1), Q;(x) ¢ =0, 1, ..., N — 1, such that:
ARQi(x) _ B Py(x) . dRQul#iyy) _ dRPiia(#itd)
dxk ass dzxh “dxk
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Thus by putting ¢(x) = Q;(x), x€ [%, %4,], ¢=0,1, ..., N, we have
constructed a function belonging to C?[a, ] and the operator L:
{ = Li.

TuroreM 1. ||L|| < Ch—2.
Proof. By Lemma 2 since | f,.i =1,

dkP(x) < Ch~*
ast |70 7

Hence according to (3).: O(x)| =< Ch~";, v=0, 1, ..., p.
This proves the theorem.

® .
Let now, [a, b] = X [4;, ;] and cover this #-dimensional domain with a rectan-

i==1

gular grid of parameter ‘& = (A, hz,' ..y ) A,. Consider the linear space of
functions (), where x = (%,, #,, ..., #,), defined on A,, with the norm:
1911 = max [§(#)]. -
B

In C*[a, b], p = (pv, P2 --., Pul, take: '
19(#)]] = max |D* ()]
k<D, .
With the aid of the one-dimensional operators :
Li: by, > C¥lay b, N, =2,
define :
L:1ly - C?[a, b]
by the formula: |
L=LJL,,...L.
Remark 1. Theorem 1 holds for this operator too, if 4-? denotes :

B engt L byt
Indeed, if ||§(#)|| = 1, by Theorem 1 ||L,J||=s Chi?, it follows then, that
[|LLy|| = Chi?*hz?, and by induction, that: ||L|) < Ch-?.

Remark 2. If {(x) is considered to belong to C*[a, b] with %k, < p;, 1 =0, 1,
, «+., B, only, then:

IL|| = Ch=*.

In much the same way as-Satz 2 of [1, Anhang] one proves:

4 — Matematics—Mecanica /1970



J

50 E. SCHECHTER
IHEOREM 2. It '\!J(x)e Cp[a«'b]’ Wherep ZI(PI’ P2r e ':pn)' x = (xlr Xy o - e, xn)
and U(x) is given on A,, then for b, < ¢, < p;,, 1=1,2, ..., n:
IDH$(x) — LY(x))| = Chi~* max |Dr(x)),
g1, [a, 8]

C being a constant independent of h.
As above 4% stands for Ah=h ... Ry Fy.

Remark 3. 1t is clear that the above results hold for a domain which is the

union of a finite number of parallelopipeds, covered by a mesh with constant
step h = (hy, hy, ...,h,), Obviously the width of this domain in each direction
Ox; must exceed ph,. ;
~ Remark 4. Note that L{(x) is a spline function, namely a H® -picewise polynomial
function [3]. If we had known, not only the values of ¢ on A,, but the values
of its derivatives, too, we should have used the H(p) interpolate of ¢.
Our disscussion shows that the operator which assigns to J its H® -interpolate, has
its norm bounded by Ch~-?. This is readily seen if instead of the values of PR (x),
we take the exact values of {® on A,. However when the values of the function
only, are known, one has to use polynomial splines [3]. As far as we know the
equiboundedness of the defining matrices is proved only for cubic (and periodic)
splines. In these cases too, the results are not proved for-the derivatives.

3. In [2] we have described a scheme of estimating errors for systems of ordi-
nary differential equations of the first order. In the same manner one can use
the one-dimensional operator defined in the previous section, L.

If however we have to solve numerically on [4,6] the Cauchy problem for

an equation of the n-th order:
y(”) =f(x’ Y, y’: .. ':y("_l))’ y%i)) :yf" 1= 0’ 1’ ceh '% - l’ (4)

we can make use of the H™ -piecewise polynomial functions.

Indeed, let A, be a mesh which covers [a, b]. Denote by H,(x) the piecewise
- polynomial interpolate constructed with the aid of the values yielded by a numerical

process P.

. THEOREM 3. Suppose that on a domain D, of the wn- I-dimensional space,
the projection of which on Ox contains [a, b], f satisfies the Lipschitz condition :

"

,f(x! Yl: Y2) L) Yn)_f(xJ Yl: ?21 e 7,,)]§LE|Y1-—-Y_‘|, I‘gl'

=1
Let n(h) and <(h) be constants such that: .
|HY(%) — Az, H(), ..., H=9(x))| < 7 (k)
[ye — bl < =(h), 1=0,1 ..., n—1,
where yi are approximate values on x, = a.
Under these assumptions:

150() — B | = T 2 — 1) + e)er.

The proof imediately follows from [3, Theorem 24.2].
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THEOREM 4. Suppose that the order of comvergence | of the wumerical process
P isn+ 1.

Let the solution y(x) of (4) belong to C**1[a, b]. Then,-
|y(x) — HO(x)] =0h*%), :=1,2,...,n — 1.

Proof. Denote ny #a the piecewise polynomial spline intefpolating the exact
solution y(x). Hence .

ERW — S5 Ha(d, o BE @IS 1) — @)+

+LZIH"’(x 1 ()] -+ [0 (%) — v |+L2|vc“’ —39=). ()

t=0

Because the order of convergence is # 4 1, i.e.:
199 (%) — ¥l < Ch*—+3, on A, for =0, 1, ..., n — 1,

it follows from Theorem 1 and Remark 4, that the first two terms in (5), (of the
right-hand side) are O(k). The other two are O(h*). Thus, our assertion follows
from Theorem 3. :

Note that if L2[a, b] norms are used, the order is O(#) [3].

4. Turning next to partial d1fferent1al equations let us cons1der the .parabolic
system [5] |
u, = f(t, %m0 uz), i=1,2 ..., m, 6)

where f? are defined on R = (0, T) X G, G being on open domain bounded in
% = (%1, %a ..., %,) and unbounded in the remaining variables. Here

u(t,x) = (u'(t, %), w?@, ), ..., 0", %), o = (,u, ... ui),

i i i i .
Uew = (U Unyryy « o Unp ), T =1, 2, ooy M (U, = Uz).

THEOREM 5. (see [4, Théoréme 2. 10). Suppose that the solution wu and the
fumction v belong to C[R) and posseses second order partial derivatives with vegard
to x, which are continuous on G.

Assume that,

|vf—f(t, x,v,vf,,vf,,,)lgn, 'i=1, 2, ..., m. A
[ (0, x) — v¥(0, )| < ¢ for x € G; |u(t, %) — v'lt, x)|<<s, for 0 <t < T, %€ OG.
Let f* satisfy a Lipschitz condition in u, with the constant L. .

Under these assumptions:
| i, x) — V(¢ )| g% (e“ —1)4ece, in R, i=1,2; ..., m

Suppose now that G is a parallelopiped and cover it with a mesh of size
k in the Ot-direction an %, = % in the directions Ox,, 1 =1, 2, ...., n. Assume
that £ = Ch—*, p > 0. Denote by {(x) a,mesh function on A , computed by mieans
of a numerical method P, to solve (6).
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TuEOREM 6. Let the wumeérical process P have the orvder of comvergence

9= (9o G5 ---)-
Assume that solution u(x,t) belongs to CI[R].

Suppose that f* satisfy a Lipschitz conditions in u. Then,
lu(t, x) — LY(t, )| = 0 (h7¥), ko=1, hy=hy= ... =k, =2,

and p;=¢q;, 1 =0, 1, ..., n (p occurs in the construction of L).
Proof. Denote by ¢ the discrete function which equals the restriction of u on A.
Set ¢ = L;, v = L{. Then,

m

M—JﬁwwwiﬂﬂéKﬂ—MA+LLﬂW—wﬂ+;ﬂwtﬂwaf

k=1

F10 ~ e |+ 16— ) +

H

4L {17_,\1 ¢/ — W] + 2 [l(@" = w)y| + 251" — W')'x]-x,,l]}-
= = =
Now by Remark 2 Theorem 2 and 5 our result is proved.

Remark 5. If q > k, the continuation LJ, preserves the convergence of the
method.

Remark 6. According to Remark 3 fhe theorem holds true if G is a finite union
of . parallelopipeds. : :

Moreover, if G is a bounded domain with a sufficiently regular frontier, then
it can be approximated by a domain G of the above type. The theorem is valid
on G if boundary conditions are ‘“transported” form to dG, with sufficient accuracy.

(Received June 17, 1969)
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DELIMITAREA ERORILOR N INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE
(Rezumat) -
& In [2] aﬁ‘t dat o metodd de delimitatre a erorilor pentru ecuatii diferentiale ordinare, in care nu

se cer informatii asupra solutiei exacte. In lucrarea de fati dim un proceden care permite extinderea
acestor rezultate la unele ecnatii cu derivate partiale, : ’

e
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In acest scop_se construieste un operator L de prelungire a solutiei discrete ¢ datd pe reteaua de

noduri Aj. Functia L¢~ este o functie de tip ,.spline” si se”construieste cu ajutorul polinoamelor de
interpolare pe un interval [a, b]. Pentru cazul multidimensional se aplici acest operator fieciirei varia-
bile.

Delimitarea ciutati este datd de teorema 5 in care se ia v = L’LET, n si fiind cunoscute ; teorema
6 descrie influenta operatorului de prelungire asupra ordinului de convergenti.

OUEHKA [IOTPEIIHCCTEM B YHMCJIOBOM MHTETPHPOBAHUK IO DE-
PEHIIMAJIbHBIX YPABHEHHI

(Pesome)

B [2] aBTOp nan MeTou OLIEHKH FOTPEIHOCTe AMsI OGLIKHOBEHHBIX nnqaq)epeﬂuuanbﬂmx ypaBHeH#uii,
B KOTOPHIX He TPeGYIOTCS CBE[eHHs O TOYHOM pelleHHH. B HacTosimelt paGote aaércsa crnocol, NO3BOMSIOMIME
PACMPOCTPAHEHHEe STHX Pe3YJIbTATOB HA HEKOTOPBIE YPABHEHWS C YACTHEIMH NPOH3BOLHBIMH.

C 3701 UENBIO CTpOHTCﬂ oneparop L TIPOAOJIXKEHHS AHCKPETHOrO peEIIeHHs ll) JAHHCIO Ha CEeTH y3-

n0B A, dyskuus ¢ ssaserca dyHKuuei THna ,,spline’’ H CTPOHTCS € NOMOILBIO MHTEPNOJALHOHHEIX
MHOTOYJIEHOB Ha npome)xyTKe [a,b]. Jas MHOrOMepHOTO CJyyas MPUMeHSIETCS STOT ONepaTop K KaXJAOMy
TIepEMEHHOMY.

VickoMas oueHKa AaHa TeopeMoi 5, B KoTopoit Gepércs v = L, nu © Gyayun ussectst. Teopema
6 onuchiBaeT BJHSHHE ONepaTopa NpPOJOJIKEHHS HAa NOPANOK CXOJHMOCTH.



RELATII DE RECURENTA PENTRU MOMENTELE CENTRATE ALE UNOR
LEGI DISCRETE DE PROBABILITATI

de
D. D. STANCU

/
In lucrarea [9] ne-am ocupat de calculul momentelor ordinare ale unei varia-
bile aleatoare X cu repartijia lui Markov-Pélya [4], [6]:

ﬂ)a(a—l—o)...(a+k—-10)b(b+o)...(b+n—k—lz;)’ . (1)

( k) k @+b@+bdb+o...(a+b+n—1

unde % ia valori intregi de la 0 la #, a si b sint numere naturale, iar ¢ esté un -
numir intreg, care, in cazul ci este negativ trebuie si avem satisficite conditiile

max{O,ln—l—}—b_l}gkgmin{n, 1+1—a},

4 c

- pentru a avea: a +(k— l)c=1, b+ (n—k —1jc=1.

Introducind notatiile

a b [
= = == 2
P b ik & 5, (2)

am stabilit urmitoarea expresie explicitd, cu ajutorul diferenfelor lui zero, pentru
momentul - ordinar de ordinul 7 al lui X: '

_E(”) pp+s) ... (p+5—1s) AO, (3)

v, = . —
' AU 429 (147 - 1)

unde r =1, 2, ... (vo = 1). Aceste momente le-am exprimat de asemenea si cu
ajutorul numerelor lui Stirling de speta a doua. Ca un caz limitd am dedus i
formulele corespunzitoare pentru momentul de ordinul 7 -al repartifiei binominale
cu exponent negativ, ,
In lucrarea [8] a lui 7T. Srédka a fost datd o relatie de recurentd pentru -
momentele ordinare ale repartitiei (1). - :
Daci se consideri momentul centrat de ordinul ¢

e = E(X — v)°
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se poate observa imediat ci acesta se exprimi cu ajutorul momentelor ordinare
prin formula

4
b= 23 (= (7 vy,
i=0 7

Dar e de preferat ca i in cazul repartifiei lui Markov-Pélya, dupi cum s-a.
procedat si in cazul altor repartitii discrete, si se stabileascs relatii de recurenti
care sd permitd objinerea din aproape in aproape a momentelor centrate cores-
punzitoare.

Vom dovedi ci are loc

TEOREMA 1. Momentele centrate y, ale rvepartifiei Iui Markov-Pélya satisfac
urmdtoarea velatie de vecurewsd

r—1

Prir = : {”(”S + 1)}59;2;:(;)@,-—.'.

1 + s7 j=0

unde. =1 (ug = 1; py = 0).

[o(7) + oo =0+ ().

Demonstragie. Mai intli si remarcim ci dacd impdrtim cu a-+b fiecare factor
care intervine la numdirdtorul si numitorul fractiei de la (1) si folosim notatiile
(2), obtinem

P(X = k) = P,(k; , g, s) = (”) P(P+5)-‘-I(P+k—15)9(4+5) - lgtn—k—1s) (1)
' k (IT4{14+2s) ... (1 +5—1s)

Avind in vedere ci din (3) rezultd imediat v, — np, constatim cd functia gene-
ratoare a momentelor centrate w, este urmitoarea

MO) = BE—9) = Y- - B,k p, g, 5. )
=0

Dacid folosim dezvoltarea in serie

Ad
"

-]
ele=mt) = 3~ (k — np)’
- r =0 ¥
rezultd cd putem scrie '

) =2 ®)
unde B .
- v ="w(n; p, g, )= E(X — np)’
este momentul centrat de ordinul # al distributiei lui Markov-Pélya.

Pentru a stabili relatia de recurenti (4) vom face uz de-o metods a lui:
K, Pearson [5], folositd in cazul repartifiei hipergeometrice.
In acest scop si considerim seria hipergeometrici -

Flo, 8 v 9) =140 .2 L elatDo@+D
by =1+t ey T
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care, in cazul ci folosim notatia obignuitd pentru factorialul generalizat
AM= A4 —1) ... (A—m+1) (A9 =1),

se poate scrie astfel
® _ A _ el
(wtk—DF@+E— D g* , (7)

Fla, B, v; ) =3,

£=0 iy + & — A k!

Presupunind cd s 52 0, deci ¢ 20, dacd inlocuim aici

“=_”:B=€: Y=l——'1’b—%,y=6t, (8)

tinind seama cid .
(—n+k— 1A= (fl)kn(n -1 ... —k+1),

(Br—1)"=p0+9 ... ¢ +E=Ts)

__1)k

(l—n—l-}—k—l)m G+ —F)g+7n —FET1s) ... (g + 7 —1s),

objinem

F(—n£ 1*n_z.e:)=i(") Pl +9) . (p+F—15) &
‘ s s o\ g+t —Rk) g+ n—k+1s) ... (g+n—1s)
deoarece « avind o valoare intreagd negatlva din seria (7) dispar toti termenii
care urmeazi dupd al # - 1-lea.
Se observd cd putem scrie
[
oo
Fl(——n, ﬁ’ 1 ——n—l; et)z_i—[]
s 1)
= E( ) plp+9) ... (p+ F—1sglg+s) ... @+n—k— L) e = h(t) e,
=0 (1+s)(1+2$)...(1+n—ls)

—

in conformitate cu (5).
In consecin{i putem scrie

h(t) ='e—"1"F1(— mi, 1—n—21; e’) :

s ; s
Avind in vedere ci dacd introducem operatorul & al lui Pearson [5] in baza
ciruia avem 8y, = p,,, si in general &y, = 8(8~*y,) = u,;, lar &y, =u, dez-

voltarea de la (6) se poate scrie sub forma : %(f) = ¢!’ y,, rezultd relatia
elrpe &)y — F, (— 9, 1;, 1—n— % . e’), (10

unde, bineinteles, p, nu se inlocuieste cu valoa.rea sa unu pind nu s-a aphcat
operatorul care-l. precede. L :
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In contmuare sd finem seama cd seria hipergeometricd (7) satisface ecuatia
diferentiald

Y= G+ [r = (a4 B+ DI — apF =0,
Daci se face schimbarea de variabili y = ¢t aceasta devine

(1—e) 22+ — 1= (a+ BT — apod =0,

ds?

unde ® = F(a, B, v; €).

Inlocuind acum parametrii «, B, si y cu valorile de la (8 ) si tmlnd seama ci
F 1 de la (9) se obtine din F prin inmulfirea cu o constantd, ajungem la concluzia

cd F, verificd urmdtoarea ecuatie diferentiald

s(1 — e’) dF‘ — [g + ns 4 (p — ns) e‘] + npetFy = 0,

care va fi util s-o folosim scrisi sub forma

(1= ) [s52 4 (o — ) T2 — npFy| =

dF1 onl

Avind in vedere formula (10) obtinem imediat de aici relatia B
(1 — &) [s(np + 8)F eow+huy - (p — ms)(np + & 00+E g — mpetirt g ] = ettt Oy
Rezultd ci putem scrie egalitatea
(1— ) [s88 + (p + (p — q) 1) & — mpa(ns + )]y = ey

si apoi
(1 — &) & [sps + (b + (p — 4) 1) s — mlns + 1) pauo] = 4l
" Fvident, aici nu e permis si inlocuim po =1 i p, = 0 decit dupi ce s-a aphoat

operatorul ¢/,
Daci se efectueazd dezvoltirile in serie avem

-]

( iﬂ.)[Lﬂwz +@+(@p—q) ns E;L,+1

i=1 =0
° ¥ @ v
—n(ns+1)pq2w.—,]=2p‘j+1i*'
= il = 7!

Egalind coeficienii lui # din cei.doi membri ai acestei egalititi, obtinem

— e LTt — (o (p ) D (s 4 Dypg 2 b

1=0 ¢ l(r — $=0 1 l(y ! vt
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. $nmulfind cu 7! si rezolvind in raport cu p,,,, finind seama cd
. r—2 =1
; ( :) Wiye == ; (7: 1)'l‘i+1’
obtinem tocmai relatia de recurenti (4) pe care voiam s-o demonstram.

Observatie. Desi relatia (4) a fost stabilitd in ipoteza cd s3£0, deci ¢ £ 0,
avind in vedere cd in cazul repartifiei binomiale utilizind funcfia caracteristicd
se obtine (a se vedea, de ex. [3]) relatia de recuren{d pentru momentele centrate

r—1 7—1 .
Bpi1 = 1P E ( r) @i — P 2 ( r) W1 (11)
=017 j=017J
constatim ci, de fapt, relajia (4) este valabild si dacd s = 0.

Relativ la formula (11), se poate face rematca ci ea rezultd imediat i dintr-o
relatie de recurenfi ddti de S. Bernstein [1] pentru polinoamele

S,u(%) = é(i — )' (Z) 2 (1 — x)"*,

k=0 \ B

care intervin in teoria aproximirii prin polinoamele lui Bernstein.

n cazul particular » = 1 formula¥(4)Jne conduce imediat la momentul cen-
trat de ordinul doi, adicd la dispersia repartitiei lui Markov-Pélya:

. n(l + ns)pg
) 14 _I_‘s_'

Dacid 7 = 2 primim

o = e 0L+ ms)pg — s + 2 -+ 2ns (p — o) e}

astfel cd avem
. 2+ n)(1 + 2smpglg — £)
2 (1 + (1 + 29)

=  Momentele centrate ale distribugiei lui Markov-Pélya se pot calcula de ase-
menea cu ajutorul functiei caracteristice corespunzatoare.

Avind in vedere ci probabilitatea P,(k; p, ¢, s) se poate reprezenta cu aju-
torul futictiei lui Euler de spefa intlia in felul urmétor

(n B‘f-+k,i+n—k)
~ Pk g 9= (0)— : (12)
S5

funcfia caracteristicd a variabilei aleatoare X -#p va fi

$ult) = E(e* ) = ef'i"?tE'(ei‘X) — e—inpzzeizkp”(k; 2 ¢ )
&=0
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Tinind seama de (12) putem . scrie succesiv

i) = =S () B[ kL )=

=0\ %
S S
. . 1 p q
g—inpt Lid . =+kr—1 —tn—k—1
=— 2(:)3""59;5 (r—x)° dx =
7\ k=0
Bl—, — 0
e—inpt " 1 2 A

(=1

Avind in vedere ci

(3 (@ = apt = (1= o ey,
k=0

obfinem formula finalj . ' '
7 _

Uo(t) = in (1—2%)° (1— %+ ze)* dx. (13)

Deoarece
<]

bt) = Elerr—rm) = 30, 2,
v

r=0

se observd cid momentele centrate ale repartitiei lui Markov-Pélya se pot afla cu
ajutorul funcfiei caracteristice (13), pe baza formulei
g, = 17" §7(0).
Folosind relatia de recurenjd (4) se poate stabili o relatie de recurenti ana-

loagd si pentru momentele centrate ale unei variabile aleatoare cu repartitie bino-
miald cu exponent negativ.

P(X = k) ='(’”+:—1)ngk, | o (14)

unde- O < P <1, P4+ Q =1, iar %k parcurge valorile 0, 1, 2, ...

. TrOREMA 2. Momentele centrate |, ale vepartitiei binomiale cu exponent
negatiy (14) verificd wrmdtoarea velciic de vecurentd

7—1 r—1
=2 "V "\ ’
S [7’”']20( 7.)“_}’7 + P ?::6 j) P“J+1] (15)

unde v =1 (o =1, p, = 0).
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Demonstratie. Sa presupunem c& parametrii p g i s, care intervin in probabili-
tatea P,(k; p, q, s), depind de # in asa fel incit pentru # — o sd avéem p — 0,

s—>O§inp—>l,ns—»%,undeO‘<P<1, iar P+ Q=1.

Se stie cd in aceste ipoteze (a se vedea [2]) repartitia lui Markov-Pélya tinde
cdtre repartifia binomiali cu exponent mnegativ (14), unde m = AP/Q. Trecind
la limitd, relatia (4) ne conduce la relatia (15) pentru momentele centrate ale repar-
titiei binomiale cu exponent negativ.

Inlocuind succesiv » = 1, 2, 3 n (15) aflim imediat momentele centrate de
ordinele 2, 3, 4 ale repartifiel binomiale cu exponent negativ:

Q (R " _ mQ ([P +3(m+2)0Q]

He =M 0y Bg =M=, = I

In lucrarea [9] am exprimat momentele ordinare ale repartitiei (14) cu aju-
torul diferentelor lui zero si cu numerele lui Stirling de speta a doua.

Avind in vedere cd dacd Q—0.si m—>o0 astfel incit produsul m(Q) rimine egal
cu o constantd A, repartitia (14) tinde (a se vedea [2]) cdtre repartitia lui Poisson

P(X=k)=e*1;—’: (k=012 ...,

din (15) rezultd .urmitoarea relatie de recuren{d pentru momertele centrate ale
repartitiei lui Poisson

Bry1 = 7\2( ]Pv:

care este binecunoscuti (a se vedea, de ex. [3]).

In incheiere tinem si subliniem ci in lucrarea [7] J. Riordan s-a ocupat
de stabilirea, prin metode unitare, a unor relatii de recurenti pentru momentele
ordinare i centrate ale repartltnlor binomiald, Poisson si h1pergeometr1ca El a
regisit formule cunoscute anterior pentru primele doud repartifii si a obfinut
relatii de recurenfd noi pentru momentele repartitiei hipergeometrice.

(Intrat in redactie la 6 mai 1969)
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PEKYPPEHTHBIE COOTHOLUEHUS /151 LEHTPAJIbHBIX MOMEHTOB HE KO-TOPI)IX'
: JUCKPETHBIX 3AKOHOB BEPOSITHOCTEX

(Pesowme)

LLesbio aBTOPA ABJAETCA YCTAHOBJIEHHE DEKYPPEHTHBIX COOTHOWEHH (4) NS UEHTDPANbHBIX MOMEHTOB
pacnpefienenns Mapkosa-ITlonbs (1). PaccmaTpuBas 3aTeM Npeflel STOTO PACNPEAENEHHs!, KOTOPbI MpH-
BOAHT K GHHOMHAJILHOMY paclpelesleHHI0 C OTPHUATENbHHIM NoKa3aTeleM (cM. [2]), mosyuaercs Takxe
pexyppenTHoe cootsowenxe (15) Juisi LeHTpaNbHEIX MOMeHTOB pacnpenenenus (14). '

RECURRENCE RELATIONS FOR THE CENTRAL MOMENTS OF SOi\'IE DISCRETE
PROBABILITY LAWS

(Summary) '

The author’s object is to establish the recurrence relation (4) for the central moments of the
Markov-Pélya distribution (I). Then considering the limiting form of this distribution which yields the
negative binomial distribution (see [2]), a recurrence relation (15) is also obtained for the central
moments of the distribution (14). .
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COMBINATII LINIARE DE POLINOAME BERNSTEIN $I DE OPERATORI
" MIRAKVAN

de
M. FRENTIU

Se stie ci polinomul Bernstein

B ) =3 ()0 = 9 (E) = Bt () Q)

atagat unei funcfii f(x) continuid pe intervalul [0,1], permite si se aproximeze
uniform funcfia pe acest interval. In cazul existentei derivatei de ordinul doi
in punctul x, are loc egalitatea asimptoticd

!

\ datoritd lui Voronovskaia [4]; (2) arati ci in acest caz ordinul de apro-
ximare a funcfiei f(x) prin polinomul B,(f; x) este O l). Se vede ci, indiferent
. n
de existenfa derivatelor de ordin superior ale functiei f(«), acest ordin de aproximare
nu poate fi fmbundtifit daci f(x) nu este un polinom de gradul intii pe acest
interval. Butzer a aritat insi [2], cd in cazul existenfei derivatei de ordinul
2r a functiei f(x) in punctul x, combinagia linjari eer=2(f: x) de polinoame
Bernstein, definiti de relafiile de recurenti

$Uf; &) = By(f; %)
(@ — 1) £S5 n) = 2eBF; x) — SBNF ), (3)

aproximeazd pe f(x) mai bine decit polinomul B,(f; %), ordinul de -‘aproximatie
fiind 0(1' ' Se observi ci gradul polinomului £7%(f; %) este 2" 7'n.
”n
In aceastd lucrare se va arita cd existi o combinatie liniari de polinoame

Bernstein de grad mai mic decit cea’datd de Butzer, care In' cazul existentei deri-
vatei de ordinul 2r a functiei f-in punctul x, are acelasi ordin de aproximatie :

1 _ e e R
O( —’). De asemenea vom da o combinatie similari de operatori Mirakyan care,
n
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in cazul existenfei derivatei de ordinul 2r a functiei f in punctul x, aprox1meaza
pe f(x) mai bine decit operatorul Iui Mirakyan

M5 3) = e L p(A), (@

ordinul de aproximatie fiind tot 0( —1—]-
n'

Considerim operatorul liniar si pozitiv i
k
%) =D pusA /(1) 5)

unde punctele — * sint din mtervalul [a, b]si pentru x € [a, b] avem}: Du, (%) = 1.

’

Sa 1ntroducem func1;111e ‘ .
Suu(#) = L((t — 2)*; 2). (6)

In aceasti lucrare vom considera acei -operatori (5) pentru care functiile
S,,1(%) se pot reprezenta sub forma

Sn. k(x) =

a ((8) | a 5(%) . | A (%) ‘
——+7+---+7’ (7)
unde functiile a,, ;(x) sint continue pe intervalul [a, 5] si 4, (%) = 0 pentru ¢ <
< [k_—;—lJ (prin [«] se intelege partea intreagd a numirului «), iar p este un numdr
natural finit. )

Pentru operatorii considerai mai sus are loc

Luma 1. Dacd functia f este mdrginitd pe intervalul [a, b] si dacd existd - deri-
vata de ordinul 2v a funcirei [ pe punctul x, atunci existd constantele C = C(f) si
C, = C,(f; %) astfel incit
’ T 2r

L{f; 1) = J(0) + 2 Suple) DL 4 B8 ®

’ k=1 k! #
unde |C,(f; %) < C(f)- _

Metoda de demonstrare a lemei este analogid celei folosite de Bernstein [1]
la generalizarea egalitdtii (1). Astfel se pleacd de la dezvoltarea

B e e e N o )]

1! » »n

unde A(y) > 0 pentru y — % — 0 si |A(y)| < Co(f) pentru y € [a, b]. Inmulfind
aceastd egalitate cu p,,(¥) si insumind in raport cu %, putem scrie succesiv

=EG—)(MM

k n

L5 9 = f8) = 2 Suaod 5
<2

(£ = %) Bust) < CuNSualn) < 52

nt
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deoarece functiile S, ,(x) sint mirginite pe intervalul [a, b]. Rezultd c¥ va exista
o constantd C,(f; x) depinzind de # si », |[C,(f;%)| < C(f), astfel ca si avem egali-
tatea '

27

L(fs 8 — ) — 338,900 _ G 9,

k=1 k! nt

si lema este demonstrati. .

Vom considera acum urmitoarea combinatie liniari a operatorilor definiti mai
sus

smr(f; x) = “an(f'; x) + oc2-L2n(f; x) + o + “rLrn(f; x): (9)
-unde ¢; 4 ay + ... + «, = 1. Fie

- r N VT " v -
8usl8) = L, — 2 8) = S0 - Q0)

Vom demonstra urmitoarea lems: .
LeMa 2. Dacd fdnc,tia I este mdrginitd pe intervalul [a, b] si dacd existd
derivata de ordinul 2v a functiei f pe punctul x, atunci are loc urmdtoarea egalitate

Sl 9 = fr) + L g Wy Guliia gy
unde |C,,(f; #)| < C[f).
Afirmatia rezultd din (8) si (9) si din faptul ci : E
'[Cn,r(f';. x)| = ; o, C(f5 x) < ; Cul(f; %) '-l“zl <_C( f) - ;Z":Jall = C,(/)- 4

Vom determina acum coeficien{ii «; din definitia combinatiei liniare. Pentru
aceasta vom considera sistemul

wt oy tog+ ... =1
a1+%_a2+%cx3—l— +i0(,=0

X
1 1 .
“1"*‘;“2‘*‘;“3&"---‘*‘;%- (12)
u + oo L 5,=0
1 or—1 % gr—1 3- et g~ T "
Are loc
LEMa 3. Solufiile sistemului (12) sint
=" o2, a3

r—s)tst’
y ..

5 — Matematici—Mecanicd 1/1970
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Pentru demonstragie este suficient si observim cid deterrhinantul sistemului

este un determinant Vandermonde: D = V( 1, —;—, %, cee, -1—). Rezolvind siste-
4
mul (12) obtinem
as=lv(1,l,..., ! o L i) s=12 ..., 7
D 2 s —1 s 41 4
si ficind calculele rezultd (13).
Demonstrim acum
LeMA 4. Avem ‘
8, (%) = o(l), =123, ... (14)
n' . :

Demonstratie. Tinind seama de reprezentarea functiilor S, ,(x) si de ecuatiile
care au determinat coeficienfii «;, putem scrie

4 kp a, ; () ak,j(x)

' r kp r kpa,.(x) r
gn,k(x)=;a15m,k(x)=2%2 —:Z—_-_Zﬂ=;z_,:k_1j—2%=0(—l—)

=t ey = o = » = w
Din lemele 2 si 4 rezulti imediat

TEOREMA 1. Dacd functia f este mdrginitd pe intervalul [a, b] §i dacd are
derivatd de ordinul 2v pe punctul x, atunci pentru opevatorul £, (f; %), definit mai

sus, putem scrie relatia
4

S8~ AR =0 (). (15)
ConsecINTA 1. Daci functia f are derivati de ordinul 27 mdrginitd pe
intervalul [a, ], atunci pentru orice x € [, b] are loc relafia (15).
_ Observatie. Daci in loc de intervalul [a, b] considerim un interval infinit
(de exemplu [0, o)) atunci consecinfa 1 are loc pentru un subinterval finit.
Vom considera acum doud cazurl particulare. ’
1. Cazul polinoamelor Bernstein. In cazul cind

n

L(f; %) = B,(f; #) = E(:) o (1 — )t f(%),

k=0

functiile S, ,(#) sint de forma (7) cu p = 1 si a,,(x) = 0. Rezultid
TROREMA 2. Dacd functia f este mdrginitd pe intervalul [0, 1] s dacd este
derivabild de 2v ori pe pumctul x atunci pentru polinomul .

L.,f3 %) = 8, (f; %) = 0B, (f; %) + awuBoy(fi %) + ... + aBn(f;%), (16)

are loc relagia

80 57) — f) = O[] ., (17)

De asemenea, din consecinfa 1 rezultd

CoNSECINTA 2. Daci funcfia f are derivata de ordinul- 2r mirginitdi pe
intervalul [0,1], atunci pentru orice x ¢ [0, 1] are loc relajia (17).
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Observdm ci polinomul &, (f; %) are gradul 74 si aproximeazs pe f(x) cu

acelagi ordin de aproximare ca si combinatia liniari considerati de Butzer.
2. Cazul operatorilor Mirakyan. Daci

L(f; %)= M,(f; ) = e_mf,gy)_kf(i),

k=0 k! n

se poate ardta cd funcfiile S, () verifici urmitoarea relatie de recurenfd

S;.k(x)=;§(‘]M; | (1)

1) nkl

Aceastd relatie permite si calciilim efectiv functiile S, (%) stiind ci S, (%) =1
si' S,1(x) = 0. Gasim -

3x2 1042
Sna(®) ==, Sua(#) ==, Sue(n) = Z 4 2, S,5(x) = 0¥ %,
”® n? ne n? nd nd
1548 2542 105 3 562
Sne(#) = =24 22 2 Sua(#) = ==+ =2 4 2.
ﬁn . n . . n n »n ” .

Rezultd de asemenea ci functiile S, ,(x) sint de forma (7) cu p=15i a,,(%) = 0.

In consecinti teorema 1 si consecinfa 1 sint adevirate si in acest caz, astfel
cd putem enunfa

TeOREMA 3. Dacd functia f este mdrginitd pe intervalul [0, ) si dacd f
este devivabild de 2r ori pe punctul %, atunci pentru operatorul

£n,r(f; x) = glz‘n,r(f; x) = “an(f; x) + “2M2;(f;l x) + ...+ “rMm(f; x)’(lg)
ave loc {relaﬂa

: 1 : ' ~
9, (f ) = fla)l =0 () (20)

CoNseciNTa 3. .Dacé funcfia f este mirginitd pe intervalul -[0, o) i daci
f are derivata de ordinul 2 mirginits pe intervalul [0, a] atunci pentru orice
% € [0, a] are loc relatia (20).

(Intrat fn redactie la 18 martie 1969)
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JIMHEMHBIE KOMBUHAIIMMA MHOTOUJIEHOB BEPHH]TEP’IHA U OMIEPATOPOB
MHPAKHAHA | -

(Peswwme)

Ecau ¢ynkuma f(x) HenpephiBHA Ha npomemy'me‘[o,l],'ro muorousned Bepuuwreitna (1) paBHOMepHO
aNIPOKCHMHDPYET (BYHKIWIO HAa 5TOM NpOMeXyTKe. B ciyyae, ecin QYHKUHS f MMeeT BTOPYIO NPOH3BOA-
1

Hylo, orpanuuenHyio Ha npomexyrke [0,1], mopsnox npuGnaxenus ects 0 [—| n BooGme ero Henw3s
n

yAYYWHETE, Ge3pasAnyHO OT CYIIECTBOBAHHUSA MPOH3BOAHMWX BHICIIErO NOPSIKA. Byuep paccmMatpuBan JHHeR-
HYIO KOMGHHAILMIO MHOrounenos Bepuirreitna, KoTopas, B Cayvae eclli GYHKOHA f HMeeT IIDOH3BOJHYIO
nopsifka 2 r, orpaHndennyio Ha [0,1], anmpokcHmHpyeT f(x) ayuwe, yem MHOrowsneH (1), npH4EM NOPALOK

1
npuGaukeHus ssaserca 0 (-—') .
ki3

B pa6ote naércs auHefinas KOMGHHAUHA (16) muorounenos DepuiuTeiina, MMelomas MEHBLWYIO CTe-
. IeHb, ueM KOMOHHALHUS, JAHHAS BynepoM, KOTOpast alNpOKCHMHDYeT f(¥) TeM JXe NOPSIAKOM MPHOIHiKe-
HHS, eClIW (YHKIHS f(#) HMeeT NPOM3BOJHYIO NOPSIKA 2 T, OTPAHHUEHHYIO HA [0,1]. 3roT peayasrar pac-
npoctpansercs Ha ciyuaii omepatopoB Mupakuana (4) ¥ naérea auHefiyas KoMmOHHAuHa (19).

COMBINAISONS LINEAIRES DE POLYNOMES BERNSTEIN ET D'OPERATEURS
MIRAKYAN

(Résumé)

Si la fonction f(#) este continue dans I'intervalle [0, 1], le polynéme Bernstein (1) est une approxi-
mation uniforme de la fonction dans cet intervalle. Au cas ol la fonction f a sa deuxié¢me dérivée bornée

1 .
dans lintervalle [0, 1], I'ordre d’approximation’ est de 0 (—) et ne peut pas étre en général amélioré,
n

qu'il existe ou non des dérivés d’ordre supérieur. Butzer a considéré une combinaison linéaire de poly-

némes Bernstein, qui, dans le cas ou la fonction f a sa dérivée d’ordre 2 r bornée sur [0, 1], donne de

. 1

f(#) une meilleure approximation que le polyndme (1), T'ordre d’approximation étant de ¢ (—,

7 .

Le présent travail donne la combinaison linéaire (16) de polynomes Bernstein de degré inférieur

3 celle donnée par Butzer, qui approche de f(#) avec le méme ordre d’approximation, si la fonction f(x) a

la dérivée d’ordre 2f bormée sur [0,1]. On étend ce résultat au cas des opérateurs de Mirakyan (4), en
donnant la combinaison linéaire (19).



69

CRITERII PENTRU CA o NOMOGRAMA CU PUNCTE ALINIATE SA AIBA

EROAREA MINIMA
de )

S. GROZE si B: onBAN

1. Se¢ considerd o nomograma N, cu puncte aliniate avmd trei scéri curb111n11
reprezentate intr-un reper cartez1an ortogonal, prin ecuafiile -

{x = x.(t)
Y= y,(t)

Prin eroare generalizati a nomogramei intr-un punct P(z)) se Infelege

= fiz:), filz) >0 pentru <z <4, 1=1,23 (1)

h R

E(P) = ———
— (D) b(e5) . /

Z,; . .

(A
. o Lo [
unde % este o constanti — eroa- 2

rea .geometricd ~, s; arcul sci-
rii respective, iar {(z) o funciie
datid. Pentru {(z)=1 se giseste : “NE
" eroarea absolutd, 1ar pentru ¢(z)= el \
= z eroarea relativad a nomogra- , '
mei In punctul respectiv. f nE g
Eroarea generalizati a in- , ‘ : S\t
tregii nomograme este datd de t{ _ 2

E =max max E(P). (2) - 8 0
' tomSn<y o 04— » 18,

Un punct P al nomogra-
'mei il numim punct de eroare , ,
maximd, dacd eroarea mnomo- R ' R
gramei este atinsd in acest punct.

Pentru ca nomograma si fie - B . -
practic utilizabild, ea trebuie si ' (A
fie supusi anumitor transformari - ®' _ ‘ A
in vederea micsoririi erorii ei. 8 *
Deoarece nomograma trausfor-
matd trebuie si fie o nomo- o
grama pentru aceeasi ecuatie, sint Fig. L.
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admise in general numai transformiri proiective, adici coliniatiile planului. Fiind-
cd trebuie si micgorim eroarea nomogramei fird mirirea dimensiunilor ef, problema
transformirii proiective a unei nomograme in general se pune in felul urmitor :

Fie @ un domeniu din plan care conjine nomograma si K totalitatea coliniafii-
lor planului care nu scot nomograma din interiorul lui . Numim nomograms
optimd fatd de K nomograma care prin orice coliniatie din K, se transformi

d
> GO B B 0" B, e O

Aj Ay d,
Fig 2.

intr-o nomogrami cu o eroare generalizati mai mare. Nomograma o vom numi
relativ optimi fad de K, daci ea are eroare minimi fati de nomogramele trans-. -
formate prin coliniafiile din K, vecine cu nomograma inifiald. Se pot pune urmi-
toarele probleme : : E ;

a) Care este conditia necesard si suficientd pentru ca o nomogrami si fie
optimi sau relativ optimi fatd de K? : o

b) Care este transformarea din K care conduce la nomograma optimad ?

Pentru o singuri scari rectilinie problemele a) si b) au fost rezolvate in cazuri
particulare de M.V. Pentkovski [1], iar in general de citre F. Rad ¢ in
lucririle [2] si [3]. In lucririle [4], [5], (6], [7], [8] si [9] problemele. de mai
sus sint tratate, dar numai in cazul unor nomograme particulare,

Lucrarea de fatd generalizind rezultatele gisite in lucririle citate, rezolvi
complet problema a) fn urmitoarele doui cazuri (cele mai naturale din punct de’
vedere practic) : : : ,

I. @ este domeniul format din punctele interioare ale unui cerc.

II. & este domeniul format din punctele interioare ale unui dreptunghi.

2. Fie ' :

' ¥ = %ift) | -

) ¥ = vi(t) L=filz), z<n<s, =123 .
: T \", . ot

ecuafiile’ nomogramei transformate prinfr-o coliniatie K, si notim cu s; -arcele
scirilor respective. Coliniaia K, o vom numi dilatanti in punctul de coti 2} pe
scara respectivd, daci ass (23) > 1, iar contractantd in cazul cind %sl (29) < 1.

4
S§ §§
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“

Din definifie rezulti ci o nomogrami este optimi .(sau relativ optimi) atunci
§i numai atunci, daci orice coliniatie din K (sau orice coliniatie din K vecind
transformirii identice) este contractantd cel pufin fntr-un punct de eroare maxima.
Deoarece elementul de arc Intr-un punct al unei curbe se poate inlocui cu elemen-
tul de arc al tangentei duse in acel punct la curb3, dacd o coliniatie este dilatantd
(contractanti) intr-un punct pe o scard, ea este dilatantd (contractantd) sipe tan-
genta dusi in acest punct la suportul scérii respective.

Fie P;, j=1, 2, ..., n punctele de eroare maximi a nomogramei N, si
tangentele in aceste puncte la curbele suport ale scirilor nomogramei. Perechile
de elemente (P;, #;) le vom numi perechs -caracteristici ale nomogramel. Atunci
problema a) se poate inlocui cu urmitoarea problemd geometricd :

_Cum trebuie si fie situate in plan perechile caracteristice ale nomogramei,
astfel ca orice coliniafie din K (sau orice -coliniatie din K vecind transformérii
identice) si fie contractants cel pujin intr-un punct de eroare maxima P; pe tangenta
£? 4
3. Rezolvim problema de mai sus pentru cazul I. Fie C, un cerc care conjine
intreaga nomogrami N,. Considerim toate coliniatiile K ale planului, care invariazd
cercul C si interiorul lui. Fie N(K) familia de nomograme transformate ale lui
N, prin coliniafiile din K. . :
- Vom folosi doud teoreme demonstrate in lucrarea [6]:

TEOREMA 1. Orice coliniatie carve pdstreazd un cerc este produsul umei rotafii

R cu centrul de rotatie in centrul cevcului $i al unei omologis Q care invariazd cercul
dat. . .

TrOREMA 2. Produsul ‘a doud omologii Q' si Q' care pdstreazd cercul, avind
centrele S’ si S' in puncte covespondente intr-o inversiune in raport cu cercul C, este
0. simietrie fafd de dveapta S'S”.

" TLuind in considerare ci rotajia si simetria nu modifici eroarea nomografiei,
din teoremele de mai sus rezulti ci este suficient ca din familia K de coliniatii
si luim numai omologiile T ale planului avind centrul in interiorul cercului.

Se consideri punctele P, P,, ..., P, interioare cercului C si prin fiecare

cite o dreaptd #,, £, ... £, (fig. 1). Fiecdrei perechi de elemente (P #) ii facem
si-i corespundd un punct al cercului C in felul urmitor: -
_ Fie Q proiectia ortogonald a centrului O pe drepta #;. Construim segmentul
Q; Py = 20;P; pe dreapta ¢; astfel ca si existe ordonarea Q;, P;, P/ si ludm extre-
mitatea P; a razei cercului C ce trece prin P (fig. 1). Punctul P; il vom numi punct
asociat perechii (P;, ¢). In caz particular, cind P; este pe cerc, iar #; tangenta
in P;, punctul lui asociat coincide cu P;. '

In lucrarea [7] a autorilor s-a demonstrat urmitoarea proprietate a omologiilor
care pistreazi cercul: -

TrROREMA 3. o) Dacd punctele- asociate perechilor de elemente (P, &) j =
=1, 2, ..., n impart cercul C in arce de lungime cel mult m, atunci orice omolo-
gie din familia 3 care invariazd cercul C, va fi contractantd cel putin intr-un punct
P; pe dreapta ;. ‘ '

B) Dacd pe cercul C existd wn arc mai mare decit m care mu confine nici un pumnct
asociat P), existd o infinitate de omologit din X care sint dilatante in toate punctele
P} pe dreapta t;. Centrele acestor omologii formeazd un domeniu A, avind pe Sfrontierd
centrul O al cerculuwi C. :

Folosind aceste trei teoreme, putem rezolva complet problema a) in cazul
cercului, adici putem demonstra: ’. '
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TEOREMA 4. Fie (P;, t;) perechi caracteristice ale nomogramei N,, tdr P;’
punctele lor asociate pe un cerc’ C care comtine nomograma. Condifia necesard st
suficientd ca omograma N, si fie -optimd Jaid de coliniatiile planului care pdstrea-
zd cercul C este ca punctele P; si impartd cercul C in arce de mdsurd cel wmult .

. Demonstratie.. Din teoremele 1 si 2 rezulti cd familia K a coliniatiilor care
pistreazd cercul C transformind interiorul lui in el insusi o putem inlocui cu fami-
lia ¥ a omologiilor care invariazi pe C. ' . -

Suficienfa conditiei rezultd direct din teorema 3. Intr-adevdr dacd conditia
este indeplinitd, atunci orice omologie @ din % este contractanti cel pufin intr-un
punct de eroare maximi P; pe dreapta t;, care este tangenta la suportul scirii
respective si astfel Q este ‘contractanti in punctul P; de pe scara respectivi.
Punctul P; fiind un punct de eroare maximi, din definitia erorii rezulti ci eroarea
nomogramei transformate prin Q in punctul corespondent punctului P, wva fi
mai mare decit eroarea in P;, deci decit eroarea nomogramei. -

Necesitatea condifiei se demonstreazi cu ajutorul teoremei 3B. Dacd conditia
teoremei 4 nu ‘este indeplinitd, atunci existi un domeniu A astfel incit orice omolo-
gie Q din ¥ avind ca centru O* S A va fi dilatantd in toate punctele P, de
eroare maximi pe tangentele #, deci si pe scirile respective. Astfel eroarea nomogra-
mei transformate N’ = Q(N,) in punctele P} = Q(P;) va fi mai mici decit eroarea
E a nomogramei inifiale N,. Presuptinem acum ci eroarea E’ a nomogramei transfor-
mate N’ este atinsi intr-un punct M’z P, Luind M = Q-YM’), evident ci
E(M) < E, unde E(M) este eroarea lui N, in punctul M. Alegem in domeniul A
un gir de puncte OF, 03, ..., Of care tinde citre centrul O al cercului C(O este pe
frontiera domeniului A). Nomogramele transformate N v Ng,-..., N;, prin omologiile
"avind centrele respectiv in punctele Of, O}, ..., 0f, vor tinde evident citre o
nomogramid N, , transformata Iui' N, printr-o simetrie fatd de centrul O. Dar
atunci eroarea lui N, in fiecare punct este egald cu eroarea nomogramei N, in
punctul corespunzitor. Folosind faptul ci omologia este o transformare continui,
se poate ardta usor cd daci O* —» O, eroarea E'(M ') a nomogramei N’ in punctul
M’ tinde uniform spre E(M). Deci pentru orice ¢ > 0 existi un 8 astfel incit
dacd 0* O< 3, atunci E'(M') — E(M) <e. Alegind ¢ = E — E(M) <0 avem, ci
E'(M') <e. Rezulti deci cii in acest caz exist§ nomograme transformate ale lui
Ny, avind eroare mai mici decit eroarea lui N oo deci N, este optimi.

Observatii. a). Din demonstratia de mai sus rezulti direct unicitatea nomo-
gramei optime fafd de coliniatiile K, care péstreazd cercul. :

b) In lucrarea [7] se indici o metods practicd, aproximativi, pentru micgora-
rea erorii nomogramei avind doui sciri pe un cerc si una pe o curbi, cu ajutorul
omologiilor. Aceasti metodd se poate aplica si in cazul nomogramei N,

4. Si rezolvim in continuare problema pentru cazul II. Fie dreptunghiul
ABCD de dimensiuni minime care confine nomograma N, (practit el este determinat
de forma hirtiei pe care este desenati nomograma). Fie AB > BC si consideram
dreapta EF, unde E si F sint mijloacele laturilor 4D si BC (fig. 2). Presupunem
cd punctele scirilor extreme ale nomogramei situate pe AD si pe BC sint chiar
4 si B sau daci nu, atunci ele se gisesc pe AE si BF. Pentru ca transformirile
proiective folosite si nu scoati nomograma din dreptunghiul ABCD, dar in acelasi
timp interiorul dreptunghiului si fie cit mai rational folosit, trebuie si presu-
punem ci la coliniafiile utilizate punctele 4 si B rimin fixe si cid dreapta DC
este invariantd. O coliniatie intre punctele unui plan care admite punctele 4 si B
ca puncte unite, iar dreapta CD =d, ca dreapti uniti, poate si fie numai o
omologie Q avind axa dreapta 4B = d, si centrul 0* situat pe dreapta 4, (fiindcid
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intersectia a doud drepte unite d, §i d, este un punct unit, deci pe dy avem trei
puncte unite, rezulti atunci ci toate punctele ei sint unite, prin urmare colini-
afia este o omologie), : .

Totalitatea -omologiilor £ cu centrul 0* pe dreapta d, avind ca axi dreapta
d,, depind de doi parametri: de parametrul care determind pozifia lui 0* pe d,
si de caracteristica k = (0%, M*, M, M') a omologiei, unde M si M’ sint doud
puncte corespondente, iar M* punctul in care dreapta MM’ taie axa d,. Punind
condifia ca regiunea planului dintre dreptele d; si d, si se transforme in ea Insdgi,
gisim k£ > 0. Omologiile (0%, k) formeazi un grup. Daci caracteristica % tinde
citre 1, omologiile T(0*, k) tind spre transformarea identici a planului. Din familia
%(0%, k) vom considera numai acele omologii Q, pentru care & =1+ ¢ unde
e este un numdr pozitiv mai mic declt un numir ¢, oricit de mic.

In continuare vom folosi citeva rezultate gisite in lucrarea [8].

Se considerd segmentele 4; B; 1 =1, 2, ..., n avind extremititile 4, situate
pe d4, iar B, pe d, si pe fiecare cite un punct P,;. Fiecdrui punct P; de pe segmen-
tul 4,B; ii facem si corespundi pe dreapta d, un punct O; cu ajutorul urmitoarei
constructii: perpendiculara dusi’ in punctul P; pe A4;B; intersecteazi dreapta
EF =d in punctul C; (fig. 2). Dreapta A,C; intersecteazi pe d, in punctul O,.
Vom numi O} punctul asociat punciului P; de pe segmentul A4,B; Din aceastd
constructie rezulti cd daci A4; B; este perpendicular pe 4,, un punct P; al lui care
nu coincide cu mijlocul segmentului, nu are punct asociat. Mijlocul segmentului
perpendicular are insi toate punctele dreptei 4, ca puncte asociate. Pentru aceasta
vom presupune cd dacd A;B; | d,, atunci P; sd nu coincidi cu mijlocul lui 4, B,.
Doud puncte asociate Of, O} ale punctelor P;, P, de pe segmentele 4;B;, 4,B; le
numim de aceeass spefd dacid cele doud segmente sint la fel inclinate fatd de dreapta
d, si_de spepd diferitd dacd ele sint invers inclinate. :

In lucrarea [8] s-a demonstrat urmitoarea teoremi

TEOREMA 5. Conditia necesard si suficientd pentru ca sd nw existe omologit
din familia Z(0*%, B =14 ¢), € < e, unde e, este un numdr oricit de mic, dilatante
in toate punctele P; de pe segmentul A;B;, i =1, 2, ..., n, este ca dinire punciele
asociate punctelor P; de pe A;B,; sd existe un punct O} cuprins intre alte doud puncte
asociate Oy , OF, astfel ca O} st O} sd fie de aceeasi spetd, OF si Oy de spepd diferitd.

Conditia este si necesard dacd a) intre punctele asociate nu existd doud confundate
de spetd diferitd, b) dintre segmentele A, B, nu. existd wnici unul perpendicular pe
dy, pe care punctul P, ar fi mijlocul lus. .

Folosind aceastd teorem3 putem rezolva problema a) in cazul dreptunghiului.

~Fie P,2=1, 2, ..., n punctele de eroare maximi a nomogramei N, si ¢;
tangentele in ele la supoartele scirilor respective. Tangenta #; intersecteazi pe d,
. in A,, iar pe d, In B;. Construim punctele asociate O} ale punctelor P; de pe
segmentele 4,8, 1=1, 2, ..., n. _

TEOREMA 6. O condifie suficientd pentru ca nomograma N, $d fie relativ
optimd fapd de omologitle X este ca dintre punctele asociate O} ale punctelor de eroare
maximd sd existe unul cuprins intre doud puncte de spetd diferitd cu primul.

Conditia este §i necesard dacd : a) intre punctele asociate nu existd doud de spefd
diferiti st confundate, b) dacd o tangentd dusd intr-un punct de evoare maximd P;
este perpendiculard pe d,, atunct P; nu este in mijlocul lui A,B,.

Demonstragie. Daci conditia teoremei 6 este indeplinitd, atunci conform teore-
mei 5, toate omologiile X(0%, £ = 1 4 ¢), € < g, sint contractante cel pufin intr-un
punct de eroare maximia P, pe tangente #;, daci e. este suficient de mic. Dar
atunci conform definifiei omologiei contractante rezulti cd omologiile de mai sus
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sint contractante: fu aceste puncte si pe scirile nomogramei. Astfel din definitia
erorii unei nomograme rezulti cd orice nomogrami transformati a nomogramei
N, prin omologiile’ Z(0*, £ = 1 4 ¢) & < ¢, are erori mai mari decit eroarea lui
Ng, dacd e, este suficient’ de mic. Deci N, este relativ optimi, adici conditia
este suficientd. : : o

Daci condifia teoremei 6 nu este indeplinits, din teorema 5 rezulti ci totdeauna
se poate gisi pe dreapta d, un punct 0* astfel incit omologiile (0%, & = 1 + ¢)
sau X(0%, k=1 —¢), ¢ <¢, si fie dilatante in punctele de eroare maximi.
Presupunem c& omologiile primei familii vor fi dilatante. Deci in transformatele
acestor puncte erorile nomogramelor transformate vor fi mai mici decit eroarea
E a nomogramei inifiale. Presupunem ci eroarea E’ a nomogramei transformate
N'= Z(N,y) este atinsd in punctul Q. Fie Q = =-1(@’) unde Q nu poate si fie
un punct de eroare maximi, deci E(Q) < E. Alegem un sire; <ec1=1,2, 3 ...
tinzind citre 0. Nomogramele transformate Nj, Nj, ... prin omologiile X(0%,
k=1+4¢), Z(0*% E=1+s,), ... vor tinde ciitre nomograma N,. Folosind faptul
cd omologia este o transformare continui, se poate arita usor ci eroarea momo-
gramei N’ in punctul Q' tinde uniform cdtre E(Q). Deci E'(Q') — E(Q) < § daci
e, este suficient de mic. Alegind 8§ = E — E(Q) > 0, gisim cd E'(Q’) < E. Astfel
eroarea oriciirei nomograme transformate prin omologiile Z(0*, & = 14 ¢), ¢ < ¢,
este mai mica decit cea a nomogramei NV, dect N, nu este relativ optimi.

Astfel teorema 6. este complet demonstrati. o

Observagie. Rezultatul gisit in teorema 6 se poate folosi la micgorarea erorii
unet nomograme in felul urmitor: '

Dindu-se nomograma N,, cuprinsi in dreptunghiul 4 BCD, stabilim punctele
P, 1=1,2, ..., n, de eroare maximi si construim tangentele # in aceste puncte
la supoartele scirilor respective. Tangentele #; intersecteazi dreptele 4B =d, si
DC =d, in punctele 4, si B, Construim punctele asociate Of ale punctelor P,
de pe segmentele A;B; si dupd pozifia acestor puncte putem constata daci N,
.este sau nu optimi. In cazul 2 dacd numerotim punctele O} in ordinea asezirii
lor pe dreapta d, de la D la C, punctele Of, 0%, ..., O} vor fi de o spetd, iar
041, Oz, ..., On de cealaltd spefd. Alegem centrul O* al omologiei pe.d, intre
punctele Of, Of.; si construim punctele M, pe segmentele 4,B,, care au punctul
O* ca punct asociat (unim O* cu 4; si proiectim ortogonal mijlocul segmentului
O0*4; pe A;B,). Sint posibile doud cazuri: 1. Punctele P, sint situate pe segmentele
:B;. 2. Aceste puncte se gisesc pe segmentele M, B, O omologie cu centrul
in O* avind caracteristica in cazul 1, 2 = 1.4 ¢, iar In cazul 2, k=1 — ¢, unde
€ > 0 este un numdir mic, va transforma nomograma intr-o nomograii cu eroare
mai micd decit eroarea nomogramei N,.

(Intrat in redactie la 11 aprilie 1969)
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D o

KPUTEPHH IJ141 TOT'O, UTOBEI HOMOTPAMMA C BBIPABHEHHbBIMH TOUY KAMU
VMEJIA MUHHMAJIbHYIO OIIMBKY

(Pe3wome)

ABTOpHI CTaThH, 06061AasT Pe3YALTATH paGot. 16],{7], 18], usy4ator 3anauy ymeHblIEHHS OWHGKH OAHOR
HOMOrDAMMbI C BLIPABHEHHBIMH TOYKAMH, HMEIOIlEHl TPH NPOHSBOJIbHEIE KPHBONHHENHbIE WKAJb! Yepes KO-
JIMHEHHOCTH MJOCKOCTH, JAlOT ofliue KPHTEDHH JUIs TOro, YToGb! Takas HOMOrpamma Gblila ONTHMaJIBHOH H
YKa3BIBAIOT HAa MpaKTHYECKHE METOAb AJisl YMEHbIIEHHS OWHGKH. Pe3yJsbTaThl OCHOBHIBAIOTCH HA HEKOTOPHIX
METPHYECKKX CBOMCTBaX KOJUIMHEHHOCTeH, H3YYeHHHIX aBTOPAMH.

CRITERES POUR QU UN NOMOGRAMME AUX POINTS ALIGNES AIT UNE ERREUR MINIMA
(Résumé)

Dans cette note les auteurs, généralisant les résultats des travaux [6], [7] et [8], étudient le probléme
de la diminution de Perreur d’un nomogramme aux points alignés ayant trois échelles curvilignes
quelconques, par les collinéations du plan, et ils indiquent -des méthodes pratiques pour diminuer
Perreur. Les résultats s’appuient sur certaines propriétés métriques des collinéations étudiées par
les auteurs.



ON A SPECIAL INTEGRAL

. by
A. K. GUPTA (University of Arizona)

1. Introduction. The integral of the type (written symbolically)

) L P
S & Z, Fif; Wye? |[Wir 11 (w0, — w,) 11 duw,, )
: . LY | i=1
J .

where Ris 0 < w; < w, < ... < wp <o ; a; and Z, -are the j* elementary sym-
metric function and the zonal polynomial . respectively in the elements of W =
= diag (w;) ; arise in noncentral distribution theory in statistics and are alse the
object of study of pure mathematics. Pillai and Gupta (1968) have evaluated the
_integral for » =1, j = 2 and for certain interesting partitions . in this paper
we evaluate the integral when » =2, j = 2 and for six different partitions 4.
A general result for any # and j is not known. -
2. Evaluation. First let us recall a lemma due to Constantine (1963) which
we will use later in this section.

LemMA 1: Let Z:m-X m be -a complex symmetric matrix whose real part R(Z)

is positive definite and let T : m X m be an arbitrary complex symmetric matrix. Then

t— —’I——(m ) . .
[exp(—trz8) IS *"" C,(T9)dS = Tult, HIZI~CATZ) @
$>0 A -
i T T %m(m—-l) m 1 }
where R(f) >—(m —1) and’ T,(, k) =~ Ir (t +h— 5 (= 1)) where
j=1
Be(ky oo by by > ke > ... by >0, by + ... + k = k. Now let us note that
(Herz 1955) , *
Cu(S) = [Xpu(1) 2% 1(2R) 11 Z,(S) (3

where Xpy(1) is defined in James (1960). Hence one can either wotk with the
zonal polynomials C,(S) -or Z,(S). which differ only in their normalizing constanst.
- Note that a2 can be expressed in terms of the polynomials as follows:

ety 12 3
a; = % Z(zz) —+ 5 Z(%lsz{ 'A+j‘40 Z.(l‘) L (4)
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Further let us note that (James, 1964)

I35 W)= 5 5 (21 #1). (5
Now since - .
Cu(W) Cy(W) = ; gh,1Co(W). (6)

where 3 is a parti.tionA of 24+ n =4d and g’s are constants.
Now if we denote by I(%) the integral

i>g i=1

gagzk oF (%f, W)e_EtIW'W];z‘(f—-P-I) il (w1 _ wj) II duo, S ~(7)
R

then by making use of Lemma 1.and the relations (4), 4(5) and (6), we have evalua-
ted I(k) for different values of % in the next section. See Gupta (1968) for the
evaluation of the coefficients 8r

3. Value of I(k). Here we give thé value of I(k) for six different partitions .
I(F) = 2°Dy(, /) [#%(b — 1)f* — 2p(p — 1)*(p — 16)f°
\ + (p* — 66p° + 501p% — 724p -+ 288)f (8)
L b 4(8p® — 181pt 4 T97p — 696)f :
4  +96(3p" — 29p +-65)] .
L 1(32) == Dy(p.f) [p*(p — 1Pf* — 2p(p — 1)X(p — 29)f°
+(p* — 98p® 4 957p% — 1500p + 640)f2 o).
+ 4(12p® — 375p% + 1747p — 1496)f '

+82(20p* — 187p +384)] .,
- I(B1) = Dy(p, f)#* (p — 11— 2p(p —1¥(p — 245
4 (p* — 983 + 9812 — 1524p + 640)f2 (10)
-+ 4(12p* — 381p2 4- 1921p — 1688)f
+ 32(20p% — 211p + 516)]
I(2*1) = Dy(p. ) [%(p — 1)*f* — 2p(p — 1)%(p — 24)f°
(Pt — 98p3 + 100502 —1548p -I- 640)f2 - (1Y
|+ 4(12p° — 387p2 4 2095p — 1880)f '
+ 32(20p* — 235p -+ 630)]
- I@2P) = Dy(p./) [p*(p — 1)*f* — 2p(p —-1)%(p — 24)f° .
+ (p* — 98p% + 103752 — 15805 + 640)f (12)
+ 4(12p — 395p% - 2327p — 2136)f ‘
+ 82(20p% — 267p + 838)]
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I(1%) = Dy(p.f)[p%(p — V¥* — 2p(p — 1)2(p — 24)f°
+ (p* — 984 + 108552 — 1628p -+ 640)f2 (13)
4(12p% — 4074° + 2675p — 2520)f ‘
+ 32(20p* — 315p -+ 1180)]

s 201 = [H ) (2] ] o

2

and % denotes the specific partition of & given on the left side of eacl equation
involving D,(p, f).

W e

o

(Receivedd June 24, 1959
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ASUPRA UNEI INTEGRALE SPECIALE

(Rezumat)

In aceasti lucrare se evalueazi o mtegrala de tipul (1), care intervine in teoria dl= tributiilor necen-

trale din statisticd, in cazul » = 2, j = 2 gi pentru sase diferite partitii .

OB OJTHOM CITELIMAJIbHOM MHTETPAJIE
(Peswome)

B nauHol paGoTe OUeHHBAaeTCs WHTerpan THna (l) KOTOPBIfl BCTPEYAETCS B TEOPHH HELEHTPAIbHBIX

JUMCTPHOYUMH K3 CTAaTHCTHKH, B cliyyae » = 2, j = 2 W JJIq LMECTH PA3NHYHSIX LeJeHui k.



UN PROBLEME DE LA PROGRAMMATION QUADRATIQOUE A PLUSIEURS
FONCTIONS ECONOMIQUES

par
I. MARUSCIAC et M. RADULESCU

1. Dans plusieurs problémes de programmation mathématique interviennent
des situations oi1 il faut minimiser ou maximiser simultanément plusieurs fonctiors
soumises & certaines restrictions. Dans le cas ot tant les fonctions économiques
que les restrictions sont linéaires, le probléme de la programmation mathématique
a été abordé en un certain sens par A.S.Zuhovitzki [4] .et EI. Remez,
AS. Steinberg [3], en donnant de méme un algorithme pour trouver la
solution de ce probléme, L

Dans cette note nous considérons un probléme analogue dans lequel il faut.

optimiser plusieurs fonctions quadratiques dont les varjables sont soumises, . 4
certains restrictions linéaires. ‘

2. Ainsi, soient les fonctions
filx) = xCix’ + dix' + ¢, j=1,2, ...,5,
ol | '
Ci=|cdll, i, k=12, ..., n
sont des matrices symétriques positives—définies,
=, 4, . dlL v = % ..., 5
et
L(x) = A% + B >0,
A=llagll, i=1,2, ..., m; k=12, ..., n,
B’ = ||by, by, ...., b,
Désignons par Q le domaine convexe de Uespace euclidien, déterminé par

le systtme des inégalités L(x) >0. Le probléeme de la programmation que nous
étudierons est le suivant: trowver wn point x = (%1, %5 ..., %,) €Q, tel que

CF(x) = _rr(l?)ixfj(x)ﬂz min. : - (D)

6 — Matematici—Mecanicd 1/1970
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Nous donnons, pour. trouver la solution du probléme (1), un algorithme tou-
jours convergent. Nous allons d’abord démontrer quelques théorémes qui consti-
tuent les critéres d’optimum pour le probléme (1).

3. Soit x4 € Q dans lequel on a

AE)=folx) = o= f(5) > f(5%), k=D +1, ..,s;p>1 . (9
TaEOREME 1. S’ existe 1, §, 1 <14, j < p, tel que
8 = — 7‘@;: A > 0; (3)

ol
g = —grad fi(«),
alors x° est un point optimal.
En effet, si la relation (3) a lien, alors .
grad fi(x°) = — A grad fi(x°).
Par conséquent les surfaces de niveau
R =145 () = £, -
ont. le méme. plan tangent au point x°, mais les directions des vecteurs g; et
& sont orientées dans des sens contraires. Si # = (u,, %,, ..., %,) est un vecteur

quelconque pour lequel fi(x) < f;(%°), olt x = x° 4 u, £ >0, on a fi(x) > f;(»°)
et réciproqiiement, si f(x)} > f(x°), alors fi(%) < fi(x°).

Par conséquent, dans -chaque point x € Q, x> x°, on a évidemment
max (f(%), fi(x)) > fi(x°) = fi(x°).
Donc '
max filx) > n?ngj(f),
7 J

et le Théoréme 1 est démontré.
THEOREME 2. Soit x° un point tel que )
Ly(x°) = Lyx°) = ... =L(x°) =0, L{(x°) >0, ¢=qg4+1, ..., m,
et ' o
H(x%) =[x, 7=12, ..., 5, p= 1, fi(#°) <h(x°), k=p+ 1, ..., s

La condition nécessaire et suffisante pour que x° soit un point optimal est que
pour chaque nombre positif > 0 le systéme des imégalilés

(“, g])>8>0, .7=1, 2» sy p: (4)
(,a)>0, i=1,2 ...,4, (5)
. soit incompatibie. '

La mécessité. Si x° est un point optimal, alors il n’existe aucune direction
admissible #(c’est-a-dire pour laquelle les inégalités (5) soient vérifies) afin que
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toutes les fonctions f;(x), j=' 1, 2, ..., p solent décroissantes. Mais pour que
la fonction f(x) soit décroissante sur la direction admissible #, il este nécessaire
qu’on ait

(w, 8) >0, i=12, ..., 9
et que

(v, a) >0, i=12, ..., ¢

Donc pour un nombre € > 0 suffisamment petit il est nécessaire que les iné-
galités (4)—(5) soient vérifides. , C

La suffisance. Soit x° un point tel que le systéme des inégalités (4)—(5) soit
incompatible quel que soit € > 0. Dans ce cas il résulte que le systéme Y

(u-'gJ)>01 j=112) "':P:
(w, @) >0, i=1,2, ..., 4.

est aussi incompatible. Par conséquent il n’existe aucune direction admissib]e_ u
sur laquelle toutes les fonctions fi(x), 7 =1, 2, ..., p, soient décroissantes. Donc
x° est un point optimal.

3. Pour la résolution du probléme (1) dans ce qui suit, nous allons donner
un algorithme qui permet de trouver les points d’approximation successifs du
point optimal cherché. ' :

Soit £° € Q un point dans lequel, en modifiant éventuellement la notation,
nous avons ,

Alx%) =fol2%) = ... =fp(#°) > fi(x°), =P+ 1, ...,s; p > 1, (6)

Ly(5%) = Ly(x°) = ... = Ly(x°) = 0, Li(x°) >0, s =q+'1,...,m; ¢ > 0. (7)

a) On examine s'il existe deux index 4, 7, 1 <4, j < p pour lesquelg: la rela-

tion (3) est vérifiée. Dans le cas affirmatif x°, d’aprés le Théoréme 1, est un
point optimal, et le processus du calcul est terminé.

b) Si la relation (3) n’a lieu pour aucune paire des index 17, 7, 1 < z',':}'-g b,
alors il faut résoudre le probléme de la programmation lindaire -

z = ¢ = max. (8)

dans les conditions (4)—(5), auxquelles on ajoute les conditions
lu,) < M,

oit M est un nombre réel donné.
Si le systéme (4)—(5) est incompatible quel que soit £ > 0, alors x° est, en
vertu du Théoréme 2, un point optimal et le processus du calcul est terminé.

¢) S'il existe une solution #° = (4, g, ..., u2) du probléme de la program-
mation linéaire (8), alors on proc¢éde de la maniére suivante :
Soit

x=x°+tu°, t>0,
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on calcule les valetirs # et t,’~,-" des ’égéli’cés

L(x°+tju°) =0, i=qg+1, ..., m

et
filx® +6u°) = fi(x° +4u®), 47=12 ..., s
respectivement. |
Soit 1’ = min ¢;, 1"/ = min #}}
(t/>0) ¢ >0),
et

T = min (¢, ©").

Le nouveau point d’approximation sera #! = x° 4 7#°. Parce que dans x!
on a .
(#° g) >>0, j=12, ..., 9
il résulte que
F (xl) < F(x°)

THEOREME 3. Si {x*} jest la swite des approximations successives, obtenue
par l’apphcatwn successive du pomt c), alors la suite {x*} est comvergente et le poin

% = lim &*
k=

est optimal.
Parce que x* € Qo = Q N {x |F(x) < F(x°)} et que le domame Qg est borne et
fermé¢, il résulte que la suite {x*} a au moins un point d’accumulation ¥ € Q, C Q.

Par conséquent, il existe une sous- suite {= "y qui converge vers %. Nous sup-
posons d’abord que méme. la suite {#*} est convergente vers ¥. Soit u* le vecteur
pour lequel mnous avons

A= 2 b, S )
Nous allons montrer que ¥ est un point optimal. Parce que

F(x) = max fi(#)

est une fonction continue dans Qg qui est un domaine fermé, il résulte que

lim F(#*) = F(&) = f(&) . . = f(®), 1 <p<s.

ko
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Si F(#*) =f(+"), 1 ="1,2, ...,p5 1 <P, <5, alors le vecteur #* vérifie le

]
systéme
(ue, g].l) — g, =0, 1=12 ..., b,
(b, ) >0, V=12 ...,4q,
dans lequel e, > 0 est maximum. On peut démontrer que
~ lim (u?, g) =0 1=12 ..., p (10)
koo
donce '
lime, = 0.
k—ow

Soit L, (%) =0, ¥ =1,2, ..., ¢. On considére le systeme
(. g )>e>0, h=1,2 ..., P

(w,d") >0, =12 ..., ¢.

Si ce systéme était compatible pour un e =As'.> 0, alors en vertu de la
propriété de continuité de la fonction F(x), il existerait &, tel que (w, g].l) >%/2,
=1,2 ..., p,, k> ko Mais o* étant la direction admise maximum, il résulte
que (u%, g].l) > (u, g].l) > €/2, k> ko A la limite on déduit '

lim (%, g].) > ¢/2.
. k—w 11
qui contredit la relation (10). :
Si la suite {x*} admet deux points d’accumulation %', %", alors il résultera
que tant %, que ¥’ sont des points optimaux. Fividemment nous avons F(z') =
= F(x"). Mais F(x) étant une fanction strictement convexe, il résulte que dans
¥=1%" + (1 —8x", 0<t<1, nous avons :

F#Z) <F@®') = F(x")

ce qui contredit.le fait que X’ et %" sont des points optimaux. :

4 Remarque. En général l'algorithme présenté au point 3 se complique
parce qu'il faut résourde un probléme de programmation linéaire & chaque pas
de 1’algorithme, On peut simplifier I'algorithme, si nous prenons 4 chaque pas, lots-
que cela est possible, au lieu de la direction admissible optimale, la direction
paralléle au segment [#*, x*], ot x* est le point de minimum relatif de la fonction
dominante au point . o

Ainsi, si au point x* nous avons les relations (6)—(7), alors on cherche le point

x* de minimum de la fonction f(x) avec les liaisons
Hx) —f® =0~ j=12 ...
L,(x) =0, i=12 ..., ¢

~La direction #* ainsi obtenue est toujours admissible, pafce que (u*, af) =0,
i=1,2, ...q, et sur cette direction toutes les fonctions fj(x), j=1,2, ..., p décroissent
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Avec la direction #* on procéde ensuite comme a 3, c).

5. Pour illustrer I'algorithme, nous considérons les exemples suivants:
Exemple 1. Trouver

min F(M)
MeQ
ol

F(M) = max (f,, f,)

AM) =22+ 42— 1, filM) = (x+ 1P+ (y - 12 — 1,
et Q est le domaine défini par les inégalités

LiiM)= 2x+ y— 2>0

L(M) = = =0
LyM) = — s+ y =0
L(M) = y— 150

Ly(M) = —3% — 4y + 12 > 0.

Soit My(1,2) € Q un point initial. On a filMy) = IB, fo(My) = 4.
Donc

max (fi, f,) =f1

Le minimum de la fonction f; est pris dans 0(0,0) & Q. Considérons la direc-
tion admissible #° = (—1, —2) et soit M(x, ), ol

x=1—1
y=2-2.

Nous avons f,(M) — f,(M) = 0 pour ¢ = 2/3, donc ' = 2/3 et respectivement
LiiM)y=2—-4=0,t =12, L(M)=1—2t t, =12,
LM)=1~1t=0,¢t =1, Ly(M) =11t + 1 =0, t; = —1]11,
LM)=1—¢=0, t, =1,
d’ott il résulte que 7"/ = 1|2. Ainsi, 1 = i|2 et M, = (12, 1).
Au point M, nous avonms respectivement Li(M,)'=Ly(M,;) =0, f(M,)=
= 13|4
S

JoMy) =54 et g = (=1, —8), at=(2, ) =@ = (0, 1). B
it u = (u,, u,), ot . . :

|| <105 |up] < 10. (11)
Les conditions (4), (5) conduisent au systéme -

— ty — 8uy —e =0
20, + uy =0

. 4y . =0,
e>0
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Si & ce systéme nous ajoutons les inégalités (11), en observant que u, = —10
est une conséquence de la derniére inégalité, nous obtenons le systeme

Y= —u; — 8y — =0
Vo= 2uy -+ u . =0
J’:-'-‘ ' “22 >0 (12)
Ye= U +10 >0 -
Y= —% +10 >0
Yo = — 4, +10 >0

et il faut résoudre le probléme
z =& = max.

En construisant le tableau simplex [5] et en effectuant un pas de 1" élimi-
nation de Jordan, nous avons :

—u; —uy —c 1 ' —ys —wu, —e 1
nl 1 8 1 0 ‘| —1 8 1 |—10}
Ya| —2 -1 - 0 01 A 2 -1 0 20 |
vl —1 0 0 |10 vl 1 0 0 | 20
sl 1 0 0 |10 %, 1 0 0 10
Yol 1 0 10 Ve 0 1 0 10
z 0 0 —1 0 2 0 0 -1 10
ou, en écrivant séparément : ‘
, : u, = —y; + 10
nous aurons successivement les tableaux
—Y5 —Uy —¢ 1 —y, —Uy; —€ 1
-1 8 1 |-10 ys| 1 8§ 1|—10
¥l 2 -1 0 20 ¥l =2 =16 -2} O
ys° 1 O 0, 20 vl =1 —8 —1]|-10.
2 0 0 -1 0 2| o o 1| 0
ys| —1 —8 -1 10
Y3 2 =15 2 0
Ya 1 1] 10
Ve 0 1 0 10
z 0 0 -1 0

87—
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o Le dermer tableau montre que le systéme (12) est 1ncompat1ble car- y; < 0 si
> 0. Donc M,(1 |2 1) est un point optimal,: et F(M,) = 13/4.
Exemple . Trouver

min F(M), ott F(M) = max (fvr for S3),

Men

H(M ) =422 + 92 4 42, fu(M) = 42 + 4y? + 2, folM) = 2% + y* — 2z,

et Q est défini par les inégalités

LM)= «x >0
L= =~y >0
Ly(M) = z >0
LM)= x4+ y+z2—-1>0

L(M)=—2t—3y—z+8>0

Soit M, = (1, 1, 1) € Q. Nous avons f,(M,) = f,(M,) =9, Pt
L(M) >0, z_l 2, ...5.

Par conséquent, 11 faut résoudre le
avec liaison

My =0, et

probléme dti ‘minimum 1ié de Ia fonction f, (M)

_ HlM) — f(M) =0
Le point de minimum relatif est 0 = (0, 0, 0) & Q. La direction correspondante
est ) N
wl = (—1, —1, —1).-

Ainsi le point variable M a des coordonnées

x=1—1{
.',V=1“*t,
z=1—1.

On constate que © = = 2|3, donc le nouveau point d’approximation est M, =
= (113, 13, 113). A ce point on a f,(M;) = f(My) = 1, fo(My) = —419, Ly(M,) =

=0, L(M) > 0, i 4,
En considérant la fonction

O(M) = 422 + 5* 4 422 £30,(2 — 9%) + No(x + 3 + 2 — 1),
nous obtenons comme résultat que le minimum relatif de la fonction JulM
liaisons :

)} avec

f1( ) — folM )—0 Ly(M) = 0,

e>t M, = (5/21, 8/21 8/21) € Q. Les gradients des fonctions fet fi dans M,

sont g, = (=5, —2, —8), g, = (—5, —8, —2) et at = (1, 1, 1).
En considérant un vecteur % = (ul, U, ug), les conditions 4), (5) s’écrivent

sous la forme )

—Suy — 20y — 8uy, — e >0

—8uy — 8uy — 2u3 — >0 (13)
U+ Uyt owg >0
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En additionant les deux premiéres inégalités, nous obtenons
— 2[5(uy + s + ug) + )] =0,

qui contredit la derniére inégalité. Il résulte donc que le systéme (13) n’est compa-
" tible pour aucun e > 0. Par conséquent le point

‘ M,(5/21, 8/21, 8/21)
est optimal. A ce point, F(M,) = f,(M,) = 20/21.

(Manuscrit regu le 17 décembre 1968)
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O PROBLEMA DE PROGRAMARE PATRATICA CU MAI MULTE FUNCTII—-SCOP

(Rezumat)

In lucrare se consideri problema de programare (1) unde = ”Cgk”’ i k=12 ..., n, fiind

matrici pozitiv definite, f](x) = xCx 4 & + e 2t j=1,2, ..., ssixapartine domeniului Q determiinat
de inegalititﬁe liniare L(#) = A%’ + B > 0. Dup# ce se dau doud teoreme ce reprezintd criterii de
optimum pentru problema de programare (1), se demonstreazi (Teorema 3) cd algoritmul propus pentru
rezolvare este totdeauna convergent. In partea a doua a lucririi se descriu pasii algoritmului, iar pentru
ilustrarea metodei se prezinti douid exemple.

ONHA 3AJAUA KBAJIPATUYHOTIO IMPOTPAMMHUPOBAHY C HECKOJIb KUMH
LEJEBBIMU ®¥YHKIWAMA

(PesoMe)

B paGore paccMaTpuBaercsi 3afaua nporpammuposanus (1), rae = ||c§k|{, i, k=12,...,n0yayun
NOJIOKHUTENBHO ONpefes8HHLIME MaTpHIaMH, §;(x) = xCix’ + dix’ +¢j, j = 1,2, ..., s U ¥ IPHHANVIEKHT
ofylacTH Q, onpelleséHHON JIHHeHHHIMH HepaBeHcrTBaMH L(x) = Ax’ 4 B > 0. Ilocsie TOro, Kak aBTOPHL
JalOT JBe TeODEeMbI, SBJSIOIHECS KDHTEPUsIMH ONTHMyMa NS 3ajaud nporpammupobanust (1), omu
JIOKaskIBaIOT (Teopema 3), 4TO NMpesaragMelii AJsi PEelieHHs aaTOPHTM BCEria CXOAuTcs. Bo BTOpO# yacTH
PaGoThl ONHCHIBAIOTCS WIArd aJropHTMa, ¥ AJf HJUIOCTPHPOBAHHS METOZA NPHBOAATCA JBA IpUMepa.

. ;



Aequationes Mathematicae, vol2, No.2/3, p.
137408, 1969. Edited by: Birkhduser Verlag
in Basel, Switzerland.

Mathematical treatment of some natural pheno-
mena and engineering problems as organic growth
and decrease, psychology, business mathematics,

nomography, information theory, geometric objects
" etc., frequently leads to quantitative relations
expressed by functional equations. The new journal
”Aequationes Mathematicae”, whose first volume
appeared in 1968, just proposes to publish papers
in functional equations, in particular, and other
papers in pure and applied mathematics in general.
Edited by Faculty of Mathematics, University of
‘Waterloo, Canada, this journal is led by well-known
specialists in functional equations from Canada,
England, France, Germany, Hungary, Italy,
Poland, Switzerland, USA, USSR, Yugoslavia.
Rumania is represented by Professor T. Popoviciu,
University of Cluj.

The journal *’Aequationes liathematicae" inclu-
des original research papers, reports of meetings
and activities, problems and their solutions,
expository papers and, as short communications,
self-contained abstracts of papers’ which have
been accepted for publication either by this or
some other journal.

This review refers to the contents of volume
2, No. 2/3 (1969) of the mentioned journal. All
the papers of this issue are dedicated to a famous
mathematician A. M. Ostrowski on the occasion
of his 75th birthday. The expository paper “Non-
negative definite solutions of certain differential
and functional equations” by E.Lukdcs gives
a survey of some functional equations which are
of great importance in probability theory. The
section ""Research Papers” includes more articles

on functional equations. Thus, Z.Déroczy in

*Uber ein Funktionalgleichungssystem der Infor--

mationstheorie’” studies the functional equations
for an axiomatic treatment of information theory,
M. Hosszti in ‘“A remark on the square norm*
gives solutions of the functional equation of the
norm in pre-Hilbert space, M. Kuczma in “Some

RECENZII
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remarks on a functional equation characterising
the root”” shows that the single algebraic solutions

»
of o(x#+1) = xq(x) are ¢(x) = ¢\ %,/ W. Eichhorn
in ”Funktionalgleichungen in Vektorriumen, Kom-
positionsalgebren;. und Systeme partieller Differen-
tialgleichungen’” éxamines some functional equati-
ons in vector spaces, W. Maier and A. Effenberger
in ’Additive Inhaltsmasse im positive gekriimmten
Raum” investigate the functional equation of
volumeric additivity, and R.R. Coifman and M.
Kuzema in “On asymptotically regular solutions
of a linear functional equation™ give the general
solution ¢ of ¢[f(2)] — ¢(¥) = h(x). Among other
papers of the same section the following two caill
attention: “’Sur le reste de certaines formules de
quadrature” by T. Popoviciu, where he studies
the remainder not necessarily of simple form for
certain quadrature formulae, and {iber die

1
Koebesche Konstante -Z ” by XK. Szildrd, where
1
the constant: is diminished for a class of weak

univalent functions.

The section “Reports and Meetings” contains
the Report of Sixth Annual Meeting on Functional
Equations (Oberwolfach, June 17-22, 1968).
In this Meeting 36 mathematicians from 10 countri-
es took part. Fron Rumania 6 persons participated.
The communication of M. N. Ofuztoreli A clasg,
of functional equations in optlmal control theory”
calls attentjon: The section “’Problems and Solu-
tions” includes 16 problems and solutions for
other 5 problems Among papers of section "’ Short
Communications”, “A sine functional egnation’
by Ji A. Baker, and *On homomorphisms of the
general linear group” by D.Z. Djokovi¢ are of d
particilar interest.

The' jourhal "Aequel).tlpnes Mathematicae™ offers
a very interesting material for readers frofn
Rumania, a country with recognized traditions
in functional equations.

I0OAN MUNTEAN
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J. Aczél, On Applications and Theory of Fune~
tional Equations. (Elemente der Mathematik vom
hoheren Standpunkte aus. Band 5). Basel-Stutt-
gart. Birkhduser Verlag, 1969. 64 p.

Le livre du Prof. J. Aczél contient deux articles
qui peuvent servir comme introduction a la théorie
des équations fonctionnelles, mais qui sont aussi
intéressants par les résultats récents obtenus
par 'auteur et ses éléves. A la fin de chaque article
on trouve une bibliographie des travaux cités.

1. On Applications and Theory of Functional
Equations. L’auteur rappelle que les applications
des équations fonctionnelles ont eu leur point de
départ des trois travaux de d’Alembert (1747,
1750, 1769), déux se rapportant 4 la corde vibrante
et qui conduisaient & l'équation f(x + 9) — f(» —
— 9) = g(x)h(y) et le troisitme sur la régle de
,,parallélogramme des forces”’. En tenant compte des
-résultats de d’Alembert, Poisson (1804), Picard
(1928), Aczél (1966) et d’autres, on obtient une
justification axiomatique de cette régle. On constate
qu’'on accéde a I'équation de d’Alembert g(u 4 v) +
+ g{u — v) = 2g(4)g(v) et a I'équation de Cauchy
flx -+ 9) = f(¥) + f(y), la derniére étant discutée
pour différentes hypothéses sur la fonction inconnue
f(#) (continuité, mesurabilité, etc.).en.montrant
qu'il y a ‘aussi. des solutions discontinues repré-
sentées 4 l'aide des bases Hamel (1905). Ensuite
on considére I'équation flax + by + ¢) = pf(x) +
+ gf(9) + 7 (abpg # 0), pour laquelle la solution
générale a été donnée par Daréezy (1961) et
Losonczi (1964). Les équations précédentes sont
des cas particuliers de l'équation f(x 4 y) =
F[f(#), f(»)] pour laquelle: Cacciopoli (1928) et
Aczél (1949, 1953) ont montré que dans certaines
conditions, elle admet des solutions continues.
Un autre cas particulier- de la méme equatlon
est l'équation f(x + ») = f(#)f(y) (Cauchy) qui
admet les solutions continues (mesurables, bornés
inférieurement) f(x) = 0 et f(x) = ¢°%, ot ¢ est
une constante arbitraire. Deux applications sont
réduites aux équations Cauchy, & savoir, la défi-
nition axiomatique de I'aire ‘d’'un rectangle et
une équation qui caractérise, dans la théorie des
probabilités, une distribution composée  Poisson.

L’auteur ‘montre ensuite que les équations

Cauchy—Pexlder flx + 9) = g(x) + 23, flx + )=

{(%)f(%) + ¥(y) ont d’importantes apphca’clonsdans
la. theorle des valeurs moyennes, des objets géomét-
riques et dans la théorie de I'information.

Un paragraphe est affecté ‘aux méthodes géné-
rales pour la résolution d’équations fonctionnelles,
méthodes fondées soit sur la dérivabilité, donc en les
réduisant a des équations différentielles (Abel-1823,
Kiesewetter-1957), soit sur I'intégrabilité (Kac-1939),
soit en utilisant les distributions (Fenyd-1956),

Finalement on donne -iin théoréme d’unicité

(Acz€1-1964) pour l'equatlon SLF(x. y)] = H[f(x), -

Jo) % y]
II. Tnternational Meeting -on metwnal Equa-
tions. What .ave anyway? L’auteur: traite deux

4

problémes de la théorie des équations fonctionnelles
discutéesala5-éme conférence annuelle des équations
fonctionnelles (Watetloo, Ont., Canada, 1967).

D’abord on démontre que toutes les solutions
bornées inférieurement (ou supérieurement) sur un
certain intervalle, de lequa.tion fonctionnelle de
Cauchy flx + 9) = f(») + f(y) sont de la forme
c¢x, ol ¢ est une constante Avec la méme hypothése,
on montre que x* (k arbitraire) est la seule solu-
tion de l'équation f(xy) = f(¥)f(9) (x > 0, ¥ > O).
Les résultats sont utilisés dans les autres paragra-
phes.

Le premier probléme se rapporte a l'équation-

des ,,isomoments”, qui intervient dans la
statistique,
h(x;”—i-x;”-{-... +x,’:’)~
"
W) ) L )
n
pour laquelle S.Xotz (1965), dans I'hypothése

de la continuité de la fonction %(x), a montré qu’
elle a les solutions 0; 1 et #, et pour m paire aussi
les solutions — 1 et — . L auteur prouve que les
mémes solutions s’obtiennent sans I'hypothése de
continuité.

Le deuxiéme probléme se réfere & certaines
généralisations de I'éguation fonctionnelle d’Euler
F(tx, ty) =tk F(x,y) (x>0, >0, £>0) qui
pour k fixe, caractérise les fonctions homogénes.

Sa solution générale est F(x, y) = xk g( —) ol g

est une fonction arbitraire. Dans la théorie de la
production économique (W. Eichorn) on cherche des
solutions de I'’équation de Fuler satisfaisant aussi
4.d’autres conditions, mais qui font que I’ensemble
de ces solutions devient vide. On a essayé. de
remplacer cette équation par une de ces générali-
sations. La meilleure qui a été trouvée est F(fx, ty)=

=H(t, l)F(x; P, ol x>0, y>0ett>0etla

fonction H est bornée inférieurement, sur un certain
intervalle de la wvariable ¢, par une constante.
Dans ces conditions on trouve H(t, 2) = th* et

F(x, y) = ) g (l), ot 2 et g sont des
x

fonctions arbitraires.

En concluant, il faut relever le grand nombre
d’applications dans divers domaines, ce qui
suggére au lecteur la possibilité d’autres utili-
sations. On estime de ce fait que le livre du Prof.
J. Aczél est trés utile pour un large cercle de
lecteurs:

N. GHIRCOIASIU



RECENZII . ’ 93

H.G.CGarnir, M.De Wilde et J.

Schmets, Analyse fonctionnelle. Théorie con-
structive des eepaces linéaires & semi-normes.
Tome I, Théorie générale. 562 pages, 1968, Birk-
hiuser Verlag, Basel und Stuttgart.
[ Comme il est indiqué dans l'introduction de
cet ouvrage l'analyse forctionnelle est exposée
par les auteurs dans le cadre de la théorie des
espaces linéaires & semi-normes ouespaces vectoriels
topologiques localement convexes.

En utilisant systématiquement les semi-normes
on attribue un rdle prépondérant aux méthodes
analytiques et on introduit le minimum de topo-
logie nécessaire. On utilise des raisonnements

* comstructifs généralement admis en analyse.
Les auteurs n’invoquent pas l'axiome du choix
non dénombrable. La lecture de 'ouvrage n’exige
que des connaissances d’analyse élémentaire bien
connues des livres classiques. Nous citons pour
orienter le lecteur. les livres suivants: H.G.
Garnir, Fonctions de variables véelles, Tome
I et II. Gauthier-Villars, Paris, 1963, 1965; H. G.
Garnir, J. Gobert, Fonctions d'une vayiable
complexe, Dunod, Paris, 1965.

Pour orienter les lecteurs. de cet ouvrage dans les
problémes traités, mous signalons que l'ouvrage
est divisé en trois livres:

~

Livve I.Espaces linéaives & semi-noymes.

I. Espaces linéaires
II. Semi-normes
III.. Convergence
IV. Ouverts et fermés
V. Bornés
VI. Précompacts, compacts
VII. Espaces particuliers
VIII. Limites inductives, produit quotient

et extractables

Livre II. Dual d’un espace linéaive & semi-normes.

I. Fonctionnelles linéaires
II. Fonctionnelles linéaires bornées
III. Espace affaibli E,
IV. Duaux
V. Duaux particuliers
VI. Espaces nucléaires
VII. Fonctionnelles bilinéaires et produits ten-
soriels
VIII. Espaces complexes modulaires
IX. Fonctionnelles multiplicatives

Livve ITI. Opérateurs dans les espaces linéaives
& semi-normes.

I. Opérateurs linéaires
II. Espace d’opérateurs bornés

III. Fonctions définies dans un espace euclidien
et 4 valeurs dans un espace linéaire &
semi-normes

IV. Théorie spectrale ‘des opérateurs bornés

Les auteurs préparent un second Tome concer- -
nant les théories particuliéres : Théorie de 12 mesure,
étude monographique des espaces linéaires & semi-
normes particuliers et théorie des espaces de
Hilbert.

I/impression de cet ouvrage par la maison
Birkhiuser Verlag est parfaite. Cest un vrai
plaisir de lire ce livre d’une valeur mathématique
remarquable et sous une forme si agréable.

D. V. IONESCU et IOAN A. RUS

Daniel Ponasse, Logique mathématique,
0.C.D.L., Paris, 1967 (164 pages).

Cet ouvrage est une introduction |3 la logique
mathématique, qui se propose de présenter les
deux calculs logiques fondamentaux, le calcul
propositionnel et celui des prédicats du premier
ordre. Ces calculs sont étudiés parallélément, ou
méme 1a ont celd est possible, simultanément.
I/auteur étudie avec une clairté remarquable les
principaux aspects de ces calculs: 'aspect syntac-
tique, l'aspect sémantique, l'aspect ensembliste
qui conduit & l'étude des systémes déductifs et
enfin les aspects algébrique et topologique.

Une énumération des chapitres précisera le
contenu de ce volume: I. Aspect syntactique des
calculs propositionnel et des prédicats;. II. Aspect
sémantique (problémes de compatibilité et d’indé-
pendance) ; Aspect ensembliste (notions de déduc-
tibilité, systémes déductifs); IV. Problémes de
complétude (sémantique et syntactique); V. As-
pect algébrique (étude générale des anneaux
booléiens, applications aux calculs logiques);
VI. Aspect topologique (étude générale des espaces
booléiens, applications au calcul propositionnel) ;
VII. Problémes de complétude dans le calcul des
prédicats; VIIL. Calcul des prédicats avec égalité.

Le volume est completé par ume bibliographie,
contenant 17 titres, par un index des notations et
un index terminologique.

Ce livre ne suppose aucune connaissance préa-
lable de logique et les éléments de théorie des
ensembles, d’algébre et de topologie ne dépassent
pas le niveau des étindiants en derniére année de
leurs études universitaires. Cepemdant la multi-
latéralité des problémes exposés dans cet ouvrage,
son style profond et moderne, le font recommandable
non seulement a tous ceux qui désirent avoir une
voie d’accés solide vers la logique mathématique,
mais aussi aux mathématiciens formés.

M. FRODA-SCHECHTER et I. GY. MAURER



STUDIA UNIVERSITATIS BABES—BOLYAI
Str. M. Kogilniceans, 1, CLUJ (Republica Socialistdi Roménia)

NUMERE APARUTE — BbIIEAIHWE HOMEPA —
NUMEROS PARUS — ISSUED NUMBERS —
ERSCHIENENE NUMMERN

1956

BULETINUL UNIVERSITATILOR ,V. BABES“ SI ,,BOLYAI“ CLUJ, Seria Stiinte
sociale; vol. I, nr. 1—2 _

A KOLOZSVARI BABES ES ‘BOLYAI EGYETEMEK KOZLEMENYEI, tarsadalom-
tudomdnyi sorozat, I. évfolyam, 1—2. szam

1957

BULETINUL UNIVERSITATILOR ,, V., BABES“ SI ,,BOLYAI“ CLUJ, Seria Stiintele
naturii, vol. II, nr, 1—2 )

A KOLOZSVARI BABES ES BOLYAI EGYETEMEK KOZLEMENYEI, termé.
szettudomanyi sorozat, I1. évfolyam, 1—2. szam

1958
STUDIA UNIVERSITATUM VICTOR BABES ET BOLYAI, Tomus III

Nr. 1, Series III Fasciculus 1, Philosophia

Nr. 2, Series III Fasciculus 2, Iurisprudentia

Nr. 3, Series I Fasciculus 1, Mathematica

Nr. 4, Series I Fasciculus 2, Chemia

Nr. 5, Series II Fasciculus 1, Geologia—Geographia

Nr. 6, Series IV Fasciculus 1, Philologia

Nr. 7, Series II Fasciculus 2, Biologia

Nr. 8, Series IV Fasciculus 2, Historla ) !

1959
STUDIA UNIVERSITATIS BABES—BOLYAI

Series 1 Fasciculus 1, Physica

Series I Fasciculus 2, Chemia

Series II Fasciculus 1, Geologia—Geographia
Series IT Fasciculus 2, Biologia

Series III Fasciculus 1, Psychologia—Paedagogia
Series I1I Fasciculus 2, Iurisprudentia

Series IV Fasciculus 1, Historia

Series IV Fasciculus 2, Philologia

1960
STUDIA UNIVERSITATIS BABES—BOLYAI

Beries I Fasciculus 1, Mathematica—Physica
Series I Fasciculus 2, Chemia

Series II Fasciculus 1, Geologia—Geographia
Series II Fasciculus 2, Biologia



STUDIA UNIVERSITATIS BABES—BOLYAI -

Series i1 Fasciculus 1. Philosophia et Oeconomica

Serijes III Fasciculus 2, Iurisprudentia o - -

Series IV Fasciculus 1, Historia ’

Series IV Fasciculus 2, Philologia s - I D e

_ s
1961 &

Series I Fasciculus 1, Mathematica—Physica

Series I Fasciculus 2, Chemia

Series I Fasciculus 1, Geologia—Geographia

Series II Fasciculus 2, Biologia

Series III Fasciculus 1, Psychologia—Paedagogia
Series III Fasciculus 2 Oeconomica et. Lurlsprudentla
Series IV Fasciculus 1, Historia

Series.IV Fascioulus' 2, Philologia

1962,1963, 1964, 1965 o

STUDIA UNIVERSITATIS BABES—BOLYAI

Series Mathematica—Physica, fasciculus 1

Series Mathematica—Physica, fascmulus 2

Series Chemia, fasciculus 1 -
Series Chemla fasciculus 2 . .
Series Geologla——Geographla fasciculus 1 ’
Series Geologia—Geographia, fasciculus 2

Series Biologia, fasciculus 1

Series Biologia, fasciculus 2

Series Philosophia et Oeconomica

Series Psychologia-Paedagogia

Series Iurisprudentia

Series Historia, fasciculus 1

Series Historia, fasciculus 2

Series Philologia, fasciculus 1

Series Philologia, fasciculus 2

1966, 1967,1968, 1969

STUDIA UNIVERSITATIS BABES—BOLYAI
I

Series Mathematica—Physica, fasciculus 1
Series Mathematica—Physica, fasciculus 2
Series Chemia, fasciculus 1
Series Chemia, fasciculus 2
Series Geologia—Geographia, fasciculus 1
Series Geologia—Geographia, fasciculus 2

+ Series Biologia, fasciculus 1

Series Biologia, fasciculus 2
Series Philosophia

Series Oeconomica

Series Psychologia-Paedagogia
Series Iurisprudentia

Series Historia, fasciculus 1
Series -Historia, fasciculus 2
Series Philologia, fasciculus 1
Series Philologia, fasciculus 2

Intreprinderea Poligraficd Cluj — 8571970 .



In cel de al XV-lea an de aparitie (1970) Studia Universitatis Babes— Bolyai cuprinde seriile :

matematici-mecanici (2 fascicule);
fizici (2 fascicule);

chimie (2 fascicule) ;
geologie—mineralogie (2 fascicule);
geografie (2 fascicule);

biologie (2 fascicule);

filozofie ;

sociologie ;

stiinte economice (2 fascicule) ;
psihologie —pedagogie ;

stiinte juridice;

istorie (2 fascicule);

lingvisticd —literaturd (2 fascicule).

Ha XV rony napamus (1970) Studia Universitatis Babes— Bolyai BHXOZHT CJeAYIOIHMH CePHAMH:

MaTeMaTHKa—MexaHHKa (2 BRITyCKa);
¢usnka (2 BrImycKa);

XHMHSA (2 BEITycKa);
TeoJIOTH—MHHepanorug (2 BHIIyCKa);
reorpadus (2 Buycka);

6Hoslorus (2 BHIyCka);

tduiocodus;

COLHOJICTHS,

SKOHOMHUYeCKHe Haykn (2 Bmlmycka);
ICHXOJMOrHSI—IIe AarOrHKa,
I0pHAHYECKHe HaYKH;

uctTopus. (2 BHIycKa);
sI3bIKO3HAHHEe—JIHTepaTypOBeReHHe (2 BHITyCKa).

Dans leur XV-me année de publication (1970) les Studia Universitatis Babes — Bolyai comportent les
séries suivantes:

mathématiques—mécanique (2 fascicules);
physique (2 fascicules);

chimie (2 fascicules);

géologie —minéralogie (2 fascicules);
géographie (2 fascicules) ;

biologie (2 fascicules);

philosophie ;

sociologie ;

sciences économiques (2 fascicules);
psychologie — pédagogie ;

sciences juridiques;

histoire (2 fascicules);
linguistique—littérature (2 fascicules).



