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ASUPRA PUNCTELOR EXTREMALE ALY SFERELOR-UNITATE
IN SPATIILE C*(X) SI L'(n)

de
1. BEAKO

§ 1. In nota de fatd deducem teorema lui Arens-Kelley asupra purnc-
telor extremale ale sferci-unitate din C* (X)) din rezultatele corespunzitoare relative
la sfera-unitate a spatiului L(u). Existenta punctelor extremale in al doilea caz
este legatda de atomicitatea masurii w, (vezi § 2 pentru terminologie si notatii).
Proprietatea apare in literaturd, insd autorul nu a intilnit demonstratia decit in
cazul masurii neatomice I, ebesgue pe 10,17, ([2]). Demonstratia care urmeazd se
bazeazd pe observatia simpla formulati in Ienn 2 cu ajutorul cédreia se pot con-
strui efectiv punctele extremale ale sferei-unitate din L(p), in cazul cind p are
atomi. Partea esentiala a notei rezidd in legarea celor doud rezultate.

§ 2. Fie (X, Z, p) un spatiu cu masurd, X fiind o mulfime abstracta, X o
c-algebra de parti ale lui X, iar u o functie reald, finitd, numarabil aditivd pe X.

I. Un afom pentru masura p este o nml;nne E ¢ X cu proprietatea cd w(E) = 0
si oricare ar fi I' ¢ X, I' C F sau p(F) = 0 sau p(E — I') = 0. Misura se numeste
atomica dacd are cel putin un atom.

L¥MaA 1. Daca I este un afom pentru mdsura b, atunce E confine un atom
pentrie wt osaw oy, unde po= ut — u este descompunevea Hahn a mdsurii p in
cmnponcm’e pozitive.

In demonstratie (ca si in cazul Lemei 3) ne vem servi de teorema lui Liapunov
asupra conv emta‘,cn domeniului valorilor unei misuri vectoriale:

(a) Fitnd dat spatiul de mdsurd (X, X, p) st E€X. Dacd E nu contine nict
wn atom, atunct ea se bucurd de proprietatea lui Darboux, adicd oricare ar fi £ € [0,1],
existi FeXx, I CE si u(l) = _[.L(E). (cf 3)

Demonstrafia lemei: Fie X = X7 |J X~ desconpunerea dupd Hahn a lui X
in raport cu masura u. Se stie ¢d p7 respectiv p sint restrictiile lui p la X res-
pectiv X . Descompunerea aceasta induce o descompunere a fiecdrui element L ¢ X
astfel, Inclt ' =FE£° YU FE- (E* = E NX, E-=ENX") s wt(E) = u(E+)
lar w(F) == u(f’ ). Daca presupunein cd F nu contine nici un atom pentru p*
siow-, atunci u” pe £7 respectiv p pe Fose buaurd de proprietatea lui Darboux.
Deoarece E este atom, uw(F) #= 0, deci p* (E) 52 n(E). Rezultd ca pentru orice
alegere I%, 2 - ¢ 0,1] cxista multimile Frc [L‘ xespectiv F-C E7 pentiu cae
wHFT) = 2 (EY) s pu (I* “) = E-u(E"). Deocarece IV () E~= (), rezultd ca
FrUF =Fe2 I'CE s, alegmd convenabil scalarii £7, £7, putem realiza
w(f) =0 st p(l) .7c w(l). Accasta insa contrazice faptul cda E este atom pentru w.

;



4 I. BENKO

Remarcd. Definifia atomului este exact aceeasi in cazul unei misuri complexe
w ==, + 7y, $i in acest caz, dacd E este atom pentru p, atunci £ contine atom
pentru u, sau u,.

I1. De acum incolo X va fi un spatin compact Hausdorff, £ = & oc-algebra
multimilor boreliene din X, adicad c-algebra minimala generatd de familia § a mul-
timilor deschise din X, iar g o maésurd boreliand regulatid (mai pe scurt misuri),
adicd o functie reald, finitd, definitda pe ®, numérabil aditiva, regulatid in sensul
aproximatiel interioare in mdsurd cu mulfimi inchise,

III. Un exemplu tipic de méisurd regulatd boreliand pozitivd si atomicd este
,masa punctuald” 8, x € X. In adevir are loc proprietatea :

(b) Dacd w este mdsurd vegulatd boreliand pozitivd si E este un atom al sau,
atunct existd un punct x € E cu p{{x}) = u(E), (esential se foloseste In demon-
stratic compactitatea lui X si regularitatea lui p). Deoarece p(X) << oo si daca
I, E, sint atomi, atunci sau w(£, (Y £,) = 0 sau p(£,AL,) = 0, rezultd cd u

poate avea cel mult un numir numarabil de atomi diferiti. Fie {£,}7_  atomii lui u

iar punctele x; € £, cu proprietatea p({x}) == u(£) si «, = p(E,). Considerdm
masura regulatd boreliand pozitivd

«

(*) My = 21 9% Bz‘
=

Fvident p, = u — u, este difuzd, adici oricare ar fi x € X u,({x}) = 0. Pe baza
lui (b) si datoritd regularitdfii lui w, rezultd cd p, nu are nici un atom. Astfel
am descompus masura pozitivd p intr-o componentd difuzd si una de formd (x).

Remarcd. Uneori ([17) (%) este chiar definifia mésurii atomice $i atunci des-
compunerea dedusd mai sus este imediatd. De aici incolo factorul (x) il vom numi
partea atomicd a lai p.

Se stie ¢i orice masurd atomicd de forma (#) este singulard in raport cu orice
mésurd difuzd. Vom numi misuri atomice masurile de forma (x).

Evident, orice misurd absolut continud fatd de o miasurd difuzd este difuza.

1V. Intr-un spatiu normat N vom nota cu Sy sfera unitate inchisi, iar pentru
o mulfime M C N muljimea punctelor extremale o notim cu Me¢. In mai multe
rinduri ne vom servi de urmatoarea lemd simpla:

LeMA 20 Fie (N, {1 [) un spafin normat, N, si Ny doud subspatii inchise in

asa fel incit Ny N Ny ={0}, N = N, @ N, si oricare ar fi x € N, x = x, + 2y,
X, € Ny 7 2y € Ny avem x| = x| - [|x,]l. Atunci are loc

S\' = l U S\l

Demonstratie. Fie x = x; + x, € S§. Dacd x; = 0 sau x, = O a‘cunci evident

x € Sy, sau x = x, € S§,. Dacda x, 20 7 1, atunci x = ||y ” U 4 [l ”x’H ,
¥y P
cumn ||xgl} - 1wyl =1 si lix)]| #= 0 = |jx,|] rezultd contradictia.

Inv ers, fie x = x;, €Sy, sl v, € N arbitrari (i =1, 2), iar v = y, + y;. Dacd
(##)]{x -i- vii =2 1 atunci echivalent [x, 4= v,/ -+ || ;{: VoIl == 1. Datoritd extrema-
litagui lm B ru,ul‘m vy =0, de unde Hay il = ive] < =1, Insid un punct extrema.
se afli pe suprafata sferet unitate, deci ||z} = I, de unde | Hyell = 0. Astfel y =

== y, -i- v, arbitrar cu (xx) rezultd v = 0, ceea ce inseamné cid x € SV.
§ 3. Trecem la studinl punctelor extremale ale sferei Sy, .
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LEMA 3. Dacd yu este o mdsurd regulatd boveliand pozitivd i difuzd atunci
v = 9.

Demonstratie. Yie f € Sy, arbitrar, f = f* — f~ descompunerea sa in partea

pozitiva, respectiv negativd. Avem !ifj|, = S [fldp = S (f* -+ f-)dp. Presupunem

v

cd n = Sfdd. € (0,1). Fie X == X+ J X~ descompunerea lui Hahn in raport cu
masura fdu. Consideram functiile f; = 273 pe X% 1 0 pe X7, iar f, =0 pe X'
si(l— 7" pe X~ Evident f,, fy € L) f = 1y + (1 — Nfusi LAl = £ 1
ceea ce inseamnd cd f nu este punct extremal in Sy,

Dacd A = Sf*du =1 atuncis fdu =0, de unde f > 0 p-aproape pretutindeui.
Masura fdyu este tot difuzd, regulata, boreliani si nenegativd. Neavind nici un atom,
X este o multime cu proprietatea Darboux in raport cu fdp. (a). Existd deci 4 € &
cuS fdp = %—: S fdu. Considerdm f; = 2f pe 4 51 0 pe X — A4, iar f, =0 pe

A XY—4

A si 2f pe X — A, de unde deducem ca f = —}E—(f1 1), fu fee Ll y) st U fil =

= 1 = ||f,]];, deci f nu este punct extremal.
*®
LEMA 4. Dacd p =2 o,8x, (v, € X) este o mdsurd alomicd pozitivd  (decs
i1

x,>0) atunct Si, este format din elementele + f, unde f.(x;) = a7 ' 8] (Simbolul
tur Kronecker).

Demonstratie. Clasa de echivalentd f e L'(u) depinde numai de valorile unui
reprezentant in punctele x, /= 1,2, ..., fiind supusd la unica restrictie ' fi}; =

P®
:Z]f(x,-){oc{ < oo. Considerdm transformarea T din L'(p) in ' definitd prin
i==1
f-’ {az‘f(x'i)}icll-

Evident T este o transformare biunivocd, liniard si izometrica. Dacad a = {a,} € Sa,
. . T o X =
atunci definim f,(¥,) = a7'4, obfinind functia f, € L'(u) care se transforma in a
prin intermediul lui 7. Prin urmare 7 : S;0 — S, este surjectivd, deci 1 pastreazd
punctele extremale. Se stie cd Su = {£ ¢;:¢, = §;}/41}, de unde Siy,y = {
_fo 1 AT
F i fie Lu), fixg) = a7 D
Fie p si v masuri regulate boreliene, pozitive si singulare (u | v). Atunci existd
doud multimi boreliene 3, si N, in asa fel, Incit u este concentratd pe M, iar v
pe M, Funcfia f numai atunci este (u + v)-masurabild [integrabild] dacd fo,,
este pu-mdsurabild [integrabild] iar fp,, este v-mdsurabild [integrabilal. In cazul
integrabilitatii lui f avem\ fd(u + v) :Sf%’ud“ -\ fou,dv. Am ardtat deci cd
LY(v + p) = LY(v) @ LY(p), unde suma directd satisface conditiile lemei 2.
Fie acum o mdsurd reald boreliand regulatd u; p = p* — p~ descompunerea
. N ke ! ) e
S% Hahn, u* = p 4 p;- respectiv =y -+ p; descompunerea pdrtii pozitive
pt, respectiv partii negative p~ in componente difuzd respectiv atomicd (ambele



6 I BENKO

pozitive). Termenii acestor descompuneri sint singulari, adicd p* [ u~, wh L
sl py L we . Aplicind de doud ori lema 2 obtinem

St = St U Sty U Sty U Str) = Sbe) U St
ultima egalizare pe baza lemei 3. iu § 2 am observat cad p atunci si numai atunci
are atomi cind una din componeutele sale ut sau w- are atomi. Deci Si,) = O
atunci $i numai atunci cind p are atomi. Astfel am demonstrat:
TEOREMA L. Fie w o mdsurd regudatd boreliand. Siy,y atunci si wonai atunct
nu este vidd cind w oare atomi.
Remarcd. Formula pvntru St permite descrierea punctelor extremale. Deoa-

rece wy | po §i ambele misuri sint at(mncc ele sint concentrate pe doud siruri
disjuncte de puncte x;7, v, € X, 7 = 1,2 ..., Punctele g\trcmalo in Spiy, Smt de
forma -L f;7 respectiv -- f7 unde fl'(.\',') = ou(vS) S, dar () = wl(x )71,
st /5(x) = 0 dacd x = x,
Trecem la teorema lm Arens-Kelley
Trorrara 2. Dacd X este un sfwg’zzx compact Hausdorff si C{X) spafiul func-

tilor reale si continue pe X, atunci Sis. este format din = 3, cu v e .
Deinonstratie. Pe baza teoremel de reprezentare a lui F. Reisz € 7(X) este format
din masuri reale borelicne regulate pe X. Fie u € Sfs(,, atunci jul, = 1 (norma

variafiei totale). Pe baza teoremei lui Radon- \1kodvm L'(uh) este izometric izo-
morf cu subspatiul din C*(X) format din masurile absolut continue in raport
cuw ("'Lriqpia miasurii w). Izomorfismul izometric se realizeazd prin transfor-

marea — fd|p.|. Deci imaginea lui w in L'(jp}) va fi un element din S,,l,,
de forma j (mu f) unde f este fumtlc nuld, cu exceptia unui punct x, pgntru
care p({v,}) =0 si f(,x,) = ({v,)). Dar pe baza biunivocitatii aplicaiei T,

wo== fdou! ’1dlC po= dx,
Remarcd. Toate IQLLﬂt’LtGIG se extind fird dificultate Ia cazul in care consi-
deram masuri $i functii cun valori complexe.

(Intrai (n vedactie la & odombyiz T00S)
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Ob 3KCTPEMAJIBHBIX TOUKAX ETHHHUHBIX COEP B IMPOCTPAHCTBAX C*(X) H L'(y)

(Pesowme)

B craree sbiBoAuTes Teopesa Apenca-Ketin o6 i-)KCT[)PM?lJbeIX TOUKAX eIMHUYHOH cdepul B C*(X)
§12 COUTBETCTHVIOUHX Pe3y.IbTATOB OTHOCHTE RO eAunnunoll cdeppt npocrpancrsa Liw). Cyuecrsosanue
FRCTPEMATEHBIX TOUEK BO BTOPOM ¢/iyHae CBABAHO ¢ aTOMHUHOCTBIO Mephf p. [launoe ¢BOHCTBO H3BECTHO B
JUTEPATY e, OIHAKO ABTOP BCTPETIVL ADKA3aTeILCTRO VML B cJydae HeaToMHdeckoll wmepu J[leGera na
[0.17 1793 1. oKasaTe 1bCTBO OCHOBAHO 1A NPOCTOM jaMeddniy, GopMyauposatdom B Jleuse 2, ¢ n1oMo-
LILLIO KOTODOIO MOKHO 3ph2KTHBIO TOCTPOHTL SRCTPEMATIbHLIE TOUKH e IHHUYHON cdephl H3 Li{u), B C1yuae
€O @ ieer aToMbl. B OCHOBHONR 9aCTH cwiDBIBAIOTCH 1BA NMOJIVUSHHBIX Pe3YABLTATA.




PUNCTELE EXTREMALE ALE SFERELOR-UNITATE IN C*X) SI Li{u) 7

SUR LES POINTS EXTREMAUN DES SPHERES UNITE DANS LES LSPACES C*(X) BT L(w)

(Résumd)

Dans la note présente on déduit le théoréme ' Arens-Kelley sur les points extrémaux de la sphére
unit¢ de € (X)) des résultats correspondants relatifs 4 la sphére unité de Uespace Ll(u). L'existence des
points extrémauyx dans le second cas est lide a V'atomicité de la mesure . Cette propriété apparait dans
a littérotnre, mais 'auteur n'en a rencontré la démonstration que dans le cas de la mesure non-ato-
mique Lebesgae sur 10,17 ([2,37). La démonstration se fonde sur Vobservation simple formulée par le
Lemme 2, 4 Taide duquel on peut construire effectivement les points extrémaux de la spheére unité
de LYp), pour le cas on g a des atomes. La partie essenticlle de la note réside dans le lien établi
entre les deux résultats.






DETERMINAREA TRANSFORMARILOR OPTIME
ALE UNOR NOMOGRAME CU PUNCTE ALINIATE

de
F. RADO si V. GROZE

In lucririle [17, {27, (4] s-au dat criterii necesare gi suficiente pentru ca o
nomograma si aiba eroare minima in familia de nomograme dedusa dintr-o nomo-
grama datd printr-o familie de transformari proiective. Dar in ceea ce priveste
determinarea transformdrii optime din familia de transformdri considerate, nu
sint tratate in aceste lucrdri decit metode aprox1mat1ve in lucrarea [3] este rezol-
vatd aceasti problemd pentru o singurd scard rectilinie.

In lucrarea de fata vom da metode concrete pentru determinarea transfor-
marii optime pentru anumite familii de transformiri proiective in cazul a doud
tipuri de nomograme cu puncte aliniate.

1. Consideram o nomogramid avind trei scdri rectilinii concurente OA,, OA,,
04, {fig. 1).

Vom aplica transformari proiective asupra acestel nomograme, care s pastreze
fixe segmentele 0A4,, OA4,, 04, Astfel de proiectivititi nu pot fi decit omologii {2,
avind centrul in punctul O, iar axa fiind dreapta care coniine punctele A4,

Putem extinde pentru acest caz me-
toda folosita in lucrarea [3]. IB

Intr-un reper cartezian ortogonal cu A4 A Az
originea in punctul O §i cu axa Ox para-
lela cu dreapta 4,4, ecuatiile scdrilor
nomograniei sint:

) E

Sy e Sp Tl Sy, = 1, 2, 3. 0 x
v, = fl(z
i ;( z) Fig. L

Alegind distanta punctului O la dreapta A,4, egali cu unitatea avem f,(z}) = O
$1 f(z7) = 1. (Cazul in care gradatiile scarilor nu se intind pini la punctul O, poate
fi incadrat in cazul de mai sus.)

Omologiile Q transformi punctele 3 (x;, 3,) ale scirii SA, in punctul Mi(x}, yi)
dupa urmditoarele relatii

Vi = et x; = €87,
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unde u > — 1, pentru ca segmentele 04 s3 se transforme in ele insele. Avem
()Ali == '\/l B C? 3’,)
OM: - \/1+¢,_~_”i“-
It 1

Eroarea absolutd a nomogramei transformate este

I == max I ! = max max (1
f ! i < < 4 (l'\
dz;
sau
R h .
£, == max max ——— , (2
i (- ) \/l el
“‘<:|<:.‘ v ety
hte - 18

unde /i este eroarea geometricd. Scopul nostru este de a determina pe u astfel fucit
croarea Ir, sa fie minima.
Din formula (2) rezultd cd avem:
e GNT T L S
N T fiz) =, pentru 2, <0z <z, 0= 1,28,
Blufilz) - 1) 2 Iy
stoexistd cel putin un 7 31 o valoare z; astfel ca egalitatea sa fie atinsd.
Folosind notatiile :

Iyt
PRI ) . 1

4 e ot o= \'), — T /’,

\/1 G v B 7 (- / \/Il‘u. Y

I e} - y Ay b
Ve 1

aveln

(3)

relatie valabild pentru O -

S5 reprezentdm grafm in planul axelor rectangulare x O v arcele C; ale curbelor
~dct1mtc prin ecuatia

care trece prin punctal [0, , se afld la stinga arcelor (; si este de sprijin pentra

L
cel putin un are C; (fig. 2). Vom obtine toate pozitiile dreptei A,, dacad considerdm
tangentele la infasurdtoarea convexd comund a arcelor (7, notatd cu H, situate
la stinga acesteia, care intersecteazd axa ov in afara segmentului [0,1] (am tinut
seamd cd w ia valori > — 1). Cunoscind o porzitie a dreptei A, interpretarea geo-
metricd a lui &, este urmatoarea (vezi '37): se counsiderd ehpsa tangentd la A, din
familia de elipse avind ca una din axe segmentul 0,11 al axei oy; cealaltd semi-
axd a el este egald cu k. Pentru a gdsi valoarea It u care conduce la cel mar mare
ky posibil, ajunge sd ducem <[1/>scz din familie, tange ntd la H (fig. 3), tar in punctul
de contact tangenta comund a acestei elipse si a curbel H. Dacd \'0 este ordonata



TRANSFORMARI OPTIME ALE UNOR NOMOGRAME 11

punctului de intersectic a tangentei comune cu axa oy, avem vy > 1 sauw v, <0
si valoarea optimd a parametrului p se calculeazd asifel

1
g = — — -

Yo

A
A (0,v,)
(o, /J

e

Fig 3.

2. Consideram nomograma N formatd din trei sedri 4,B,, 7=1,2 3 rectis
linii si presupunem ci punctele A, aparfin unei drepte d,, iar punctele B; unei
drepte paralele o4, (fig. 4).

Alegind dreapta d, ca axd Ox a unui reper cartezian rectangular si distanfa
dintre d, si d, ca unitate de misurd, ecuatiile scarilor sint:

s ov=fi(z), sz 2, =123

!

X =0y -+ da

unde presupunem ca ¢; > 0, iar ¢, <0,

Pentru imbunatiatirea nomogra- T Cos o8, 65a d,
mei vom face transformairi proiective

considerind punctele 4, si A, si
dreapta d, fixe. Astfel de coliniatii
pot fi numai omologiile avind axa pe
una din dreptele d,, d,, iar centrul pe dy
cealaltd. Dintre aceste omologii, care A Y -
depind de doi parametri, vom consi- ° A i *

dera aici numai o familie ca un singur Fig. 4.

parametru si anume cele ce au centrul

la infinit, adica afinitatile omologice speciale cu axa d,. M(x, v) si M'(x', y') fiind
doud puncte corespondente Intr-o afinitate consideratd, avem urmitoarele relatii:

{x' = X -+ pv

’

y =%

2 find parametrul transformirii, care trebuie limitat pentru a nu iesi din drept-
unghiul 44,45 4%: — ¢ << p -7 — ¢,
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Punctele scarii 4 B, se transformd dupd formulele:

X = (e Py e,

Vvoo=

si avem :
‘I‘A’u; == S; — y\/(ci + ]))2 + 1.

Pentru ercarea E, a nomogramei vom calcula expresia
o

e (CE AT

d.

Folosind formula (1) a erorii unei nomograme, putem scrie :

(i F PR+ 1filn 1 . e p
Vi PP -1/ 1 deca o =123
h ]fp
Notind
. A e TR A
min (fﬁl’,_(.)_) = p} < =k
o<y <l B T P
avem

Ry <iom? [(c; -+ p)* - 17, 1 =1,2,3;
deci valoarca optimd a parametrului p se obfine calculind

ky == max  {min m} [(c; +p)* + 1]}
—n<pL—c, 12123
Pentru aceasta e suficient si reprezentam in planul axelor p, & porfiunile parabo-
lelor & = mi[(c; -+ p)* -+ 1] cuprinse intre p = — C; §i p = — C,, sd ludm curba
formatd de arcele inferioare ¢i sd determinam ordonata et maxima. Citeva exemple
de cazuri posibile sint reprezentate in fig. 5.

]

v

S

/

/7

i,

(e}
w

3

™

i ¥
2
]
;Y

-Cs e,

Fig 5.
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(Intrat in redactic la 8 notembrie 1968)

OMNPEAEJEHWUE  OINTUMAJIBHBIX TIPEOBPA3OBAHFI HEKOTOPBLIX HOMOIPAMM C
BBIPABHEHHBIMH TOUKAMH

(Pezome)

Onna M3 M3yYeHHbIX 33144 - C1eyIOUas: DACCMATPHBALTCA HOMOTPAaMMA C TPeMst KOHKYPEHTHLIMM
upamoannedusiMi wkanamu OA;, OA, OA, AaHHBIMH YpaBHEHHSIMH

wp=cifylz)), o= filz), S, =123

rle
fils) =0 filg) =1 fle) mo i=1,2,3
Howmorpamya nojunHsieTcss npeo6pa3oBaHUANM OJHOR TPYMIH TOMOJOTHIE ¢ HeHTpoM B 0 H ¢ oCbio
‘\1‘\21
,  p+ ., w4+ Dy
¥ =, Y= (p>—1
wy + 1 wy + 1

3navenue u, napaMerpa g, NPHUBOAALIEE K HOMOrpaMMme C MUHHMAAbHON owrOKOl, onpeleasercs
CAeAVIOmUM 06pa3oM: CTPOMTCS BhINyKJast orubaiomas KpHBas ;yr KpHBOH

2= YU AV eyl i=1,23

i o6o3navaercs uepes H wyacth eé rpaHHuBl Mex1y npamuMH y = 0, y == I, pacrosnoxennas 6aixe
x oc O. Ilyerb T —— Touka Kacanus ayru H ¢ saamncom, umeoudm ockio npomexytox [0, 17 na

Oy, 1 yo — opauHaTa ToukH nepeceyenust Oy ¢ kacateapnoft B T & H. 3nauenue up onpeieneso cootHo-
uleHiem

y 0

DETERMINATION DES TRANSFORMATIONS OPTIMA DE CERTAINS NOMOGRAMMES A
POINTS ALIGNES

(Résumég)

I un des problémes étudiés est le suivant: on considére un nomogramnie A trois échelles rectilignes
concutrentes 04,, 04, 04, données par les équations

== o f5), voo= e, L2l 1= 12,8
ou
file) = 0 file) = L file) > 0, i = 1, 2, 3.
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On soumet le nomogramme aux transformations d'un groupe d’homologies avec le centreen 0 et l'axe
A4y
(v + Dy
» ¥y = (w>—1
wy +1
La valeur y, du paramétre p qui conduit & un nomogramme a l'erreur minima, se détermine
de la manicre suivante: on construit U'enveloppe convexe des arcs de la courbe

A=YT -GV 0y L i=123,.

(w+ x
wy + 1,

et I'on désigne par H la portion de sa frontiére située entre les droites y = 0, y = 1, la plus rapprochée
de I'axe Oy, Soit T le point de contact de 'arc H avec une ellipse ayant comme axe le segment [0, 1]
sur Oy, et y, I'ordonnée du peint d'intersection entre Oy et la tangente en T a H. La valeur y, est

déterminée par la relation



A NOTE ON SOLUTION OF CERTAIN PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION
BY INTEGRAL TRANSFORM

by
P. PURI und S. P. BHATTACHARYYA (Bombay, India)

In recent papers by Dutta and Debnath [1,2] they have developed
a solution of the partial differential equation of the type

P(L)Y(x, £) = BY(x, 1)

where
L, = ay(x, 0L toayx, ) 2
5 2 EEA axz i 1 > ()x
and
b or
N
Bt = 5 br(t) aV

Though it is mentioned in [2] that the solution of the more general partial diffe-
rential equation of the type

L, B)Y(x, 1) =0

can be derived from their earlier results, but it was not actually done. It iz felt
that the solution of the differential equation of this type will be quite useful
for the solution of problem in Applied Mathematics, we propose to give its solu-
tion in an explicit form. Moreover there are a few slips in the above papers
[1, 2]. Attention has been drawn to these slips in this note. Using the same nota-
tions and definitions as in [I] and [2] we first point out that in Art 1.4, of (1)
the final differential equation for 7,(n, {) should be,

il a1t d :
by(t) ) + bpy A T by -t (e 4 Bo) | Ln(n, 1) = 0O

In Art 1.4 of [2], the solution for Y,(n,{) is given by

>

L a
Yo, t) =2 22U, n)

Mi=al
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and therefore the solution for Y(x, ) is
?
.L” \ NTT t N
p 20 2 (30) (U (8, R )

S0 me—1

we now proceed to solve the partial differential equation

(L., B)Y(x, f) = 0 (1)

Where Q(u, v) is an expression of degree » in u and v.
We can write the equation (1) in matrix form as

A1y Aqo ce Qryan ‘L;
0 Aoy e Aoy Ir-—l
0 0 Ags « .. A35.:1 Tt
(1, B, ... BY) S ~ . Y(x, t) =0
0 0 0 ... 4.1, 1 (2)
where B, is a differential operator of the type
p .
o9
B, = — 3
¢ ; bq()t*’ 3)
Applying the integral transform (1) to equation (2) we obtain
Ay Ayp oo G (— 1),
Aoy ... gy 11yl
R R S I
(1, B,B;,....,B)l . . Y,n, t) =0
Do : —
O O ar%_»—l:r»f-l 1 (4)

Now the equation (4) is a differential equation of order pr and has pr = S solutions
Un(h, n, t), Y,(n, t) is then given by

(1, ) 12 T, B (5)

If the initial conditions are given by

TV, ) =6lx) (1=1,2...,5) (6)

avl

then these conditions in the transform domain will reduce to
a? !
—Y.(n, t) = g (n 7
Ly,0n ) = () @)
and we obtain a set of s simultaneous equations in C, s, which on solving yield

(8

)

Cp="2n
A
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where
U, n, 0) U,(n, n, 0) Um0
A=| UM (x n, ) (2() , 0) UV, 0)
U0, m, 00 USTV0, w00 L USTY(, m, 0)

and A, is the determinant obtained by replacing the m — th column in A by gi(n)s.
Thus (5) becomes.

S

Y,(n, t) = 2 = U (x, n,t)

m=l Ay
from which we get the solution as
o S
Vv, f) = 39 éj&(s“) KM U (2, 1, 8).
el =]
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NOT X ASUPRA REZOLVARII ANUMITOR ECUATII CU DERIVATE PARTIALE CU AJUTORUL
TRANSFORMARITL,OR INTEGRALE
{(Rezumat)

fn lucririle 717 gt [27 s-a mentionat cii metoda datd se aplicd si ccuatiilor de forma (1). In prezenta
lucrare se fac calculele efective in aceastd directie si se di explicit solutia.

O PEIEHWM HEKOTOPBLIX YPABHEHMWI C HACTHBIMU TTPOM3BOAHBIMH C NMOMOUIBIO
HMHTETPAJIbHBIX NMPEOBPA3ZOBAHHIT

(Peswne)

B pa6orax [1] u [2' ynosmsaHvaoch, 4TO JaHublil MeTo; NpHMeHseTcss H K ypabHenusM Buja (1). B
HacTOsI el paGOTe MPOH3BOLITCH 3D PEKTHBHBIE BLIUHCTEHIS B 3TOM HANpaBIeHHU H 1aETCH sIBHOE pellenie.,

2 NMathemaotica-—Physica 2 1969






DESPRE ECUATII DIFERENTIALYE DE TIP VARIATIONAIT,

de
E. KOLOZSI

In aceastd lucrare se studiaza clasa ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti de tip variational.
Consideri m ol/eratorul diferential liniar

P(Dyu =Y, a,Du (1)
xl<m
unde
% == (11: Ty eeee, an); % = 0 intregi, ! o= 1, n
) "
a . . c 9. P
D* = DxDx ... D, Dj = — i+ ;a]~2ai
J i
a, — constante reale.
- N\ ~ A . . . . o
Operatorul p(D)u = L a, D> in mod obisnuit se numeste partea principali

X =m
a operatorului P(D).
Operat o1ulul considerat i se atageazd polinomul caracteristic (%) inlocuind
operatorii elementari D; cu variabil le reale & - (j = 1, %),

P(zZ) = Z a,z* 2)

txim

unde &% = EP. £ .. E

In mod analog p(&) = Z a,5* este partea principali a polinomului P(%).

X

Consideram mai departe multimea & a elementelor k = (k, ..., k,) cu compo-
nente numere intregi nenegative, intredusd de S. M. Nikolski [2], care satis-
face urmét<)'1rele conditii :

Este convexd in sensul ¢, submulfimea elementelor cu componente mtlegl

si nenegatlve ale celut mai mic corp convex, care contine pe &, coincide cu &

2. Impreuni cu % contine si prie ctiile acestuia 1 e tate subspatiile de LOOI‘dO-
9
nate. Confine elementul £° >0 (& >0, j=1, n),



20 E. KOLOZSI

10 aceastd mulfime se poate determina o bazi B a elementelor

O, kY, k20 RY (3)
care au proprietatea c¢d, oricare ar fi A ¢&
N } ) N
g AR =05 A, 7
> 5

Cu ajutorul mulfimii introducem functionala
E(f) - E ga“f . w({o (4)
AR ES G o

definitd pe clasa functiilor pentru care E(f) <I >0, G fiind un domeniu din R#u:
a,, = a;; constante reale.

DEFINITIE : Functionala I'(z) cu domeniul de definifie D se numeste convexa
daca

F(“ e _g) < 1 [F(u) + F(v)), wuwveDg

LEMA 1. Qondma necesard si suficientd pentru ca E(f) > 0, este ca ea si fie
convexi. Intr-adevir

e = 2 el ) ) ) e
- = F=a = - =

dacd E(f) = 0 rezultd ca I*l——m——) - 0, prin urmare

2
¥ o7 1 . -
E(»—)-—J < (E(u) -+ E(v)]
Tnvers: fie £ convexd, alegem wu == u, v = —u, atunci

0= E(0) = L(———) < l (E(u) 4 E(—1)] = E(u)

P

deci

TFunctionala £ se poate scrie E(f) = gak S8 fOdg - E(f).
k=1ebB G
DEFINITIE : Yunctionala F se numeste convexd relativ la &, daci functio-
nala E,(f) este counvexi,
Problema principald cu care ne vom ocupa in prezenta lucrare este gasi-
rea conditiilor fn care ecuatia P(D)u = 0 este de tip variafional, in sensul
ci i se poate ataga o functionald definitd pe o clasd de functii cu valori bine pre-
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cizate pe frontierd, iar problema de extremum relativd la aceastd funcfionala
are o solutie unicd.

In acest sens considerdm la inceput urmitoarea problemi: in ce conditii
polinomului P(Z) i se poate atasa o muljime convexd de tipul lui & in asa fel ca

P(E) = 2 (=T)atize (5)

kles
(ko1 vkl Skl
unde ag,; == a;%; ¢ P gyt Eonoom.

Avem urmitoarea

LEMA 2. Conditia necesari si suficientd ca polinomului P(£) s i se poatd ata-
sa o multime convexd de tipul lui & in asa fel ca sd aibd loc relatia (5), este ca P(%)
sd fie de forma

P = 3 azw ©)

. e
T m

DEMONSTRATIA. Necesitatea condlpex este evidentd, deoarece |k -~ /] tre-
buie si fie neapdrat un numdr par, fiindecd in caz contrar termenii expreswl (3) se
anuleazd doi cite doi.

Conditia este si suficientd, muljimea atagatd fiind & = {k - |k =2 m} iar deter-
minarea coeficienfilor pentru a avea relatia (5) se face in felul urmdtor:

£ si 7l se determind cu ajutorul sistemului

— iar coeficienfii prin

R

L e, M

<. m (7)

A, = (— 1)V

)

-
‘\k,l

unde N7; este numdrul perechilor posibile care satisfac relatiile (7).

Observagie. Mulfimea & astfel atasatd este mulfimea ,,cea mai largd”’, care
poatc fi atasata In cazul cind unii coeficienti @, sint nuli, mulfimea & = {k, k| <
= mj poate fi mai restrinsd in functie de elementele care figureazd In mod efectiv
in P(Z%) cu pastrarea proprietdtilor de definitie. De exemplu dacd
1

r2r4 L ES rers 1.
p2ig A awsy E3 b ag, 0) :1 -+ Ay Sy gy

i

WEY 8 raxe
I (i) = A LY -k a\;z,l)fﬁéz + agq

a3

| ¥4 ro o x2 )
- Aoy Sy -|- A0y 27 4 A1) 33 -+ A(0,0)

mulfimea ¢ atasatd este {k; |k]| < 3}
Daca a0y = dwg) = () & =& — {(3,0), (0,3)},

iar dacd In plus apn = apq = apy =0, & = {(0,0), (1,0)(0,2), (0,1)}.
Pe baza lemei 2, operatorul I’(D)u care verificd conditia lemei se poate scrie
in forma

POy = 35 (=) fa, 05 ay, = (- 1)

X
yleg N
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Operatorului P(D)u 1 corespunde functionala

E(u) = Y S a, uh . ulhdg

KIES
G
care se poate scrie

E(u) = Sak,,u(h)u”hlg + Efu) =Y Sa1 w1 dg 4+ I (a)
k=l B - keB J

dacd a,, >0, k& B iar E(u) este convexa relativ la §, atunci

'\' -
(1) = @)/5 wls)|2dg =y B(u)

(r

unde ¥y = min a,,, iar & sint elementele bazei B.
kel

In aceste conditii, dupi cum a aritat S. M. Nikolski [3], problema
variationald

min £ (u)
u & o)
unde m(®) este multimea functiilor pentru care E(u#) < >0 ¢l care au aceeasi varietate
admisi pe frontierd ca i @ :B (@) << >, are solutie unicd care satisface in sensul
teoriei distributiilor ecuatia (D)« = 0.
Prin urmare avem urmdtoarea

TEOREMA. Dacd operatorul diferengial liniar cu coeficienfi constanti

P(D) uﬂEaI*zt

I <m
satisface conditiile
[ (—1)%a, >0 pentru =2/, = B

functionala E(ux) generatd de operator

s Lo
E(u) =Y, \(—- 1)1 —2 948 440 g
= N
G o
este convexd relativ la $, atunci i se poate atasa o problemi variationald relativa
la E(u), care sd admitd solutia unicid u,, care satisface in sensul teoriei distributiilor
ecuatia P(D)u = 0, cu valori pe frontiera datd de varietatea admisd amintitd.
In cele ce urmeazi vom da un model de construire a operatiilor care verificd
conditiile teoremei. Consideram operatorii

=D} D} ..., Di D':’-::%(i—:l, )
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si algebra polinomiala A generata de acest sistem, operatiile fiind definite in mod
¢bisnu't
(Di + Dhu = Diu + Diu
(£, 7=0,1,...,m)
DiDju = Di(Dju)

si inmulfirea cu scalar real. Elementele acestei algebre pot fi scrise

S = 2 1 D*u
W {m

Consideram mai departe subalgebrele A, generate de operatorii D} (i = 1,n)
in mod analog, si submulfimea V (= A a elementelor §,, care se sprijind pe fiecare
subalgebra A; in sensul ¢ 3, contine cel putin un element din fiecare A;, si care
verificd condifia «; <7 o, pentru fiecare i, unde indicele s pune in evidentd elemen-
tele de sprijin din A, (Dacd 3, & V confine mat multe elemente din A;, se considerd
element de sprijin cel de ordin maxim),

Dacd

7 s

Lo (= 1)*7, >0 pentru o = o $i 2 > max x|
i o

2. 2, = 0 pentru restul termenilor,

atunci §,, este un operator de tip variational.

Observatie. Conditia 1 poate fi fncad slabita, dacd ludm in considerare baza mini-
mald a mulfimii & atasata operatorului 3,, Astfel coeficientii de la conditia 1, pentru
care existda un o in asa fel ca

o' > [z sl existd cel pufin un indice 7 pentru care «; == x, nu trebuie sd
fie neaparat strict pozitivi, este suficient si fie nenegativi.

Pentru clasa determinatd a operatorilor se poate aplica criteriul suficient de
hipoelipticitate al Iui Nikolski [3] valabild pentru ecuatii generate de func-
tionale de tip (4). Astfel P(D)u care verificd conditiile teoremei, este de tip hipo-
eliptic, dacd multimea atasatd este strict convexd, in sensul cd suprafata celui mai
nic corp convex § care congine pe & nu are nicicum un segment perpendicular pe
a; =0 (i = 1,n). Analitic exprimat, dacd 0, k', ...kYeste baza lui ¢, atunci con-
ditia este ca pentru orice £ & & sd avem &; << & pentru totfi indicii s (k7 == 0) afard
de cazul & = &

me

Iixemple :
“ . J%u .
{. Ecuatia — — — =0
Oxt ov?

studiata de K. 3. Naurizbaev 1 este de tip variational, hipoeliptica.
P J%u dtu

2. ¥euatia e =0
ox? ov? ox20v?

studiatd de Nikolski 73] este o ecuatie de tip variational, care nu este hipo-
eliptica.

Multimile atagate sint & = {(0,0), (1,0), (2,0), (0,1} in primul caz, si & =
= 1(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)} 1in al doilea caz.

(Intrat in vedactie la 16 septembrie 1968)
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O JUOOGEPEHIMAJBHBIX YPABHEHUAX BAPHUALIMOHHOI'O THIIA
(Pe3wowme)

B paGoTe uayuaeTcst BOMPOC O HAaXOXIEHHH YCJOBHH, B KOTOpbIX JHHeHHOe NHddepenunannnoe
ypasHeHHe ¢ NOCTOSHHBIMH KO3(POUHLUHEHTAMH MOXKeT ObiTh DelleH0 BAPHALHOHHBIM METOOM, B TOM CMBICJIE,
YTO CYLLECTBYET (DYHKIHOHA, /s KOTOPOro BaDHAUHOHHAS 33/a4a HMeeT e1HHCTBeHHOe pelleHHe B onpe-
Je18HHOM KJjacce ¢yHKUMHA, H 3TO pellenHe yI0BJIETBOPAET B CMHIC/IE TEODHH pacipeie]edHHi J1aHHOMY
JHddepeHHaIbHOMY YpaBHEHHIO.

SUR LES EQUATI()NS DIFFERENTILLLES DE TYPE VARIATIONNEL
(Résumé)

L’auteur se pose le probléme de déterminer les conditions pour lesquelles une équation diffé-
rentielle linéaire A coefficients constants peut étre résolue par la méthode variationnelle, dans le sens
qu'il existe une fonctionnelle pour laquelle le probléme variationnel a une solution unique dans une
classe de fonctions précisée et que cette solution satisfait, selon la théorie des distributions, l'équatior:
différentielle donnée.



PROBILEMES NON-NOETHYXERIENS DE DIRICHLET

par
r. SZILAGYI

Nous nous proposons d’étudier le probléme de Dirichlet pour les systémes
d’équations a dérivées partielles de la forme (1) pour lesquels le probleme de Dirich-
let n'est pas de type noethérien. Nous démontrons que pour chaque systéme de
cette classe il ¥ a un domaine dans lequel le probléme homogéne de Dirichlet a
une infinité de solutions. Dans le cas du domaine 2% -+ 2§ — 1 << 0 nous étudierons.
aussi le probléme non-homogeéne de Dirichlet.

Considérons les systémes de la forme
0

2,3
0%}

0%u +C 0%

Lu= 4 2B — = I'(xy, %, 1
" —i_ ()xl()x, 013 ] (xly XZ) ( )

on

A = (“11 “12) B — (511 bl‘z) C — (511 C12

Aoy Ao 21 22 Ca Coa

sont des matrices a éléments réels et constants, u et I sont des fonctions vectorielles
aux composantes respectives u,(x;, x,), #,(%q, x,) et Fi(xy, x,), Fa(x;, x,). Nous
supposons que #; € W3Q) et F, € L,(Q). Ici nous avons noté par W3(Q) 'ensemble
des fonctions de carrés sommables admettant toutes dérivées partielles d’ordres
premier et deuxiéme de carrés sommables. Nous notons par I' la frontiere de €.

Soit Ny = {u € WQ); Lu=0 dans Q, ulp =10}, R, ={Lu; u € W;(Q)
wpr =0}, Ni» = {u € W(Q); L*u = 0 dans Q, u/pr = 0} o# nous avons noté par
L* Uopérateur formel conjugué de L.

Le probléme de Dirichlet Lu = k dans Q, ujr = 0, 7 & L,(Q) est de type

noecthérien si N, et N, « ont des dimensions finies et R, C L,(Q) est fermé dans L,(€)).

On sait que le probléme de Dirichlet pour les systémes de la forme (1) n’est
pas toujours du type noethérien. Le premier exemple d'un systéme elliptique pour
lequel N, n’est pas de dimension finie a été construit par A. V. Bitzadze [1]. Dans
[2] il a été démontré que tout systéme elliptique de la forme (1) pour lequel le
probléme de Dirichlet n’est pas de type noethérien, peut étre transformé a l'aide
d’opérations simples en un systéme de la forme

RIS i)~ F (2)

023 0x3 0x,0%,
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&

o o= - s, F=F, - 1F, et k est une constante positive. Pour & = 1 'on
obtient le systeme de Bitzadze 1], auquel cas dans le domaine a? -+ x3 << 1 les
espaces nuls N, et NV, . sont a dimensions infinies. Nguven Thia Hop 137 a démontré
que la condition nécessaire et suffisante pour que N, ne soit pas vide pour le sys-
teme de Bitzadze au cas d'un domaine Q simple connexe et a frontiére analytique,
est qu'il existe une transformation conforme rationnelle transformant le domaine

Q en disque xf -+ 2% — 1 << 0. Nous considérons seulement le svstéme

I 2 . i )2 1 .
Lit =k iﬁ — f) S ) 2 = F (3)
o3 axd, C oo,
car pour le systéne
2y F e . . 2o “
Lo=hr<2 20 gk + 1)1 G 4)

2

o2 dx3 dridv,

I'étude du probleme peut étre faite de maniére analogue a l'exception prés qu'aux
variables z et z; — qui sont introduites plus tard — leurs conjuguées complexes
seront substitudes. Il est aisé d’observer que L* est l'opérateur formel conjugué de L.
Les résultats obtenus sont les suivants:
Tuioriye 1. Pour tout k>0 10 existe une fanmille d’ellipse, a savoir les ellipses
x5 - hyi— a* < 0 (a est un nwombre arbitraire réel), ol le probléme homogine Lu — 0
dans Q, wp =0 admet une infinité de solutions.

Tuiioriye 20 Ln delhors des ellipses x} + ki — a? <2 O dans toute autre elli pse
de la forme D2x* 4 a*x} — a*® << 0 le probléme homogéne Lu =0 dans Q, ulp =0
wadmet que la solution banale.

Conséquence. St k3= 1, alors dans le disque 33 = x3 — 1 <0 le probléme homo-
géne w'a que la solution banale.

TurorEME 3. S0 Q est le disque x3 -+ x3 — 1<C0, alors le probléme non-homogéne
Ly — J dans Q, w;p = 0 a une solution unique pour toute fonction holomorphe h(z),
de carvé sommable dans €.

Démonstration du théoreme 1. Le théoréme est démontré pour k == 1 dans
i1]. Nous supposons que & = 1 et nous démontrerons que dans le cas du domaine
Q = {(x, x)); % 4+ kx§ — 1 < 0} le probléme homogene Liu =-0 dans €, u/} — 0
a une infinité de solutions. En introduisant les variables complexes z = v, + ix,,
zy = ¥, -+ tkx, et les opérateurs différentiels

d _ k Jd 7 d J 1 Ja .1 J
Gr k=1 0y k—1 dy 0y E—1 On B 1y
3 . . . » . 02 : (o
I'équation homogene Lu = 0 se transformera en —— = 0, dont la solution géné-
’ dz0z,
rale est
(g, %y) = ¥y 4 ixy) - p(x 4 R )

olt ¢(z) et w(z;) sont des fonctions holomorphes arbitraires dans Q selon les varia-
bles respectives z et z. La condition u = 0 veut dire que

ol + ix) = — gy, + ikxy)
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ot I' est Tellipse x] + &3] — 1 = 0. La derniére condition ne peut étre satisfaite
pour une fonction holomorphe o(z) que si

Sz’;‘ o(z)dsy =0, m=0,1,2, ... (6)

T

Nous déterminons par la suite celles des fonctions holomorphes ¢(z) pour lesquelles
{6) est satisfaite.
Nous introduisous

VE -1, R -1 1

e — — (7)
2+/k 24k =
transformant lellipse x} + Ay — 1 <0 en Z < 1. Pour 'I = 1 nous avons
—_ 1 ,
I == —, par conséquent
Eoel I S I R
Zy = z - z = AL, gNT — s 7 =1 (8)
2 2 2 2 Z

Si nous effectuons la transformation (7), alors la couronne o, << 7 << | se transfor-

U pf = :L‘i Quand I déerit le cercle [Z] = gyet A< 1, un seg-
1= Vi

ment de 'axe Ox, symétrique par rapport & l'origine des coordounées sera décrit

par r deux fois. Si au contraire 2 > 1, alors ¢’est un segment de l'axe Ox,, symétri-

que par rapport a l'origine, qui sera décrit par » deux fois. Par (7) o(2) sera trans-

formé en une fonction holomorphe ®(Z) pour 7 :=0. Nous avons douc

- L a,’”. 9)

De la propriété spécifiée aprés (8) il résulte que

D(pee'®) = D(oyei™ 9) == B(— gp¢ %) quand & < 1

mera en

et
Dzpei?) = Doy ™ quand & >

pour tout %¢(0,2x]. Il sensuit que

a_, = (— )"3f%a, pour & << 1 et a_, = z¥a, pour k > 1 (10)
Pour déterminer les coefficients a,, nous utiliserons les égalités (6). ILin utili-
sant la formule (8) et le théoréme des résidus, par I'induction compléte on démontre

que

. /'“ n
a , — (L—\i) a, =12,
1k
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En comparant ces résultats avec (10), mnous obtenons ay .1 =0, a g, =0

({=0,1,2, ...). Les coefficients as (/ = 0, 1, 2, ...) restent arbitraires et
a. o = I_Vk) Ao [ = 1,2,
- '\ k

Ainsi pour ®(Z) nous pouvons choisir les fonctions

B,(2) = -+ (1 - \x‘) — =12, ...,
+ Nk

leurs combinaisons linéaires finies, ainsi que les séries convergentes de la forme
ke
> a®. En effectuant successivement la transformation inverse pour les fonctions

Dy, O, ..., nous obtenons ¢y{z), ©,(2), .... A laide de certains calculs élémen-
taires nous pouvons trouver pour chaque o,(z) sa paire ¢,(z), pour laquelle la con-
dition ¢, (z) ¢ -~ ¢,(z;)'r = 0 est remplie.
Tes fonctionus
u(xy, x,) = o (¥, + (xy) + 4, (v + tkyy)) =012

sont des solutions lindairement indépendantes du probléme homogéne Lu = 0
dans Q, 1 = 0, ce qui démontre le théoréme 1. (Nous faisons remarquer que pour
les ellipses x} + ka2 — a® << 0 @ ¢ 1 la démonstration a licu de fagon analogue).

Démonstration du théoréme 2. Ici aussi nous pouvons supposer que k== 1, car
pour & = 1 le théoréme résulte de [3]. Nous prouvons que dans le cas des ellipses
02x% -k @ty — a?h? < 0 qui différent dLs* ellipses 4% + kx3 — a? << 0, le probléme

homogeéne Lu =0 dans Q, #lr==0 n’a que la solu‘uon U ==
Nous transformons UVellipse #2x} + a2a3 — a*? << 0 en d1sque <1 par
a -+ b a-—b1
NEEER, 7)
2 2z
Ainsi ¢(z) se transforme en une fonction de la forme (9). Sur le cercle I =1

nous avouns
- bk a — bk

. 1
<1 - 1 -
o o 7

4 pa

ol de facon

a -+ b
que la couronne g, < |2 << 1 se transforme en notre ellipse. Nous rencontrons des
propriétés analogues a celles de la démonstration du théoréme 1 et il en résulte que

Dlgye®) = B(— poe ) si a < b et Blege ) = D(p,e~®) si a > b.

Comme dans le cas précédent il existe un nombre positif pf =

Nous en obtenons pour les coefficients de ®(7) les égalités suivantes

sia<beta_,=3"a, st a<b. (107}

o

@ o= (= 1)

‘n développant ®(7) en série ainsi que des égalités (6) il s’ensuit par induction

compléte
4 (a — b/‘e)n .
ey — | .

-} bk
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En comparant ces résultats avec (10’) nous obtenons
— bk on — by . — b \» — bhYn .
(a 2y = (a sioa<<bh et (u) = (- 1)"(1——;) st oa < b,

a + bk a--b a -+ b a -+ bk

ot a,=0,a ,=0m=1 2, ...).

Nous considérons le cas a > 6. Si n est impair, les égalités ci-dessus se rem-
plissent alors et seulement alors si

a — bk ﬁum b

- kb a b

3

et n ¢tant pair, alors et seulement alors, si

a — bk\Z  ra — b)2
a - bk (u B

lLa premiére égalité n'est pas vraie si k< 1, cest-a-dire ay,.; =0, @9, =0

(n=0,1, ). 11 résulte de la seconde égalité que a? = kd? et Uellipse 02x§ -
—a?x? — a%- < 0 se réduit a a7 + kx} — a® < 0. Or nous avous exclu ce cas, donc
Ay, = 0,a 0, =0 (n=1,2, ...). Ainsi seul a, reste arbitraire. Si ¢(z) == a,, 'on

obtient facilement que ¢(z;) = — a, et u(x;, x,) == 0, ce qui démontre le théoreme
2 au cas a > b,

Le cas a < b est traité de maniére analogue et si @ = b, alors nous obtenons
le méme résultat sans transformer le cercle.

2

Démonstration du théoréme 3. Nous voulons résoudre le probleme
L = h(z) dans Q, wuyp =0 (11)

quand Q est Vintérieur du cercle a%
morphe, de carré sommable dans €.

'

¥ — 1 =0 et Ii(z) est une fonction holo-
Mi(z) étant holomorphe, le développement

x
” Pt
= C,z 20 < 1
7m0

aura lieu. Pour 7 (z) = 2" la solution du probléme (11) sera

3 1 9 | 9
w (xy, x¥y) = —— (&7 -+ a3 — 1)%
n( 1 _) 2(/{ l)(;z B ]) ( 1 2 )

(il n'y a pas d’autre solution car le probléeme homogéne Lu == 0 dans €, =0
n’a que la solution banale). Nous construisons la fonction

2 @®
o -1

2k - 1)

2 “n_ o, (12)

u(xy, xy) = T

Il est évident que dans le disque |2] << 1 u(xy, x,) satisfait a U'équation Lu = /(z)
et que #|p= 0. Ainsi le théoréme 3 est démontré.

Observation 7. Comme il a été indiqué au début, le probleme de Dirichlet pour
les systémes de la forme (4) n'est pas de type noethérien. Toutefois dans le cas
du disque x4+ a3 — 1 < 0 les espaces nuls N, ¢t N, «ne contiennent que » = 0.
Ceci veut dire que R, n'est pas fermé dans L,(Q), mais que la fermeture de R,
dans L,(Q) coincide avec L,{Q). T.a question se pose de savoir quelles sont les
fonctions de L,(Q) appartenant a R, et quelles sout celles qui ne lui appartiennent
pas. Nous n'avons pas réussi a répondre a cette question, mais nous savons que
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.

les fonctions holomorphes de L,(Q) appartiennent a R, (Théoréme 3) et qu'il existe
des fonctions f(x,, x,) € C*(I") pour lesquelles le probléme a la limite Lu = 0
dans Q, ulp = f(x,, x,) n’a point de solution.

Observation 2, Si nous voulons déterminer les domaines Q pour lesquels le
probléme homogene Lu = 0 dans Q, u#/r = 0 a au moins une solution non-banale,
alors nous aboutissons au probleme suivant:

Quels sont les domaines Q du plan x,0x, daus lesquels il v a des fonctions
holomorphes ¢(z) et u(z;), respectivement selon les variables z = x, + 7x, et

z = xy -+ tkxy (k =0, k = 1), fonctions différant d’une constante, continues dans
Q, de sorte que o(2)ip= — 9(z,)ir. ot I’ représente la frontie¢re 4’QQ. Nous savous

seulement que les ellipses x% - kx? — a* << 0 sont de pareils domaines.

(Manuscrit yegu le 25 novembre 1968 )
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PROBLEME DIRTCHLET NENOETHERIENI

{(Rezumat)

in lucrarea 1} s-a ariitat i orice sistem de forma (1) cu coeficienti constanti pentru care problema
lui Dirichlet nu este de tip Noether poate fi transformat prin transformari simple in sisteme de forma
(3) sau (1) cu constanta k pozitivd. In lucrarea de fati se studiazi problema lui Dirichlet pentru sistemele
de forma (3) si (4). Rezultatele luerdrii sint continute in teoremele 1-—3.

HEHETEPOBBIE 3A0AUL AHUPUXJIE

(Peswwve)

B pa6ore [2] aBrop noxazas, dro mobas cucresa Bula (1) ¢ nocTostHHBIMI KO3(DMHUHeHTANMH, 1151 KOTO-
poit sagaua Jlupuxiae He sBasercst mina Hérepa, MomHO 11peoGpasoBaTh HOCPEICTBOM MPOCTHIX TpAHC-
dopyauni B cieTenil Bda (3) wan (4) ¢ noioxiTeAbHol nocroannofl k. B HacTtosiel cTaTbe HayuaeTcs
sajaua dupuxie L1a cnerenm Buia (3) u (4). Pesyabratel pabotnl colepiatest B teopemax |—3.



ASUPRA UNEI GENERALIZARI A POLINOAMELOR ILUI BERNSTEIN

de

D. D. STANCU

1. Se stie ca polinoamele lui Bernstein, care in cazul unei functii f(x) sia inter-
valului [0, 1] se scriu

B, (fia) = épm,k(x)f ( f) (1}

cu

- H TS - —k N
Purl) = (] 2" (1 =0 ()
au o importanta deosebit de mare in teoria aproximarii functiilor, deoarece cu aju-
torul lor se poate da o demonstratie simpld si constructivd faimoasei teoreme
a lui Weierstrass de aproximare uniformi a functiilor continue prin polineame
algebrice. Afara de aceasta, ele se bucurd de proprietd§i remarcabile, care au fost
studiate cu mult interes de o multime de matematicieni.

Dupa cum se observa imediat, polinomul (1) coincide cu functia f(x) la capetele
. . o o e Lk .
intervalului I = 70,1, pe care se afld distribuite nodurile — . Deci avem

m

B,(f:0) = f0), B,(f;1) = f(1). (3)

Din aceastd cauzil restul in formula de aproximare
f(‘”) = Bm(f; "’) + Iem(f;x)’ (4)

care se stie cd se exprima {(a se vedea 7]) sub forma

- 1
vl - 1)

]em(f;x) =—— I;EU j)m‘ ]k(x) x,;

112

R k+1

;ﬂﬂ, (5)

]
" m
unde prin [...] s-a indicat diferenta divizatd, pe punctele puse in evidentd, a
functiei f, contine ca factor produsul x{1 — x).

Dacd, in particular, avem fe C? 10,17, atunci are loc formula simpla

Ry(fix) = — =2z, o< z<L (5")
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2. Avind in vedere cd, spre deosebire de cazul polinomului de interpolare al

1ui Lagrange, nodurile — nu contribuie la obtinerea expresiilor polinoamelor p, x(x)
m

si ca initial Bernstein [1] a obfinut aceste polinoame plecind de la distributia bino-
e A o . . . o R k

miald, presupunind ca avem o variabila aleatoare discretd care ia valoarea f ()
m

cu probablhtatea Pmi (%), pentru care a calculat apoi valoarea medie, ne-am gindit
si alegem Intr-un alt mod — mai flexibil — nodurile, astfel ca atunci cind m
tinde la infinit distanfa dintre doud noduri consecutive si distanfele de la 0 la
primul mod, precum si de la ultimul nod la 1, sd tindd toate la zero.
Polinoamele pe care le considerdm in aceastd lucrare sint urmitoarele

3 ?‘ ko4
PEO(f3) = 2 il S5, ©)
EZ0 m B
unde « si B sint numere reale, independente de #z, supuse condifiei 0 << o <TB.
Se observd cd polincamele lui Bernstein se obtin de aici pentru « = 8 =0,
Polinomul (6) foloseste nodurile echidistante

o - a

Xy = A== Xy N, o, X = Xy b (=1, Ay = xgFmh =1 —

]

m -+ B m - }— B

7)
unde % = 1/(m + B).

De remarcat ¢d polincamele (6) se pot obtine prin aceleasi considerente pro-
babilistice care l-au condus pe Bernstein in anul 1912 [17 la polinoamele (1).

3. Daca parametrii « si B se aleg astfel incit sa avem « 5 0 51 8 = o« atunci
polinomul (6) nu va coincide cu functia f (x) pe nici unul dintre nodurile (7). Un
exemplu de acest fel este polinomul

P,(f’l) Eﬁm Y .J‘ ,1] )

2n 4= 2]

In acest caz, desigur, restul formulei de aproximare corespunzitoare lui (4) va
avea o altd structurd decit cea de la (5).
Dacd 2==0 si 80 atunci primul nod de la (7) va fi x,==0, iar ultimul va

fi x,, = si polinomul (6) va coincide cu funciia f doar la extremitatea stinga

m o+ B
a intervalului /. Un exemplu de acest fel este

"

P}r?l) , 2 [)mﬁ ( u ) (9)

m 4 1

o . x . . . .
Dacd o = f = 0 atunci avem &, = -——, x,, == 1 si polinomul (6) coincide cu
m oA~ A
functia f doar la extremitatea dreaptd a intervalului I.
Este evident cd pentru ca polinomul (7) si coiucidad cu f la ambele extremitati
ale lui I trebuie s ludm o = B == 0.

In consecin{d parametrii « gi 8 se pot alege astfel ca in formula de aproximatie

fx) = PEO(f; %) + RP(f; %) (10)
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restul sa se anuleze pe intervalul / numai in cazul cind pe acest interval avem f(x)

== 0, sau cind f(x) este o constantd oarecare, sau cind f(x) este un polinom oarecare
de gradul intii (cazul operatorului de la (1)).

% In continuare vom studia unele proprietiti importante ale polinoamelor
(6). Mai intii vom demonstra

TEOREMA 1. Polinomul Py® (f:x) se poate reprezenta sub forma
P ) = [ ks (w1, (11
Jest) i
unde
1 %

o= -, Xy = , (12)

I o+ 8

tar A} f(x,) este difevenia finitd de ovdinul j, cu pasul I si cu punctul de plecare x,.
Demonstrafie. Tinind seama de (6) si (2) putem scrie

SRR (e (S G RS
(M)l @)’"L:(— ST =E4(f)

Ramine sd gasim pe A, ;(f). Se observi cd termenii care contin ca factor pe %/ se ob-
tin dind perechii de indici (%, ¢) urmdtorul sir de valori: (5,0), ( — 1, 1), ..., ( —

— v, v), ..., (1,7 — 1), (0, 7). Facind apoi pe j sid ia valorile 0, 1, ..., m, obfinem
a i m—g-v J— v el
Pe (s = B ([T ()
Y] !
mo ] H 1 v o
S e )
2 UL T
deoarece

Deci am gésit cd

Pt =37 [j(_ g () ()

-f
v m ot B 7

Dar

T

N=n v =2

m-t-§

si am ajuns la formula (11) pe care ne-am propus s-o demonstrim.
In cazul particular « = § = 0 (11) se reduce la formula cunoscuti

Bo(f5 % => | :L)A’%f(o)xf-

3 — Mathematica—Physica 271969
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Formula (11) este utild la determinarea polinomului (6) cind f(x) = x"(r =0, 1,...).
Astfel daca f(x) = 1, x, x* se obtine imediat

PEA(1; a) =1, PE (t; x) = » 4 22,

m -+ 8

PEP () ) =yt 2L o B b ) (13)
(m + B

5. Daci se tine seama c# intre diferenta divizatd relativad la o functie f(x) si la
nodurile echidistante @ + j& (7 =0, 1, ...., n) si diferenta finitd corespunzitoare
existd relafia

Az fla)

3
nlh?

la, a + % ..., a+nh; fl=

putem scrie

i 7! o a4+ 1 o+
M flr) = s [t 2o e T )
(m+pPLm+B m-+4 3 m -+ 8
fn consecintd are loc

Corolarul 1. Polinomul (6) se poate exprima cu ajutorul diferentelor divi-
zate prin formula

Eu (f’ x)-“ (’"+5) 2 [m + 8 m"” v ’f m 4 8 ( )

= + 8 w5 J

unde mil = mm — 1) ... (m —j 4 1).

6. Avind in vedere ci Py®(f; x), care este un operator liniar si pozitiv pe inter-
valul [0, 1] se bucurd, in conformitate cu formulele (13), de proprietatea ca atunci
cind m — oo el tinde uniform, pe intervalul {0, 17, cdtre 1 dacd f(f) = 1, citre x dacd
f(t) = ¢t si citre x* daca f(f) = {2, putem aplica teorema cunoscutd a lui Bohman
Korovkin si se ajunge la

TEOREMA 2. Dacd f ¢ C[0, 1] atunci sivul de polinoame {Py?(f; x)} converge
uniform cdtre functia f(x) pe intervalul [0, 1].

7. In continuare si ne ocupim de evaluarea ordinului de aproximatie a functiei
f(x) prin polinomul (6). Vom utiliza in acest scop modulul de continuitate

o(d) = o(f; 3) = sup [f(x") — Ax)],
unde 3 este un numdr pozitiv, iar x' ¢i x’’ sint puncte din [0, 1] astfel ca " — x"[ << 3.
Se stie ca deoarece f¢C[0,1] avem
w(0) =0, w3 + 3,) << o(d) + o(dy)
si
©(Ad) = (2 + 1)o(3) (» > 0). (15)
Din definifia lui w(3) rezulti cd avem

If(x") = A = (]2 — #7)). (16)
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Vom demonstra acum ca are loc
TEOREMA 3. Fie feC[0, 1], dar o si B doud mumere reale astfel incit

0a=<B.
Dacd
aE[O, —;»] si Befa, 2a) sau 16[—: ff] st B e [4a?, 20] (17)
atunct are loc inegalitatea
_ plaB) <_ oy,
) = PR f5 ) = o () (18)
Daca insd
ae{%, ljl si Bela, 4] sau oc> st Bela, 2] (19)
atunci avem
9 - PE = (14 o (L),
1) (7 =1+ 5 o == (20)
In caxul cd
pe0 115 aefo, 6 VF| @)
avem
_ plapy s, —3 1 )
) = PRAS s ) = o (e, (22)
tar dacd
B=1 si « g% (23)
atunct are loc tnegalitatea
— PR (f; <(1 AP+ ‘) ( ! ) 24
| /() (f: D=1+ o (s 4

Demonstratie. Tinind seama de pozitivitatea operatorului (6) si de prima egalita-
te de la (13) putem scrie succesiv
B4 o
ol

2 s () 100 — 1

Dar pe baza lui (15) si (16), pentru 3 > 0 avem

|f(x) — PSP (f; 2 <

5§j)m (%) ff(x) __f(k A;T a) .

mo+ 8

P i) =e (Gl =l -] e
in consecinta
10— 20 (s ) = (1 T R w5~ 25 o, @)
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Dar pe baza inegalitdtii lui Cauchy-Buniakovski avem

1
5
| T RN o A
2 b (1) ¥ — =2 b () [ =
Py i m K) k=0 ] mo- B
Deoarece
" " Riud
~
me,k ('\C) == 1) L kpm k(x) = mXx
) k==y
obtinem

é}pm,k (x) ( i

= X" —
m 5

2
(mx -+ o) -
| m o= 5

(m2x? 4+ mx(l — x)
(m - @)
+ Lamx 4 27

T
ma{l

(L= 3} = (B —

o)
R
In cousecinti

2 p

Ao
2 bmi(¥) x —
k=0

A
m - B

< ———\Vmx(l — x) + (3% — )%
m o 5
Se observid ci pe intervalul [0,1] avem

mx(l — x) + (Bx — «)? :‘:i': -4 max {«x% (B — %)%.
Notind

i
Myg =

~ 4 max {«2, (§ — 1)}
3

40m - 8)*
inegalitatea (25) ne conduce la urmaitoarea

i a6 . , 1
F) = PR ) = (1

Presupunind ca

(26)
max {e?, ( — )%} = of (27)
ceea ce inseamnd ci «? = (B — «)?% adicid
8 < 2, (28)
avem

1
M. .= m -+ 4o .
T 4 4 g
In acest caz, dacd alegem § == 1/y/m -+ 4a?, inegalitatea (26) devine

Iflx) — PIV(f; x| <1 +(~;~ :

m - dal 1 . 09
m~ﬁ)w(\/mjﬁ) =9
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Fie
1w oy 4ol
m T o "j
Deoarece
a a o 4g
1 fosaond ,
m+ ” (i 8 fmo 1 - 8

in cazul §
deci

cdxtavem a, == 1 (m==1, 2, ...}, iar in cazul § =< 4¢? avem a, =>4,

am__';%%l—l (m=1,2 ...).
In consecinti, dacd avem

O a7 8, (=< 2%, (30)
din (29) obtinem inegalitatea (I8), iar daci

0= ax:2 B, B<22x B==d22 (31)

inegalitatea (25) ne conduce la inegalitatea (20).

Sa analizam putin sistemele de inegalitifi (30) si (31). Se observd cd avem o
solutie (de fapt o familie de solufil) pentru (30) dacd

0o = 4® <2 20,  4a? << << 20,

adicd daca

Lo ] .
S [ si8e [4a2, 2a].
k 1

De asemenea mai se obtine o solutic a Iui (30) dacd
dat = w2y, w == B 2,
adicd dacd

1| . - N
y.e[(), 4{ st B¢ fo, 20l

Cu acestea am demonstrat complet incgalitatea (18).
O solutte a sistemulul de inegalitati (31) se obfine dacd

adica daca
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O altd solufie se obtine daca

=

0<Co=<20<<40? gi o=<CB=2g
adicda dacd

X ==

1| -

= si Pela, 2]
In felul acesta am aratat care sint conditiile in care e valabila si inegalitatea (20)
Sa consideram cel de al doilea caz posibil, alaturi de cel de la (27):

max {a? (B — )% = (B — «)?,
care are loc in cazul £ = 2«. In acest caz avem

M, — i = ot

4(m - [3)*

T

Tinind seama de aceasta, prin alegerea

1
8 = A ———
Vi + 48 — «)?

H

inegalitatea (26) devine

%) — PE(f; <;(1+L_”‘ *4“**“)’) ( ! ) 32
U((Y) (f' %)‘___ b oA B @ \‘/m—1~4((5— e ( )

Fie

b — mo 48 — a)?

m
m -+ B8

Deoarece

; B - 4(8 — a)?
3 ¥
bm+1 i bm = ’

(m 4 BYon -+~ 1 4 B)

se observa cd dacd f§ — 4(B — )2 =0, adicd =« = § — —(1) VB atunci b
0 2

w1 (m =1,
, ....) st (32) ne conduce la inegalitatea (22). Dacd insi 8 — 4(8 — «)? << 0, deci
dacd o= — %\/;?, atunci b,,, =0, si avem

4B — o)+ 1 ‘
1 B + i (Hl 1: ’ )'
iar (32) ne conduce la inegalitatea (24).

In definitiv inegalitatea (22) are loc daci

b

IA

m

0=a=p B2« a=8-—- Vb

Se verificd cu usurin{d ci acestea sint satisficute daci parametrii  si « se aleg con-
form prescripiei de la (21).
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Apoil, inegalitatea (24) e valabild daci

0<<a=<<B, B=2x si ags—:i—\/ﬁ,

. . B
care se vertfica pentru B =1 s1 ag—’;

Cu acestea teorema 3 este complet demonstrati.

Cazuri partieulare. Mai intii trebuie remarcat cd daca in (17) — (18) sau (21) —
(22) se alege o = B = 0 atunci se obfine inegalitatea lui T. Popoviciu [3] pentru
polinoamele lui Bernstein.

Daca in (17) alegem o :% atunci avem f = 1 si inegalitatea (18) devine

1
) i |= 2 ()
2 Vm 41

) = Pu”(f59)
(L.1) 1

Polinomul P,,* ' (f; x) foloseste s noduri echidistante, cu pasul 4 = ——

mw‘-l

si are primul nod la distanta oy 1‘ " de punctul 0, iar ultimul nod la aceeasi
2(m -+ 1)

departare de punctul 1.
Daci « z.i- si pe [_;- i} atunci din (18) obtinem

(58)
) =Py (f5 %)
Dacid la (23) alegem 8 = 2, o = 1 primim

| A(x) — Pﬁi’z’(f;x)]g%w{ ! )

m -1

§3m(

8. 5S4 ne ocupam acum de evaluarea restului formulei de aproximare (10).
Vom aplica metoda pe care am folosit-o in (7] la gésirea restului formulei de apro-
ximare prin polinoamele clasice ale Iui Bernstein.

Are loc

TEOREMA 4. Dacd f(x) are pe [0,1] diferentele divizate de ovdinul unu si doi
finite, restul formulei de aproximare (10) se poate exprima prin formula

x, Bx — Lo
RyP(f; %) Z P ol ; f(t)]
m - B k= - B (33)
ma(l — %) -k’%"" k‘s‘lJ"l.f(t)_
- E?m 1. k m -} [3, m 4+ B ’

(m + B)? k=0
Demonstratic. Se observda ci putem scrie

R 1= S a0 )]

m o+ 8
m

2 Do i ( k%&a}[:c,k%“;f(l)].

k=0 m -+ B m 4+ B
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Deoarece

(m4+B)x —k—o=(m—kx+px—a—(1—=xk

putem scrie in continuare

REO(f; 2) = B3 bl )[ e ;:fm}

mo- 5ok o
. m—1 NI ,m-k‘r | k-%*(l_ .
'Z(m——/\)g }x (1 — 2" % x, —— flf)

m o B k0 R L mor g

Tinind seama ca

obtinem apoi

k—1 m -+ B

il = %) kax [’""’"‘)m — x)'M[x, chy f(t)]-

m 4+ 3

Ficind in ultima sumd schimbarea 2 = 7 -+ 1, primim

Bl = o]+

m—1
_ E (mf—l]x.;‘.lrl _ x)"‘"l‘{[x,i‘l“l—zg; f(t):I :
i (2

\ [T )

In consecinti avem

RED(f 3 = 225 0 [nh s ]+

n - £ k= o+ B

ma(l — %) N k4 x .
S DF G ERCC P C)

m -+ B k=0

oS et ).

m«ﬁ A=0
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Deoarece
r.k k3
I X,
L 4
1

moei
obtinem tocmal formula (33) pe care voiam s-o demonstriam.
Din teorema precedenti rezultdi urmitorul

COROL AR, Dacad feC* 017 atunci restul formulei de aproximare (10) se prate
pune sub forina

Ry B3] = 2 () — 2 ), o

yii - 5 20m - Byt
unde O < I, I, << 1.
Intr-adevir, se observd c¢d operatorul
"

O = Y Pl 0]

k-0 W

se anuleazd daca f(v) = 1 si ia valoarea 1 dacd f(x) == x. Apoi operatorul

- 1
x40 g - P JRES .
l:':: q)(f:' A’) = ;T-—/ f’m—l k( ){1 o 2’ m [} : ! f([):]
= P G

se anuleazd dacd f(v) = 1 sau x si ia valoarea 1 daca f(x) = a2

Pe de alta parte avem 7,,’,‘ P(p; x) == 0 daci o(x) este convexd de ordinul zero
pe 10,17, jar ¢ ®(457%) 5= 0 dacd §(x) este convexd de ordinul intii pe [0, 1]. Apli-
cind o teoremd a lui T. Popoviciu ‘4] putem trage coucluzia ci

PP ) = SED e P w#%ﬁ

unde 0 <7 %, Z, <2 1. Rezultdl cd are loc formula (34).

Formula corespunzatoare cazului « == 3 =0 a_fost datd anterior de noi in
[53, (6]

9. Cu ajutorul formulei de aproximare (10), cu restul sub forma (33), se poate

construi imediat o formuli de cuadraturd corespunzitoare functiei f 51 intervalului
[0,17. Aceasta va fi

unde
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Se observid cid pentru f = 24 avem

RE () = — " f7(3),
(f) GB(m + 2a)? f ( )

Restul corespunzitor cazului « = 0 a fost dat in lucrarea [6].

10. In continuare vom ciuta si dim o evaluare asimptoticd, de tip Voronovs-
kaia (a se vedea, de exemplu, '2]) pentru Ry ®(f; a).

TEOREMA 5. Dacd f(x) e mdrginitd pe [0, 17, iar pe un anumit punct x € {0, 1]
existd derivata f"(x), atunci arve loc formula

REO(F; ) = fl) = RO 2) =

8x — o ’ (1 — « ’r | m. X -
= B2 ) = TR () o (35)

w48 20m - B)? i

unde e® (x) tinde la zero cind m tinde la infinit.

Demonstratie. Fie y € [0, 1]. Se stie ca dacd f(v) are derivatd secundd pe punc-
tul » € [0, 1] atunci exista o functie g(v) definitd pe 0, 1] astfel cd pentru v — x s3
avem g(y) — 0, iar f{v) si se poatd dezvolta dupd formula lui Taylor

A3) = f(5) + (v — 9 () -+ (v — 2 {f-—‘l + fm] :

oa

2

. A . . b+ » . . A o
Daca Inlocuim aici y = , Inmultim cu p,, . (x) si apol Insumam de la & = 0,
n -+ B

la % = m obtinem

"

@, . t b4 !
PEO(5 ) = J00) 4 [0 2 bl (7 — x] +
"(x k4 2 o
S R bl [T ) B,
unde
(% (B) ;o N k4 a 12 koo PN
o ) = 2 ) [ e () (36)
k=0 Vi - B m o

Tinind seama de formulele (13) obtfinem

m

2 Paa(9) (s = v =2

m - B m 4 g
” kg 2 ma(l — x) - (@ — Bx)®
D Pl (75— af = .
g m o+ (- )

In consecintd

PO a) = fl) — By g LA D B ey 8y (37)
m 4 B Z0m - 2)®
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Avind in vedere cd g(v) — 0 cind v — x, inseamnd ca dindu-se un numir ¢ > 0
se poate gdsi un numir § > 0 astfel incit sd avem |g(y)] << = cind |v — x| = 3.

trebuie sa avem

A kL
Luind v =

m 4+ B
(k4w kol
\g( ) < ¢ pentru k— - — x| = 3. (38)
m o B w3
Din (36) se deduce
NP 2 k
2 B any | T ® - . T
fP’E‘ p(*}{gz( ) Q*X) pm,k('x) g(_.___'_
k=0 \m — B H - B!

Si descompunem suma care figureazi aici in doud, prima fiind extinsa la mul-

- o
— X

timea I, care intrefine inegalitatea << 3 si a doua extinsd la mulfimea

; obtinem
o (/{ o J
° o B
‘ oA o
mo-- 8

Tinind seama de (38) si de faptul cd pentru x, v € [0, 1] functia (v — x)%g(¥)]
este marginitd, si zicem de M (M > 0), putem scrie

et ()] < o 2L S B0y 5 ()
2(7" - .@)2 ke]m

J . care intretine inegalitatea

OIS ("’ T v)p()

ke \m G

, kq‘fx
T

ke,

%) pu i) g

m - B

Sa tinem seama cd pentru m > N (8, %), unde 1 > O, avem

Z Pmyk(x) < K
kg]})l

84
ot o

mx(l — &) -+ (& — Bx)* =< -Z-l 4 max{a®, (B — «)2}.

Alegind in mod convenabil pe 7 si pe m suficient de mare vom avea

% ()] < 2 39)

n

Deoarece
(By — o) 1 )
L Sy L
2m - m?

relatiile (37) si (39) ne conduc la formula (35) pe care voiam s-o dovedim.

Pentru o = f = 0 formula (33) se reduce la formula binecunoscuti a lui Voro-
novskaia.
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Formula (35) ne dd o indicafie importanta asupra mirimii erorii care se comite
cind functia f(x) se aproximeaza prin polinomul (6). Totusi expresia de la (34) a
restului formulei (10) ne da o evaluare mai precisda si utild a acestei erori.

(Intrat in redacfie la 8 octombrie 1968)
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OB OAHOM OBOBIEHHI MHOTOYJIEHOB BEPHIITEMHA

{Pezwone)

B paGore pacevatpipaercs MHOrowlen Tiiia Depuiurefina (6), rae pu,,p (X) zan B (2), a«, B asasiorca
JeHCTBHTEABHBIMH [1dDAMETPAMH, He 3aBHCAWHMA OT m M TakuMi, utoOul O =-o = 3. 3IT0T MHOrOulIeH

XaDAKTePHIYeTCsH TeM, YTO OH HCMOAL3YET 0AHEAKOBO OTAAEHHBE Y3Mbl Xy = “?75‘ (x=0, 1, ..., m).
n o1
Ecam a0 un 5 =0, Tor,la o He coBuajaer HH na o1HOM yiie ¢ byHKUMel; ecoad a==01 5 0,
Torjaa oH cosmalaer ¢ f ma xp == 0, B TO BpeMs KaK s « == 3 5 0 OH COBHAIZCT ¢ f HA X, = 1. Jlan
w == f = 0 noay4aem muorouien Bepuurrefina (1), xoTtopuii coBnajaer ¢ f na yanax x, = 0, x,, = 1.
Aptop JoKa3blpaeT, uTo MHCrougeH (6) MGHKHO APeICTaBHTL NP NOMOULHE KOHEUYNBIX Pa3sHOCTed B BHI €
(11). Henoabsys otnowennsa (13) n uspectnyvio Teopemy Dosan-Kopoexuua, asrop BRIBOAMT, uTo AAS
fEC 0,17 noecaeaosaTesbHecTb MHOTOUIenns (6) pasnomepto cxountest #a [0,1] x f(»). B narbnefimem
Aa{TCsT OLWHEE CCOTBETCTBYIGIIETO Nopsika NPHOIRAEHH, HCLHOAB3YST MOAVIL HelpepbiBHOCTH f. Taknw

ro1 11
obpasoM, cc1it o & ‘LO, Y H 8 &[x, 2, Han ecan « £ Ty H B & [4a?, 2a] TO HageT MECTO HEPABEHCTBO

1 1
(18); ecan x € {—w, j;! o €fx, 4a?) waH ecan a = P u fele, 24], 10 nmeer mecto (20); ecan £ €[0,1]
Ve

H ch O,,@-—T

B
TO HMECT MeCTO (22); HaKoHell, ecad B> lHa = 3- TO HMEET MEeCTO HepaBeHCTBO (24).

B (33)';4 (34) zaroTcs BLIpAXKeHHs OCTATKA GopMyabl npubakxxenns (10). Pafora sakanuusaercss acuu -
NTOTHYECKOHR OlICHKCT OCTATKA.
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ON A GENERALIZATION O BERNSTEIN POLYNOMIALS
(Summary)

One considers the polynomial of BDernstein tvpe (G), where p,,x(v) is given by (2), and x, 3 are

real parameters, independently on s, such that 0 = o« = 3. This polynomial is characterized by the
,
fact that it uses the cqually spaced nodes xy == k—roé (B =0,1, ...,m. If x0 and 2 =4 0 then
. o

it does mnot coincide at any nodes with the function f; if « == 0 and 8 = 0 then it coincides with
f at xg = 0, while if « = 0, 8 3¢ 0 then it coincides with f at #,, - 1. Tor « -= 3 = 0 we obtain the
Bernstein polynomial (1) which coincides with f at the nodes xy = 0, xy, = 1.

It is proved that the polynomial (6) can be represented, in terms of finite differences, under the form
(11). Refering to the realtions (13) and to the kunown theorem of Bohman-Korovkin one sees that if
FEC10,1] then the sequence of the polynomials (6) converges uniformly to f on [0, 17. Further
is c¢valuated the corresponding order of approximation, by using the modulus of continuity of f. Trus,

1 1 1!
it «£10, " and 2 € [«, 227, or if «f —4— T! and B E [4«? 2] then the inequality (18) holds;
i =
1 1 1
if xg e ~;} and B8 & [« 4221, or if o - and 5€ [o, 2«7, then the inequality (20) is true; if
| B g
BE(0, 1]and a&£ 10, 8 — o then the inequality (22) is true; finnally, if 8 = 1 and o« = e then the
| 2 2

inequality (24) holds.

At (33) and (34) are given expressions for the remainder term of the approximation formula (10).
The paper concludes with a theorem of Voromovskaja tvpe, giving an asymptotic estimate (35) for
the remainder term.






ON SOLVING OPERATIONAIL EQUATIONS BY AN
ITERATIVE METHOD

by
MARTIN BALAZS

The convergence of the methods of tangent hyperbolas and tangent parabolas
to a solution of the equation

P(x) =6 (1)

where P(x) is a nonlinear operator defined in a domain of Banach space X and
with value in Banach space Y, was studied by many authors. I. I. Kaazik
gave an iterative method [1] defined by the recursion formula

X1 = X — (I + AR) T 4 (0 + DRI, P(x,) (2)
where

R, = T,P"(x,),P(x,) and T, = [P'(x,)]"
which is dependent on a parameter A and which for % = — 1 gives the method

of the tangent hyperbolas and for i == 0, the method of the tangent parabolas.
The convergence of these methods was proved when P(x) allows Fréchet deri-
vatives to the third order inclusively.

In the present paper, improving the conditions imposed by Kaazik, some

theorems of the convergence of the method (2) to a solution of the equation (1)
are given.

THROREM 1. If in the domain of definition of the operator P(x), there is
a point x4, so that:

1° there exists 1y = [P'(xy) 1Y and |\Ty]] << By;

2% [P Pl < 105
3° P"(x) salisfies the Hélder condition

1P7(') — P < (@ + D)o + 2L — x|

where O < o <2 1 and ||P"(x)]] << 2K for any x', &', respectively x of the sphere
So defined by the inequality

lx — %] < —=2—
1 — goltehg)i+a



18 M. BALAZS

5 - ¢ I (10— kg
£° [3ky = |MBoKrg < 1, gz == 2y - 2L Do g
1 — 4]k
) ‘ 1o @i b o] = Ay e A2 - 23— 1)
Zfoko < 1, where L“l’ % o= * 0 w27 ! .
(1 [ A|kg)gd

Ll — kg2

BERLER(1 — 3] hg)®

8o = 1 — 2kyzq, Ay =

then equation (1) has at least a solution x* € S,, which 1s the limit of the sequence
of liie successive approximations constructed by formula (2} and ihe rapidity of the
convergence 1s given by the inequality

" N RN L
Ex\ I go Lokl ) SoTe
i Vuip = PPRYIT IR
B AT N
Proof. Since ||aRy < [MB K+, = ARy << 1, it results that the operator

(I -+ 2Ry~ exists, hence x, can be constructed by formula (2) and
N -+ 72.Rg) "M =7

We prove that x, satisfies the conditions 1°—4° TIrom (2) for n = 1 we
obtain

. o k
SN = Xy —OTU = % (3)

Applving the generalized Lagrange formula and using the relation (3) we have
TP (xg) — TP (wy)]] << 2Rozo << 1,
whence it results the existence of the operators
HoU = {1 D[P — Pn) T} Ty = H 0 = ()]

and the inequalities

[ — — 1 al — B -~ (A
NH Y < ———— and ||| < ——— = By(B, = B,) 4)
1 — 2kye, 1 — Zkye,

Hence the coundition 1° is satisfied for x,.
Using (2) and applving the Taylor formula to the operator 1", P(x) we obtain

Knel|2 + 31 = [k & kol BoLng TR 1 — (a] — DT

I'yP et
H 0 (xl)iI & (1 __ leu)z (1 . i)\{/’cg)”'“

(5)

Since from the condition 2k,z, < 1 it results that £y < 1, from the relation
(5) we obtain

12 4 A Ay — k(122 £ 2 — 1)
0

U P(xy)]] < RyFey (L Dk
- i

’
whence using (4) we have

(2 - A b Ay — k(120 - 3R -

- L gl e 1) + 3
NPl < ko 1y (1~ [lko)g = (fko) " gy = H < My (6)
- il o8
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Hence x, satisfies also the condition 2°
From (4) and (6) we obtain

R, By oo (k) ey o By hence niky <D iRk <0 1L

, Iy N

Since gy = 10— R (s S -
1 ik 1wy

7o we have 28z, <7 202, < Land g, 2+ 5.

Irom the inequality &y <2 &y and from (4) it results that 1, <2 A, and ¢, = {,, hence
I
[FIARU]

{ihy - 1. Hence the condition 47 is satisfied.
We shall prove that the sphere S, defined by the inequality
. 9T,
I‘\ o ;\,l i vvvvv 141
1 giltyhyt

s included in the sphere S, whence it will result that the condition 3° is satisfied

too. Let v be an arbitrary point in the sphere S, Using (6) and the inequalities
1+ I+

gy iy, fog ol gy we have

i ' - v Vi . 17 - Toto

T £ B O S L R T e T/ T T S —

{ [N i 1i} A (LN 1 ‘;’l(f‘/\‘l)‘lu =0 1~‘g“” A \quy

q. ¢ d.
[Tlad\ g
Heuce the conditions 147 are satisfied for a.
By induction we can prove that the point x, may be constructed by (2); P

4

satisfies i this point the conditions 1-—4°, and the {ollowing rclations take place
> 2 O ; 8 i . .
l)n 1)71—"1 P TP (Z»z» ll‘n-4]> g 1Timn—1:
Vs Lo PR Y N .o PRI - SRR
R B P j e Eptins ,5” C ‘S»z«lr /‘n = I"HAI’ZWXA-I ’ (7)
Aty s Sy

From relations (7) it results

. e g SRR TLEy| 2
fin T /AJgU(/u/‘n)‘ He=d, (\\)
wheice

oy "
S eyl EIT 1; . 4 ALy (2 % -
o Hofeal ™ Z 1 o g{:(/n]‘)o)“(l (T : (9)

! R
) zqn't!n}‘w

Since X is complete, from the inequality (9) it results the existence of the
limit lim x, = x* Ifin (9) p - oo we obtain the inequality describing the rapidity

n—x
of the convergence of the sequence (v,). Since all the terms of the sequence ()
belong to 5, we also have v¥* ¢ S,

For proving that x* is a solution of cquation (1) we can use the method given
in the case of the analogous theorem of 11,

Rejearks 1. 11 2 == 1, i.c. the second derivative of the operator P satisfies
the Lipschitz condition, then the order of the convergence of the sequence (x,)
1s 3, in the opposite case the order of the convergence is only 2 +4- «.

2. If P"(x) is bounded iu the point v, i.c. [[P7(x,) | = M, then from the first
part of the condition 3° it results that 77 is uniformly bounded in the sphere
Sy Indeed, for an arbitrary v in S, we have

PG TP ()] o Do DL M (o 1) (s 2)L0

where 7, 15 the radius of the sphere S,

4 Muthemstica—Phvsica 271969
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The Theorem 1 of the present paper and the Theorem 2 of [1] can be genera-
lized, supposing that the operator 'y exists without being bounded.

R. A, Shafiev [3] proved that in cases of the methods of the tangent
hyperbolas and tangent parabolas, the theorems can be generalized, supposing
that |[Fo P (%))} is not uniformly bounded, but |[TiP"(x,)i] is bounded. In this sense

we prove the following theorem.

THEOREM 2. If in the domain of the definition of the operator P(x) there
is a point x, so that:

1° there exists I'y = [P'(x%)] 7%

2° [T PLall < o 1T P (3) <2 Ky and |2k, = |2 Ky < 2
3° |ITG P (o)) <7 Ly for any x in the spheve S, defined by the inequality
y 4
Iy — x, o7 — —, where
I — s3ks
1 1

L (i1 = Dy 1205w 2y - = (1224 23 = Dk

dy = Gyhy, Gy = ) —, Sj = ) 2 ,
b — — %k, 471 — f(/zo)ji(l = = inikg

Toe iy , 1 2 Lo .
“1(» - ',; I . /"0) » 10 =,

4° flhy) = hy + =12 <1, where Iy == Ky, ;

o [lhg)sERE 1

50 IG TR e
1= flh)
then the equation (1) has at least a solution x* € Sy, which is the limit of the sequence
of the successive approximations constructed by formula (2) and the rapidity of the
convergence is given bv the evaluation

RN

N [1 - /<hu>J" 13" 1dy
()

2p2
1 — skkZ

Proof. We observe that from the condition 2° it results the existence of the
operator @y = (I + 7R, ! and

L 1
L oll <
L — — %k
g M
Hence, using the formula (2) x, can be constructed and
1 4 R [
X1 — Xoll <2 aghp = d,.

o

We prove that x, satisfies the conditions 1°—35°.
Taylor formula to the operator I'yP’(x) we obtain

Indeed, by applying the

f ! al ! B - - ]‘0 2] /() 2
HDG P (3q) — Do P/ (%) 1] <= Kody + . dg =l + j/’() = f(ho) <1
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It results that the operator H = 1[I — I',[P'(xy) — P'(xy)] = I, P'(x,) has an
inverse, so the operator I'y = [P'(x;);7* exists and
1
HY e — 10
! S D) (10)
Hence x, satisfies the condition 1°.
Applying the Taylor formula to the operator I'\FP(x) it results

12 4 %) — % (125 & 32 — Lky -+ 24,
T Px)] < ki AT (1)
411 — ‘2* ’/\‘;ko)
From (10) and (11) we obtain
12 -k a2y — —i— (2x 4 23 — Dk,

T P(x))l] = 4 = koo = sgkin, (12)

—
11— f(/u.f_‘:(l — - JE’fo)

Since x, € 5,, from ILagrange formula we obtain
[T P ()l < Ky 4 Lody = Ko(1 + lohy) = Kof' (M)

whence

. ' o Kef'lhg .
TP () | If—j((,’)ff\ (13)

From (12) and (13) it results
Kof {he)sgkire 257 — K -
By = M7, == 22000 2K L Koy = Ry
1 — flhy)
hence 3k, = 7K 7, << 2 and in this way the condition 2° is satisfied for x;.
LS o Bat _ 2 ) 1
From here it results the existence of the operator @y = (I + AR;) 1, ie. the
point x, can be constructed by (2) and since o, =X g, we have.

e — xy]] <0 611y = dy <0 agsghing = Sghid, (14)
From the definition of /7, it results /i, = Kd, == }Kd, << Kody = hy. It we use
. I .
the notation [, :1—_.;_/—) we have [, = [,, whence we obtain f(h) << f(h,) < 1,
— flhy

ie. the condition 4° is satisfied too.

Evidently we have A4, << d,, whence s} <7 s3 and since f'(%,) << f'(h,) 1s results
ff <2 13, 1.e. the condition 5° is satisfied tco.

Finally we show that the sphere S, defined by the ineguality
Hy — xll <

1 sk}
is included in the sphere S, which assures the realization of the condition 3°. Let
x be an arbitrary point in S,. Using the relation (14) we have
d

. ' , , d
Nx — xolh <2 ||y — x4 lag — vl <8 —2— -+ dy, <« ——, qe.d.
1 %2 1 — szh?
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By induction is proved the possibility of the construction of the point x, ;
the operator P(x) satisfies the conditions 17—5°7 for this point, and

S,
(") LS L where

o
Sn~1 })n~1 liye1 kn < !rzml]"nfl

: 1 — f(h) 2 2 2,2 -
2] . e A e .
Wy = —, d,, L Sy 1/&,,,,1({,;,1 N ‘SU/c',, ,,1(],, -1, (10)
S (k)
2 o L2
]Zn, tn—l]ln -1, SO -1, T Syt
From the relations (15) it results the inequality
d, 7 oM,
whence considering that |'v, ; — v, 0 d,, we obtain
i U n ’xA w) i 27,074
H¥uip ™ Xy Ly = Sghty
X being complete, from the relation (1(5) it nsults that the limit lim x, == x*

n—x
exists. If in the last inequality p —» oo, we obtain the inequality characterizing
the rapidity of the convergence of the sequence of the approximations. Fyidently
¥* e S,
For proving that IP(x%) == § we can use the methed given in [37.
The Theorem 2 can be gelkcmhzed, supposing that P(x) has not the third
derivative, but the second derivative satisfies a Iipschitz, respectively Holder

condition.
(Received November 13, 1967)
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ASUPRA REZOLVARIL UNOR EBCUATII OPHRATIONALID PRIN MEITODA ITERATIEI
(Rezumat)

Se studiazdl rezolvarea eccuatiilor operationale Py} = 0, unde P(x) este un operator nclindar
definit intr-un spatiu liniar Y si cu valori in spatiul ¥ de acelasi tip cu metoda datd in [1] dind noti
conditii de convergentd ale metodei citre o solutie a ccuatici.

O PEHENIH HEKOTOPBLIX OIMEPMIHOMHAIIBHDLIX VPABHEHIIT METOAOM HUTEPALULIM
(Pesione) ‘

Hayuaeres pentenye ouepagonadsiinix vpasienndt Pyv) — 0, rie P(x) — nesunefinuii oneparop,
onpeteiditplil B JaHHelHOM npoctpanctse X 1 Co SHAUEHMSMIL B HPOCTPAHCTBE Y TOro XKe THHD MeTO-
A0, Aanuoy B [1L] M A@0TCH HOBBIE YCTOBH CXOAHMOCTIL MET01d K PellleHio ypaBHetis.



O GENERALIZARE A FORMULEI DE CUADRATURA A TRAPEZELOR
SI A FORMULEI LUI SIMPSON

de

GH. COMAN

Unul din procedeele folosite pentru calculul aproximativ al integralei functiei
f(x) pe segmentul [0, 17 este urmiatorul: se fmparte segmentul [0, 1] in » pérti
egale Xy, v, ] (! =1,2, ..., 1) unde x, = 0 ¢1 x, = 1, ¢ fiecdrei pdrti i se aplica

formula de cuadraturi
[ A = 35 ) M)

iy

- (i) ’ _ . . «
unde v,y a0 <0 ... <D Xy X, Se la pe urmad

| e = 555 ¢ f(xi) (2)

sau, dacd se noteazd prin R, (f) restul formulei (2), avem

1
Sf(,\')(lx = ZE C;‘l)f(xsel)) "é‘ RHJ?L(f)' (3)
Fpn
]
In particular, daci
gf(x)(i'lef x ), X l:f:ll_ii,
J n i i 2
*i—1 - -

se obtine formula de cuadraturd a dreptunghiurilor.
Daca

.‘Li

) xS L) + 1)

-1
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se obtine formula de cuadraturd a trapezelor, iar dacd

*

g fl)dy = — [flxi ) + 4f(

6n

9

Fi-1

se obtine formula de cuadraturd a lui Simpson.

Se pune problema studiului formulelor de cuadraturd, obtinute prin acelasi
procedeu, fiard sd se presupuna insd cd cele » parti in care se imparte segmentul
0, 1] sint egale.

Aceastd problema a fost studiatd [1] iu cazul formulei de cuadraturd a drept-
unghiurilor.

In lucrarea de fatd se studiazd aceeasi problemd in cazul formulei trapezelor
si a formulei lui Simpson.

Fie functia f(x) definitd pe segmentul [0, 1]. Se imparte segmentul [0, 1]
in »n parti ¢l se noteazd cu a,; lungimea pirtii {x;q, x,] ¢ = 1,2, ..., n).

1. Aplicind fiecérei parti formula de cuadraturd a trapezului

X

| SE)dr == A ) L)

se obtine

1
Vs = 35 Cft) + Roal) 4
0
unde
a - a 4 a; a _
Co*;l,(w: — (=1, 2 , n— 1) C,,—E"’ 5)
iar
% =0, ¥, =a, +a,+ ... +a;, =12, ..., #n). (6)

TroreMA 1. Formula de cuadraturd (4) are gradul de exactitate cgal cu unu.

Demonstratie. Este suficient sd se arate ca formula (4) este exacti pentru
flx) = 1si f(x) = «, i nu este exactd pentru f(x) = a2, adicd R, (1) = R, ,(x) = 0
SR, s(x?) # 0.

Printr-un calcul direct se obtine

——_}{Za 92aa,~;4 Za ]

Tk
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55
sau tinind seama de faptul cd a, +4a, + ... + a, =1 si de relatia
(@, +as 4+ ... +a "“—Z_\,a +32aaj 4+ 6 2 aa;dy,
. 15 i<j<k

se obfine

1 ‘ L

R, o(x%) = — [2 @8> a8t +6 > atajak] o
3 7 =Y, i<j<k

—%[Z;a? ‘1*2}:““111 4 2 a[djak}:——é—Za?#O.

= 1<t j<hk

TEOREMA 2. Dacd functia f(x) este definitd pe segmentul [0, 17 si are derivatd
de ordinul doi continud pe acest segment, atuncy

Roof) = — ~(ad -+ ad + ... + a)f"(2), (7)

12
unde £ ¢ [0, 1].
Demonstratie. Se stie [2] ca

unde

Fof) =120 —ECA X — 1),

jar
71 ~5 ~
K, () — u dacd u > O'
0 dacda u <O
Insia F,(t) nu-si schimbd semnul pe segmentul [0, 1]. Intr-adevir, pe fiecare din
segmentele [x,, ;1] (A =0, 1,2, ..., 7 — 1), Fy(f) este un polinom de gradul doi,
sy = 0§ o
Fi) = 58— 5 =)
care se anuleazd In extremitatile intervalului, Fy(x;) = (%) = 0, iar F"(.)

De aici rezulta ca functia F,(f) nu-si schimba semnul pe segmentul [O 1] si anume,
este nepozitivi,

Aplicind teorema de medie lui (8) se obtine

1

Roo(f) = f7(3) S Fy(t)dt,

unde £ [0, 1. ’
Dar
! 1 n n {L
S Fot)ydt — S {“—)’L — S CLEL(x, r)} dt — (1; - Cis (x, — B)dt =
b o = £:a0) 1) 0
:’—'—“—ZC%,:'—" (c¢,+a§+...+a,’,)

si teorema este demonstrata.
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2. Aplicind fiecirei parti [v. ., 2] (¢= 1,2, ..
I p 7 L H

., n) formula de cuadraturd
a lul Simpson

Sﬂ@dwc%iﬂh;)+4f(ﬂé)+ﬂ%q:

i1 v
X 1 = 5 >
:7 -

se obtine

WWu:iamw+imqﬂq+RMﬂ ©)

=0 i
unde
. a . a.-aoy . a
Ch= -é~’ (1 = —-l—;; . (I = ], 2, e, B l); Ch = ‘Gﬁ: (10)
- 2a; . p '
Cl="t=12 ., (107
‘ ' S e L PR . \
Xy = 0, X; == Ay - do —!»* B el N — (L == 1: Z: ca, K (11)
i

TrOREMA 3. Formula de cuwadraturd (9) arve gradul de exactitate egal cu tret.
Demonstratic. Se va arita cd R, 4(1) = R, 4(x) = R, 3(x?) = K, 4(2%) = 0, iar
R, () = 0.

Intr-adevir, avem
]-\)n:"i(l) == 1 - (al _ir" ady ”{“ e T (l”) = 0)

i

1 1
R, a(x) = o (dl +oa, + ... +a)=0

R a(x?) = P R toaq,)? =0,

B = - Ly b =0
si

Roo(w) = = —(af + af + ... + a}) £ 0

TrorEMA 4. Dacd functia f(x) este definitd pe intervalul [0, 1] si are pe
acest interval devivatd de ordinul patry continud, atunci

Roaolf) = — —— (a} -+ 4§ + ... + a)f(%) (12)

2880
unde £ e [0, 1].
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rop

Demonstratie. Din [2] se vede cd

Roalf) = 5\ Pl 0 (13)

O/.._.

unde

1—n4 L > | 2 "1
Fify =2 _[20 ClK (%, — 1) + ;‘(;C,-Ix‘,(x - zﬂ

Se va arata acum, cd functia I'y(f) nu-si schimbd semnul pe intervalul 10, 17.
Fie ¢ € [x34, %3], Atunci

Fyy) =120 [\; Cils, — 1 + 30 €1 [x,_1 = ) (14)

1=k 1:=k

Fi) = 8 S - 3 s ﬂ (15)
dacd t¢ xwi,xk]. e
2
Printr-un calcul direct se obtine din (14) cd Fy(v 1) = Fi(x—y) = 0 iar din
(18) cd I'y(x;) = Fi(x;) = 0. La fel din (14) sau (15) se obfine ¢a F, xkl) = — %

De aici rezultd cd functia F,(f) nu se poate anula in intervalul deschis (xv:_1, x,).
Intr-adeviar, daca presupunem cd ar exista in acest interval un pumt 7, peutru
care I'y(y) = 0, aplicind teorema lui Rolle functiei F,(¢) pe intervalul [x._q, ],
precum s derlvatelor el succesive, ar rezulta ¢ existd cel putin un pund situat
in intervalul (k-1 i), in care derivata de ordinul patru se anuleazd. Dar aceasta
contrazice faptul cd F1V() = 1 pe intreg intervalul [0, 1]. Astfel afirmatia noastra
este demonstrata. Cum aceasta are loc oricare ar fi intery 'llul [xp g, 21 (R =1,2, ...n)
si avind in vedere faptul cid F, x| < 0 (=1, 2,...,n), rezultda ca functia I',({)
2

nu-gi schimbd semnul pe intreg intervalul [0, 1] si anume, este nepozitiva
Aplicind acum lui (18) teorema de medie, se obtine
1

Rus(f) = .17 ( Faoya

0

@),

I

{
&)
—e

1
~4-
rfh
_i

ceea ce trebuia aritat.

(Intrat in redactie la 13 deceinbrie 19498)
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OAHO OBOBIUEHHE KBAIPATYPHONM ®OPMYJIbI TPAITEIIMH 1 ®OPMYJIbBI CHMIICOHA
(Pezwe)

B paGore usyuaercs ksaipatypHast dopmysaa (4), B KoTopoil Ko3(QQHIHEHTH [aHbl BHpaKeHHeM
{5), a yaapt — BopakeHuem (6), u kBajapartypras dopmy;a (9), B KoTopoii Xo3ddHikenTsl NaHb Bhpa-
wxennamu (10) u (10°), a vaast — Beipaxensex (11), Kotopsle ofobwaoT GopMyay Tpaneumit, coOOTBETCT-
1
senno dopMyay Cumncona. DTH JABa YACTHBIX CAVYAA IOAYHAOTCA NIPH 4 = Gy ... == Qg = — -+
H
JokasmBaercsi, uto ¢opmyaa (4) HMeer cTellelib TOYHOCTH PABHYIO €1MHHIE H, €CJH YHKLHS
F(x) nmeer Ha npomexyTke [0, 1] HenpepnBHYIO IPOH3BOAHYIO BTOPOro NOPHAAKA, TO OCTATOK JaH BhbIpa-
mennem (7), a dopmyaa (9) HMeeT cTelleHb TOYHOCTH DABHYIO TPEM M, ecAH dyHKUHA f(x) HMeeT HA
npomeskyTie ~0, 1 HeNpepuIBHYIO IIPOH3BOJAHYIO YETBEPTOro NOPSAKA, TO €€ OCTATOK ,1ail BblpaKeHHeM

(12).

UNE GENERALISATION DE LA FORMULE DE QUADRATURE DES TRAPBZES ET DI LA
FORMULE DE SIMPSON

(Résumé)

1 auteur étudie la formule de quadrature (4), oit les coefficients sont donndés par les expressions (5)
et les noeuds par (6), ainsi que la formule de quadrature (9), on les coefficients sont donnés par (10)
et (10') et les noends par (11), qui généralisent respectivement la formule des trapézes et celle de Simpson,
1
a ré duction a celles-ci ayant lieu si a, == g, = .. .= a, = — -
i
On démontre que la formule (4) a le degré d’exactitude égal & 1 et que, si la fonction f(¥) a sur
le segment {0, 1] une dérivée d’ordre deux continue, alors le reste est donné par (7) et que, d'autre
part, 1a formule (9) a le degré d’exactitude égal a 3 et, en outre, que si la fonction f(x) a sur le
segment [0, 1] une dérivée d’ordre quatre continue, son reste est donné par l'expression (12).



ASUPRA UNOR OPERATORI DE TIP BERNSTEIN

de
GRIGOR MOLDOVAN

1. Operatorul lui Bernstein B,( Zf( )( ) F(1—x)* % atasat unei functii

f€C[0, 1], constituie un instrument snnplu pentru demonstrarea primet teoreme
a lul Weierstrass privind aproximarea uniformi a acestei functii prin polinocame
algebrice. Se cunosc multe generalizari ale acestui operator care in majoritate sint
tot polinoame si care au multe proprietdti comune cu ale operatorului lui Bernstein.
Amintim dintre aceste generalizdri pe cele date de Baskakov [2], Cheney
Sharma 4], Jakimovski-Ramanujan (3] si Stancu [11]

De multe ori, insd, nu se cere neapirat aproximarea unei functii printr-un
polinom algebric. Sint utile si cerute de practici si asa-numitele polinoame (operatori)
de sumatie [8] care se ataseazd la doud matrici, una de noduri, iar cealaltd de
functii fundamentale.

In cele ce urmeazd vom considera urmitorul operator

B, -Ef ") (X (1)

unde

Pual®) = ()l 111 = () (2)

lar f, p € C[0, 1] si cp(x) in plus pe intervalul [0, 1] satisface conditiile: a) este
derivabild, b) 0 < 9(x) << 1 si ¢) ¢’(x) 22 0. Functia 9 poate in general si depinda
de valoarea indicelui n a operatorulm (1).
Operatorul considerat se observi cd este un operator liniar si pozitiv.
)

x o .o k . .
Observdam de asemenea cd pentru p(x) = x si x) = — se obtin polinoamele
H

obignuite ale lui Bernstein [3]. De aceea convenim si numim operatorul (1) opera-
tor de tip Bernstein.
Sa mentiondm citeva proprietifi ale acestui operator. Intii si observim ci

(1 %) =1, (3)
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iar apoi, in cazul ¢ind considerdm nodurile A = k avem
b73
&5 x) = (%), (4)
~ 1 - ] ’
8,(2; 2) = [o(x)Jp + L0, ()

113

2. In legaturd cu operatorul (1) se poate pune in general problema determinirii

nodurilor af” in asa fel ca pentru o functie datd ¢, care si indeplineascid anumite
conditii, acest operator liniar i pozitiv sd conveargd uniform cdtre functia £,
feCl10, 11, sau invers.
Pentru operatori liniari ¢i pozitivi se cunose condifii care asigurd convergenta
uniforma a lor sl anume, cele date de teorema Iui Bohman-Korovkin (6]
N

Pentru convergena uniformi a operatorului &,(f; x) aceste conditii sint atit nece-
sare cit si suficiente, Avem

Ep,,,k = )

arln) 2. P NS - -
K'L:)] j)mk(x) = x* + Q’n(:\') (/)
k=0
unde o, (x) si 8,{x) slut functii oarecari, continue. Convergenta uniforméa pe inter-
valul 10,17 a operatorului &,(f; x) are loc atunci s numai atunci cind «,(x) 2 0,
8,(x) = 0 pentru # ~ oo. Pentru operatorul (1) relatia (5) este identicd cu (3) care
- LA . ~ . . . (%)
este adevaratad intotdeauna. Relatia (6) permite determinarea nodurilor v pentru
o alegere comxnabilé a functiilor a,,(x) (m==1,2 ...), iar (7) determina functiile
Pa(x) (n = 1,2, ...). Dacd o,(x) 30, £,(x) 30, cind n - oo, atunci cele trei
conditit asiguri convergenta uniforma a operatorului (1) cidtre functia f, fe C[0, 1].
Proprietatile (4), (4') ne dovedesc un lucru important si anume cd &£,(f; v)
. ) 3 N n . P . . .
pentru nodurile x” = =, ciud o indeplineste conditiile mentionate mai sus si
n

nu depinde de n, poate si conveargd uniform pe [0, 1] citre f, fe C [0, 1], numai
d'ua o(x) = x. Incazul cind o depinde de n, atunci poqte fi numai de fornm o(x) =
=x 3—(0”(1) unde o,(x) (» fiind acelasi cu indicele operatorului (1)) este continud

si converge uniform citre O pe intervalul 0, 1}

3. Cele trei relatfii (5), (6), (7) conduc la egalitatea

Dl — Tthu() = Bult) — 2, (1) = vl ®

unde v,(x) 220, cind # — oo.

Acum putem pune in evidentd o megahtate asemdnitoare cu cea stabilitd de
T. Popoviciu [9]. Pentru aceasta vom fine seama de definifia modulului
de continuitate

w(8) = sup f(x) — f(y), x,vel0, 1] 9)

le—y<3
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si de urmitoarele proprietati ale lui
o(23) <= (0 + Lo(d) (8 =0, % >0
() = f)] S oy — ),

Folosind inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski, obtinem

D - A - 1 - N 3

8,(f5 ) = J0)] < (14 V] o), (10)

/

unde v, = v, (1), sau dacd ludm 8§ = \/7 atunci

o n i’
1®,(f; x) — f(x) - ‘.w(\/ 50 (11
4. Putem constata cd dacd o(x) = x 31 %,.(» = 0 din relatia (8) ob{inem pentru
. ( ’ . f: .
nodurile a3y (k=0,1,2, ..., 5n; n= 1,2 ...} valorile —(k =10, 1, 2, ... »n;
1
n=12 ...), adici obtinem tocmail polinoamele lui Bernstein obisnuite. Veri-

ficam aceasta pentru cazul particular » = 2. Relatia (6) devine

2 2 .
x0(1 — )2 4 20 (1 — ) b aa? e
3 5 : = L0 @ (2 : .
Din aceastd identitate rezultd 1y’ == 0, 1) = — a7 == 1. In general obtinem
>
w = (k =0, 1, nin=1,2 ...) si dupa ce inlocuim acestea in (7) ajun-
k3
x(l — x)
gem la B,(v) ="——".
i
Inegalitatea (11) se transformi cu mici modificari in cunoscuta inegalitate a
. .. . . s oA {1 — )
Iui T. Popoviciu [9], caci in acest caz v,(¥) = 8,(x) — 2x2,(¥) = ———,
n
ar v !
< I T,
* 4n

5. In legaturd cu sirul de operatori (1) se poate punc problema monotouniel
lui. Urmiind aceeasi metoda elegantd din lucrarca 107 alui D. D. Stancu si
m)

presupunind ca xy" = si ;\'},’_," = 1 obtinen

n—1

Foidlfs ) = D)8 = = () 1= 5(0)] 2 —— P 1) - Ey(f)

Lmy HH o /u’\,(k i 1)

unde

ol N ' (”) . N £ ! N

E(f) = (k= DfES) — 0= DA = (0= R)f().
Observam de aici ¢i monotonia sirului de operatori considerati depinde de I,(f)
st anume, cd daca E,(f) > 0, atunci sirul {&,(f; 1)) este descrescittor, dacd
ELf) <0 sgirul (2,(f; %)) este crescator, iar dacd E(f) =0 sirul respectiv
este stationar.

Se poate observa de aici, de asemenea, ci dacd ¢(x) == x $i %,(¥) == 0, atunci
rezaltd cd &, (¢ x) — B,(¢; .1) == 0 i d“u i nodurile trebuic sa xatn;hca relatia
de recurentd

{#:

E() = (B + Dy’ — (0= D" o 0 — ka0,
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k )
Din aceasta relatie de recurentd, rezulta de fapt cd \,( Y — —, ceea ce s-a mentionat
n
si la punctul 4.

Daca se considerd nodurile E , functia ¢(x) trebuie si fie de forma ¢(x) = x -
13

+ w,(x) unde w,(x) sau este 0 sau tinde uniform pe intervalul 70, 1] citre O ¢ind
# — oo, asa cum s-a mentionat la sfirsitul punctului 2. In acest caz este adevirati
urmatoarea relatie

‘%n l(jl X) — éTon(f ; .XT) ==

n—1
- ({1l — ) Bk 1 A1
i -+ 1) ; ]’7"41 k [u T 1 ’ n f

intru totul analogd unei egalitdti din lucrarea {107 a lui D. D. Stancu si de
unde rezultd aceleasi proprietati de conservare ale alurii functiei f ca si ale opera-
torului lui Bernstein obisnuit, proprietati care au fost stabilite de Temple [12]
st Arama [1].

6. Si mai facem citeva observa;ii asupra operatorului (1). Mai sus s-a spus
¢d pentru determinarea nodurilor x” trebuie si se dea functia »(v) si sirul de functii
(2,(x)) convenabil alese ce converg uniform céitre O cind # — oo. Acestea nu se pot
cousidera in general arbitrare, ele trebuie sd ne asigure posibilitatea determinarii
nodurilor xy? situate in intervalul [0, 1]. Apoi, daci (1) este un polinom algebric
trebuie sd mai finem seama de fqptul cd |lo,! 7 o(n?) dupa cum se stie dintr-o
teoremd a lni Korovkin (vezi [3]).

Nu sint lipsite de interes, insd, nici acele cazuri cind nodurile x nu sint toate
in intervalul {0, 1], dar aceasta implicd cunoasterea valorilor functiei pe un interval
mai mare, ce contine nodurile respective. Aceasta corespunde situatiei din practica
cind putem calcula valorile functiei pe un interval oarecare i se cere s aproxi-
mam funcfia f pe un subinterval al acestui interval, printr-un polinom de sumatie.
De fapt in caz contrar functia se poate prelungi prin continuitate pe orice interval.

. v . . A A . . PR
Consideram aici cazul cind ¢(x) = x, o,(x) = = sl v apartine unui interval
3

I, care va {i precizat mai jos, iar % este o coustantd oarecare. In acest caz relatia
(6) se scrie astfel

" " ‘ . .
£t v a2

k=0

. . koo y . . . .1
Usor se constatd ca xy) = , care formeazad o progresie aritmeticd cu ratia — .
n H

Ele sint situate in intervalul [0, % 417 dacd » 20, iar 10, 17 este un subinterval
al acestuia. Dacd 7 <. 0 atunci nodurile resputlve apartm intervalului {2, 17,
iar {0, 1" este un snbmter\‘al al acestuia. Notdm mal scurt [, = {x|x € [», 1],
daca A =7 0 sau x¢€ {0, » -~ 1], dacd a» = 0} R

Din conditiile (7) se determin pentru aceste noduri functiile 8,(x). Inlocuindu-le
in aceastd relajie avem

= (S () = = e (2] st =

1 2.9 N o (1 — x w(n - 2nx
= — (m2a® 4+ nx(l — x) -+ 2y + Y = 4 al } + 2 )

wl " nt
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de unde rezulta

A 2na)

Ba(x) =" — -+ — (13)
n n=
Se vede ca avem lim B (x) = 0 peutru orice 7. Prin urmare, deoarece o,(x} = 0,

H—y @

B,(v) 3 0 cind n — oo, avem uniform pe intervalul [0, 1] convergenta operatorului

W(f ;s x) = 2 A R (14)

daca f(v) este definita $i marginitd pe intervalul 7, si continud pe intervalul [0, 17,
far daca a < 0, continua la stinga pe punctul x = 0 si dacd 7 > 0, atunci con-
tinua la dreapta pe punctul » == 1.

Pentru acest pohnom putem sd precizam numerele v, din inegalitatea (11).
Dupa cum stim din (8) sl apoi tinind seama de (13) avem

°')

) ) x(1 — 1)
Yalx) = B(x) — 2o, (x) = . + s
. . 1 72 . . s
s deci vy, = — -- ~ . Inegalitatea (11) se poate scrie in acest caz astfel
5 ' i g
AT B 1 ) ~
R A AV
4n n?’
o oA R 1
sau dacd in (10) punem 0:7: avem
\n
aM(f x ) < o[- 0« xo 1 15)
| oy (f, A)f—f(}x)} = C;p)\\'ﬁ , SO A ( O
1 2. PRV
unde ¢; = 1 + —_ + 4. Din aceste calcule se observd cd in acest mod nu s-a

obtinut un ordin de apm\nnatie mai bun decit cel pentru polinoamele lui Bernstein
obl;nmte. Pentru » = 0 din (15) regdsim inegalitatea lui T. Popoviciu [9;

(Iniyvt in yedactie la 28 septesihrie 1968}
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SUR CERTAINS OPERATHEURS DE TYPE BERNSTERIN

(Résumé)

I auteur considére 'opérateur lindaire et positif (1) out /. ¢ & C {0, 17, et ¢ possede dans Uinter-
valle [0, 17 les propriétés suivantes: a) elle est dérivable; b) 0 ol o(v) w2 1 ¢ o7{x) 5= 0. En relation

k

. . s, . . S e . .

avee vet opérateur on démontre quelques propri¢tés de convergence uniforme vers fo 81 4,7 - -, alors
) #

la série d'opérateurs (1) 1n’est convergente vers f que si 2(x) = v 4 wu{x) 0lt wu(x] ou bien est zéro,

an bien tend uniformément vers zéro quand n — . On ddmontre Uindgalité 1t
S R
Les conditions (5), (6), (7) pour o(x) == x et a,(r) = —— conduisent & Vopérateur (14), qui con-
n

verge uniformément pour [0, 1 vers f, si £ est définie sur I et est continue pour 10, 17
On fait de méme quelques observations concernant la monotonie de la série d'opdrateurs consi-
ddrés, en  utilisant les résultats obtenus par D. D, Stancu [101
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Fie F(x) o functie reald de o variabild reald x si sd considerim dezvoltarea
ei in serie de puteri

F(x) = iAix‘ (1)

pentru x € [0, 6] astfel incit 4,x* >0 pe acest interval.
In [1] am studiat variabila aleatorie discretd N cu valori intregi nenegative,
a cdrei funcfie de probabilitate este

fi) = 2

Dacd X este o variabild aleatorie continud, nenegativi, avind momente M (x)
de orice ordin si pentru care existd functia generatoare de momente (functia carac-
teristicd In sensul lui Poincaré)

oxlz) = M) =3

On =

A,‘X"

F(x)

@M, (X
n!
unde seria din membrul doi este convergentd pentru 0 < « <7 A, in 2] s-a definit
variabila aleatorie discretd Y cu valori intregi nenegative, ca fiind asociata varia-
bilei aleatorii X, dacad funcjia ei de probabilitate este

fln, o) =

In aceastd lucrare vom studia distribuia sumelor aleatoare de variabile alea-
toare folosind distributiile definite mai sus.

Astfel vom extinde urmdtorul rezultat datorit lui Bernstein (vezi de exem-
pla {31).

LAY entru 0 = x < (4)
nlpy(al

Fie X, X,, ..., X, n variabile aleatorii independente si S = ZX,. Daci
=1
M(X;) =031 M(X}) =0; <oo pentru j = 1,2, ... #n si dacd existi o constanti
pozitiva H astfel incit
IM(XY) < %’b,-Hk-~'z j=1,2 ..., n

5 Mathematica—Physica 21969
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pentru toate valorile lui & intregi (k& > 2) atunci avem

x!
. 1B . ] 3
PSS =x) <le daca o< x <<—
H
—.If‘
44 . B
PSS =x) < e dacd v = —
H
a?
B Nz . H
P(S <l —x)<e dacd o<l x <
B
E
. iH . B
PS< —x)<e daca x = -

unde B = ib,-.

=

Fie {X,} un sir de variabile aleatorii total independente pentru care sint inde-
plinite conditiile

oy;(t) existd pentru 0 <0 T (3)
3 e
Existd o serie cu termeni pozitivi Zal convergentd avind suma a si astfel incit
H
i At
1
ox () << ¢ pentru 0«1 T (6)
In acest caz avem

'I\ - - - . [ . . . oA .
BEOREMA 1. Dacd N este o variabild aleatorie discreld cu valory intregi menega-
tive, avind functia de probabilitate dofinita prin (2), independentd de variabilele X,
pentru care sint indeplinite conditiile (35) si (6), atunct

PX,+ Ny v+ o0 Ny g ele ™ dacd o0 < zg << al
i)
PX, 4+ Xy + o0 XNy g <fe dacd  zy, =>al
Demonstratic. Fie ®(f) functia caracteristica in sensul lui Poincaré a variabilei
Z=X,+X,+ ...+~ X, Daci N = n, din independenta variabilelor X, avem
H
\
Oziv o (t) = 1l (1) (7)
j =l

si din (2) rezultd ca
Oll) = My(e?) = MM ?IN = n)) = —— 5> 4,07 [] (0 (8)

1:("’) Ha=() j=1
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Tinind seama de conditiile (5) s1 (6) avem

at*
D) e pentra 0t T )
Daca 2z, este un numar pozitiv, din inegalitatea lui Kolmogorov rezultd
at?
- ~°+_2‘
PX A+ o0+ X ory) s Pe e e Q) e (10)
pentru 0 < ¢ < 1.
. e A e o _ - . . oart . pod
Dacd insd O <7 22 aT, atanei f{f) = —fz, - - are un minim pentru { = =
2 a
care indeplineste conditia 0 =/ = 7. Introducind aceastd valoare a lui ¢ in (10),
rezulti prmm mcqahtate dm tu)rcma
Dacd z, = al, atunci f/(f) == — z,+ at <2 O pentru 0 << £ <2 T, ¢i cum functia
1t . PR o . . .
Sty = — tzy + = nu creste, punind 1~ T in (10) rezultdi a doua inegalitate din
2

teorema.

Troreya 2.0 Dacd N este variabila aleatorie discretd cu valori intregi nencga-
tive, avind functia de p;'ol)abzlzm{c definitd prin (2), independentd de variabilele X,

st conditiile (5) st (6) radmin valabile pentru — T <2t < 0 alunci
2
PN, - XN, 00Xy ) me T dacd 0 <7 zy <2 aT
s1
PN, 4+ Ny - Xyol — ) e dacd z, > aT

Demonstratia este analogd celer de mai sus.

Aplicatie. Dacd variabila aleatoric N are distributia Poisson cu M(N) = x
iar .\, sint variabile caracteristice ale unui eveniment 4 a cirui probabilitate de
realizare p ramine constanta in cursul repetdrii succesive a N probe (N aleator),
atunci variabilaZ = X, — X, = . -+ Xyare tot distributia Poisson cu M (2) = px.
Intr-adevar, considerind in (1) ca 1’(1‘) = ¢ din (2) rezultd ci N are distributia
Poisson cu (V) == x s din (8) avem

. Iix « 2] TR T
D) = L IEU o pritin -
() = D (1
dar cum in acest caz g(f) = pot L gunde p >0, ¢ > 081 p + ¢ = 1 rezultd
d(l) - epre’ -1 (12)

adicd functia caracteristica in sensul Iui Poincaré corespunzitoare unei distributii
Poisson cu media px.

Are loc si propozifia reciproca.

Dacd N g1 Z au distributia Poisson cu M(N) = x respectiv M{Z) = psi g << x
atunci variabilele V', sint variabile caracteristice ale evenimentalui A a cdrui proba-

yr - 3 - A w A w e .
bilitate de¢ realizare p == = rdmine constantd in cursul repetdrii succesive a N
kY

probe (N aleator).
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intr-adevir, in acest caz in (8) avem cd F(x) = ¢* si ®(¢) == ¢+~ Tinind seama
de {11) rezultd ca

E et 1) = () — 1

X

de unde

) = Fe (1) ety
X X

si afirmatia este demonstratd.

Sa presupunem cid variabilele X, satisfac conditiile: a) sint total indepen-
dente, nenegative si identic distribuite, b) M(X}) << 1 pentru n =0, 1, 2,

Fie Y variabila aleatorie discreta, asociata lor comund, avind functia de pro-
babilitate dati de (4), atunci avem

TroreMaA 3. Dacd variabilele aleatorii {x,} indeplinesc conditiile a) st b)
iar Y este asociata lov comund

1 - zo(lnf—; - l)

PX, + X, + .0 Xy o) e dacd o <7 zy <7 ael

st
5T e > . ¢ - . » 1 ~ T2y uzT v T
PX,+ X, + ...+ Xy =5 7l —e dacd z, > ae

pentru orice « € [0, T} fixat.
Demonstratie. Din (8) si din conditia b) rezultd cd

d(1) < B pentru o < £ <0 T
. ?(=)
s
--,- i M < et
re=0 !
de unde se obfine
D) < L gaet (13)
2(a)
si din (10) rezultd ca
f2o- 1"
- > Loen
PX, 4 ... + X, =2) < (14)
2(a)
pentru 0 < ¢ < T si o€ [0, T} fixat.
Daca « < 7y < o€’ atunci functia f(f) = — fz, + «e? are un minim pentru
t = In 2 care indeplineste conditia 0 < ¢ < 7. Introducind aceastd valoare a
a
lui ¢ in (14) rezultd prima inegalitate din teorema. Dacd z, > xelatunci f'(f) = —z,+
4+ aet < 0 pentru 0= t=< T si cum f(f) = — #z, + €' nu creste, punind ¢ - 7

n (14) rezultd a doua inegalitate §i teorema este demonstraté.

(Intrat im redactsie la 10 septembric [968)
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O HEKOTOPBIX HEPABEHCTBAX THIIA BEPHIUITEMHA

(Pesowme)

PaccmarpuBasi nocaeosatensHocts {X;} He3aaBHCHMbIX caydalluelX nepeMeHHBIX, aBTOD JOKasbl-
BA€T HEKOTOpble HepaBeHeTBa AIs P(X,+ X, + ...+ Xy >7Z,), rae N — JHCKPeTHOe clydaiiHoe nepemeHHoe
¢ LleabIMH HeOTpHUATeIbHLIMI 3HAUEHHAMH, HMelowee QYHKIHIO BEPOATHOCTH, 1aHHVIO (2), COOTBETCTBEHHO

(4).

SUR LES INIIGALITES DE TYPE BERNSTEIN
(Résumé)
Considérant une série X de variables aléatoires indépendantes, on démontre dans ce travail

ertaines inégalités pour P(X, 4 X, + ... + Xny< 2y ol N est une variable aléatoire discréte, a
aleurs entiéres non- négatives et ayant la fonction de probabilité données respectivement par (2) et par (4).






ASUPRA MISCARII GENERALE A UNUI PROFIL IN PREZENTA A DOI
PERETI DE FORMA OARECARE. ECUATIILE INTEGRALE ALE MISCARII

fle
TITUS PETRILA

1. In prezenta lucrare se cautd si se determine potentialul complex al mig-
cdrii plane generate de o deplasare oarecare a unui profil intr-un fluid ideal si
incompresibil, in prezenta a doi pereti arbitrari. Aceastd problemd generalizeazd
pe cea tratati de G. Couchet [1].

2. Fie z:=H(Z) =2 + Do+ j: 4 ... reprezentarea conforma care
aplicd exteriorul cercului (C) de razd a din planul (Z) in exteriorul profilului (¢)
din planul fizic. In acelasi timp fie Z = J(u) si Z = 4(s) ecuatiile curbelor A si ¢

transformatele peretilor (ac) s1 (B) din pldnul fizic la momentul considerat; intro-

: ., PR , a? ..
ducem de asemenea si curbele A" si ¢ de ecuatii Z = {'(#) = — respectiv Z =
S

Jhn
2
= or'{s) = [(') inversele curbelor A si ¢ fatd de cercul (C).

TS

In cele ce urmeazi vom considera un sistem de axe Ox si Oy legate de pro-

filul {¢) a cdrui centru coincide cu originea sistemului [si 1mp11c1t a\ele OX si OY

din planul (Z) cu centrul in centrul cercului (C)]; notdm prin /, m componentele

vitezei de transport a centrului profilului, iar prin w rotatia instantanee.

Fie acum F(Z) potengialul complex al miscirii in planul (Z) pentru profilul

izolat. Avem :

F(Z)=1-gV(Z) +m - g? . Z—i‘—fxogz 1+ ow - g¥(Z)

_ Introducem acum un potential complementar F (Z) plasind o repartitie con-
tinua de surse atit pe curba A si pe inversa ei A’, cit si pe curba v si pe inversa ¥
Aphcind teorema cercului vom obtine pentru FC(Z) expresia :

) = {105 LEFEEZ 0L (1 g0y 4 - 02 u) 4 0 @) — g Y dct
Z 2ra " (u)
L
“I‘S og Z - 7))z — r/(s)’s((l CY(s) Ao YR(s) 4w - L(s) — 01_ Y (4) )ds
zZ 2ra ()
v -~
unde  gu) =1 - pW(u) + m - 5P() + o - 5(1) — oW ()
a7
sioUs) =L P0(s) 4 m - YI(s) 4 w - UB(s) — - i)(s)
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sint funcfii reale, deocamdatd necunoscute, reprezentind intensitatea surselor
plasate pe curba A respectiv y.

Fie acum f(Z) = F(Z) + F (2) potentialul complex total al migcdrii. Pentru
ca migcarea definitd de acest potenfial sa satisfacd si condifiile la limita pe cei doi
pereti (a) si (B), va fi suficient ca functiile ¢ si ¢ si fie astfel alese incit si avem:

Im [(U 1), - Hg‘(ivf' —0
(1)
Im [(U i), H;(ii.’; —0
C

d f

unde (U — V), si (U — V), reprezintd viteza complexa U — iV = pe peretii

(«) si (B), iar T = {{v) respectiv v = %{f) reprezinti doui puncte oarecari fixate
pe curbele A si .

Exprimind pe (U — V), si pe (U — V)5 cu ajutorul lui f(Z), condiiile (1)
se vor retranscrie sub forma urmatorului sistem de ecuatii integrale:

¢ dglh)  A¥ dZ 1 1 1 (i)
Im| =" . = __S — ) Tu
[d: PR (t.(v) " T - v )t (v) e+
ar 1 1 1 . .
+ == + — )"“)sds]—_—r:- ) ¢1=1,28
) " dv S(C(’U) = 7(s) Lw) —7'(s) Z(v) ¥ () $0() ( )
I
Im[ 22t i:S( 1 4+ 1 — 1) 4 du
m[ T dv + R e Y AL +
a3z LR S L] L) (s ds] — = oW (y
T S(:(v) o e ) Y )
Im Fé’ﬂ dn SES( ! L ) U (s)ds
Ay dt A ) =yl w) - ) w0
7
4 dn S( R S _1_) <p<">(u)du] — = L) (f=1,23)
} dt n(t) — L) nt) — C'(u 7(t)
T A
Im|% 41 d’S( ! | ! — ) (s)ds +
[r. FPARET | B ——, n(l)}v 8
v
1 ! ! Y omdy = - 0Ot
t de S(n(’) - L) " n{f) — (x) n(f)) 7 ) v
In cazul in care profilul se va translata cu viteza V, = [ . i, sistemul de ecuaf;ii

de mai sus se va simplifica considerabil, disparind ecuajcule a doua si a treia atit
din 1 cit si din 11.

Considerind acum miscarea generald a unui obstacol circular in prezenta unor
pereti rectilinii de ecuatii § = {(u) = (py + 1u)e e sin = v(s) = (p, + ¥s)e®2, unde
# §i s sint parametri reali parcurgind intreaga axi reald, ecuafiile integrale ale mis-
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carii se vor obtine prin particularizarea sistemului (1 i 11) unde vom pune
2 2 s 2
gV =B e B R
z z 2
In definitiv vom avea in acest caz particular urmatorul sistem de ecuatil
integrale :

mz—) [COS O, - (3 —v?) —sin b, - 2p, - ’U] + S K(u, v, p)) - oW (u)du +
1 - 1‘2 2
T S H(s, v, p1, po, 6y, Oz)Hb(l)(S) cds = - 97(1)("7)
e [feos 00 2w sin 0 - (2 — 93]+ § K (w0, ) - o )an +
(; e 1‘2 2 )
14 o
+ § Hs v, p0 P2 00, 8)90(9)ds = = - 512(0)
§ K0 p0) - o@0du + § His, v pr po 0, 00495 s =7 - ¢9(0)
fu + S K(u, v, p1) - oW (u)du -+ S H(s, v, pr, po, 01, 0) 9P (s)ds = = - 9(v)
prA+ vt
' R? . o
r—ﬁTFm%-@&w%—mn%-%J]+SK@amwmww+
Rk
+ § Hi 1, po 1, 0 060 = = - 400
~—’—[cos B, - 2pat + sin 0, - (P2 — tZ)] . S K(s, b, py) - V2(s)ds +
(P} + 19 R
1I ie
+ (HO 6 po 1, 00 0) - 5 ()du = = - 2
+» -
§ £t 2495 + § Hw 1, po, pr, 0, O1)g @) = = - 40)
ot BG4 p4)ds + § HGu L o, pr 90 0) - 60 (0)du = - 400)
ire

—x ~x
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unde s-a notat

2 N Th(HE L 42 — P2HY
Ku, v, p) = (p> = w)[p(p* +wd — Rp)]  p
[p(p? = w? — R2p] -+ (v — Ru)® FEIANE

~ ~ = P1 — Py - cos (b, — 0 - s - sin (T),_, - 51)
+

H{s, f)l'f)” ), 05) = T (0 — G (B L v

o~

PuPE s - R Py cos (O, — 0,) i R? . ssin (0, — 6 P

‘ ’(\/2 B (pr e s e Y - 2R cos (6: — (1)(/;;/72 sy -~ 2R?sin (C — "71)(;,_;:' — s-j;;) [T% 4 v
(Intrat in vedactie la 1 seplembrie 7968)
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OB OBIEM JABW)XEHHHM OAHOTO TTIPODHJISA B IMPHUCYTCTBHH ABYX TTPOH3BOJIbLHBIX
CTEH. HHTETPAMbHDBIE YPABHEHUWS ABWKEHHMSI

(Pesiowve)

I’IB}"!L’I&‘TCH ITOCKOe ABHAKEHHE, H()p())KLlE‘,HHOE’ [TPOH3BOJILHBIM CMEHLeHeM OTHOro HPO(DHZISI B uiean.-
HOW M HECKMMAEMOH HKUAKOCTH B IIPHCYTCTBHH  ABYX JIPOH3BOJIBHBIX  (TEH. Henoab3osanubiit  MeToX

o6ofiaer vetol I Kyue [1]

SUR LE MOUVEMENT GENTRAL D'UN PROTTL EN { PRESENCE DE DEUX
PAROIS ARBITRAIRES. TTQUATIONS INTEGRALLES DU MOUVEMENT

(Résum ¢
On étudie le mouvement plan produit par un déplacement général d’un profil dans un fluide
id¢al et incompressible en présence de deux parois arbitraires. La méthode utilisée généralise celle

utilisé¢e par G. Couchet (1;.



STREUUNG VON SPIN—1 TEILCHEN IN EINEM ZENTRALFELD

Z. GABOS, 5. HOLAN, H. RUCK

Die Wellenfunktionen mit 2(2Zs -+ 1) Komponenten - des Weinberg-Tor-
malismusses |47 — wurden mit Krfolg auf freie Felder angewandt. Trotzdem

wurden die Wechselwirkungen der Iielder bis gegenwirtig fast ausschlieslich durch
den Rarita-Schwinger Formalismus beschrieben. Obwohl wir einige allgemeine
Frgebnisse beziglich der Anwendung der Weinberg-Methode kennen 47, 197
wurden noch keine numerischen Berechnungen fiir spezielle Iéille durchgefihrt,

In dieser Arbeit wird die elastische Streuung von Spin--1 Teilchen, mit einer
von Null verschiedenen Ruhemasse, in einem pseudoskalaren und elektromag-
netischen Zentralfeld studiert. Wir berechnen den  differentiellen  Streuungs-
querschnitt als Funktion des Impulses und der Polarisationsparameter des einfallen-
den und des gestreuten Teilchens.

1°. Wir bezeichnen mit ¥ die 6 —Komponenten —Wellenfunktion des Spin —1
Teilchens, mit - die Wellenfunktion des pseudoskalaren I'eldes und mit Au das
Viererpotential des elektromagnetischen Feldes.

Wir nehmen an, dass flir die Wechselwirkungen : Teilchen-pseudoskalares
Feld und Teilchen-elektromagnetisclies Ield die Lagrange-FFunktionen gelten

Ly — ¢y 55We, (1)
. - )\l' ')i]: . I
LH' = e (\l Yo ‘ — N.’”Lv‘} ) A e (2)
o, dx, )
WO
T,

Der Ausdruck (1) ist eine Erweiterung der Lagrange-Funktion der Pion-
Nukleon Wechselwirkung. Der Ausdruck (2) wurde mit Hilfe der von A, San-
karanarayamnan [10] vorgeschlagenen Stromdichte gebildet.

Die Matrizen v, v,, aus (1) und (2) sind die wohlbckannten Matrizen 6 % 6
aus der Theoric der Spin—1 Teilchen 3], 147, [6°, 7

10 0 My,

foo = (0 — 1)’ far = (31“ ())'
(0 =2, (0 ALy

Yar = (;‘UM ()) , 107 N (‘1[jk ol
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mit
My=1 M, = —1iS,, :1},,& = — (S;S, + S,S)) + I3,
WO
100 L [o10o [0 =1 0 10 0
I = 010,51:\/—7 101}, Sg=-§-. 1 0 -1}, S =(oo 0l-
001 010 0 1 0 00 —1/

IFiur Zentralfelder haben wir
e=9(r);, 4, =0, 4, = A,(),

wo 7 den Abstand von dem {felderzeugenden Teilchen bezeichnet.
Wenn wir in Betracht ziehen, dass fiir ein Teilchen mit bestimmten Impuls

¥ = u(p)er

ist, und die S-Matrix Methode anwenden [1], so erhalten wir in erster Niherung
flir die differentiellen Streuquerschnitte

2 9 4 9 10
do = — g%*o(q®) PSpur(Pyyss L1y s5) (— ’ (3)

(2r)8

do = —e¥e? 4,{q )ZSpur( 0P aQ

mit

Q = (Pm + PZvL)Yi .
In den Formeln (3), (4) kennzelchnen die Indizes 1 und 2 den Anfangs- bzw.
den Iindzustand. ¢ ist die Energie, q die Impulsitbertragung :

qg=p,:—Pun
(p(_;) und A (—;) sind die Fourier-Tranformierten der Funktionen o(r) bzw. A4,(»):
@) = Solexp (—ign) dx,  Aygh) = §A,() exp (—igax) dox,

P ist dle kovarxante Polarisations-Matrix, welche durch
Py == 1,11, @, B=1,6,

definiert wird.
Die FKrhaltung der Energie: ¢, = g, = ¢ fithrt zu

folglich konnen wir

}7;1 — Izl"gl’ ;2 - ;})’1527 b .})’2 = {Zl}‘-’ cos &

schreiben (9 Streuungswinkel).
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Wie man sieht, ist das rechnerische Hauptproblem die Berechnung der Spu-
ren aus (3), (4).

2°. Die kovariante Polarisations-Matrix fiir das Spin—1 Teilchen hat fol-
gende Gestalt:

i LR w2 bt (5 + grsrssten + 5 580, (5)

Q

wo s‘ und 9(2 durch

1
st = Etk(ldpkka 4 lolis), G =1, 4

(6)

. 1 . —
3(923 = ',Z_tlk( iolko + Liglio), 7, B =1, 3,

gegeben sind [7], [8].

Die Parameter £, sind die Komponenten des Polarisations-Vektors ¢ und by
sind die komponenten des Polarisations-Tensors zweiten Ranges (f,, = 0, £, = z‘M)
Mit /,, wurden die Koeffizienten der Lorentz-Transformation bezeichnet :

. lag =B, lyy = — Ly = — 1 Pvey, Ly = 3 + (B — Degjey, (7
mit
- L

— p 2 2

_ 171 ¢
Aus (6), (7) folgert
1 2 2 1
Ss(ao) = 3511:3: S(p;) = Sf’p): 36(39) = Sop =0,
L1 (D) A2 2

[79}50990 =Y, Ppsw = U, Spg Spa = ;tz» Se0 Seo = Ll

Est ist vorteilhaft fiir praktische Berechnungen die P-Matrix unter folgende
IFform zu setzen

P = auquv + bude«inLv + CustsYuv + dustsYu‘{uw (8)
welche moglich wird, wenn man folgende Beziehungen in Betracht zieht:

1 1 1
YaiYar = Py Y'44Y448jk Y Yaa¥ie — 7 VasTaaipmYam
1 1 )
Y4iVmg = o Y44(8sm‘{4k + Y am) — 7 Yss5Yaa(EimpYoi + SiapTom)
1 1
YiiYag = — EYM(SikYU -+ Sjk‘fai) -+ ijsYu(Efka -+ Ejkﬁ‘{pi).
.1 N ,

Yii¥me = (BimSip + 358w — 8 %m)YaaYaa + " Yaa(Bimyip

-+ Sikanl -+ Sj'kkl'xm -+ Sjm‘f:k - 28;]7!7:1: - 28’"’(.{L7) -

1 . NS
- —Y.) /44(8i"b:jk0 "} Siksjmﬁ + Sjksgmp -1 hjmszkf’)‘fdt’v

{Yss Yuv} =0, Ys55Ys55 = Taa¥Va4a» {Y44,Y4p} = Y41 Yms] = 0.
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Fir die Koeffizienten aus (8) finden wir auf diesem Wege :

@y, = — 41~ - é;; Pubw
= = g S
b = = g = Pabalsh S B,
by = — ;::,/’u(/’ﬁ(flz - Pkafl) - ’7\/2 e ~thf’115x§ul,

12 (1)
bmk - :m 3;<]m(p4f)jsqk ‘; /})t]/)ﬁq’ﬂ) -
<~ Mg
1 1 (2)
- ;;*1'2 P 7”»~mA -+ /’42549mA P,nﬁk&m - P4P,,,34k + ]’,,,P;SIk)
(1)
dyy = 2 \/1) e pkpm(skm SemSar),

i o m, , 1 (2)
dy = —=—pu(PaSur — PpSut) + — €ipPiPusul,

2 \/2 mi 4mk

1 it 2)
dyp = e Sion(PabiSar + PaliSsi )+
- 0

i

{1
T [T MESmh + PaPaswk + PubiSd — PapmSst + Pubisit).
J2 w3l 2

'

i

3°. Ergebnisse.
a) Mit Hilfe der Beziehungen

Spur (MM, =3, Spur M, = — §,,,
Spur(M ;M) = — 238, Spur M,; = Spur(M,M,,) =0,

Spur(M ;M,,) = 2(5,,5;, + 8,9, — 8,38

mp>

erhalten wir fiir die Spur aus (5):

) (2) ( (2) (2
— Spur(Pyyss Piyss) = Slamam — by by — i) o2 — dldl)y —
— 2(all) al — BB — el B — Al aly 4- 32068 8% - 4t al
w Yyy T Yoy wir byy i yy “\Vak 4k T 4k 4k)-

b) Flir einen nichtpolarisierten Teilchenstrom vereinfacht sich die Polari-
sations-Matrix zu

Py (la- L p. /»,,,,I

g

(~ deutet die Proportionalitat an).
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Wenn wir uns auf diesen speziellen Iall beschrdnken und die Beziehungen

Spur(g,_gl)2 = Spur (_§, ?2)2 =2,
Spur (32)(3;2) = Spur(g";l)z(g;_,)(g, _:) = 2 cos?,

Spur(§,81)2(§,g;)'~’ = S‘}')ur(-b?;,)(g",—(;;)ﬁ(:‘;,a) = 1 4 cos®d

benutzen, ergibt sich fiir die Spur aus (6) folgender Ausdruck:

»

— Spur(Pp,Q0 P,,0) ~ 48 <2 (1 -+ -;, swsmm) .
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IMPRASTIEREA PARTICULELOR CU SPINUIL UNU
INTR-UN CIMP CENTRAL

(Rezumat)

Tn lucrare se studiaza imprastierea eclasticd a particulelor cu spinul unu i cu masa de repaus
diferitd de zero, intr-un cimp central pseudoscalar gi intr-un cimp coulombian. Se stabilesc sectiunile
eficace diferentiale in functie de impulsul initial si final, $i de parametrii de polarizare ai starii initiale
si finale.

PACCESIHHME YACTHL C EJUMHHUYHDBIM CITHHOM B IIEHTPAJIBHOM TTOTE

(Peswowe)

ABTOPAMI H3YNElO pacCesHie YacTiil ¢ eIHHHUHBIM CIHHOM H C DABIHUHON OT HYJs MAcCOR LuKos
B UEHTPAJLHOM IICeB/OCKANSIPHOM 11071€ It B KYJOHOBCKOM noge. YceranosaeHsl spdekTunrbte 1nddepen-

lHHadbHble CEYEHHS B 3aBHCHMOCTH OT HAYAILHOTO M KOHEYHOrO HMITVILCA H OT [NOJISIPH3ALHOHHBIX Tapa-
METPOB H4AUAJBHOIO H KOHEYHOI'G COCTOsHIA.






SPECTRELE DI ABSORBTIE IN INFRAROSU. ANALIZA TERMOGRAVI-
METRICA $ICONDUCTIBILITATEA ELECTRICA A SISTEMULUIV,0 ;- As,0,

de

L. STANESCU, S, GOCAN, I. ARDELEAN si ST. MAN

Lucrarea se incadreazi in studiul sistematic consacrat unor sticle semiconduc-
toare pe baza de V,04[1, 2, 3, 4], urmind s& fie extinsd prin introducerea unui al
treilea component oxidic.

In literaturd nu existd nici un fel de date structurale si electrice privind sistemul
V,0,— As,0,.

Lucrarea este dedicatd atit clarificarii unor probleme de naturid principiald
(conductibilitatea electrica in sticle), ¢it si unor eventuale aplicafii practice (confec-
fionarea de  termistori).

Partea experimentali. 1. Prepararea probelor. Pentru prepararea probelor am
folosit produsi de puritate p.a. care au fost topifi in creuzete de cuart.

In tabelul 1 este redatd compozitia probelor exprimati in procente molare.

Tabel 1
Nr. probelor 1 2 3 4 5 6 7 8
Vo0, mol °) 98 95 90 80 70 60 50 40
As,()y mol v 2 5 10 20 30 40 50 60

2. Studiul spectreloy de absorbfic in infrarosi. Pentru obfinerea spectrelor s-a
folosit specetrograful UR—10 si tehnica pastei in nujol.

Benzile caracteristice ale spectrului de absorbtie pentru V,0; sint analizate
in alte lucrari (3, 6].

In fig. 1 reddm spectrul de absorbtie in IR al As,O,.

Se constata un maxim de absorbtie puternic avind doud picuri situate respec-
tiv la 820 em ' si 920 em! si un  maxim  mai putin  intens situat
la 1240 cm -1 In domeniul frecventelor joase spectrul posedd benzi de in-
tensitate mult mai slabd. Astfel este cazul benzii de la 600 cm 1. Spectral mai
posedd benzi corespunzidtoare probabil vibratiilor de deformare la frecvenid joasa.
tiste cazul benzii de intensitate slabd cu doud maxime situate la 450 cm 1 si 475 cm L.

6 -+ Mathematica—Physica 2 1969
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Pe masura adausului de As,O, la V,0, este influentatd mai ales banda de la
1020 em T a V,0;, care la concentratii mai mari de As,Oy dispare. Disparitia acestut

maxim este legata de formarea unei faze cu aspect net sticlos.
In fig. 2, spectrul ur. 2, cu 50“(, As,O, corespunde formarii fazei vitroase. lLa

500, As,O5 aspectul sticlos este si mai accentuat (spectrul nr. 3}

400 50 600 700 800 1000 1200 cmt

- . , TR T

{

I I S B B, gy

/"‘—‘""‘"’—‘r
\\\
\

J———

Absorblia
]
\4
4’______'—’_“
|
7

\ / \ / 1As,05
Tig 1.
40 500 600 700 800 1000 2o cm!
/NMN { B B
L L é(/ﬂ S,
1/ s Y
4 T I RN W e} =
] < \ ¥y
T*l 1)
2
5 4
3 . -
: A
1,05 0% - 4,0, 10% s
2V, 05 70% - An, 03.30°% h% Dt
3305 50% A5, 05 30% A

o

Fig 2.



SPECTRELE DE ABSORBTIE IN INFRAROSU 83

D

Se constata ¢d formarea de sticle este insotitd de o uniformizare a absorbtiei
in urma atenudrii caracterului eristalin al probelor.

3. Studrul termogravimetric. Analiza termogravimetricd s-a facut cu ajutorul
unui_,, Derivatograph” tvp OD- 101 (PPE—676).

In fig. 3 reddm cantitatea de oxigen in miligrane, absorbitd la topirea probelor
din sistemul V,0;— As,04 raportatid la un gram de substanti in functie de compo-
zitia componentelor {57

Se constatd ca o da- myly
td cu formarea fazel vi-
troase nu se mai pune a4
in evidentd absorbtia de
oxigen la topire. In faza .
vitroasd sistemud nu pre- a8 \
zintd nestoechiometrie in .
raport cuoxigenul. Acest
fapt interesant este in &2
foarte bun acord cu ob-
servatialui B. T. K ol o-
mict st . Naza- G
rova, (71 dupdcare in
fazasticloasd deAs,SeTe,

nu  existd conductibili- 0 . : ° —

ate de s 0 0 2 30 40 50 80 mol% Asz0s

tate ,%1(, impuritati. - |7 o % £0 % 0 moi% b
Fot asa, in cazul

unor sticle semiconduc- Pig 3.

“

toare de tipul V,0; —
P,0, RO, conductibilitatea este de asemenea de tip intrinsec '8°

Tinind cont de rezultatele analizel termogravimetrice, conform cireia nu avem
nestoechiometrie in raport cu oxigenul, nu vom avea nici donori reprezentati de
V4% sau vacante de oxigen in cantitifi decelabile termogravimetric care reprezintid
centrele de absorbtie a oxigenului la topire (37

4. Ntudiul recistentel electrice bn funciic de temperalurd. Masuritorile s-au facut
folosind instalatia si metodica deserisa in lucrarea 1

In fig. 4 este redata dependenta log R = f(1 T).

Ne constata ¢a toate probele prezintd o dependentd de forma exponentiala.
Dreptele semilogaritmice posedd o panta constanta. Se constatd ¢d pe masura adau-
sulut de As,0; panta dreptelor semilogaritmice creste, cu cresterea concomitentd si
a rezistentel clectrice.

Acest fapt este ilustrat mai bine in fig. 3 unde redam dependenta cnergiet de
activare a conductibilitdfii in functic de compozitia sistemului.

Se constata ca ineepind de la cea 307, As,0, energia de activare variaza pufin.
Nintem tocmai in domeniul unde analiza termogravimetrici nu prezinti nc;\‘toccln&)-
metrie in raport cu oxigenul. Incepind cu concentratia amintita mai sus s-a pus in
evidenta, dupd cum am mai amintit, formarea de fazd vitroasd, caracterizata si
printr-un spectru IR mai pugin bogat in benzi de absorbtie.

S-a mat amintit in cadrul analizel termogravimetrice ¢ domeniul cuprins intre
309, As,0y sl 60Y As,0p — fazd vitroasid — trebuie sa posede o umduct.ibilita.tc de
tip intrinsec. Acest fapt este sprijinit atit de energia de activare mare si cvasicons-
tantd in acest domeniu cit si de rezistentele electrice mari ale probelor.
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Tinind cont de datele electrice, analiza termogravimetrica stode conceptia
generald dupa care sticlele posedd doar conductibilitate proprie ‘97, putem admite

ca ¢l in cazul sticlelor din sistemul V7,0, As,0, studiat de noi, conductibilitatea
este de asemenca de tip intrinsce.

o5

03
s

af

T R

I'ig. 5.

8
Sl

Aspectul aproape perfect liniar al dreptelor semilogaritmice $i valorile energiilor
de activare in domeniul fazelor sticloase prezinta interes in ceca ce priveste posi-
bilitatea confectiondrii de termistori.

Coneluzii. In sistemul semiconductor V,0;-—As,04 s-a pus in evidenta forma-
rea  unor sticle semiconductoare in intervalul 300, — 60 2 As,0, caracte-
rizate prin spectre IR putin bogate In benzi, lipsa nestoechiometriei in raport cu
oxigenul, sl energia de activare a conductibilitatii mai mare decit a celorlalte com-
pozitii nesticloase. Energia de activare a conductibilitatii peutru fazele sticloase
depinde putin de compozitie. Variajia cu compozitia a energiel de activare are un
mers antibat comparativ cu variafia nestoechiometriei in raport cu oxigenul in
functie de compozitie, determinatdd pe cale termogravimetricd. Acest Idpt este In
acord cu datele experimentale in general cunoscute la semiconductori, dupd care o
nestoechiometrie mare duce la energii de activare mici 81 invers.

Lipsa de nestoechiometrie in raport cu oxigenul pusi in evidenia la fazele sti-
cloase cit si variafia energiel de activare ¢i  a rezistentei electrice pentru aceste
faze, ne permit sd tragem concluzia ¢i fazele sticloase posedi o conductibilitate
de tip intrinsec.
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COEKTPLI TIONTOUIEHHS B HMHOPAKPACHOI OBJIACTH., TEPMOIPABHUMETPHYECKHIT
AHATHS 1 3AEKTPOMPOBOIHOCTDL CHCTEMDBL
V,0,—As,0,

(Pesiowve)

Asroput upoanaausiiposant HUC Crektpsl HEKOTOPEIX  00DA3IoB NOJIVIPOBOIHHKOBOH CHCTCM!
Vo0, AsyOy, BLISIBISS 00DA3oBaHe CTERIANNLIY s,

TepuorpasiyMeTpHYecKitil  anaTn3  VKISHBACT  Hd  OTCVTCTBHE  HeCTEXHOMETPHH N0 OTHOWEHHID K
KHCTOPOAY U1 CTeKJSTHHBIX (had.

DACKTPHULCKOE CONPOTHRIPHIE 00D OB NOBBLIAETC N0 Mepe npuOastends  As,(y a 3neprust
AKTHBA L HMeeT KBAZHINCTOIHHOe AHaeHe B o0JlacTH  CTeKDIHHbIX  das.

ABTOPSL CUHTAIRT, UTO 1oJdvdelnbie Tiakdy o0pazon ¢réraa (vescly 309 # 60%, As,0,) umewor
APOBOUINOCTL CORCTBEHHOTD THIA.

INFRARED ABSORBTION SPECTRA, THERMOGRAVIMETRIC ANALYSIS AND ELECTRICAL
CONDUCTIVITY POWELR OF THE \V,0, — As,0, SYSTEM

(Sumitary

I. R. spectra of some samples from V,0; —As,0p semiconductor system were analysed makitg
evident glassy phases formation.

Thermogravimetric analvsis indicates lacking of nonstoichiometry in comparison with oxygen
for glassy phases.

The electrical resistance of the samples increases with adding As,0, and the activation energy
presents a quasy plateau region in the domain of glassy phases.

The glass obtained in this way (between 309 - 609, Az,0, 1 is considered to present an intrinsic
type conductivity power.



E.S.R. SPECTRUM OF Mn2™ IN (NH,),Cdy(SO,); - nH,0

hy
GH. CRISTEA and \. DARABONT

Cadmium and ammonium double sulphate (NH,),Cdy(S0,), is a compound
which attracted the attention of researchers esspecially by its ferroelectric proper-
ties. The transition temperature of the paraelectric phase to that of the ferroelectric
one is -—184°C 1]

In 1962 Tatzuzaki 1] published a partial study on ESR spectrum of Mn2*
in (NH)Cdy(R0O,);. In the following, we will present some ESR measurements on
the same system.

Our measurements were carried out on single crystal samples obtained by eva-
poration from watery solution to which a small amount of MnSO, was added as impu-
rities. The crystalization process took place at room temperature and the average
sizes of the crystals were about 10 mm. We note that in [1] the growth of the crys-
tals was done at 83°C, which probably increased the growth rate.

The crystal symmetry of the (NH,),Cd,(SO,), is cubic, being described by space
group T (3C,, 4C,) [1, 2, 3].

In the cadmium and ammonium double sulphate lattice, Mn®" ions have the
possibility to substitute both cadmium as well as ammonium ions. These two sites
are magnetically unequivalent and this fact can be noticed in the SR spectrum by
the appearance of several lines (in the middle of the spectrum) which makes pattern
analvais difficult.

Despite the above, it results clearly from the intensity ratio of lines, originated
in unequivalent ions, that we can conclude that the substitution goes on preferentially
for a certain kind of sites. We suppose that the ammonium ions are substituted
with a higher probability owing to the their bigger sizes.

The spectrum was drawn up at room temperature in the X band. The crystal
orientation was made up roughly with the help of a two circles goniometer and
then in the resonant cavity.

From the angular dependence of the spectrum we found that the symmetry
of the close vecinity of Mn27T is an axial one. As in Tatzuzaki’s paper the symmetry
axis of crystalline field is chosen along the direction [111] of the system %, « T con-
nected with the cubic axis of the crystal.
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The spin Hamiltonian used for the spectrum interpretation is the common one
for S state ions 4.

H o= g8H-N - DS - ji_,s(» 1)J,
(1) (l)a Stest s Lss e n@se o3s 1}J +
d

L85 ST B0 5(s 1 18T 2387 GS(S - 1) 4 88YS = 120 - AN

180
where the z direction is parallel to the ¢ axis of the trigonal crystalline field. In
order to evaluate the energetic levels of the ions, as well as that of the resonant
fields then Hamiltonian (1) 1s expressed in the same frame system, it is diagonalized
and then the theory of perturbation is used [57. The values of resonant fields, in the
third order approximation, and I 'z are [6.

[IMM — [[1) o 1)(2‘1[ 1) — ]\'(“ T [) — AMm —

— Lr (1) ot b m(2M — 1) ] -
2H, '

S A T @M 1y m(SE S BME 30— 2)T
) ]

212

AL L )2 1) (S S = M M )]

where K = —4/3, 5/3, 0, —5/3, 4.3 for M = =572, 372, +1/2, —12 =372
and the rest of parameters have the usual significance. The parameter values of
the spectrum determined by us arc:

D) = (264 - 2) Gs 41 = (88 - 2) Gs
o —F) = (3-34-12) Gs ¢ = 1 - 9988 + 0.0004

We succeeded to establish only the relative sign of parameters, namely sign . ==
== sign D = --sign {a — F).

We must note that the D value, determined by us differs very much from that
reported in [1]. We consider that the crror came as a result of a wrong orientation
of the crystal, thus the spectrum had no maximum extension. This is proved by
good agreement between the caleulated values of the resonance fields and those
experimentally measured.

Fine structure Hyperfine structure (1/2, —1/2)
M M — 1 A a0(Gs) AH peag(Gs) m, m — 1 AHcae(Gs) AHpge,(06s)
3/2 514 510 93 94
1/2 531 529 /2, 90 90
—1/2, 534 538 1/2, 88 88
—3;2 522 525 372, 85 87
5/2 83 84
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As it may be scen in the tables, the agreement is satisfactory, that is
they are within the experimental error limits of calculation of the magnetic field
+ 2 Gs.

According to the author’s statement 17 he did not succeed to identify in the
spectrum only the extreme lines with the help of which he determined certain pa-
rameters of the spectrum. This, probably, because at a temperature of 83°C, during
the growth of single crystals, the Mn?* ions did not occupy a preferential site of
ammonium and thus all the lines of the spectrum have approximately the same in-
tensity.

We succeeded to identify all the lines of the spectrum obtained from one of
unequivalent sites (NH;y ), and to determine correctly the values of the paramc-
ters of EPR spectrum.

The undiscussed lines, which have much less intensity are attributed by us
to Mn?* ions of a second type (which substitute cadmium) although it would be
possible in 0 5= 0 for forbidden transitions also to appear.
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SPECTRUL RES AT, Mn2+ IN (NH,1.Cd,(50,), » 1 H,0

(Rezumat)

S-a studiat spectrul de rezonantd electronicd de spin al fonulni Mn?+ in (NI,),Cd,(80,}, - n H,O
in fazi cubicd, la temperatura camerei. S-a constatat cd ionul de mangan ocupi doud pozitii cu vecina-
tati diferite, din care una in mod preferential. Spectrul jonului Mn?* care ocupid locurile cationului
(NH,)* este descris satisficitor de catre Hamiltonianul de spin corespunzator unui cimp cristalin axial,
cu constantele pentru Mijjz: [D] == 264 4 2 Gs, 1Al = 88 42 Gs, g — f] =3 -2 Gs g1 g = 19988 -
- 0,0004. Meritd remarcat faptul cd valoarea 1ui D determinatd de noi diferd mult de cea raportatd
in 1.

3MP CHEKTP HOHA Mn®* B (NH,),Cd,(SOy), nH,0

(Peswoxe)

Aptopnt usyuanu 3P cnextp nona Mn?t B (NH,),Cdy(S0,), - nH,0 B ky6uueckoir dasze, npH Ko-
HATHO} TeMreparype. YCTAHOB/IHO, YTO HOH MAPraHia 38HHMACT 1BA HOJOKEHHS C DA3THUHLIM OKDy-
JKEHHEM, H3 KOTOPhIX O1MO ABJAACTCH INPEANOUTHTEIbIbIM.

Criextp #ona M}™, sawuyawouero secra katona NH,', y0BIeTBOPHTENbHO ONHCAH CIHHOBBIM
FaMHABLTOHHAHOM, COOTBETCTBYIOULHM OCEBOMY KPHCTANJIHUYECKOMY ITOMIO CO CJe1YIOMHMH JTOCTOS HHBINK
npu H||Z: |D| = 264 -1 2G, |4] = 88 £ 26, |a — f| = 3 £ 26, n g = 1,9988 -t 0,0004.

Caenyer OTMETHTB, UTO OlpeleTéniioe HaMil 3nadedile D 3aMeTHO Pazauvaercd of onyGadKopai-
woro B {1].







FLECTRICAIL RESISTIVITY OF BINARY ALLOYS WITH
TRANSITION METALS (I) CLASSICAL THEORY

by
M. CRISAN

I. Introduetion. Pop and Stetiu’s experimental investigations [1 — 2]
pointed out that alloys of transition metals of the Ni—Fe, Ni—DPd, Pd—Co type
have for the resistivity a behaviour of the form:

g o gl == anz) (n

v

where g, 1s the resistivity of the host metal "a’” is a coustant with the same value
for these allovs, and “nt” is the clectronic concentration caused by the impurities.
The aim of this work is to explain the behaviour of these alloys within the frame of
the hand model using the classical method, that is Boltzman’s ecuation. Analysing
the magnetic behaviour of transition metals Mottt 3, Hascegawa, Wakon
and Yamashita 4 correlated the transport properties with magnetic proper-
ties which shows the remarkable role of d-electrons in the transport properties.

2. The interaction model. For a pure transition metal the realisation of a s — d”
interaction is expressed by the probability ;. If an impurity is introduced a supli-
mentary scattering appears between the s-electrons of the alloving metal and d-
electrons of the host metal which is expressed by the probability 7).

It seems interesting that one must not take into account the scattering between
s-electrons of host metal and x-electrons of the alloving metal but in 27 P o p and
Stetiushow, that relation (1) is valuable for Co-Cualloys, too, and in the follow-
ing we shall neglect this interaction. If we note with P, the scattering proba-
bility of s-electrons with phonons, the total probabilitv has the form:

PPyt Dyt P (Py = D) 4 (2)

where the scattering with the thermal motion of the impurities has been neglected (37
3. The eleetrical resistivity for a pure transition metal. The distribution function
of electrons in the presence of the interactions can be written like this:
;38
. 0 adf & .
\//': o ~/ 3 (Dk o (\;)
dky
where fy is the free distribution function and @, is a perturbation.
Bolzman’s ecuation in the integral form can be written

N(E)= Sdh O - OF) Py (4)
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where X7 n is the operator depending on the external field and P77 is the proba-

bility of [ % — & transition. If the entropy of the scattering is defined by :
Se=—k\ (g, =+ (1 — fin(l — fk)]dk (3)

. . . . . ds .
we cet immediately for the production of the entropy — the expression:
dt

5 1 .
LA “’—S (b — O PR mdkdl (©6)
dt |, OKT? -
- . . . ds .
The production of the macroscopic entropy a—f is expressed by
at |m
dS 2 Jt -
S (7)
dt 1y 1

where 3 1s the electrical resistivity and J is the electrical current:

fk

* k

/ - S ‘)vk(l) 17: (8)

After a stationar condition is required we get for g”’ the following value:

tv

)

—1—55 = WP Ay
i

S (I) -
Ly,

=, P>
ST — 10
{0, X(I=1)0p (10)

This expression can be written :

where :

,),.o i TR
(=, X(E = b =3 — {Secbt, S d/c} {J-‘i} (11)

Jr, 2<3h

R being the Fermi sphere radius and S the value of this surface.
Thc N-electron-electron scattering doesn’t give a contribution to electrical

resistivity but the U-process gives in the s — d’’ scattering a contribution of the
form:
et RV, — 174)2 K2T?
< (D, Z)(I) Theommo— ¢ ("I'\— Ib Id) - 2 (12)
18 Vbt g ¥y L
where

- =
®, == 17,7 and the scattering is described by

. : >y
—I—)_ - o — -y il ld)?v/”/\-’

U e (13)

¢

-

- - —

K’g — X_, K ]x> =N, —g=1ygq
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In the following lines we shall apply this method to the calculation of the resitivity
of alloys. The results will be compared with the experimental values.
4. The resistivity of the alloy. If the total probability P expressed by (2] is
substituted in (10) the resistivity of the alloy, g, can be written:
<@ Py 4 Pj 4 cP(Py -+ PAYD>

- 15
" {< o NE=Do oy (15)

we obtain for g, the following value:

b

fa = poll -+ ca) (16)
were ,,a’’ 1s:
e (RY[(1, — V\2 K272 -
a=<®, P,P)=-—— L)_v_.__ﬁ ‘2 (17)
161, E, L ¢ Iy P2

N R . [ - . .
The value — can be obtained from }{—: 08141/, where 7, is the ecrane radius,
q ¢

and for the transition metals is 1—1,5 and E, =~ E.

If the proportion V, and ¥, is expressed by 17, = 10 }3 we obtain for ’a”
the value a = 0,021.

This constant can be calculated from [2] and we get ¢ = 0,022 in accordance
with the theoretical calculation.

5. Conclusions. From the supposed model and the concordance between the
theoretical and experimental results we arrived at the couclusion that the impuri-
ties have a special role in the s — 4"’ process through the change of the concentra-
tion of s electrons.

It is necessary to treat this problem using the second quantization method in
order to obtain a complete description of the s — d” interaction.

The author wishes to express his thanks to Dr. Tuliu Pop for the helpful discus-
sions.
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REZISTIVITATEA ELECTRICA A ALTAJELOR BINARI CU METALL DI TRANZITIE (I)
Teoria clasicd

(Rezumat)

Se studiazid teoretic comportarea rezistivititii unui aliaj al metalelor de tranzitie.
Relatia ¢ = ¢o{1 -+ an7) gisitd experimental este dedusd. iar pentru constanta ,,a se gisecste o
buni concordantd cu valoarea caleulatd din lucrdrile experimentale.
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YAEABHOE 3JIEKTPHYUYECKOE COINPOTHBJIEHHWE JABOMHbBIX CIVIABOB TNEPEXOAHDLIX
METAJIVIOB (1)
Kaaccudeckas meopus

(Pesome)

Teopeﬂmem\'n H3YUAeTCsT HOBeleHHE Y1€IhHOro JeKTPHUYECKOro COMPOTHBJACHHS CI1aBa nepexol-
HbIX METATJ0B.

ABT()[)O.\I 6b1.10 ITOJIYUEHO TeOPETHYeCKH COOTHOLIEHHE, C [TOMOLLIBIO KOTOPOro HHTEDPNpPeTHpYeTCHd
SKCIEPHMEHTANbHO COOTHOLEHHEe ¢ = pu(lff {171‘.‘), panee YCTAHUBICHHOE ADYVIHMH aBTODaMH.



THE EXYPLICIT FORM OF THE FULER ROTATION FOR THE
EQUIVALENT OPERATORS
by

AL, NICULAL S. L FARCAS and MARLENE PALADI

Introduction. It is known that the usual method used in describing the TSR
spectra of the paramagnetic ions in crystals is the spin Hamiltonian method. n
order to explain the crystalline field effect on the paramagnetic ions the ground
state of which 15515, in the spin Hamiltonian the polynomials in 5--the spin ope-
rator — has been introduced. These are submitted to that law of svmmetry like
the crystalline field neighbouring the paramagnetic ions.

These extra terms (), from the spin Hamiltonian are named “The crystal
fiecld operators” or “The equivalent operators” 1]

In the spin Hamiltonian the equivalent operators which reflect the cubic
symmetry, are defined in the cubic axis frame and the axial or lower terms are
defined in the axis system of distorsion (for. ex. 12 and [3).

In order to describe the energy levels of the paramagnetic ions we must make
a Lulerian rotation of one svstem to another svstem and the corresponding trans-
formation of the equivalent operators.

A general expression for such transformations is given by Baker and
Williams ‘47 but the authors did not turn the 0 operators. They rotated the
& operator which are proportional with the first. Vinokurov, Zaripov
and Stepanov 53 gave the transformations of 0} in an explicit form in the
case when x, % arc arbitrary and vy == 0.

In our paper we give out a general expression for the travsformations of the
equivalent operators starting from the definition of the rotation operator given
by Rose 6. Such a transformation has been obtained by V. L upei, A Lupeti
and I. Ursu 7 starting from the definition of the rotation operator given in 87
The difference between our transformation and that from (7 is according to the
difference between the definitions of the rotation operators.

Further we apply this transformation and obtain the explicit expressions for
the rotation of the equivalent operators used in the interpretation of the ESR spee-
tra.
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Theory. Starting from the expression of the 0 7 operators, by means of the
rotation operator D(x, 3, v) given by Rose, we obtained the transformation relations

forthe 0  operators :

(D{=, &, y)O) = ]J‘" (—)"dun(- —B)O0; cos mx -

”
- Z — (=)= (i,,';”,,,( —B) cos (m'y - ma) -+ dy. w(—B)

-
w1k "

2 cos (m'y = o) O e (=) do(— B) sin (m'y - mw) - dol (B @
wsin(m'y — mz) J(0))*) (1)

where
Aol n(8) = T(n = m) ' — ) o0 o) o )

rj 2nameoem’ -0 B mom 2
(cos ; ' ( —sin T;)
. 2 )
<3 () _ ) (@)
(3 — ¢

- e TV e e (T e )

In our calculations we used the (OI:")* operators the matrix clements of which are
aelated to those of the O, operators by the relations [77 (for m = 0).

< I m (O] > = Fi <! - mOy] ~ 3)
In (1) the coeficients E) are given by following relation
i o
o 1 = (30 == o) ] .
Ip = S —— (4)

cr 2)1 (e — o) !

where the () are the numerical factors of the ILegendre polyvnomials.

The expressions for these transformations of the O] operators describing the
cubic, hexagonal, trigonal, tetragonal and orthorombic crystalline field have been
calculated using (1). These expressions are:

; I ES = o o L
0} —» iy (Bcos* B — 1) 0% — P V6 sin 8 cos B Olcos v -+ O sin )7 -

MY

6 C vou . N
- \/ sin?f [O%cos 2y 0% sin2y’
6 ED L
0} —» ,:h 2\/ sin B cos B Ofcos 7 -+ = —sin 3 cos B{0fcos (v + a) +
12§ 12 T

e

ey

+O03*sin(a -+ )~ = sinficos8 Ofcos(2y - ) - 03*sin (2y 4+ )]

0?2 3 e ,
03 — L“\/ sin®B0%cos 2a -+ —“sin 8 cos B Olcos (v + 22) -
[ 1
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21 (cost 1 1008 2y 4 a) + O3Fsin 2 (v + «)]
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03— Bl (35 cos?B — 30 cos® B + 3)09 Z \/ sin 2eos B(7cos?p — 3) ¥

£ s B
[Oos ~ 4 OY¥gin ~ 7 - ]‘4)\/—1-(—) S R(T ne? D T0%c0s 2v + O%**sin 2+
X {0cos vy -+ O¥siny | - ey Sin B(7 cos’B — 1){03¢cos 2v + Of*sin 2y ]—
4
E5N/35 14470
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33 cos?P — 30 cos? B + 5)[0f cosy -+ O* siny] +
e

F"\/IOS

pan sin? 8 (33 cos*B — 18 cos? B + 1) - [Of cos 2y + O* sin2y] —

+

— IEE!%O—% sin® 8 cos B (11 cos? § — 3){0F cos® y + OF* sin 3y] +

@msin“ B (11 cos® B — 1)[0% cos 4y -+ Og* sin 4y] — ks 3!” sin’f cos B X

E{ 80 E§

_+_
X [0% cos 5y + Of* sin 5y] + —w°—-——~sm6 B [08 cos 6y - 0%* sin 6y]

0; — IL:TO\/;ES sin? B (33 cos*B — 18 cos? B + 1) O cos 2o + ;__531_1(_0 sin B cos B X
X (99 cos?B — 102cos? B + 19) [0} cos (v -+ 2x) - Of* sin (y + 2a)] +
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£23V55 . ) :
+ L“ 2 sin®B (cos? B 4 1) « [0% cos 2 (3y -+ a) + 08% sin 2 (3¢ + a)].
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4+ O%* sin 2(y -+ 30) ] + sin® B cos B(cos? B + 3)[0f cos 3(y + 2a) +

-0 sin 3(y + 24)] + };’E % sin?p(cos? 8 4 6 cos* B 4 1)[0f cos 2(2y -+ 3u) +
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wvhere :
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1 Viz Vs Vios ¥ 13

CRRLE Y /20 g 84 /=
- \/Tﬁé\ ERE 3\/74\/ 1% a7 Vs
L§ = \’/331\/i:5

The expressions (5) are given for any =, % and v unlike [3] where v = 0. As
we see (5) does not contain the imaginary cocficents, they being included (0;)*.
We outline the fact that for particular values of o, § and y it may be obtained
epual or equivalent results to those from the literature (for. ex. [7], 19], [10]).
Therefore (1) is more convenient for the certain transformations, obtaiuing atter
the transformation not the whole number of OF operators, but only some. To illus-

. . . . ™
trate this idea we choose a simple example. Take o = arbitrary, § = — and v = 0.
The expression of O operator given in 117 and 127 takes, after the Luler trans-
formation, the form:

1 , 1. . , 3 o i .
0% > — —cos 320} + — 7 sin 3207 — ~c0s3x0% 4 —sin 3x 04 (6)
4 4 4 - ) 4 4 4 8 4
B L
while using (5) we obtain:

0§ — — % {OLcos 3 + O* sin 3] — % [0Fcos 3z 4 0%* sin G« ] (7}
Iu (8) appear O}, 03, 0% and O} and in (7) oaly O} and 0} The matrix elements
of (Oh)* and (03)}* can be rapidly calculated by means of (3).

Finally, we remind that (5) can be used and in the case when all the terms
of the spin Hamiltonian are defined in the same svstem, but the electronic Zecman
term is much greater than the other terms. In this case the spin Hamiltonian is
rewritten into a new svstem in which the Zeeman term becomes diagonal. Theun
in (3) 8 is the azimuthal angle of the external magnetic field, « the polar angle and
v =0,
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FORMA EXPLICITA A ROTATILOR EULER A OPLERATORILOR LCHIVALENTI

(Rezumat)

Folosind operatorul de rotatie difinit de Rose, autorii dau formulele explicite de transformare a
operatorilor ()': in urma unei rotatii Euler generale.
Cu aceastit metodit in rotatiile de transformare nu apar coeficienti imaginari ca ¢i in relatiile lni Vi-
nokurov, Zaripovsgi Stepanov.

SBHASL ®OPMA 3WIEPOBBIX BPAILEHHIT 2KBHBAJTEHTHDBIX OINEPATOPOB

(Pezwne)

Hcnoabayst onepaTtop Bpailenis, onpeieaéuneii Poses, apTophi Aai0T siBHbIE (QOpPMyJ/bl NpeBpaie-
nun oneparopos O] pesesicTsHe o0niero 3ilieposoro Bpautens.

Tprversan Aanublil MeTO1, BO BPALLEHHAN [PEBPaleHHs MIiMbie KO3(D(QHUHEHTH He NOSBISIOTCS
Kak B cooTnomennax Bunoxyvpoea, Japunosa it Cienanona.






MODIFICAREA PERMITIVITATII DIELECTRICE A UNOR
ACIZI ORGANICI IN CIMP ULTRASONIC

de
D. AUSLANDER, EMILIA CONSTANTIN., AURELIA CIUPE

Cercetarile efectuate cu privire la actiunea ultrasunetelor asupra unor lichide
pure, respectiv amestecuri binare [17, [2], [3], [4], au pus In evidentd variatii
ale constantei dielectrice In cazul structurilor caracterizate prin legituri de hidrogen.

Comportarea diferentiatd a lichidelor a condus la explicatia efectului prin
interventia cimpului ultrasonic asupra energiei potentiale de interactiune dintre
molecule.

Lucrarea prezentatd urmdreste extinderea cercetirilor asupra altor lichide ce
prezintd asocieri moleculare: acidul acetic, acidul butiric, acidul oleic.

Procedeul experimental. Masurarea permitivitatii s-a efectuat la frecventa de
7 MHz cu un DK-metru ,,Ochme” previzut cu condensator plan, plicile fiind ase-
zate paralel fatd de directia de propagare a fasciculului ultrasonic obtinut de la un
generator de frecventd 1 MHz, tip ,,Tesla”.

Variatia efectului cu temperatura s-a urmarit pentru un domeniu cuprins intre
13°C si 40°C in conditii de termostatare.

Determinarile, Incepute inainte de ultrasonare, au continuat sub acfiunea cimm-
pului ultrasonic pind la obtinerea efectului limitd, care a avut loc in mai putin de
5 minute,

In acest interval de timp, valorile permitivitatii dielectrice au fost urmdirite
la inceput din 10 in 10 secunde, apoi din 30 in 30 secunde si in sfirsit din minut in
minut.

S-a urmdrit de asemenea revenirea permitivititii dielectrice la valoarea ini-
tiald, dupd incetarea actiunii ultrasunetelor.

Rezultate experimentale. Din datele obtinute se constatd variatia permitivita-
tii acizilor studiati in urma ultrasondrii, in functic de temperaturd, timp de ex-
punere in cimp i felul lichidului.

Efectul dat prin As = =z, — ¢,, unde ¢; reprezintd permitivitatea acidului res-
pectiv in lipsa cimpului si ¢, valoarea acestuia dupd diferite durate de ultrasonare
pentru aceeasi temperaturd, aratd sistematic o scddere a permitivitdtii.

Dupa cum se vede din fig. 1, reprezentind rezultatele obyinute pentru acidul
acetic, mirimea A creste brusc, printr-un salt liniar in primele 30 de secunde, pentru
ca apoi dupi o variafie curbilinie si devind constantd, independentad de continuarea
ultrasondrii.
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Fig 1. Variatia lui Az in functic de timpul de uitrasonare la acidul acetic.

I.a temperaturi diferite se obtin curbe analoge, marimea efectului variind in
senus invers cu temperatura. Se mai poate constata de asemenca, atit la acidul ace-
tic cit si la cel butiric si oleic din fig. 2 si 3, diferente in privinta pantei semnalate
din prima perioadd a ultrasoudrii, corespunzind saltului efectului. Astfel, panta
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Fig 2 Variatia lui Ae in functie de timpul de ultrasonare la acidul butiric,
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¥ig 3. Variatia lui Ae¢ in functie de timpul de ultrasonare la acidul oleic.

este cu atit mai mare cu cit temperatura este mai scazutd, variind totodata de la o
substantd la alta. Se poate observa o legdturd intre valoarea pantei si a palierului,
care decurge din insdsi forma curbelor de variatie a efectulul cu timpul de ultra-
sonare.

Valorile efectului maxim in functie de temperaturd pot fi comparate in fig. 4
pentru cei trei acizi.
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Fig 4. Agpy,y in functie de temperaturd la acidul ace-
tic, butiric si oleic.
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Se constatd o dependentd liniard la acidul oleic, diferitd de cazul celorlalti
dot acizi. Variatia marimii Ae,,,,. cu temperatura, are loc in acelasi sens pentru cele
trei substante; sub temperatura de 20°C procesul fiind cel mai accentuat la
acidul acetic urmat de acidul butiric si de acidul oleic; intre 20°C si 30°C ultimii
din acizi se inverseazd, 1ar intre 30°C s1 40°C acidul oleic se caracterizeazd prin cea
ntai pronuntatia scadere a efectului maxin.

Rezultatele obtinute pun in evidentd sciderea efectelor maxime prin mérirea
inertiei, o datd cu cresterea greutdtii moleculare; revenirea la valoarea initiald
dupa incetarea cimpului ultrasonic are loc brusc in timp foarte scurt in urma actiu-
nil agitatiei termice.

Interpretarea rezultatelor. Efectul ultrasunetelor asupra permitivititii di-
electrice se manifesta in acelasi sens cu cel al temperaturii, explicatia putind comporta
mai mulfi factori.

Energia interactiunii de orientare, si implicit permitivitatea dielectricd este
influentata de temperaturd [5] spre deosebire de polarizarea de deplasare. Tempe-
ratura poate actiona doar indirect asupra polarizarii ionice in méasura in care aceasta
este dependenta de cea de orientare datoritd deplasarii reciproce a nucleelor atomice
in urma orientdrii dipolilor.

In general la lichidele polare, prevaleazi contributia polatizirii de orientare
la constanta dielectricd fatd de cea de deformare.

Energia termicd se opune cimpului electric exterior prin stabilirea unei simetrii
medii de orientare a momentelor elementare, fird directii privilegiate.

ste foarte probabil ca si cimpul ultrasonic si actioneze in sensul unei orientari
impuse, insd diferitd, in conditiile noastre experimentale, de cea a cimpului electric.

Luind in considerare pe de altd parte caracterul acizilor studiati prin existenta
puniilor de hidrogen, trebuie subliniatd contribufia acestor legaturi la explicatia
fenomenului constatat.

Astfel in dimeri sub actiunea unui cimp electric exterior, pe linga rotatia mo-
leculel In jurul legiturii de hidrogen, care contribuie la scaderea permitivitatii, se
produce o deplasare a protonului de-a lungul legiturii de hidrogen, ceea ce duce la o
crestere mult mai pronuntatd a permitivitdtii decit orientarea [6].

Agitatia termicd prin distrugerea progresivd a legidturilor de hidrogen, tinde
sd anuleze cele doud efecte susamintite, rezultind in ansamblu o sciddere a permiti-
vitatii.

Ultrasunetele actioneazi probabil de asemenea prin desfacerea puntilor de hidro-
gen, dind nagtere totodatd la o stare de excitatie care nu permite refacerea lor.
Astfel devine evidentd variafia inversd a efectului cu temperatura, actiunea mani-
festindu-se asupra unui numir cu atit mai mare de legituri cu cit temperatura este
mai scizuta, stabilindu-se stiri de echilibru pentru fiecare valoare a temperaturii
dupd transmiterea unei anumite ecnergii ultrasonice. in acelasi sens pledeazd si
variatia pantelor partilor rectilinii cu temperatura.

Energia legidturii de hidrogen este suficient de micd; in cazul acidului acetic
de 7,6 k cal./mol.
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Mecanismul de desfacere a legdturii de hidrogen de cétre ultrasunete, pentru
acidul acetic de exemplu (7), se pare cd se produce in urmdtoarele doud etape:

O H—0 0
a. CH,—C7 NC—CH,Z2CH,—CZ
O < SR 0¥ NO - H oo )
Se—cH
/ - 3
H-O
0 0
b cx‘3~c< < 2CH,—C_
O—H oo O\\ O—H
JLe—cH,
H-O

Procesul de variatie a permitivitdatii cu timpul de ultrasonare, ¢: Az == f{f)
se poate descrie prin doud ecuatii. In prima parte este valabild relatia:

iar pentru partea in care curba trece de la dreaptd la palier:

Ac = at

unde ,,@’" si,,k” depind de natura lichidului si temperaturd, iar ,,»”" este o constanta
caracteristici lichidului, independentd de temperatura.

Tabel 1
a
Acid Temperatura “C
13 20 | 30 y 40
Acetic 0,103 0,075 ! 0,052 | 0,043
Butiric 0,071 0,053 0,042 -
Oleic 0,033 0,027 0,018 0,010

Valorile lui a si b date in tabelele 1 si 2 se obin din conditia f — 20, respectiv
din panta portiunii ascendente a curbei: Az = f (timp).

Tabel 2
b
Acid Temperatura “C
13 20 30 i 40
Acetic 0,03 0,03 0,03 0,03
Butiric 0,05 0,06 0,05 -
Oleic 0,07 0,07 0,07 0,05
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U8 D.

Constanta %, se obtine din datele experimentale cu ajutorul relatiei:

b log - ¢
Az
log
a

avind valorile cupriuse in tabelul 3.

Tabel 3

g K
: Acid Temperatura “C
} 13 [ 20 | 30 1 40
| Acetic 91,80 134,00 58.00 31,30
| Butiric 74,10 292 00 | 35,61 -
| Oleic 63,81 E 207,00 [ 138,00 | 71,00
1 |

Coneluzii

1. Permitivitatea dielectricd a acizilor acetic, butiric $i oleie, scade prin ultra-

sonare.

2. Valoarea efectului depinde de natura $i temperatura acidului ¢t de timpul

de ultrasonare.

3. Bfectul se explicd prin actiunea cimpului ultrasonic asupra energiei poten-

tiale de interactiune dintre molecule.
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JUIVIERKTPHYECKOIT TTPOHHIIAEMOCTH HEKOTOPLIX OPTAHHYECKHX
KHICTIOT B WILBTPA3BYKOBOM TIOJIE

(Pesiowme)

SMEHEHHE

B paGote n3yuaeTcsd M3MeHediie JIHIEKT)IMeCKOl MPOHHILIEMOCTH B CAyude YRCYCHOH, Macasiioi
ONERHOBOIT KHCIOT {101 JefiCTBHEM yabTPA3BYKOBOIO NOJAS ¢ uwacTotoit I wrru.
ABTOpEL OTMEMAIOT CHEAEHNE JAHMSKTPHUYECKON NPOHHUAEMOCTH JIO HOCTOHHHOIO 3HAYEHHS 3uale-

HHEM, 3aBHCSHLHM OT BpeMeHi 00paGOTKH YabTpassyKaMH, OT TeMilepaTypul il pola KHCAOTh. Oddexr
HACTOABKO GOIbIE, HACKOIBKU HIZKe TeMIeparypd KHAKOCTH H HACKOJNBKO MEHLUIe MOJEKYIAPHLIR Bec.
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OrMeyeHHoe siBieHie HHTEPIIPETHPYETCHA NMOCPEACTBOM BO3EHCTBHS, OKA3aHHOIO VAbTPA3BYVKOBLIM
f1071eM Ha NOTEHUHAJNBLHYIO 3HEPrHIO B3aUMOJAElCTBHSA MEZKAY MOJCKVIAMHU.

MODIFICATION DE LA PERMITTIVITE DIFLECTRIQUE
DE CERTAINS ACIDES ORCANIQUES DANS LII CHAMP DES ULTRASONS.

(Ré¢sumd)

Drans ce travail est ¢tudide la variation de la penmittivité didlectrique dans le cas des acides: acé-
tique, butyrique et oléique sous I'action du champ des ultrasons, de irégquence d’'l MHz.

Les auteurs constatent la diminution de la permittivité didlectrique jusqu’a une valeur constante
qui dépend du temps d'ultrasonorisation, de la température et de la nature de Uacide. L'effet en est d’au-
tant plus grand que la température du liquide est plus basse et que le poids mwléeulaire est plus
petit.

Le phienoméne mis en évidence est interprété par Vaction du champ ultrasonore sur !énergie
potentielle d’interaction entre les molécules.
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PROPRIETATILE MAGNETICE ALE COMPUSULUI
INTERMETALIC Gd,Co,,

de
IULIU POP, EMIL BURZO si V. I. TCHETCHERNIKOV

Compusul Gd,Co,, cristalizeazd in doud forme: romboedricd de tip ’1‘1'1._,7,3117
cit si hexagonald de tipul Th,Ni,, (1, 2, 3, 4], tipul refelei cristaline depinzind
de tratamentul termic efectuat. Forma romboedrma are grupa spatiali R3m. pa-
rametrii refelei in indici hexagonali fiind a = 8377 A, ¢ = 8,134 A, ’

Datele existente in literaturd, relativ la comportarea magneticd a acestul com-
pus [5, 6, 7] indicd o aliniere antiparaleld a momentelor magnetice ale atomilor de
cobalt si gadoliniu, fapt ce ii imprimd un caracter ferimagnetic. ) ,

Masurdtorile magnetice au fost efectuate in conditiile descrise anterior |8,
probele fiind inchise in ampule de cuarf sub un vid de 10 -* mm col Hg. Probele
au fost supuse unui tratament termic de omogenizare la 1000°K, timp de 50 ore.
Controlul facut cu ajutorul razelor X. indicd urme usoare de impuritdfi de cobalt
si CoGd. Microstructura studiatda cu ajuto-
rul microscopului metalografic (fig. 1) arati
cd proba este destul de omogeni.

Din studiul variatiel cu temperatura a
intensitatii de magnetizare (fig. 2.) in inter-
valul 96 — 1400°K, Ia cimpuri magnetice
situate intre 0,64 — 11,1 kOe, rezulti urmi-
toarele :

— existenta unui maxim, de la care va-
loarea 1ntensudt11 de magnetizare ncepe si
scada ;

pozitia acestui maxim al intensititii
de nuﬁnatx?arc este In functie de valoarea _
c1mpulu1 magnetic aplicat. Se constatd pentru Fig L
cimpuri mici o deplasare liniari spre tem-
peraturi scdzutea pozitiel maximului, ca apoi dupd atingerea saturatiei _aces-
ta si rAdmind la temperatura fixa (fig 3). Acesta este in concordantid cu prezicerile
teoretice ale teoriei RKKY [9, 10], cit si cu alte observatii c\perlmulmk efectuate
(11}, aratind astfel ci in mdrul mecanismului de ordonare magneticd o parte din
contribufie o are si schimbul indirect prin intermediul elec tronilor de conductibilitate.
Din dependenta cu temperatura a lui o3, se determini existenta punctului Curie
la acest compus intermetalic la 1222°K, valoare apropiatd de cea gisita in [G].
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In vederea efectudrii unui studiu asupra saturatiei magnetice cit si a stabilirii
ralorii intensitdtil spontane de magnetizare o, s-au trasat curbele intensititii de
magnetizare la diferite temperaturi cuprinse intre 96— 1192°K (fig. 4, 5). Se constatd
cit in intervalul de temperaturi joase (96—296°K), nu a fost atinsi complet saturatia
magneticd, in timp ce aceasta a fost realizatd pentru restul intervalului de temperatura.
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unui moment magnetic la saturatie la 0°K de 14,1 g, in acord cufrezultatele lui
K. Strunat si colaboratorii [57, ¢it i cu cea stabilitd de I. I,afo rest si cola-
boratorii (6],

In acord cu alte studii 12, 13, care presupun o modificare a configuratiei
electronice a cobaltului atit prin aditia electronilor de conductibilitate ai gadoliniului,
cit si prin interactiuni magnetice rezultind de la acesti atomi, vom admite un mo-
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& 4 racire
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Fig 6

ment magnetic pe atom de cobalt de 1,66 pp, iar la gadoliniu de 7,12 py, valoare mai
micd decit cea experimentald u,, = 7.55 uyp, justificatd prin sciderea contributiei
Ia momentul magnetic al electronilor de conductibilitate ce intrd in banda 3d a
cobaltului.

Utilizind modelul mentionat in care momentele magnetice ale atomilor de co-
balt si gadoliniu sint orientate antiparalel, rezultd un moment magnetic de 14,2 y,
pe formula unitate, in bund councordantd cu valorile determinate experimental. Se
remarcd cd punctele experimentale determinate atit la incilzire cit si rdcirea probe:
coincid, fapt ce atestd cid in cadrul acestui compus intermetalic nu au avut loc
procese secundare, care ar fi putut influenfa comportarea sa magnetic”

Cresterea cu temperatura a valorii momentului magnetic pind la valoarec
maximi (fig. 6) se poate justifica, dacd admitem cd interactiunile de schimb Intre
atomii de gadoliniu, ¢it si cele iutre atomii de cobalt si cer de gadoliniu scad ¢
datd cu cresterea temperaturii.

Compusul intermetalic studiat are o comportare tipic ferimagneticd, curbe
de variaie cu temperatura a momentului magnetic fiind de tip Néel cu asimptoti
orizontala, in cadrul mecanismului de ordonare, contribuind si schimbul indirec
prin intermediul electronilor de conductibilitate, partea predominantd a acestu
mecanism avind-o insi interactiunea Co-Co, fapt oglindit in valoarea ridicatd ¢
temperaturii Curie,
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MATHHTHBIE CBOUCTBA HHTEPMETAITHUYECKOTIO COEAHMHEHHS Gd,Coy,

(Peswae)

ABTOpPBI H3YYA1H MATHHTHOE HOBEIeHHe 3TOrO HHTEPNeTATIHYECKOTO COeIHHEHIH, 10BEACHIE, YKa3bi-
BAlOIliee HA AHTHIIADA1IEJbHYIO OPHEHTAIIO MATHITHLIX MOMEHTOB KOO IbTOBBIX H Taj0/HHHEBBIX 4TOMOB.

Cyulectentblii BRJIAL B MeXaHH3M  yropslodenust sHocHT  paaumoieficreue Co—Co—daxr,
OTPAZKAOILIICA B NOBLIIEHHOM 3HAuYeHHN TeMnepatypsl Kioph.

MAGNETIC PROPERTIES OF THE Gd4,CO,; INTERMETALLIC
COMPOUND

(Summary)

The magnetic behaviour of this intermetallic compound is studied within the paper. It suggests
an antiparallel alignment of the magnetic moments of cobalt and gadoliniu atoms.

The Co—Co interaction has an essential contribution to the ordering mechanism, a fact reflected
in the high value of the Curie temperature.






NMR AUTODYNE WITH BACKWARD DIODE

by
EMIL TATARU

This short communication deals with the possibility of using backward diodes
in NMR autodynes and the experimental results obtained with it.

The idea of using backward diodes in autodynes is based on the fact that
oscillations of small amplitude are casily obtained by direct coupling of a back-
ward diode with a high value negative differential resistance to the terminals of
a parallel oscillating circuit. Since the peak current of the backward diode
is very small it follows that the power consumption of the autodyne will be also
very low.

The scheme of the NMR autodvne with the backward diode wich was checked
experimentally is shownin I'ig. 1. The coil I,, having 5 turns with a dianeter

0
ampll'f('er
£ l 2
—.ﬂ‘
22nF
= Kol
T 33K %__ L
5-35pF
Fig. 1. The schem of NMR autodyne with backward Fig. 2. NMR signal of
diode. an aqueous solution of

copper sulphate recor-
ded with schem of
rig. 1.
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of 14 mm, is made of silver wire of a diameter of 0,9 mm. The backward diode
has a peak current of 30 wA, and the power consumption of the autodvne
was smaller than 100 W

The autodyne worked in good conditions in the 23-30 MHz band, the control
being comfortable. The experiment was carried out with an JEOL type spectro-
meter whose autodyne, provided with electronic tubes, was replaced. Thus a
direct comparison between the two types of autodynes was possible.

T'or illustration in TFig. 2 is shown the nuclear magnetic resonance signal
of an aqueous copper sulphate solution recorded by the NMR autodyne with
the backward diode. The working conditions were as follows: frequency 23 MHz
self-oscillations level 530 m\V, response time 1 second, velocity of paper displace-
ment 18 mm/min and the frequency of the modulation 335 Hz. By comparing
the two types of autodvnes the following conclusions may be drawn: Although
the autodvne with tubes displays a better signal-noise ratio, nevertheless the
autodvne with a backward diode has several advantages: extremely low powet
consumption, (about 10° smaller) very reduced number of circuit elements, a small
volume, as well as a very simple construction which can be easily controlled.

The power consumption of the NMR autodyne with a backward diode is con-
siderably smaller than that of schemes with other semiconductor devices reported
in the literature.

AUTODINIY RALN, ¢U DIODA BACKWARD
(Rezumat
Tu nota de fatd se aratd posibilitatea folosirii diodelor backward in autodinele RMN, obtinindu-se

urmitoarele avantaje : consum de putere extrem de mic {mai putin decit 100 wW), numir mic de elemente
de cirenit, constructie simpli si reglaj comod.

ABTO/IHMH SIMP C OBPAHLEHHBIM ITHOILOM
(Peswne)
B cratbe yKaimBaeTcs HAa BOIMOMHOCTbH HCMOAB30BAHHS 00pailéHinXx 110108 B asroianxax SIMP

UpHYdM NOTYIA0TCS CAeAYIOIMHE HPLHMYILeCTBA: upe3sbiuaiinog manoe notpebieine MOWHOCTH (venee [0f
wW), MAT0C HHCT0 3IEMEHTOB HelH, HPOCTast KOHCTPYKIHA H YI0bHOe peryaupoBause.



DEPENDENTA DI CONCENTRATIE A FACTORULUI DE SEPARARE
A UNEI COLOANE DE TERMODIFUZIE

de

E. FODOR, V. MERCEA

Dependenta factorului de separare a coloanelor de termodifuzie de compo-
zitia amestecului, temperaturile din coloand si conditiile geometrice a fost stu-
diatd in aménuntime intr-o mare mulfime de cazuri.

Dependenta de concentratia componentelor nu a fost studiatd pind in prezent
pe cale experimentald. Totusi o asemenea dependenta este de agteptat la amestecul
unor gaze ce diferd mult unul de celdlalt. In acest scop s-a ficut incercarea de
a se lucra cu o coloand cu un rezervor infinit. Modificind concentratia ameste-
cului de separat din acest rezervor, se poate studia variafia separdrii, mentinind
in coloani toate celelalte conditii constante.

Din teoria coloanei de separare |1° rezultd ca dacad se defineste factorul
de separare total prin:

clz) e

q == m . »Ap(())

unde ¢ este concentratia la cota Z sau O a componentei grele, acest factor de
separare are valoarea [2, 37:

!
q e o4

]
unde 7 e lungimea coloaunei, iar /, lungimea caracteristici de separare, care are

valoarea
;o 0878 R,T+d (/e Yo [ Re)?
0 x ar |\, “(R

in care z este constanta de termodituzie, 7T temperatura medie in coloani, AT

diferenfa activd de temperaturd, d o constantd ce depinde de geometria tubului,
R raza coloanet si

e

> i oo DT

Ry = b \ :

Vg e s AT

raza caracteristicd a coloanei, & fiind o constantd care depinde de dimensiunile
transversale ale tubului, 7 viscozitatea amestecului, o densitatea amestecului si
D coeficientul de difuzie a celor doud gaze.
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Se vede ci lungimea caracteristicd /,, deci si ¢, depind prin R, de factorul
7D/o care este in mare misuri dependent de compozitia gazului. Variatiile
lui « sint foarte slabe si nu au fost luate in consideratie.

Amestecul studiat a fost cel de CH,—H, cu concentratii intre 10 si 90 ¢ CH,
in H, Rezervorul infinit a fost realizat prin scurgerea continuda a amestecului
gazos la capdtul inferior al coloanei.

Coloana de termodifuzie [4], de tipul coloanclor cu fir cald, are o lungime
de 251,5 cm, diametrul interior de 2,2 cm si diametrul firului de 0,05 em. Coloana
a lucrat la trei temperaturi ale firului de: 70°C, 92°C, 1539°C, iar temperatura
peretelui exterior a fost de 12°C. Temperatura firului s-a determinat prin mdisu-
rarea alungirii acestuia. Amestecul gazos s-a analizat la ambele capete ale coloa-
nei prin luarea de probe, analiza facindu-se cu o instalajie de cromatografie
gazoasd {5, 6].

Rezultatele experimentale indicd o puternicd dependentd de concentratia
initiald a amestecului, separarea fiind cu atit mai ridicatd cu cit este mai mare
continutul de hidrogen dupd cum rezultd din tabelul de mai jos.

Tubel 1
Cone. CH, Co 0,1 0,2 0.3 0,4 0,5 .6 0,7 08 0,9
T, == 343°K Inq 2,29 1,90 1,66 1,50 1,38 1.27 1,18 108 0,99
T, = 365°K Inq 2,33 2.0 1,75 1,57 1,44 1,38 1,30 126 1723
T, = 432°K Inqg - 3,23 2,50 2.20 201 195 1,70 1,55 142

Pentru compararea datelor experimentale cu teoria, s-au facut calculele
in doua ipoteze:

a) luind pentru factorul »D/s valori corespunzitoare rezervorului infinit,
b) luind pentru acest factor valori medii pe coloani.

Din datele calculate rezultd

cd pentru valorile luate in ipoteza
a) se gidsescsepardri mai mari decit
cele determinate experimental. In
afard de aceasta apare un maxim
de separare intre 15 si 30v, CH,
in H, care nu a putut fi pus in
evidentd experimental.
a - burba in jpofera a Valorile calculate cu ipoteza
o~ Curba in ipoleza b b) sint mai apropiate de cele ex-
perimentale in afara domeniulut de
concentratii mari de hidrogen unde
valorile calculate se abat mult de
la cele experimentale. In figurile
1, 2 ¢i 3 sint reprezentate compa-
rativ aceste rezultate.

fn23‘

T, -343%

o -Curba expermentold

Din aceste rezultate se vede ¢d de-
, ~ pendenta de concentratia amestecului este
T 3 N ai PN P PN inata H Py

50 “CH, 100 in cea mai mare 17artg cxp.hca.;ta prin fac

torul 7nD/p; totusi abaterile introduse de

Fig. 1, teorie sint mai mari decit erorile experimen-




121

DEPENDENTA DE CONCENTRATIE A FACTORULUI DE SEPARARE
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tale, ceea ce aratd cdl explicarea fenomenului pe baza teoriei clasice a coloanei de termodifuzie nu
este satisfacdtoare.

Pentru amestecurile izotopice, acest efect datoriti unei variatii foarte reduse a factorului #P/p
prin trecerea de la un izotop la altul, ar putea fi neglijabil, in afara amestecurilor hidrogen—deu-
teriu-—tritiu,
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Gk Lot

KOHIEHTPALIHOHHAS 3ABUCHMOCTD PASARIAIOIETIO GAKTOPA B ' TEPMOIHO O Y3H-
OHHOWM KOJIOHHE

(Peawne)

ABTOpBl H3YYaIOT 3KCIEPHMEHTAMBHO 3aBHCHMOCTD PasleIsionero (aKkTopa OT KOHUEHTPALUHH KOM-
nonentoB cxecli CHy-H, B Tepyoanddysnonnofl KoJoHHe., IJKCNePHMEHTAIbHELIE PE3YJIbTAThl YKA3bIBAIOT
Ha CHIBHYIO 33BHCHMOCTh OT HAYAIbHOH KOHUEHTPAUHHI CMeCH, IpHYEM paslesieHHe MOBLIIARTCS ¢ KOHLUEH=
TpauMeil Bo1opoda B cMecH. JKCepHMEHTAbIbE TaHHble SBLTH CPaBHeHbl ¢ Teopuel.

DEPENDENCE OF THE SEPARATION FACTOR OF
A THERMAL-DIFFUSION COLUMN ON CONCENTRATION

(Summary)

In the present paper the dependence of the separation factor of a thermal diffusion column on
concentration  for the CH,—~H, mixtures was studied.

The experimental results show a strong dependence on the initial concentration of the mixture,
the separation factor arising with hydrogen concentration. The experimental data were compared with
the theory.



STUDIUL RAMN. AL ECHILIBRULUI 1ZOTOPIC 1 ISTEMUL APA—ION
DE HIDRONIU

de
V. ZNAMIROVSCIL

Intr-o lucrare anterioard (1] s-a stabilit prin calcul curba de echilibru a con-
tinutului de deuteriu in sistemul api-ion de hidroniu, luind in considerare echilibrul
complex ce se stabileste Intre speciile izotopico-moleculare existente intr-o
solutie acidi:

H,0, HDO, D,0, H,0* H,DO*, HD,0+ D,0+

S-a constatat cd deuteriul se concentreazd cu precddere in molecula de apa,
in defavorul ionului de hidroniu.

O dovada experimentald directd a acestui fapt ne poate fi furnizatd de rezo-
nanta magneticd protonicd In solutii acide deuterate.

Daca s-ar cunoaste factorul de separare » definit in felul urmitor:

( I)) N
HJion 1 — N

o = (1)

( I)J N
H Japa 1 —=n

Z\v . an (2)

1 — n 4 an

atunci cu ajutorul relatiei:

care rezulta direct din relatia de definifie a factorului de separare, s-ar putea stabili
curba de echilibru. In relatla (2) N reprezinta fractia molara a deuteriului in faza
ionicd, iar n fractia molfira a deuteriului in apa.

Metoda R.M.N. permite determinarea factorului de separare madasurindu-se
deplasarile ;/()toplce in spectrele solutiilor acide.

Se stie ca semnalul R.MN. protoxm al apei se deplaseazd spre clmpuri slabe
o data cu adaugarea unui acid mineral puternic ‘2°. Spectrul R.M.N. observat
in acest caz va fi monoliniar datorita schimbului rapid dintre protonii acidului
si ai apei.

Dreci deplasarea semmnalului RN, in raport cu apa purd se datoreste cresterii
concentratiei de protoni pe care o introduce acidul in solutie, conform rcla‘;lel

AH = I
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unde P este fracfia atomicd a protonilor introdusi, de acid iar 3 este deplasarea

chimicd a protonului.

Prin urmare, va exista o relatie liniard intre pozitia semnalului R.M.N. obser-
vat, Ay si fractia atomicd a acidului. Aceasta numai atit timp cit acidul poate fi

An‘ (cps)
X

L

0 % m % % W Tel%)

Fig. 1. Variatia deplasarii izotopice cu concentratia (acid 8,75%).

lfo i ) I i It P
a 20 40 60 & 100 "c(%)

Fig. 2. Variatia deplasirii izotopice cu concentratia (acid 17,59).

considerat complect di-
sociat.

Dar fractia atomica
a protonilor, la o concen-
tratie de acid dati, poate
fi modificatd si prin in-
troducerea deuteriului in
apa, obtinindu-se o de-
plasare izotopicd a sem-
nalului care poate fi
mdésuratd [3].

In cazul nostru s-a
lucrat cu o solutie de acid
percloric de concentratie
8,75%, obtinindu-se o
deplasare izotopica lini-
ari a semnalului R.M.N.
in functei de concentra-
tia deuteriului in probe
(fig. 1).

in continuare s-au
facut masurdtori ale de-
plasdrii izotopice in ca-
zul concentratiei acide
17,509, (fig. 2), obser-
vindu-se o crestere a co-
eficientului unghiular al
dreptei, o datd cu cres-

terea concentratiei de
acid (fig. 3).

Rezultatele acestor
miasurdtori au putut fi
folosite la determinarea
factorului de separare.

Conform relatiei (2) fractia molard a protonilor in faza ionicd este datd

de relatia:

1 — N = 1 —n

1 —n+4 an

iar raportul:

1 —N 1

I —n 1 —n - an

(3)
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reprezintd numarul relativ de protoni in sistemul considerat. Acesta va fi dat
de raportul semmnalelor R.M.N, protonice si prin urmare:

Lo (5)
Y7 1 — n -ian
Misurind  raportul A’i(c'ps')
é’f, unde A, reprezinta 20}
Ay
deplasareaizotopicd pen- 1750%
tru o oncentratie izo-
topicd a apel datd, se 875%
peate calcula factorul e
de separare. 5-a obfinut
pentru « valoarea 0,71 - 2 ) : L R L
+ 003 ] 20 40 60 80 00 cl%)
- ’,. ’ Yig. 3. Influenta acidititii asupra deplasirilor izotopice.
In continuare, fo- N A
losind relatia (2) se poa-
te trasa curba de echi- 101
libru a continutului de
deuteriu in sistemul con- 09t
siderat (fig . 4). 0t
Aceastd curbd con-
firma pe deplin  atitu- arf
dinea  preferentiald a 06t
deuteriului fata de mo-
lecula de apd in dauna 051
tonului de hidroniu. it
Toate mdasuratorile
au fost facate la 60 Mc a3r
cu o instalatie J.N.M. ol
—3H—60 de inalti re ’
zolutie, la temperatura att
camerel, folosind ca re-
ferinta interna dioxa- 0 0"1 0,'2 0,'3 0% ds d,G 07 da dQ tlo >
uul, Fig. 4. Curba de echilibtu izotopic in sistemul api-ion de hidronin-
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HCCAENOBAHHE H30TOMNHOI'O PABHOBECHSI B CHCTEME BOJA — IHOH T'HAPOHUS
C NOMOUIBIO SIMP

(Pesome)

B crartbe YCTAHOBJIEHA PdBHOUBECHAA KpHBAd COJAEPKAHUA ,'IeﬁT@pllil B CHCTeMe BOAAa — HOH THIA-
ponHf, Ha OCHOBE H3MepeHHs H3O0TOMHLIX CJBHroOB B SIMP CHIeKTPaX KHCJOTHLIX DACTBOPOB.

THE N.ALR. STUDY OF THE ISOTOPIC EQUILIBRIUM
IN WATER-HYDRONIUM ION SYSTEM
(Summary)

In the present paper, the equilibrium curve for the deuterium content in water-hydronium ion
system was established, by taking into acount the isotopic shifts in N.MR. spectra of acid solutions.



STUDIUIL UNOR STABILIZATORI DI TENSIUNE CU
VARISTORI DIN OXID DE ZINC

de

F. PUSKAS si 1. ARDELEAN

Studiind proprietdtile semiconductoare ale sistemului ZnO-—-ALO; [1—5]s
s-a constatat cd acest sistem este adecvat pentru construirea varistorilor simetr.ci.
Varistorii de oxid de zinc descrisi in lucrarea [57, pot fi utilizati la construirea sta-
bilizatorilor de tensiune. Cu acesti varistori au fost incercate urméatoarele montaje
de stabilizatoare de tensiune:

A. Stabilizator de tensiune in regim static. Folosind o schemd foarte simpla,
datd in fig. 1, obfinem un montaj care lucrind in regim static funcfioneazd ca
un stabilizator de tensiune.

Un parametru important pentru caracteristizarea unui stabilizator este coe-
ficientul de stabilizare, care se defineste prin relatia:

s = (1)
y
unde x ¢i v sint marimile de stabilizat la Intrarea respectiv la iesirea stabiliza-
torului, iar Ax $i Av sint variatiile acestora.

In cazul stabilizatorului de tensiune dat in fig. 1. coe-
ficientul de stabilizare este dat de urmitoarea relatie:
UiesAUint
UintAUdes

1S ==

L

(2)

unde cu AU, st AUy, s-au notat variatiile tensiunilor de
intrare respectiv de iesire.
Daca se admite ca variatia tensiunii de iesire la bornele Fig. L
varistorului nu este mai mare decit 109, atunci caracte-
ristica voltampericd a acestuia poate fi descrisd prin relatia:
I =BUf (3)

unde 3 este coeficientul de neliniaritate al varistorului, iar B o constantd care
depinde de constructia varistorului.
Presupunind c¢id stabilizatorul lucreazd in regim static putem scrie:

lvint - (Tzc‘s FL‘ R B (vzi (4}
AUin = (1 4= BRBULTAU (5)




128 F. PUSKAS, I. ARDELEAN
Folosind relatiile (1), (3) si (4) obtinem:

S=g—k@-1) )
Ulies

— este coeficientul de transfer al stabilizatorului. Din ecuatia coefi-
int

cientului de stabilizare dedusd pentru acest montaj se vede ci valoarea maxima
a lui § se obtine cind 7, < U,,,. In acest caz S = 8.

unde £ =

Utes [V]

b e - e ————

i
i
|
!
|
|
|

¢ 25 50 £} 100 Uitlv}
IPig. 2. Fig 3.

In cazul montajului din fig. 1 am lucrat cu urmdtoarele valori: U, = 75V
AU, =425V, U,, =20V, 8 =35 si R =500Q. Rezultatele obtinute pentru
acest stabilizator sint reprezentate in figura 2. Dupd cum rezultd din fig. 2 variatia
tensiunii de iesire este mai micd de 89, dacid tensiunea de intrare variazd cu
3394, Calculind coeficientul de stabilizare din relatia (6) obtinem o valoare in
jur de 4, ceea ce demonstreazi ci datele experimentale obtinute concordd foarte
bine cu rezultatele teoretice. .

B. Stabilizator de tensiune cu sarcinit variabild. In fig. 3 este reprezentata
schema de principiu a unui stabilizator de tensiune cu sarcind variabild, avind
ca element de stabilizare doi varistori,

In acest caz considerdm c¢i tensiunea de intrare este constantd, iar rezis-
tenta de sarcind variazi. Datoritd variatiel rezistentel de sarcind variazd $i ten-
siunea de icsire ; montajul din fig. 3 asigurd o stabilizare a tensiunii de iesire.

Dacd valoarea rezistenjei de sarcind R, variazd cu o mirime AR, in circuit
se va schimba atit valoarea curentului cit si a tensiunii. S3a notdm cu Al i A,
respectiv AU, si AU, variatiile acestor mdirimi din portiunile corespunzatoare
ale circuitului (vezi fig. 3).

Luind in considerare ¢ variafia tensiunii pe varistorul R duce la aceeasi
variatie a tensiunii pe varistorul R, dar de semn contrar, intre variatia de curent
si tensiune obfinem urmitoarele relatii:

AU AU AUy ~
Al =—= =8, i 31—”—5 ()

R, R, R,

AU AU AU; )
ALy =2t =g, 5t — g, 2 (8)

Rd, R, TR,

unde cu R, si R, s-au notat rezistenfele dinamice ale celor doi varistori iar cu
R, i R, s-au notat rezistentele statice corespunzitoare.
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L

Din marimile A/, s1 A/, se poate calcula variatia Al a curentului din circuitual
exterior :

Al = Al — Al = — AU, (; + %) ©)

Pe de altd parte este valabild relatia:

Uies — AUlies Ljes
Al — ”*__;‘ e (10)
Ry -+ AR, R,
Uies. 1V}
0 e
] N
80 | A@/ R
\!. & \>\
x « e
0 2 DN RN ‘ §
Fig. 4. Fig. 5.

Folosind relatiile (1), (9) si (10) obtinem pentru coeficientul de stabilizare
urmittoarea relatia:

S - (EL 4 9] (R, + AR) - 1 (11)

S-au studiat si experimental stabilizatori de acest tip, ca exemplu dam ele-
mentele anui stabilizator construit dupd montajul din {ig. 3.1 R, = R, = 25kQ,
By~ 3,=235 R, =10 kQ ¢ R, = 5kQ. Caracteristica obtinutd pentru acest
stabilizator este datda in fig. 4.

Din calcule rezultd pentru acest stabilizator un coeficient de stabilizare S = 7,
iar din caracteristica stabilizatorului reiese cd aceeasi valoare a coeficientului de
stabilizare a fost atinsd in domeniul de tensiune 86—93 V.

€. Swabilizatori de tensiune in punte. In fig. 5 este reprezentatd schema
de principiu a unui stabilizator in punte, in acest montaj ca elemente de stabi-
lizare s-au folosit varistorii R, si R.. Intre variatia tensiunii de intrare si cea
deiesire, dupd cum rezultd din schema montajului este valabild urmétoarea rela-
tie

AL AU,,,,(’RI — R, e Ry, — Ry, (12)
B 2 AR, o+ Rg, R, + Ry,

Din relatiile (1) si (12) se deduce relatia pentru coeficientul de stabilizare
avind urmdtoarea formdé:
- (PR — R,

S = 2K + =
BR + K B R

(13)

9 Miathematica—Physica 271969
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Pentru a studia ¢i experimental acest montaj s-a construit un stabilizator
in punte cu urmitoarele date: R, = R; =20%kQ, B, ~B, =4, R, =3kQ i
R, = 10 kQ. Caracteristica stahilizatorului este redatd in fig. 6. Dupd cum se
vede din figurd stabilizatorul functioneazid cu un coeficient de stabilizare in jur
de 3, in timp ce calculul teoretic al acestui
coeficient folosind relatia (13) ne di o valoare
in jur de 4.

Coneluzii. Au fost Incercate citeva montaje
de stabilizatori de tensiune avind ca elemente
neliniare varistorii din oxid de zinc. Aceste mon-
taje au fost studiate ¢i teoretic. Coeficientii de
& @ 100 0 Uit (V] stabilizare teoretic calculati sint in buni con-

Fig. 6. cordantd cu rezultatele experimentale.

Uies
v
2
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HUCCAEAOBAHHWE HEKOTOPBIX CTADIIH3ATOPOB HANPHKEHIS C BAPHITOPAMU
113 OKHCH HHMHKA

(Pezione)

ABTOPI’)I NOKABZBIBAIOT, HTO 3aBHCHMOCTh OT HANDSKEHHS CONPOTHBJICHHS BAPHCTOPOB 3 OKHCH
HHHKA MOeT OblThL HCNOJIb30Bana s NOCTPOCHH S C'I’a()i{.']IHHTO})OB Hanpstaedis. 1’13}"‘16“{)3 TeopeTHye-
CKIl H 3KCHEePHMEHTAJIBbHO TP THIIA Cr}lf)!i{lI'BZJTO]?OB HANPAACHHS. X’C'I'éﬂ[()BJIE‘I'i(), UTO TENPETHUCCKHE
COOTHOIIIEHHST, BblECICHHLIE A5 H3YYEHHBIX CTéif)ii.'lHi’:(iT()POB, HAXOJISTCH B XOpOIeM COordacChit ¢ o, yvueH-
HBIMH  IKCHeDHMEHTAJLHBIME  Pe3VIBTATAMH.

INVESTIGATION OF SOME TENSION STABILIZERS WITH ZINC
OXTDL, VARISTORS

(Summary)

In the paper it is shown that the dependency on tension of the resistance of zine oxide varistors
can be utilized for constructing tension stabilizers. Three types of tension stabilizers were studied both
theoreticallv and experimentally. It has been ascertained that the theoretical relations deduced for the
studied stabilizers are in good unison with the experimental results obtained.



CONSIDERATII ASUPRA TENSORILOR DE DUBLA SI TRIPLA CORE-
LATIE A VITEZELOR DIN LOUA PUNCTE ALTE UNUI FLUID
TURBULENT

de

STELIANA CODREANU

Teoria statisticd utilizeazd in descrierea fencmenului de turbulentd corelatiile
dintre pulsatiile vitezelor din doud puncte ale fluxului turbulent. Astfel au fost
introdusi tensori de corelatie de diferite ranguri printre care tensorul de dubld core-
latie (Qij) .5 == (1,) (1) si tensorul de tripld corelatie (Syzr)ap = (u,)4(11,) 4(2t) 5.
In conditiile turbulentei izotrope acesti tensori pot fi exprimati in functie de
anumite functii scalare, functii de corelatie. FExpresiile tensorilor in acest caz
au fost stabilite de Th. Karman i1, Howarth [1] pe cale geometricd
si de H. P. Robertson [2] prin meteda invariantilor.

In accasta lucrare ne propunem sa ardtim cd aceste ¢xpresii pot fi gasite
folosind un mod de lucru matricial,

Iie (uy, aty, wy) si (2y, 2y, ;) componentele vitezelor din punctele 4 si B pe
axcle de coordonate ale unui sistem rectangular de axe. Notdm cu (vy, va, vy ) §l
{1, vy, vy) componentele vitezelor din 4 ¢ B pe trei linii reciproc perpendiculare
ale caror cosinugl directori sint respectiv (4, gy, 1)) (ly, s, 2y) ° {({a, 95, ¥a).

1
i
i

Alegem 1n particular prima linie de directia Tui A B, astfel ca /; = = iy = 2 =2
4

Cu 7 am notat distanta AB, iar (%,, Z,, Z;) sint proiectiile ¢i pe cele trei axe de
coordonate.

In aceste conditii componentele wuy, w,, uy, respectiv g, u}, wuy se scriu:

. r -
iy = 5 /v, 1] = E [; v
J

N
e = > i, v, iy = 2 it v

1 J
1y == § ", v, Hy == > ny v
i J

Q=12 3.
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Pentru calculul tensorului de dubld corelatic vom tine seama de faptul cd
din conditia de izotropie a tm'bulen‘;a, numai produsele:

o D = Wf(r) 3 T — 00 = We(r)
sint diferite de zero.

Functiile f(r) si g(#) sint respectiv functia de dubld corelatie longitudinald si
functia de dubld corelatie transversala:

no - S

o T

i
A ;
1 T
o, <)
|
A B
Tinind seama de consideratiile anterioare, tensorul de dubld corelafie devine:
: ’ N o
1,11y Sty 14,01,
(Qis)ans = () g () = | 220} Uity Halty | =
gy g0t gty

E_ v, Y n; o)
i 1
E U, E vl =
t 7
. NN SN ’ 0,
> ;e E l; v L nyv ) E novs Y v
J

: i ]

3l - e Lomy f -+ danye -4 Lungg Lon f -4 ptgg - Dyngg
—— 2 . 3 .
=1 !\mlll[ A+ ayl,g b omglag mif - e - miy Mgy fr—u ., n,q “miggg

gy [ gty g - onglag wom [ nn,g - ngingg w3 f - nig - nig
2
- RTINS T
. 2 £ Y
= U \ ml, wi? NI
ndy wpt, ok
e ol A Lony ~+ Loy + Loy Loy == Loy - Lyng
- g | oyl »f— mz/ s+ wgly o - i 4 o WL A HLgity A= B
ly A ngls = omgly gy A ongmy B g, wd o nd - ng
2
_ ;3 Lmy Ly
—udg | ml, m By
nydy whyy  ni
FRVEY [N PRV Y
— f—gf 2 S1%2 Si13s 1 0 0
= ) ZaZy 23 L5 i O 1 0
.. . ..
2351 3% 3B 0 0 1
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sau

g ey s
Qi = u — 2,5 + s’%]

¥

In mod analog, pentru tensorul de tripla corelatie, tinind cout de expre-
siile functiilor de corelaie 2(r), k(7), ¢(r) si de faptul ca celelalte produse de
corelatie sint nule, avem :

I
t2

‘ s M) =
A B (u:)’/x
. “f — : k(?’) — 1’1_”;
4 B ‘(_QFSS/’
) T

| & glr) = L
L (uz)’h
A B

Sy p)ap = () 4(1) 4 (i) p =

UG Uy UG080, U UG | Ualy U UM UL Uoly Uy | Uglby Ty Uglh 10y a1t U}

I Myl UMM U UGUG | UL Uolgl]) Uyl yldy | Ugylly Uglyglly M ttglth

’
H U gy Uyliglly U MUy

2 Lo, Z: liv; Z lyvj
1 k

= 1200w 2 my 2 L,
1 k

i

E lﬂyiz’”jl’jzlkl’é
i J b4

Uoltglhy UpUglly Ul gl
E Lo, Y Ly Y myus
3 7 k
ZZ#’I’ Z 0 E ML,
i 7 k
> L, Dy Y mp
3 7 k

Uglaglty Uglalt] U Uglty

Z lv; Z livg ; ;U
i i

E Ly, 2 m;v; anv,;
i 7 k
Eli"i 2 v kZ NV
1 b 3

> s oy 5 b
i 5 ]

}: me, 2 vy 2 L
1 i k
Z mjvjz niv; z vk
1 P k

;Z o, jZ v ‘; RIS
lEnzjvj JZ nzﬂ/‘j; IR
12 (I ]2 njvjzk/—\ s

25 mw: 2 ks D5 myo;
1 7 k
2 m, Z W;v; E 14Uk
i 7 k
Z mv, ]E i kEnhv;

Z: 71i1,',.‘;lj1!j ; Loy,

!
. W,
Z nY; 2 Lv; ; kC%
3 J

E ", 2 liv; 2 LU
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Z 1, ; m,vj;lkv’

?
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D TEH3OPAX JIBOAHOA W TPOMHOMA KOPPEIMAIMH CKOPOCTEH B IBYX TOUKAX
TYPBYJIEHTHOM XKHAKOCTH
(Peswwne

B padore monoisdyercss ciocol MATPHIHOTO BuLIUICIEHHA IS MOJIVYeHHA BbIPAXKeHHH TeH30DOB
ABDTHON I TP KOPPETTILMH B 3ABHCHMOITH OF KOPP2I1auHdHHslX PyHKIMIA.

CONSIDERATIONS ON TENSORS OF DOUBLE AND TRIPLE SPEED CORRELATION FROM
TWO POINTS OF A TURBULENT IFLUID

(Summary)

A usage of matrix calealus is utilized in the paper in order to obtain the teusor expressions of double
anl triple correlation depending on the correlation function.



CITEVA OBSERVATII REFERITOARE LA MODUL DE SCRIERE $I DE
INTERPRETARE A UNOR CONSTANTE FIZICE UNIVERSALE

de
T. 1. LASZLO

Lucrave prezentald la cea de-a II-a Sesiune stiintificd (6—7 mai 1967)
a cadreloy didactice de la Institutul  pedagogic de 3 ani Baia-Mave

Datele nuwmerice izolate exprimi prea putin in sine. O pirere justa despre rolul
lor 5i 0 apreciere obiectivd a valorii lor se formeazd comparindu-le cu alte marimi
de acceasi naturd sau cu altd mdrime avind naturd diferitd, dar fiind legate
de primele prin relatii bine definite. Reprezentarea comparativd, tabelard (de tip
statistic) sau graficd (de tip calitativ) a valorilor numerice referitoare la diferitele
marimi fizice reprezintd o necesitate primordiald, atit teoreticd cit si practica.

Una dintre cele mai importante aranjari intr-o schema ordonata dupa ordinea
de mirime este aceea care se referd la energie (de exemplu 1, [2]). Inaceas-
td schemd se fncadreazd perfect si unele constante fizice universale din categoria
celor dimeusionale. Reusita acestei clasificari presupune insd alegerca unei inter-
pretdri juste si a unui mod logic de scriere a lor, in plus pe linga accasta de a
nu insista neapdrat asupra denumirilor inrddédcinate ale unitatilor, ¢i a se baza
pe expresivitatea lor.

Pe scara ordinelor de miarime submicroscopice se disting constantele care
apar la descrierca cantitativd a proceselor de interactiune : mdrimile caractevistice
peniri cuantificare (la fenomenele de emisie, ionizare si absorbtie),

1. Constanta lui Boltzimann scrisd prin definifia obisnuita 2 = W/T, avind
ca unitate de misard J/°K exprima clar faptul cd ea reprezintd cuanta de energie
termica W furnizatd de o variatie unitard a temperaturii 7.

2. Constanta lui Planck scrisi sub forma originala /4 = II'/f, cu unitatea
de miasurda Ws? nu exprimd asa de clar sensul ei, alegind insd ca unitate de ma-
surd pe J/Hz '27, se clarificd imediat ¢d ea reprezintd cuanta de energie electro-
magneticda W datorati variafiel unitare a frecventei f.

3. Electronvoltul se recomandi a fi scris sub forma de ¢ = W/U cu unitatea
de masurd J/V, indicindu-se astfel cd reprezintd cuanta de energie electrica W
ce corespunde variatiel unitare a tensiunii electrice de accelerare U,

4. Magnetonul lui Bohr— Procopin exprimat sub forma pp = I'/H cu unitatea

de masurd

/ (3} apare ca dualul electronvoltului, In sensul ca el reprezintd
Afm 7
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cuanta de energie magneticd W ce corespunde variatiei momentului de rotatie
I’ 1a variatia unitard a intensitatii cimpului magnetic H.

5. Semimasa electronulunl st profonului, conform relatiel —m = W /e cu uni-
3 i

tatea de masura

. apar ca reprezentantii cuantel de energie mecanicd W
(m/s)?
la o variafie unitari a vitezei pitratice »® a corpusculului respectiv.

Plecind de la aceste considerente constantele microfizice enumerate mai sus
pot fi inglobate In reprezeniarea tabelard a energicd (tabelul 1, cu valorile numerice
luate din [3], [47).

Tubel 1

Unele constante mierofizice universale

Cuanta de energie dato- Denumirea constantei Energia in Ws Unitatea de ma-
ratd variatiel unitare a i surard
frecventei constanta Ini Planck* 6,6249 « 1073 [4° é
YA
vitezei electronului semimasa electronului 14,5541 + 10791 [4° ( {
m/s)?
cimpului magnetic magnetonul tui Bohr 1,16526 - 102 73" A{
/m
. . ) . J
vitezei protonului semimasa protonulni 0,83619 - 10727 74} -—(—-7——;
ni/s)?
temperaturii constanta lui Boltzmann | 1,3804 . 1072 74 ‘L
tensiunii electrice electronvoltul 1,60206 - 1019 "4} -\—;

* Constanta lui Planck rationalizatd are valearca numericd F o= 1,0544. 10 3% 4] in acelast sistem de unitati

Cuanta de energie
variatia unitard
la: W w8 120 e l.'[ J }

frecvanta [Hz]

2
Fig 1. visza elechronulul K'?)]

Cinpod magnetic [4]
vitezor protonului (5]
temperaturd [°K]
fonsiunea slectrics [V]
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Aceste coustante la interactiuni pot fi considerate ca wnildfi naturale de
masurd ale proceselor ecnergetice microfizice. Rolul si mdisura in care intervin cle
se evidentiazd ¢i mai bine reprezentindu-le grafic pe scard logaritmica (fig. 1).

Prezentarea convenabild si ilustrativd a acestor date poseda atributele cla-
ritdtii, simplitdfii ¢i formei atrigitoare, dind o privire de ansamblu intuitivd
asupra fenonienelor microfizice.
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HEKOTOPDBIE 3AMEYAHHMST OTHOCHTEJIBHO CITOCObA HATIMCAHMS H MHTEPITPETALIMH
YHUBEPCAJIbHBIX ®HU3UUECKHX TMOCTOSIHHDBIX

(Peziowme)

[Moctosunas Boabumanna, Ilnanka, snexTpoH-BoabT, MarHetron Dopa, nogymacca siaestpona u
TPOTOHA 3a1YMAHBI H BbIPAJKeHbl KAK KBAHTHI 9HEPIHH, COOTBETCTBYIOUIHE e XHHHYHOMY H3MeHeHHIO TemMnepa-
TYPBI, HAacCTOTHI, 3JIEKTPHUECKOrO HATPSIMKEHHs, HanpaAXKEHHOCTH MArHHTHOTO 1058 KBapaTHOH CKOPOCTH
cOOTBeTCTBYIOWEH kopnyckyapl. Jlaércs cpaBunTeIbHoe Tabenbioe H rpaduueckoe HsodpameHHe ITHX
MORTOAHHBIX, DACCMATPHBAEMBIX KAK NPHPO/HBE eIHHHIbl H3MePeHHs MHKPOQH3HUECKHX SHEPreTHUECKHX
napoueccoB. Takum 06pa3oM MOCTOSIHHbIE MOI'YT OBITH BKJHOUEHH B YIIOPSJOUEHHYIO CXeMy 110 [OPSLIKY
BEJAHUIHHEL FHEPIHH.

SOME OBSERVATIONS REFERING TO THE WAY 0 WRITING AND INTERPRETING
SOME UNIVERSAL PHYSICAL CONSTANTS

(Summary)

The Boltzmann’'s and Planck’s constants, the electronvolt, Boht's magneton, electron and proton
half-mass are conceived and expressed as being quantum energy corresponding to the unitary varia-
tion of temperature, frequency, electric tension, magnetic field intensity, quadratic velocity of the res-
pective corpuscule. A comparative representation in tables and a plotting of these constants are given.
Thus, the constants, considered as natural units of measure of the microphysical energetic processes,
can be included in an orderly schenie according to the energy order of magnitude.






G.o Alexits et B, Fenyd, Les méthodes
mathématiques en chimie. Traduction par Pascal
Desschamps. Paris — Budapest, Masson et Cie —
Akadémiai Kiadd, 1969. 427 p.

II v a dans la littérature une série d’ouvrages
de  mathématiques  générales qui peuvent &tre
utilisés par des {tudiants et par des chercheurs
en chimie, mais nucun de ces ouvrages n'est lid
si intimement aux applications a la chimie que
le présent ouvrage. Iin effet, cet ouvrage a été
¢erit expres pour les ehimistes. Dans cet ouvrage
les auteurs se proposent de faire connaitre au
chimiste les ¢léments mathématiques qui lui sont
néeessaires ¢t en méme temps de lui appreandre a
assimiler le raisonnement mathématique et de lui
donner un langage mathdématique dans lequel il
devra essayer d'exprimer les phénoménes natureles.

Le livre est par excellence un livre de mathd-
matiques  appliquées, ou, du moins, comme le
disent les auteurs dans la Préface, un livre de
mathématiques  directement applicables”.  (lest
pourquoi Vouvrage contient un trés grand nombre
d'exemples d'applications physico-chimiques, ana-
1vsés complétement, tant du point de vue mathé-
matique que du point de vue physico-chimique.
Les auteurs ont renoncé presque completement
aux démonstrations  purement mathématiques;
voila pourquoi ils ont réussi a réunir dans un
nombre limité de pages un volume assez grand
de matériel des divers chapitres de la mathé-
matiqite.

Un autre trait caractéristique de cet ouvrage
est celui que. a Pencontre de la majorité des autres
livres similaires de mathdématiques générales, ici
Uexposition du muatériel se fait unitairement. Ainsi
dans le Chapitre 1. intitulé: [ Graadears et fonce-
tions', on donune aussi les systemes de coordonndées
du plan, le calenl vectoriel, les transformations
des sysitmes de coordonnées et Uéquation d'une
droite.

Dans les chapitres 2,3, 4.5 et 6 on expose les
éments du calenl différentiel et intégral avee
les applications physico-chimiques des  fonctions
d'une variable réelle.

RECENZII

Aprés ces chapitres, suit le Chapitre 7, cousacré
a l'étude des équations différentielles de D'ordre 1
A variables séparables et linaires et des ¢quations
différenticlles liné¢aires du deuxiéme ordre. Naturel-
lement ce cliapitre contient aussi un grand nombre
de belles applications physico-chimiques des équa-
tions différentielles du premier et deuxiéme ordre.

Dans le Chapitre 8 intituld , Tonctions de plu-
steurs variables”, on introduit la notion de dérivée
partielle et la différentielle totale d'une fonction
de deux variables et aussi la notion d'intégrale
curviligne et d'intégrale double. Comme une appli-
cation des intégrales curvilignes et doubles on
étudie le premier et le deuxiéme principe de la
thermodynamique.

Les Chapitres 9 et 10 contiennent les éléments
de nomographie et les bases du calcul des proba-
hilités respectivement. Puis on fait une série
d'applications du caleul des probabilités dans la
théorie de Uerreur de mesure et dans la théorie
moléculaire des gaz.

TLa notion de sériec de Fourier est introduite
dans le Chapitre 11, consacré aux équations aux
dérivées partielles, ot Von utilise les séries de
Fourier pour la résolution des équations aux
dérivées partielles par la méthode de séparation
des variables.

L’ouvrage se termine par un appendice conte-
nant les opdérations avee les nonitbres complexes
et les éléments des systémes d'équations linéaires.

Le livre est éerit avee un exceptionnel talent
pédagogique, ¢’est pourquoi on peut lelire facilement,
Cet ouvrage peut constitner un précieux manuel
tant pour les Studiants gue pour les chimistes
cherchears.

I MARUSCIAC

Andras Addam Trath Funetions and the
Problem  of their Realization by Two-terminal
Graphs. Akadémiai Kiado, Budapest, 1968, 206 pp.

The work is a systematic survev on the main
directions of the theory of Boolean functions
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fie. truth functions) from a mathematical point
of view,

The book is divided into two parts: Part It Truth
functions; Part II: Rezults and problems on
realization.

>art I is devoted to the most problems in the
theory of Beolean functions: investigations con-
cerning prime implicants, irredundant disjunctive
normal forms, superpozitional completeness, unique
decomposability by repetition-free superposition,
svmmetric Boolean functions and the number of
svmmetry types of Boolean functions.

This part includes the following chapters:
1. Tundamental concepts; 2. Studies on prime
implicants; 3. Interrelations between conjunctive
and disjunctive normal forms; 4. Superpositional
competeness; 3. Decomposition by repetition-free
superpositions; 6. Studies on numerical problems;
7. Linear separability.

Part II deals with the connections between
Boolean functions and graphs i.e. with the problems

RECENZII

of realization, putting special emphasis on the
problem of the repetition-free realization of Boolean
functions by two-terminal graphs.

This part includes the chapters: 8. Two-terminal
graphs; 9. Repetition-free realization; 10. Some
aspects of the problem of optimal realization.

The Appendix of the book gives a list of open
problems.

The work is unique in its conception, has many
special scientific qualities. The proofs are rigorous,
the presentation is compact and the style is clear.

This important book presents a special interest
for theoretically-minded mmathematicians who want
to make researches in the theory of Boolean func-
tions and also for the mathematicians working
in practical applications, as well as for nonmathe-
maticians, who may apply the theory of Boolean
functions in their work.

1. VIRA
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L'ETUDE DES SERIES DANS LES FSPACES LINKATIRES

Résumé de la these de doctoral soutenue par ANDRIET NIEY & Uliniversité |, Babes— Bolval” de Cluj
le 12 mars 1968,

L auteur synthétise dans sa theése ses recherches sur les algorithimes infinis construits inductivement
4 l'aide de U'opération binaire d'un groupe topologique quelconque (par exemple les séries, les produits
infinis, etc.), ainsi que les intégrales impropres sur un intervalle infini; les résultats portent sur I'établis-
sement de la nature de ces algorithmes (critéres de convergence, rapidité de convergence) et aussi sur
Paspect calculatif (sommation, évaluation du reste, accélération de la convergencer.

Ce qui a rendu possible le traitement des problémes théoriques et pratiques, d'un point de vaoe
unitaire, ¢’est la notion Copdrateur-reste défini initialement par U'anteur dans la Revue Roumaine de math.
pures et appl. Tome INX, No. 4, 1964 pp. 337356, puis dans Uarticle paru 4 Cluj dans MATHEMATICA.
Vol 7/30/1, 1965, pp. 39--63. A savoir: opérateur-reste est un cpérateur (additif et homogene) qui appli-
que Vensemble des séries convergentes d'un groupe topologique dans V'ensemble des suites ayant comme
limite I'élément neutre du groupe (en attachant a chaque série la suite de ses restes). I/¢tude des valeurs
propres et des éléments propres (dans un sens généralisé par auteur) de cet opérateur, a conduit U'auteur

i des extensions du critére classique de Kuwnmer, aux séries dans les espaces topologiques (par exemple
espace de Banach, espace lindaire s-réticulé). Iin mme temps on a établi des formules d'¢valuation du reste
et on a construit des mdéthodes d’accélération de la convergence, Nous ticherons ’¢numérer) suc-
cinctement quelques-uns des résultats.

Résultals concernant la théorie. L/anteur arrive a4 une représentation analvtique du terme général

et du reste des séries monodimensionnell

, convergentes, queleconques. A Uaide de cette formule et de celle
de la notion de fonct7on-nrdre du terme général et du reste {introduit par Uauteur dans la MATHEMATICA,
Vol 4/27/1, pp. 77 ~105). il a pu mettre au point plusicurs problémes ouverts de la théorie classique de
la rapidité de convergence, parmi lesquels on mentionne la délimitation exacte du domaine d’applicabilité
des criteres de convergence de 4'Alembert, Duhamel-Raabe, Bertrand, ete. De méme Cest aussi la rapi-
dité Jde convergence a P'aide de laquelle Uauteur a donné une extension au théortme de contraction de Ba-
nach daus les espaces mdétriques complets. Enfin on mentionne la construction d'une opération dépendant
d'une ‘variable soumise & un passage & la lmite (dans un espace lindaire topologiquel et qui contient &
la fois les algorithmes & caractére discret (comme les séries) et aussi ceux a caractére continu (conmme les
intégrales impropres sur un intervalle infini).

Résultats concernant le caleul numérique. I autenr a ¢tabli une formule asymptotique géndrale pour
I'évaluation du reste des séries convergentes i termies positifs, ainsi que des méthodes d’amélioration du
reste asymptotique. Tl a construit trois opérateurs qui ‘servent & Uexamen de la convergence, mieux

que des critéres classiques, et aussi 4 Vacedlération de la converzence. L anteur a élaboré une mdéthode d accd-
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Iération de la convergence des séries et des intégrales impropres. a grand effet ; en appliquant cette méthode

on peut effectuer aussi la quadrature numdrique sur un intervalle infini. Nous mentionnons enfin une

nouvelle méthode de sommation sous la forme intégrale.

JURY DI DOCTORAT
sident: Prof. Dr. Doc. GH. CHIS, doyven
de la Taculté de mathématiques-

mécanique

Menibyes: Prof. Dr. Doc. T. POPOVICIU.
de I"'Académie de Ia R.S. de Rou-

manie dirigeant scientifique.
Prof. Dr. Doc. D. V. TIONESCU,

r

professeur ¢mérite de la R.8. de
Roumanie
Prof. Iir. Doc. R. CRISTESCU
(Bucarest)

Prof. Dr. Doc. I. POPA (Jassv}

FORMULE DE CUADRATURA DII TID GAUSS

Rezwnatud tezel de doctorat sustinutd la 26 octombric 1968 la Universitatea Babes-Bolyat din Cluj,
de PARASCHIV A PAVEL, pentru obfinerea tithddui de doctey T matematici

In lucrare se trateazit despre formula de cuadraturd a lui Gauss

si despre diferite generaliziri ale ei.

In formula (1) se presupune cd se calculeazdt coeficientii 1, 4, ..., A, s nodurile vy, x,, ..., vy
astfel ca aceastit formula si aibd gradul de exactitate egal en 2 — 1.

Se urmireste sil se determine gi restul R7f7 al acestei formule.

Studii §i generaliziiri ale formulei de cuadraturd a lui Gauss au fost ficute de ciitre R. Lobhatto,
. B. Christoffel, T, J, Stieltjes, K. A. Poss¢ F. G, Mehler, A, A, Markoff.

Cercetiri noi, moderne in legdturd cu accasti formuld de cuadraturd au fost ficute de P. Turan,
I.. Tchakaloff, T. Popoviciu, D. D. Stancu, D. V. Ionescu.

In lucrare se studiazi formulele de cuadraturi de tip Gauss, Turan, Popoviciu, Tehakaloff, Chris-
toffel-Stancu, in cazul vnei pondere p(x), printr-o metodd unitard, intrebuintati de D. V. Jonescu, metodd
ce constd in atasarea la ficcare formuld de cvadraturd a unei probleme la limitd, prin rezolvarea cérein se
obtin coeficientii formulei, nodurile gi restul.

Mai mult, metoda conduce la scrierea restului R sub forma unei integrale definite §i permite studiul
acestui rest.

T.ucrarea contine patru capitole ¢ o introducere.

Tn cap. I se vorbeste despre formula de cnadraturd a lui Gauss si restul ei, ardtindu-se diferite metode
ce au condus la aceastd formuld gi la determinarea restului ei.

Tn cap. IT se trateazi problema restului formulelor de cnadraturd ale lui Turan, printr-o problemit la
Hmita.

Capitolul se termindt cu un exemplu de formuld de cuadratura de tip Gauss-Turan in cazul ponderd

pla) - 4\_/‘1__]____5 siaintervalolui{—1,1).
- X

In cap. ITL se studiazd restul formulelor de cuadraturd de tip Tchakaloff-Popovicia

3

S P flaidy =

h
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tot cu ajutorul nnei probleme la Hnitd, facindu-se un amplu studin asupra rezolvabilititii acestei prob-
ente la Hmitd si aratindu-se cdl existenta solutiei acestel probleme la limita depinde de rezolvabilitatea unui
sistem de ecuatii algebrice, in care necunoscutele sint nodurile si cocficientii formulei de cuadraturd (25,
Se demonstreazi ¢a

-
RO\ a0 &
i
unde N o=y by oo o0 b v R onosioeldl funetia o(x) plistreazd un semmn constant in intervalul (@, D).
T cap. IV al luerdrii se studiazi formulele lc cuadraturd de tip Gauss-Christoffel-Stancu
h
- p Fo 1 n i1
(o e . I R 5~ gy
\ P = 303 Al iy SN B Y e v 4
E P ] § =1 v 0
unde N o ooy boay L S o Ky e Ty 7y - 0t incare nodurile ay, @, ..., ap sint date im-

preuni cu ordinul for de muhip‘.i(‘itnt« imul supuw singurei conditii ca

S{x) - ” 5% 0, pentru v&(x, 8) (5)

gl

Ut

-1 constant

Metoda de cercetare utilizatdl in lucrare, s-a dovedit a fi eficace $i in cazul acestor formule de cuadra-
turd, desi dificultdtile de demonstratic sint mai mari decit in cazurile anterioare.

se demonstreuzi sioaiei cd

]
=3
—
i
-
R

el functia 4(y; pastreazd un semn constant in (%, 5
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Conducdtor s

SUR IUNICITE DID LA SOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET POUR LIS SVNT
V FORTEMENT FLLIPTIOUES DU S1COND ORDRE

Réstmd dv la thése do doctoral soulenue pay JTOAN A0 RUS & DUnicisité Babes-Bolyai de Cluj, le
26 octobre 1968

On donne des conditions suffisantes pour Punicité, dans des différentes sortes d'espaces {C¥HQ) N
ncC '\Ll), CHLY), 5, de la solution du probléme de Dirichlet correspondant au systéme fortement
elliptique du second ordre et au domaine borne € ¢ R”. Chapitre I. Principes de maximum,



144 CRONICA

§1. Principes de maximum pour les solutions d'une équation  différenticlle ordinaire ou aux
dérivies  partielles  du second  ordre.

$2. Modele abstrait.

§3. Exemples.

Pour certains résultats donndés dans ce chapitre voir: Studia Univ. Babes-Bolval (Cluji, fasc. 1
1968, 19 —25 et Glasnik Matematicki, 4, 1969, 75-78.

Chapitre IT. Théorémes de comparaison.

$1. Théordmes de comparaison pour les svstémes d'éguations différentielles du second ordre-

§2. Théoreme de comparaison pour les systémes elliptiques aux ddérivées partielles du second
ordre.

Pour certains résultats donndés dans ce chapitre voir: Doll. UDMLI, N. 4—5, 540542 1968,
Boll, UMI., vol 22, 486490, 1967, ¢t ,.Asupra unei probleme bilocale” studil si cercetiri Mate-
matice (Bucuresti), 1969.

Chapitre I Théorémes d'unicité.

t1. Historique du probleme.

82, Conséquences des principes de wmaximum,

§3. Conséquences des identités intcerales.

3. Couséquences des théoremes de comparaisons.

§3. Sur une  classe  particulicre de systemes aux coefficients constants,
56, Sur ['existence de la solution.

Pour certains résultats donnés dans ce cliapitre voir: dtudii si Cercetiirt Matematice {Bucureytiy,
€. 200 Nr. 9, 13371352 (1968), ct, Studin Univ. Babes-Bolyvai (Cluj), fas, 1., 4749 (1969).
Chapitre IV, Systémes non-linéaires.
§1. Svstémes semi-linéaires.
32, Consdéquences du principe de lindarisation.
$3. Conséquences du principe de contraction.
Bibliographie (64rf.)
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CONTRIBUTII LA INTERPRETAREA CORBELOR DE LUMINY ALE SISTEMELOR BINARIE
STRINSE
Recnmatal tezci prezentatd de VASILE URECHIE  pentru obtinerea titlului de do

stosustinutd la Universitulea |, Babes-Bolyal”” Chyy, in 16 decembrie

tov in wmatematicl

19638

Tn tucrare s-a tratat problema determinirii elementelor orbitale ale sistemclor duble fotometrice,
claborind o metodd noud pentru determinarea mai precisa a acestor elemente la sistemele binare
strinse. Metoda se bazeazd pe un model elipsoid-elipsold  (neasemenca) luind in considerarc electul
intunceirii gravifice i eclipsarea luminil refleetate, i evitind procedenl rectificdrii.

Retinind in dezvolturea potentinlului termenii pina la P,(3) - inclusiv se obtin pentru compo-
nentele elipsoizi cu semiaxele

3 o | B
a; = bi{l S (“)" , by by op e b4 — 1:("}; i1, 2l

o
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unde pentru modelul Roche

o . AT,
( V= q; b ol = (1 + (],,-)b};, g; = — ¢ — raportul maselor (=1,
: ir 4 M,

Pentru proiectiile componentelor pe planul porpendicndsr pe raza vizuald am ebjinut ecuatiile

T .2) 6’(‘2)} 0

32
QR

A2 e 5.2

~

(7
Inmgv ay 441+

— peutru componenta principald

1 o}y — x)E - 2, v

pentru componenta secundard, unde cosiuii directori 7., m
de ungbiul de fazi 4 si de unghivl de inclinare {0 Acesto conatil qere
duute peutrn modeiul sferd-clipsoid.

Distributia strilucirii pe mscunlc arente am censidernt-o (utiiiz

3

J=1, — o ety)
Calenlul pierderii de lumind in cursul echp%clor I-am redus ]a iitegrarea (prin cuadraturi numericc\
£ unor funciil de {otme x’D’(A’), LB F=10,%, 2,0 ., vnds S il diferonil e-ne definit ot

x 5;3}:;;13;,3::(

Co C, find functid de . Mael sus

3 ) B

Dl = 20 ga(3)] —~ ﬂ:,c v.(#) 1, uvude win uotat [;; (v

ki

4 ]

Lo 2C,wr — Oyt , ‘
— eclipos pridcipald, 1 =2 — ecllpsu seenn lavdy O

i sint liaitele de integrare in TRpert oa g

variafic luminii in cursul mi erbitale am regisit ecuatiile clasice cunoscute (Russel,

Wopal, etc‘),
Penorn descrierca fenomenului de reflectie am uiilizat rezultatels Tal
towulul intre minime am pus-c sub forma

Topal. Luminocitatea sis-

i) =1 = Beos ) = O — w =yl eos,
nnde «, B8, v sint coeficientii de reflectie, iar C - eoeficientul de elipticitate. Curba teoreticd de
luming, in miagime, am calculat-o cu formula
. ) 1 1 .
= 1 — Zcosg — [C{l — o) — vico — - ALy — AL gy »= 1,2
1--a I+

5 P * P . . .. . . T . .
nude ALy{¢), ALs{y); ALy 3}, AL,(y) sint pierderile de lwmind prin eclipsares luminii intrinseci,
respectiv a luminid lcilectqte, in cele douid winiuic
wmerice a funetiilor 4407 2(%)-

[cadenlinduese prin utegrarea prin cuadraturi nu-

Determinarea elementelor orbitale se face aplivind (prin aprosimatii succesive] metoda corectiilor
diferestisle. Tentin aceasta am oliinut ecustis de conditie

a? ol i !
Y | S Iy S S
0b, ob, Ol

derivatele partiale urmind a se caleula prin procedee numerice

MMctoda elaboratd am aplicat-o la sistemnl AL Draconiz, utilizind observatiile fotoelectrice ale
lui Cester (luind ca orbita preliininard orbita obtivut de acesta). Pentru determminarea raportului mase-
lor am dat o variantd la metoda lui Eopal.

10 — Mathematica—Physica 2/196¢
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Principalele rezultate numerice obiinute sint armitoarele:

b, = 0,2039 - 0,0038 ; by = 0,2964 4= 0,0025 ; 7, = 06263 & 0,0064 ;
L, = 00737 4 06064 ; i = 79539 0. 0421, q. = 042 £ ,08.

Utilizind orbita spectroscopicd a lui El:bighausen am obtfinut: Masele: M, = Q)SMO, M, =
= 1,2M ., Razele medii: I, = 2,211 ., I?, = 2,26/ . Raza orbitel retative: 521« 108 km.
o} Ao @ e et
Sistemul AI Draconis este un sistem semidetasat,
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Conducdtor stiinfific:

Prof. dr. doe. GHEORGHE CIIIH
iv. ,,Baleg-Bolyai” Cluj)

Melbri

Prof. dr. doc, TOAN CUREA

(Universitatea din Timisoara)

Trof. dr. doe. CALIN POPOVICI

{Universitatea din Bucuresti)

Cere, pr. . T0AN TODORAN

{Obsurvatorul Astronoemic Cluj)

PRINCIPIUL, DUALITATII LA O CLASA DE PRORLEME DE OPTIMIZARE

Rerumatul tezel de doctorat sustinutd de TOSIF KOLUMBAYN la Universitaiea ,,Babes-Bolyai” in

27 deee 7968

Dupd cum se stie o serie de¢ probleme de optimizare, cum ar fi de exemplu problema progras
mirii liniare, problema celei mai buune aprovimaui cte, se reduc la determinarea minimulai san
maximnlui unei functii cu valori reale. Existd Insd g problemie de aproximatic unde se cere, mai general,
determinarca elementelor nimimale (sau maximale) ale unei mulpimd ordcuate. O astfel de problemnd,
studiatd in lucrarea de fut4, este urmitoarea:

Tie £ o multime inzestratd cu o relatic binard » si M o multime pe care este definitd o relatie
binard tranzitivi ¢. Sc considerd aplicafia w: 7= M. Imaginca unui clement f & IF prin aplicalia
w se noteazd cu w(f}.

Definitie. Elementul r €2 17 se nuweste admisilil, dacd existd cel putin un f& I astfel in-
cit apw(f).

Definitic, Tie x € M un element admisibil, Tlementul f din ' se munegte indicatorul lui x
dacl urmitoarele conditii sint satisfdacute:

(£} dacd ke F gl fprh, atunct apw(h)

(Iy) dacd g & F siogrf,, atuncl sgw(
unde prin ¥ s-a notat relatic compleanentard a lel o

Yie S o submultime fixotd a lui . $e aratd o, in amunite conditii, asupralui S orice element
din aceastd multime are cel putin un indicator.

Definitie. Un clement admisibil x, din S se numegte optitnul relativ la S, dacd existd un indi-
cator fxa al Iui x, astfel incit oricare ar fi un element admisibil x din S, x = x,, §i oricare ar fi
un indicator f; al lui x si aibd loc relatia f7f ., unde prin ¥ s-a notat relatia complementard a
Tai ». ’

Prin problema elementului optimal se intelege prollema studivlui elementelor optimale definite
mai sus.

In lucrare se formuleazd o problemi, care este, intr-un anumit sens, duala problemei elementului
optimal si se demoustreazd o teorema carve generalizeazld cunuscuta teoremda de dualitate a lui G. S,
Rubinstein.

N
),
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fn continuare se studiaza amdnuntit doud ecazuri particulare:
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problema programirii convexe

in spatii liniare topologice ordonate si problema infraclementelor. In aceasti directie se dau diferite

caracterizdri ale solutiilor problemelor amintite,

care generalizeazdt unele rezultate cunoscute din

teoria programdrii convexe {cum ar fi de exemplu teorema de dualitate a lui I W, Kuhn gi A, WV
Tucker) si din teoria celei mai buune aproximatii in spatii normate (cum ar fi de exemplu teorema
Iui I. Singer). De ascmenea se dd un algoritin de determinare al solutiilor problemei programarii lini-

are cu mai multe functil de scop, problemd cnve o

Sedinte de comunieiri

La sedintele de comuniciri organizate in anul
1968 la Facultdtile de Matematicii-mecanicd s
Tizicd s-au prezentat urmdtoarele referate:

72 ianuarie

F. Radé, Despre inchiderea preivctivd &
spativdui de incidenti.

M. Raldazs, G Goldner, Asupra mwtodel

vaviv

Ursu, czpre Secdietatea Luropeand Je

Fizica.
V. Grecu, ¢l
cleard a F1® in AIT,: Cr3~. (Partea I, tezd
torat),
27 fibvuarie
A. Nicula,
R.LE.S.

g

onich-nii-
de doc-

Dubla reconanti eloct

il

S. IFFdrca A, Darabont
a moerccristalului de NaCl iradiat
. Baican, A. Bddi, D,
Utilizarea dispersiei in R.I.S.
& martie
L Virag
finite.

i UYL

Demeo,

Unele proprietéiti ale grupurilor

V. Ureche Pierderca luminii In cursul
eclipselor la stelele duble.

I. Purdea, Relatii gen
13 martie

P. Lamoth, Alexandru — Viata g

opera.

F.Kelemen, A.
D, Niculescu,
solutiilor solide de
20 mayic

S. Dumitrn,
dispersiei.

D. Demece, R, Baican, NMisvrarea lui
T, ¢i T, simulton din curbele 4/ si 47

V. Grecu, Dubla rezonanti electronica
nucleard a F1¥ in ALI,Cr%" (Partea a Il-a, tezd
de doctorat).

Néda, E. . Crucean
Cowductibilitatca  termici a
Zny g, _, Te.

Asupra uwnor parametri af

ticadreazd in schema generald.
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A, 85 Roberts (dela School of Engineering,

Old Dominien College, Norfolk, Virginia, $5.U.A.),

Dezvoltarea energiei nucleare in S, U.A.

17 aprilie

A, Weissmann, Tunctii de memorie in

sistemie  termodinamice I. Rezonantd nucleard

magnetici.

D. Demeon, R Baican, Disgrame Argand
in rezonanti paramagneti
I. Barbuar, EBfecte {foroclectrice lo (NI),504

(ND 1,50, iradiat (Notd).
fapri
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Tezit de doctorat).
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rita de decmmnentare in Franta.

i
N

Tavtio, In legiturd en recunoastersa for-
codificate.

Interpretarea geometricd a unor

I Keoh, RMN. la gistemul etanol-litiu.
V. Xiculescu, Contributii la studivl I4?
in FLi, prin ROMUN.

Weissmann, Tunctii de memorie in
me termodinamice, 1L, Amortizare prin mag-

Bédi, V. Militaruwn, Determinarea
constantei dieleetrics la phturl subtiri in ghizi
de micreunde.
id o tunds

Gh. Pie, 1. Purdea,
relatiilor difunctionale.

I. Pop, Strat limitd nestationar.

Despre reticolul
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T. Rus,
pas.
15 noiembrie
L. Virag Despre descompunetile erupurilor.
I. Purdea, Despre algebre infinitare.

Proceduri in limbajul de asamblare

Participiri la manifestiri stiintifice internationale

1. In lunile aprilie 5i mai 1968 lact. Dr. 1. Gy
Maurer a fost invitat in calitate de , profesor
vizitator” de ciitre Institutul matematic |, Guide
Castelnuovo” al Universitdtii din Roma si o tinut
in cadrnl Seminarului de algebrd si geometrie al
acestui institut un cicln de 11 conferinte cu titlul
recapitulativ Quelques probidmes d'algebve puve ef
d’algébre lopologigue.

2. In pericada 25 martie—25 iunie 1968
Gr. Moldovan a fost in R.S, Ceho:lovac.x
pentru specializare in domeninl mazinilor clectro-
nice de calcul la Centrul de caleul de 1a Uh
sitatea ,,Carcl” din Prago. Cu accastit oc
wai viritot diferite Institute de ciberneticd

alcul din Bmo i Bratislava,
f?l‘rr“ 8—12 mai, lact. dr. I. Oy, 3 2urer
o

asist
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dr, Jdoe, DLV Ionr
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hevohes vicomies sin analyse puméricus not

uy Uintigy tion u.mzéw’yw des équations diffiven-

14 iunic, Tacultatea dJde stiinte din \’anc*'

Intvoduction & ia théovic das fonctions , monosplines”.
15 iunic, Tacultatea de stiinte din (,y,cuoh

Repn’sanm!iw intégrale dses diffévences divisées of

introductics & la théorie dos Sfonctions splines.

5. 3—8 dumse, al IX-lea Congres iugoslav de

mecanicd raticnald si aplicatd, Sph't
T Pet, I‘L

Suy Iz mouvement général 4’
luide en priscnce dune pavoi arbit-

A, Turewn, Librations
Dicuctions o | Duffing.

sous-havmonigiues de

6. 7/ — .o dunie, Consfidluiren INTERKOSELOS,
Crut el ied, ;Ioscowa, a pg:tm;pat
p*oi. : Chi

7. 07 dwende. Coleevinl de ecuatdl functio-

olfach, R.F. a G/‘Im&mir*i‘
V . ITones
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Uber den Begriff dev Kon

cin Approximationsverfalrey
Conscrvation de Ualliie d
parv ics polyndmes d'approxi

E. Popovici
vexitdt in Bezug aunf

T. Popoviciu,
convexité des fondl
mation.

9. 28 august— 7 scptembric. Consfituirea INTER
COSMOS, Grupa Atmesfera inaltd, Sofia. A pasti
cipat prof. dr. dec. Gh. Chis.

10, In perioada 15 septombrie—15 noiembric

asist. Gh. Ceman a fost la Universitatea dit
Moscova la Catedra de Calcul numeric pentn
documentar

11 §—9  septemirie, U.LA., Colloquinm o3
Won-Teriodic Phenconiena in Variable Stars. Budo
pesta. Au participat conf. dr. A. P4l cercetites
principal dr. I. Todoran.

12. 30 saptembric—2 octombrie, Coloeviul -
ecuatii functionale si oplicatiile ei. Miskole, BT
Ungara.

I. Gy. L éruds
das algibiv:

Manrer, 3. Szildgyi,
o

définies dans les

13. 7823 soi 2o, Coloevinl tlinton
Trobleme der Womerischen Mathematik”, Ober-
wolfach, R.F. a Germeouiel

D. V. Tonescu, Uber Adams’s Verfahicr

., Popovicia, Nichllincare Interpolations-

Hionge,

Demerkungen  lc

Moldovan (Pofouzcw)

T, Topovicin
salz von Llcne

Participdri a manifestiri stiinfifice din fard

25 wmai
SBSIUNEA STIINTIFICA
A TINERILOR MATEMATICIENI
A. Vasiu, Nomogtama optimd dintr-o clasi
de nemograme.

2526 mo

SESIUNTLL &1 mﬂrk“\
TUTTLYT PEDACOGIC DIN ORADIA
i yrideanna, Souprz caleulului aprexi
ol stratului niel hipersonic exial simetric

‘narea densitdfii atmosfere:
:litilor artificiali.
Asnpra polinoamelor  de
rcrs cn rédicini multiple.
n, Asvpra ctabilitiitil  asimp-
sistemului forfat al Tui Rayleigh-

{ ‘!:. Chig, Det
dte cn ajutorul
. Marugcice
ahoatore min

ot divergente gi trans-
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'—10 scplembric
EMINARUL PE TEORIA TVTHRPOLARIT
ST NOTIUNEA DE CONVEXITATE
D. V. Tonescu, Restul in formule de intes-

»olare gener nhmte (conferintd).

I. Marmnsciac, Asupra uncr probleme din
eoria interpoldrii.

P. Mocanu, Proprietate de convexitate gene-
alizatdl in teoria reprezemtirii conforne,

Ti. Popoviciu, Procedee generale de inter-
wolare si multimi interpolatoare.

T. Popovicin, Problema conservirii alurii
unctiilor prin interpolare.

C. Tartea, Aspectul interpelator al proble-
nelor de sintezi.

7—17 septembric

COLOCVIU DT ECUATITI FUNCTION

BUCURESTI--MAMATIA
Iconescu, La représentation des diffé-
ence divisées par des intégrales diéfinies et les
onctiops spline.

I. Muntean, On Conre
fa System of Ordinary Dif
Pawvel, Asupra nm atit fie
Sehechter, Diclimitarea croril
ii numerice a conafiilor diferentiale prin plL~
anpiren solutiilor discrete.

7—24 septemnbrie
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prof. dr. doe. G h.
asist, M. Seher
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CONFERINTA UNESCO
1 tema:
MODERNIZAREA INVATAMINTULUT
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DUCURESNT

Aw participat: acad. prof. dr. doe. G Cilu-
dreanu, prof. emerit dr. doc, D. Io-
escu
0—12 octombrie
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L INSTITUTULULD POLITEHNTT DI (0L

D. V. ¥Toneseau, O aplicatic a rep
iferented divizate de ordinul 1 piintr-s it
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fﬂo*m
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Gh. Micula, Tormule de
noduri rezullate din superpozitie.

I. Mnuntean, Trafectorii inchise pentru anu-
mite  sisteme de ecuatii difcrentiale auntonome,
19— 21 octombrie

cuadraturd cu

LSIUNEA STIINTITICA
SERVATORULTUI ASTRONQMIC
DIN BUCURESTI

Gh, Chis, A, P4l T. Oproiun, O metodl
de  deterininare a  pericadel cuasidraconotice a
satelitilor artificiali ai Pamintului folosind obser-
vatiile din cadrul programnlni INTEROBS. Apli-
catie la Cosmos 44,

Gh. Chis, V.
clmpului  wviznal al unui  telescop.

T. Opreiv, D, Chis, Determinarea con-
stantelor unei camerc UIISZ-25-2 (tip NAIFA-3¢/25)
pentrin observarea fotograficd a satelifilor arti-

A OB

Pop, Studiul fotometric al

ficiali la statia Clpj (1132).
I. Todoran, Doterminarca miscirii apsidale
In binarele fotowmetrice cu o singurdl eclipsd obser-

vabild

1.

sistermelor
la un sistem propriu la

Asupra racorddril
corca de

[T :;txm!ard.
V., Urecche, i ermipdrii raportului
masclor o wnente! emelor binare strinse

din olzc .M;x fotoemetrics,
V. Urcehg, reduceril observatiilor
in sistemnl fotometric U B

Asupra

Vizite

9 octon

Trof.

Jean Dieuwdonuné (Franta); Despre
i moderne ale teorici grapurilor Lie.

an-Yaoeques Morean (Frania);

emente teo-

@lg preblemei nagterii cavitalied.

yralelor convexe, I

retice

CORRIGENDUM

cspond to the fransitions AM = - 1,
taken from: Rev, Roum, Phyu L1
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In the case Z; € D the magnetic field transitions are:

AM = = 1
80 /2 42
r - _ — v PR T 2 2\ —
Hl%(__)i%m H, = 4DA4, 4 G F)B, —aly o, (2.4 43 =
na (10 . 2 .,
T | = AT A, - A AL~ 44 A‘)
rr2 172 0-"2 071
H 19 3
, _ ] 100 V2 no .
Hi%é—ai-% = I, ¥ 2DA4, F r (a ~ F)By s aCq — oh. (547 — 4)) *
2 10
——A%4, 444,47 — 114 A?)
3]{3( 3 192 T 071 02
4D?
H 1= Hy + (47 — 43)
P e— = 9H, /
(AM = L 2).
o, 1 1047 D? s oa
H = —— T 3D4y E — (a — By, = Ty — A7 4 45) -
soes iy 2 p T DB s %0 T Tsn (77 + 43) =
D?A4n < k2l
W GHS (13¢~ e J’,}
H, 5 50 2 D2
3 = I T o— g e I = /342 _ 2y =
:%é__w% > T DAy T 5 F)B, 3 aCy S, (547 — 1343)
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Tl A A, 44, 4% 114, 4
E 2 1 0L Ap2
et | )
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H, 20 /7 Do .
H = — 1, — (o — FY[, & g -—2_1.:‘._
3t T TP T g o Il i at, 0110{3 prA =
I)S
£ 3 (134,43 + 84,43
‘0
. H, 2D (1
L_L 2 3 — -2 -+ (—— Al — Ag)
Poge—=—5 2 3Hg\3
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1956

BULETINUL UNIVERSITATILOR ,V. BABES® 81 ,BOLYAI* CLUJ, Seria Stiinje
sociale, vol. I, nr. 1--2 B

A KOLOZSVARI BABES ES BOLYAI EGYETEMEK KOZLEMENYEI, tdrsadalom-
tudomanyi sorozat, I. eviolyam, 1-—2. szam

1957

BULETINUL UNIVERSITATILOR , V. BABES“ SI , BOLYAI“ CLUJ, Seria Stiintele
naturii, vol. I, nr, {2

A KOLOZSVARI BABES ES BOLYAI EGYETEMEK KOZLEMENYEI, iermé-
szettudomanyi sorozat, 11. éviolyam, 1—2, vzdm

1958
STUDIA UNIVERSITATUM VICTOR BABES ET BOLYAI, Tomus III

Nr 1, Series III Fasciculus 1, Philosophia

Nr. 2, Series III Fasciculus 2, Iurisprudentia

Nr. 3, Series 1 Fasciculus 1, Mathematica

Nr. 4, Series I Fasciculus 2, Chemia

Nr. 5, Series II Fasciculus 1, Geologia—Geographia
Nr. 6, Series IV Fasciculus 1, Philologia

Nr. 7, Series II Fasciculus 2, Biologia

Nr. 8, Series IV Fasciculus 2, Historia

1959
STUDIA UNIVERSITATIS BABES—BOLYAI

Series I Fasciculus 1, Physica

Series I Fasciculus 2, Chemia

Series II Fasciculus 1, Geologia—Geographia
Series 1T Fasciculus 2, Biologia

Series 111 Fasciculus 1, Psychologia—~Paedagogia
Series 111 Fasciculus 2, Iurisprudentia

Series IV Fasciculus 1, Historia

Series TV Fasciculus 2, Philologia

19690
STUDIA UNIVERSITATIS BABES-—-BOLYAI

Series I Fasciculus 1, Mathematica—Physica
Series 1 Fasciculus 2, Chemia

Series II Fasciculus 1, Geologia—Geographia
Series II Fasciculus 2, Biologia



Series ITI Fasciculus 1, Philosophia et Oeconomica
Series IIT Fasciculus 2, Iurisprudentia

Seriez IV Fascicalus 1, Histeria

Series 1V Fasciculus 2, Philologia

1961

STUDIA UNIVERSITATIS BABES—BOLYAI

Series T IMasciculus 1, Mathematica—Phyzica
Series 1 Pasciculus 2, Chemia

Series 11 Fasciculus 1, Geologia~—Gecgraph
Series II Fasciculus 2, Biologia

Series 111 Fasciculus 1, Psychologia—-Daelay

Series I1T Fasciculus 2, Oeconomica el lurispradentia
Series 1V Fasciculus 1, Historia

Serics [V Fasciculus 2, Philologia

1962, 1963, 1964, 196535

STUDIA UNIVERSITATIS BABES—DOLY AL

Series Mathemalica-—Paysica, fascicuius 1
Series Mathematica~~Physica, {asciculus
Series Cheria. fasciculus 1

Series Chemia. fasciculus 2

Series Geologia—Geographia, fasciculus 1
Series Geologia~~Cleographia, fasciculus o
Series Bi sciculus 1

Series Biolegia, fasciculus 2

Series Philosophia et Oeconomica

Series Psychologia-Paedagogia

Series lurisprudentia

Series Historia, fasciculus 1
Series Historia. fasciculus 2
Series Philologia, fasciculus |
Series Philoloyia, fasciculus &

]

t

1966, 1967, 19¢8 1964Y

STUDIA UNIVERSITATIS BABES—BOLYAT

Series Mathematica—Physica, fasciculus 1
Series Mathematlica—Thysica, fasciculus 2
Series Chemia. fasciculus 2

Series Ceologia~—CGeographia, fascicult
Series Chemia, fasciculus 1

Series Geologia—Geographia, fascicnlus 2
Series Biologia, fasciculus 1

Series Diologia, fascicwlus 2

Series Philosophia

Series Oeconomiica

Series Psychologia—~—Iaedagogia

Series Turisprudentia
Series Historia, fasciculus 1
Series Historia. fasciculus 2
Series hilologia, fascicuius
Serics Philologia, fasciculus 2
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IN cel de al Xiv-lea an de aparitie (1969) Studia Universitatis Babet-Bolyai cuprinde
seriile:

matematica—fizica (2 fascicule) ;

chimie (2 fascicule) ;

geologie—geografie (2 fascicule) ;

biologie (2 fascicule) ;

filozofie ;

stiinte economice ;

psihologie—pedagogie ;

stiinte juridice ;

istorie (2 fascicule) ;

lingvistica—it< -ura (2 fascicule).

Ha XIV rogy wamauma (1969) Studia Universitatis Babes-Bolyai sbixoqut cneaytoummu
cepusmu:

MaTeMaTuKa—®uU3nKka (2 BbINyCKa) ;

Xumus (2 BbINycka);

reonorus—reorpagpusa (2 Bbinycka);

6uonorusa (2 BbINycka);

tunnocodus;

3KOHOMUYECKME HayKWU;

NCUX0NOrNA—neaarornka ;

IopUANYecKne Hayku;

uctopus (2 BbINyCKa);

A3blIKO3HaHMe—NMTepaTypoBefeHNe (2 BbiNycka).

Dans leur XIV-me année de publication (1969) les Studia Universitatis Babes —
Bolyai comportent les séries suivantes :

mathématiques—physique (2 fascicules) ;

chimie (2 fascicules) ;

géologie—géographie (2 fascicules) ;

biologie (2 fascicules) ;

philosophie ;

sciences économiques ;

psychologie—pédagogie ;

sciences juridiques ;

histoire (2 fascicules) ;

linguistique-littérature (2 fascicules).
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