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CONTRIBUTIONS A L’AXIOMATIQUE DES TREIBEIS
DISTRIBUTIFS

psir
GH. PIC

1 Soit M un ensemble muni d’une opération ternaire notée (x, y, z) ou sim-
plement xyz et de deux opérations nullaires qui nous donnent les eéléments O et
I, dénommés aussi premier et dernier élément de M.

Birkhoff a montré dans son livre bien connu [1] que, si l'opération ter-
naire a les propriétés suivantes :

O xh=x ky,x)=x xy,=(x2=(2zX%
{xy 2 mV) = ((x uv)y @uV)

alors on peut organiser M comme treillis en définissant

xUY= (x 1Ly xUy= (x0,y)
et ce treillis sera distributif; on a

xy,2)={xnyn{yfzuUenx @

Ce systeme d’axiomes a été étudié et modifié par plusieurs auteurs dont
nous citons P h. Vassiliou (1950), R. Croi sot (1952), M. Sholander
(1952) ,J. Hashimoto (1951), G. Trevisan (1951), Wang Shib Chang
(1953) , Ceremesin (1958) et dont lesétudes ont pour but de donner un sys-
téeme plus restreint d’axiomes indépendants pour I’opération ternaire. On trouvera
une exposition compléte de ces travaux dans la monographie de S. Rudeanu
[2] cap. IV. Nous observons que le systétme d’axiomes donné par Birkhoff n’est
jpas indépendant et que dans tous les travaux indiqués ci dessus I'opération ternaire
Ist celle donnée par [1].

Dans notre note nous donnerons la caractérisation du treillis distributif avec
premier et dernier élément a l’aide d’une opération wu-aire. On démontre Iindé-
pendance des axiomes et le fait qu’il y a plusieurs expressions analytiques qui satis-
font & I’¢quation fonctionelle donnée pour I’opération wu-aire. Enfin on établit
pour cette opération une équation similaire a celle donnée par Birkhoff.
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2. Théoréeme. Soit A une algebre avec une opération n-aire et 2 opérations
nulle-aires qui définissent les éléments O et I, telle que

A: (0,al1, 0, = 0) =a A2:(0,1,a40, ...,0) = a
A>um(@ bao w0 =a A: baa ...,a) =a
B: (xlt x2 xs,t T = (X2 X3, XX X4, .. ., Xn)

Ci (X>Xee-, X,,),y2y3 mmyq) = (. M> mmOY) m (XS, mm )
oo ->{», Y% o0e.Y«))

En définissant dans A une opération de réunion (J et une d’intersection I en
mettant

aUb={a I,b,0, ...,0) af)b=(@30,b ...,0
A devient un treillis distributif.

Démonstration, a) On voit que les opérations de réunion et intersection sont
idempotentes.

b) a\ll =1 alo=0
Eneffeta\l = (al, 1,0, ... O etles axiomes A3et B nous donnent le résul-
tat énoncé. On procede de la méme maniere pour démontrer la deuxiéme partie.
0 aUb—a < alQb=h
En effet a U b = asignifie (a I,b,0, ..., 0) —a Par conséquent af) b= (a O

bO ...,0) = (albO ...0,0.
O0bO ...0, .... 00O ... O
Soit maintenant af) b
A, B, C on déduit
ayb=4{l,b0 ....0) = bhalO ...,.0) = @h0...0, 410, ....0
= (@alO ... Q 0al0 ...0, balO ... 0, 0Cal0 ...0,0al0 ... O ={a a balO... O
a...,a =a

On peut démontrer de la méme maniére que
bQa=a < a\Ub=b

et d’autres relations similaires. Cette equivalence n’est pas une conséquence de le
précédente, parce que nous n’avons pas encore démontré que I’opération de réunior

ou intersection est commutative. . _ o
d) Nous établirons qu’on a les propriétés d’absorbtion pour la réunion el

I’intersection. On le démontre par exemple de la maniére suivante :

@Ubfl b= [albO ... 0,0, b, O ... O) = (@0LO ... O, 10bO ... O, bOLO ... O,
O0bO ... O, ..., 00O ... O) — @00 ...0, b b O ...,0) = h

e) bnNnadna=>hbfl a

En effet nous avons vu auparavant que (bf] @ \Ja = a et donc c) nou:
donne |%galité désirée.

f) Nous sommes maintenant en état de démontrer la distributivité de la réuni
on par rapport a lintersection. On a plusieurs relations de distributivité. Nou:
nous contentons de démontrer l'une d’elles.

@»0 ... 0,b b O .. .0) —h

b O ...,0) = (@0 ...0, 10O ...0, blbO ... Q
= b, c’est-a-dire {a, O, b, O ..., O = b Des axiomes
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Nous avons :
(0G0 ...0,1, cCO ... 0,0, ..., 0), 1,40, ...,0) —
(WCaO ... 01,40, ..., 0),1la0 ...0, (00 ...0,1, 8O ..., O,
Oa0 ... O ...,0la0 ... OO =(al, a8 ..., 8 = a
€) nous donne maintenant que
(kGO ...0,1, cCaO ...0,0, ...,0,0 4 O, ..., 0 = (OO ...0,1, cCaO ..."
... 0,0, ..., 0
Mais le premier membre est égal, tenant compte de €), a

(dbOaO...0,10aO ...0,0a00... 0 ....0a00 ... O) = (bkkO .. .0, 0 &, ...,0)
onc
bUQgMa= {Hpla e s).

On obtient les autres relations de distributivité de la méme maniére.

g) On peut maintenant démontrer la commutativité de I'opération de réunion
et d’intersection.

Nous aurons par suite des observations d) et f) que
alUb=[b\VWVa a U [bWVaNb=@0\Va0@wuh=
= [bM«U&U[BM@Ub}=DbUK«
De la méme maniére on démontre la commutativité de I’opération d’intersection.

h) Des opérations d’intersection et réunion sont associatives. Pour le demon-
trer on observe que des observations f) et d) il résulte que pour VaeA

AN [«Ub Uc= [«MN«Ub]U «Mg=«UMNQg=a
Par conséquent

«UpUg={af) [«MhfHHcqUKEN «UhUGU
{cN[«UbUc}]={af) [(UbUcJU{pU)N[(sUb Uc]}-=
=kUpPUN[EUDBUcl={[aUUN«Ub}u {{«U LU
Mais

FUGUIN@EUD={aUpU) NG U{[«U{«U®OUCc] Nb=auUb
it par conséquent

AUPUOQ= U U{s@HUSING= @UbHUC

Par la la démonstration du théoréeme 1 se trouve effectuée.

3. Dans les démonstrations que nous avons données auparavant nous avons
utilisé tous les axiomes. Il s’agit de voir si d’autres démonstrations existent qui
['utiliseraient qu’une partie des axiomes, c’est-a-dire, si les axiomes donnés sont
Ww non indépendants.

Pour le démontrer nous construirons des structures algébriques qui satisfont
:ous les axiomes donnés a I’exception d’un seul.

Nous considérons un ensemble de 3 éléments pour lequel I'opération u-aire
:st définie de la maniére suivante :

(%, xit x3 xit ..., x,) = [N, x2x30,0, ...,0)
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Notons pour simplifier I’écriture (x1, x2 x30, .. 0) = [xlt x2 x3]
Alors nos axiomes deviennent :

[Oal] —a

[O1,a —a

[aba]l = a

[Ai>x2 xs] = [x2 x3 x]

[[Xi, x2 Xs],y2y3] = [[Xi,y3 %, [x2y2¥3], [x3y2 ¥3]]
a) Pour démontrer I'indépendance de I|’axiome (1) nous posons :

[000]=0 [a0 0] =

[00a] =0 [a0a] —a
[001] =0 [a0/] = a
[OfIO] =0 [aa0] = a
[Daa} = a [aaa] = a
Ow =0 [ral/] =4
[0/0] =0 O =0
[0/a] = a -2
[OIl] =1/ [all] =1

[/0 0]
[/Of1]
[/0/]
[/ 0]

[/ffl] =

[/f1/]
[//0]
[//a]
[//1]

()
(N
( 1 n
(2)
©

1]
— -~~~ » -0 O

et on voit que (") n’est pas satisfait parce que par ex. [0a/] = 0 mais les autre

axiomes sont satisfaits.

b) Pour démontrer I'indépendance de I’axiome (1) nous posons

[000] =0 [a00] =0
[00a] =0 [a0a] = a
[001] =0 [a01] =0
[OfIO] =0 [aa0] = a
[Oaa] = a [asa] = a
[0al] = a [pal/] —a
[0/0] =0 [a/0] = a
[01a] =0 [#/a] = a
@) - [ar 1] =1

et on voit que (1) n’est pas satisfait, parce que par ex. [Ol fl] = O mais

axiomes sont satisfaits.

[10 0]

[10a] =

Uo01]
[1a0]

[lTaa] =

[1al]

[110] =

[lia]
[111]

O -~ o O

|
—_ o~ o~ ~—

les autre

c) Pour démontrer I'indépendance de I’axiome (1") nous convenons que

si *4s™ [ (xlt x2 x3 xi: ..., %,) = [Xlt x2 x30] ;

si xt = | nous distinguons deux cas selon que a) deux des éléments xIt x2 x3 son
égaux a I, ou B) si au plus un des éléments xIt x2 x3 est egal a I.

Dans le cas a) {xux2x31,0, ...,0) =/
Dans le cas B) (xIt x2 x3 1,0, ...) = [xltx2x30]
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Nous posons :

[0000]= O [2a000] =0 [1000] =0
[00a0] =0 [a0al] = a [10 a0] = a
[O0I0] = 0O [a010] = a [1010] = |
m [0a0Q] =0 aa00] =a [la00] = a
[0aal] = a [aaal] = a [laal] = a
[Oal O] = a [aall] = a [1al10] = a
[OI00] =0 [2a100] = a [1100] =1
\0l aQ] = a [al a0] = a [I1 a0] = a
[0/7 0] =0 [@l110] = a [1110] =/

[O111] = [al11] = [////] = [FOH] = [lall] = [1101] = [Hal] = |

et I’axiome (1") n’est pas satisfait parce que par ex. (@110 ... 0) = a mais les
autres axiomes sont satisfaits.

d) Pour démontrer I'indépendance de I’axiome (1") nous faisons les conven-
tions d’auparavant avec la différence que si et deux des éléments xlIt x2 x3
sont égaux a | alors (xb x2 x3 1,1, ...,/) est égal a celui des éléments xlt x2 x3
qui difféere de I. Tous les autres éléments sont déterminés par nos axiomes. I/al-
gébre ainsi construite est un modéle qui satisfait les axiomes (1), (I), (1”), (2
et (3) mais pas (1™).

e) Pour démontrer l'indépendance de I'axiome (2) des autres axiomes nous
posons :

[000] =0 [a00] =0 [100] =0
[00a] = a [a0a] = a [10a] = a
[001] =0 [a01] = a [101] =1
[CaO] =0 [aa0] = a [la0] = a
[Caa] —a [aaa]l = a [faa] = a
[Oal] = a [aal] = a [tal] = |
[001] =0 [2a10] = a [110] =1/
[0la] = a [al a] = a [Ua] =/
[OII] =1 - ] =1

L’axiome (2) n’est pas satisfait parce que [00 a] = a et [00 a] = 0.

) Enfin pour démontrer I'indépendance de I’axiome C des autres axiomes i
suffit de poser

GOala ...,a=0; (I,al a ...,a=a

et de tenir compte des autres axiomes. Alors I’axiome C n’est pas satisfait
parce que

(Calaa ... a,a, 1,8 ..., 8= Oal,a ...,a =0
et
(Oala ... a, aala ... a, lala ... a,aala ... a ..., aala ... @ =
=@0,aaa4a....2 =a
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4. Nous établirons maintenant I’expression analytique de I|’opération n-aire.
Pour cela nous introduirons la notation suivante :
An(xux2 ..., #)= {xU X2U eee U xt) 0 (xi U X2U eee U xi-i U ¥H) I
N eee [1 (xn-i+i U Xn-i+2U eee U *»)

L’expression duale sera noté par At (xlt x2 ..., X,,).
Dans un trellis distributif on a toujours

A, (xi, x2 .. xm —A,n i+l (xltx2 . . xn
et
An (X211 XI>X2 eee>Xn) ~ An (XBx2, ..., xn) () An P& x2 ..., Xn)
An(xx U X X2 .. ., xn) = An (& x2..., xn) U An{xt, x2. .., xn)

et autres egalités similaires. Avec leur aide on montre aisément que An[xlt x2 . . x,,)
est une operation n-aire qui satisfait I’axiome C. Il'y a donc plusieurs expressions
qui satisfont I'axiome C, mais de toutes ces expressions la seule qui Vérifie aussi

les autres axiomes et seulement A™"1(xu x2 . . xn) = A,2(xlt x2 .. x,). Mais
outre A2~t(x1, x2 . . X,,) il y a aussi d’autres expressions qui satisfont les axiomes

A, B, C par exemple

L X1, X2> eee>Xn) = ~nU An_T{Xx, X2, .. Xn—x)

Donc pour assurer que les axiomes A, B, C déterminent univoquement I'opérateur
(xlt x2 . . x,) nous avons besoin d’une condition supplémentaire.
Nous poserons

Ax»-i,2(rg .. (X>xz2i eoelxn) A1 (X2 ..., Xn
de I’'axiome B résulte
A»12(*1i x3> mxn) < ixl, xz, mm x» < KJ1 (xlt .= xn)
Aniz (xIt X2 x4 . Xn) < ixi, Xe>mm x») < A"Zi (X, X2 X4, ... xn)
et d’ici
Ani(Xli Xol eee>Xt) N (XE>x2i ool X) N A, (% X2 ..., XN
Comme notre treillis est distributif on en déduit

(xi>xz>mee>Xn) = A, AXX X2 ..., XN = An (X X2 ..., X,

Remarquons enfin que (xIltx2 . . x,) déterminé de cette maniére satisfait
aussi une équation fonctionnelle de type Birkhoff, parce que nous avons le résultat
suivant :

Théoreme. Dans un treillis distributif

AYT (AL 0% X2 Y, AL (0, Y2 2oy, 2)
=An A, 0§ ..., XNX2,Y2 .. V)

(Manuscrit recu le '28 septembre 1968)
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CONTRIBUTII LA AXIOMATICA RETICULELOR DISTRIBUTIVE
(Rezumat)

G. Birkhoff a dat un sistem de axiome care cu ajutorul unei operatii ternare caracterizeaza reti-
culele distributive. Totodata Birkhoff a determinat forma analitica a acestei operatii ternare. De acest
sistem de axiome s-au ocupat si alti autori ca Ph. Vassiliou, R. Croisot, M. Sholander, J. Hashimoto,
G. Trevisan, J. Ceremesin si altii. Tn prezenta lucrare se aratd ca se poate da si un sistem de axiome
care caracterizeaza reticulul distributiv folosind o relatie n-ara. Se aratd cd exista mai multe expresii
pentru operatia n-ard care satisfac sistemul de axiome dat si se da o conditie suplimentard pentru
ca aceastd expresie sa fie unica.

K BOMNPOCY AKCUNOMATUKN ONCTPUBYTUBHbLIX CTPYKTYP

(Pestome)

. Bupkrodd gan cuctemMy akcrom, KOTopble MPU MOMOLLM OHOM OnepaLvn XapakTepusyloT AUCTpu-
OyTVBHble CTPYKTypbl. OfHOBpeMeHHO, Bupkrodd onpegenun aHanuTUYeckyto ¢OpPMYy 3TOW TPOIHON
onepauun. Tol CUCTEMO aKCMOM 3aHMMaUCb U Apyrue aBTopbl, Kak: ®. Bacunuy, P. Kpyaso, M. LLlonsk-
nep, X- Xawwumoto, I'. TpeBusaH, XX- YepemecuH 1 ap. B HacTosiweli paboTe MokasaHo, YTO MOXHO AaTb
N CUCTEMY aKCMOM, XapaKTepusylowmx AUCTPUOYTUBHYIO CTPYKTYpPY, UCMONb3YA H-0e OTHOLLeHMe. [oKasbl-
BaeTCHA, YTO MMEEeTCS MHOrO BbIPaXKEHWI AN51 H-OM0 OTHOLLEHWS, KOTOpble YAO0BNETBOPSOT [JaHHOW cucTeme
aKCMoOM W [laeTca AOMOMHUTENIbHOE YCN0BUE A1 TOro, YToObl 3TO BbIPaKeHWe 6bI/10 efUHCTBEHHbLIM.






UBER DIE ZERLEGUNG VON GRUPPEN

I. VIRAG

In der vorliegenden Arbeit werden wir einige Eigenschaften der Zerlegung
einer Gruppe beweisen.

Wir werden folgende Bezeichnungen, Begriffe und Ergebnisse benitzen :

1° Gruppen und Untergruppen werden mit grossen lateinischen Buchstaben
bezeichnet, Elemente der Gruppen mit kleinen lateinischen Buchstaben und Homo-
morphismen mit kleinen griechischen Buchstaben.

2° Es sei G eine Gruppe. Mit {G-; is/} bezeichnen wir eine nicht-leere Unter-
gruppenmenge von G, deren Mdchtigkeit nicht kleiner als 2 sein soll. Das Sym-

bol reIrGit Lér(i bzw. G* bedeutet immer den Durchschnitt, die Vereinigung im
« «
gruppentheoretischen Sinne der Untergruppen G{(ie /) von G bzw. G*= (J G

3° A bezeichnet denjenigen minimalen Normalteiler von G, der die Untre-
gjuppen A von G enthalt.

4° A 0B bezeichnet den ,Kommutanten” der Untergruppen A und B von G
d.h. die von den Kommutatoren aob = a-1 mb~yab mit ae A und b £ B erzeugte
Untergruppe von G

5° WennG = A \J B, soist A°B = AoB = A°B und A = A \J (AoB) [2].
6° Wenn G = U Uj, so ist (J G »l = U (Bt G) [2]-

19
7° Es sei tpein Eplmorphlsmus G “uG, Gp = G. Es gilt Le G)p = (G’\)
mle@,Q»@.%@@MHMa

8° Ap= Ap gilt fur beliebige Untergruppe A von G [2].

9° Wenn A und B zwei Untergruppen von G sind und ker(gp) -CA, so gilt
(AN B)? = A?0M1 B? [1].

10° Gist das verallgemeinerte direkte Produkt seiner Untergruppen {G; ;i £/},
wenn G = UrGi und G oG* = c(r£1) (wobei e das Einheitselement der Gruppe
G bezeichn)é%).

11° G ist das reguldre Produkt seiner Untergruppen, wenn G = (J G, und

NG = ei €/) [2].
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Es sei
G=UG, (1)
Dann ist
=g
der Kern der Zerlegung (1) von G
K= U (G"G)

ever
der Kommutant der Zerlegung (1) und

E=U(G,nGfl
»er
der requlare Kern der Zerlegung (1).
Es sei N{= GIQ\ Gf ; K{= G(°Gf, Rt= G, N Gf (i67).
Die folgenden Relationen gelten [3]

N = t\eJINl (2)
K = \JKi
iei @)

Hilfssatz 1 Wenn G = U G;, so gilt die folgende Relation
B

Ni = RIUK, @i6ln %)
Beweis. Man sieht leicht, dass
Ri C Ni (R

und
Ki C A< i67

Also
A.-U~CiV,. (i67) 5)
Es sei nun re Ni~GiC\ G*. Aus 5° folgt, dass G{= G, A,. Also
*=ftm =gc(i €G- ki €A;, gf 6Gf)
und
A= g* «JTTLE GF;
xt(G{nGKi = RiVKi

Also ist

AICAIUTIfi *€7) (6)
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Satz 1. Sei G = Ue_Gj. Dann ist
gj
N =R(JK ™

Beweis. In der Tat folgt aus 6)) R\JK Q N, und aus (6) N Q R \JK.
Bemerkung. Wenn K =¢, so ist Gf= G (it7), N=R = Q G* und

die Zerlegung (1) von G ist das verallgemeinerte direkte Produkt seiﬁgp Unter-
gruppen Gj(i C7). _

Wenn R = ¢ so ist G{INN G*= e(it 7), N —K und die Zerlegung (1) von
G ist das reguldare Produkt seiner Untergruppen Gt(i t 7).

Aus K —e und R = e folgt N = e, und dass die Zerlegung (1) von G das
direkte Produkt seiner Untergruppen G{(i t 7) ist.

HiLFssaTz 2. Wenn G= U G,, so gilt
-el

C(N1=Cc,NbC:NK = IA *£0; ©®

Beweis. Es ist klar, dass G,H G* Q GjJH R *€7). Aus den Relationen
N RIDR und G*D Gji =£/ (i, 1ti) folgt unmittelbar, dass

G,niV:G(n(.neié?) =G,nG? DG.n*DC.n" (iti)
Folgerung. Wenn
*:.G ->G/R
und
R:G Gzv
Homomorphismen sind, dann ist
Gx~ GR (re?) ©)
Beweis. In der Tat, aus (8) folgt

Ga=Gu ll, ~GGME=GIR  (iti) -
und
GR= GUW G./G.fW = G./E, (7T€7).

Bemerkung. Wenn gx und 2 Homomorphismen von G sind und R <;
< Kergj< JT (i= 1,2), so ist

Gifte*dgg (it ). (10;
Satz 2. 1< G= U, Gi; so ist
eei
a) Ga = GjR das regulare Produkt der Untergruppen G;a (i€l

b) GR = G/A Tas verallgemeinerte direkte Produkt der Untergruppen GR=
= GIKIK c* GilG M K (i €1).
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C) Gy = GI/N das direkte Produkt der Untergruppen G Si G,/R, (i CI).
Beweis, a) Aus den Relationen R < G*(i Ci) und G f) G*< R(ise/) und
aus den Bemerkungen 7°, 8° und 9° folgt

Galrl =G,aflGT« = Gafl Q- (G f|G¥a= U(ic/) (1)

(U das Einheitselement der Gruppe Ga).
b) Aus der Bemerkung 7° und der Relation (3) folgt

GRo(GR)* = GR oGfR = (G oGIN R= A-R=¢e" (rel). (12
(e" das Einheitselement der Gruppe GR).
c) folgt unmittelbar aus a) und b).
Folgerung. Wenn G= (JGf, 9 und 42 Homomorphismen von G und
€l
R .<Ker(q) < N bzw. K < Ker g9 < A, so ist Gqi das reguldre Produkt der

Untergruppen G~ G,/At. (T€/) bzw. Gx2 ist das verallgemeinerte direkte
Produkt der Untergruppen G2 (i C/).

Es sei G= LIG. Im folgenden werden wir uns mit der Darstellung der Eie-

mente g6G alslelgrodukt von Elementen aus G beschéftigen. Dazu benutzen wir

die Normalteiler N, R und R.

In der Arbeit [4] haben wir eine solche Darstellung in folgender Weise erhal-

ten :
Aus jeder Nebenklasse, d.h. aus den Elementen der Faktorgruppe GJR, € 1)

wéhlen wir ein beliebiges Element und bezeichnen mit S, (i ¢ 1) das auf dieser Weise

fur jedes i C/ erhaltene Reprdsentantensystem.

SATZ 3. Wenn G = |J G, so ist ein beliebiges Element g CG in einer soge-
i<=l
nannten Normalform '

g—S,°*S, ... Sn Ay (13

darstellbar, wobei jedes s ~ e(l < kK < n) zm einem Reprasentantensystem Sik gehort,
und u f N. D ese Normalform ist fir vorgegebene Reprasentantensysteme und fur
eine vorgegebene Anordung der Faktoren §, s,, ..., S, eindeutig.

Es sei G ~ fgj G,, so ist beliebiges Element g ¢ G in
g = g, mgi, mmmg'i mmmgik mmgim, gk €Gk (1 < k< m) (19

darstellbar. Diese Darstellung von g € G ist im allgemeinem nicht eindeutig, und
mehrere Faktoren in (14) konnen zur selber Untergruppe gehoren.

Fir beliebiges gf CGf und g,ke GKkist
gtk mg’k = gik mgfigf 1grf mgit gik) = gik mgtk « k, wobei k <=K, (15)
und fir beliebiges g CG und k ¢ K ist
g°k = g~ik~3 s ke K. (16)
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Auf Grund der Eigenschaften (15) und (16) definieren wir die folgende ele-
mentare Umformung :

Sind gij und gik zwei Faktoren in (14) derart, dass beide zu G gehoren,
gij und gk benachbarte Faktoren aus Gtund gtj mgik —gn so ersetzen
g= g\ mmgij-i mgt gij+x memgik-1 ' iik-1 eomgimmk’ k" K (17)
Es ist klar, dass man jedes Produkt (14) in endlich vielen Schritten in ein Pro-
dukt
g =ghmgu mmgin’ k (18)

umformen kann, wobei die Faktoren gik(1 < k”n) zu verschiedenen Untergruppen
gehoren.

Wir nennen die Darstellung (18) eine kanonische Form von g ¢ G

Satz 4. Wenn G = I(éli Ge

g = gu--- gin mk (29
und
g=gn-.--gim mk' (20)
zwei beliebige kanonische Formen von g € G sind, so folgt aus g,£f Ghundgy ¢ G*
gtklmgH € Gk M G* = Rh.
Beweis. Wir verwandeln die kanonische Formen (19) und (20) von ge G in
g= gik mgi, mmgik-i mgn-1meeginki (21)
und
g = gif mgj\ wmmSii-i mgii-i mmmgjmK (22)
Aus (21) und (22) folgt
gikl mgi, = g\ mmmgk-1 'gik-1se+gin’ k g\ mmmSii-i ' Sii+i mmmgim mK )-1€ G*n G*

Folgerung. Wenn G das reguldare Produkt seiner Untergruppen (i ¢ I)
ist, so sind zwei kanonische Formen (19) und (20) n = m und jeder Faktor gtk
(1 C k < n) stimmt mit einem gj(( | n) Uberein

gik = i,
und wenn ik = jk (1 .< k < n)‘so ist k —k* [2].
(Eingegangen am 30. September 1968)
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DESPRE DESCOMPUNEREA GRUPURILOR
(Rezumat)

Fie G un grup arbitrar, despre care presupunem cd este generat de o multime a subgrupurilor
sale Gj(ie 1) :

G=_UG
1€l

Pentru o astfel de descompunere a grupului G se defineste nucleul descompunerii, comutantul descom-
punerii si nucleul regular al descompunerii.
Se aratd anumite relatii Tntre nucleul, comutantul si nucleul regular al unei descompuneri.
Folosind nucleul, comutantul, nucleul regular si componentele unei descompuneri se dd doua
tipuri de reprezentari ale elementelor grupului G sub forma de produse de elemente. Tn cazuri parti-
culare, din aceste reprezentari se obtin reprezentdri cunoscute in literatura.

O PA3NOXEHWW TPYIM
(Pestome)

MycTe G npousBonbHas rpynna. MpeanonaraeM, 4To G MOPOXAeHa HEKOTOPbIM MHOXECTBOM €&
noagrpynn Gi(i é 1)

G= UGi

Lna Takoro pasnoxeHus rpynnbl G onpefensieTcs sA4po pasfoXeHUsi, KOMMYTaHT pasfioXeHus n pery-
NISIPHOE AP0 Pa3NOoXKEHUS.
MokasaHbl OMpefenéHHble OTHOLLUEHUSI MEXAY S4POM, KOMMYTaHTOM W PEryfnsipHbiM sSiAPOM  OZHOro
pasnoxeHus.
Vicnonb3yss siApo, KOMMYTaHT, PerynsipHoe spo W COCTaBAsiOWMe OJHOr0 PasfoXeHus, faloTcs
[Ba TWMNa MNpefcTaBneHUid 31eMeHTOB rpynnbl G B BUAe NPOW3BeAeHWI 3/1eMeHTOB. B YacTHbIX Cly4asx, u3
3TUX NpeAcTaBfeHU A MOyYaloTCs MpeACTaBfeHUs, U3BECTHble B NMTepaType.



SPATII Vn DE CURBURA PROIECTIVA RECURENTA

de
P. SANDOVICI, P. ENGHIS, M. '[ARIN/:\

Un spatiu VHeste de curbura recurentd, dupa definitia datd de H. S. Ruse
[1] daca exista un vector eovariant g, astfel incit tensorul de curburd verifica

relatiile :
Rkir= @ R)u @
Din aceste relatii, prin contractie in raport cu indicii i, k rezulta :

Rji.r —?r Rji @

Spatiile Vncare satisfac relatiile (2) se numesc spatii Ricci-recurente. Astfel
un spatiu de curbura recurenta este de asemenea un spatiu Ricci recurent, reci-
proca nefiind in general adevarata [2].

Spatiile recurente generalizeaza spatiile simetrice In sensul lui E.Cartan pentru
care avem ¢ = 0.

Prin analogie cu aceste spatii introducem spatii V, de curbura proiectiva recu-
rentd, pentru care tensorul de curburd proiectiva

K)K = R)kl""ﬁ'kl(S; Ru - s*Rjk) ©)]
satisface relatiile :

K)KY = o, K)bl @

unde &, este un vector eovariant. Aceste spatii generalizeaz& spatiile proiective
simetrice considerate de Gy. Soos [3] si Bandana Gupta [4]. Spatiile

considerate le notdm cu Y* si presupunem ca nu se reduc la spatii de curbura
constanta.

In aceasta lucrare stabilim unele proprietdti ale spatiilor Y*.

Teorema 1 Un spatiu Y* care este Ricci-recurent de vector vf este de
curbura recurenta, daca si numai daca 4= v,

Intr-adevar, presupunind cd avem Rji¥= VfAJ si tinind seama de aceste
relatii Tn ecuatiile (4) gasim :

Rur- ®Rji- — [8i(v,- (MR- 8 (V,- $)*]= 0 ©)

2 — Mathematica—Physica 1/1969
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Daca spatiul Y* este de curburd recurentd, deci RBi,r =\ R)m, prin contractie
rezultd \ = w, deci relatia (5) devine:

(f- gnK)Kd = 0

Dar am presupus K)u ¢ 0, prin urmare wr= dr.

Reciproc, un spatiu YJ Ricci-recurent cu vector v, = ¢r este de curbura recu-
renta.

Teorema 2. Un spatiu Y* cu vector de recurenta ¢, verifica relatiile

(R8T - nRj)f= - A~ R, I ©6)
intr-adevar, contractind relatiile (4) in raport cu i si r, avem:
Kkl,i = d Kkl-
Tinind seama de formula lui Weyl
rnN — ARn*- Rjki) )
si ridicind indicele j, obtinem :
(n- 2)(R{k - Rij) = (n- L4 1, («Ui - SRi)

Prin contractie Tn raport cu indicii j si k, folosind formula :
Rh = j

obtinem relatia (6).
Consecinta. O conditie necesara ca un spatiu V,{n > 2) sa fie de curbura
scalard constantda R = const, este ca ecuatia caracteristica

Ip9"—RI\ —0 8
sd aiba o rdadacind p= l]_

Teorema 3. Un spatiu V,, reductibil de metrica ds2= ds\ + ds\ este un
spatiu Y* dacd si numai dacd dsf este o metricd euclidiand iar dst e o metricd de

curburd recurenta.
Demonstratie. Sa presupunem cd metrica spatiului Y* este

ds2= ds\ + ds\ )

unde
ds\ — 'Lg,fJldx"idx" ds\ = ~gtjRxI'dx>*

iar g*T1depind de variabilele x1, ... x’, si g‘ii de xr+l ... xn Rezulta ca singurele
componente nenule ale tensorului de curburd proiectiva sint :

"Kiged—~n_j  NJAV @R—1 2 (10)
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Relatiile (4) devin :

TR A (11)

‘brytixippxiQ” K B>17= b 23 a—=R (12)

Considerind ecuatiile (11) pentru a =R si observind ca K llijgdda =£0, rezulta:

13)

Daca ds\ si ds\ nu sint de curburd constantd si r> 2, n —r > 2, egalita-

ile (13) pot fi satisfacute numai pentru ¢gra= 0, a= 1, 2, deci spatiul Y* ar
i un spatiu Tn.

Sa presupunem atunci ca = 0 deci ca metrica dst este de curba

onstanta, iar Ki,jtkt, ~ 0. Din relatiile (13) pentru a= 1, B —2 rezulta ¢ = 0.
fcuatiile (12) ne dau

Riti&+ = Neci (14)

= ® R]&&, ~
Pentru B = 1 ecuatiile de mai sus ne dau Rj* = 0, deci In ipoteza facuta
vem Rijjj, = 0, adicd metrica dsf este euclidiana.
Pentru B =y = 2 relatiile (14) ne dau:

= dv,Rjj, (15)

ir pentru restul indicilor sint identic satisfacute. Considerind relatiile (11) pentru
= B = 2sitinind seama de (15), obtinem :

NYHkrera = dr, Rislji,!, |
eci metrica ds\ este de curburd recurenta.

Conc uzia se men}ine aceeasi si in cazul cind cel putin una din metricele ds\,

Sj este bidimensionala.

Reciproc, un spatiu V,, reductibil cu metrica (9), unde ds\ este o metrica eucli-
iand iar ds\ o metrica de curbura recurenta cu vector dr, este un spatiu Y* cu
ector de recurentd (0, ®,), ceea ce se poate verifica printr-un calcul direct.

Observatia 1 Un spatiuY* reductibil cu metrica (9 unde ds\ (i = 1,2)
u sint de curburd constanta este un spatiu simetric Cartan.

Aceasta rezulta din faptul cad Tn acest caz spatiul 4r este un spatiu ¥, reduc-
bil, deci este un spatiu simetric Cartan [4].

Observatia 2 Un spatiu reductibil ¥* este de curbura recurenta.

Spatii Y* conform-euclidiene. Tn cele ce urmeazad se considera spatii *F* con-
>m euclidiene si se indicd anumite relatii necesare pe care acestea le satisfac si
ire permit verificarea pe o cale algebrica a faptului cd un anumit spatiu V,, conform
iclidian este un spatiu Y*. Relatiile gdsite se exprimad sub o forma invarianta.

Un sgagiu V,,n> 3 conform euclidian este caracterizat de anularea tensorului
e curbura conforma

Ritki ~ aikhi  « A aik®n ‘b 5. @ik anaik)
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iar pentru n = 3 de anularea tensorului
Rjl.k ~ Rika ‘2‘(»i ) aik’>t) = 0 1
in cazul n > 3 relatiile (17) sint consecinte ale relatiilor (16) iar in cazul n =
relatiile (16) sint identitati.
Contractind relatiile (4) in raport cu i si r si folosind formula (7), obtinem
Rik Rkd= —_SRRIdr  ~(VKRji (8
Introducind aceste expresii in relatiile (17) si tinind seama de relatiile (6
gasim :
A»,p5= 0, (If
unde am notat
AR (n —1) Rkl —{SIRji — SiRjb) +

+ — [(R% - nRI) - ak(R8s Ve

Astfel vectorul de recurentd dr satisface sistemul de ecuatii liniare (19). Dac
rangul matricii sistemului (19)

1A 1

este 11, sistemul admite numai solutia yt= 0, prin urmare avem un spatiu Y,
De aici rezulta ca vectorul de recurenta al unui spatiu Y* conform euclidiai
trebuie sa fie o solutie a sistemului (19) si avem :

Teorema 4. O conditie necesard ca un spatiu V,, conform euclidian sa fi
un spatiu Y*, este ca rangul matricii [\A)bl| s& fie mai mic decit n.

Tensorul ARt dat de formulele (20) poseda urmatoarele proprietati :

a) Ajkt + Aju= 10

b) Aiti + Ailj - AiB= 0

c) Tensorii contractati sint:

care rezultd din proprietdtile tensorului de curbura.
Se observa cd in cazul in care 5/, = 0 avem Rj, = —a,, adica spatiul Y* coi
n

form euclidian este un spatiu Einstein si deci este un spatiu de curbura constant
Exemplu de spatii Y* conform euclidiene. Consideram spatiile V,, confor

euclidiene cu metrica de forma
ds2= - [(dxD2+ ...+ (dxn)2] @

unde u este o functie de o singurd variabila n = u(xr).
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Coeficientii nenuli de speta a doua ai lui Christoffel sint :

i w 1 u 1
i1- Tu wx M 11
Simbolurile de speta a doua nenule ale lui Riemann sint:
it ti
Ns-= Aw = - — Y Rjij— o 22
iar componentele derivatei covariante
| ! W —
R " @
Componentele nenule ale tensorului de curburd proiectivd (Weyl) sint:
n- 2u" roam
Kii :
)Jlj n—iu K'm a—1m (24)
iar pentru tensorul derivat obtinem :
n—2 mu" + m'n" 1 um™ + mu"
Kw ., cKui— (25)

Ecuatiile (4) vor fi verificate pentru :
o =m si ga= 0. (26)

dacd n" 0. Tn cazul n" = 0 spatiul (21) este un spatiu de curburd constanta.
Deci spatiul (21) este un exemplu de spatiu 'F* cu vectorul de recurenta (26).

Acest spatiu este, Tn general, un spatiu T* propriu-zis, adicd nu este de curburd

recurentd. intr-adevar, spatiile (21) de curburd recurentd satisfac relatiile:

Rki= ®A. Am= & A, 27)

celelalte relatii fiind satisfacute cu valorile ¢a = 0. Din expresiile (23) rezulta ca
este necesar sa avem

uu  —uu 2n"
¢: ]
uuw —u m n
Prin urmare spatiile (21) de curbura recurentda corespund numai functiilor n ce
verifica ecuatia diferentiala

uu’u™ + u’ar 2uu"2= 0 (28)
a carei solutie generalda este
n= (@1 —4£) [ksX1+ k3]*-' daca kx =£1
respectiv
n = kaek*l dacd kx= 1

Astfel pentru o functie u(xk care nu este o solutie a ecuatiei (28), spatiul cu
metrica (21) este un spatiu 'F* propriu-zis.
{Intrat in redactie la 23 ianuarie 1968)
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V,, MPOCTPAHCTBA PEKYPPEHTHOW MPOEKTVBHOW KPUBU3HbI
(Pestome)

ABTOpbl 0606LLAI0T MNPOEKTUBHO CUMMETPUYHBbIE MPOCTPAHCTBA, paccMaTpuBaeMble [b. Lloow [3
onpefensis NpocTpaHcTBa TJ PeKyppPeHTHON MPOeKTUBHON KPUBM3HLI MOCPEACTBOM OTHOLLEHUIA (4), KOTOpbI
NpoBepsitoTC TEH30POM MPOEKTUBHOM KpUBU3HBLI Belina.

B nepBoii yacTu paboTbl aBTOPbI [J0Ka3bIBAOT HECKO/IbKO CBOWCTB 3TUX MPOCTPAHCTB. HeKoTopble 1
HMX OTHOCATCS K MNPUBOAUMBbIM TJ NPOCTpPaHCTBaM.

Bo BTOpOIi YacTu paboTbl paccMaTpUBAlOTCA KOH(OPMHO 3BK/MAOBbIE T» NPOCTPAHCTBA U AAETCs KPr
Tepuii anre6pamueckoli NPUPOAbI, KOTOPbIM MOXHO MPOBEPUTbL €C/IM KOH(OPMHO 3BK/MUAOBOE Y,,npocTpar

CTBO fABnseTcA TJ npocTpaHCTBOM. B thopmynupoBke 3aToro ycnoBusi (Teopema 4) BBeféH TeH3op A'a

[aHHbIn hopmynamu (20), €O CBOWCTBaMW, aHaNOMMYHbIMWU TEH30PY KPUBU3HbI.
B 3aknioyeHun faetca npumep CO6CTBEHHO KOH(OPMHO 3BKAMgoBoro TJ npocTpaHcTBa (21).

ESPACES Vn DE COURBURE PROJECTIVE RECURRENTE
(Résumé

Les auteurs généralisent les espaces projectivement symétriques considérés par Gy. Sods [2
en définissant les espaces TJ de courbure projective récurrente par les relations (4) que vérifie le tenser
de courbure projective de Weyl.

Dans la premiére partie du travail on démontre plusieurs propriétés de ces espaces, dont certaim
se rapportent aux espaces TJ réductibles.

Dans seconde partie on considére les espaces TJ conformément-euclidiens et I’on indique u
crité 2 ure algébrique d’apres lequel on puisse vérifier si un espace V,, conformément-euclidie

est n espace TJ. Dans I’¢noncé de cette condition (théoréme 4) on a introduit le tenseur Akl donn

par les formules (20) et de propriétés analogues a celles du tenseur de courbure.
On donne en conclusion un exemple d’espace TJ conformément-euclidien proprement dit (21
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1 Etant donné un intervalle [a, b] et une fonction f(x) définie dans cet
intervalle, si nous voulons définir I'intégrale Riemann, on considere des divi-
sions de l’intervalle et on construit les sommes intégrales correspondantes. Parce
que la classe des fonctions intégrables Riemann est trop restreinte, il a été néces-
saire de trouver de nouveaux procédés pour construire des sommes intégrales
qui conduisent a des intégrales plus générales. On observe cependant que pour
les fonctions qui sont intégrables dans un sens plus général et ne sont pas
intégrales Riemann, I’ensemble des points dans le voisinage desquels la fonction
a une structure singuliére, a ordinairement une mesure nulle. Par exemple, I’ensem-
ble des points au voisinage desquels une telle fonction est infinie, est de mesure
nulle. De méme, évidemment apparait I’idée de ne pas construire des sommes
intégrales sur I’intervalle [a, b] entier, mais sur un ensemble B Cl [ b] qui ne
contient pas les singularités de la fonction, donc pour lequel

m(B) —b—a

Ainsi, J. G. Burkill [3], [4], [5] a défini des intégrales dans lesquelles ila em-
ployé la notion de base B de l’intervalle [a b]. Les intégrales M* et M qui
seront définies dans I’article présent, sont basées sur la construction de la moyenne
de certaines sommes intégrales Riemann, qui correspondent a de certaines divi-
sions d’une base B.

D’un autre coté E. H. Mooreet H. L. Smith dans les articles [8],
[9] ont démontré que les sommes intégrales constituent une suite généralisée
(en anglais nets) convergente. La théorie des suites généralisées a été développée
par plusieurs auteurs [1], [2], [10] et a été essentiellement complétée par la défi-
nition donnée par J. L. Kelley de la notion de sous-suite [6], [7]. Alors, en
utilisant ces notions, la condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite géné-
ralisée soit convergente est que toute sous-suite de la suite généralisée soit con-
vergente vers la méme limite.

Dans la définition des intégrales M# et M on va utiliser le langage des suites
généralisées, définies sur I’ensemble de divisions d’une base B. Cet article contient
une partie des résultats communiqués par I’auteur en 1966 a Bucarest, au Congres
interbalcanique des mathématiciens, a la faculté de Mathémathiques—Mécanique
de Cluj et & la session de I’Institut pédagogique d’Oradea en 1967. Dans d’autres
articles seront discutés différentes propriétés des intégrales M* et M et les primi-
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tives correspondantes, et on démontrera le théoréme selon lequel une fonction
intégrable Denjoy est intégrable M*,

§ 2. Soit [a, b] un intervalle fini de I'axe réel. Nous appellerons base de
Iintervalle [a, b), un ensemble mesurable B ¢ [a. b] si les conditions suivantes
sont vérifiées :

10 les extrémités de lintervalle [a, 6] appartiennent a I’ensemble B et

2° la mesure de I’ensemble B est égale a la longueur de l’intervalle [a b]
donc

m(B) = b—a

Faisons la remarque que, étant donné un intervalle [a b] il existe une infinité
de bases de cet intervalle ; en particulier, lintervalle [a Db] lui- méme est une
telle base. Soit B une base del’intervalle [a b] ; nous disons que la suite finie
de points aj < x2< ... < xk constitue une divisionde la base B si x1= a,
xk=bet ¥¢B, i =1 k Nous désignons une division (xlt x2 ..., xk d’une
base B, par la lettre D. La division DO(a, b) formée avec les extrémités de I’inter-
valle [a b] est une division de toute base B de Il’intervalle [a, b].

Dans ce qui suit, nous allons utiliser la notion plus générale de sous-division
d’une base B. Soit B une base de l'intervalle [a, b];nous allons appeler sous-
division un systeme de couples des points distincts < xu }\> ; <x2 y2> ; ...
< Xk ¥YKk> de sorte que r,,y, 6B ; x{<y{i = Lket (xt, ydf (x,,y}) —O
i j;i,j =1 k; On peut supposer de méme sans diminuer lagénéralité, que
v, < tH1, i = 1 k — L Notons une sous-division avec la lettre d. Soit D(X> x2

xK) une division de la base B jon peut alors considérer la sous-division < xu
X2>; < x2 xa>; ...; < xk x xk> . Réciproquement, étant donnée unesous-
division d, si x1= a yk= betv;= x{# i = 1, k —1, la sous-division détermine
une division de la base B. Il résulte de I’observation précédente, qu’on peut étudier
les propriétés des divisions d’une base B a l’aide des propriétés analogues des
sous-divisions.

Pour caractériser la mesure dela densité de la répartition des points d’une
sous-division B sur la base B, onva utiliser les notions de norme de la sous-
division d et de norme absolue de la sous-division. Soitd une sous-division de la
base B ; on appelle norme de la sous-division d le nombre

S= §d = max (y; —xt),

et norme absolue de la sous-division d, le nombre

- &d) = £ (y,- *).
A-&d=£ (- ™)
Pour toute sous-division d, on a les relations
0< gif) <Ad) "b - a
Par analogie, pour une division D de la base B, nous avons
8D) = ;max. (x L1 —x)

[ |
et

AD) = £, (it - x)=b- a
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On peut introduire dans la classe des sous-divisions d’une base B une relation

d’quivalence: deux sous-divisions . < x\, y] i =1 kit et d2: < X),
Vj>j = 1 kj sont égales, si kx= k2 et il résulte de < x), y\ > que < x],y\ > ¢d>
pour n’importe quel i — 1, kv Par conséquent, deux sous-divisions dl et d%

sont égales si les couples de points par lesquels elles sont formées sont les mémes.
Si les sous-divisions dl1 et d2 sont égales, on écrira dx= d2

Soit d une sous-division d’une base B ; nous disons que deux couples < xhy.>
<Xj+j, yi+1>€d sont liés dans la division d si yt = x{+L Nous allons désigner pour
composante de la sous-division d, une sous-division d: <Xj, y,> j = 1 h si les
conditions suivantes sont vérifiées :

1° N’importe quel couple <Xj, yj> ¢dj = 1, h appartient a la sous-divi-
sion d.

2° N’importe quel couple <Xj, V(> ¢d, j = 1 h est lie au moins a l'un
des couples <x,_lt y,_t> ; <xj+l, yj+1>.

3° Aucun couple < xit yx> €d, <x{ y{> & dn’est li¢ a aucun des couples
<Xj, yj> 6d j =1 h

Il est a observer dans cette définition qu’une composante d de la sous-division
d est formée avec le maximum de couples liés de la sous-division d, en partant
du couple donné. En notant kr le nombre des composantes d’une sous-division d,
on a les inégalités 1 Si kr =k, il n’existe pas deux couples de la sous-
division d qui soient liés, donc les composantes de d sont formés chacune d’un
seul couple. Soit D(xX x2 ..., xK), une division de la base B ; alors x, = xi+l,
i = 1, k—1et par conséquent n’importe quel couple < xit xi+1> i= 1, k —1,
est lié par au moins un des couples < x{ x, xx> , <xi+u xi+2> . Il résulte que toute
division D a une composante qui est égale a D. Soit d:<x{ y{> i — 1, k une

sous-division de la base B et d4: < x], ¥] > j — 1, hg q = 1, kr les composantes
de la sous-division d; on appelle sous-division réduite de la sous-division d, la

sous-division dr : < x\, ylg> q= 1, kr. Ees composantes de chaque sous-division
réduite dT d’une sous-division d, sont formées d’un seul couple et donc (dir = dr.

Etant donnée une sous-division d: < xityt> i = 1 k, on peut lui attacher
un ensemble ouvert ed

Q= U, (i yW ()
Il résulte de la définition donnée pour une sous-division que
t {xit yi) M (4, ) =0 i =pj] i,j=-Ek 22
e

<Ji! n»%6B i=1 k (233)
Réciproquement, étant donné un ensemble ouvert de type (2.1) de sorte que
(2.2) et (2.3) soient verifiés, il lui correspond la sous-division d:<x(, yt> i= 1k

de la base B. Par conséquent, la correspondance entre d et ed est biunivoque.
En utilisant I’ensemble ed, attaché a une sous-division d, on peut définir et démon-
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trer certaines propriétés des sous-divisions. Dans ce qui suit nous allons noter par
0 la sous-division vide, c’est-a-dire la sous-division qui ne contient aucun couple.

Etant données dx et d2 deux sous-divisions de la base B, nous allons désigner
leur intersection par la sous-division d3= dxQ d2 pour laquelle on a:

Cdt = ~d10 &d*
On peut déduire facilement les propriétés suivantes :
ifn0 =0;,dMNa=4d;df)ydr=d
d\ M d2= d2fl dx; dxP) (d2P] d3 = (dxP) d2 Pl d3
Etant donnée une sous-division d: < x{, v,> i= 1 k de la base B, nous
noterons par Cd I’ensemble
Ca=U [} ULl
Nous appellerons la réunion de deux sous-divisions dlet d2 de la base B, la
sous-division d3= d1\J d2 pour laquelle a lieu la relation
en,zzed Ued Cdt Cdt.
11 résulte les propriétés suivantes :
dUu0O=d; d(Jd=d; d\WJdr=d
dlUd3=d2Udx; dxU (d2U d3 = (dx J d3 U d3

Etant données deux sous-divisions dx: < x], y\> i= 1, k1; d2: < xity] >

j = 1, k2 si pour chaque i = 1, klt le couple < x\, y\ > appartient a la sous-divi-
sion d2 nous dirons que dl est contenue dans d2 et nous écrirons dxc; d2 On
observe facilement que I’égalité de deux sous-divisions, dx et d2 est équivalente
aux relations : didd2 dZidl. Il résulte de méme, des définitions données, que

d\ M d2c dx U d2
pour n’importe quelles sous-divisions dx et d2 de la base B.

Theoreke 2.1. Pour n’importe quelles sous-divisions dx et d2 de la base
B, a lieu la relation

(d Ud) = m ru (<)) (24)

Pour le démontrer, on considere les sous-divisions d' = (dx U d3r, d" =
= [(ifj), U {d)r]r et on démontre qu’on a les relations suivantes :

d'c d*, d"c d. (2.5)

Soit <x, y> ¢ d'; il existe alors les composantes d*,, aiRp = 1, hx;q= 1, h2
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des sous-divisions dx, d2 et la composante ds de la sous-division dx U d2 de sorte
que

ds= UdjLuUd,,
p=1

«=
et
(ds), = < * yYy>nm

De plus, pour chaque dj It p—1, hx il existe un d, 2 de sorte que
V Ndr22 0 (2.6)
et réciproquement, pour chaque di2 g = \ ,h2 il existe un dipx de sorte que
dipi MM dj@ ~ 0. @7

car au contraire, ds ne pourrait pas étre composante du dx (J d2 En considérant
la sous-division;

= U (dipiyr UU {dj 2,

on remarque que dsest une conposante de la sous-division (dX)r |J (dr. Il résulte de
(2.6) et (27) que {d9rest constitué par un seul couple (ds), = <x,y>, et parce
que (d)rcz d", il en résulte que <x, y > ¢ d". On a démontre, par conséquent, que
'c d". De meme on démontre la deuxiéme relation (2.5).
Soient dx et d2deux sous-divisions de la base B ; nous disons que dt est
moins fine que d2 s’il existe une sous-divisidn d3” 0, de sorte que

d2= dx (J d3 (2.8)
et d3est de la forme
m
d3= U d),
-
ou
{di)rC dt i=1, m (29

En ce cas nous écrirons dx< d2 En transportant cette définition a deux divisions
Dxet D2de la base B, on remarque que Dxest moins fine que D2 si nlimporte quel

point Xi (_Dx de la division Dxappartient a la division 2)2 et que de plus, il existe
un point Xj CD2>de sorte que x) /N Dx
Si dx et d, sont deux sous-divisions, de sorte que dx< d2 on a évidemment
4dx) > 8(d) (2.10)
et

A(dY) = A(dD.
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On peut démontrer, en utilisant le théoréme 2.1, que la relation de finesse entre
les sous-divisions est transitive, c’est-a-dire, étant données les sous-divisions dx,
d2 d3 de sorte que dl< d2 d2< d3 il en résulte que dl < d3

Theoreme 2.2 Soit dl et d2deux sous-divisions de la base B de sorte que
dx < d2 alors

Ne), = Ne),- (2.11)

Par hypothese, il existe la sous-division d3 0, de sorte que (2.8) et (2.9) soient
vérifiées. Sur la base du théoreme 2.1, nous avons:

{diyr= {dx (3 d,)f = I(Xr I (d3r]r.
Nous déduisons cependant de (2.9) que
di = di U No),.
et par conséquent

(di), = [d Q (@@rIr=[(fi), O (d,)r= (dr.

8 3. Soient dlet d2 deux sous-divisions de la base B ; nous dirons que dxet d2
ont le méme support, si {dr= {dAr, nous écrirons alors dx ~ dx. Cette relation est
une relation d’équ valence, car dx ~ dx; de dx ~ d2il résulte que d2 ~ dxet de dx ~ d2
dx ~ d3il résulte que dx ~ d3 On remarque que I’ensemble des sous-divisions d’une
base B se divise en classes d’équivalence disjointes, deux par deux.

Soit d une sous-division élémentaire, c’est-a-dire une sous-division pour laquelle
dr= d. Nous appellerons classe de support d, I’ensemble des sous-divisions d' pour
lesquelles d' ~ d. Nous désignerons la classe de support d par {16, d). Evidemment,
pour n’importe quelle sous-division d a lieu la relation

dEQK, dn),

Chaque division D de la base B appartient a la classe de support DO b) donc
D ¢ (R, DO. Te théoreme 2.2 démontre qu’étant données deux sous-divisions dx, d2
telles que dx< d2 alors dx, d2¢ {16, d) ou (dYr= (dIr= d.

Soit dx et d2 deux sous-divisions de la base B ; nous dirons que dx est tout au
plus également fine relativement a d2 si dx< d, ou dx= d2 Nous écrivons en ce
cas dx< d2 Si dx*d, alors a lieu, ou (2.8) avec (2.9), ou dx=d2 et donc (2.8) s*écrit

d2—dx (J 0

c’est-a-dire d3= 0. Il est évident que la relation  entre les sous-divisions est une
relation transitive, et donc I’ensemble des sous-divisions d’une base B est partielle-
ment ordonnée par cette relation.

Etant donné un ensemble non-vide U d’éléments r, s, t, ... et une relation
binaire < ,on dit que < est une relation qui dirige I’ensemble U, si les conditions
suivantes sont vérifiées :

10 Si r, s, t sont des éléments de I’'ensemble Uetr <s, s <tetalorsr <t
2° Pour tout élément s CP, on a la relation s < s.

3° Sir et s sont des éléments quelconques de I’ensemble U, il existe un élément
tcU de sorte que r <tets <t

Un ensemble dirigé est un couple {U, <) ou U est un ensemble non-vide, et
< est une relation binaire qui dirige I'ensemble U. Ca relation binaire <Centre les
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sous-divisions d’une“base B est une relation transitive et réflexive, de sorte que les
conditions 1° et 2° sont vérifiées. Pour vérifier la condition spéciale 3°, il faut
réduire I’ensemble des sous-divisions aux sous-divisions d’une classe d’un méme sup-
port.

Theoreme 3.1 Soit {76, d) une classe de sous-divisions de la base B, de
support d, et la relation C de finesse definie auparavant ; alors [{76 d), j est un
ensemble dirigé.

Pour démontrer le théoreme, il suffit de vérifier la condition 3°. Soit dx, d2¢ (76, d) ;
alors (d)r= (d2r et le nombre kr des composants des sous-divisions dx et d2 est
le méme, et au plus, on peut numéroter ces composantes de sorte que

(4), = (4), r=174. (D]

On considere la sous-division d3= dx |J d2; alors on déduit de (3.1) et des relations
évidentes

di\ O dji —0, d,2p) d2 —0 i j, i, j ==l kr
qu’une composante di3de d3a la forme di3= dix U di2 i=I, kr. De (3.1) et du fait
que dix, di2 sont des composantes des sous-divisions dx et d2 il résulte que
di3= dix(J di2= dix (J (dtl p) di2) —di2 (J (da M df) (32
i = 1, kr. On déduit ensuite de (3.2)
o= dx(J d3 (3.3)
ou
di3—dix P) di2 i= 1 kr
et
r
d3 — (J at3 (34)

»=1

Cependant, parce que d't3 peut étre écrit

hl
d3= U N3p
P=i
ou
(dig)r Czd, p—1 hil )i —1, 435

il résulte de (3.3) que dx” d3On déduit de méme, en partant de(3.2), une relation
analogue a (3.3) pour d2 d’ou il résulte ensuite que d2<: d3 On déduit, en particu-
lier, de ce théoréme que [{76, DO, < ] est un ensemble dirigé.

Soit {76, d) une classe de support d et dx, d2 deux sous-divisions appartenant a
cette classe. Nous dirons que dxest en norme tout au plus égale a d2si S{dX) * 8(d2).
Lorsque dxest en norme toutau plus égale avec d2 nous écrirons dx< sd2 La
relation binaire <s entre les sous-divisions d’une classe {#> dest, évidemment,
transitive et réflexive.
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Theoreme 3.2. Soit pis, d) une classe de sous-divisions de la base B de
support d et <sla relation d’ordre entre les sous-divisions ; alors le couple K& d),
< 8] est un ensemble dirigé.

Pour démontrer le théoreme il suffit de vérifier la condition 3°. Soit dlt d2¢ (d6, d),
et considérons la sous-division d3= dI\Jdi. La relation (3.3) a lieu, ou d3est du type
(3, 4). 1l résulte de (3.5) que

Sdsp) < Sif) p= 1 hn;i= 1 ki

et donc S(d3 < S(iff). On déduit de la derniere inégalité, et de (3.3), que 8(d3
1-; S(*y), et donc dx <sd3 On démontre de méme que d2< 8d3

8 4. Soit B une base de I'intervalle [a b] et ®& DL D2 ..., Dn...) une suite
de divisions de la base B. Nous dirons que la suite S est une suite admise, si
lim S(Dn) = 0. 4.1)
Nous disons de méme que la suite a) est une suite ordonnée si
D,, < Dn#l n= 12 .... 4.2
Etant donnée une fonction f(x) définie sur la base B de I'intervalle [a, b] et D(xJ,
X, ..., XK) une division de cet intervalle, nous allons appeler somme intégrale a(f,D)

la somme suivante :

B 7,-->f(*t) UG O
Soit f(x) une fonction définie sur la base B ; nous disons que f(x) est intégrable

M* sur la base B, s’il existe un nombre fini PB de sorte que, pour n’importe quelle

suite de divisions V3)({0L D2 ..., Dn, ...) admise, de la base B, on a la limite

lim ¢/, D) = II 4.3)

et cette limite est indépendante de la suite admise considérée.

Theoreme 4.1. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
f(x) définie sur une base B soit intégrable M* sur B, est qu’il existe une constante
Il de sorte que, pour n’importe quel s> O, il lui corresponde y ainsi que

la(f,D)-1I\<z, (4.4)

pour toute division D de la base B, pour laquelle S(D) < rj.

La condition est suffisante, parce que si (4.4) est accompli, alors pour toute
suite admise &DU D2 .. Dn ...) a lieu (4.3). Supposons, réciproquement, que
f(x) est intégrable M* sur B et que (4.4) n’est pas vérifiée. En ce cas il existe g, et la

sulte de nombres positifs uj, w2, ..., Y. .. ., qui converge vers zéro, et la suite de
de divisions ®@DIt D2 ..., D, ...) correspond avec
4Dn) < rin n= 12 .... (4.5)

de sorte que
<(,Dn) - 1117 €0 = 1,2, ..., (4.6)

Il résulte de (4.5) que ® est une suite admise, et comme (4.6) contredit (4.3), il résulte
que I’hypothese faite est fausse.
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Theoreme 4.2. Si f(x) est une fonction définie et intégrable M* sur les bases
A, et B2 de l'intervalle [a, b], alors f(x) est intégrable M* sur la base B = BI1f\Bi,
et ont lieu les relations :

4.7 n=rB=Ilk.

~N’ensemble B est une base de l'intervalle [a, h}. Soit ®DIt D2 ..., D,, ...)
une suite de divisions admise sur la base B ; alors la suite est admise aussi sur les
bases Blt B2 Par hypothése

lim a(f, Dn) = rBi, lim-a(f, Dn) = IB.
d’ou il résulte (4.7).
Ce théoréme démontre que le nombre 1% ne dépend pas de la base B, et donc
IB est univoquement déterminé sur [ab\. Nous appellerons ce nombre I’intégrale
M*, et nous écrirons

M = (M*)\f{x) dx.

Soit/(x) une fonction définie sur la base B ; nous dirons que f(x) est intégrable
M sur B, s’il existe un nombre fini I B, de sorte que n’importe laquelle serait la suite

I0|e divisions ®2)j, D2 ... Dr=..) admise et ordonnée de la base B, il existe la
imite :
4.8) lim a(f, D,,) = IB

n-fx

et cette limite est indépendante de la suite considérée.

Pour les fonctions f(x) intégrables M sur B, a lieu un théoreme analogue a
4.2, qui se démontre de la méme maniere. Dans ce cas résulte aussi la conséquence
que 1B ne dépend pas de la base B de I'intervalle \a,b]. Nous allons appeler le nombre
I B s’il existe, I'intégrale M de la fonction f(x) et nous écrirons :

I8 = {LL jj/(x) dx.
B

Il est évident que sif(x) est intégrable JT7* sur la base B, elle est de méme intégrable
M sur la base B, et a lieu la relation

(M) Jf(x) dx = (M J Jf{x) dx.
B B

Etant donné un ensemble dirigé (U, <) oh appelle suite généralisée un couple
(€ <) = (@), teU, <) ou atest une fonction définie sur I’ensemble U. Soit (g, <)
une suite généralisée et A un ensemble d’éléments quelcongues ; on dit que (a, <)
est éventuellement dans A s’il existe t"U, de sorte que pour chaque élément
i'ee/, pour qui t'<t, at. appartient a A

Considérons une suite généralisée (¢, t"U, <) de sorte que les valeurs a, appar-
tiennent & un espace topologique X. Nous désignerons par Vx un voisinage du point
reZ et par la classe des voisinages Vx. On dit que la suite généralisée (a, <)
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est convergente vers le point x® X, s’il est éventuellement dans chaque voisinage
Si (g, <) est convergente vers x0, nous écrirons:

IiEn a, = X0

Soit (& P, <i) = (P p".P, <) et (s, Q <e)= (ap, q*.Q, < deux suites
généralisées. On dit que (o, Q <2 est une sous-suite généralisée de (a, P, <x), s’il
existe une fonction ¢ définie sur I’ensemble Q, avec des valeurs dans P, de sorte que

10 La fonction a est la composition des fonctions a et ¢: 1 = aocp, c’est-a-dire
“= Q-

2° Pour tout peP il existe un g0, dans Q, de sorte que si ga<2 alors p p;.

Soit f(x) une fonction définie sur la base B, et I’ensemble dirigé [5G DO, <s].
Pour tout DO la fonction a(f, D) définit une suite généralisée [o(f,D), <8],
Soit (¢, g*.Q, <2 une sous-suite géneralisée de la suite [a(f, D), <§]; alors, en con-
formité avec 2°, pour toute division D il existe un g0, de sorte que pour g0 <,,q nous
avons D <s¢? donc 8< < 8(D). Pour n’importe quel nombre positif s> 0, et
pour toute division D. qui vérifie I'inégalité

4.9 8(De) < e
il existe gz, de sorte que, quel que soit g, gs <2}, a lieu la relation
(4.10) 8(0,) < 8(D9 < sa1

Cette derniere relation nous prouve que la suite généralisée [s(q), ge.Q, <2] est
éventuellement dans chaque voisinage Vz de I’origine et donc

(4.12) Ufr)n 80, = 0.

Considérons réciproquement la suite généralisée (t? gS.Q, <2 et la fonction 9
définie sur Q ayant des valeurs dans la classe des divisions d’une base B, de sorte
que Xq= af(f, 9,) et que la relation (4.11) ait lieu. Dans ces conditions, (&5 <2
est une sous-suite généralisée de [of/,D), <8, Il est nécessaire de démontrer seule-
ment la vérification de la condition 2°. Soit 2* une division quelconque et S* =
= g(D*) sa norme. Il résulte de la relation (4.11) 3ue [s (@), Q <2] est éventuelle-
ment dans le voisinage Vs de l'origine et que donc Il existe eode sorte que, pour q
pour lequel g0 <2 g, nous avons s(@)< s* Cependant alorsD* <so¢, et donc la
relation 2 ° est vérifiée.

Il résulte de I’analyse faite le théoréme suivant :

Théoreme 4.3. Une fonction f(x) définie sur la base B est intégrable Mi
sur B, lorsque, et seulement alors, la suite généralisée [cT(/, D), <8] est convergente

On peut considérer de méme I’ensemble dirigé [(3C DO, cT] et la suite géné
ralisee [s (/, D), <]. Soit (r;, i/61), <2 une sous-suite généralisée de la suite [o(f, P),<]
alors, en considérant une division Dz qui vérifie la relation (4.9) pour e> <
donnée, il existe gz de sorte que pour chaque q pour qui gz <2 g nous avons DeC 5
Cependant, il résulte en vertu de la relation (2.9) que la relation (4.10) a lieu et don
aussi la relation (4.11). On remarque, d’autre part qu’en vertu de la condition 2e
pour chaque division D ilcorrespond q0, de sorte que pour qui vérifie la re
lation g0 <2y, nous avons

(4.12) D< 9.
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Supposons réciproquement que la suite généralisée (rg qeQ, <2 est telle qu’il
existe une fonction pdéfinie sur Q avec des valeurs dans la classe des divisions d’une
base B, de sorte que T = crofy et les relations (4.11) et (4.12) sont de méme véri-
fiées. Dans ces conditions on démontre facilement que (ag, q¢Q, <,) est une sous-
suite généralisée de [a(f, D), <]. En tenant compte de la définition (4.8), il résulte
des observations précédentes le théoréme suivant :

Teoreme 4.4. Soit f(x) une fonction définie sur la base B, alors la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que f(x) soit intégrable M sur la base B est que la
suite généralisée [a(f,D), C] soit convergente.

8 5. Considérons un espace linéaire X de points notés par X, y, ... ayant comme

r’As des scalaires, le corps des nombres réels. Etant donnés deux points X,y de I’es-
pace X, nous appellerons segment d’extrémités x, y l’ensemble des points z ¢ X,
pour qui

z—z(t) = tX a- a1 —t)y tE [o,1]

Nous disons que z appartient au segment [x,y], et nous le désignons par z{t). Soit A
un ensemble de points du segment [x,y] ; nous allons désigner par A,, I’ensemble des
valeurs du paramétre t pour lesquelles z{t) ¢ A. Nous disons que Ad [x,y] est mesu-
rable, si At<Z [0, 1] est mesurable et la mesure de I’ensemble A est

m[.i\ = m(At).

D’ensemble B C [#,y]est une base du seb nt [x,y]si x,y £B, et m(B) = 1 On
peut définir les divisions D d’une base B, ei. de méme les ensembles dirigés corres-
pondants [(x, d0), < s], \gc, Di), <].

Soit T un espace linéaire topologique ayant comme corps des scalaires le corps
des nombres réels, / une application de I’espace linéaire X dans I’espace T

f-X *T
et D(z4 z2 . . zK une division de la base B. Nous noterons par a(f, D) I’expression
i= 1 N
ou & =z{i)) i = \,k. On peut considérer les suites généralisées [cT(/, D), < 8] et

bl T , <];

Si la suite genéralisée [o(/, D), < 8] est convergente, I’application/est intégrable
sur B, et nous écrirons

lim a(f, D) = (MJ " f(z)dz.
B
Si la suite généralisée [o(f, D), A-] est convergente, I’application/ est intégrable
M sur B et nous écrirons de méme

lim o(/, D) = (M) f(z)dz.
B

3 — Mathematica—Physica 1/1969
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On observe que, si I’application/ est intégrable M* sur la base B, alors/ est
de méme intégrable M sur B, et I’'on a I%galité

(M) $f(2)dz = (M*) J 1*)*-
B B

Il faut observer de méme que les intégrales M* et M, de I’application intégrable
f, ne dépendent pas de la base B.
(Manuscrit recu le 22 mai 1968)
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PN TR WN

O DEFINITIE A INTEGRALEI
(Rezumat)

Fiind dat un interval [a, b], o multime mé&surabila B ¢ [a 6] se numeste bazd a acestuia daca
a, b6 B si m(B) b —a. Se considerd diviziuni D ale bazei B si, mai general, subdiviziuni d. Tn
primul paragraf se definesc diferite operatii Tntre subdiviziuni precum si doud norme 8(d) si A(d). Se
definesc si relatiile de ordonare < si <s. Se arata (teoremele 3.1 si 3.2) cd atit relatia .< cit si relatia
<8 este o relatie de dirijare pentru fiecare clasa (X, d) de subdiviziuni de acelasi suport. Un sir de
diviziuni S(D,, Dt, ..., Dn, ...) este admis daca (4.1) are loc, iar daca relatia (4.2) este satisfacutd
sirul de diviziuni se numeste ordonat. Fie f(x) o functie reald definitd pe o baza B, pentru orice divi-
ziune D se considerd suma integrald <(/, D). Daca are loc limita (4.3) oricare ar fi sirul de diviziuni
© admis atunci f(x) se spune cad este integrabila Mt pe B. Dacd are loc limita (4.8) oricare ar fi
sirul de diviziuni © admis si ordonat atunci / (x) se spune cd este integrabild M. Se aratd (teoremele
4.3 si 4.4) cd/(.r) este integrabilda Mt respectiv integrabila M atunci si numai atunci cind sirurile gene-
ralizate [a(/, D), < 8l respectiv [<j(/, D),.<] sint convergente.

OfHO OMPEAENEHWE WHTETPA/A
(Pe3tome)

MycTb faH MpomMexyToK [a, 6]. M3mepumoe MHOXecTBo B ¢ [a, 6] HasbiBaeTcs 6a30i NpomexyTKa
ecnm a, bg B n T(B) = b—a. PaccmatpuBaiotca pasfeneHns D 6a3bl B, 1, B 6onee obLem cnydae, nog-
pasgeneHusa d. B nepsom naparpade onpegenaoTca pasHble onepaumm MexXay nofpasfefieHnamMmn, a Takxke
nBe HopMbl 8(d) u A(d). OnpefensTCAa U COOTHOLLEHUS ynopsaaoveHMsa”™: n <8- MNokasaHo (Teopembl 3. 11
3.2), YTO KaK COOTHOLLEHMEYC ,TaK M COOTHOLUEHNE < SABMAIOTCSA COOTHOLLEHUAMW YNpaBieHUs 1A Kaxaorc
knacca (3G d) noppasgeneHuit Toii ke onopbl. [ocnegoBaTenbHoOcTh pasgeneHnii 3>DIDt,.... D,,,...
ponyctuma ecnv uMMmeeT Mecto (4.1), a ecnuM COOTHOLUEHWe (4.2) yAOB/IETBOPEHO, TO NnocfiefoBaTeslbHoe«
pasfeneHnin HasblBaeTcsl ynopsifoyeHHoi. MMycTb f(x) BellecTBeHHas (YHKUWS, onpegenéHHas Ha 6as3(
B. Ona moboro pasgeneHna D paccmaTpuBaeTcss uHTerpanbHas cymma o(/, D). Ecnn umeeT MecTo npegen
(4.3), Kakoii 6bl HM Gblna fOMyCTMMas MOCNefoBaTeNIbHOCTb ®, TO roBOpUM, 4YTO/(XK) siBNseTca MA-UHTerpu
pyemoii Ha B. Ecnn umeeT mecTo npegen (4.8) Kakoi 6bl HM 6Gblna fonycTMMas 1 ynopsfoyeHHas nocnefosa
TeNbHOCTb S, TO roBopuM, 4To /(K) siBNsieTca M-uHTerpupyemoii. MokasaHo (Teopembl 4. 3 u 4.4), uto /(XK
aBnseTcs A/,-MHTerpmpyemMoii, COOTBETCTBEHHO M-MHTerpmpyemoii Torga v TofibKo Toraa, Koraa 0606LLEHHbI!
nocnegosaTenbHocT [<T(/, D), <s] cooTBeTcTBeHHO [N(/, D), <$] sABnsALTCS cxoaAWMMUCS.



ABOUT THE RADIUS OF STARLIKENESS OF THE EXPONENTIAL
FUNCTION

by

PETHU T. MOCANU

1 We give a detailed discussion promised in [1], of the system determining

the generalized radius of starlikeness of the exponential function.

First we enunciate the principal result of the above mentioned paper.

Let/be a regular and univalent function in the disc {z; |zl < R} and /(0) = O.
Let us denote by Crthe image of the circle {z; |z| = r}, r < R, by the conformal
mapping w=/(z). We say that the curve C, is starlike with respectto Cpp <R,
if the angle made with the positive real half-axis by every half-tangent to the curve
Qpwith the origin at the pointf(Q of tangency and passing through the point/(z) ¢ Cr,
increases continuously with increasing arg z, |z] = r.

Let us denote by rc (respectively b} rs) the radius of convexity (respectively of
starlikeness) of the function /, i.e. the upper bound of the radii of the circles with
its centre at the origin and which are mapped by w = f(z) onto convex (respectively
starlike with respect to the origin) curves. For given p, 0 < p< rt we shall call
radius of starlikeness associated with p of the function/, and denote them by z*(p),
the upper bound of the numbers, r, r>P, such that Cf be starlike with respect
to Cp If 0 < p< rcthen r*(p) is given by the minimum value of |z|, where z
verifies the system.

m -m
(1)
Reirf-M = o, =
e o, |[d=p

It is clear that r*(0) = rs. We denote r = lim r*(p) ; we have r* rc When

p increases from o to rg r*(p) decreases from rsto r.

2. We shall apply the above result to the function /(z) = e*—1, which is

regular and univalent in the disc {z, |z7] < ®}and/(0) = 0. In this case we have rc= 1
md rs «2,83 [2]. For given p, 0 < p< 1 the system (1) becomes
Re{z(l - #*)} = 0, Im {~-1}=0,

{Rez= -1, K =p @
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Putting
z—X+iy, =7, Z=71+ W, w=z~z=un+ iy,
we get
n= eMx[xcos (§ —y) +ysin () —Yy)]

n = er~x[xsin () —y) —y cos (\ —y)]
rz =u2 V.
and the system (2) becomes
U= —I1, x= —1,v= \, £2+ 7)2= p2.

Since p> 0, we have £=£0. Hence we obtain the following system in G v, y :
eX+1[cos(t) _y) _y Sln (vi — y)] =1

el+lfycos (o - y) + sin(y- y) = - | ()

L= Qe’%&%

Since r = VI + y2 the problem to find r*(p) of the function e: —1 is that
of finding the solution of (3) for which |y[ has the minimum value.

We notice that it is sufficient to consider only the solutions (£, ), y) of (3
withy < 0, because if (%;, 4),y) is a solution of (3) then (£, vii —y) is also such a solu-
tion.

Making the substitutions

Y=tgo @
b—Y+ O= @ ©)
the system (3) becomes
cosh= ABP
.EgHlsin = @—tg p— )coa ¢ ()

Gex(-ti) = pz2cos2o9

which is a system in Gq ¢ Sincey = tg s < O, it resultsthaty € U (-  + kn, AT
Observing that (i;, ¢ ~kn, ¢ --kn) is a solution of (s) provided that (£, o, @) is
such a solution, we can suppose that s ¢ I_z_’ 0,- . Therefore coss > 0and r = =
We have also cos ¢ > 0.

Next we suppose \ < 0. Then the last equation of (s) may be written

= —pCos s
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and we obtain
= —pcos P
cos = cos pel-pasP @
h—psind= @—tgo
Finally we deduce the following equation in ¢
(b — psin g+ arceos ——yjr2—i1 = o )

where

r= _
cos 9 (9)
and
o N arccos —<

On the other hand r verifies the inequalities
1=IrC<r<rb<3
Then for ¢ given by () we obtain the estimations :

-Tr<i1--< ¢ <1+ 2V2<-
2 ’ 2

Since cos > 0, it follows —2—< < P

In fact our problem is to find the solution of the equation () lying in the inter-
val A such that r given by (9) be minimum.

We shall show that for every p, 0 < p< 1, the equation (s) has a single root in
the interval ~ which lies in |o, .

From (7) we deduce the condition
0 <COs (per-p3P< 1. (10)
bet us denote

F =2, p=d—psind+ arccos = J/irz- 1

G —(7(, p) = cos per~pap"
We have
C(-P. p) =C(P. p
and

B i_pcoso

2= _sin dic — pcos d)
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SinceE> < 0,for0 < th< — Gas fun ction of decreases from G(0, p) = el p>
2

to GM , p|= Ointheinterval 0, . Let do = dw(p) be the unique solution of the
equation C(¢, p) = 1 which lies in this interval.
The condition (10) is verified for —2—< h< —gp and o< P< T From (9
we deduce
dr

rl —pcos” ¢
Then
No= (i pcos &) A (M
where
h=wd p=:- tg o (12
We have
AP0 p= H(-00 P = 1 (- pj= +o00, 8|3, p= -c
and
m pco”]tngD T ley
V< - 1 cos: '
Hence A decreases from +oo to 1in the interval £—~ , —» and decreases froi

1 to — o0 in the interval |0, ~j * Then A(d, p) as function of ¢ vanishes at a

unique point & = du(p), gp < < 7 o

From (11) it results I > o for e f——, —dU > B); f){;c:p-(dz. p=c

#F <0, for g™ 1,~j. Therefore F increases from , PJ= —oo0 to A(—d0 p) =

= —fo+ psin g < 0 in the interval N —0 ; F increases from A(P0 p) =

= o —psin gp > 0to F(pL p) > Oin the interval [@0, @] and F decreases froi
A(,, p) > o to £, p| = —oo in the interval |pX

Hence in the interval | —~ the equation () has a single root ¢* = d*(

which lies in the interval | g ~ j, where dx is the solution of the equation A(, p) =
where A is given by (12). We thus have

_ 1
r* —r*(p = (1
C(o*. p)
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where
p) = cos ¢ei-PcosP
From (11) we deduce

nqq)* m qyc . .
t + r*~2—1).
op (1 — pcos ¥)HA(D*, p) (tg o y/ 1)

Since H(d, p) < O, for ) < p< = it results — <0. Therefore ¢* =¢p*(p) increases
from o to g2 where drx= 1,44 is the root of .P(¢h, 0) = o when pdecreases from 1to o.
Since
dr* r* <0
dp  cos *A(d», p)

it results that r* —r*(p) increases from r #1,50 tors 2,83, provided that p
decreases from 1 to o.
It may be easily shown that inequality (14), is also true for —1< p< Q.
We supposed £< 0. If £> 0, we can make a similar discussion by replacing
in the above formulas pby — p. In virtue of (14) we obtain for r* a superior value.
Hence r*(p), given by (13) is indeed the radius of starlikeness associated with
p of the function ez —1.
Finally, we give the following approximate values of ¢*(p) and r*(p) for some
values of p.

(14)

p 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
o+ 1,440 1,433 1424 1,415 1,404 1,390 1,373 1,353 1,325 1,285 1,218

re 283 2,72 2,60 2,48 2,36 2,24 2,11 1,98 1,84 1,68 1,50

(Received September 16, 1968)
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DESPRE RAZA DE STELARITATE A FUNCTIEI EXPONENTIALE
(Rezumat)

n lucrare se determind raza generalizatd de stelaritate, Tn sensul definitiei data in [1], a func*
tiei f(z) = ez — 1 Pentru un p dat, ON p.<. 1, aceastd raza este data de formula (13), unde ¢* este

solutia ecuatiei (&, situata n intervalul iO, —J
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O PAANYCE 3BE3OOBPA3HOCTW 3KCMOHEHUMANBHOM ®YHKLUN
(Pe3tome)

B paboTe onpefenserca 0606LEHHbIA pafuyc 3BE34006Pa3HOCTM, B CMbICNe ONpPeAeneHus, LaHHOro
B [1] pyHKumM /(*)=«*—1. [NnA O4HOro LaHHOro p, p<s 1, atoT paguyc pgaH dopmynoii (13), rge ¢

ABNAETCS peLleHVeM ypaBHeHUs (8), Haxodsllerocs B UHTepBase 10, —



ON FALTUNG THEOREM OF RAGUERRE TRANSFORM

by
L. DEBNATH (London)

1. Introduction. The author (Debnath, 1960) [1] has introduced the
Raguerre transform and investigated some of its basic operational properties. The
usefulness of the Raguerre transform method has been demonstrated by deriving
a solution of heat conduction problem (Debnath, 1962) [2] as well as of oscil-
lation of a very long and heavy chain under an external transverse force (Deb-
nath, 1961) [3]. Furthermore, this method has also been extended to obtain
a solution of a more general partial differential equation (Debnath, 1966) [4].

Me Cully (1960) [7] has considered the Raguerre transform and studied
some of its operational properties including an application to heat conduction
problem. It is important to notice that the Raguerre transform considered by
Me Cully follows as a special case of that of the author when a = 0. Consequently,
all the operational properties including applications considered by the author
reduce to those of Me Cully as particular cases when a —O0.

The object of the present investigation is to establish the Faltung (or Convo-
lution) theorem of the Raguerre transform and to study some of the algebraic
properties of the convolution operation in considerable detail.

In order to make the discussion readable, the author has assumed the impor-
tant properties of the Raguerre transform and polynomial [1, s] and the basic
features of the integral transform methods [s, s ].

The Raguerre transform [1] fafn) of a function F(x) has been introduced by
means of the integral

W = T{FX)} = 30 e-*x'L°(x) F(x) dx @

provided the integral exists in the sense of Rebesgue or in particular F(x) is inté-

grable (L) in (0, oo0); L*(x) is the well-known orthogonal Raguerre polynomial of
degree n and order a (> —1).

2. Faltung (or Convolution) Theorem.

Theorem 1 If fan) and ga(n) be the Laguerre transform of the functions F(x)
and G(x) respectively, then the Laguerre transform of the convulution F(x) * G(x)

exists when R(a) > ——and is equal to fa(n) ga(n).
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In fact

T{FCO} TH{G{¥)} = T{F() * G(x)}

where F(x) *G(x) is given by the following repeated integral

Fix) *GIx) = T+ ax--}Ce-W (<) Cit-V*»“ e
nlyre J J

[ 1 (V%sin ¢)
X Sin*“pG(* + + 2 cos 9 dt d;
l«- 12
provided /?(«) > — -, where Jn(z) is the Bessel function of the first kind of order n

Proof. Let us consider
@® ®
/.(*) Sa{n) = Je~xxaL‘(x) F(x) dx Je~waL‘(y) G(y) dy

() ) 2
1J e~xx‘F(x) ™ e~yax(x) Lafy) G(y) dxdy,

The integral representation for the product of two Laguerre polynomials du
to Watson [9], is given by

T(«+ a+ 1): T L";\(,X -Fy :F ngy cos 6)
(6]

X N1-12~ 8n6)sin2(bls, fR@ > -—L|
(1/2 yfxy sin O)e - */2 \ 27

Using the integral representation for the product L*(x) Z>(y), we can reduc
() into the form

V tew \fa(n) ga(n) - A e....xxd:(x) dx ge~w%(y)

frm+a+1

2 yjxy COS 0) FA -0 T |.de do
(1127/xy sin Qa~ 112

X Gas- cos 8sjnz20 QLalx _|_y
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Putting t = X-fy --2\]xy cos 0 and making use of the results

y = X t -f 2yjxt C0S9, sin Q myJy = \t SiN9;
the integral under the third bracket of (4) can be put into the form

Ja-in”xy sin €) do d,

Ne wa(y) " e~ MycosesinZ 6L*(x-t-y + 2yjxy cos 0) :
(I/2V™ysin 6)““ 2

0 0

CD 71

= A e~dal*t) ~e~ \FcosesinZa9 G(x + t + 2 "jxt cos 9) X U] ~UrsING) oy
V2V~sin a—2

We thus obtain

[.(*) gain) = Je " gft) dt X

0

m e

X Ce~*xaF(x) Cg\V*<cos; sjnaag{x -t + 2~ xt cos 9)

Ja-H2(Vxtsin Y §
A2V~hsin P« 172

X x dtp = J e-a*LB) H(t) dt,

where H(x) is given by

® T
H(x) = - Ce~tar (1) dt CeY&om(p sjnan
n\n/n J J
XG*+t£2 cos9) - —d9, (R(a)> —1))

@2 sin 1R

Hence we have obtained the result fa{n)ga{n) = T{H (x)}
The convolution F(x) *c(x) of the functions F(x) and c(x) is defined by

@® J

F(x) *G(x) = r(" +?]:f e~tar(t) dt Cg-V*«**
n\\Qyjl

XSiNZ9G(x + t + 2 C€OSQ)-rmmmt — oo d9, r(a) > —1
(1/2 V** sin ¢)“ ~

This establishes the theorem.
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Remark. Putting a = 0, and replacing s by (c—0), we deduce the convo-
lution theorem of the Daguerre transform f(n) of F(x) in the form

f(ng(n) = T{H(X)}
where H(x) is given by the integral

H(x) = —" e~F(t) dt " gV cos &G(x + t —2yjxt cos 0) x cos (xt sin 0) dd
0 0

which has been obtained by Me Cully [7].

3. Algebraic Properties of the Convolution. As regards the algebraic proper-
ties of the convolution operation, it can be easily shown that the convolution
operation is commutative distributive, under the operation addition and associative.

As a matter of fact, we can prove the following properties :
@ F1(x) *F2(x) —F2(x) *Fx{X)(Con
(b) FAx) * {FAx) + -F309} = FAX) *F2x) + FAx) *FAX)
{FAX) + F2X)} *FAX) = FAx) *FAX) + F2x) * FAx) (Distributive)
© FAx) * {k F2Ax)} = k{FAx) *FXx)}, k is a constant.
©) FAx) * {FAX) *FAX)} = {FAX) *F2X)} * FAX) (Associative)

As the proof of the properties is not very difficult, we may omit it.
(Received December 10, 1967)
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O TEOREMA DE CONVOLUTIE PENTRU TRANSFORMAREA LAGUERRE
(Rezumat)

Autorul stabileste o teoremd de convolutie (Faltung Theorem) pentru transformarea Laguerre
definitd de autor Tn lucrarea [1]. Se mai aratd cd operatia de convolutie se bucurd de proprietatile
de comutativitate, asociativitate si distributivitate.

OAHA TEOPEMA CBEPTKWN ®YHKLUWWN ANA MPEOBPA3OBAHUNA JIATEPPA
(Pe3tome)
ABTOp YyCTaHaBNMBaeT OAHY Teopemy CBEPTKM (yHKuumM (Faltung Theorem) gna npeobpasoBaHus

Nareppa, onpefenéHHy0 aBTopoM B paboTe [1]. MokasaHo TakXe, 4TO onepauusi CBEPTKU (YHKLWU
Nno/b3yeTcs CBOCTBaMM KOMMYTATMBHOCTM, accOLUMATUBHOCTM W GUCTPUBYTUBHOCTM.






SUR L'UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME DE RIQUIER POUR
LES SYSTEMES METAHARMONIQUES

par
IOAX A. RUS
1 Soit
Aw+ AkM(X) Aelu + ... L Alx) Au + AO(X)u = f @
Mr= Onr= ... = Aftxur= 0 4]
le probléme de Riquier pour le systéme (1) et le domaine (borné) il ci ;[ estla

frontiere de e et AQ(x),...,Ak~\{x), sont des matrices carrées définies sur Q,/ =
= (fi. mw fn). « = K. =®«).

=FE 2 AM=mg*-X
»Supposons que A0 f et ge C (il).

Dans cette note, en utilisant des théoremes de comparaison, nous nous pro-
posons de donner des conditions suffisantes pour l’unicité de la solution réguliére
du probléme (1) —(2) (voir pour certains cas particuliers [1], [2], [3], [4], [5],
1 [71, 1 [9]...).

2. Considérons le systeme

AF -f QX)V =0 ©)]

(Q)U Q(>I<) est une matrice carrée d’ordre nk\ QX)) S C(E2), v = (vit v, K).
nale

Teoreme 1 On suppose que

1. Q(X) est symétrique.
2. NQX) —C())ri* N 0, pour toute yje Rrk -6 U, ou

0 10 0 0
0 -1 .0 0

Clx) =
0 0 0 0 1
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3° 1l existe une matrice-solution , T, du systeme (3) de sorte que T est symé-
trique et le déterminant |T| =£0, dans Q.

Alors le probléme (1) — (2) a tout au plus une solution réguliére.

Démonstration. En écrivant le probleme (1) —(2) dans la forme suivante

Owx —w2= 0 (wx = u)

Aw2—w3= 0 ®)
O 1 —wk = o
Awk + AOVM1+ ... -f Ak-Xwk=f 6)
Wlr=... =2%=o0
eten utilisant le théoréeme de comparaisonde G.Cimmino_ [7] onale théoreme 1
3. De la méme maniere on peut appliquer les theoremes de comparaison donnt

dans [7] afin de donner des conditions suffisantes pour I’unicité de la solution régu-
liere du probléme de Riquier suivant

A+ EE Brxiy Mj_" +Y) Al (x;u) A'u = @
uy —AMmr= ... = gE 1r=0 @)

ou B( (x;u), A;(x;u), sont des matrices carrées d’ordre n;
B4 (x; u)(BC(U x Rn), At{x;u)e C(Q x Rn), f = (A, .... /,)e
Par exemple si on applique pour le systeme
A2 -f v BAX ;n) fA1(X;uU) Au+ Ao{x;uu=f
hi a*i
le théoréme 1, donné dans [7], alors la condition 2° du théoréme 1, est remplacée
par la condition suivante.

2°. £ w?- 2 £ vyoDf(x + 50 (QX) - 2C(x;x)) >0

pour toute 7|jS Ry Te Ry #e Q, ou
C(x]y) = b o0 A )] , Dfix; )=( {o Bt &x 0}]I

_Remargue. De la méme maniere que dans [s] nous pouvons exprimer la
condition 2°' par les normes des matrices, C, Ditet Q.

(Manuscrit regu le 13 septembre 196S)
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ASUPRA UNICITAT!I SOLUTIEI PROBLEMEI LUI RIQUIER
RELATIVA LA SISTEME METAARMONICE

(Rezumat)

I'olosiml teoremele de comparatie stabilite Tn lucrarea [7], se stabilesc conditii suficiente pentru

unicitatea solutiei regulare a problemei lui Riquier ()—(2) si (7) —(8).

OB EAWHCTBE PEWEHWA 3AOAUYN PUKbE, OTHOCSALWLENCA K METATAPMOHWYECKUM

CUCTEMAM
(Pestome)

Vcnonb3ys Teopembl CpaBHEHWs, YCTaHOBMEHHble B paboTe [7], aBTOp ycTaHaBNMBAeT [OCTaTOYHbIe

YCNOBUA NS eAUHCTBEHHOCTU perynsipHoro pewleHus 3agaum Pukbe (1)—(2) u (7)—(8).

4 — Mathemaiica—Physica 1/1969






generalizarea cu ajutorul matricilor a ecuatiei func-
tionale CARE CARACTERIZEAZA FUNCTIILE SINUS CIRCULAR,
HIPERBOLIC $I DUAL

de
ANTONINA NICULA si GAROFITA PAVEL

Ecuatia functionald de care ne vom ocupa este urmatoarea :

R +Y) = @) mOM + XY) =D ) O
ce a fost integratd de cdtre N. Abel, Th. Anghelutd (1), Aczel [2],
Kurepa[3], Vincre [4], Oct. Em. Gheorghiu si V. Mioc [9],

obtinindu-se solutia generala continud, integrabild, masurabild etc.... in domeniul
real,datd de:

1. = o () oarecare

2. M) = Re™* OM = \

3. plA) — B etxshah () = etxch ax (2)
4. ¢(s) = Rebrsin ax (%) = ebxcos ax
5. Cb(X) = axelr cp(g) = e

unde a, b a, R sint constante arbitr_are real_e. o
Ne propunem sa studiem ecuatia functionald cu matrici :

F(x+y) =F(x) mG(y)+F(y) «G(x) €))
mde F(x) si G(x) sint matricile ciclice de ordinul trei :
(FIQ)FM) OO\ IGI(X)GIX)G3x)\
F{x) = FXFIXFi(x) G(X) = G*"G" G "x) @
\N(*)ag™(*)/ \Gi(*)Gi(»)GL*))

Efectuind calculele Tn ecuatia (3) obtinem sistemul :
pi(* +Y) = Fx(XGify) + FA)GAY) + FIX)GAy) + F G x) + FgEngS Xg +
+ F3y)G2Ax
4* +y)= F,(X)Gt(y) + + F3X) GYy) + FAG"x) +F yg G,éxg +
+ Fs(y) Gs(x

Ux +Y)= Fxx) GAy) + FA)GAy) + F G "y) + FUy)GIX) N IEtzgg(G;t((;((; + ©
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Pentru integrarea ecuatiei (3) respectiv a sistemului (5) folosim metoda pe car
o aplicda O. Gheorghiu, V. Mihoc s B. Crstici [5]
Se considerd variabild hipercomplexa

5= h + Y2+ ex%,

in care Bv 22 £3 sint variabile reale, iar o este unitatea hipercomplexa care satis
face ecuatia caracteristica

03- 1

Se introduc in raport cu unitatea hipercomplexd 0 functiile hipercomplex
conjugate, de variabild reala :

Wx) =ap +ap +apg ; K'X) = ap +apg +ap
an =agng +Gpg +exan; Tag = apg +oep +ez2n (B
H3x) = a g + 0B2(r) + QRIX) ; A3 = (34 + 0262*) + 6G*)

Tinind contde functiile () sistemul (5) devine :

HAX + ¥) = HMULyY) + Hi{y)KIY) (=1 2 93 U

care repetd ecuatia functionald (3), ale carei solutii sint date de relatiile (2), in car
in loc de constantele reale a, b, a, B, vom avea constante hipercomplexe arbitrar
de forma m + pQ + w® undg, m, n, p, sint numere reale.

Pentru determinarea functiilor necunoscute

ag siG(x (i=1,2,79
este suficient s& utilizdm functiile HZX) si K2x)
1o HAX) =0 K2(x) arbitrara
Fx(x) —F2Ax) —F3x) —0 Gxx) ; G,(x); G3x) arbitrare
2° HAX) = (Bx+ OB; + 02B3 ee(«te +%)*
K.,(X) = —e(*H 0is+0sa,).i
Tinind seama ca :
cea.,*Ban _ A(XTX, x3x) + ofl(azy, xX) + 02C(azt,a9)
unde A, B, C sint cosinusii lui Appell, avem:
Hr(x) = =P [A (X2, XX) + 9B (X x.X) + 02C(a2%a)]
K2x) = ~ eXx[A=a3xX) + 0B (xX, xX) + 92C (xX, asm)
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Tinind seama de () deducem :
Fx{x) = e**[$IA{sXtX) + RLX(*%<X) + RsB(az=x,a3")]
F2(x) = e [$yB(a2x, aX) + R2A(azv, z3x) + RsC(ap aX)]
F3x) = ex[RiC(a", asv) + R=B(azv, @v) + RsA(azv, asx)]

Gx(X) = "e*XA(xZX, XX)

GAx) = a%)
G3x) — " e*XC(azx, &)

3° HAX) = (B, + 6B + 02083 . .sh(ai + Oaz + 02a3;c
K2AX) = efiitecteia)* . A J o | QaIx
Pentru determinarea functiilor F,(x) si G{(x) (r= 1 2, 3); va fi necesar sa

scriem sh(ax+ o«2 + 0Z3* si ch (% -f Cx + ¢2a3v sub forma p + %m-f o2
Pentru simplificarea scrierii notam :

ax = up aXx = &2 aX = v3
si vom calcula sh (s + ok + o2vd Si ch (VI+ ol + o2d3.

Tinind seama de cosinusii lui Appell [7]

00 M 00 y3«-I —2

VT W
AV)=E @g 1 B(v) = ;',E_O @G- DI M:E @u- 21

Eormdm functiile :

_CV) - C(-v) _ W)+ B(-v — -
Mwv) = 2 S=io6n- 1)!-MV) - _.Ei(ek- 2)!
a4
_ AWNV) —A(—Vv) __ e ) _ C(n) m C(—v) v
AJY) 2 ~ ®*- 3!’ AtWY) = 2 E 6n- a1

_ Bv)- B(-Vv _ s AW) + A(—V) —
As(y) = 2 =E - 50 M 2 _E(T 6) !

shQv = A3v) + 0As5(d) + OMj(d); chQv = Ae(v) + O0A2(d) + 02A4 (V)
shQ = A3(d) + ©ANd) + OMs(r); . chQd = Ae(V) -f 0A«(d) + OM2(d)
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Expresii care se pot scrie mai simplu, astfel :

sh(vx + 6+ 6X) = slivrZA*NVANANN + I+ 621 N)
mA3(v3} + chvwy [21 X0 A4vs) + 0 ZAX(VDAZ2v3) + ~Z A x(VDAB(VI\ .
ch(vl + dv2-f Q3 = s/ivi[ZALWVDAI(V] -f bZAX{v A2V3) +

+ 02EN, vD Ae(d] + chvx [EJT ) + bZAx{V)Abfs) +

+ 62MNALVIAIVI]

in sumele considerate indicele fiecarui factor se permuta circular intre nume-
1, 2, 3, 4,5, 6.

Notind : Z A*v] Ak(v3 = Ak((V2 v3

Atunci

sh(vl + 02+ 0 = shy, [Ai(V2VD + ON5F2rd + WA3V2vI] + ckyx[A4fy2yd A
+ 0N2e2rK3) + 0218(F2 r3)]

ch(Vi + 2+ 62%) = SAVj[JIAr2r3 + QAAv2v3 + 021B(iRiJ] +

+ chvl\Al (v2v3) + 0J16 (v2va + b2Aa{v2v3)]
Tinind seama de (8) si (9)

H2X) = es¥ {R"N(62%,63%) + $L(b2,b3) + %B(bx,bX) +

O[BIBR(MA™*) + $2A(b2,b3x) + %C{bX,b3x)] +

02[RiC{bX,bX) -f $2B(b2X,bX) + $3A{bX,bX)]} {sha”ArdiX" x) +
chaxxAx(a2,ax) - "[sha”A*a”""x) + cha”xA”*a""x)] —+
02[5M1a™N3(s2a;,a31) + chdxx A 3(d2,a3X)~\}

+ o+ o+ 4+

Fi{x) = eBx{["A~xfax) + $X(b2,bX) + B3B(b2,b3X)]

[shdxxAj(ax,ax) + » xA4aX&3X)] + [RAANA*) + R2A (b2x,b3) +
+ %C{b,bX] « [shalxA3ax,dX) + charArarrx] + [RICEAHA*) +
f RB(62*A*) -f RN A*AX)][SAa*A (a2*«3¥) + CAAMITANAZ®)]}

F2Ax) = @*{[PU(MA*) -f $20(b2,bXK) + FB(bX,bA)][shdXA, {a2x,a%x) +

-f chdIxA2{d2,d3X)\ + [RIRA*A*) - R2A{X,bX) -f R (b2,b3X)] =
. (dX,d3) + chdyxAi (a*.A34)] + [RIC(A2*A*) + RB(62*A*) -+
+ BNAZXA*)] - [aAsN3MT.A3M:) + cba™M 6(a2m:,43%)]}

F3(x) = o™{[R" (R*A*) + $(bx,bX) -f %B{b2,bX)] m

[shdxx A3(d2,d3X) + chdxxAe(@,dx)] + [RIZ(62\A3:) + Rr/1(bX,bX) +
+ $L{bx ,bX)] m[shdxxAbdX,dX) + cAali/12(s21)a3H)] + [RJCANA*) +
+ BsB(b2x,b3x) + R3A(b2X,b3x)] m[shaxxAx(a,a3x) -)- cALr/14(a2,131) [}
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K2X) = ebx [A(b,bX) + 9B{bx,b3X) -f 0:C(623&X)].
{shdxxAt{d2x,d3x) + chalxAl(aix,a3x)\shalxA2(a2x,a3x) + ckaxxAb(arx,avx)] 0 +
-\-Ne\shaxxA t(d2x,d3x) + chdxxA3{a2x,d3x) 1}

Gx(x) = ebx {A{b2,bX) \bkaxx Ax{arx,a™x) + chaxxAx (ax,a&)] + B(b2x,b3x)
[sha”A”x.a"x) + chalxA3@ix,aX)\ + C{b2,bx) =
[shaxxAZaX,ax)] + cha”A”x.a")}}

GAxX) = ebx{A(bX,bX) \shaxxA2dX,dX) + chaxAs (ax,ax)] + B (bx,bx) =
« [shdiXAMdiXyd3X) + chdixAHdX, a3 + C(bX,bX) \SkaxaxAax43X) «-
+ chdxxA3 {d,a)Yf

G3x) = ebi {A(bX,0X) [ShAXAAXAX) + chdwA3 (dX,d3)] +
+ B(bx,bX) [shd"A*drx,aX) + chaxxAbfax,d3x)] +
+ C(b,b) [shdyxArd xAx) + chdiXAMdiX.d")]}
4° HAX) = (8] F oB + 2RI er+ +e'W . sin oz | QAIIX
K2(X) = e(*+oi,+e*4)* cos (M1 |_ofz ) (@ax

Pentru determinarea functiilor i%(*) si G"x) (i= 1, 2, 3) vom exprima
sin e(dx+ oaz + o2a3)m, Si COSNj + oaz + 62934 sub formap -+~om + ool

Notdm : dxx = vIt dx = v2 d3x = v3si cu ajutorul cosinujilor lui Appell, in-
troducem urmatoarele functii [7]:

@®
_ Atv) + A(—iv) _ P i)»+i VW —e
BA = 2 L 61 - 6)!
B (V) — B(ii') + B(—iv) - g i)+ i L E»=»
' 2 ! - 41
B2{v) = C(iv) + C(—iv) _ o i)r i, Jen—2
2 (6u - 2)!
_ A(vY) —A(—W) - I I
B3 = = — DN«+!
) 2i 2 (6n - 3)!
z A
- B(iv) —B(—1v) . Dw+1 en—1
B x) 2i ey | 65 - 1)1
. . [c0] -
B = C(iv) —.C(— v) = o 1 Wot-1

2i ' (6n - 5)!
Urmind acelasi drum ca si in cazul 3° apar sumele:
AiBl(v2Bk(v3 = Bk(v2vd

2 BMV.jBAVY) — B k{v2v)
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care se deosebesc de primele prin aceea cd termenii din ultima suma au semnele
alternate, termenii cu indicele primului factor par sint pozitivi, cei cu primul factor
impar sint negativi.

Deci,
sin (W + Q2+ 028 = sin vx \B[ (v2vQ + bB'5{\2v3 + 023("2,F3] +
4 cosV1[BIpz.Vs) + §B2Av2v] + s BEV2V3I]
cos (v, + Q2+ 0%,) = sinvx [B4(Vv2v3 + ¢B2Av2 v + 0BHW2VI] + (10)

+ cos»! [B[(v2v3 + dB3(v2vd + d2B3v2v3)]
Tinind cont de relatiile () si (10) avem :
H{x) = {b.x bX) -r RZ(bX, bX) + RtB(bZX, bX) + B[HB[bX,bX) +
+ R2A{bXIthX) + R{bX,bX)] + 02 * xC(bX,bX) + RB(bX,bX) +
-j-R3A (b2, b3X)}} {sinadxB\(aZ, a3x) +cos axx B4(a, ax) + 0[sin adxB't{aX ,a3x) 4
-f cos akB2ax,ax)] + 02sin axB'3(@X, aX) + cos axxB 3{adx,ax)}}
De aici rezulta :
F{X) = ebX{[BA (bX,bX) + B (M> bX). + B3B{b2X,bX)} « [sin alxB[ (&%, a3x) 4
4* cos axxB4(ax,aX)] 4- [$\B(bx,b3) 4~ R2A{b2,bX) 4- i
+ 28qbX,b3) ] [sin a, XxB3 (a%, aX) 4-cosax x BB (aX, aX)] -
4 [RiC(6210s.r) 4 RB(b2,bX) 2- B3A(bX, bX)]e [sin axx B'b{a,a3) 4 -
4-Cos axxB2(ax, axX)]}
F2x) = ebl{[("A {iX,bX) + R (bX, BX) 4- R B(bZ,b3X)] [sin arxB'b(@2x,a3x) +
4- cos axxB2(ax,aX)] 4- [RIB(b2,b3X) 4- BA (b2,b3X) 4-
4- RL(b2%,bX)] [sina,x * B[ (@ X, aX) 4- cos a xB4 (ax,ax)]4-
4- {(N\C{b, bX) 4- RB(b2x,b3X) 4- 3% (bX,b3)] m[sin axxB3(ax,a%) 4
a- cos alx, Bg (az,a3.n]}
F3(x) = eMURIA (b2,bX) 4- R (b2x,bX) + R3B{b2x,bX)] [sin axxB'3{ax,a3x) +
4- cos axxBe(azx, a3\ [RxB{bx, bX) 4~ R2A (bX,bX) 4-
4 RL(b.,x,bX)] * [sin axxB\ (a%,a3x) 4~ cos axxB2AaxXx,ax)] -
4- [BiC (b2X,b3X) 4- R3B(b2x, bxX) 4- BH (bX,bX)] * [sin axxB\ (axx,a3x) +
4- C0s a,xB4 (a2, aX)]
K2x) = edX[A (b2x,bX) 4 UB(bX,bX) 4- 12C(b2, bX)]{sm axxB4 (ax,aX) 4 -
4- cos axB[ (ax,ax) + O0[sin axxB2a2,a3) 4" cos alxB'Hax,ax)\ +
+ @[sin ax Bg(az, aX) 2- cos axxB3 (ax,axx)]}
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De aici rezulta :

Gi(x) = edx{A(b2x,bX) [sin axxB"{arx,arx) + cos alxB'l (aix,aX)] +

-f B(bZ, bX) [sin a”xB%arx,arx) -f cos axxB'3 (a%,a3})~\ +
-f C(b2,b3X) [sin axxB2Ja%,a3) + cos alxB'b{dx,a3)}

G2Ax) = ebA (b2X,b) [sin axxB2 (a2x,a3x) + cos axxBb (a,a3x)] -

+ B (b%,b3) e« [sin axxBA(a%,a%) + cos alxB[(a2,a3)] +
-- C(b,x,bX) [sin axxB6(a%,a%) + cosa”B'*a""x)]}.

G3(x) — ebx{A (b2,b3X) [sin atxBfi (a2,a3x) -f cos axxB'3(a2,ax)] +

1

ok w

+ B(b2,b3X) [sin atxB2aZ, ax) + cos axxB'b (a2,a)} +

Ar C (b2X,bX) [sin axxBx(a2,a%) + cos a”xB'AafX"x) [}
n sfirsit ultima solutie :
5° HAx} = K + 0a2+ 04) x eft+».+e*w

H2x) = (ax+ 0a2+ 0.a3 x ed* [4 (bX,bX) + ®B(bX,bX) + 020(&a,6sa)]
4, = (b2x,b3x) + axC(b, bX) + as*B(62a41)]
(@) = e*alxB(b%,b3xX) f axA{b,b3) -f axC(b2,bX)]
F3(x) = ebx [axC(b,bX) + axB (b%,b3X) -f aX A(bZ, bX)]
K2(x) = ebx(X+002 + 04)7

K2(x) = eldx m[A(bZ, bX) + 0 B (bx,bX) + 02C (b, bX~
GCAX) = ebxA(bZ, b3x)

G2Ax) = ebx B(b2,b3)

G3(x) — ebix C(bX, b3X)

(Intrat in redactie la 15 februarie 196b)
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OBOBLWEHWE MNP NMoMown MATPUL, ®YHKLMNOHAJIbHOIO YPABHEHWA,
XAPAKTEPUSYIOLWENO ®YHKUNW LUPKYNAPHbIVN, TUMNEPBEO/IMYECKUN
N AYANbHbIA CUHYC

(Pe3tome)

PaccmatpuBaeTcsa MaTpuyHoe (yHKLMOHasNIbHOe ypaBHeHMe (3), KoTopoe 0606LaeT (hyHKLUMOHaNbHOe
ypaBHeHue (1), xapaKTepusytoLLee LUMPKYIAPHbIA, rnnepbonnyecknii U gyanbHblid CUHYC, B KOTOpoM F(X) u
G(X) — UMPKYNsipHble MaTpuLbl TPETLEro MOPSAKA.

Mpn nomoLy CONPSXEHHON KOMMNEKCHON (PYHKLUMN AeCTBUTENbHOr0 nepemeHHoro (6) ypaBHeHWe
ctaHoBuTca (7), T. e. umeet Bug (1).

Mony4yaeTcss MHOXECTBO U3MEPUMbIX PeLLeHWI cuctembl (3).

GENERALISATION A L'AIDE DES MATRICES DE L’EQUATION FONCTIONNELLE
CARACTERISANT LES FONCTIONS SINUS CIRCULAIRE, HYPERBOLIQUE ET DUAL

(Résumé)

On considére I’¢quation fonctionnelle matricielle (3) qui généralise 1’¢quation fonctionnelle (1)
caractérisant les fonctions sinus circulaire, hyperbolique et dual, ou F(x) et G(x) sont les matrices
cycliques d’ordre 3.

A l’aide de la fonction complexe conjuguée de variable réelle (6), 1’6quation devient (7) qui est
de forme ().

On obtient I’ensemble des solutions mesurables du systéeme (3).



ASUPRA UNEI GENERALIZARI A DISTRIBUTIEI BETA

de
ILIE TORSAIV

1. in aceastd notd se determind unele proprietati ale distributiei variabilei
aleatorii Y= x_)-(l-lﬁ unde x x §i x 2 sint variabile aleatorii independente avind functia
de densitate

(x> < )= 1 exp - -i- (1)
bl 1*r(3,/a)
unde 0 < % <00, a >0, >0, a >0

introdusd de T. Srodkain [1] si care generalizeaza distributia gamma.
Astfel avem

Teorema 1. Functia de densitate a variabilei aleatorii Y este

Uy) = yP Jr3+3,-1 exp + e {la
(«i)3l/e*(».)0,/a,r(3./«,) I'(3,/a.)

)
pentru 0 <y < 1
intr-adevar x r si x 2 fiind independente, densitatea lor mixta de probabilitate este

(Y%, *2) = R %s,-t . 9231exp ;o
%672 (@)31°1 F(P./) T(3./a) H i+ I) |

Notind Z = Aj + avem ca xr= Y *z Sixz2= z@ — v) Si cum determinantul
functional

WXLK,) = _ z
D(Z, Y)

rezulta ca densitatea mixtd de probabilitate a lui z si Y este

9z v» =fly = z{\ - y)]z
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sicumo < xi < oopentrui= 1,2 rezultdcdo <y < 1sio<2 <00 $i deci densi-
tatea de probabilitate a lui Y este

Uy) = Jo(z, Y)dz

de unde rezulta (2).
Consecinta 1. Dacd ax= a2 = 1si ax= a2= 1rezultd din (1) cd& X1si X2 ur-
meaza distributia gamma si din (2) urmeaza ca Y are densitatea de probabilitate
h(y) = Wi 1 - y)
B (%, M
adica distributia beta, rezultat cunoscut. (Vezi de exemplu [2].)
Consecinta 2. Daca in (2) avem ax= a. = a obtinem ca
ye. 1= Bl
Hy) = Bl+R=

T1_N
@) @0 ZV+1ii- @)

Teorema 2. Dacd Yxsi Y2 sint doud variabile aleatorii independente cu func-
tille de densitate

h(ylt @ au a2 Bx B si h(y2 a, bit b2 cb c?
de forma (3), atunci variabila aleatorie P = Y1 mY 2 are functia de densitate
AP) = A ~ N g pb-' (I-p)b+c.-i ./ @
[4 [1 [1
W) O N
unde 0 < p < 1si | este urméatoarea integrala :
1

a a

XA - P) +pf' X~A1q dx
5[£1+ XA _P)ocnr3|+br(x(, _p)+pf+ @- Xa( -
1al oy
unde X=> P

1-p
Demonstratie. Variabilele Vi si Y: fiind independente, densitatea mixta de pro-
babilitate a lul Yxsi Y2 este

giVi, ¥) = UYb « aba,Bi. B2 +U¥r, K K ox @

©)

notind Yx= P—ggi Va — Y2sitinind seama de valoarea determinantului functional
LLy4. yu 1
D (P. V1) \7

rezultd cd densitatea mixta de probabilitate a cuplului (P, Y2 este
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de unde rezultad ca densitatea de probabilitate a variabilei P este :

1 1
AP) = t4P> yMyt = tg[t ,3d J dy2 ©6)
P p

si daca in aceastd expresie notdm jy,—>=X(1—") si 1—y2= (\—/>)1—X); de unde
0 < X< 1, atunci din () rezulta (4) si teorema este demonstrata.

Consecinta 1. Dacd n teorema 2 consideram ca d = Ri+B2 a=1 si al=a2=bl=
= b2= 1, rezultd ca Y lare distributia beta, 32, Y2 are distributia beta B(Bx |
+ R2 c2 iar variabila P = YX-eY2 are distributia cu functia de densitate

AP) = PRI 1t —£)p.+c,_1 0 <p <
®Bi. R+ Q)

deci tot o distributie beta B (8L 2 + c). Aceasta constituie un rezultat dat de
Jambunathan 1in [3].
2. Sa consideram ecuatia diferentiald a curbelor lui Pearson :

fy _ (x — C)y
dx CO+ Cxx -i- C2*2 (7)
unde c, cG>cl: c2sint constante care pot fi exprimate in functie de primele patru
momente ale repartitiei, iar constanta de integrare determinindu-se din conditia :
kjg(x)dx =1
A

H fiind multimea intervalelor pentru care kg(x) * O.

Particularizind valorile parametrilor af si 3, din teoremele de mai sus se pot
obtine diferite tipuri de curbe Pearson. Astfel avem

Teorema 3. Dacd Xx si A2 sint doua variabile aleatorii normale cu mediile

egale cu zero si dispersiile a} = — (i = 1, 2), atunci variabila aleatorie ¥ = ——

urmeaza o distributie Pearson de tip 4.
Demonstratie. Considerind in (1) ax= az= 2 si Bx= R = 1, rezultd cd Xx

si X2sint normale cu E(X{) = Osi af=" (i— 1 2), si atunci din (3) rezultd ca
variabila aleatorie Y are functia de densitate :
1
) [a2y2 + ax(l - y)3]
care verifica ecuatia diferentiala

@)

©)

% y y\
2(ax t-a2) ax+ a2 2

si deoarece ax > o ; a2> o, rezulta ca numitorul are raddcini complexe, caz care
coincide cu curbele Pearson tip 4.
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Folosind relatiile dintre constantele COQ, Clt C2 C ale ecuatiei (9) si primele patru
momente ale repartitiei variabilei ¥ avem

DY) 1. C«lY)y= _ivs]l ATa (10)
5 B*(r) + -DXX)’ PV 3 F Dt(X) + D*(Xt)

unde Bx(¥) este coeficientul de asimetrie. Deoarece pXY) < 0, rezulta ca distributia
variabilel ¥ prezintd o asimetrie la stinga.

Teorema 4. Dacd are distributia gamma si X 2are distributia exponentiala,
atunci variabila aleatorie ¥ are o distributie Pearson de tip 1

(Intrat Tn redactie la 25 ianuarie 1968)
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OB OfJHOM OBOBLYEHUWN R PACMPEAENEHMS
(Pestome)

Monaras, 4To cnydaiiHas nepeMeHHass Xj umeeT (yHKuUM nnoTtHocTu (1), rge 0 < < 00, a-> 0,
Bi>0, > 0, aBTOp CTaTbM OMpeAenseT Npu nomowmn Teopembl 1 QyHKUWIO NAOTHOCTM Cchy4valiHoN

X
nepemeHHolt Y = KFF X ® MPEANOnOXeHUu, uTo Xj n X2— HesaBUCKUMble CAyyaliHble MepeMeHHble, W

noKasblBaeT, YTO OHa ABNAeTcA 0606LleHnem B pacnpegeneHus. B panbHeiilem onpegensieTcsd Npu MoMmoLLu
TeopeMbl 2 PYHKLUMA NAOTHOCTM CAyYaiiHOW mMepemMeHHOW P = Yr mY2 B npeAnonoxeHun, uto Y, un Y2
He3aBUCUMbI, UMed PYHKLWIO NJIOTHOCTK
A(y,, a,aj, a'Bj, B; h (yr, a, fej, &2, ct, c2) suga (3).
Teopembl 3 1 4 fenaloT CBA3b MeXAY pacnpefeneHvem MNepeMeHHo Y ¢ (yHKUMel NAOTHOCTM BuAa
(2) n kpuBbiMM TlMPCOHA, OXapakTepU30BaHHbIMW AuddepeHUnanbHbIM ypaBHeHEM (7).

SUR LA GENERALISATION DE LA DISTRIBUTION BETA
(Résumé)

Considérant que la variable aléatoire X i a pour densité de probabilité (1) ou 0<x, < oo, ai > 0,
Bi > 0, a- > 0, on détermine dans le présent travail, a I’aide du Théoréme 1, la densité de probabilité

de la variable aléatoire ¥ = T . -;(—-dans I’hypothése ou Xx et X2 sont indépendants et ont la
X+

distribution (1), et I’on montre qu’elle constitue une généralisation de la distribution Béta. On déter-

mine ensuite, a l’aide du théoréme 2, la densité de probabilit¢ de la variable aléatoire P = Yt mY2
dans I’hypothése ol Y2 et ¥2 sont indépendants, ayant les densités de probabilité

h(yv a, at, ar, B,, B2 ; h(y2 a, rej. r2. CX €2
de forme (3).
Le théoréeme 3 et le théoreme 4 font la liaison entre la distribution de la variable ¥ de forme
(2) et les courbes Pearson caractérisées par I’6quation différentielle (9).



ASUPRA REZOLVARII ECUATIILOR COMPLEXE
PRIN METODA IPERBOLELOR TANGENTE

ce

M. BALAZS

Fie ecuatia
P(x) =0 @
unde P(x) este o functie de o variabila complexa (sau reald) definitd Tntr-un domeniu
convex D. Sa presupunem mai departe cd functia P(x) are derivate pina la ordinul
trei inclusiv.

n lucrarea noastrd [3] am studiat rezolvarea ecuatiei (1) prin metoda iperbolelor
tangente ardtind o imbunatatire a conditiilor folosite de G. S. Sa leh ov in lucrarea
sa [1] pentru rezolvarea ecuatiei (1) cu aceeasi metoda.

in lucrarea de fata vom stabili teoreme referitoare la existenta, respectiv la
unicitatea solutiei ecuatiei (1) Tn conditiile analoge conditiilor puse n lucrarea noastra
[2] In care am studiat rezolvarea ecuatiilor operationale nelineare n spatii lineare
normate. Observam ca Tn lucrarea [2] n-am reusit s& dam conditii Tn care ecuatia sa
aibd o singurd solutie.

Teorema 1. Dacd existd un punct x0tD astfel incit urmatoarele conditii sa fie
satisfacute:

1° P'{x0 are inversa Moo= [PT*,,)]-1si |0 < BO;
2° |raP(*0|
3% \P"(X)\ < M, \P™(x)\ <2V pentru orice punct x din cercul C \x —x0\< ﬁi),,;

4° A0= BoMrio ;

atunci ecuatia (1) are o solutie x* in cercul C catre care converge sirul (*,) definit de

formula de recurenta
HHH = X, 2P'(xn)P{xK)

2P(:)]2- PCHPCT) [1- ] rP(xnr.P(x,)j-1 TsP(rs)

2
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si rapiditatea convergentei este caracterizatd de inegalitatea
X* - xn\ < ----2— 2°- 22003'- 1
1.

Demonstratie. Ardtam ca trecind de la x0 la xIt de la x1la xit etc. conditiile
1°—5° ale teoremei ramin valabile,
a) Deoarece

r,P (xQTOP(x0 B QMri0 *;“ }1
exista A TOP"(%0)[CP(s0) i avem
-1 T P (K OP%0]_1|
1--A0

Din formula (2), daca n = 0, obtinem

i*i —*ol < I[l —y FOP”(@0roP(#0J 11«1 0P (xp)\ < 1 ©)
1_VRk
Folosind relatia (3) din formula lui Dagrange obtinem
B qM fio ho

[FOP'(nr) — reP'(*y|<.BAM|*1—x0\
1~2* 1 2K
de unde rezultd ca HO= {1 —[IOP'(grQ — FoP'")} 1 exista si
1

1- K
1-

140
1-

Din identitatea evidentd POr0 = 17=[P'7j)]-1, rezultd cd existd si avem

K m=BlI
2-L

adica conditia 1° este satisfacutd pentru xv
b) Sa consideram urmatoarea functie ajutdtoare (vezi [3]):

— P(x) ' "
Fu,v. wi{x) = x + 2[Pr]* - PHWPLL) [—2P'(m + P"(u)(x —«)] —

)

P"(W)P™(v)(x —u)3(x — Vv)3(x — w)
6(b- u)(v- w) m{2[P»]* - P"(M)P(n)}
unde wu, V, wsint puncte arbitrare (u =£v, v = w) din cercul C.
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in lucrarea noastrd citatd [3] am demonstrat urmatoarele proprietati ale func-
el F4v (X):

1° B,yvy,, (6 = xi>pentru orice v, wtC ;

2° FXW(xi) = x| -------—-- 4— "93 - , pentru orice v¢ C;
3° Pi,,,,,v{x0) = 0; Fx, wWx0 = 0; pentru orice v, wCC ;
40p,nv { O)_ - 2P"\£\>ﬁ3'?*,,) P , 3P"(V)P"(X,§;

_ 2[P' (o)l - PU()P(R)  2[P' ()] - P'X)P(X)
centru orice v, wtC.

Sa scriem formula lui Taylor pentru functia FXi \IX4{x), unde v este un punct ar-
bitrar din C.

FX,v xx xiy —FXivA(Xa - B FX.v X060  x03 (5)
Din (5) daca punem v = () obtinem
PX) 1 _ 1fPAS.) _ 3 P (UP"(A) 1,
P>.) J 1 P"(*)P(*0) 61P(*0 2 [P()! I 1 0)
2 [P

le unde
N 1 N 0, -
[FOP(M)|< j + IBgM2)|% - 10| ’ 16B,M<+ 41 6)
M

ieoarece avem [~P~) = HOTOP(xI )rezultd

hUo M,
1 4 ' B66,Msj A Q)

rP(X\

eea ce Tnseamna ca conditia 2° este satisfacuta pentru xx
Din relatia (7) folosind 5° obtinem urmatoarea inegalitate

< *4.< Trlo ®)

c) Verificarea conditiei 3° se face pentru cazul general mai tirziu.
d) Pe baza inegalitatii (8) folosind notatia introdusa pentru Bx avem

K=BWM\ <4< K < | )

leci si conditia 4° este satisfacuta pentru xv
e) Din expresia lui Bxrezultd ca Bx> BO0. Pe baza acestei inegalitati folosind
elatia (9) avem
G dg 2
leci si conditia 5° este satisfacutd pentru xv
Asadar, am constatat ca conditiile 1° —5° sint satisfacute pentru xIt dacad con-
tantele BO 0, hQ a0 se inlocuiesc respectiv cu Bu ra, hu ax

— Mathematica—Physica 1/1969
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Prin metoda inductiei complete se demonstreaza usor urmatoarele relatii
B,= Bmr=" < 4Bnxsi B, > Bntl;
"~2-A0
4 < M-1'YU.1 < 7 V 1, unde II,,P(x,,) 1< yn: (K
A, < 4A* i< AM, unde hn=

«, < 2580 a,< «,!le
Din a doua si a treia inegalitate a relatiilor (10) rezulta

A< 2 - 2(2A0)3"-4, (r

Folosind formula (2) obtinem

<
vl - *dl < ¥

1 - (i
de unde pe baza formulei (11) avem
-W - N 21 2'(RY3 13 - 2») (i:
Din (13) rezultd ca exista limita
X* = lim x,

n —»00

Dacd in inegalitatea (13) trecem la limitd cind p 00, obtinem inegalitatea cai
caracterizeaza rapiditatea convergentei si delimitarea aproximatiei x,.,.

in sfirsit sd aratdm ca x,, si L-i pentru n= 1, 2,... se gasesc in cercul C(in_1=
= 0%, —*,,_,), 0 < 0< 1);1n adevar, din relatiile (10) si (12) avem

1*0 - X\ "C\x0- XI\+\X1— X2\+ ... +1 X,,_i— Xn\< - N (% +*) 4o o-+>Tn-1) 5
si deoarece \L -i~ xn 1\ < \x,,—Xx,,_1\ avem i
Ixv- Lot be 1 = XxZi+ Ix, - x2l+ oo+ Ioci o Lor e vxo— *1
g o
+ ldj —xrl+ ..+ Ixn_i —xnl < 7o

ceea ce era de demonstrat.
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Avem inegalitatea analogd cu (5

\P{x,.+1)| = T G

de unde rezultd ca Iim \P(xn)\: 0 sau Iim P(xn=0; pe baza continuité;ii functiei

P(x) avem deci P(x*) 0, adica x* este radacina ecuatiei P(x) =
Observatie. Mentionam ca conditia a0 < 2 este mai putin restrlctlva decit conditia
analogd u0 < 2 din lucrarea [2].

Teorema 2. Daca conditiile 1°—5° ale teoremei 1 sint satisfacute, atunci sin-

gura solutie a ecuatiei (7) in cercul Cl: |[x —x01 2 ”° es’e so’u” a catre-care conver-
ge sirul definit derelatia (2).

Demonstratie. Fie T o solutie oarecare a ecuatiei P(x) = 0 din cercul C\si sa
consideram functia ajutdtoare (4)

e POY [- 2P'(xn) + P'(%,) (X~ X)]

2[P'(*a)]2- P"(xn)P(xn)
_ PUIXn)P(W{x - xn)3(x - v)*(x- T
6(v - xn)‘(v- T)2[P'(*,)]2- P"(xn)P(x,,)}

unde Veste un punct arbitrar din cercul Cxdiferit de Tsi de aproximatiile xn definite
de relatia (2). Avem Tn mod evident

FX,, £ x{xn) = xiH >FXKk1(T) = T,Fxn\VXx,,) = 0;

Favzxn) = Osi kT vTV) = T + 3p"(v)P"(xn)
7 " 2[P'(*..)]a —P"(x,,)P(x.,)

Aplicind formula lui Taylor la functia FXv T(x) obtinem

= - X)3
unde — X, - 6,, (£ —xn). De aici, daca punem v = obtinem
1 - 2P™(1,)P(*,) + 3P (IP"(xn)
Xl g 2[P'(*.)]" - P"(xn)P(xn) (X~ Xnv (14)
Din formula (14), folosind conditia 5° si inegalitatea Bn< 4B,,_1avem
IT — xn+il< ~B;,M 2[T- /\14$|T- Xj3 (15)

)l

Folosind notatia [t —x0\< p/)0din relatia (15), se obtine usor prin metoda in-
ductiei complete ca

t —

Prin urmare, daca p V8 atunci Ii_)niz(t — Xm)=0, adica - = x* siteorema
<€

este demonstrata.
(Intrat n redactie la 24 septembrie 1967)
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O PEWEHWU KOMMIEKCHbIX YPABHEHUI METOLOM KACATE/IbHbIX
FMMEPBON
(Pestome)

MeTofOM KacaTenbHbIX rMnep6on 13ydaeTcsl pelleHve ypaBHeHuidi P(x) = 0, rae P(X) — KomneKcHas
WK BelleCTBeHHass (DYHKLUMS. YCTaHOB/IeHbl HOBbIE YC/IOBUSI CYLLECTBOBAHWUS U efUHCTBEHHOCTW peLLeHus

ypaBHeHusI.

SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS COMPLEXES PAR LA
METHODE DES HYPERBOLES TANGENTES

(Résumé)
L’auteur étudie la résolution des équations P(x) = 0, ou P{x) est une fonction complexe ou

réelle, par la méthode des hyperboles tangentes. Il établit de nouvelles conditions d’existence et d’uni-
cité pour la solution de I’¢quation.



ASUPRA UNOR ECUATII FUNCTIONALE

de
PARASCHIVA PAVEL

1. O extensiune naturala a ecuatiei functionale a lui D. Pompeiu

[ef-fV brfrb5 0]

a fost datd de D. V. lonescu [1] care a dedus noi ecuatii functionale si
a stabilit o legaturd intre aceste noi ecuatii functionale si formulele de cuadra-
turd ale lui Gauss si P. Taréan [6].

in cele ce urmeaza, reluind ideea lui. D. V. lonescu, se vor studia
alte ecuatii functionale, stabilind o legdturd intre ele si formulele de cuadratura
de tip Gauss generalizate.

2. Se considera ecuatia functionala

1(5)-1W i:=lI;OE AN iHIW )
in care coeficientii Ajd,i= 12 .. n, j=20 1 ... r,—1 sinodurile x1
xzd xn se determind astfel ca ecuatia sa fie verificatd de 1, X, ..., Xbl;
unde
N=2+r2+ ...+rm+n ©)
jar rlt r2 ..., r,, sint numere impare date.

Ecuatia functionald (2) se poate scrie sub forma

Sf(x) dx =J2 £ APffa’
~1 j—o )

si problema pusa asupra acestei ecuatii functionale, este de fapt aceea de a deter-
mina nodurile si coeficientii formulei de cuadraturd (2’), astfel ca ea sa aiba
gradul de exactitate N.

3. Se rezolva ecuatia functionalda (2), cdutindu-se solutia ei in clasa
functiilor CN+1[a, 6].

in [4] s-a demonstrat cd se pot determina coeficientii, nodurile si restul formu-
lei de cuadratura:

Quyox=e £ gu () + R @
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cu ajutorul unei probleme la limitd, pentru un sistem de ecuatii diferentiale
Pentru rest s-a obtinut expresia :

b
R= Ca) gW(x) dx (®

demonstrindu-se cd functia cp(X) este pozitiva in intervalul (a b).
n general, pentru o functie de clasa CN+l [a, 6], avem

m-in =EE bl +{*)/"lw &k €

Daca f(x) este solutie a ecuatiei functionale (2), atunci
b

CIOX)BNH) @ dx = 0
a
oricare ar fi a si b.
Deoarece functia <p(¥) este pozitiva in intervalul (a, b), vom avea, oricare a

fi asib:
f NHYX) =0
c;eea ce inseamnd cd/ este un polinom oarecare de grad cel mult N.

Deci, solutia cea mai generald a ecuatiei functionale (2) in clasa CI\+]a, b] p
tot intervalul [a b], este un polinom de grad cel mult N.

(Intrat in redactie la 1 iunie 1961
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O HEKOTOPbIX ®YHKUMNOHANBbHbLIX YPABHEHWNAX
(Pes3tome)

B pa6ote paccmaTpmBaeTcsi (DYHKUMOHaNbHOE ypaBHeHue (2)

fb) - fa) =t S 4 *FU+D) (%)

I j—0
B KOTOPOM KOappuumeHTbl A j= 12, .... 4;j = 0,1, ..., r, — 1 1 y3abl XX, ... XN onpegenstot
TaK, 4Tobbl OHO 6blNO BepHbIM Ana \,x, .... XN, rge N = rr+ r2+ ... +r, afrx [T, ..., T,,— aHK

HeyéTHble uyucna.
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ABTOp [0Ka3blBaeT, Aenas CBA3b C KBagpaTypHbiMU dopmynamn Tuna laycca, 4to Hambonee obuyee
pelueHne 3TOro ()yHKUMOHaNbHOro ypaBHeHMa B knacce CN+1 [ab] Ha BCéM npomexyTke [a,b\ aBnsertcs
NPOM3BO/IbHLIM MHOTOY/IEHOM, CTeMNeHb KOTOPOro MeHble unn pasHa N, Kakum Obl HU 6bin a u 6.

SUR CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES
(Résumé)

Dans le présent article on considére I’¢quation fonctionnelle (2)

f(b) -fla) = >,£:1-':0“<”’(y+1 ()

dans laquelle les coefficients A i = 1,2, ..., n;j =0,1, ..., r-—1let lesnoeuds xZI x2, .... xnsont
déterminés de facon qu’elle soit vérifiée par 1, x, .. xNoa N = »T+ + ... +rn+netr,rr,... rn
sont des nombres impairs donnés.

On démontre, en établissant la liaison avec les formules de quadrature de type Gauss, que la
volution la plus générale de cette équation fonctionnelle dans la classe CN+1 [a, 6] sur tout l’inter-
salle [a, b] est un polynéme quelconque de degré égal au plus a N, quels que soient a et b.






CONTRIBUTII BA INTERPRETAREA CURBELOR DE LUMINA ALE
SISTEMELOR BINARE STRINSE (I)
Forma componentelor

de
VASILE URECHE

1 Introducere. Importanta studiului variatiei stralucirii stelelor duble foto-
metrice este bine cunoscutd [8]. Analiza acestei variatii permite deducerea unora
din datele fundamentale ale stelelor Care compun sistemele duble, ca : dimensiunile
componentelor luminozitatile lor, etc. Cantitatea de informatii care rezultd dintr-o
asemenea analiza depinde de precizia observatiilor, de justetea interpretarii lor
si de finetea analizel teoretice.

Metodele existente de calculare a elementelor orbitale ale sistemelor duble
fotometrice se bazeazda pe modelul sferic sau considerda componentele elipsoizi
asemenea [8, 14]. in ultimul caz, curba de lumind a sistemului format din compo-
nente deformate se cautd sd se reducd la o curba de lumind echivalentd, cores-
punzatoare unui sistem format din componente sferice, prin asa-numitul procedeu
de ,rectificare”. Neajunsurile ,rectificarii” au fost scoase Tn evidentd inca de
K op al [6]. De asemenea Kopal [7] a semnalat necesitatea elabordrii unor
metode noi pentru calculul elementelor orbitale ale sistemelor binare strinse, mai
ales pentru sistemele semidetasate si in contact, la care metodele clasice nu dau
rezultate satisfacatoare.

Pe aceasta linie se nscriii lucrarile lui Kriz [9] si ale lui Ho rdk [2
3] care propun metode noi de calculare a elementelor orbitale, pe baza modelului
sferd-elipsoid. Aceste metode dau o bund aproximatie pentru sistemele semideta-
sate. Dar metoda lui Kriz este valabila numai pentru eclipse centrale (i = 90°).
Apoi atit In metoda lui Kriz, cit si Tn metoda lui Hordk se neglijeaza variatia
de lumina din cursul minimului secundar. Deci solutia astfel obtinutd se va putea
co?§idera satisfacatoare numai daca adincimea minimului secundar este neinsem-
nata.

De aceea mi-am propus sa elaborez o metoda de interpretare a curbelor de
lumina ale stelelor binare strinse care sd tind mai bine seama de realitatea fizica,
Tn acest scop voi pleca de la urmatoarele ipoteze de baza :

1° Sistemele binare strinse se caracterizeaza printr-un Tnalt grad de concen-
trare a materiei spre centrele componentelor, Tncit este valabil modelul Roche.
2° Orbita relativa este circulara.

3° Rotatia componentelor este sincrond cu revolutia, iar axele de rotatie

sint perpendiculare pe planul orbitei.
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4° intunecarea spre margine este descrisd de la legea liniard a cosinusului,
iar Tntunecarea gravifica, de teorema lui von Zeipel.

in lucrarea de fatd ma voi ocupa de forma componentelor sistemului binar.

2. Suprafetele echipotentiale Roche. Tn interpretarea curbelor de lumind ale
sistemelor binare strinse, alegerea modelului geometric pentru cele doud componente
este fundamentald. Pentru a obtine rezul-
tate conforme cu observatiile, acest mo-
del trebuie sd fie cit mai apropiat de
forma reald a componentelor. Tntrucit
sistemele binare fotometrice se caracte-
rizeazd printr-un Tnalt grad de concen-
trare a materiei spre centru [10, 11, 13],
in deducerea formei componentelor voi
pleca de la modelul Roche; considerind
masele componentelor esential concen-
trate Tn centrele lor.

Atunci fie 98 — masa componentei
principale (mai masive), 2JI' masa compo-
nentei secundare si R = 1 distanta din-
tre ele. Fie 1 £ 4 t, un sistem rectangular
de axe, cu originea in centrul componen-

Fig. 1 tei de masa si fiind orientat ca in fig. 1
in care planul \ 31N este planul orbitei.

Atasind sistemului de coordonate rectangulare G ), G sistemul de coordo-
nate sferice corespunzdtoare r, 0, &, legate prin relatiile :

BYYyar.*)

5 rsin0Ocos®=r\ \
N=rsin0sin®d=TL = €Y
Z=rcos0=rv I

si utilizind legea a treia a lui Kepler generalizata :

R* )

(w —fiind viteza unghiulara kepleriana, iar G —constanta atractiei universale.),
Kopall8] arata ca potentialul normalizat intr-un punct P(C, A, Q = P(r, 0, ®)
are expresia :

= - + i = — + gN - _
© r 2q|n/|'- 2>1<r + §2 er\ G|2 (L —v3r2 ®)
unde ii este potentialul normalizat, iar g = W /L. Suprafetele O = const, sint
suprafetele echipotentiale Roche.
3. Forma componentelor.
a) Componenta principala. Considerind ii = const. in ecuatia (3) si rezolvind-
in raport cu r vom obtine :

r=rX\v )

care reprezintd ecuatia unui oval din jurul lui 3. Dacd ii(Q > iix potentialul
normalizat critic) coincide cu valoarea ii* a potentialului normalizat pe supra-



INTERPRETAREA CURBELOR DE LUMINA ALE SISTEMELOR BINARE STRINSE (1) 75

fata componentei principale, atunci ecuatia (4) va fi chiar ecuatia care descrie
forma suprafetei acestei componente. Dar ecuatia (3) este de gradul opt in r,
astfel cd gasirea unei solutii analitice este imposibila [8]. De aceea va trebui
sd ne multumim cu o solutie aproximativa, oprindu-ne la o aproximatie cores-
punzatoare preciziei fotometriei fotoelectrice moderne.

Dezvoltind membrul doi al ecuatiei (3) in serie cu ajutorul polinoamelor
lui Legendre, K op a1[8] pune aceastd ecuatie sub forma :

()
Q@ aqgr=1+ j:2n44Pj(><)+?J§*r*(1 2| ©)

unde Pj[\), (j = 2, 3, ...), sint polinoamele lui Legendre.

Daca r este mic fatd de R (dimensiunile componentelor sint mici in raport
cu distanta dintre ele), atunci neglijind in ecuatia (5) termenii de ordin superior,
obtinem :

©)

Ecuatia (6) da prima aproximatie pentru forma componentei principale :
anume aceasta va fi o sferd de raza rO.

Sa calculam aproximatia urmatoare, introducind Tn membrul doi al ecuatiei
() n locul lui r pe r0. Obtinem :

r ro(l + Ai_zrq+1PjW + 543(1 va\lJ (7

Daca in ecuatia (7) neglijdm suma

£ a+p,w @
obtinem :

* o »'0ji + qrooPzM + V4 ©)

in cele ce urmeaza ma voi opri la aproximatia (9). Eroarea comisd in curba
teoretica de lumind prin neglijarea sumei (8) va fi evaluatd mai tirziu (in para-
graful 4.).

Introducind n ecuatia (9) expresia cunoscuta a lui P2(X) si utilizind ecuatiile
(1), se gaseste usor ca ecuatia (9) este echivalentd (in limitele aproximatiei consi-
derate, Tn care suma (8 este neglijabild) cu ecuatia:

r=4 1+ iH'T.I”- T @+»>"1(7.)+ 1ri} (10

Dar r2= \ 2+ /+ Q2 incit (cu aceeasi precizie) ecuatia (10) se poate pune
sub forma :
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Ecuatia (11) reprezinta un elipsoid, ale cdrui semiaxe sint:

a=r°{l + ‘
b= 'ofl + (12)
c-="o|l + ~ro--"~(l+?2K}"

Marimea rOnu este accesibila direct observatiilor. insa daca curba de lumind
a unui sistem binar strins este interpretatd pe baza modelului sferic, raza astfel
obtinutd, numita uneori ,raza fotometrica” [7, 12], coincide practic cu semiaxa
mijlocie b a stelei considerate. De aceea mai departe voi exprima semiaxele a si
c cu ajutorul semiaxei b. Din a doua ecuatie (12) rezultd (cu precizia consideratd)

o= 6{1-i&3 13)

deci ecuatiile (12) devin :
a=ejl + b= b>c= 6]i _ (i + ?)& (14

Introducind expresia (13) in ecuatia (10) gasim :

e » L (T),~ 0+ o« )»X(T7T 15>

n cele ce urmeaza voi considera ca forma componentei principale este descrisa
de ecuatia (15) care poate fi reprezentata prin elipsoidul de ecuatie (11) ale
carui semiaxe sint legate prin relatiile (14).

b) Componenta secundara. Printr-un rationament analog celui precedent se
arata cd forma componentei secundare poate fi aproximatd cu aceeasi precizie
prin elipsoidul de ecuatie

U v o—i=o (16)

ale carui semiaxe sint

a' = i'jl + b'=1"b, ¢ =&l -1(1 + q')b"” (14
unde ¢ = LW/ = 1fg. Se observa ca elipsoizii de ecuatii (11) si (16) nu sint,
in general, asemenea.4

4. Evaluarea preciziei modelului elipsoidal. Tn deducerea ecuatiei (11) am
neglijat suma (8). Sa vedem care este influenta acestei neglijari asupra curbei
teoretice de lumina.

Daca r0 este mic fata de unitate* suma (8) converge repede. Astfel ordinul
ei de marime este dat de primul termen:

grl PswW @

* Chiar si in cazul limitd 2° de mai jos, r0 — 0,3636. .. se poate considera mic fatd de unitate.
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Mai departe voi defini abaterea medie a elipsoidului de ecuatie (11) de la

suprafata reald a componentei principale (numind-o scurt ,.abaterea medie™), 3r,
astfel :

A = vi 1BA1 (18)
unde
n 2c
3~ |PaX)| sin 0d6d®
e-0 o=o
1M1 e (29)

J 1 sin 6 d0 <1d

Definitia (19) arata ca |P3(X)| reprezintd valoarea mediatd dupa toate direc-
tiille a lui |P,(J1) ¢ Introducind in formula (19) expresia polinomului Legendre
P3(n), tinind seam& de prima ecuatie (1) si efectuind calculele, gasim |P3(X)| =
= 1/8, deci

= (20)

Atunci si pentru semiaxa mijlocie a elipsoidului de ecuatie (11), abaterea
medie este de forma (20), adica:

- 21

Pierderea maxima de lumina AL Tn cursuleclipsarii componentei principale
poate fi de ordinul de marime :

m-xM ! AL = WPV 22)

unde J este stralucirea superficiala medie a componentei principale. Abaterii
ga a. géemiaxei mijlocii Ti va corespunde o abatere 31 = 8(AL) in curba de lumina,
atd de

3= 8(AL) = 2nbJmYb (23)

Abaterea corespunzatoare Tn scara magnitudinilor, va fi in baza formulei
lui Pogson :

8(Am) ~ A (24)

unde | este luminozitatea sistemului Tn mijlocul minimului principal. Formula
(24) corespunde abaterii maxime pentru minimul principal. O formuld analoaga
putem scrie pentru minimul secundar.

'm Calculul abaterii 8(Am) Tn cazul cel mai general este dificil, deoarece curba
de lumima (adicd luminozitatea sistemului la un moment dat) depinde, cum se
stie, de un numar mare de parametri; de aceea voi calcula aceastd abatere numai
in trei cazuri particulare, care insa sint suficient de reprezentative pentru siste-
mele binare strinse : primul pentru sistemele semidetasate, al doilea pentru cele
Tn contact. Cazul al treilea se refera la sistemul Al Draconis, care va face obiectul
nnei cercetari (ulterioare.
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1° Fie un sistem pentru care q = 0,5 (valoare des intilnitd la sisteme semi-
detasate). S& consideram ca pentru componenta principalda avem :

ro=03; L=09; n=205

unde L este luminozitatea componentei principale, iar n este coeficientul de intune-
care spre margine corespunzator. Atunci formula (24) conduce la 8(Am) =
= 0,002—0m003 depinzind de amplitudinea minimului principal. Aceastd abatere
este mult sub limita erorii observatiilor fotoelectrice actuale. Tnseamna ca modelul
elipsoidal propus da o bund aproximatie pentru sistemele semidetasate, la care
abaterea reala 8(Am) este de asteptat sa fie mai mica.

2° Fie un sistem binar format din doud componente egale (ca masa si dimen-
siuni), n contact, pentru care :

I g=1, L=L"=05; n=un =05

Pe baza tabelelorlui Plavec si Kratoch vil [12] se evalueazd rO= 0,3636...,
iar formula (24) conduce la 8(Am) = 0,005. Aceasta valoare este aproape de limita
preciziei observatiilor fotoelectrice actuale. inseamna ca si pentru sistemele in con-
tact modelul elipsoidal propus poate da o aproximatie suficient de bund. Este
posibil Tnsa ca interpretarea curbelor de lumina ale unor sisteme in contact parti-
culare s& ceard luarea in considerare pentru deducerea formei componentelor si a
polinoamelor Uegendre de grad mai mare ca doi: PX), P4(X), ...

3° Utilizind elementele fotometrice ale sistemului Al Draconis deduse de
autor (nepublicate), rezulta :

— pentru minimul principal : 8(Am = o7:001

— pentru minimul secundar : 8(Am) - o7+0002

inseamnd ca pentru sistemul Al Draconis eroarea care provine din abaterea
componentelor de la forma de elipsoizi (neasemenea) nu depaseste nicdieri Tn curba
de lumina valoarea: o7%o01.

5. Efectul structurii interne. Ecuatia (11) a fost dedusd in ipoteza cd materic
componentei principale este esential concentratd in centrul ei. Dar stelele reale
se abat de la modelul Roche. De aceea forma lor va mai depinde si de gradul de
concentrare a materiei spre centru [1,6,8]. Utilizind rezultatele lui Ko pal
[8] se poate aradta cd in acest caz in locul ecuatiei (15) vom avea, pina la gradul
de precizie considerat Tnainte, ecuatia :

. (25)

in care b este legat de raza a0 a sferei de volum egal cu volumul stelei reale
— utilizata de Kopal — prin relatia

«@= b{l + | gb°A2- | (1 + 26312 (26)

si unde Aj este o constantd care depinde de structura internd a stelei (de gradul
de concentrare a materiei spre centru), constanta definitd (si tabulatd pentru mode-
lele politropice) de Chandrasekhar [1]. Atunci se poate vedea imediat
ca ecuatia (25) reprezinta tot un elipsoid de forma (11), Tnsa ale cdrui semiaxe sint
de data aceasta urmatoarele

a=ajl + | ?2»A2, b=0b c=24a|l -1(1+?)063A2 (27)
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Ecuatiile (27) sint analoage ecuatiilor (14), la care se reduc pentru 2= 1
(modelul Roche). Deci si in cazul unei structuri interne oarecare componenta prin-
cipald se poate aproxima prin elipsoidul de ecuatie (11), semiaxele fiind insd de
forma (27).

Studiile asupra miscarii liniei apsidale [10, 11, 13] aratad ca stelele duble foto-
metrice posedd o pronuntatd concentrare a materiei spre centrele componentelor,
incit [2 este apropiat de 1 Atunci diferentele Tntre semiaxele (27) si (14) vor fi
insensibile. Tn adevar, deoarece :

2= 1+ 2£2 (28)
unde k2 este constanta miscarii apsidale, pentru diferentele amintite obtinem :
Ja = 3gp*k2 Ac= —(1 + gb*k2 (29)

Utilizind valoarea k2= 0,01 indicatd de Russell [13], formulele (29)
dau pentru cele trei cazuri considerate in paragraful precedent valori de ordinul
a 10-4. Asemenea diferente intre semiaxe nu pot fi puse inca Tn evidenta nici din
cele mai precise curbe de lumina (fotoelectrice).

Astfel observatiile justificd utilizarea modelului Roche. Dacd pentru o stea
concretd putem evalua constanta [2 atunci pentru calculul semiaxelor vom uti-
liza formulele (27) in locul formulelor (14).

Cele spuse mai sus relativ la componenta principald sint valabile si pentru
componenta secundara.

6. Efectul devierii de la sincronism. Calculele precedente s-au efectuat in
teza sincronismului dintre rotatie si revolutie. Huang [4, 5] a ar_.tat c& sincronis-
mul este un fenomen general la binarele strinse. Totusi se cuno c citeva exceptii
de la sincronism (sistemele R Lyrae, U Cephei si RZ Scuti).

Se poate ardta usor c& Tn cazul nesincronismului, in locul :Cnatiei (25) avem :

L=+ +1)6>p,>*n(1)’} (30)
unde
w= - 31
“A ( )
to fiind viteza unghiulard de rotatie a componentei considerate, iar ot viteza unghiu-
lard Tn miscarea kepleriand. Se vede imediat cd ecuatia (30) reprezintd tot un elip-
soid de forma (11), ale carui semiaxe sint:

a= &ji + 17308, 6=6 c=0jl -1(1 + 9)& 1204 32)

Dacd pentru un sistem binar concret se cunoaste ca rotatia si revolutia nu
sint sincrone, deducindu-se & din ,efectul rotational””, pentru calculul semiaxelor

se vor utiliza formulele (32). in cazul sincronismului, evident w= 1
Cele de mai sus sint valabile si pentru componenta secundara :
7. Concluzii. Utilizind notatiile lui Kopal [8]:

£Q = qgo3 1id= (1-(-qgh3 (33)
n cazul modelului Roche sau
wiz>= gbA2 wW = (1 + q)b312 (34)

ipo-
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— in cazul unei structuri interne oarecare (in prezenta sincronismului), sau

) = 2 p2= (1 - q)baiz2 (35)

— 1n lipsa sincronismului, expresiile (14), (27), si (32) ale semiaxelor pot fi puse
sub forma:

e= &jl+itswj, b=0b c=0jl --%<2j (36)

unde X este coeficientul de deformare mareicd, iar coeficientul de deformare
rotationald ; coeficientii de deformare calculindu-se cu formulele (33) sau (34) sau
(35), dupad caz.

Tn concluzie putem spune ca forma componentei principale este descrisa de
elipsoidul (11) ale carui semiaxe sint date de ecuatiile (36). Forma componentei secun-
dare este descrisa de elipsoidul (16) ale carui semiaxe vor fi date de formule analoage
formulelor (33)—(36).

Considerind Tn general expresiile corespunzatoare modelului Roche**, urmeaza
sd aplic formulele deduse Tn aceastda lucrare la interpretarea variatiei de lumina
a sistemului binar strins.

Pe baza evaluarii din paragraful 5 este de asteptat ca modelul elipsoidal propus
sa dea o bund aproximatie nu numai pentru sisteme semidetasate, ci si pentru
sisteme Tn contact.

Autorul exprim& sincere multumiri profesorului Gheorghe Chis pentru discu-
tille stimulatoare purtate in timpul elaborarii acestei lucréri.

(Intrat Tn redactie la 17 ianuarie 1968)
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lele lui Orlov (Astronomiceskii Jurnal 37. p. 902, 1960), aratd ca pentru un Tnalt grad de concen-
trare a materiei spre centru, diferenta dintre modelul Roche generalizat si modelul Roche clasic
este cu totul nefnsemnata pentru precizia observatiilor actuale.



INTERPRETAREA CURBELOR DE LUMINA ALE SISTEMELOR BINARE STRINSE (1) 81

K BOMPOCY OB MHTEPMPETALNU KPUBbLIX BNECKA TECHbIX JBOMHbIX CUCTEM (1)
dopma COCTaBAAOLMX
(Pestome)

B pa6oTe MokasaHo, 4YTO [Be COCTaB/sAOLME OAHON TecHol [ABOWHOM CUCTEMbl MOTYT anmnpoKCUMMPO-
BaTbCs ABYMsl 3/IMMCOMAAMM, KOTOpPble BOOGLLE He SIBASIOTCS OAMHAKOBbLIMU. 3aTeM aBTOP BbIUMC/SET TOY-
HOCTb Npeg/iaraemoii 3NUNCOMAaNbHON Mogenu. B fanbHeliliem aHann3MpyeTcsi BKpaTLe 3PheKT BHYTPEH-

Hell CTPYKTYpbl U 3hheKT OTK/IOHEHWSI OT CUHXPOHM3Ma Ha (hOpMy COCTaBASHOLLUX.
MonyueHHble pe3ynbTaTbl MOMe3Hbl AN WHTEPNpeTaumyM KPUBbIX 6Gecka 3aTMEHHbIX MepeMeHHbIX

3B83[,.

CONTRIBUTIONS A L’INTERPRETATION DES COURBES DE LUMIERE DES SYSTEMES
BINAIRES ETROITS (I).
Formes des composantes

(Résumé)

On montre que les deux composantes d’un systéme binaire étroit peuvent étre approchées par deux
ellipsoides qui en général ne sont pas similaires. Puis on évalue la précision du modéle ellipsoidal proposé.
On analyse ensuite brievement I’effet de la structure interne et I’effet de la déviation du synchronisme sur

la forme des composantes.
Les résultats obtenus sont utiles pour I’interprétation des courbes de lumiére des étoiles doubles

photométriques.

— Mathematica—Physica 1/1969






ASUPRA CIMPURIUOR CUANTICE CU 2(2s + 1) COMPONENTE

de
Z. GABOS

Functiile de unda ale particulelor cu spinul s si cu masa de repaos mO diferita
le zero, sint vectori de baza ai reprezentarii ireductibile (s, 0) © (0,s) a grupului
borentz omogen.

Acesti vectori — cu 2(2s + 1) componente — pot fi construiti pornind de la
Impuri ,,elementare” de tipul (1/2,0) si (0,1/2) [6], [7], [9]. in lucrare — avind
ri vedere acest fapt — se stabilesc unele rezultate noi referitoare la functia de

indd, matricele de baza, operatorul transformarii Uorentz si expresiile bilineare
ile cimpurilor cu spin superior.

1°. Funetii deunda. Pentru particule (si antiparticule) cu spinul s avem 2s + 1
‘unctii de und&, cu cite 2(2s + 1) componente

A este numérul cuantic de helicitate).
Componentele lui @ si  sint date de

V NaNa A . 2

XxHA) = M/ 00 2 X ™ (U A=1SsTT 3)
mde

A= Rg*-(2s-1), A= Eyv

® (\) si X(XA sint spinori Dirac cu doua componente (ak = 1, 2), | keste numarul
uantic de helicitate (cu valorile posibile + 1/2).

Sumele din expresiile (2) si (3) contin NAN\ termeni. NAeste numarul combi-
atiilor de numere ak care ne conduc la valoarea bine determinata A :

(2s - A)\A'!
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Na este numadrul sistemelor de numere Ik care corespund unei valori bine deter
minate a lui A:
Na @ _

s+ Mts—mm!'

2°. Matricele de baza. Operatorii matriciali ai cimpurilor cu spinul s, sin
operatori hermetici cu 2(2s + 1) rinduri si 2(2s + 1) coloane. Tn consecinta ntl
marul matricelor de baza este 4(2s + 1)2

Sa consideram matricea

/ 0 M A mis
M MUH.ms &
Mm,..l. Si Mm,..u fiind date de
- _ * 3
(M } - VnanbzkgiK{( 4 (
(M wm, - les)ré (f

H= 14, A, B= 1 25+ 1
(indicele A ne indica rindul, iar B coloana). Mai avem
[(/r] = - [Kbl = j=Tg c
[KM = [Kbl = ioq ab= 12 a

(@ sint matricele lui Pauli, a0 este matricea unitate).

Sumele (5), (6) contin NANBtermeni (NAeste numarul de combinatii de nume
ak care ne conduc la aceeasi valoare a lui A, iar Nn ne indicd numarul c
combinatii de numere bk, care ne conduc la valoarea bine determinatd B). Deoarei

25
A=gX  @s—1 B=fX-(2s-1),

avem .
Na (20

(@2s+ 1- A)\(A —1)1”

N, (&) _

(2i+ 1- B)!{B - 1!I*

Matricele (4) astfel definite satisfac toate conditiile care se impun fata de mati
cele de bazd : hermiticitatea, simetria fatd de indicii [x anularea expresiei obtinu

in urma contractiei a doi indici tx
Din (4) rezulta

= 0)'

/ este matricea unitate cu 2s + 1rinduri si 2s -f 1coloane. Daca mai inti
ducem matricea
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obtinem matricele de baza
TPiPi'-- PjS> Yss5 mwe5 YP-ilij.- mIM>

Yaa .. -4 YIItR.. .. Hss>  Yas 4 YS5... 5 Yni H « PiS-
dintre care 4(2s + 1)2sint independente. _
3°. Consecinte. A. Relatii referitoare la matricele de bazd. Avind in vedere

4), (), (6), (7), (8), In urma unor calcule simple obtinem pentru s = 1, 3/2 ur-
matoarele rezultate :

SP(YnvYsp) = 4 (X. K + 8J 2 8xp (M)

SA(YpvtYape) — * (X. WX+ 8w 8TP+ 8W 8UX8Te + 8W 8\ESEX -f

+ V 8X8M + 8M8p8Y - | [8,\(8TK8e+ SP8%+ SESJ +

+ MW M+ X 8%+ 8\BX) + 8/ (8" JE+ 8m 8%+ 8k 8. (12
B. Operatorul transformarii Lorentz. n cazul s = 1/2 avem
Lm{) =Y i*"2p Ya- *0/"-U ya-e (13)
P=(L- €=
W

V este viteza de deplasare a sistemului K' fatda de K).

Avind Tn vedere expresiile (5), () ajungem la concluzia, ca operatorul trans-
ormarii Lorentz pentru particule cu spinul nt2 se obtine printr-o ,.ridicare la puterea
S’ a expresiei (13). Aceasta operatie simbolica constd in trecerea deld matricele
i cu un singur indice, la matrici cu n indici. Astfel pentru s = 1,3/2 obtinem :

Li)= Yl v - DL s 2 grekyik,
Lm(v) = Yeu [(*% )F'Vaur- | *P+ DA Yidd-

--gfér t15 .))/”HZl ex Yir + ".iIB_Z LF/Z i ekeij*mlJ-
C. Expresii bilineare. Fie xk si yk marimi cu doua componente:
(*gv P> k= 1, 2s; a5 6= 1, 2.

u ajutorul acestor marimi — aplicind procedeul din paragraful 1o construim
l&rimile X si Y cu cite 2s -f- 1 componente

X A= I'V— Z%_(**)«Tg*

yb= g Sa,b*V
ie Myl matricea definitd sub (5). Avem egalitatea

rox [(25}!]2|;£||[W §(9;U ] 4+ --- (14)
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in paranteza avem [(25) !]2termeni care se obtin considerind toate permutatii,
posibile ale matricilor 'k si ale marimilor yk

Referitor la produsul direct al doua functii de unda, cu cite 2(2s + 1) compi
nente, avem

[(«0)©0O 9] x [0 e O9)]= 2659+ E£,In0)+ O]
Utilizind (14) ajungem la urmatoarele corespondente :
(1 + Ts5...8) Yh 4.4 u2-m(9, 0), ik= 13
Ut(l Yss...s) Yeikeee 44..4 Us—(0, n),
Ul Ju...«(l £ Ys5...5) YoUi-mms U2-3(s, ).

(Intrat Tn redactie la 14 septembrie 196
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BomNonswna
ZSrovwpIroIs<m

=
=

O KBAHTOBbIX MONAX C2 (2s + 1) KOMMNOHEHTAMU
(Pesome)

Wmes B BMAY, YTO BOMHOBble (DYHKLWW MOMe C NPOWU3BOAbHLIM CAWHOM MOTFYT ObiTb MOCTPOEHBbI
CMWHOPHbIX BOMHOBBLIX (YHKLWI, aBTOpP yCTaHaBNWBaeT HEKOTOPble HOBble pe3ynbTaTbl, MO
a) BbIpaXeHUsM
x> SP (Tu, a,. U.S Yv,y,. 4,)
6) onepatopy Ls(v) npec6pa3oBaHus JlopeHua;
B) [BY/IMHENHbIM BbIPaXEHUSM.

ON QUANTUM FIELDS WITH 2(2s + 1) COMPONENTS
(Summary)

Taking into account that the wave functions of the fields with any spin may be construe
of spin wave functions the author establishes some results referring to
a) expressions

YBi Hi «meHss Yv, V, . v,s) ’

6) Lj(v) operator of the Lorentz transformation
c) bilinear expressions.



DIAGRAMMES ARGAND DANS DA RESONANCE PARAMAGNETIQUE

par
D. DEMCO, R. BAICAN

L Introduction. Cole —Cole [1] a montré que les caractéristiques de la
relaxation conformes aux équations de Debye peuvent étre obtenues en repré-
sentant la permitivité électrique complexe zr= €' —iz" sous la forme d’un
diagramme Argand. Un diagramme analogue a été proposé aussi pour la polari-
sabilité complexe 52]. Des diagrammes Argand ont été utilisés dans la résonance
ferromagnétique [3].

Nous allons étudier ces diagrammes pour la susceptibilité dynamique x —
= X —™X> dans le cas de la résonance paramagnétique.

2. Le diagramme Argand pour le cas des champs élevés. Dans les conditions
des champs perturbateurs tres faibles pres de la resonance [4], on obtient des
équations de Bloch que le diagramme Argand est une ellipse [5] avec le grand
demi-axe de <dx0T24Z, le petit demi-axe de aOXoT24Z2 et I’excentricite de

c= \Jz2—1jz. Ici Z22= 1-f yH\TxT2 dD= -y#0 est la pulsation, Uarmor Hx est
I’intensité du champ perturbateur, X est la susceptibilité statique et TIt T2 sont
les temps de relaxation.

D’étude de la dépendance du diagramme envers HLpermet de déterminer les
temps de relaxation et, par suite, X> Durant les mesures, le champ magnétique
statique doit étre tres stable. Dans le cas contraire, l’aiguille de I'enregistreur
se deplace sur une famille d’ellipses, ayant toutes la méme excentricité, parce
que les demi-axes de I’ellipse dépendent de ffOcontrairement aux affirmations de [5].

3. Le diagramme Argand pour le cas de champs faibles. Ua valabilité des expres-
sions de X et x" utilisées en [5] devient discutable si le champ statique est compa-
rable soit a la largeur de la ligne de résonance (en Gauss), soit a I'amplitude du
champ perturbateur [6]. On distingue deux cas :

a) Pour un champ circulairement polarisé (R) les expressions modifiées
des équations de Bloch sont [6]

L+ HT)*] - 60T

) 1+ oA can O “)
V'M_ J boIT %o ,
"R 2 1+ YIiiD2+ (FAbp (2)

ou Tj= T2=T et an = wo- wu. Ua relation entre 4J? et XRJ sera
2Xr + 2Z2x7°- 0), 7XxorRM- Xox@= 0. (©))

M),
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ce qui représente une ellipse (Figure 1) ayant I’origine au point (x*Mo= bloXo T/42r,

(XMo = /o/4, et I’excentricité e = yH"Zfz. Les points Dm Dm et Am correspon-
dent a la dispersion et a I’absorption maximales et le point R a la résonance.

On voit que, dans ce cas, ala différence du diagramme Argand pour champs
élevés en partant de I’ordonnée du point D ou O on peut déterminer la susceptibilité

statique de I’échantillon. En connaissant la valeur de Hx .nous pouvons aussi déter
miner le temps de relaxation.

Quand (yHxT)2< 1 I’ellipse dégénére en un cercle.

Dans le cas d’un champ rotatif pour wO= 0 on obtient une ellipse ayant 1
méme excentricité, mais avec le centre placé sur I’axe Xr mL’appareil qui trace u
diagramme pareil peut étre utilisé comme magnétomeétre.

b) Les expressions de la susceptibilité dynamique données en [7] pour le chamr
linéairement polarisé conduisent & un diagramme compliqué. Si on a un cham
Jinéairement polarisé pur, on obtient les formules Debye qui fournissent un dis
gramme circulaire.

On obtient aussi un diagramme compliqué, qui n’est pas une conique, pou
le cas des champs perturbateurs forts, en utilisant les résultats deRedfiel [8

4. Le diagramme Argand pour l’oclochlorphénothiazinil. Les équations de Bloc
sont consistantes avec les expériences sur des radicaux organiques libres [7]. L oeti
ehlorphénothiazinil est un radical libre avec une tres bonne stabilité thermique <
a été prépare, suivant [9].

Le diagramme Argand pour des champs élevés et loin de saturation est un cerc
avec le centre sur I’axe x”” et ayant le rayon R — wOw T/4.
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Nous avons utilisé un spectromeétre de type commercial adapté pour la disper-
sion et pris comme référence de D.P.P.H. [10]., [11]. Ees courbes d’absorption
et de dispersion nous ont permis d’obtenir le diagramme de la figure 2.

En connaissant la susceptibilité statique X = (4,3+ 0,2) «10 6u/e.m./gr.
a T = 293°K, on obtient le rayon du cercle M= (1,5"0,1) 10-8sec., ce qui concorde
avec la valeur évaluée par la largeur de la ligne de résonance.

Ees auteurs remercient M. le Professeur I. Ursu, pour son aide dans I%labo-
ration du présent travail.

(Manuscrit recu le 75 septembre 1968)
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DIAGRAME ARGAND IN REZONANTA ELECTRONICA DE SPIN
(Rezumat)

Se studiaza diagramele Argand pentru cazul cimpurilor Tnalte si joase si aplicarea lor in deter-

lor Tnalte, departe de saturatie, pentru octoclorfenotiazinil si se determind timpul de relaxare transversal.

ANATPAMMbI APTAHZA B 3/IEKTPOHHOM MAPAMAIMHWTHOM PE3OHAHCE
(Pe3tome)

ABTOpbI U3yYaloT AvarpavMmbl ApraHza Ans ciyyas BbICOKUX MOJEA M UX NPUMeHeHWe K onpegeneHunto
BpeMEH peflakcauuy 1 CTaTUYeckKoi BOCMPUUMUYMBOCTU. OHU CTPOAT AuarpaMmy ApraHfa npu BbICOKUX Mo-
NAX, [aneko OoT 06/1aCTW HacbILeHUsl, A5 OKTOX/0p(eHOTUasMHWAA 1 OnpedensioT nonepedyHoe Bpemst

penakcauum.






UBER DAS ,EXTRAABSORPTIONSSIGNAD” DER EPR-SPEKTREN
EINIGER Cu(Il)-CHEDATE IN EINGEFRORENEN DOSUNGEN

MCOLAE VEZENTAN

Einfihrung. Wie allgemein bekannt, erscheinen in den aufgelosten EPR-
Spektren der Cu(ll)-Chelate aus eingefrorenen Désungen, fir den Fall der axialen
Symmetrie, 4 schwache, sehr asymmetrische (Pic)-Hyperfeinstrukturlinien, um g||
zentriert, die von einer anderen Gruppe von vier Signalen begleitet sind, welche,
von grosserer Intensitdt, im Bereich eines angewendeten hoheren magnetischen
Feldes und um g_ zentriert sind [1, 2].

Diese Signale erscheinen als Folge der Wechselwirkung der ungepaarten Spins

jS = — des Cu(ll) mit dem Kern des eigenen lons |1Qu= — im Falle der parallelen

bzw. senkrechten Orientierung der Molekilachse zu dem angewendeten statischen
Magnetfeld.
In der Mehrzahl der EPR-Studien uber die Cu(ll)-Chelate findet sich da

Cu(ID-lon in natlrlicher isotopischer Zusammensetzung. Aus diesem Grunde kénnen
die EPR-Spektren unter den erwéhnten Bedingungen komplizierter erscheinen.
Sie kénnen aus einer grdsseren Anzahl von Signale als vorgesehen bestehen, auch
im Falle des Fehlens der superhyperfeinen Wechselwirkung.

Die beiden Kupferisotope (Cu8 und Cu@) sind in der Haufigkeit von 68,9%
Cu®Bund 31,1% Qu@bvorhanden. Ihre magnetischen Kernmomente sind ebenfalls ver-
schieden, was zu verschie-
denen Werten der hyperfei-
nen Aufspaltungskonstan-
ten und demzufolge manch-
mal auch zu einer isoto-
pischen Aufspaltung in den
Spektren fuhrt (Abb. 1,7).

In letzterer Zeit er-
schienen EPR-Arbeiten, die
sich mit den monoisotopi-
schen Cu(ll)-Chelaten in
Ddsungen und eingefrore-
nen Dosungen befassen [3,

4, 5]. Das Bis-(acethylace-
tonato)-Cu®3 (11)-Spektrum
weist jene Signale auf, Abb. 1
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deren Vorhandensein theoretisch vorausgesehen war. und einerseits, gesondert
gruppiert, jene, die zur Absorption der parallelen Orientierung, anderseits diejeni-
gen die zur senkrechten Orientierung gehdren.

Es ist moglich, dass in Abhédngigkeit von der Substanz, Temperatur und
Losungsmittel, die Signalgruppe aus der parallelen Orientierung, Uber jener aus
der senkrechten Orientierung liegend, erscheint [2, 5, 7].

Aus diesem Grunde ist die Auswertung
der Spektren im Bereiche der hohen Fel-
der manchmal sehr schwierig und daher
die Bestimmung der magnetischen Para-
meter weniger genau.

In Abbildung 2 ist das Spektrum, in
dem nur die ,,Pies” der parallelen Orien-
tierung aufgeldst sind, dargestellt, wahrend
die ganze Absorption der senkrechten Orien-
tierung durch ein einziges Signal dargestellt
ist; die vollig aufgeldste Struktur erhélt
man im oben erwéhnten Fall bei 77°K.

Der Absorptionsbereich der senkrech-
ten Orientierung kann selbst dann noch
eine ,,Struktur” aufweisen, wenn der Wert
der hyperfeinen Aufspaltungskonstante, die
flr diese Orientierung charakteristisch ist,
IB| =0. Dies aber tritt ein, wenn einer
oder mehrere ,Pies”, die der parallelen
Orientierung angehoéren, im Bereich der

hohen Felder angeordnet sind. Es erscheint das sogenannte Ph&nomen des
»Uberholens” [8].

Im vorliegenden Fall interessiert uns die Interpretation der Spektren aus dem
Bereiche der hohen Felder im Falle der aufgelosten hyperfeinen Struktur fur
das ganze Spektrum, wahrend das Cu(ll) sich in natlrlicher isotopischer Zusammen-
setzung in den Chelaten vorfindet.

R. Neiman und D. Kivelson gelingt es eine grossere Anzahl von
Signalen (als Sands theoretisch [1] voraussah) im EPR-Spektrum des Cu(ll)-
Phtalocyanins in eingefrorenen L&sungen nachzuweisen.

Um das Erscheinen einiger zusatzlicher Signale zu rechtfertigen, wurde
die Sands’ sehe Theorie auf die eingefrorenen Ldsungen erweitert [2]. Daraus geht
hervor, dass zusétzliche Signale als Folge der Eigenheiten des Verhaltens der Sinus-
und Cosinusfunktionen bei Werten der aus den Spektren bestimmten magnetischen
Parametern auftreten konnen.

Die physikalische Bedeutung des Erscheinens der zusatzlichen Signale muss
in der vorliegenden Interpretation, in dem anomalen Verhalten des Cu(ll)-lons
gefunden werden. H. R. Gersman und J. P. Swalen [6] zeigen, dass
Im Spektrum des pis-(didthyldithiocarbamato)-Cu(ll) in eingefrorenen Ldsungen an
Stelle von vier, eine Anzahl von flinf Signalen im Bereiche der hohen Felder erscheint.

Das Signal voni aussersten Ende des hohen Feldes wird als ,,Signal der Extra-
absorption” benannt.

Die Sands’sche Theorie wurde in der Richtung der Berechnung der Stellung
der ,,Extraabsorption” im Bis-(acethylacetonato)-Cu(ll) und des Dbis-(diathyl-
dithiocarbamato)-Cu(l1)-Spektrums weiter ausgearbeitet. Der Wert des ent-
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sprechenden Feldes wird bei m = ——erhalten (wo m die kernmagnetische Quan-

tenzahl ist).

Die physikalische Bedeutung weicht im Grunde genommen nicht von der
Theorie Neimans und Kivelsons ab.

Dieses ,,zusdtzliche” Signal oder Signal der ,Extraabsorption” erscheint
auch in den Spektren anderer Bis-(dialkyldithiocarbamato)-Cu (I1), des Bis-(di-
athyldithiophosphato)-Cu(ll) und bei einer
ganzen Reihe von inneren Komplexen
[9, 10, 11, 12].

Besonders in Arbeit [9] geht man von
der Theorie Neimans und Kivelsons bei der
Berechnung der Werte |B| und  aus»&e
vor allem auch im Sinne der Berechnung
der ,,Extraabsorption” entwickelt ist. Diese
erhdlt die Benennung ,,totaler Absorptions-
pic” und dessen Stellung im Spektrum ist

ebenfalls fir m = % berechnet.

In den von uns erhaltenen Spektren
des Bis-(monothiodibenzoylmethanato)-
Cu-(Il) in verschieden E6sungsmitteln er-
scheint das ,,Extraabsorptionssignal” in
verschiedenen Gestaltungen (Abb. 3,4,5,6),
aber sehr (berzeugend in Abb. 5 und 6, so
wie in Abb. 8 des Bis-(diathyldithiophos-
phato)-Cu(ll).
Das alles erfordert ein Studium dieser Eigenheiten in den Spektren der Cu (I)-
Chelate.

*

In der nachfolgenden Interpretation des , Extraabsorptionssignals” hat das
Cu(ll)-lon aus den Chelaten ein normales Verhalten in den EPR-Spektren, das
dem anderer Elemente aus der Eisengruppe é&hnlich ist.

Dies geht aus einer Reihe von weiter unten besprochenen Aspekten hervor.

Fir das Bestimmen der Werte von |B| (die Konstante der hyperfeinen Wechsel-
wirkung in der senkrechten Orientierung) und von g+ aus den nicht aufgeldsten
Spektren der senkrechten Orientierung, oder wenn die Struktur dieses Bereiches
zu kompliziert ist, verwendet man im allgemeinen elektronische Rechenmaschinen.
In der Programmierung sind die aus den Spektren geschdatzten berechneten Werte
von |AM und gl; gegeben, g (und |B| erh&lt man durch Versuche, indem man ihnen
beliebige Werte verleiht.

(Al ist die Konstante der hyperfeinen Wechselwirkung in der parallelen
Orientierung, £u,gi_ haben die Ubliche Bedeutung.)

Die Paare der Werte von |B| und g+, fiir welche das Experimentalspektrum
konvenabel wiedergegeben ist, werden als reelle Werte dieser Parameter betrachtet.
Durch dieses Berechnungsverfahren ist die gefundene Edsung nicht auch die einzige.
Neiman und Kivelson selbst erhoben Einspruch dagegen [2].
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2. Bei der Bestimmung der Stellung der ,Extraabsorption” im Spektrum
nimmt man bei der Programmierung den Wert m = —3—, wie auch fiir die Bestim-

mung des ,,Pies” im Bereiche des hohen Feldes, das der parallelen Orientierung
angehdrt. Wenn, im letzten Fall, das Einfuhren dieses Wertes eine Rechtfertigung
und gleichzeitig eine tiefe physikalische Bedeutung hat, sind wir nicht in der gleichen
Lage bei der Berechnung der ,,Extraabsorption”. Trotzdem, sowohl in Arbeit [6]

wie auch in [9] wurde in beiden Féllen der Wertm = ----Everwendet. Die Tatsache,

. . . n 3
dass es notwendig war in beiden Fallen denselben Wert m = —=zu verwenden,

kann hochstens einen Beweis bilden, dass von ein und demselben Signal und nicht
von einer zusatzlichen ,,Extraabsorption” die Rede ist.

3. Studiert man nun eine Reihe von Cu (ll)-Chelatspektren, lasst sich feststellen,
dass die ,,Pies” gegen die Werte der hoheren Felder an Umfang zunehmen, was in
der Arbeit [2] festgestellt wurde. Dasselbe l&sst sich auch in den Abbildungen
2, 3, 4,5 6 und 8 feststellen. Ebenfalls aus diesen Abbildungen und aus den
Spektren, die von anderen Cu(ll)-Chelaten in eingefrorenen Udsungen erhalten
wurden, kann festgestellt werden, dass die ,,Pies” im Bereiche der hdheren Felder
symmetrischer werden und von beiden Seiten der Nullinie des Spektrums der abge-
leiteten Kurve beschrieben sind. Die Pies kdnnen sogar umgekehrt beschrieben
werden ; jene aus dem Bereich der starken Felder, gegenuber jenen aus dem Bereich
der schwachen Felder.

Dieses Verhalten wurde bis jetzt bei den Cu(ll)-Chelaten noch nicht bemerkt,
doch fir den Fall der Vanadyl-Chelate ist es eine bekannte experimentale

Tatsache. _ _ .
Bis -fmonolbiodibenzoy(mefharc/o)-Cii(«) Unsere Meinung ist, dass auch einige
osungsmittel : Imetnylrorrnami - 1 i 1t-
Konz. 131, 10"2g/cnr ;%(II) Chelate diese Eigenschaft besit
T=77°K .

Unter Voraussetzung dieser ldee
kann man das Verfahren, das bei der
Berechnung der ,,Extraabsorption” und
der ,,Pies” der parallelen Orientierung
verwendet wurde, verstehen. Mit dem

~\/ V Wert m = ----zwurde das Feld fir das

Minimum unterhalb der Nullinie des
Signals berechnet, und gesagt, dass dies
die Stellung des ,Pies” sei. Der Wert
des Feldes und der Spitze des Signals,
welches oberhalb der Nullinie liegt, wurde

Abb. 4 als Stellung der ,,Extraabsorption” ange-
nommen.

4. Das Vorhandensein der beiden Isotope des Cu(ll) bedingte das Erscheinen
der ldee von dem Vorhandensein der Extraabsorption. Gersman und Swalen
berichteten zuerst vom Vorhandensein der , Extraabsorption” im Falle des Bis-
(diathyldithiocarbamato)-Cu(ll) [6]. Sie wurde auch fiir den Fall des Bis-(acethyl-
acetonato)-Cu(ll) nachgewiesen und dann wurde ihre Stellung im Spektrum dieser
Substanz berechnet. Die ,,Extraabsorption”tritt im Fall des Bis-(acethylacetonato)-
Cue3(1l) nicht auf [5].
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Das Vorhandensein der beiden Isotope kdnnte eine Struktur des Signals von
ungewohnlicher Form hervorrufen.
5. Die ,,Extraabsorption” weist eine Struktur von zwei Signalen auf (Abb. 5).
Uber das Vorhandensein der isotopischen Aufspaltung in den ,,Pies”, der am
dussersten Ende des schwachen Feldes liegt, wurde schon friher gesprochen [s ].
Das ist in Abbildung 3,4
und 5 ersichtlich.
Laut unserer Interpretation
der ,,Extraabsorption”, erscheint
das Signal dank der beiden
Isotope Cuss(Il) und CusSI1) mit
der schon friher erwéhnten
Eigenheit. Da an beiden Enden
des Spektrums é&hnliche Struk-
turen erscheinen, lasst sich fol-
gern, dass die Signale derselben
Gruppe angehoren.
Es ergibt sich nun das Pro-
blem der Interpretation der Spek-
tren aus Abbildung 3 und 4. Das
Bis- (acethylacetonato) - Cuss (I)
Spektrum aus Arbeit [5] kann
uns zur Orientierung dienen e
Hier (bei 77°K) ist das Signal,
das am 4ussersten Ende des hohen Feldes liegt, sehr scharf und stark von den'anderen,
die der Absorption aus der senkrechten Orientierung angehdren, distanziert.
Wie aus Abbildung 3 und 4 ersichtlich ist, distanziert sich das Signal, das
an den &ussersten Enden des
hohen Feldes liegt, viel und
scharf von den anderen, im
Vergleich mit der , Extra-
absorption” aus Abbildung 5,6
und s. Diese Tatsache l&sst
sich auf die starke Polaritat
des Edsungmittels zuriickfih-
ren — sowie esaus Arbeit [s ]
ersichtlich_ist —, aber auch
auf einen Uberlagerungseffekt
oder eventuell auf eine zusatz-
liche Koordinierung.
6. Es l&sst sich nun die
Frage stellen: welches von
den funf Signalen (unter Weg-
lassung jeder vorher erwéhn-
ten Meinung)., die im Berei-
che des hohen Feldes liegen, gehort der senkrechten Orientierung und welche der
Absorption der parallelen Orientierung an? Die Antwort ergibt sich von selbst,
wenn man die superhyperfeine Wechselwirkung in Betracht nimmt.
In Abbildung 7 ist das Spektrum des Bis-(diathyldithiophosphato)-Cu(ll) in
Benzollosung bei T — + 25°C dargestellt.
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Man kann die hyperfeine Struktur aus vier Linien, sowie die sehr gut
aufgeldste superfeine aus drei Linien bestehend fast auf dem ganzen Spek-
trum erkennen. Die letzteren sind auf jede hyperfeinen Linie befestigt und
durch die ™ Wechselwirkung des ungepaarten Elektrons mit den beiden

Psi-Kernen, die sich im Molekil befinden, hervorgerufen ~/ps1 = -i-J . Auf dem

Signal des dussersten Endes des hohen Feldes sind tatséchlich 4 Signale befestigt.
Eines wird durch das Cues(Il) hervorgerufen [13]. Diese superfeine Wechselwirkung
lasst sich auch in den eingefrorenen
Losungen (Abb. s) in denSignalen
der senkrechten Orientierung wie-
der finden (je drei auf einer jeden).
Bei einer starken Verstarkung
kann man auf den Pies der paral-
lelen Orientierung drei Signale
wahrnehmen. Die ,,Extraabsorpti-
on” lasst sich sehr gut erkennen
und erscheint als ein ,,Pic”, der
gegeniiber jenen aus dem Bereich
des schwachen Feldes, umgekehrt
beschrieben wird. Prift man die
Spektren aus Abbildung 5,6 und s,
dann geht zweifellos hervor, dass
die ,,Extraabsorption” nicht exis-
tiert. Es existidert nur (IalinI »Absorp-
_ - tionspic” aus der parallelen Orien-
Eg@g%ﬁlﬁe,d'fhg%%hz%ﬁfam"G"(”) tierung, der gegeniiber jenen aus
T|§on?z7°r|2'4,o.+o‘ag/c13 dem Bereiche der schwachen Fel-
der umgekehrt beschrieben wurde
und scharfer als jene erscheint. Das
Al Spektrum des Cu(ll)-Phtalocya-
nins, welches Neiman und
Kive Ison [2] erhielt, weist
neun Signale bel jedem ,,Pic” aus
Abb. s. dem Bereiche des schwachen Fel-
des auf.

Im Bereiche des starken Feldes erscheinen zwei Gruppen von je neun Linien.
Das Vorhandensein von neun Linien der superhyperfeinen Struktur ist auf das
Vorhandensein im Molekil von vier &quivalenten Stickstoffatomén (/v= 1)
zurickzufiihren. Die Temperaturabhdngigkeit der beiden Signalgruppen ist ver-
schieden und das heisst, dass sie nicht derselben Kategorie angehdren.

Es ist sehr wahrscheinlich, dass die erste Gruppe, und zwar die scharfere,
der Absorption aus der senkrechten Orientierung, hingegen die andere der parallelen
Orientierung angehoit. Die Tatsache, dass die letzte Gruppe scharfer ist als die Sig-
nale der anderen ,,Pies”, ist mit Hilfe der von uns der ,, Extraabsorption” gegebenen
Interpretation leicht zu verstehen. Sie erscheinen scharfer, weil das ganze Signal
(Pic) scharfer ist als jenes aus der parallelen Orientierung.

Larins Bemerkung (9), dass die superhyperfeine Struktur des ,totalen
Absorptionssignals” im allgemeinen gut aufgeldsst erscheint, kann auch in diese
Interpretation eingeschlossen werden.

(exiraabs)
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Aus Mangel von Ubereinanderschichtung und aus dem Grunde, dass sie schar-
er als die anderen ,,Pies” sind, kann die ,,Extraabsorption” beim Erkennen der
Anzahl der Ligandenatome im Molekil nitzlich sein.

Diskussion und Schlussfolgerungen. Bei einer grossen Kategorie von inneren
Komplexen erscheint die hyperfeine Struktur nicht vollig aufgelést in der Ab-
orption aus der senkrechten Orientierung.

Haufiger ist der Fall, wenn diese in zwei weiteren Signale aufgespalten ist, Uber
er in manchen Féllen die superhyperfeine Struktur liegt.

Es kommen h&ufig Félle vor, in denen bei Studien von Monokristallen der
iu(I1)-Chelate bei der Interpretation ihrer Spektren das Vorhandensein von zwei
ichtaquivalenten magnetischen Komplexen angenommen wird. Es werden keine
Tinzelheiten Uber die Art dieser Komplexe gegeben.

Im Falle der Cu(ll)-Chelate mit R-diketone kann die Mdglichkeit des Vorhan-
Lenseins einer ,,cis-trans” Isomerie angenommen werden. Aus den EPR-Studien

:ann man in dieser Beziehung noch keine glltigen Schllsse ziehen. Wenn die zwei
Complexe auf das Vorhandensein von Cues(ll) und Cues(ll) im Molekil zuriick-
ufihren waren, wirde das bedeuten, dass sehr starke isotopische Effekte exis-
Leren. Die beiden Maxime konnten dem Vorhandensein der beiden nichtdquivalenten
Tagnetischen Komplexe zugeschrieben werden. Es ist gleichgultig ob die Auf-
paltung dem Mitwirken der beiden Komplexe zugeschrieben werden kann oder
icht, das Ubereinanderschichten der ,,Pies” von Seiten des hohen Feldes tragt
um Erscheinen dieser Aufspaltung im Bereiche des hohen Feldes bei. Wir nahmen
om Neuen das Studium des Bis-(diathyldithiophosphato)-Cu(ll) auf, das vorher
on N. S. Garifianov und B. Kozyrev [13] studiert wurde, um das
Extraabsorptionssignal” zu verfolgen und weil es ein Chelat mit Schwefelliganden-
tomen ist. Bei dieser Gelegenheit fanden wir die Ergebnisse aus der Literatur wieder
Tabelle 1) und fihrten noch andere Studien zur Vervollstdndigung aus.

Tabelle 1
Band 4 ia, i [B| ap
9 9 g gauss gguss gauss gauss
X 2,045 2,081 2,024 70 151 28 8,9
K 2,047 — — 70 — — 8.9
X 2,047 7,3 «10' »
[13] +0,001 - - cm-1 - - 8+1

In Abbildung s geben wir ein vollstandiges Spektrum in eingefrorener Losung,
it dem in der Literatur fehlenden ,,Pie” vom &ussersten Ende des schwachen
sides inbegriffen, wieder. Hier hoben wir die drei Signale der superhyperfeinen
rechselWirkung hervor.

Auf der schérferen Absorptionslinie in der senkrechten Orientierung (Abb,
hoben wir die von Garifianov und Kozyrev [13] vorausgesehenen sechs
ignale hervor. Die Voraussetzung, dass das Auflosen und Erscheinen der sechs
gnale auf das Ubereinanderschichten einer rnombischen Komponenten Uber das
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axiale Feld zurtickzufuhren ware, ist moglicli, aber wir nehmen an, dass dazu noch
keine geniigende experimentelle Unterlage vorhanden ist.

Hinweise in diesem Sinn erhielten auch wir beim Bis-(monothiodibenzoyl-
methanato)-Cu(ll).

Trotzdem scheint es wahrscheinlicher, dass die Struktur dem Vorhandensein
der beiden Isotope zu verdanken ist, die das Erscheinen der superhyperfeinen (iso-
topischen) aufgelésten Struktur verursachen [3,4].

In Abbildung s sieht man, dass das starkere Signal einen schwachen Anfang
der Auflosung in zwei (isotopische) Komponenten aufweist.

Die von uns vorgenommenen Messungen der Substanz im X-Band bei Zimmer-
temperatur (Abb. 7) geben genau das Spektrum aus der Literatur wieder [13].
Das von uns erhaltene Spektrum im K-Band zeigt die hyperfeine Struktur im tie-
fen Bereich des Feldes schwécher aufgeldst, wéahrend die superhyperfeine Struktur
in diesem Bereich nicht mehr aufgeldst ist. Daraus geht hervor, dass die Brownsche
Umdrehung viel Kleiner als die Darmoorfrequenz ist, die dem K-Band entspricht.
Die Grossenordnung ist die der Darmoorfrequenz, welche dem X-Band entspricht,
was aus der viel besseren Aufldsung des Spektrums bei Zimmertemperatur [14]
und bei dieser Mikrowellenfrequenz hervorgeht. Das Bis-(monothiodibenzylmetha-
nato)-Cu(ll) wurde bis jetzt in der Literatur noch nicht studiert. In einer Note
r216] hoben wir einige studierte Probleme der Cu(ll)-Chelate mit [-diketone

ervor.

Die Messungsergebnisse mit den aus den Spektren bestimmten magnetischen
Parametern werden wir in einer nachfolgenden Arbeit bekanntgeben.

Als Schlussfolgerung :

Das Signal der ,,Extraabsorption”, oder ,,totaler Absorption” bzw. ein ,,zusétz-
liches Signal” existiert nicht als solches. Es ist ein Signal (,,Pic”), dass der Absorp-
tion aus der parallelen Orientierung vom &ussersten Ende des Spektrums aus dem
Bereiche der hohen Felder, angehort.

Es kann eine besondere Form annehmen, als Effekt der Uberlagerungen, die
durch das Vorhandensein der beiden Isotope des Cuss und Cuss hervorgerufen
werden, als Lésungsmittel und Temperatureffekt fir bestimmte Substanzen.

Die Tatsache, dass wir dieses spezielle Signal bei den Cu(ll)-Chelaten mit
Schwefelligandenatomen verfolgten, ist den Eigenschaften, sehr schmale EPR-Linien
der hyperfeinen Struktur aufzuweisen zu verdanken. Aus diesem Grunde erscheint
die isotopische Struktur aufgelost und im Falle des Vorhandenseins der superhyper-
feinen Wechselwirkung sind diese geniigend gut aufgeldst, um das Spektrum nicht
unnotig zu tberladen. Ausserdem sind die Cu(ll)-Chelate mit Schwefel sehr passend
zum Studium der Losungsmittel, der Substituenten und Temperatureffekte und
wahrscheinlich auch zum Studium der Isotopeneffekte.

In Zusammenhang mit den zusétzlichen Signalen haben wir beim Bis-(mono-
thiodibenzoylmethanato)-Cu(ll) andere Signale als die an die ,,Extraabsorption”
sowohl in flissigen wie in eingefrorenen LOosungen gebunden sind, hervor (Abb. 1)
[16]. Diese Signale schreiben wir den verbotenen Ubergédngen AT = +1 zu. Wich-
tig erscheint die Tatsache, dass diese ,,verbotenen Ubergdnge” auch bei erhéhten
Temperaturen in Losungsmitteln von geringer Z&higkeit erhalten bleiben. Sorgt
man fur eine gentigende Durchschnittlichkeit der Anisotropien, wird das Vorhan-
densein des Dimerzustandes oder des Einflusses einer rhombischen Komponenten
ausgeschlossen.
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ASUPRA SEMNALULUI DE ,[EXTRAABSORBTIE” DIN SPECTRELE RES ALE UNOR CHELALT
Al CU(I) IN SOLUTII INGHETATE

(R ezumat)

Tn teoria lui Neiman si Kivelson asupra solutiilor Tnghetate se scoate in evidentd pentru chelatii
de Cu(ll) posibilitatea de aparitie a unor semnale suplimentare care iese din cadrul prevederilor teoriei
lui Sands. Tn spectrele RES ale unor chelati ai Cu(ll) Tn regiunea cimpului intens a fost pus 1in
evidentd un numdr de cinci semnale in loc de patru, cit se prevede pentru absorbtia Tn orientarea
perpendiculard. Astfel, semnalul situat la extremitatea spectrului din regiunea cimpului Tnalt a primit
denumirea de ,,extraabsorbtie” sau ,,pic de absorbtie totala”. Gersman si Swalen, Larin s.a. au reluat
ideea existentei semnalelor suplimentare in spectrele chelatilor de Cu(ll) cu scopul de a putea defini
pozitia ,extraabsorbtiei” Tn spectru.

n articolul de fatd se aratd ca ,extraabsorbtia" sau ,picul de absorbtie totala” nu este un
semnal suplimentar ci un semnal ,,obisnuit” care apartine grupului de ,picuri” din absorbtia Tn ori-
entarea paraleld, prevdzut de teoria lui Sands.

Tn sprijinul acestei interpretdri se aratd ca: 1 procedeul de calcul a pozitiei extraabsorbtiei Tn
spectru nu duce la o solutie unica.

2. Utilizarea valorii numdrului cuantic magnetic m — ——pentru aflarea pozitiei ,extraabsorb-
tiei” nu are semnificatie fizica.

3. Semnalul denumit ,extraabsorbtie” poate exista ca wun ,pic” asemanator celor situate
la cimp slab, ca un semnal descris de ambele parti a liniei de nul in spectrul curbei derivate, sau
ca un ,pic” descris invers fatd de cele din partea cimpului slab, analog chelatilor de vanadil.

4. Tn unele spectre apare despicarea izotopica Tn ,picul” situat in extremitatea cimpului slab.

5. Extraabsorbtia prezintd de asemenea o despicare. Aceasta poate sd fie despicarea izotopica
aparutd la extremitatile spectrului. Suprapunerea ,picurilor” celor doi izotopi ar putea modifica struc-
tura semnalului de o manierd greu de recunoscut cd apartine absorbtiei din orientarea paralela.

6. Semnalele care apartin absorbtiei din orientarea perpendiculard se recunosc dupd interac-
tiunea ,,superhiperfind in cazul bis-(dietilditiofosfato)-Cu(ll). Ca urmare extraabsorbtia se prezinta ca
un ,pic” descris invers fatd de cele din regiunea cimpului slab.

Interpretarea fdcuta are la bazd analogia spectrelor dupd literatura si a unor chelati ai Cu(ll)
cu fi-dicetone cercetati de autor.

O atentie deosebitd s-a acordat chelatilor cu sulf. Dintre acestia bis-(dialchilditiocarbainato)-Cu(ll)
bis-(dietilditiofosfato)-Cu(ll) si bis-(monotiodibenzoilmetanato)- Cu (I1) au constituit centrul de preocu-
pare. Pentru ultimele substante sint prezentate o parte din masuratorile proprii.
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O CUTHANE ,,9KCTPAABCOPBLUWNWN” B CMNEKTPAX 3MP HEKOTOPbIX XEJ/IATOB Cu(ll
B 3BAMOPOX>XEHHbIX PACTBOPAX

(Pestome)

Teopua HelimaHa n KunBenbcoHa 0 3aMOPOXXEHHbIX PacTBOPaxX YKasblBaeT Ha BO3MOXHOCTb MOsiB/e
Hua y xenatoB Cu (1) HeKOTOPbIX AOMOMHMTENbHBLIX CUTHAMN0B, He NpeaABUAeHHbIX Teopueli CaHaca. B cnek
Tpax 3P HekoTopbix xenatoB Cu (11), B 061aCTU CUbHBIX MOMEN, GbII0 BbISBMEHO YMCM0 NATU CUTHANO]
BMECTO 4eTbIpéX, CKONbKO MPeAyCMOTPEHO ANA MOr/IOWEeHNA B NepneHANKYNAPHOM opueHTaumun. Tak, cur
Han, HaxofsAwMica Ha Kpaw cnekTpa o06nacTv BbICOKMX Mofieli Mony4mn Has3BaHuwe ,,3KCTpaabcopb
umn” unun ,,NUK AONONHUTENLHOro nornoweHnsa” . MepcmaH v CeaneH, JlapuH v Ap. MNOAYEPKHYNN Waen
CyLL,eCTBOBAHUA [AOMONHUTENbHBIX CUTHAUI0B B cnekTpax xenatos Cu(ll) ¢ uenbio onpefenieHnsa NOMOXEHW:
»3KCcTpaabcopbummn” B cnekTpe.

B craTbe nokasaHo, 4TO ,,3KCTpaabcopbumsa™ unu ,,rMK JONONHUTENBHONO MOr/IOWEHNA™ He ABNseTe:
[ONOJTHUTENbHBLIM, a ,,00bIKHOBEHHbLIM” CUIHAMIOM, MPUHaANeXaWwmMM K rpynne ,,MAKOB” W3 MOM/OWEHN:
B MapansfienbHOl OpueHTauun, nNpeaycMOTpeHHbIM Teopueli CaHpca.

B nosib3y 3TO MHTepnpeTauun MoKasaHo cregytoLee:
1. Cnoco6 BbIYUCMEHUSI MOJMIOXKEHUS IKCTPaa6copbuum B CeKTpe He NPUBOAWT K eAVHOMY PELLEHIIo

2. Mcnonb3oBaHMe 3HaYeHUS MarHUTHOMO KBaHTOBOrO yucna T = —? ANA HaxoXAeHusa none

XeHusa ,,9KcTpaabeopbummn” NnLLEHO (U3NYECKOro CMbICNa.
3. CurHan, HasblBaeMbli ,,3KCTpaabeepoLLMeit’”, MCXKET CyLLLeCTBOBAaTb UM Kak ,,MAK” , CXOAHbI C NUKam»

pacrosioXXeHHbIMU B cabblX Mensx, Kak CUrHas, CNMUCbIBAEMbIA COEMMU 4acTAMU SIMHWWM HYNs B CMEKTP

NPOU3BOAHON KPUBOMA, MM Kak ,,MWK”, 06paTHO CMUCbIBaeMbIiA MO CTHCLUEHMIO K NUKam 06nacTu cnabbl

noneid, aHalOrM4yHO C BaHaAWNbHbIMW XenatamMmu.
4. B HeKoTOpbIX CMeKTpax MOAB/AETCA M30TOMHOE pacluensieHne ,,MnuKa”, pacrnosioXeHHOro Ha KpaH

cnabblx none.

5. OKcTpaabcopbums Takxe pacliennserca. 3TO MOXeT ObITb W30TOMHOE pacLiensieHve, MNOSBMBLLE
ecsl Ha Kpasix crekTpa. HanoxeHue ,,MMKOB” ABYX W30TOMOB MOrM0 Gbl U3MEHUTb CTPYKTYPY CUrHana, Ta
KUM 0671a30M, YTO TPYAHO YBUAETb MPUHAANEXUT NN OH MOF/IOLLEHMIO B NapasinenbHON opueHTaumm.

6. CurHanbl, MpuHagnexaiine MOrIOLLEHNIO B NeprneHANKYNAPHOW OpUeHTaLMmM y3HalTes Mo ,,cynep
rMnepToOHKOMY” B3aMMOAEACTBMIO B cnyyae 6uc-(amatungutuodocdata)-Cu(M). CnegoBaTenbHO ,,39KC
Tpaabcopbumns™ aBnseTca ,,MMKOM”, 06paTHO OMMCaHHbLIM MO OTHOLLEHMIO K MMKam 061acTu cnabbix Monei

B oCHOBe 3TOli MHTepnpeTauMm NeXMUT CXOACTBO CNEKTPOB, MOMYyYeHHbIX B NMTepaType, co crnekTpam!
HekoTopbIx xenatoB Cu (1) ¢ R-guKeToHamu, MccnefoBaHHbIMU aBTOPOM.

Oco060e BHUMaHWe yfien U0Cb Xenatam ¢ Cepoii.N3 Hux 6uc-(guankun gutuokapbamarto)-Cu (11), 6uc-(ana
Tungutnodocdaro)-Cu (1) n 6uc-(MoHoTMoLMbeH30MIMeTaHaT0)-Cu (I1) BbM B LEHTPe BHUMaHuA. 4na noc
NeAHNX BELLECTB NPMBOAWUTCSH YacTb W3MEPEHW, NPOBEAEHHbIX aBTOPOM.



DAS STUDIUM DER FEST-FLUSSIGEN PHASENANDERUNG
IM HALBLEITERSYSTEM V:205-M00s

L. STANESCU und |. ARDELEAN

In einer Reihe von Arbeiten die dem Studium der Ubergédnge vom festen zum
flissigen Zustand der Halbleiteroxyde gewidmet sind, wie im Falle des V20s [1, 2, 3]
und Bi0s [4] wurde ein plotzliches Anwachsen der Resistivitdt beim Schmel-
zen hervorgehoben, das durch das Fehlen von tiberzeugenden experimentellen Daten,
bis jetzt noch nicht erklart werden konnte.

Es wurde den roentgenographischen Studien gemdass festgestellt, dass die
flissigen Substanzen in der N&he der Kristallisierungstemperatur einen ausgepragten
Ordnungsgrad besitzen. Diese Ordnung ist ungefahr vom selben Typ wie in den
entsprechenden festen Kristallen [s, 7]. Man kann also von einem quasikristallini-
schen Zustand sprechen [s, 9].

Unter der Annahme, dass das Prinzip der induzierten Valenz im flussigen
quasikristallinen Zustand nicht giltig ist, studierten wir die Thermogramme einer
Reihe von Proben verschiedener Zusammensetzung der Systeme V20s-Mo0s in Sauer-
stoff und Stickstoff beim Schmelzen und Erstarren. Gemass der Mehrzahl der Daten
aus der Literatur [10, 11, 12] sind im System V.0e-Mo00s feste Losungen bis zu 25
Molprozenten Mo0Osz und eine Verbindung von 1 Mol V20 zu 1 Mol MoOs nachweisbar.
Minch und Pirson [13] behaupten, dass sich keine festen Losungen bilden,
sondern nur zwei Verbindungen: MosVeOswo und MoeVed B Unsere Ergebnisse
unterstiitzen, so wie es weiter unten ersichtlich wird, das erste von den
Phasendiagrammen.

Laut einiger ESP-Studien induziert das Vorhandensein im Grundgitter des Vana-
diumpentoxydes der lonen Mo6+ [14, 15, 16] eine entsprechende Menge von V4f lonen.
Da beim Schmelzen die Kohé&sionskréafte schwach sind, ist zu erwarten, dass das
Prinzip der Valenzinduktion nicht gultig ist und die V4+lonen in Gegenwart von
Sauerstoff in V8+lonen durch die Absorption einer entsprechenden Menge von
Sauerstoff, ubergehen. Es ist anzunehmen, dass wir es, im Grunde genommen, nach
einer entsprechenden Oxydierung im fliissigen Zustand, mit Molekilen von V205 und
MoOs zu tun haben. Die Absorption des Sauerstoffes kann auf thermogravimetri-
schem Weg gemessen werden. Fiir jedes Sauerstoffmolekil muss das Oxydieren von
vier tetravalenten Vanadiumionen stattfinden, ein Prozess, der durch die Elektro-
nenspinresonanz indirekt nachgewiesen werden kann.
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Yersuchserjjebnisse und ihre Besprechung.

a) Zubereitung der Proben. Es wurden Substanzen vom Reinheitsgrad p.a
verwendet. Die Proben wurden in Ouarztiegeln geschmelzt und hernach in Achat
maorsern gemorsert.

In Tabelle 1sind die Konzentrationen in Mollprozenten fir das System V20s-M0O
wiedergegeben.

Tabelle

Probenzahl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13
V25 Molprozent 100 98 95 90 80 75 70 60 55 50 45 40 25

Mo03Molprozent — 2 5 10 20 25 30 40 45 50 55 60 75

b) Debye-Scherrer-Analyse. Die X-Strahlenanalyse wurde mit Hilfe einer TU
Dresden-Anlage durchgefiihrt unter Verwendung einer Kupferantikathode.

Abbildung 1 stellt die charakteristischesten Roentgenographien dar, aus denei
eine Reihe von Dinien zur besseren Ubersicht weggelassen werden.

Aus Abbildung 1 wird festgestellt
dass in unserem Fall die Lage iden
tisch istmit der in der Literatur be
schriebenen [10]. Bis zu 25 Molprozen
Mo0s sind nur die V205 Linien sicht
bar. Bei 50 Molprozent Mo0s werdet
die Linien einer neuen Verbindung
festgestellt. Erst bei 75 Molprozenl
Mo0Os wird ihr Einfluss klarer.

0 Infrarot-Spektren. Die infr
roten Absorptionsspektren wurdet
mit Hilfe eines U.R. 10 Spektro
graphen erhalten, indem Proben it
KBr einverleibt verwendet wurden

In Abbildung 2 ist das Spektrun
flr Vo s dargestellt.

Das Band bei 1030 cm-1 ist au
die Valenzschwingungen der Verbin
dingen V = O zurlckzufiihren. Da:

Band bei 810 cm-1 wird durch die Schwingungen der Bindungen -V-O-V. venir
sacht und das breite Band zwischen 450 und 600 cm-1 entspricht den $chwin
gungen des Gitters [17, 18].

In den Abbildungen 3—6 sind die 1.R.-Spektren der Proben aus Tabelle 1 ii
sukzessiver Reihenfolge mit den Zahlen 4, 5 6 und 10 beziffert, dargestellt.

Es wird festgestellt, dass das Absorptionsminimum zwischen den Maximei
von 810 und 1030 cm-: sich ungeféhr proportioneil mit dem Anwachsen der Mo0s
Konzentration bis zu 25 Molprozent Mo0s verkleinert. Das flache Maximum zwischei
450 und 600 cm-1 weist in diesem Bereich praktisch keine Verénderungen auf
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Das Spektrum der Probe, die dem Verhéltnis 1 Mol V2051 Mol Mo0s entspricht,
weist eine vollig unterschiedliche Struktur auf.

Die I.R. Analyse des V20s-Mo0s Systems wurde zum erstenmal ausfiihrlich
in der Verdffentlichung [19] und nachher in Arbeit [20] durchgefiihrt.

Sowohl aus den Analysen der Roentgenographien wie auch der I.R. Spektren
geht hervor, dass wir bis zu 25 Molprozent Mo0s eine feste Résung von Mo0s in

Abb. 2

V20 s haben, hingegen bildet sich fiir das &quimolare Verhdltnis der Komponenten eine
neue Verbindung.

Thermogravimetrische und thermodifferentiale Analysen. Die thermo-
gravimetrische und thermodifferentiale Analyse wurde mit Hilfe eines ORION OD-
1011676 Derivatographen durchgefihrt.

In Abbildung 7 ist die Analyse einer Probe mit 20 Molprozenten Mo0s beim
Schmelzen in einer Sauerstoffatmosphére wiedergegeben. Es wird festgestellt, dass
bei ungefdhr 690°C das Schmelzen der Probe mit einer gleichzeitigen Absorption
von Sauerstoff (5,74 mg 02/ g Subst.) stattfindet.

Nach eingehender Betrachtung der Versuchsergebnisse kamen wir zu dem
Schluss, dass das Phadnomen beim Erstarren besser verfolgt werden kann als beim
Schmelzen, da die Ergebnisse im ersten Fall leichter reproduzierbar und besser
ablesbar sind.

Abbildung s zeigt den Verlauf der Erstarrung unter Ausscheidung des Sauer-
stoffes bei derselben Probe.

Es wird festgestellt, dass die Erstarrungstemperatur bei 630 °C liegt, also um
60 °C tiefer als die Schmelztemperatur.

Zolian und Regel haben ihrerseits gefunden, dass die Spriinge der Re-
sistivitat beim Schmelzen und Erstarren nicht bei derselben Temperatur stattfinden,
wie aus Abbildung 9 fur den Fall des Vanadiumpentoxydes, mit 5 Gewichtsprozenten



=)4

b

(O

EX

e



FEST-FLUSSIGE PHASENANDERUNG IM HALBLEITERSYSTEM V,0,-M ,0, 105

209% md. MICB

DTA - i/20, DTG’ i/2D,Sq-20, G *WWl ,2rT
QauerstQffalmDsphare
Abb. 7.



L. STANESCU, I. ARDELEAN

20% moi M0C3
DTAm1/50, DTG - //50, 50-20, G- 122b,2ma
SauerstoffalmosDhire

Abb. 8
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Indium dotiert, ersichtlich ist [1]. Die durch die leeren Kreise gekennzeichnete
Kurve entspricht dem Schmelzen.

Die Differenzen sind mit den von uns gefundenen vergleichbar. Es ist anzu-
nehmen, dass man es mit einer Unterkihlung zu tun hat, die der Neigung des Vana-
diumpentoxydes glasartige Phasen zu bilden, entspricht. Wie aus Abbildung 4 er-

sichtlich wird, ist die Verschiebung der beiden
08 Temperaturen nicht an den Absorptionsprozess es
Sauerstoffes gebunden. In diesem Fall findet das
Schmelzen in Stickstoffatmosphére statt, so wie
aus Abbildung 10 ersichtlich ist, wo man fest-
stellt, dass der Schmelzunkt derselbe ist wie in
Sauerstoff.
Abb 9. Eigentlich dirfte man im Falle des Stickstof-
fes kein Anwachsen des Gewichtes feststellen, da
das Vanadium bei einer niedrigen Valenz auch in der flissigen Phase verbleibt.
Das unbedeutende Anwachsen des Gewichtes, das trotzdem nachweisbar ist, liegt
an der nicht einwandfreien Luftdichte des Derivatographen.

Es ist anzunehmen, dass die Ergebnisse von Zolian und Regel auf Grund von
unseren obenangefiihrten Behauptungen erldutert werden kénnen, und zwar, dass
beim Schmelzen in der Luft, wie es die Autoren durchgefiihrt haben, die Verun-
reinigungen des Vanadiumoxydes von niedriger Valenz zum V.0s oxydierten, wobei
die Quelle der Donatoren verschwindet und die Resistenz plotzlich anwdéchst, da
das Prinzip der induzierten Valenz im flissigen Zustand nicht gultig ist.

Wenn die von uns aufgestellten Hypothesen gultig sind, muss eine Analogie in
der Abhangigkeit der Konzentration der ungekoppelten Spinzahl, die mit Hilfe der
elektronischen Spinresonanz festgestellt wurde, und der Abhéngigkeit der Konzen-
tration der beim Schmelzen absorbierten, oder beim Erstarren freiwerdenden Sauer-
stoffmenge nachgewiesen werden konnen.

Tn Abbildung 11 geben wir die Abhéangigkeit der frei werdenden Sauerstoffmenge
beim Erstarren, die sich auf die Masseneinheit bezieht und eine Funktion der Kon-
zentration in MoOs ist, wieder.

Es wird festgestellt, dass bis zu 20 Molprozent Mo0s die freiwerdende Sauer-
stoffmenge proportioneil mit der Konzentration in Mo0s anwdachst. Das Maximum
befindet sich bei 25 Molprozent Mo0Os und zeigt die Grenze der festen Ldsung an.
Es wird noch ein zweites Maximum bei 50 Molprozent Mo0s festgestellt. Aus der
freiwerdenden Sauerstoffmenge folgt, dass die neue Verbindung im Verhéltins zum
Sauerstoffgehalt, nicht stoechiometrisch ist.

e) E.S.R. - Studium. In Abbildung 12 wird die Abhédngigkeit der Grisse A
von der Konzentration dargestellt. Die Grésse A des Flacheninhalts der Absorp-
tionskurve ist mit der ungekoppelten Spinzahl proportioned. Die von uns verwendete
Anlage ist ein JES—3B Spektrometer. Wir arbeiteten im X. Band.

Die von uns festgestellte Abhéngigkeit ist der von K azan sk iund Mitarbei-
tern [15] gefundenen vergleichbar, wobei aber von den Autoren nur eine kleine
Anzahl von Konzentrationen studiert wurden und das Minimum bei 40 Molprozen-
ten Mo0Os nicht nachgewiesen wurde.

Das feste liniare Anwachsen der nichtgekoppelten Spinzahlen mit dem Anwach
sen der MoO3Konzentrations bis zu ungefahr 25 Molprozent Mo0Os kann nur dann
erklart werden, wenn man annimmt, dass in diesem Konzentrationsbereich eine
feste Ldosung von MoOs in V.0s vorhanden ist.
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wrrol.Mo03

DTA*1/20, DTG «1/20, SG*20, G*im ,5 mg

Abb. 10
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Vergleicht man die beiden letzten Abbildungen, so stellt man ein qualitativ
identisches Verhalten der beiden Grossen fest.

Beachtet man die roentgenographischen Daten und jene der I.R.-Spektren,
muss man das erste Modell des Phasendiagrammes fur das System VI0s-MoO,
gelten lassen.

Einleitende thermogravimetrische und elektronische Spinresonanzstudien, die
auch mit dem Va) s-WOs-System durchgefiihrt wurden, weisen ebenfalls einen qua-
litativ identischen Verlauf fir die Grossen A und m auf.

Die eingehenden Ergebnisse des letztgenannten Systems bilden die Aufgabe
einer nachfolgenden Arbeit.

Seblussfolgernngen.

Die strukturellen Studien mit Hilfe der Debye-Scherrer Methode und der
I.R.-Spektren bestdtigen das erste der erwdhnten Phasendiagramme der Systeme
V206 — MoOs, und stellen somit das Vorhandensein von festen Lésungen
bis zu ungeféhr 25 Molprozent Mo Os fest, sowie die Bildung einer nicht stoe-
chiometrischen Verbindung fir das aquimolédre Verhdltnis der Komponenten.

Aus den von uns erhaltenen thermogravimetrischen Daten nehmen wir an,
dass die von Zolian und Regel veroffentlichten Springe der Resistivitdt erklart
werden konnen, indem man annimmt, dass das Prinzip der induzierten Valenz im
flissigen quasikristallinen Zustand nicht gultig ist. Es bleibt noch tbrig Messungen
der elektrischen Resistivitat beim Schmelzen und Erstarren in Sauerstoff und iner-
ter Atmosphdre durchzufiihren, um in dieser Beziehung zu endgiltigen Schliissen
zu kommen. Wir beabsichtigen ebenfalls magnetische Suszeptibilitats- und ESR-
Messungen beim Schmelzen und Erstarren in kontrollierter Atmosphére durchzu-

fuhren.
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In der Arbeit wurden die ESR-Messungen von Kazanski und Mitarbeitern
erganzt, wobei ein Minimum bei 40 Molprozent MoOs festgestellt wurde, .welches
auch durch die thermogravimetrischen Ergebnisse bestatigt wird.

Man kann die thermogravimetrische Methode, die sich der Umwandlung vom
flissigen zum festen Zustand bedient, zum Studium der Oxyde mit induzierter
Valenz, die einen nicht zu hohen Schmelzpunkt haben, verwenden. Wir nehmen
an, dass alle Systeme auf Grund von V:0s auf diese Weise studiert werden kon-
nen. Wir beabsichtigen auf diese Weise unter anderem auch die Vanadiumbronze
zu studieren.

Diese Methode kann als ein Hilfsmittel zur Bestimmung der Phasendiagramme
dieser Systeme betrachtet werden.

(Eingegangen am 5. September 1968)
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STUDIUL TRANSFORMARII DE FAZA SOLID-LICHID TN SISTEMUL SEMICONDUCTOR
VIV-MoO,

(Rezumat)

Se prezinta rezultatele determinarilor de analizd termogravimetricd la transformarea solid —ichid
si lichid —solid Tn sistemul V208—Mo003.

Rezultatele obtinute prin studii de rezonanta electronica de spin Tn stare solida, analizd Debye-
Scherrer si spectre |. R. se compara cu cele termogravimetrice.

Folosind metodele amintite se precizeaza diagrama de faza a sistemului semiconductor V20 5Mo003.

Se fac consideratii asupra valabilitatii principiului valentei induse pentru substante aflate Tn
stare lichidd cvasicristalind, propunindu-se o explicatie privind particularitdtile mentionate n literaturd
pe care le prezintd rezistivitatea electrica a unor oxizi semiconductori la topire.
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WCCNEAOBAHME ®A30BOIr0 MPEBPAULEHWNA TBEPLOE COCTOAHUME—KUAKOCTb B
MoNyYnNPOBOAHNKOBOW CUCTEME Y A-M 003

(Pestome)

ABTOpbl MPUBOAAT pesy/nbTaTbl OMNpefeneHnii TepMOrpaBUMETPUYECKOTO aHav3a Mpu MpeBpaLleHnn
TBEPA0e COCTOAHME —KMAKOCTb U XUAKOCTb —TBEPAOe cocTosiHMe B cucteme VA 5—Mo03

PesynbTatbl, MOMyYeHHble MYTEM WUCCMEAOBaHWIA 3MEKTPOHHOrO MapaMarHUTHOrO pe3oHaHca B TBEp-
[ioM CcOCTOAHMKM, aHanu3om [e6aii-Llleppepa n aHann3om B MK 0671acTi, CpaBHMBAOTCS C TepMOrpasrme-
TPUYECKUMH  pe3ynbTaTamu.

Vcnonb3ys ynomsHyTble MeTofbl, YTOUHseTcs (ha3oBas AuarpaMMa MosynpoBOLHUKOBOM CUCTEMbI
V A —Mo05.

ABTOpbI [ieNaloT CO0BPaXEHUS O AeWCTBUTENbHOCTW MPUHLMNA WHAYKTUPOBAaHHOW BaleHTHOCTU A1
BELLECTB, HaXOAALMXCH B KBA3UKPUCTAIMYECKOM >KUAKOM COCTOSHUM, W MpeffiaraloT O6bACHEHWe Oco-

GeHHocTelh — YNOMAHYTLIX B INTEPATYpPEe — YAE/IbHOro CONpOTUB/IEHNA HEKOTOPbLIX MO/YNPOBOAHNKOBbLIX
OKCMAOB Npn  nnaBNeHNN.






DAS STRUKTURELLE UND MAGNETISCHE STUDIUM DES
LEGIERUNGSSYSTEMS NICKEL-GOLD-KUPFER

IULIIJ POP, LUCIA MAXIM und IOAN MAXIM

Einfuhlung. Das magnetische Verhalten der terndren Legierungen auf Grund
von Nickel, wie Ni-Au-Al, Ni-Cu-Zn, Ni-Cu-Mn, [1, 4] eroffnet eine Reihe von
interessanten Problemen der magnetischen Ordnung, da sich die Nickelatome in
ferrimagnetischen Untergittern anordnen. Das Modell der ferrimagnetischen Nickel-
untergitter wird vor allem durch das magnetische Verhalten des ganz besonderen
Legierungssystems Ni-Cu-Zn veranschaulicht, welches sich durch das Vermindern
der Nickelkonzentration unter 80 Atomprozente ausgepragt ferrimagnetisch ver-
halt. Indem wir den Leitfaden unserer vorangehenden Arbeiten verfolgten, began-
nen wir ein strukturelles und magnetisches Studium des terndren Legierungssys-
tems Ni-Au-Cu, welches bisher nur vom magnetischen Gesichtspunkt aus studiert
wurde und zwar beziglich des Phasenumwandlungspunktes Ordnung —Unordnung

5 6]

[ %ubereitung der Proben und Versuchsmethoden. Es wurden neun Legierun-
gen zubereitet, die nach der Nickelkonzentration in drei Gruppen eingeteilt werden
und zwar : 90 Atomprozente Ni, 80 Atomprozente Ni und 70 Atomprozente Ni;
die Gold- und Kupferkonzentration andert sich nach dem Verhdltnis 2:1; 1: 1;
und 1: 2 laut Tabelle 1. Die Proben wurden aus Metallen von elektrolytischem
Reinheitsgrad, durch Schmelzen im Vakuum zubereitet. In luftleeren, Quarzam-
pullen eingeschlossen, wurden sie zur Homogenisierung 12 Stunden bei 1000°C
einer thermischen Behandlung unterzogen und, um das Vorhandensein der festen
Flissigkeit zu gewéhrleisten, hernach plotzlich gehértet. Es wurden gehértete und
auch nicht gehdrtete Proben studiert. Da

sowohl die Studien der Struktur, wie auch Tabelle 1
das Gleichgewichtsdiagramm fehlen, wurde . NiAtom- AuAtom- CuAtom-
zuerst ein strukturelles Studium mit X-Strah- N: - prozente prozente prozente
len durch die Debye-Methode mit Hilfe

einer TUR M60-Anlage mit einer Kobaltka- 1 70 20 10
thode (1= 1,7871 A, K -Strahlung) durchge- 2 70 10 20
fiihrt. Die magnetische Suszeptibilitat wurde : 0 L o
im paramagnetischen Bereich mit Hilfe einer 5 80 133 67
magnetischen Waage mit mechanischer Kom- 6 80 6,7 13,3
pensation unter Verwendung einer Nullme- 7 20 6,7 3,3
thode gemessen. Die Empfindlichkeit der g o 33 o7

Anlage betragt 10-- cm3g [7].

8 — Mathematica—Physica 1/1969
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Versuchsergebnisse und ihre Interpretierung. Aus den X-Strahlenspektren
wird festgestellt, dass die Anzahl der den Komponenten spezifischen Reflexionen
sich bei den gehdrteten Proben, gegenuber den ungehérteten, vermindern und
gleichzeitig werden die ubriggebliebenen Reflexionen scharfer. Die interplanaren
Abstédnde d/n, die Reflexionsflachenindexe, die Intensitat der Reflexion (in rela-
tiven Einheiten) und die Parameter der Gitter, die aus den Spektren berechnet
wurden, sind in Tabelle 2 wiedergegeben.

1 2 3 4 5

d/n 1 hkl a dn | hkl a d/n | hkl a d/n 1 hkl! a d/n I

1,3006 8 220 3,6787 1,2667 6 220 3,5827 1,2864 8 220 3,635 1,2864 8 22035532 1,2823 8
1,3587 1 520 7,410 1,3437 4 520725 1,3533 6 511 7,18

1,4819 1 500 7,320 1,4852 4 4227728 1,4908 3

1,8377 8 200 3,6754 1,7908 6 200 3,5816 1,8105 7 220 3,6210 1,7858 7 220 3,571 1,8195 7
1,9026 4 321 7,13 1,9306 6 321 7,22

2,1221 10 111 3,6751 2,0683 9 111 35825 2,1031 10 111 3,6427 2,0636 10 111 3,527  2,1012 10

2,1981 6 311 7,28 2,2302 8 310 7,05 2,2545 1

2,3605 1 310 7,46 2,4313 2

2,3832 1 300722 12,3829 2 300715
2,4446 2 300 7,32

Aus der Tabelle l&sst sich fur alle Proben das Vorhandensein von 3 systema-
tischen Reflexionen feststellen: (220), (200) und (111), die dem Zustand der festen
Losung spezifisch sind. Diese Reflexionen haben gegeniiber der Konzentration der
Legierung eine gleichbleibende stark ausgepragte Intensitat (hohe Werte), die dem
Nickelgitter charakteristisch ist.

In den X-Strahlenspektren lasst sich neben den Hauptreflexionen, mit Aus-
nahme der Proben Ni 90%, Au:Cu 1:1 und Ni 90%, Au:Cu 1:2 das Erschei-
nen einer sehr schwachen Reflexion feststellen, deren Werte d/n sich klar von
denen der Komponenten sowie der festen Losungen unterscheiden. Die Erkl&rung,
die wir dieser Erscheinung gaben ist die, dass diese Reflexion einer Superstruktur
(intermetallische Verbindungen) mit einfachem kubischen Gitter mit dem Para-
meter a = 7,227 A angehoren (das doppelte der retikularen Konstante des kubi-
schen Gitters mit zentrierten Flachen). Die retikuldre Konstante der entdeckten
Superstruktur &ndert sich wahrnehmbar mit dem Gold- und Kupfergehalt der
Legierung.

Auch in den Spektren der ungehdrteten Proben wurde das Vorhandensein der
Linien der Superstruktur bemerkt, doch mit anderen d/n. Werten.

Diese Tatsache beweist, dass die thermische Behandlung in erster Linie die
Beschaffenheit der Superstruktur angreift. Die Ab&nderung der Superstruktur
zieht auch Abdnderungen des magnetischen Verhaltens dieser Legierung nach sich.

Alle Legierungen haben im nichtgehérteten Zustand ein normales magnetisches
Verhalten, die Abhadngigkeit der reziproken magnetischen Suszeptibilitdt von der
Temperatur aber ist laut dem Curie-Weiss’schen Gesetz linear. Die vorerst gehar-
teten und auf ungefahr 1150°K wieder aufgewdrmten Proben weisen beim Abkih-
len ebenfalls eine Curie-Weiss’sche Abhédngigkeit der Suszeptibilitdat auf, mit
dem Unterschied, dass die Curietemperatur um ungefdhr 150—200° anwuchs und
das bedeutet, dass das Gitter in Folge der thermischen Behandlung einem bestén-
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digeren Gleichgewichtszustand zustrebt, und dass die ferromagnetische Wechsel-
wirkung anwéchst.
Die Werte der effektiven magnetischen Momente und der ferromagnetischen
Curiepunkte der thermisch behandelten Proben sind in Tabelle 3 enthalten.
Die gehéarteten Proben mit grossem Goldgehalt (20, 15 und 13,3 Atomprozente),
weisen eine abweichende Abhé&ngigkeit der Suszeptibilitdt auf und haben so wie
aus Abbildung 1, in der die Anderung der Suszeptibilitit mit der Temperatur

Tabelle 2

6 7 8 9
hkl a d/n I hkl a d/n I hkl a d/n I hkl a d/n I hkl a

220 3,6268 1,2779 8 220 3,6144 1,2655 8 220 3,5793 1,2655 8 220 3,5738 1,2782 8 220 3,6039

1,4489 1 422 7,10
422 7,30 1,4933 2 422731 1,7956 8 200 3,5914 1,7957 8 2003,5914 18078 8 200 3,6156

200 3,6390 1,8080 8 2003,6160 2,0696 10 111 35847 2,0614 10 ITT3,5705 2,0841 10 111 3,5638
2,2832 2 310723
111 3,6394 2,0880 10 111 3,6166

3107,14 2,3165 1 310731
300 7,28 2,4377 1 300731

far die Probe 70 Atomprozent Ni, 15 Atomprozent Au, 15 Atomprozent Cu (die
anderen Proben haben ein gleichartiges Verhalten), ersichtlich ist, ein ausgeprégtes
Maximum bei 750°, 800° und 760°K. In der Abbildung ist (1) die Experimental-
kurve und (2) eine hypothetische Kurve fiir den Fall einer antiferromagnetischen
Substanz, die der Auslegung des Ergebnisses dienen soll. Macht man nun die Diffe-
renz zwischen der hypothetischen Kurve (2) und der Experimentalkurve (1), erhalt
man Kurve (3), die keine Abweichungen mehr aufweist, aber durch einen rascheren
Abfall der Temperatur, als sich aus dem Curie-Weiss’schen Gesetz ergibt, gekenn-
zeichnet wird. Wird nun fur Kurve (3) die reziproke Grosse 1/_ (T) dargestellt,
erhélt man eine dem Verhalten der ferrimagnetischen Substanzen mit der Tempe-
ratur im paramagnetischen Bereich vergleichbare Abhé&ngigkeit, also eine hyper-
bolische Abhé&ngigkeit vom Néelschen Typ, so wie aus Abbildung 2 ersichtlich
ist, also 1llx= 1o+ T/lc —glT —0, wo %> c>a Ulld 6 Konstanten sind, die
von den Koeffizienten des Molekularfeldes abhéngen.

Aus Analysen der Temperaturabhéngigkeit

der magnetischen Suszeptibilitat kann gesagt wer- Tabelle 3
den, dass die oben erwédhnten Eegierungen mit gro- i
ssem Goldgehalt, oberhalb des Curiepunktes, ein N Te °K
ferromagnetisches Benehmen haben, so als ob im

Gitter gleichzeitig zwei Ubereinanderliegende mag- 1 1,323 315
netische Strukturen, eine antiferromagnetische 2 1,085 344
und eine ferrimagnetische vorhanden waren. Diese : 143 P
Hypothese wird auch durch das X-Strahlenspek- 5 1,46 440
trum bekréftigt, das neben den Reflexionen des 6 1,05 433
Grundgitters, kubisch mit zentrierten Fl&chen 7 1,58 515
(220), (200) und (111) auch Reflexionen die der s L o

Superstruktur mit einfachem kubischen Gitter
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(intermetallische Verbindungen) und Gitterparameter a=7,26 A (siehe Tabelle 2)
entsprechen, aufweist. Das Grundgitter des Nickels, das einer festen Lésung Ni-Au-Cu
entspricht, kann fir die magnetischen Momente der Nickelatome ein Phanomen
der ferrimagnetischen Ordnung aufweisen, genau so, wie in einem ferrimagnetischen
Néelmodell mit 2 Untergittern; hingegen kann das Gitter, welches der Superstruk-
tur entspricht, ein Phanomen der normalen antiferromagnetischen Ordnung auf-
weisen.

Fir die Probe 80% Ni, 13,3% Au, 6,7% Cu wurde ein Studium der Abhén-
gigkeit der magnetischen Suszeptibilitdit von der Feldstdrke oberhalb des ferro-
magnetischen Curiepunktes durchgefihrt.

Es wird festgestellt (Abbildung 3), dass die magnetische Suszeptibilitat mit
dem Anwachsen des magnetischen Feldes abféllt und das Minimum der Kurve
1lIx (F)H=cost sich merklich gegen tiefere Temperaturen verschiebt. Aus der
Abbildung ist noch ersichtlich, dass die geordnete Phase, nur den gehérteten Proben
spezifisch, unbestdndig ist, da nach einem Erhitzen tber 1000°K, beim Abkiihlen,
die Abhéngigkeit 1% (I")H=const linear ist.

Trotzdem die Nickelproportion dieselbe bleibt (70 Atomprozente) und nur
die Gold- und Kupferproportion sich im Verhaltnis 1:2 &ndert, ist das Verhalten
der Legierung verschieden, ohne Anomalien der magnetischen Suszeptibilitdt, nur
als eine ferrimagnetische Substanz. Das bedeutet, dass das Gold eine bestimmte
Rolle im komplexen Phdnomen der magnetischen Ordnung in diesem Legierungs-
system spielt.

Das Modell mit zwei magnetischen Strukturen, anti- und ferrimagnetisch ist
gultig auch fur Legierungen mit héherem Nickelgehalt (80 Atomprozent Ni, 6,7
Al;,omprozent Au, 13,3 Atomprozent Cu, 90 Atomprozent Ni, 6,7 Atomprozent
Au, 3,3 Atomprozent Cu), mit der Ausnahme, dass die Anomalie weniger ausgeprégt
ist und zwischen 800 und 900°K liegt.

Die Legierungen 80 Atomprozente Ni, 10 Atomprozente Au, 10 Atompro-
zente Cu; 90 Atomprozente Ni, 3,3 Atomprozente Au, 6,7 Atomprozente Cu und
90 Atomprozente Ni, 5 Atomprozente Au, 5 Atomprozente Cu, haben, so wie
aus Abbildung 4, wo die Abhéangigkeit 1/ % (T) fur die gehartete Probe 80 Atom-
prozent Ni, 10 Atomprozent Au, 10 Atomprozent Cu dargestellt ist, bis zu 800 °K
ein ferrlmagnetlsches Verhalten. Uber dieser Temperatur tritt ein plotzllcher Abfall
der Suszeptibilitat auf, beim Abkihlen hingegen ist das Phadnomen irreversibel
und die Kurve ist jener der Legierungen mit zwei Ubereinanderliegenden magne-
tischen Strukturen dhnlich. Nach wiederholten Erwdrmungen tbergehen die Legie-
rungen in einen stabilen Gleichgewichtzustand mit einem normalen paramagneti-
schen Betragen. 1|

(Eingegangen am 2. Oktober 1968)
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STUDIUL STRUCTURAL $I MAGNETIC AL SISTEMULUI DE ALIAJE NICHEL-AUR-CUPRU

(Rezuma t)

S-a efectuat un studiu roentgenostructural si magnetic asupra sistemului de aliaje ternare Ni-Au-Cu.
Spectrele de raze X au pus in evidentd la toate probele studiate, formarea unor suprastructuri cu retea
cubicd avind parametrul a — 7,23, alaturat de reflexiile normale ale nichelului specifice retelei cubice

cu fete centrate, care corespunde solutiei solide a aliajelor in stare calita.
Studiul comportdrii magnetice a aliajelor in stare cdlita a pus Tn evidenta formarea unor structuri

feri-si antiferomagnetice suprapuse, care au fost corelate cu proprietatile structurale.

CTPYKTYPHOE N MATHUTHOE NCCNEAOBAHWE CUCTEMbI CMNJIAEOB HUKEJ/Ib—

-30N10TO-MEAb
(Pes3wome)

ABTOpbI NPOBENM  PEHTTEHOCTPYKTYPHOE W MarHUTHOE WCCMefoBaHWe CUCTeMbl TPOMHbLIX cnnaBoB Ni-
-Au-Cu. PeHTreHOBCKMe CMeKTPbl MOKasann y BCeX WCCNEAOBaHHLIX 06pa3LoB 06pasoBaHue CynepcTPYKTYp
C KyGuueckoil pelléTKoli, MMelolMX mapameTp a=7,23 A, Hapsagy C HOPMabHbIMU OTPaKEHUAMW HUKens,
cneyuduUeckMI rpaHeLleHTPUPOBaHHOW KyGUUecKol pelléTke, KOTopas COOTBETCTBYeT TBEPAOMY pacTBOpY

CMNaBoB B 3aKafiéHHOM COCTOSHUW.
MccnegoBaHne MarHMTHOroO MoBefieHUs CnJiaBoB B 3aKanéHHOM COCTOAHWUWU  BbIABMNO o6pasoBaHme

HaNoXeHHbIX (eppu- M aHTUDEPPOMArHUTHLIX CTPYKTYp, KOTOpble 6blIN COOTHECEHbI CO CTPYKTYPHbIMM
CBOCTBaMU.



CONDUCTIBILITATEA ELECTRICA SI FORTA TERMOELECTRO-
MOTOARE EA SISTEMUL SEMICONDUCTOR
Cr203—Sn0:

de
OLIVIA POP

Lucrarea reprezintd o continuare a studiului consacrat proprietatilor semicon-
ductoare ale unor sisteme pe bazd de Cr:0s [1, 2, 3]. Tinind cont de principiul
valentei induse, aplicat sistemelor pe baza de Cr:0s [4, 5], adaosul de Sn02 trebuie
s& mareasca rezistivitatea sistemului in domeniul solutiei solide, fapt care s-a pus
in evidentd Tn aceasta lucrare.

in literatura exista putine lucrari dedicate studiului proprietdtilor electrice
ale semiconductorului Sn02 [s, 7]. Prezintd un deosebit interes dopajul Sn02 cu
Cr203 atit ca principiu cit si tinind cont de faptul cd& Sn02 avind o structurd
de tip rutil, ar putea fi un cristal-gazda potrivit pentru confectionarea de maseri.
Sescvioxidul de crom (Cr20s) facind parte din grupa oxizilor de tranzitie 3d,
se aratd ca nivelele 3ds nu formeazd o banda [s,9]. Se considerda ca electronii
3d din oxizii metalelor de tranzitie sint localizati in nodurile retelei, iar miscarea
purtdtorilor are loc prin salt intre nodurile retelei echivalente din punct de vedere
cristalografie, ocupate de ioni de valentad diferitd. in felul acesta conductibilitatea
se realizeazd pe seama trecerii gaurei de la ionul de valentd superioard catre
ionul de valentd inferioard, Tn cazul nostru de la Cr4+ —Cr3+.

Rezultate experimentale, a) Prepararea probelor. Probele (pulbere policrista-
lind) au fost preparate din Cr0s p.a. si Sn02 de puritate spectrala, folosind metoda
descrisa anterior [1, 2, 3]. Pulberile de diferite compozitii au fost presate la 7 tf/cm:
si sinterizate timp de 14 ore la 1280°C. A urmat apoi un tratament termic timp
de o saptdmina la ~800°C. Pastilele au fost argintate prin evaporare in vid. S-au
studiat probele avind compozitia in procente molare specificatd in tabelul 1.

Tabel 1

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

CrD3 0 01 02 05 1 2 3 4 3333 50 70 90 96 97 98 99 99,5 100
Sn02 100 99,9 99,8 995 99 98 97 96 6666 50 30 100 4 3 2 1 05 o

_ b) Determinarea rezistivitatii electrice. Studiul dependentei rezistivitatii elec-
trice In functie de temperatura a probelor de mai sus s-a facut folosind o insta-
latie de tipul celei descrise in lucrarea [10]. Masuratorile au fost facute in aer. .



in fig. 1—3 sint redate graficele dependentei marimiilog p de inversul tempe-
raturii. Se constatd ca pentru majoritatea probelor, dreptele semilogaritmice pre-
zintd schimbarea de pantd. Pentru dreptele corespunzatoare concentratiilor mari
de Cr.03 schimbarea de pantd a fost discutatd in lucrarea [2]. Schimbarea de
pantd a dreptei corespunzatoare Sn0O: ar putea fi interpretata admitind, dupa

cum indicda Kruzhanovski [7] ca transportul de electroni este determinat
de existenta staniului metalic in Sn02 care rezulta in urma disocierii termice a
impuritdtilor de SnO. Tn figura 4 este reprezentata dependenta de concentratie
in Sn0z2 a madrimii log p pentru diferite temperaturi.

Din forma izotermelor de concentratie se constata ca domeniul solutiilor solide
este foarte Tngust la ambele extremitéti ale axei concentratiilor. Astfel solutia solida
pe baza de Cr20s se limiteaza la cca 1% molar de Sn02 iar cea pe bazd de Sn0:
la aproximativ 2% molare de Cr203 Tn domeniul limitat de aceste doua valori
avem amestecuri mecanice. Nu se pune in evidentd formarea vreunei combinatii.
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in fig. 5 este reprezentata dependenta de concentratie Tn Sn02 a energiei de
activare corespunzdtoare temperaturilor joase (AEJ si temperaturilor ridicate
(AE2 . Energia de activare maxima a sistemului se afla la concentratia de 2%
molare Cr.0s, avind valoarea de « 1,18 eV si corespunde cu limita de solubilitate
a Crz:0s In Sn02 dupd cum am aratat mai sus.

C) '‘Determinarea fortei termoelectromotoare. Masurdtorile au fost efectuate cu
o instalatie analogd cu cea descrisd in lucrarea [11], folosindu-se electrozi de pla-
tind, termocuple de Pt-PtRh si potentiometru R—307 de rezistentd mare. ntre
cele doud capete s-a mentinut o diferentd de temperaturddeordinul’a25°C, sufi-
cientd pentru a face sd apard o forta termoelectromotoare de ordinul Jmilivoltilor.
Si aici masurdtorile au fost facute in aer.

in fig. ¢ —10 sintTedate [curbele a = f(T) obtinute la racirea pastilelor.
Numerotarea curbelor corespunde cu cea a probelor din tabelul 1.

Examinind figurile de mai sus se constata cd aliura curbelor, cu citeva exceptii,
este analogd cu cea obtinutd pentru cromitul de neodim dopat cu Sr sau Ca|[12].
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Curba pentru Cr05 pur este foarte asemanatoare cu cea obtinutd pentru NiO [13].
Interesantd este variatia cu temperatura a fortei termoelectromotoare pentru proba
9,[care reprezinta schimbare de semn la cca 1070°K.

in fig. 11 este redatd izoterma de concentratie a fortei termoelectromotoare
pentru 1000°K. Se constatd schimbarea de semn a purtatorilor de curent la con-

centratia de cca 33% molare Cr03 la concentratii mai mari conductibilitatea
fiind de tip p. Se pun in evidenta limitele de solubilitate ale componentilor prin
minime ale valorii lui a.

Discutarea rezultatelor experimentale. Din examinarea curbelor a —f(T)
corespunzatoare probelor 15, 16, 17 si a fig. 11 rezultd urmatoarele.

Concentratia gaurilor scade o datd cu cresterea concentratiei de Sn4+.

Se pune in evidentd o usoara scadere a concentratiei gaurilor o data cu cres-
terea temperaturii, toate probele prezentind un palier cu a constant la tempera-
turi mai ridicate.

Slaba dependentd a lui a de temperaturd sugereaza existenta unui mecanism
de conductie ,,prin salt”. Tn acest sens am folosit expresia cunoscuta a lui a, pen-
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tru cazul in care coeficientul fortei termoelectromotoare nu depinde de numarul
purtatorilor de curent (p = constant) :

a=- 1A+ 2P 7 o
h3P 2 e
sau

a=A"+BlogT. (1a)

~ Trebuie specificat, Tnsa, ca in loc de densitatea de stari corespunzatoare teo-
riei obisnuite a benzilor

_ ;2nm* kT 32
NO= 2" W

am luat in considerare densitatea de stari din teoria conductiei ,,prin salt”. Aceastd
densitate se considera egald cu numarul de cationi dintr-un cm3

n fig. 12 am reprezentat a = /(log T) pentru probele 14, 15 16 si 17.

Din dependenta lineard pusa in evidenta rezulta ca relatia (la) este foarte
bine verificatd. Valoarea constantd a concentratiei purtatorilor de curent rezultd
si din prelucrarea curbelor din fig. 13, in care s-a reprezentat dependenta de tem-
peraturd a pozitiei nivelului Fermi. Pe portiunea lineard a curbelor de mai sus se
constatd ca a este practic independent de temperaturd, deoarece avem :

Ef= OT (€)

Pentru evaluarea concentratiei si mobilitatii trebuie sa se tina seama si de ter-
menul cinetic. Tn acest caz:

Ep= aT + A, (32)

avind in vedere valoarea suficient de mare a lui a, am ales pentru A valoarea
2,5 [14]. Pe de alta parte, pentru concentratia gaurilor avem expresia [9] :

P =NOexpl— j. @

unde NO este densitatea de stari. Tn cazul Cr:0s si pentru dopari mici cu SuO:
am gasit valoarea NO= 4,16 « I().2cm*“ 3 Am calculat concentratia gaurilor pentru
proba nr. 17 si am gasit cd: p = 1,67 * 101 cm-3, valoare care in domeniul cer-
cetat nu variaza practic cu temperatura.

_Tn teoria transportului ,,prin salt” se admite ca energia de activare a condue-

tibilitatii nu caracterizeaza procesul de ionizare ci mobilitatea, in sensul ca mobi-
litatea este un proces activat. De aceea se aplica relatia [15] :

AE

(i_: Poe KT (5)

cu alte cuvinte mobilitatea creste, dupa o lege exponentiald, cu cresterea tempe-

raturii.

Tinind seama de relatia cunoscutd: p = — , daca Tinlocuim valorile lui o

e . - “ . Pep . o .

pentru diferite temperaturi si reprezentam grafic log p = /(1/I"), trebuie s& obti-
nem o dreapta.

in fig. 14 redam aceastd dependentd pentru proba nr. 17 (cu 0,5% molare
de Sn02.
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Se constatd ca intr-adevar mobilitatea depinde exponential de temperatura.

Valorile obtinute pentru mobilitate sint foarte mici si sint cuprinse intre
7,7 < 10-8 cm2v.s la temperatura ambiantd si 7,27 ¢« 10~scm2v.s la 1000°K.

O dependentd analogad a fost obtinutd de Morin [16, 17] pentru aFe 3 si
NiO cu adaos de ioni de titan si litiu.

Concluzii. 1 in sistemul semiconductor Crd 3—Sn02se constatad doua domenii
inguste la extremitati, cu formare de solutii solide (fig. 4), in restul intervalu-
lui exista amestecuri mecanice.

2. Conductibilitatea electrica a sistemului pentru dopari mici cu Sn02 are loc
prin saltul gdurilor de la cation la cation. Mecanismul conductiei ,,prin salt” este
sprijinit de urmatoarele constatari :

a) Se stabileste cd numarul de purtdatori de curent este practic independent
de temperatura (fig. 12 si 13).

_b) Concentratia purtatorilor de curent calculata, se gaseste ca este de ordinul
lui 1018cm- s, valoare caracteristica pentru semiconductori n care conductibilitatea
are loc prin salt.

¢) Mobilitatea purtadtorilor este extrem de mica. Astfel la temperatura ¢ amerei
am calculat pentru (.= 7,7 « 10-8 cm2\v.s.

d) Mobilitatea creste exponential cu temperatura (fig. 14), asa cum o cere
relatia de baza (5) a teoriei conductiei prin salt.

(Intrat Tn redactie la 2 octombrie 1968)
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CU PRIVIRE LA SISTEMUL SEMICONDUCTOR CTiOj—SnO= 129

3NEKTPOMPOBOAHOCTb M TEPMOS3MIEKTPOABVIKYWAA CUMIA MONYMNPOBOAHUKOBOW
CUCTEMbI Crd 3—Sn02

(Pe3tome)

M3yueHa nonynpoBogHuKoBas cuctema Crd 3—Sn02 B LUMPOKOM WHTepBasie KOHLEHTpaLUii Nnpu n3me-
PeHVN 3M1EKTPOMNPOBOAHOCT W TEPMO3NEKTPOABMXKYLLEA cubl. Bblno ycTaHOBMEHO, YTO CyLLECTBYHOT ABe
y3Kue 06nactv TBEPAOM PacTBOPUMOCTM TONbKO Ha Kpasx AuarpaMmbl COCTOAHMA. lMokasaHo, yTo npu
MasibIX MPUMECbHBIX KOHLEHTpaunii Sn02 mMexaHU3sMm MNPOBOAUMOCTU OKMCHOFO MONYNPOBOAHMKA SBNSET-
€A CKauyKoo6pasHbIM.

V13mMepeHnss TepMO3NEKTPOABMXKYLLEA CUMbI BbIABUAM M3MEHEHMe 3HaKa HOcuTeneld ToKa Mpu KOHLeH-
Tpauum « 33% monb Crd 3. Mpu 6onblueii KoHUeHTpaumm Crd 3, cucTemMa MMeeT NPOBOAUMOCTb Tuma p.
BbluncneHa TakXXe KOHLEHTpaLuus HOoCcUTeNeil Toka, KoTopasi mmeeT 3HadyeHne N = 1018 cM-3 v ux noaBu-
XKHOCTb, KoTopas npu T = 23°C mMeeT 3KCTpanoMpoBaHHOe 3HaveHne p = 7,7.10_8cmr/B. ceK.

ELECTRIC CONDUCTIVITY AND THERMOELECTROMOTIVE FORCE AT CrD»3-Sn02
Semi-conductor System

(Summary)

Crd 3—Sn02semi-conductor system was studied in a large interval of concentrations by means
of electric conductivity and thermoelectromotive force determinations. The experiments rendered evi-
dent two narrow domains at the extremities where solid solutions were formed, while in the rest of inter-
val there existed mechanical mixtures. It has been established that by small dopings of Sn02 the
mechanism of conduction is ,,by hopping”.

Measurements of thermoelectromotive force made obvious sign change of the current carriers at
a concentration of % 33 per cent mol Cr203 At a higher concentration of Cr203 the system showed
a p type conductivity. The concentration of current carriers was calculated and found to be N = 1018&m-3
their mobility which at T — 23°C had the extrapolated value p = 7,7 m10”8cm’/V.s.

9 — Malhematica—Physica 1/1969






masurarea coeficientului de nelinearitate

AL VARISTORULUI DE ZnO - AID3

de
F. PL'SKAS

n mai multe lucrdri au fost studiate unele proprietdti semiconductoare ale
sistemului ZnO—A1D 3 [1—3]. Proprietatile electrice si structurale ale acestui
sistem ne-au indemnat sa studiem mai departe comportarea lui si in cimp electric
variabil. Din aceste cercetari rezulta ca sistemul ZnO—A1D 3la anumite concentratii
prezintd o variatie nelineard foarte pronuntatd a rezistentei, in functie de tensiunea
aplicatd. Acest efect nelinear poate fi studiat in mod calitativ prin ridicarea carac-
teristicilor voltamperice, a probelor de diferite concentratii, cu ajutorul oscilogra-
fului catodic. Tn fig. 1—3 sint reprezentate caracteristicile voltamperice obtinute
la probele de diferite concentratii : ZnO (fig. 1), 95% ZnO (fig. 2) si 75% ZnO
fig. 3). . . . .
(flg D)ln aceste oscilograme rezulta ca probele studiate prezintd un efect varistonc.
Acest efect varistoric a fost pus in evidentda numai in domeniul semiconductor

Fig. 1 Fig. 2. Fig. 3

al sistemului ZnO—AID 3 (adicd in domeniul de concentratie 100% ZnO—75%
Zn0O). Pentru caracterizarea acestor varistori sau altfel zis rezistente semiconduc-
toare nelineare (prescurtat RSN), s-a introdus notiunea coeficientului de nelinea-
ritate B, care se defineste prin relatia :

Rs _ un du
Rd 1 &l (1

unde R = Ujl este rezistenta staticd, iar Rd= — este rezistenta dinamica a
varistorului.
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Valoarea coeficientului de nelinearitate [ se poate determina din caracte-
ristica voltampericd, utilizind metoda grafica bine cunoscutd, Tnsa aceastd metoda
ne conduce la un rezultat destul de imprecis, mai ales la portiunea caracteristicii
unde curentul creste destul de brusc. De aceea in literaturd au fost propuse mai
multe metode de masurd pentru determinarea coeficientului de nelinearitate [4—5].

Procedeul experimental. Metoda expe-
rimentald pe care am utilizat-o la méasu-
rarea coeficientului de nelinearitate se
bazeazd pe principiul puntilor electrice
neechilibrate. Pe fig. 4 este datd schema
de principiu a instalatiei de masura.

Varistorul al cdrui coeficient de
nelinearitate 7l masuram, este introdus
intr-un montaj ™n punte. Circuitul de ma-
surd este alimentat cu un curent ondula-
toriu. Puntea este alimentatd de tensiunea
continud Ug pe care se suprapune o tensi-
une alternativa Ua de ordinul zecimilor de

volti. Pentru orice valcare a tensiunii continue este satisfacuta inegalitatea
M <r,.

Da finceputul masuiatorilor puntea este alimentatd numai detensiunea con-
tinuda ; Tn acest caz echilibram puntea cu ajutorul rezistentei R4. Tn caz de echi-
libru avem relatia :

Rs= R,- J* @

deoarece rezistenta varistorului RIt masuratd Tn curent continuu, va fi egald cu
rezistenta sa staticd. Dupd echilibrarea puntii, se introduce n circuitul de masura
si tensiunea alternativd Ua Tn acest caz puntea se dezechilibreaza datoritad faptului
ca rezistenta staticd a varistorului Rx nu coincide cu rezistenta sa dinamica i
astfel voltmetrul electronic din diagonala puntii va indica o tensiune alternativa
AUa Pentru curent alternativ este valabild relatia = Rd

Din schema puntii rezultd cd tensiunea AUa masuratd de instrumentul de
zero va fi datd de relatia :

AUa= Ua’' R ©®)
\R2i73 Rd ‘b -V

Valoarea rezistentelor R2si Rs o putem alege astfel incit R2= R3; luind n
considerare relatiile precedente vom ajunge la relatia :

AU. = Ua 1 4

i+ £
Rd

iar dacd tinem cont de definitia coeficientului de nelinearitate datd de relatia (1),
vom ajunge la relatia finald pentru B sub forma:
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Aceastd metodda de mdsurare ne permite sa determindm valoarea lui R cu
0 precizie destul de buna ; eroarea relativd a masurdtorilor dupa cum rezultd din
relatia (5) a fost mai mica decit 1%. Tn acelasi timp aceastd metoda ne permite
sa determinam si tensiunea si intensitatea curentului, adica punctul de pe caracte-
ristica voltampericd pentru care s-a obtinut si valoarea lui B. Rezultatele obtinute
sint prezentate in tabelul urmator :

ZnO 95% ZnO 90% ZnO 85% ZnO 80% ZnO 75% ZnO
B
la 20 volti 25 2,6 2,7 2,75 2,9 3
45 2,9 2,9 3,5 3,8 5
Cmax [volt] 110 30 25 40 50 75
Pmax [watt] 2,5 04 0,3 0,6 1 15

n acest tabel Unex reprezintd tensiunea maxima de lucru pe care varistorul
0 poate suporta fara sa se incalzeasca prea tare, Rva* este coeficientul de nelineari-
tate madsurata la tensiunea maxima de lucru, iar Pnexeste puterea maxima pe
care 0 poate suporta varistorul.

Cea mai mare valoare pentru Umex, Rrex, respectiv pentru Pmexs-a obtinut in
cazul oxidului de zinc si in cazul probelor cu concentratia de 75% ZnO. Pe baza
acestor rezultate putem afirma cd cele mai bune rezistente semiconductoare neli-
neare in cadrul sistemului ZnO—A1D 3 s-au obtinut la aceste doud concentratii.

Comparind parametrii acestor probe cu datele similare ale varistorilor pro-
dusi de diferite firme, putem constata ca din sistemul ZnO—A1D 3 se pot confec-
tiona varistori de calitate similara.

(Intrat Tn redactie la 29 august 1968)
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W3MEPEHUE KO3®OULMNEHTA HE/IMHEAHOCTU BAPUCTOPA ZnO—AlD 3
(Pe3tome)

ABTOp BbISB/ISIET SPKO BbIPAXEHHOE HENMHEiHOE M3MEHEHVe COMPOTWB/EHUS B 3aBMCKUMOCTW OT Han-
PSKEHUS, MPUIOKEHHOTO K CHUCTeMe ZnO—A12 3 B 0671aCTW  KOHLEHTpaUuu 100%—75% ZnO. OnucaHa
U3MepuTeNbHAs YCTAHOBKA ANS OMpefenieHns KoadrLMeHTa HENIMHEMHOCTI M3yUYeHHbIX 06pasuoB. ABTOp
NPUXOANT K BbIBOA/, UYTO U3 OKUCU LMHKA W M3 06PasLOB, C KOHLEHTpauueld 75% ZnO MOXHO MOCTPOUThL
He/MHeliHble TO/YMNPOBOAHUKOBbIE COMPOTUB/EHNS.
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MEASUREMENT OF THE NON-LINEAR COEFFICIENT OF ZnO-Al203 VARISTOR
(Summary)

The author made obvious a very marked non-linear variation of the resistance depending on
the tension applied to ZnO—AI1D3 system, in the concentration domain of 100% —75% ZnO. A
measuring device for the non-linearity coefficient of the investigated samples is presented. The author
concludes that using zinc oxide and samples having a cone, of 75% ZnO it may be obtained some

non-linear semi-conductor resistors.



SUR LA VITESSE DE PROPAGATION DES ULTRASONS DANS DES
SOLUTIONS DES HALOGENURES ALCALINS ET ALCALINO-TERREUX ()

par
H. TINTEA, LIA ONITIU, D. AUSLANDER

On connait Iimportance des mesures de la vitesse de propagation des ultra-
sons dans les liquides, mesures qui conduisent a la détermination de constantes
physiques importantes.

Spécialement, dans le cas des solutions d’lectrolytes, on peut obtenir des
relations entre la ,,concentration” et d’autres grandeurs comme la ,,compressibilité
adiabatique”, la ,,chaleur spécifique” etc., d’ou la possibilité de verifier certaines
théories sur les électrolytes.

Du point de vue pratique, la détermination précise des vitesses de propagation
peut conduire a des méthodes d’analyse chimique rapide.

Dans la littérature de spécialit¢ [1] on trouve de nombreuses études ou il
s’agit de la vitesse de propagation des ultrasons dans des solutions d’halogénures
alcalins, et alcalino-terreux.

Mais, a notre connaissance il manque une étude systématique de la dépendance
de la vitesse en fonction de la concentration et de la température dans de telles solu-
tions. C’est cette étude que nous nous proposons d’entreprendre avec l’intention
de mettre, d’une part, en évidence des relations entre ces grandeurs et d’autre
part d’établir des méthodes d’analyse chimique non-destructive rapides.

Méthode expérimentale. La
méthode utilisée a été celle de
la diffraction de la lumiere par iK
les ondes ultrasonores qui se T
propagent dans le liquide a étu-
dier (Debye-Sears, Lucas-Biqu-
ard). On voit dans la figure 1le
schéma de l’installation. Fig. L Schéma de Iinstallation optique utilisée.

Un collimateur constitué par
une fente horizontale située dans le foyer d’un achromate La envoie un faisceau
monochromatique paralléle a travers la cuve parallélippipédique C.

Les rayons diffractés par les ondes ultrasonores donnent dans le plan focal
du systeme S des images de la fente, des maxima de divers ordres dont I'éloignement

Faee msm
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dk du maxima d’ordre zéro depend de la vitesse de propagation des ondes dans
le liquide, v:
XeF mv
dh v (n
ou X = longueur d’onde de la lumiere monochromatique,
F = distance focale du systeme S et v = fréquence des ultrasons.
 Les distances dk peuvent étre mesurées directement avec un micrometre ocu-
laire ou sur une photographie.
~ Pour obtenir une meilleure précision dans la mesure de la vitesse, v, on a
intérét a avoir des dkles plus grands possibles pour une fréquence vet une longueur
d’onde X donnée.
En conséquence on doit utiliser un systéme
de projection S ayant une distance focale F
grande.

Une simple lentille achromatique nécessite
pour la réalisation de la lunette d’observation un
tube métallique d’une longueur au moins égale
a F, par exemple 1 m et plus.

Cela devient encombrant et donne un

Kig. 2. Principe de construction du  ensemble peu stable au point de vue mécani-
systeme de projection S. que

_Pour éviter cet inconvénient tout en gardant un F grand nous avons eu l’idée
d'utiliser un systéeme a lentille Barlow (2) ce qui permet de réduire d’une maniere
importante les dimensions de la lunette.

Si on réduit le systtme S a deux lentilles minces (fig. 2 onaF = —— — (II)
et si par exemple on s’impose une longueur de la lunette | = 2d, le double de la
distance entre les deux composants, on obtient :

AT TR T (H1)

En combinant (2) et (3) on recoit

t F mud
1 F-~d (IV)

On peut donc a l’aide des relations précédentes calculer, pour une longueur de
la lunette | imposée par des considérations d’ordre pratique les distances focales
h et/,.

En fait les lentilles Ly et Z2 (fig. 2) sont des systemes : L1un achromat et Liy
deux lentilles biconcaves identiques.

~Ninstallation que nous avons réalisée était caractérisée par :

v= 2MHz + 4 kHz
X= 5893 A
F = 1455 cm.

. Ees dkont été mesurés a l'aide d’un micrometre oculaire a vis, les lectures
étant précises a 0,002 mm pres.



SUR LA VITESSE DE PROPAGATION DES ULTRASONS 137

Somme toute la précision dans la détermination des vitesses peut étre ap-
préciée a 0,5%.

En photographiant les franges on peut élever la précision, les mesures étant
faites a l’aide d’un comparateur.

Voici par exemple les valeurs que nous avons obtenues pour I’eau a diverses
températures. (Tab. 1).

Tableau 1
T 20° 25° 30° 35° 40° 45°
nos mesures 1480 1496 1509 1520 1528 1535

Bergman (3) 1483 1497 1509 1529

Dans ce qui suit nous donnons les résultats que nous avons obtenus en étudiant
des solutions aqueuses de chlorure de potassium a des températures et concen-
trations variées. (Tab. 2).

Tableau 2
o]
te 15° 20° 25° 30° 35° aD 45° &>
conc.
3m 1638 1658 1671 1680 1688 1691 1692 1686
25 m 1612 1627 1640 1650 1658 1663 1666 1663
2m 1582 1597 1611 1622 1630 1636 1639 1634
1,5 m 1549 1567 1583 1594 1604 1610 1614 1610
1m 1520 1539 1554 1566 1576 1583 1587 1583
12 m 1492 1509 1525 1539 1549 1555 1560 1562
1/5 m 1475 1491 1508 1522 1532 1539 1545 1550
h - 1480 1496 1509 1520 1528 1535 —

On voit que la dépendance de la vitesse de propagation v est fonction linéaire
de la concentration a température constante (fig. 3).

A concentration constante, la vitesse en fonction de la température est donnée
par des courbes (fig. 4) qui ont I’allure d’une parabole.

Nous avons essayé de vérifier sur les valeurs du tableau 2 I’exactitude de la
relation de Willard (4) qui s’applique a I’eau et que certains des auteurs considérent
comme valable aussi pour les solutions :

vt = wrex —0,0245 (%ax —t)2 ou, exprimé d’une autre maniére :
— = W = 0,0245 V)
m*

Il estintéressant de signaler que cette relation ne se vérifie pas dans le cas de l’eau
lourde (nuex= 1464 m/sec tmex = 76°), le rapport variant entre 0,0283 a 5°

et 0,0163 a 50° (voir les valeurs données par Bergmann (3) pour la vitesse en eau
lourde).
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Fig. 3. Dépendance de la vitesse de propa- Fig. 4. Dépendance de la vitesse de pro-
gation des ultrasons en fonction de la concentra- pagation des ultrasons en fonction de la tem-
tion, a diverses températures pérature, a diverses concentrations.

Pour les solutions de chlorure de potassium cette relation ne se vérifie pas non
plus. Bien que I’allure des courbes reste celle d’une parabole, le rapport varie

selon la concentration. (Tab. 3).

Tableau 3
Concentration Amax wna* ~moyen
3 m 43° 1691 0,064
25 m 45° 1666 0,058
2 m 49° 1640 0,051

Onvoit que la valeur du raport---— crofit avec la concentration. Il est tres pro-

! . . . .
bable que ce comportement est d au fait qu’il s’agit des électrolytes forts.

En tout cas il est necessaire d’étendre les mesures a un domaine de tempeéra-
tures (et de concentrations) plus grand.

Conclusions. 1. On deécrit une installation pour la mesures des vitesses de
propagations des ultrasons dans les liquides.

2. On présente les résultats obtenus en étudiant les solutions de KC1.
3. On trouve que la relation de Willard ( = const, ne se Vvérifie pas, le
r
rapport étant dépendant de la concentration erﬁ(Cl.

(Manuscrit regu le 2 octobre 196S)
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DESPRE VITEZA DE PROPAGARE A ULTRASUNETELOR TN SOLUTII ALE HALOGENURILOR
ALCALINE $1 ALCALINO-TEROASE (I)

(Rezumat)

Se descrie o instalatie opticd pentru masurarea vitezelor de propagare a ultrasunetelor Tn lichide.
Instalatia utilizeaza o luneta de observatie de dimensiuni reduse dar cu distanta focald mare.
Se prezinta apoi primele rezultate obtinute pe solutii de clorurd de potasiu.

O CKOPOCTW PACTIPOCTPAHEHNA YJ/IbTPA3BYKOB B PACTBOPAX LWE/MOYHbLIX U LW ENOY-
HO-3EME/JIbHbIX FTAONAOB (1)

(Pe3tome)

OnucaHa onTuUYecKasl YCTaHOBKa A1 M3MepeHUs CKOPOCTeli pacnpocTpaHeHWsl ynbTpa3ByKOB B XU A-
KOCTSIX. [laHHas ycTaHOBKa UCMO/b3yeT NoA30pHYI0 TPY6Y He60MbLIOro pasmepa, Ho ¢ GONbLUMM (OKYCHBIM
paccTosiHueM. MpPUBOAATCA 3aTeM MepBble Pe3yNbTaTbl, MOMy4YeHHble B PacTBOPax X/0PUCTOr0 Kaus.






VARIATIA VISCOZITATII APEI TN CIMP ULTRASONIC

de
D. AUSLANDER, E. RUS, E. GHERGARU

apLvgs

corpurilor. Indiferent de faza studiatd, aceste metode se bazeaza in primul rind pe
masuratori de viteza de propagare Si de absorbtie a fasciculului ultrasonic n sub-
stanta cercetata.

Masurarea absorbtiei ultrasunetelor n diferite lichide, a indreptat atentia
cercetdrilor asupra viscozitatii, factor de care depinde in prlmul rind atenuarea
fasciculului ultrasonic [4], [5], [6], [7]

Luind in studiu comportarea viscozitdtii unor lichide asociate si neasociate
in cimp ultrasonic ne-am oprit Tn primul rind asupra apei, lichid puternic asociat,
care prezintd o serie de anomalil bine cunoscute.

Procedeul experimental. Determinarea viscozitatii apei bidistilate s-a efec-
tuat la temperaturile de : 9,76°C; 15,32°C; 15,74°C; 16,66°C; 18,70°C; 20,86°C
30,88°C; 39,36°C; 49,52°C in absenta cimpului ultrasonic, precum si dupa 5,
10, 15, 20, 30, 45, 60, 120 respectiv 240 minute de ultrasonare. Pentru masura-
tori s-a utilizat un viscozimetru de tip Ostwald-Auerbach [8], modificat in vederea
realizarii termostatdrii si a evitarii efectelor ultrasunetelor asupra capilarei care
ar fi introdus erori sistematice Tn determinari, prin scoaterea acestuia Tn afara C|m-
pului ultrasonic.

Precautiunile amintite au eliminat posibilitatea aparitiei unui gradient de
temperatura, a unei curgeri neizoterme, a influentei presiunii de radiatii, precum
si a diferitelor efecte de interfatd solid-lichid produse de ultrasunete n timpul
masuratorilor.

Temperatura s-a masurat cu ajutorul unui termocuplu Fier-constantan in prea-
labil etalonat.

Fasciculul ultrasonic s-a obtinut de la un generator tip , Tesla” cu frecventa
de 1 MHz, la o tensiune de placd: U = 1,37 KV si cu intensitatea curentului
anodic : 1 = 80 mA.

Fiecare valoare datd rezultd din media unui numar de 15 determinari.

Rezultate. Din reprezentdrile grafice ale datelor obtinute se constatd ca prin
ultrasonare viscozitatea apei bidistilate manifestd o crestere ce depinde de tempe-
raturd si de timpul de ultrasonare.

Variatia efectului cu timpul de ultrasonare este reprezentata in fig. 1 pentru
7 temperaturi diferite. Se observa ca in toate cazurile prelungirea actiunii cimpu-
lui ultrasonic duce la cresterea efectului care are loc in doud etape; in prima
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perioada de timp are loc o crestere brusca urmatd, apoi, in a doua etapd, de una
mai lentd, cu tendinta atingerii unui palier.

Saltul efectului este bine evidentiat la temperaturi sub 40°C; peste aceasta
temperaturd insd panta fiind mult mal mica nu se mai pot distinge net cele doud
etape Tn procesul cresterii viscozitatii. Astfel, la temperaturi pina la aproximativ
40°C, efectul maxim este atins intre 20 si 60 minute, pe cind la 49,5°C abia la

0 0 20 30 40 50 60 230 240 timpdi uitrosonsn
/minute!

F ig. 1 Variatia efectului cu timpul de ultrasonare.

240 minute. Tn ceea ce priveste valoarea efectului maxim, se constatd cresterea
acestuia cu temperatura pina la 20°C, urmata apoi de o scadere la temperaturi
mai ridicate.

Variatia efectului in functie de temperatura pentru diferite durate ale actiunii
cimpului ultrasonic, sint reprezentate in fig. 2. Se observa cresterea efectului cu
temperatura pind la atingerea unui maxim urmatd de scaderea lui cu tendinta
anularii totale.

Maximele corespunzatoare diferitelor durate de ultrasonare prezintd o usoara
deplasare cu temperatura pina la aproximativ 20°C, la care, in conditiile noastre
de lucru, s-au obtinut cele mai ridicate valori ale efectului. Fiecarui timp de ultra-
sonare Ti sint caracteristice doud efecte identice pentru doud temperaturi relativ
simetrice fatd de 20°C.

Cresterea temperaturii obligad la actiuni de mai lunga duratd pentru obtinerea
unor variatii de viscozitate. Astfel, de exemplu la 49,5°C, o ultrasonare de 4 ore
produce acelasi efect ca una de 5 minute la temperatura de 20,8°C.

_Interpretarea rezultatelor. Structura fazei lichide se caracterizeaza printr-o
ordine pe distante mici datorita existentei grupelor cibotactice in permanenta
descompunere si refacere.



VARIATIA VISCOZITATII APEI IN CIMP ULTRASONIC 143

De la punctul de topire pina la temperatura critica are loc micgorarea gru-
pelor cibotactice, afinarea progresiva a structurilor, cu tendinta stabilirii unei stari
de dezordine asemanatoare gazelor.

Apa prezintd unele abateri fatd de comportarea restului lichidelor din cauza
asocierilor moleculare, cit si prin coexistenta a doud structuri in echilibru care
se deplaseaza sub actiunea temperaturii sau a altor factori. Energia legaturii de hidro-
gen de 4,5 kcal/mol este
situatd Tntre energia lega-
turilor covalente si a celor
Van der Waals, putind fi
relativ usor desfacute, ast-
fel incit la fiecare tempe-
raturd se stabileste un echi-
libru intre moleculele aso-
ciate si cele neasociate. n
vecinatatea temperaturii de
topire sint desfacute 15%
din legaturile de hidrogen,
pe cind la 40°C aproxima-
tiv 50%.

in apa vor fi prezen-
te deci ambele structuri :
cea tetraedrica afinatd data
de puntile de hidrogen si
alta, mai compactd, ase-
manatoare structurii cvar-
tului.

Cresterea temperaturii
desigur deplaseazé echili- F ig. 2. Dependenta efectului de temperatura.
brul” Tnspre cea de-a doua
structura.

Tn conformitate cu acest model, pe baza teoriei golurilor, viscozitatea lichide-
lor in general este data de relatia [3]:

u

AeKT

unde :
2TK T
&

Dependenta lui A de temperaturd este consideratd neglijabila fata de variatia
exponentiald ; totusi acest faf)t este infirmat de rezultatele experimentale Tn cazul
lichidelor asociate. Tn cazul acestora, prin ruperea puntilor de hidrogen, apar
modificari structurale, astfel Tncit numarul golurilor ce determind curgerea, nu
poate sa creasca dupa o relatie exponentiald. Astfel de modificari pot afecta pe
lingd numarul si dimensiunile medii ale golurilor, Tnsasi valoarea energiei de acti-
vare.

Valoarea lui A pentru apd la t = 0°C este deosebit de micd fatd de alte
lichide, pe cind energia de activare (U = 3,05 kcal/mol) e mai mare decit cea
corespunzatoare atit lichidelor neasociate cit si celor asociate.

A
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Datele de mai sus pledeaza pentru o structura foarte afinatd datorita dimensiu-
nilor mari ale golurilor la aceastd temperatura.

Efectul ultrasunetelor, in prima fazd de ruperea legaturilor de hidrogen, ar
trebui sa decurgd in acelasi sens cu temperatura. Probabil Tnsd cd, concomitent,
se produc sub actiunea cimpului modificdri Tn sensul unei aranjari mai conden-
sate a structurii cvasicristaline, ceea ce are drept urmare variatia numarului goluri-
lor cu temperatura dupd o altd relatie decit cea simpld exponentiald, micsorarea
marimii golurilor si cresterea valorii energiei de activare datoritd marimii lucrului
mecanic necesar pentru formarea golurilor.

Prin prisma acestor ipoteze ultrasunetele afecteaza viscozitatea prin inter-
mediul termenilor si ,,U”, ca o consecintd a ruperii puntilor de hidrogen.

Efectul de sens contrar al agitatiei termice duce la stabilirea unui echilibru
caracteristic fiecdrei temperaturi, in sensul scaderii efectului produs de ultrasunete
0 datd cu cresterea temperaturii, datorita atit agitatiei termice cit si scaderii n
lichid a numarului de legdturi de hidrogen. Din rezultatele experimentale se pare
ca pind la 20°C predomind actiunea produsd de ultrasunete in sensul cresterii
efectului, iar peste aceastd valoare cea de sens contrar a agitatiei termice.

Timpul de ultrasonare necesar stabilirii echilibrului Tntre cele doud actiuni
opuse se deplaseaza spre valori crescinde, o data cu ridicarea temperaturii.

Este probabil, de asemenea, ca ultrasunetele sa actioneze nu numai prin des-
facerea legaturilor de hidrogen, ci si prin frinarea formarii de asocieri moleculare,
proces ce are loc indeosebi la temperaturi mai scazute, din cauza starii de excita-
tie in care se gaseste lichidul Tn urma perturbérii lui de cdtre undele ultrasonice.

Concluzii. 1. Ultrasunetele de frecventa de 1 MHz maresc viscozitatea apei
fu domeniul de temperaturi cuprins intre 10°C si 50 °C.

2. Mdrimea efectului pentru valori constante ale intensitatii si_frecventei cim-
pului ultrasonic este Tn functie de temperaturd si timpul de actionare.

3. Cresterea viseozitatii se datoreste unor modificdri structurale ca urmare
a desfacerii legaturilor de hidrogen.

(Intrat in redactie la 30 septembrie 193S)
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N3MEHEHWE BA3KOCTW BOJAbl B Y/IbTPA3BYKOBOM TOJIE
(Pe3tome)

Pa6oTa 3aHMMaeTcsl fielicTBMEM YNbTPa3BYKOB Ha BA3KOCTb BOAbl B 3aBWCUMOCTWM OT TemmnepaTypbl
N BpeMeHW ynbTpasByKOBON 06paboTKWU, MPUYEM YacToTa WM cuia YnbTpasBYKOBOrO MOMSi COXPaHeHbl Moc-
TOAHHBIMW.

OTMeYeHO MNOoBbILLeHNE BA3KOCTU B 06n1actu 10—50°C 1 JOCTMXKEHME MaKCUMa/bHbIX 3DdeKToB, W3-
MEHSIIOLLMXCA C TemnepaTypoii. VX nonyyeHue TpebyeT pacTylueil ANWTEeNbHOCTW yNbTpasByKoBoOl obpa-
60TKM C noBblIleHVeM TemnepaTypbl. [Mocne MnonyyeHUs MakCUMasibHOro 3dekTa, NpoasieHne BpeMeHn
yNbTPa3ByKoBOl/ 06paboTKM He M3MeHSeT 60/blue 3HAYeHUs BA3KOCTM.

fiBneHve 06bACHAETCS [eCTBMEM YNbTPa3ByKOB Ha BOAOPOAHbIE MOCTMKW, @ TakXe CTPYKTYPHbIMU
MN3MEHEHMSAMM, Bbl3BaHHbIMW PaspbiBOM BOJOPOAHbLIX MOCTUKOB.

VARIATION OF VISCOSITY OF WATER IN ULTRASONIC FIELD
(Summary)

The paper deals with the action of ultrasonics upon viscosity of water, depending on tempera-
ture and the time of ultrasonic treatment, the frequency and intensity of the ultrasonic field being
maintained constant.

An increase of the viscosity in the range of 10°C to 50°C has been found, as well as an obtai-
ning of some maximum effects which vary with temperature. Such phenomena require increasing dura-
tions of ultrasonic treatment; after obtaining a maximum effect, the prolongation of the time of
ultrasonic treatment does not modify the value of viscosity.

The phenomenon is explained by the action of ultrasonics upon hydrogen bridges and by the
structural modifications caused by their breaking.

10— wm athematic«—Physica 1/1969
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PRIMUL ROMAN TRANSILVANEAN, DOCTOR IN STIINTELE FIZICE

de
EVA GALIGEI

Primul romén transilvdnean care si-a luat doctoratul in stiintele fizice la
Universitatea din Cluj a fost prof. loan Radu.

El s-a nascut in 1866, in satul Hartdgani, jud. Hunedoara, dintr-o familie
de tarani saraci.

Studiile si le incepe Tn satul sdu natal, apoi Tnvata in liceul din Brad. Tn 1883,
dupd patru clase gimnaziale, pleacd la liceul din Blaj pentru continuarea studiilor
sale, pe care le termind in anul 1887. Tot Tn acest an se inscrie la Universitatea
din Cluj urmind cursurile Facultdtii de stiinte, sectia matematica-fizica.

n timpul studiilor liceale si universitare se intretine din diferite burse
(60 de florini de la Consistoriul ortodox din Sibiu, Tn 1886/7, 80 coroane de la
»Asociatiunea pentru literatura si cultura poporului roman”, iar la Universitate
200 florini din fundatia Gojdu si Tn 1889/90 Tncd 300 florini ca bursa de stat,
obtinutd prin concurs), pe lingd care mai da si meditatii.

loan Radu termina studiile universitare, iar in vara anului 1892 Tsi trece
examenul de doctorat cu lucrarea Citeva date experimentale asupra caldurii radiante.
Teza este dedicatd profesorului sdu Antoniu Abt, care a fost conducétorul stiin-
tific al lucrarii.

Lucrarea este constituita din doud parti principale, prima parte continind o
introducere si un istoric al rezultatelor obtinute Tn acest domeniu de fizicienii
contemporani, si prezentind trei capitole: 1 difuzia cdldurii radiante, 2. absorb-
tia razelor de cdldurda de cdtre corpurile gazoase, 3. dependenta de temperatura
a cantitatii de cadldurad radiante, iar partea a doua a lucrarii contine experientele
lui I. Radu asupra caldurii radiante.

n Introducere, Radu, dupd@ enumerarea fenomenelor ce au loc in cazul radia-
tiei caldurii si dupd o nsirare a cunostintelor dobindite in acest domeniu, trage
concluzia ca radiatlile cdlduroase si luminoase sint intr-o strinsa legaturd, spunind :
»Peste tot unde apar raze luminoase, apare si radiatie de caldurd : legatura in-
tre ele e asa de mare caci si caldura radiatd, lafel casilumina, le putem pricepe
ca vibratiile transversale ale eterului, ba chiar le putem identifica”*. Tot aici
arata scopul de a trata si a include Tn primele trei capitole experientele efectuate
in ultimul deceniu si de a face cunoscut Tn partea a doua a lucrarii experientele
efectuate de autor la Universitatea din Cluj.

* Teza de doctorat: Néhany kisérleti adat a sugarz6 héhoz, pag. 4.
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in capitolul | face un istoric al problemei, aratind ca difuzia caldurii a fost
descoperita de Melloni. Tn acest domeniu au descoperiri interesante Knoblauch,
De la Provostaye si Desains, dar din cauza aparaturii insuficient de precise ei
n-au reusit sa determine directii precise pentru distributia cadldurii difuzate. Acest
merit i revine lui Knut Angstrom, care a folosit bolometrul lui Eangley. Cu acest
aparat el a studiat suprafata de difuzie, ce depinde de prelucrarea mecanica a
suprafetei corpului respectiv si de grosimea stratului prin care are loc difuzia. Rezul-
tatele obtinute de el se pot rezuma in urmatoarele :

— 1n cazul incidentei normale suprafata de difuzie este un elipsoid de rotatie
a cdrui axa este normala; la alte unghiuri de incidenta acest elipsoid se poate
turti sau poate lua forma de sferd;

— raportul intensitdtilor razei reflectate in directia normalei si a celei inci-
dente scade cu cresterea unghiului de incidentd, iar radiatia totald de caldura
a unei suprafete scade aproape proportional cu cosinusul unghiului de incidenta ;

— intensitatea n directia razei refractate scade cu grosimea stratului res-
pectiv ;

— difuzia maxima_coincide cu_directia normalei la suprafata.

Pentru explicarea difuziei caldurii Angstrom presupune ca suprafata ce produce
difuzia consta dintr-o infinitate de suprafete reflectatoare.

n capitolul Il prezinta cele trei metode (Tyndall, Magnus si Tyndall-Ront-
gen) folosite de fizicieni pentru studiul absorbtiei cdldurii de catre gaze. Primele
doua metode neavind importanta stiintificd, ci numai istoricd, nu sint descrise
pe larg ; numai metoda lui Tyndall-Rontgen este prezentatd amanuntit, metoda
ce a fost Tmbunéatatitd de Angstrom si pentru determindri cantitative.

Esenta metodei lui Rontgen este cd madsurarea caldurii absorbite se face pe
baza maririi unui volum de gaz dat. Cu aceastda metodd s-a studiat absorbtia
de caldura la hidrogen, aer, vapori de apa si bioxidul de carbon. Ca sursd de
:c:_éloll)qré s-a folosit flacdara Bunsen, lampa cu gaz détonant, anilind fierbinte si apa
ierbinte.

Din experientele efectuate a rezultat ca:

— hidrogenul si aerul nu prezintd absorbtie fatd de flacdra Bunsen si lampa
cu gaz détonant,

— vaporii de apa au un anumit spectru caloric, caci cantitatea de caldura
absorbitd variaza cu sursa de caldura,

1 — vaporii de apa si bioxidul de carbon prezinta o diferenta la absorbtia
caldurii.

Experientele lui Rontgen lamuresc problema mult discutata si anume ca vaporii
de apa sint absorbanti si prezinta un spectru caloric specific.

Angstrom s-a straduit sa evite deficientele masurdtorilor efectuate de Rontgen
si s& masoare cantitativ absorbtia de caldurd, mai ales la C02 vapori de apa si
aer, gaze ce au o influentd mare asupra fenomenelor meteorologice. Ca aparate
de masurd a folosit bolometrul si spectrobolometrul. Din experientele efectuate
a rezultat ca vaporii de apa absorb mai pronuntat caldura decit C02 iar absorbtia
aerului este aproape neglijabila.

Capitolul 111 reprezinta un istoric al relatiei dintre cédldura radianta si tempera-
tura corpului radiant. Radu aici ne da relatiile stabilite de:

Dulong si Petit, Q = k* m(1.0077)* (8 = temperatura in °C) @

Stefan Q= k* mT4 (T = temperatura absolutd) @

* K este o constantd caracteristicd corpului radiant Tn toate relatiile (1), (2), (3).
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care a fost dedusd teoretic de Boltzman si verificatd de Graetz si Schneebeli.
Experientele lui Schleiermacher si Edler insa au infirmat valabilitatea generalda
a acestei relatii. Pornind din aceste rezultate negative

Weber stabileste relatia

Q= k* Te" ®

(t fiind diferenta de temperaturd dintre mediu si corpul radiant), care insala
rindul sau de asemenea n-a fost urmatd in mod riguros de toate corpurile cercetate.

Tn partea a dona Radu descrie propriile sale experiente cu care contribuie n
oarecare masura la rezolvarea problemelor de radiatia caldurii; mai precis, el sé
ocupa de absorbtia caldurii si cerceteazd experimental constanta coeficientului
de absorbtie. El foloseste o metodad de reducere la absurd, adica presupune ca in
cazul corpurilor stratificate, daca emitem ipoteza cd, coeficientii de absorbtie ai
straturilor din interiorul corpului nu diferd intre ei, atunci coeficientul de absorbtie
este constant si nu depinde de numarul straturilor subtiri, adica

este constant (unde |,, —intensitatea de caldura trecura prin corp, Ix—intensitatea
de cdldura incidentd, n —numarul straturilor).

insd Tn urma unei serii de experiente efectuate cu termomultiplicatorul lui
Melloni, Radu a ajuns la concluzia cd r nu este constant ci creste cu n, de unde
rezulta ca ipoteza fécuté a fost gresita.

.....

tatii caldurii ce creste cu inversul patratului dlstangel Aceste experiente au fost
efectuate cu diferite surse de caldurd (lampa lui Bocatelli, cubul lui Eeslie, tabla
de alama fincélzita cu flacara Bunsen) pentru a alege cea mai corespunzatoare,
si anume lampa lui Bocatelli, care asigura o radiatie cu o intensitate de caldura
constantd pe un interval de aproape o saptamina. Corpul studiat a fost din sticla
si mica, materiale ce au putut fi usor stratificate.

Rezultatele obtinute sint cuprinse in 8 tabele.

Din pdcate autorul n-a reusit sa faca si alte experiente ce ar fi putut clarifica
cauzele ce au dus la variatia lui r infirmind relatia (4).

Teza de doctorat a lui I. Radu a fost apreciata de oamenii de stiinta din
Clyj si din intreaga tara.

*

Dr. loan Radu, dupa terminarea studiilor, este numit profesor la liceul din
Brad, unde se stabllegte definitiv si unde Tsi desfasoara activitatea sa ca profesor,
jiar din 1920 ca directorul liceului, pina la pensionarea lui.

Tn aceastd perioada el a depus 0 munca rodnicd didactica si extrascolard, ce
contribuia la ridicarea nivelului cultural al taranimii din Tmprejurimi (tinea con-
ferinte Tn satele invecinate, conducea cursuri de alfabetizare, scria si tiparea bro-
suri cu sfaturi gospodaregtl pentru tarani). Multe articole de specialitate aparute
in ,Anuarul liceului din Brad”, ca: Un tractat de geometrie, din 1892, Un tractat
ie artimeticd, din 1893, Goniometrie, din 1895 si alteleil au ca autor pe Dr. I.Radu.
Profesorul Radu a mai tradus, in colaborare cu I. Hossu si E. Viciu, din limba
malghiaré, manualul Geometrie de Dr. B. Sarkény, pentru clasele superioare gimna-
ziale.
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Pe lingd aceste activitdti, profesorul I. Radu a fost preocupat continuu de
buna organizare a liceului, de infiintarea internatului, bibliotecii si laboratoarelor
de chimie, fizica si stiintele naturale, de ridicarea continud a nivelului cultural
al invatdamintului la liceul ,,Avram lancu” din Brad.

Dupa o viatd bogatd Tn rezultate remarcabile, prof. loan Radu, mult pretuit
de colegii sdi de lucru si de toti oamenii simpli din tinut, moare la 30 decembrie
1936, la virsta de 70 de ani.

(Intrat n redactie la 20 iulie 1968)

MEPBbIA TPAHCW/IbBAHCKWIA PYMbIH, AOKTOP ®U3UUYECKUX HAYK
(Pe3tome)

MoaH Pafy, LOKTOpP (hU3MYECKMX HayK, POXAEHHbIN B 1866 r., chan 3k3amMeH A1 MNOMy4YeHUs [OK-
TOPCKOI cTerneHn B Kny>KCKOM yHuUBepcuTeTe B 1892 r., 3awumuias gucceptaumio ,,HecKonbKo 3KCNepuMeH-
Ta/lbHbIX JaHHbIX 0 NIy4MCTOl TennoTe” . Pa6oTa Gblia BbINOHEHA MO4 PYKOBOACTBOM npodeccopa A. AbTa.
OHa CcofiepXuT, KpoMe BBefleHNs1 1 0630pa pe3ysibTaToB, MOMyYeHHbIX B TO BpeMs B 06nactu paguauum u
NOr/OWEHNs TENJIOTbI, ero COBCTBEHHbIE OMbIThl, CBA3aHHbIE C MOCTOSAHCTBOM KO3(h(ULMEHTA MOr/OLLEHUSA
TEennoTbl.

Mcnonbsysa metog fosefieHMs [0 abcypfia M B KayecTse npubopa TennoMynbTUNAMKaTop MennoHu,
MoaH Pafy npuxoguT K BbIBOAY, UTO KO3(MMULMEHT MOr/OWEHNA He SABMSETCA MOCTOSHHBbIM M 3aBUCUT OT
ymcna Cnoés U3yyeHHoro Tena (CTekso, criofa).

B pa6oTe He pas3bsACHeHbl 0fjHAKO MPUYMHbI, NMPUBOAALLINE K MOBLILLEHUIO KO3MMULNEHTA MOr/IOWEHNS.

Bcé xe paboTa npeAcTaBNseT MHTEPEC C TOUKW 3PEHUS UCTOPUM U3YUYeHUSA (U3MKN B KIyXCKOM
YHUBEpCUTETE.

THE FIRST ROMANIAN IN TRANSYLVANIA WHO TOOK HIS DOCTORATE IN PHYSICS
(Summary)

loan Radu, born in 1866, passes his doctorate in Physics at Cluj University, in 1892. His thesis
entitled "Some experimental data on the radiant heat” was carried out under prof. A. Abt. It con-
tains besides an introduction and a review on the results obtained during those years in the domain
of radiation and absorption of heat, also his own experiments related to the constancy of absorption
coefficient of heat.

Making use of reductio ad absurdum and utilizing Melloni's thermomultiplier, loan Radu concludes
that the absorption coefficient is not a constant, but its depends on the number of layers of the
studied sample (glass, mica).

A shortcoming of his thesis is the lack of the causes that determine an increase of the absorp-
tion coefficient.

However, the work is important for the history of Physics at Cluj University.



A Kertész, Vorlesungen uber Artinsche
Ringe, Akadémiai Kiadd, Budapest (1968), 281
Seiten.

Die Untersuchung der Artinschen Ringe —

d.h. von Ringen, die die Kettenbedingung fir
absteigende Ketten von Rechtsidealen erfiullen
—, bildet den Kern der modernen Theorie der
nicht notwendig kommutativen Ringe. In ihrem
im Jahre 1944 erschienenen Buch Rings with
minimum condition haben Artin, Nesbittund Thrall
eine vorzigliche Zusammenfassung der bis dahin
erzielten Ergebnisse gegeben. Die seit damals
verflossene zwanzigjéhrige Zeitspanne hat aber
eine solche Fille neuer Ergebnisse gebracht, dass
das Erscheinen eines neuen Buches iber Artinsche
Ringe zur Notwendigkeit wurde. Das vorliegende
Buch, das sich auf Vorlesungen — die der Verfas-
ser im Studienjahr 1962/63 an der Universitat
zu Halle gehalten hat — griindet, vermittelt
einerseits ein genaues Bud des gegenwaértigen
Standes der Theorie der Artinschen Ringe und
bildet andererseits eine Einfilhrung in die allge-
meine Ringtheorie. Das Buch enthélt viele Ergeb-
nisse, die vom Verfasser in den letzten fiinfzehn
Jahren in verschiedenen Zeitschriften publiziert
wurden. Das betrachtete Matériai zerfallt in zehn
;Kapitel : 1. Mengen, Relationen; 2. Der Ringbe-
Jeriff ; 3. Ringkonstruktionen ; 4. Moduln und Alge-
bren; 5. Das Radikal ; 6. Allgemeines Uber Artin-
sche Ringe; 7. Ringe linearer Transformationen;
8. Halbeinfache Ringe und vollstdndig primare
Ringe ; 9. Moduln {ber halbeinfachen Ringen ;
10. Die additive Struktur der Artinschen Ringe.
Das Buch setzt keine weitgehenden Vorkenntnisse
rus der Ringtheorie voraus, doch wird eine gewisse
Vertrautheit mit der Gruppen- und Korpertheorie
vorausgesetzt. Ein Anhang fasst diejenigen Aus-
sagen Uber Abelsche Gruppen zusammen, die fur
lie Lekture des zehnten Kapitels unentbehrlich
m sind. Fur weitergehende Studien verweist der
Verfasser auf das Literaturverzeichnis am Ende
des Buches, das mehr als zweihundert Titel umfasst.
Den einzelnen Kapiteln sind Ubungsaufgaben hin-
zugefugt. Hinweise zu den Ldsungen der schwieri-
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gen Aufgaben werden am Ende des Buches gege-
ben.

Das Buch ist sehr klar und ubersichtlich
geschrieben. Grosses Gewicht wird auf den syste-
matischen Aufbau des Werkes gelegt, wodurch
der Wert des Buches noch mehr erhéht wird.

I. GY. MAURER

L. Rédei, F undatiin of Euclidean and
Non-E' clidean Geome r es according to F. Klein,
Akadémiai Kiad6, Budapest, 1968.

This book provides a systematical exposition
of the foundation of the three-dimensional para-
bolic, hyperbolic and elliptic geometries through
a projective extension of the space. As Felix Klein’s
ideas in this direction have not yet found a satis-
factory treatment, L. Rédei’s book fills up a real
gap in mathematical literature.

The author starts with a system of axioms
comprising the axioms of incidence, betweenness,
continuity and motion. The axioms of incidence
and betweenness are assumed to be fulfilled only
in a subset of the space R, called the basic domain.

Two chapters are devoted to simple conse-
quences of the axioms of incidence and betweenness.
It is shown that these axioms retain their validity
when we replace the points, lines and planes
of the space by the points, lines and planes of
the basic domain.

The following chapter is of particular interest.

The projective closure R of the space R is construc-
ted here by means of improper bundles of lines.
Desargues configuration and its associated confi-
guration — deduced by carrying out a well-defined
interchange of the role of the points entervening
in the configuration — are used in an original
manner.

The chapter devoted to the investigation of

the projective space is concerned with collineations,
cyclic ordering, projective segments and angles,
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complete quadrangles about
coordinate systems.

Coordinates are introduced in the next chap-
ter, which is based on the first three groups of
axioms. Here the classical fundamental theorem
of projective geometry is proved, all collineations
of the space are determined and cross ratio are
defined.

A particular emphasis is paid to the last
chapter, in which all the axioms are assumed to
be valid. First it is shown that every motion of
the space R can be extended in just one way

to form a collineation of the projective closure R,
and then that no proper segment is contracted by
a motion. It follows from a discussion about metric

scales that we have to consider for the space R
only the following three cases: 1) there exists no
improper point, 2) every proper line contains
just one improper point, 3) every proper line
contains an infinity of improper points. According
to which of these three cases hold, the space is
called elliptic, parabolic or hyperbolic, respectively,
and at this moment the geometry branches into
three theories. Then a parallel treatment of each
theory is given. This treatment concludes, in the
sense of the Erlangen programme, by establishing
the motion equations of the three geometries
their consistency being also proved. The last para-
graphs are concerned with the measuring of seg-
ments and angles and some applications to trig-
onometry of hyperbolic geometry.

Empbhasis is given exclusively to the logical
framework of geometry. Topics which are not
directly connected with the main purpose being
disregarded, the book has a convenient size.

The book presents many original features
both in conception and methodological details.
Extremely clear, attractive and well-organized
exposition make this carefully written book an
excellent text for studying the foundations of
Euclidean and Non-euclidean geometries.

and preliminaries

F. RADO

I. Ursu. La résonance paramagnétique éléctro-
nique, Dunod, Paris, 1968.

Acum citiva ani remarcam in paginile acestei
reviste aparitia, in Editura Academiei, a cartii
profesorului loan Ursu, Rezonanta electronicd de
spin. Am salutat atunci aparitia acestei carti ca
raspunzind la doud deziderate importante: 1.
Dezvoltarea unui colectiv de cercetare Tn probleme
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de rezonantd magneticd la Cluj a impus scrierea
unei carti care sa cuprindd principiile fenomenelor
de rezonantd, aplicatiile rezonantei electronice si
care Tn acelasi timp sd contind si principalele rezul
tate obtinute de acest colectiv. 2. Tn tara 1« mi
se simtea nevoia unei astfel de carti care sa infor-
meze cercurile largi de specialisti si studenti asupra
acestui domeniu de activitate creatoare care s-a
dezvoltat Tncepind cu anul 1944.

Aparitia cartii a stimit interesul specialisti-
lor straini care au apreciat-o la reala ei valoare.
Din acest interes s-a ndscut noua editie a carti.
revizuitd si adaugitd. Evenimentul s-r produs in
editura pariziana Dunod care o publicd in limba
francezd, cu titlul La résonance paramagnétique
électronique. Tipdrirea, Tn vestita editurd, a cartii
de mai sus semnifica prezenta si afirmarea intensd
a fizicii romanesti pretutindeni. Simti o -vofunda
mindrie cind Tn expozitiile de carti ce se organi-
zeaza Tn holul congreselor apare si cite o carte
romaneascd. Asa s-a ntinplat si la Grenoble, unde
cu ocazia celui de al XV-lea Colocviu AMPERE
(16—20 septembrie 1968) cartea profesorului
I. Ursu figura printre noutdtile expuse.

Lucrarea tiparitd pe 500 de pagini expune
un material bogat, repartizat pe 14 capitole si 3
anexe. Tn primele sapte capitole sint expuse princi-
piile fenomenului de rezonantd si legdtura acestuia
cu alte fenomene nucleare atomice si moleculare.
Totn prima parte este expusa si tehnica de médsurd
in fenomenele de rezonantd paramagnetica electro-
nicd. In ultimele 7 capitole sint discutate rezulta-
tele experimentale pe doud clase de ioni si centrii
care prezinta absorbtie de rezonantd (radicali
liberi, centri de culoare, etc.) Tn diferite substante,
inclusiv Tn semiconductori. Tn ultimul capitol sint
prezentate implicatiile practice ale fenomenului
de rezonantd; se discutd aici generatorii cuantici
si aplicatiile lor practice. in Anexa 1se expun trans-
formarile de simetrie sub form& sistematicd, deoa-
rece ele au fost folosite pe parcursul cartii. Anexele
2 si 3 prezintd tabele cu momente nucleare ale
elementelor si respectiv constantele din hamilto-
nianul de spin pentru un mare numar de ioni
introdusi n diferite cristale ionice.

Cartea este prefatatd de catre cunoscut.4.
om de stiinta A. Kastler, profesor la Ecole Normale
Supérieure din Paris, laureat al premiului Nobel.
Competenta lui Kastler face ca aprecierile date
de el cartii pe care o discutdm sa ridice si mai
mult, Tn fata lumii, prestigiul autorului si al fizicii
romanesti.

AL. NICULA

intreprinderea Poligrafica Cluj — 929/1969



in cel de al XIV-lea an de aparitie (1969) Studia Universilatis Babes—Bolyt
cuprinde seriile :

matematicd—fizica (2 fascicule) ;
chimie (2 fascicule) ;

geologie —geografie (2 fascicule);
biologie (2 fascicule) ;

filozofie ;

stiinte economice ;
psihologie—pedagogie ;

stiinte juridice;

istorie (2 fascicule) ;
lingvisticdi—literatura (2 fasciculei.

Ha XIV rogy usgaHusa (1969) Studia Universitalis Babes-Bolyai BbIxoguT cnegytouiu
cepuamu :

maTematuka—@u3nka (2 Bbinycka);

XUMna (2 BbINYyCKa);

reonorus—reorpaua (2 BbINycKa);

6uonorusa (2 Bbinycka);

thunocodus;

39KOHOMUYECKUE HayKW;
NCUXONOrMA—nefarornka;

IOPUAMYECKNE HaYKM,;

nctopus (2 Bbinycka);
A3bIKO3HaHWe—NUTepaTypoBeAeHmne (2 BbiMycKa).

Dans leur XIV-me année de publication (1969) les Studia Universitatis Babes —Boly
comportent les séries suivantes :

mathématiques—physique (2 fascicules) ;
chimie (2 fascicules) ;
géologie—géographie (2 fascicules! :
biologie (2 fascicules) ;

philosophie ;

sciences économiques ;
psychologie—pédagogie ;

sciences juridiques ;

histoire (2 fascicules) ;
linguistique—ittérature (2 fascicules).
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