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RELATIONS INDUITES PAR UNE RELATION DE PREORDRE
par

MICHELINE FRODA-SCHECHTER

Présenté au Ille Congrés Interbalkanique des Mathématiciens, Bucarest, 12—17 septembre 1966

Soit <C une relation de préordre (relation réflexive et transitive) définie sur
un ensemble T. On considere les relations suivantes induites sur I’'ensemble <p(T)
des parties de T :

£l<E2<> V 3 @< 72 DI

Ex< E2<= V 3 DI'

I
ou Exet E2sont des parties de T. Il est facile de vérifier que < et < sont des pré-

ordres et on les dénommera respectivement préordres induits i-supérieur, i-
inférieur. Evidemment ce ne sont pas les seules relations possibles induites par
dans I’ensemble <p(T) de cette maniere. Le probléme général a été étudie dans
[6]. Les exemples exposés au dernier paragraphe, ainsi que [7] justifient ce choix.
Ces préordres conduisent respectivement aux équivalences :
£i= E2<>Er< E2& E2< E1 D 2

Ei= E2<>Er<E2& E2< Er D 2,

dont on conviendra de noter les classes correspondantes
JC(E) = {Eetp(T)\E*=E)] X(E) = {E*erp(T)\E*=E}

On sait que chaque préordre induit dans I’ensemble des classes d’équivalence
correspondantes une relation d’ordre [3]. On désignera ici ces relations d’ordre

par < et <. Elles se définissent donc de la maniere suivante :

epUu <xI(E)<> 3 g El<E2 D3
£leN(£) Bgx\e)
3 < X(Ed <> El< E2 D 3
A) 5 X(EJ 3 EBg,.(E? ;
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Dans ce qui suit on se propose d’étudier: 8L Des propriétés des relations
définies. § 2. Des propriétés de la réunion des ensembles d’une classe. § 3. Des
propriétés de lintersection des ensembles d’une classe. 84. Des possibilités de
coincidence de deux classes de partitions différentes. § 5. Des propriétés de I’en-
semble ordonné des classes i-supérieur (respectivement i-inférieur). 8§86: Ony
exposera quelques exemples.

Deux définitions supplémentaires sont encore nécessaires. Si I’ensemble T
est ordonné et réticulé et x V¥ et x [y désignent respectivement I’'union et I’in-
tersection des éléments x et y, on pose

I
ExA E2—{ex/\ el \eldEx e2£EZ} D 4
ExV Er= {exV e2lei €Ex €2e DJ D 4
Si Ei —0 on pose ExA E2= EXY E2= Ex

8 1. Des définitions D 1 et D 1’ sont duales. D’une maniére plus précise si
(T, <) est I’ensemble T préordonné par la relation < et si (T, >) est son dual,

on a D < E2dans (T, <) <E2< Ex dans (I, >).

En effet Ex< E2<>y 3 d —<V 3 ea> 2<>E2< EX
dans (T, <) dans(T, <) dans T, > i
dans (T, >)

Il en résulte que

Ex= E2dans (T, <) < EX= E2 dans (T, >), donc une classe JC{E)
dans (T, < ) est une classe jEt(E) dans (T, > ).

Par dualité I’inclusion, la réunion et I'intersection des parties de T ne changent
pas. On peut donc exprimer ces observations en disant qu’a toute propriété P' [c,

<> <. C, . U. <- <] correspond une propriété duale P"[ >,>,>, C, .
t |

t
U, >, >]- Si T est un ensemble réticulé, les opérations V et IIA définies plus
haut (D 4, D 4) sont aussi duales. |

Si la relation < est une relation d’ordre partiel, les relations induites < et <,

- - 7 - t
sont encore seulement des préordres. Elles ne sont des relations antisymetriques
que dans des cas particuliers. Ainsi, si on considere les relations induites relative-
ment & une famille de parties disjointes et telle que chaque classe contient au moins

un ensemble convexel, celles-ci sont des relations d’ordre. En effet soit Ea= Ea
et En un ensemble convexe équivalent. On a donc Ea = Ea c’est-a-dire que

VMNEEa 3« 6 3 €De a< ax< a'

donc, Ea étant convexe, axg Da, et par conséquent D, = Ea d’ou Ea = EX. Da
méme remarque est valable pour la relation induite duale <.

10n dit que E est convexe si de ex, ¢ € E etex x « résulte x € E.
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Quelques propriétés résultent immédiatement des définitions si T est supposé
préordonné et si Ex, E2, Ea, Eam¢ <P(T).

Ex(ZE2=Ex< E2 et E2<I Ex (1)
et en particulier
Ex= E2=>Ex= E2et E2= Ex (1.2)
Via<fa=>Uf*< U ; YEn<En=wuEa<uK (1.2)
ctG-Al <GA aGA aGA i aGA t aGA
En effet soit X ¢ [J Ea donc 3 x é Enet de I’hypothese
aSA aGA

3 w<y cesta-direy € U Ea
g4 *eA

On aura donc aussi

Ea= EYq, =) U Ea= U K (1.3
«en ae-<
Ea= Fa, aCA = (J EO= U Fa
aGA aGA
En particulier
Ea=E, a6/1 = gA£<<:£; fat £* :>téJ_E*:E (1.3)
a ct6-<i

Il n’y a pas de propriétés analogues de I'intersection, qui n’est pas toujours,
comme la réunion d’éléments d’une classe, élément de cette classe. On peut dire
seulement que

V Ea< E = Il En<E; E<Ea= E< Il Ea (14
aG-d aGA aGA t i aGA
car y «é/1: M ExClEadonc f| Ea< Ea

ce qui nous donne (1.4) avec I’hypothese et la transitivité de la relation <l.
Ees propriétés des opérations A et V définies plus haut (D 4 et D 4°) dans

t
I’ensemble <TX{T) des parties d’un ensemble réticulé T, seront utiles par la suite
(8 5).

Ex A E2< Ex Exa E2< Ex (15)

I
En effet quel que soit x £Ex [ E20on a x = ex [ 2 donc 1 e>§[. De méme, quel
que sOit exe Elt si E2~ 0 et e2£ E2~ [ e2< ex (Si E2=0 ,£ ,4 £ = £1< EX.
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De la méme maniére, ou bien par dualité, on obtient
Er<I EIVE2 El<E1ly E2 (16)
On voit aussi que
ECENE EC.EVE (L.7)

Il est clair que I’égalité E = E V E exprime la condition néclessaire et suffisante

pour que E soit un demi sous-treillis. De méme si E = E O E, E est un demi
sous-treillis par rapport a I’interstection et réciproquement. Enfin E est un sous-

treillis si et seulement si E = E VE = E [1 E, et un sous-treillis complet si on a

I
E= VEa= AEa ou Ea= E et A quelconque.

Il résulte des formules (1.5), (1.6) et (1.7) qu’on a pour toute partie E de T
EVE= et ELE=E (1.8)

En effet (1.7) implique E V E < E, et (1.6) que E < E V E. La seconde formule

t |
(1.8) résulte par dualité de la premiere. On vérifie aussi facilement les formules
suivantes duales deux par deux

E, JE2< ExV E2 Ei A E25 Ei (J E2 (19

EiME2d Ei L E2 EIifI"CEiV E2 (110

En effet si X¢Ej J E2 x €Etou x ¢E2 Si x = er 6 Er on a quel que soit 2CE?2
ei < el V e>donc la premiére des formules (1.9) . La seconde est sa duale. Soit
X ¢ Ej M E2donc xX16Ei et x2"E 2\ les formules (1.10) sont vraies puisque x =
= xf\x = x\/x. Il résulte de (1.5) et (1.6) par transitivité

AE2< Ei VE2 et EiflE2< Ej V E2

I
Il 'y a des propriétés de monotonie de ces opérations :

Ei < E[ et E2< E2 impliquent

. (111,
Eia e2<E[Ae2e¢ete;Ve;<e;ye?

et dualement
Ei<I E\ et £2<I E2 impliquent

(1.12)
Ej V E2< E[ V E2et Ex/l E2< E( [ E2
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En vérité Ex<E[ et E2< E2=V €Ei3e\€Eiei< ei et V4 €E23e2 €E2
oA =y VNVR3A3RM R MA VAEELAE237€Ej JEgCh B =)

=Et g E2< E[ g E*. De méme on voit que ExV E2< EJV EJ.
On a évidemment aussi les conséquences immédiates suivantes des propriétés
précédentes :

Et=E[ et E2= E2impliquent ExV E2==E( VE2et Ex g E2*E[ 0 E2 (1.11)
et dualement

E1=E[ et E2= E2impliquent Ex/l E2=E[ A E2et Ej VE2=E( V E2(112)
Il résulte, avec (1.8), des formules (1.11) et (1.12)

E < Eret E < E2impliquent E < Er f\ E2 (1-13)

Et<I E et E2< E impliquent ExV E2.< E (1-14)

Des opeérations V et J1 sont évidemment commutatives et associatives. Ce-

pendant elles ne sont pas distributives; méme si T est un treillis distributif on

n’a que les inclusions (cf. 8 6 exemple 1)
Ei V (E20E3 cI(Ex VEQ 4 (Ej V EJ (1-15)
Exa (ENVE3 C(Ei AEQ V (Ei 4 EJ (1.16)

On a cependant les distributivités suivantes par rapport a la réunion, méme si T
est un treillis quelconque

Ex A (E2UE3 = (Ex AE2QU (B&x A E,) (1.17)

ExV (E2UEd = (Ex VE2Q U (Ex V E3 (1.18)
Démontrons I’égalité (1.17), I’égalité (1.18) est sa duale.

%cEx V (E20E3 )#—7NV NCEj, BRE2(JE3 ) v—et\je e¢E2 ou
6CE3 X  \VeouX [V e2CE2 3GE3 TGEX V E2 ou
X€Et V E3<>%e (Ex V E2 (J (Ex V EJ.

t
Ea ,distributivité” de la réunion par rapport a 4 n’est qu’une équivalence
ou bien une inclusion (cf. 8 6 exemple 1):

Ex U (E211 E9—(Ej JE2 [ (Ex (J EJ (1.19)
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ainsi que sa duale

Et U (Et VE3= (EXUE2 V (Et U E9 (1.20)

I
Pourmontrer la premiére on remarque que si xx¢ Ex (J (E2A£3, alorsou bien
]]° *l= «€ ou bien 2°*1 = €21 €3 e2¢E2 e3¢£3 Si %R¢(Ex(J£2

O (Ex(JE3 ona 3° x2—exA ou 4° x2=elA esou 5° x2—e2A e ou 6°
x2—e2 A &8 6Ex On voit donc que si xxa la forme 1° ou 2° il existe toujours
un élément du deuxiéme membre qui le majore : 10ex< ex[ exou 2° e2[] es< e2]]
O 73; de méme si x2est un élément du deuxieme membre il existe un élément du
premier qui le majore: 3° ex<e(<",4° e O«,< ex 5 e20ex< J, 6°
"ZiAbI < 721 e3> Ce raisonnement montre aussi que les inclusions suivantes sont
valables :

EtU (E20 E3 C (EXUED [ (E, UEJ (1.21)

EtU (E2V £3) C Ne UE2 V (£1 U £3 (1-22)
| Re{narquons que si T est un treillis complet, les propriétés précédentes de
O et V peuvent se transcrire pour une infinité quelconque de parties E £<J>(T).

§ 2. La propriété (1.3)' montre que la réunion de tous les ensembles d’une
classe est un élément de cette classe. Cependant il est & remarquer que cette réunion,
qui est donc le plus grand élément de la classe par rapport a I’inclusion, peut étre
déterminée a partir d’un seul ensemble. En effet si on considére les ensembles :

MIE) = {m¢ T\ ge > w}; ME) = {m¢ T\ ] «<*}

on peut démontrer le

Lemme.
£E<£'=> M\E) (ZM\E’) etE <( E'=>M"E") C Mt(E) et par conséquent
E M\E) = M\E') et E = E' =>Mt(E) = M,(E).
I
En effetsi E < E' et m £ MI(E) il existe e¢ E tel que m < e Mais par hypothése
il existe e ¢E’ tel que e< € donc m” ¢ et m¢ M'(E").

Théoreme 1 La réunion des ensembles de la classe représentée par E é <[XT)
est I’ensemble M(E), c’est-a-dire que

U Ea= M\E) respectivement (0 Ea—Af(f)
Ea<<B rEeeJCtE

Démonstration. A) On a E C MI(E) car pour tout e€E e e

B) M*(E) € 3E'(E) :selon A) et la formule (1.1)
et M\E) < E par la définition de MI(E).
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C) Il résulte de A) et de la deuxieme partie du lemme que
M\E) englobe tous les ensembles de la classe JC{E), donc aussi leur réunion. Mais
B) assure que M\E) est lui-méme contenu dans cette réunion.

D) ~’ensemble MI(E) est le dual de MI(E), la seconde partie
s’obtient donc par dualité.
Corollaire 1. On a E=E'<>M\E) = MI(E") et E = E' <>M,(E) = Af,(£)e
Démonstration. 1l reste a montrer que M\E) = M\E') =E=E' Soit
e€E C M\E) = M\E'), donc eé M\E'). Par la définition ge' €E', e< e
c’est-a-dire E < E'. De méme E' < E, donc E=E".

Corollaire 2. MIMIE) = MI(E) et de méme pour Mt(E), donc MI est une
fermeture dans <[X(T).

Une derniére conséquence est une propriété des ensembles M(E) qui se rapporte
t
aux relations d’ordre > et < induites dans les ensembles de classes :

Corollaire 3. X\EX <JC{E2 <M \ET1) ¢ MKE2
X(ed <xieds m T QLUE2

En vérité si JC(Ey) <JC(E2,ona El < E2et en appliquant le lemme il résulte
que M7 Ej) C M\E2 ; I'implication inverse est une conséquence du théoréme
précédent et des formules (1.1), les M(E) appartenant aux classes respectives.

§ 3. Il est naturel de se demander si on n’a pas de résultats analogues aux
précédents pour l’intersection des ensembles d’une classe. Tout d’abord l’inter-
section n’est pas en général élément de cette classe. Pourtant si T est un ensemble
ordonné on peut exprimer l’intersection a I’aide d’un seul ensemble quelconque
de cette classe. Posons donc:

NIE) —{ncE I«££§€»}

On prouvera d’abord le

e n>ez=n) ; (E) —{n"E\«G\L[_\AF n>e7 \n}

Lemme. £=£=>UE)=N\E); E=E'==NJE) = N{E")
c’est-a-dire N ne dépend pas du représentant de la classe.

Démonstration. Soit n ¢ NI(E). Montrons que n ¢ NI(Ep c’est-a-dire que
A ncE';B)ye éE —{n} e >n.
tA) Si ntN I(E), n¢cE; mais E < E' donc ge'¢c E' n< e'; d’autre pari

E'<E donc g e¢cf£ed«, cest-a-dire n< e " e Mais ngN1(E) donc pai
la définition il faut que e = n et par conséquent, a cause de I’antisymétrie de <
n=¢e£E"
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B) Supposons, au contraire, qu’il existe &€ ¢E'& =£ntelqueé >n,n ¢ N\E) ;

t
mais E' < E donc 3e¢E e”™ &, c’est-a-dire que e> n contrairement a la
définition de NI(E).

Si NI[E) =0, comme £=£'=> N‘[E) C NI(E) on a aussi LWLE") =0

Théoreme 2. L’intersection des ensembles de la classe représentée par E coincide
avec I’ensemble N[E), c’est-a-dire

U Ea= NIE) respectivement IJ  En—NtE)
r.exXwu
Démonstration : 1l résulte du lemme que \f El¢c JC(E), N1(E) ZE' donc
A (E)C M Ea Démontrons I'inclusion inverse par I'absurde. Soit x ¢ f) Ea
i,eX )

et xEN I[E), donc il existe y*"E, y=£x, tel que x<y. On aurait alors EX=E —
—{x} = E et pourtant Ex& C\Ea. On voit en effet que EX~E car EXC.E donc

Ex< E et E < Excar, quel que soit e ¢ E il existe ex¢ Ertel que e< ex:sie= X,
X < YYE€Ex;sie=£xonaec¢Exete< e Sill Ea= 0 il résulte de I’inclusion
LWLE) C N Eaque MM [E) = 0.

Corollaire 1 Une condition nécessaire et suffisante pour que Vintersection des en-
sembles d’une classe, soit JC (E) [respectivement JC E)) soit €lément de cette classe
est que I’on ait

E < N1(E), respectivement N1(E) < E (3.2

En effet N1(E) C E, donc selon (1.1), N1(E) < E et E <I N I(E).

Corollaire 2. Une condition nécessaire et suffisante pour que lintersection des en-
sembles de la classe JC[E) appartienne a la classe est que I’on ait M[N(E)) = M(E) ;
Ceci résulte en effet du corollaire précédent.

Corollaire 3. N(M(E)) = N(E).

C’est une conséquence du corollaire 1

De théoreme suivant donne une condition suffisante pour que l’intersection
des ensembles d’une classe appartienne a cette classe.

Théoreme 3. Si une classe JC (E) possede un élément minimal (par rapport a I’in-
clusion des ensembles), soit N cet ensemble, I’intersection | des ensembles de la classe
appartient a la classe et I'on a | = N.

Démonstration : Soit N un élément minimal de la classe JC[E) c’est-a-dire que
N €JC[E) et y E'€JC[E) E'C N=E'=N. Onadonc NO / = N'(Eg. Prou-
vons que N C N\E). Soit x ¢ N, il faut montrer que x ¢ N 1(E) donc que A) x €E ;
B) Ve€E —{x} e> x.

A) On a N=E, donc 3e€f£ r< «et 3 xx¢N e< xlt donc x <:e< xx
Mais on ne peut avoir x < xx donc il faut que x = e e E. En vérité soit N*= N —
— {*}; on voit que N* = N, donc N ne serait plus minimal.
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I
B) Si on suppose, au contraire, qu’il existe e CE tel que e > x, comme E < N
donc 3 x' CN eC x, on aurait x < e<: x' ce qui conduit comme plus haut a
la méme contradiction.

Théoreme 4. Une classe JC (E) @espectivement JCI(E)) contient Vintersection | de
ses ensembles si et seulement s’il existe un ensemble de la classe vérifiant la condition
de chaine ascendante (respectivement descendante)2

Démonstration: La condition est suffisante. En effet supposons que | 1 JC'(E).
Selon le corollaire 1du théoréme 2 la condition (3.1) n’est vérifiée par aucun ensem-

ble E de la classe car EI<NI(E), EtC=E et NI(E) = NI(Ej) impliquent E < NI(E)
On en déduira que chaque ensemble de la classe contient une suite ascendante in-
finie
x0< < X2< ... (o0
contrairement a I’hypothese.
Si I’ensemble E ne satisfait pas la condition (3.1) on a

3.V % Xty (3.2
* €2 YSN\E)

Mais x0€& N I(E) sinon, comme on peut écrire x0< xOla relation (3.2) serait con-
tredite. Il résulte alors de la définition de N *(E) qu’il existe xx ¢ E tel que x0< xr
sinon x0¢ NI(E) ; xy ne peut donc pas étre elément de NI(E) a cause de la condition
(3 2). En repetant le raisonnement pour xr il en résulte I'existence d’un élément

xr ¢ E tel que xx< %et x2/A N1E), et ainsi de suite. On obtient ainsi une suite
infinie (a) d’éléments de E.

La condition est banalement nécessaire car NI(E) ne contient selon sa défini-
tion que des éléments incomparables; tout sous-ensemble de NI(E) posséde donc
un élement maximal, et cette condition attirant celle de chaine ascendante il résulte
que la classe JC(E) possede un ensemble vérifiant cette condition.

Observation : Il résulte de la définition que N(N(E)) = N(E).

t
§ 4. Si T est un ensemble ordonné quelconque les relations < et <L sont tout-a-
faitI indépendantes. Mais on peut remarquer que si E C T est un ensemble convexe,
E<E' et E,TE impliquent E'CZE. On a donc, si E et E' sont tous deux convexes,

que de E= E' et de E=I E' il résulte E = E".
I
Il est aussi possible que pour certains E, E' C¢ (T) on ait I’équivalence E <
< £'<:>£<I E' (exemple 6 du 8 6), donc aussi E=E'(HE TE’. Cependant ceci
n’implique pas encore la coincidence des classes, c’est-a-dire JC{E) — JCfE). D’une

2Un ensemble ordonné vérifie la condition de chaine ascendante (descendante) si et seulement si
toute chaine ascendante (descendante) est finie ([2], chapitre 111 théoréme 5).
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maniére plus générale si E=E' et E—E" il peut exister une partie Ex telle que

EX*=E, mais sans que EI—E. Considérons en effet I’exemple simple suivant:

T est I’ensemble des nombres entiers ordonné naturellement, E les nombres pairs,
E' les nombres impairs. On voit que E€zE" et ETE' ; si Elest I’ensemble des

nombres positifs on a E~E| mais la relation Et<E n’est pas vérifiée, donc

ErSCNE). ) )

La question se pose de caractériser les ensembles ordonnés T et les parties E
d’un tel ensemble pour lesquelles une égalité (4.2) est ou n’est pas possible. Une
réponse compléte n’a pas été donnée. Il semble qu'une telle égalité n’est possible
gue dans des cas singuliers. Ainsi la partie vide 0 de T constitue toujours une clas-
se a un seul élément: JC{0) — 3£,(0). De méme si E se compose d’éléments in-
comparables, c’est-a-dire si pour tout e €E ett ¢ T, t est incomparable a e, chacune
des deux classes JC(E) et JCfE) contient le seul ensemble E.

D’autre part pour des catégories assez larges d’ensembles ordonnés une égalité
(4.2) n’est pas possible ou se réduit au cas banal précédent. En voici deux cas ; nous
supposerons EVyz0 .

I. Si P’intersection | des ensembles de la classe JC(E) appartient a la classe (en
particulier3si T est un ensemble ordonné vérifiant la condition de chaine ascendante
ou descendante) 1’égalité (4.2) n’est possible que si E est un ensemble d’éléments incom-
parables de T.

En effet de (4.2) et du théoreme 2 il résulte
1= NI(E) = NfE) 4.3)

Mais par sa définition NI(E) est composé par les éléments maximaux, s’il y en a,
de E et Nt(E) par les éléments minimaux de E. Si ces deux ensembles coincident
| est vide ou ne contient que des éléments incomparables aux éléments de E. Mais

| ne peut étre vide car | = E. D’autre part (4.3) montre, selon le théoréme 2, que
les éléments de | sont incomparables également aux éléments de chaque ensemble
E de la classe considérée ; il résulte du corollaire 2 du théoréeme 2 que MI(l) —
= M\E) donc M\I) ¢ JC(E) et par suite les éléments de | sont incomparables
aux éléments de MI(l). Mais la definition de MI(l) affirme que pour tout m £ MI(I)
il existe a 61 tel que m < a, donc m = a, c’est-a-dire MI(l) C I, d’ou MI(E) = 1.
Cela signifie, selon les théorémes 1et 2 que

U Ea = N En

Ea£3C\E) A,€91'E)

c’est-a-dire que la classe se réduit a un seul ensemble | compose d’€léments incom-
parables entre eux. Mais les éléments de | ne sont comparables a aucun x ¢ T,
sinon la classe JC(I) pourrait contenir encore un ensemble, a savoir, E — I\J{x}.

_ 11, Si T est un ensemble ordonné possédant un élément nul o (ou bien un élément
universel u) il ne peuty avoir d’égalité (4.2) pour aucune partie E de T.*

*On ne demande pas dans le théoréeme 4 que la condition de chaine ascendante soit satisfaite par
I’ensemble T, mais seulement par un élément de la classe considérée.
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En effet: 1° Si E —0, ou 0 désigne I’ensemble {0}, contenant uniquement
I’élément o de T, on voit qu’il existe E" CX (0) tel que £ '£ X (0), a savoir E' —
—{o, x) ou Xe T. .

2° Siof£E et E1=E\ 0 on a EX=E mais EriJCIE).

3° Si oME et I’'on pose E* = E U 0 alors E* € JC(E) mais E* & JCIE).

On raisonne par dualité si n £T.
8 5 Théoreme 5. Soit T un ensemble préordonné. L ’ensemble des class?s JC(E)

ou E ¢rp [T) est un demi-treillis complet par rapport & la relation d’ordre <. On a,
désignant par V I'union :

JC(Ei) V X(£2 = T(EL1U E2.

Ce treillis possede un élément nul, JC(0) et un élément universel JC(T).
Les classes duales JCi (E) ordonnées par la relation < forment un demi-treillis

complet par rapport a Vintersection
X EBJ VX (E2=J, (ExUE2
et I’élément nul en est X (T), I’élément universel X (0).

Démonstration. Ees définitions de V et de A ne dépendent pas des représen-
tants Ei des classes car, selon les formules (1.3), EY= E[ et £2= E2impliquent
U E2+ E 1\JE].
JC(U Ea) est un majorant de Iensemble des classes JC(Ea) a CA;

en effet ?mclusmn EaC (J Ea implique Ea< (J Ea donc jC{EQ < X( U Ea).

JC( U Ea) est un majorant m|n|mum s’il eX|sta|t un ensemble M tel que pour tout
aCA

1
a€A JC(Ea) < JC(M), par définition on aurait £a< M, a CA et, en vertu de
de (1.2), (E{ Ea<M, donc X( (UA Ea) < XI(M)-
Enfin on a pour tout E t(p (T),
0 @QEQT
dou 0 <E< Tet T< £ <0, donc

X (0) < JC{E) <JC{T) et JCIT) < X(£) 7 X(0).

Quelles conditions doit-on imposer a I’ensemble T pour que les classes forment
un treillis? Ea réponse est donnée par le

Théoréme 6. Si T est un ensemble ordonné qui est un demi-treillis par rapport a
I’intersection, les classes JC(E) forment un treillis distributif qui est complet si T est
complet par rapport a Vintersection [, et

X(X) Il X(£E2 = T(EL1AE2
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De maniére duale on voit que, si T est un ensemble ordonné qui est un demi-treil-
lis, les classes X{E) forment un treillis distributif qui est complet si T est complet
par rapport a l'union V et

amT VXTED) = X(E£i VE?
Démonstration. On a vu que les classes JC{E) forment un demi-treillis. Il suffit
de montrer que, avec ces hypothéses supplémentaires, JC{E1 [ E2 est un minorant

maximum des classes X (Ej) et JC(E2. Selon (1.5) E1/\ E2< Exet Et ] E2< E2
donc

T(ELAED < X(E<), i = 1,2

Supposons qu’il existe M ¢” (T) tel que X (M)<X (EJ, donc M < Eit
i = 1,2.On aurait alors, selon (1.13), M <E1. EZC’est-éI-dire X(M) < X{E1[ E2.

De plus, les propriétés (1.11)’ montrent que X{Ex /[ E2 ne dépend pas des
représentants des classes X{Efj et X (E2.

Enfin ce treillis est évidemment complet si T est complet par rapport a I’inter-
section. Da distributivité de ce treillis est une conséquence immédiate des proprié-
tés (1.17) et (1.19). De treillis des classes duales X(E) est distributif selon (1.18)
et (1.20).

Un treillis T est complémenté s’il possede un élément nul o et un élément
universel n et pour tout x ¢ T il existey £T tel que x Vy = « et x 4y —o.
On voit que les treillis de classes JC ne sont généralement pas complémentés méme
si T est un treillis complémenté. En effet I'exemple 1, 86 est un treillis de Boole
T dont les triellis de classes ne sont pas complémentés.

Un treillis T se nomme orthocomplémenté, [2], s’il possede un élément nul o
etlun élément universel un et si a chaque x £ T correspond un seul élément x' (i T
tel que

xf\x'=o0 XVX =mnu (5.1
XY = x (5.2
(xAay) =x Vy' x Vy) = * Ay (5.3

De méme exemple prouve que méme si T est orthocomplémenté, le treillis des clas-
ses peut ne pas jouir de cette propriété. Cependant en ce cas il subsiste certaines
propriétés de dualité. En particulier on observe que le treillis des classes X est
le treillis dual du treillis des classes X (cf. (5.6)).

Posons en effet

£'= {*€ T\x' €E}
c’est-a-dire, x ¢ E' <>x' ¢ E, ou bien, avec (56.2), X' ¢cE'<>x gE. On a donc
(E)Y =E
car X €(E'Y <>(X'Y 6 (E’Y <>X’6E' <>x ¢ E, et aussi
ErC E2<>Ei C E2
car X 6Ex=x"€-H =>x"€E2=>xeE2et x¢CExX=x"¢cE\=>x"€E2=)x{E2
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On voit aussi facilement que
Ej < £2¢>E[<I E\ (5.4)
car x< e2<> [l e2—ex<>e\\] €2 = t\ <>d2< ¢[. Donc
elde2<>e; ;= ¢, (5.5)

De (5.4) et (5.5) il résulte

0CE) <x IEJ« a A § X(K) (5.6)

On prouve aussi que

—_— L I— > _
(UEBay = n K et (UEJ = UE (5-7)
d’ol on obtient a I’aide des théorémes 1 et 2
[MAE)Y = Mt(E"), [NIE)Y = LLE")

Enfin il résulte de (5.3)
(Ei VEty = E[ AE' et (EXQEJ' = EJVE]

t t
car VE(EjVEd )V EEjVE2®a = V™ DNEE2 RE£E2 %= MA>»NEEIf
@¢cE<=rf£;A E2
§ GExemple 1 Soit ' = {0,a, b, u) le treillis de Boole défini par le diagramme de

la figure 1 Désignons les parties de T par 0, EGEa Eh EU Ew EH EQMI
Edy Eay Eb> Eey £,,,, EdJ EdyEmu= T. On peut vérifier sur cet exem-

pie qu’il n’y a pas de distributivité de |’opération ,£l, par rapport a V» mais
seulement des inclusions (1.15) et (1.16).

V)
EaxV (EOQEJ = Edbet (EbV EJ O (EbVEJ = Ea
et dualement

)

EdbA (EuVEJ = Ef, et (Ed/fEUV (Ed4EJ = Edu Fig 1

Cfn vérifie aussi qu’il n’y a pas de distributivité de la réunion (J par rapport a 4 ou
V, car

EaU (EbJEJ = Edb et (Fa(JEJ A (£, (JEJ = Eab;
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on a seulement (1.19): Eab==Ea@b et (1.21): E&bC Eabet aussi, dualement
EaJ (EbVEQ = Ed et (E&AJEbHV (Ea(JEu = Edu
c’est-a-dire (1.20) : Ea= et (1.22): C

Pour déterminer les classes JC(E), il est plus commode de former les ensem
blés M'(E) et d’appliquer ensuite le résultat du corollaire 1 du théoreme 1

MW =0

ME,) ={x¢cT)Ix"o} = {0} = Ea

I Eal= {*6TIX< a} = Em

lLLEY = Ed

MHKEU = {r¢r|r<«} = Esau

M\EQJ = {x 6 T\x < o ou x< u} —E®u

M'(EQJ = {x € T\x < aou X< a} = Ed

MI(Ea) = M\EJ = M'(Eca) = M\Edg = M\Eabu) = Ecu

On a donc six classes, a savoir

JC{0) ={0}
3C{EQ) ={E0}
JC(EJ = {Ea Ec}
X(EJ - {Eb Ed}
JE.a) = {Eab, Ect}

{EGh} — {Eu EO4Eay Ebu Ecay EQu Eau Ectu

Fig. 2 Ces classes sont ordonnées par la relation <, ou ce qui

est la méme chose, par la relation C entre leurs réu-

nions (corollaire 3 du théoréme 1) de la maniére figurée sur le diagramme de la
fig. 2. On voit que I’ensemble des classes est un treillis non eomplémenté.

On peut déterminer de méme les classes JC*E). D’ailleurs I’ensemble ordonné

dual de I’ensemble considéré s’obtient par simple permutation des éléments o et u.

M,0) = 0.

MXEQ = {x ¢ T Ix> u} = Eu

WE, = {x6 TI1*> a} = Ea

WED =Eh

MAE.) = {* € I Ix 5>0} = Eoabu
MAEQ) = {x s M XS0 ou X>M}=Exwu
Mi{Ea) = {rfl |r ou X > 6} = Eau

MAEJ = MAEb)\ = MAEoJ = MAEaJ = MAEoab) = Eodu
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Les classes jEt(E) sont donc

X (0) {0}

X (EJ {EJ

X(EJ = {Ea Eaj}

X(EJ —{» Hi®

JCi{Ec) = {EQ Eay Eg Edhy “obut  woabi ERO0KE}

et le diagramme de leur treillis se trouve sur la figure 3 ;
il s’obtient en appliquant la deuxieme relation du corol-
laire 3 du théoreme 1

Exemple 2. Les diagrammes des ensembles de classes JC
et JG sont en général tout-a-fait différents. Considé-
rons en effet I’ensemble ordonné T défini par le dia-

gramme de la figure 4. En ce cas on a, v

r‘p(-l-) = {01 Eul Eh Euy Eyab* m’ = T}

M\0) =0 o
MIE£) = {X¢ T\ X< a} = E pig 4

HEY < E2

M,§Ea>>):{r( MNNir<eourc<i}=£,

MI(EJ= Ea
Elu .

Vitu)

Le diagramme de la figure 5 représente I’ensemble

ordonné des classes JC. Mais on a

MO =0 &(£0

MSPa) = {X€T I*< a} = Eal

LLEY =E h .

WEY =EU Pig. 5.

Mt(Ert) = {xtT\x"a on x"th}=E"

donc il n’y a que 5 classes et leur diagramme est celui tu=)

de la figure 6.

Exemple 3. Soit E un ensemble quelconque et ¢a=
= (EJa € A} une famille d’ensembles tels que
agn £, D E. On dit que ®a est plus fine que la fa-

mille (&= {ER/R € B} si V Ea g E&EaC c’est-
a-dire si CDaCt <Hl- Pig. 6

*On conviendra de noter les préordres induits par la relation d’inclusion ¢ dans I'ensemble ¢ {c (E))
Pun C et iC (exemples 3, 4, 5).

2 — Mathematica-Physica 11/1983
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Si chaque Qhest un ensemble de parties de E tel qu’il n’y a pas de partie
recouvrant complétement une autre, la relation C est une relation d’ordre. En effet
de (Up= il résulte 4f1—<%$:ona Vv " A £, C E& et aussi
3Ed CFa E&C Ea>donc En G Ea> c’est-a-dire, selon I’hypothese, Ea= Em,
et Ea= E&f£ LU-

Exemple 4. Un filtre sur un ensemble E est un ensemble Cf C ¢(E) tel que 0 ¢ Cf
et que

(T U rp (E) C Cf 6.1)
(f Ccrnct 6.2)

En effet on peut vérifier que ces conditions sont equivalentes a la définitior
habituelle (cf. Bourbaki [1]). Ees axiomes sont
(Cfi) Tout ensemble contenant un ensemble de Cf appartient a Cf
(Cfn) Toute intersection finie d’ensembles de Cf appartient a Cf
(Cw) 0 o C.
m , (Cfn) = (6.1), (6.2):

(6.1) : Soit L¢cCf\J <p(E) alors L —F \JEIt F €Cf, E, ecp(E); mais
L=F (JEj 3 F donc selon (Cfi) L € Cf.

(6.2): Soit -FANMF2€(f MNCf. Mais Fxf|F2e Cf selon (Cfn) donc
Ccfn (f ¢ Cf, d’ou par (L1) CI.C1 (f I Cf,

6. 1), 6.2)=>m , ((fu)

(Cfi) : Soit L~DF, F ¢ Cf. OnpeutposerL=F (J (L\ F)doncL ¢ (f (J <(E]
et selon (6.1) on a L £,

(Cfn) : On voit d’abord que si Fx, F2{ Cf MF2€CfcarFj f) F2¢ Cf M Q
et selon (6.2) il existe F t Cf tel que F C FxI F2 Mais (6.1), c’est-a-dire (Cfi)
nous assure qu’on a donc F1f) F2¢ Cf. (Cfn) résulte par induction finie.

De méme, une base de filtre sur I’ensemble E est un ensemble non vide de
parties de E tel que 0 o Bet que (B (E BQ B

Ee filtre engendré par une base de filtre Best par définition I’ensemble M,(CB)
Deux bases de filtre Bet B sont équivalentes (engendrent le méme filtre) si €]
seulement si B==C (corollaire 1, th. 1). Pour qu’une partie Bd’ln filtre Cf soil

une base de ce filtre il faut et il suffit que BC Cf, (1.1). Enfin pour qu’un filtre Q
soit plus fin qu’un filtre Cf' il faut et il suffit\que I’on ait pour des bases quelcon-

ques 3§I)3et B de (f respectivement de Cf!, B B (coroll. 3 du théoréme 1et défini-
tion 3). ‘
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Exemple 5. Soient et +2 deux topologies definies sur I’ensemble E par les sys-
téemes fondamentaux de voisinages de chaque point x £ E, <W(X) respectivement
V2(x). On dit que la topologie +x est plus fine que la topologie «2 si

<OAx) q &, (*)
Il est clair alors que JCSfii(x)) est la classe de toutes les bases de filtre de voisinages
qui engendrent le méme filtre des voisinages de x définissant une topologie T sur
E, et que Mi(<V(x)) est le filtre des voisinages de x. On peut exprimer la condition
nécessaire et suffisante connue pour que la topologie tx définie sur E par les sys-

temes fondamentaux de voisinages <t?i(x) des points x ¢ E soit plus fine que la topo-
logie 2 définie par Q29 par la relation

X No (*)) 5 X W x))
Exemple 6. Soit G un groupe partiellement ordonné par la relation < et N un
sous-groupe normal convexe de G. Oln peut introduire une relation d’ordre dans le
groupe G/N par la relation induite < dans I’ensemble des classes 'oar rapport & N

(Fuchs [4]). On dira donc que aN est plus petit que bN si aN < bN. Cette rela-
tion est ici une relation d’ordre dans I’ensemble quotient G/N. En effet N étant
convexe les classes a gauche sont aussi convexes; en vérité si anr ¢ aN, an2¢ aN
etaw < x< an2ona%< arlx < n2donc a-1x e N c'est-a-dire 4 ¢ aN. Comme

t
ces classes sont aussi disjointes, la relation < est antisymétrique (cf. §l).

. . t . ) .
Si N n’est pas convexe la relation < n’est qu’une relation de préordre. E’étude
détaillée de ce cas sera exposé dans un travalul prochain [8]. Remarquons ici, seulement,

que I’on ne doit étudier que la relation < ; en effet si H est un sous-groupe quel-
conque de G, on a

aH < bH <>aH <t BH

(Manuscrit recu le 22 mai 1967)
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RELATII INDUSE DE O RELATIE DE PREORDONARE

(Rezumat)

Daca ” este o relatie de preordonare definitd pe o multime T se introduc relatiile de preordonare

duale < si < induse Tn multimea partilor E ale lui T(D1 si DI"). Se noteaza prin 3C(E) respectiv DL"E)
I

clasele Tn raport cu echivalentele corespunzidtoare (D2, D2'). Multimea acestor clase este ordonatd in

raport cu < (D3) respectiv l|< (D3"). Pentru studiul cazului particular al unei multimi T ordonata

I t
laticial se introduc operatiile duale A (D4) si \f (D4'). Tn 81 se studiaz& proprietatile relatiilor introduse,
in 82 proprietatile reunirii si in 83 proprietatile intersectiei multimilor unei clase : se arata ca reunirea
coincide cu multimea Mi(E), respectiv Mt(E), iar intersectia cu multimea NI(E), respectiv Ni(E).
Reunirea apartine totdeauna clasei respective, spre deosebire de intersectie ; se dau conditii pentru ca
intersectia sa apartie clasei. Tn 84 se cerceteaza cazurile de egalitate dintre o clasa 0C(E) si o clasa DC"E).

Tn § 5 se aratd cd multimea claselor 0C(E) este o semi-latice completd, iar cea a claselor duale JCt(E) o
semilatice de intersectie completa (Teor. 5). Daca T este o multime ordonata care eslte o semi-latice

de intersectie, (respectiv semi-latice) se aratd cu ajutorul proprietatilor operatiei 4 (respectiv \])

ca clasele 3C'(E) (respectiv  (E))constituie o latice distributiva care este completa daca T este completa
in raport cu intersectia (reunirea) (Teor. 6). Tn § 6 se dau unele exemple pentru completarea demonstra-
tiilor precum si pentru a ilustra cum se folosesc de fapt in mod natural notiunile din lucrare Tn diferite
domenii (teoria filtrelor, topologie generald, grupuri ordonate).

COOTHOLWIEHWSA, BBELEHHBLIE COOTHOLUEHVEM MPEAMOPALKA

(Pesome)

Ecnu ABNSAETCA COOTHOLLEHVEM npe,qn{)pﬂ,qka, onpefieNéHHbIM Ha O4HOM MHOXecTBe T, BBOAAT
C  [fya/bHble COOTHOLUEHUS MNpeanopsifika < u <t BBeAEHHbIe B MHOXECTBO 4acTeii E MHoxecTBa T
(DI nDI’). O60o3HaumMmMm uyepes cooTBeTCTBEHHO 3/ (E), Knaccbl M0 COOTHOLLIEHUIO KtCOOTBeTCTByIOU.I,VIM

3KBUBaNEHTHOCTAM (D2, D2’). MHOXeCcTBO 3TUX K/1accoB yNnopsA0oyeHo No cooTHoweHuio < (D3), cooTBeT-
CTBEHHO < (D3’). Ans u3y4yeHMUs 4YaCTHOro crny4vas OAHOro CTPYKTYPHO YMOPS0YEHHOro MHoXectBa T
t

t
BBOAATCS fAyanbHble onepauun O (D4) n V (D4*). B §1 msyuaroTcsi cBolicTBa BBEEHHbLIX COOTHOLUEHUN, B
§2—cBolicTBa 06befuMHeHNA M B §3 — CBOICTBa NepeceveHVWs MHOXECTB OAHOFO Kfacca; MOoKasblBaeTcs,
4To 06BEAMHEHMe coBnagaeT co MHOXecTBOoM M‘(E), cooTBeTcTBeHHO MIi(E), a nepeceyeHne — CO MHO-
xectBoM NI(E), cootBeTcTBeHHO Nt(E). O6beauHeHue Bcerga NpUHaANeXXuT COOTBETCTBYIOLLEMY Kiaccy,
B OT/IMYME OT MepeceyeHUs; [JalOTCA YCNOBMA [ TOro, 4tobbl nepeceveHvie MpuHagnexano knaccy. B §4

ncecnefyoTecsa cnyvau paBeHCTBa MexXAay ogHuM knaccom 1£(E)u ogHum knaccom3”~(E). B 85 nokasbiBaeTcs,
4TO MHOXecTBO KnaccoB IC(E) sBnsieTcss MonHoli MONYyCTPYKTYpPOW, a MHOXECTBO AyasllbHbIX K/accoB

3C(E)— nonHoii monycTpyKTypoli nepeceveHuns (Teopema 5). Ecnm T — ynopsijoueHHOe MHOXECTBO, SB-
nawoLeecs NONyCcTPYKTYpoi nepeceveHus, (COOTBETCTBEHHO MOMYCTPYKTYPOIi), NMOKa3biBaeTCA MNPy MOMOLLU

cBolicTB onepayumn \/ (cooTBeTcTBeHHO [), uTo knaccbl AC(E) (cooTBETCTBEHHO E) asnawTca pacnpe-
[ennTeNbHOM CTPYKTYPOW, KoTopas nosHas, ecnn T MOJSIHOe MO OTHOLUEHWIO K nepeceyeHunto (06befHEHNIO)
(Teopema 6). B §6 fatoTcsi HeKOTOpPble NpUMepbl ANA AOMO/THEHUS A0Kas3aTeNbCTB, a TakXe Ans Toro, Ytobbl
NPOVNIICTPMPOBATb KaK MCMO/b3yTCA (PakKTUYeCKM ecTeCTBEHHbIM 06pasoM MOHATWA M3 CTaTbW B pas-
NMYHbIX o6nacTax (B Teopun (uAbTPOB, B 06LLE TOMONOrMW, B YMOPSAJOYEHHbIX Fpynnax).



COMPORTAREA SOLUTIILOR SISTEMELOR DE ECUATII DIFERENTIALE
CU COEFICIENTI CONSTANTI, CARE DEPIND DE UN PARAMETRU MIC

de

GRIGOR MOLDOVAN

1 Introducere. Tn aceasta nota* ne ocupdm de studiul solutiilor unor sisteme
de ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti de forma
* = AX + By; ey' = Axx + By, (@)

unde A, Alt B, Bxsint matrici constante, iar s este un parametru mic. Vom stu-
dia numai cazul cind y este unidimensional si bidimensional. Solutia sistemului (2)
pentru e” 0, o notam

X=Xt €);y =y(t € @)
si satisface conditiile initiale
x(0, &) = x°;y{z, 0) = y° ©)
Sistemul (1) pentru e = 0 devine
x‘= Ax + By,; 0= Ax + By, €))
iar daca matricea Bx este nesingulard, acest sistem se poate scrie sub forma
* ={A - B BI1Axx ®)
si poartd denumirea de sistem degenerat. Notamsolutia sistemului degenerat cu
* = x{t). 6)
Ea verificd conditiile initiale 4
"0) = x°. )

Problema care se pune este urmadtoarea : Tn ce conditii solutia (2) a sistemului
(1) tinde cétre solutia (6) a sistemului (4), respectiv (5), cind s “m0? Aceasta proble-
ma a fost rezolvatd decatre A. Tihonov [5], [6]in cazul cind in membrul drept
figureaza functii oarecare ce depind de t, x, y. Acest studiu a fost extins si la sis-
teme de altd form&, Tn lucrérile lui K. V. Zadirada [8] Cu studiul sistemelor

* Este o parte din lucrarea de diploma, sustinutd la examenul de stat, Tn 1963.
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de ecuatii diferentiale, ce depind de un parametru mic, de forma celor considerate
de A. Tihonov s-a ocupat st L. Flallo si N. Levinson [1]. De asemenea
cu unele cazuri speciale s-a ocupat si Y. Sibuya [4] . Datoritd particularitatii
sistemului considerat, problema care s-a pus, se poate rezolva printr-o metoda directa,
diferita de cele folosite Tn lucrarile autorilor mai sus amintiti. Aceastda metodd ne-a
fost sugeratd de M. Frenkel.

2. Parametrul mic figureaza pe linga o singura derivata a sistemului (1).
Tn acest paragraf va fi vorba de sistemul

X" = Ax 4-By; sy'= Ax -f Bly, ®)
unde

Y— (¥Y), Ai= K. eeocon»l ). Bi= (g,»)e

Relatiile matriciale din paragraful precedent ramin aceleasi, tinind doar seama
de notatiile facute aici. Prin urmare sistemul (5), devine

X — ©)
«An !
Pentru acest caz considerat, avem urmatoarea
Teorema. Daca am < 0, atunci
lim x(t, s) = x(t) ; limy(t, s) = —x(t), t> 0.
lim x(t, $) = x(®); limy(t, § = ——x(t)

Demonstratia acestei teoreme rezultd din douad lerne pe care le vom demonstra
in continuare. o _ _
Ecuatia caracteristica a sistemului (8) este

A —\E B
Ai = 0, (1)

unde E este o matrice unitate de ordinul n — 1 Ea este de forma

eX'+ «EeJX- 1+ eeo + «(e) = O, (10"
unde ak(e) sint functii continue de e si
«i(s) = S+ «, (H)

Lema 1 Ecuatia (10) are o radacina de forma X= — unde Ilgg O (2) = am, iar
e *_
toate celelalte radacini X = <(€) sint functii continue de s.
Demonstratie. Sa punem X= —, iar in (10) sa inmultim fiecare linie cu e.
e

O sd avem
sA —sE  tBk _ (12)

Al  *m- *
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Facind pe e sa tinda la zero, primim
-sE 0

=0 13
Ai am- s a3
sau
(-sf 1lKm-s) =0 (13)
de unde rezultd s"_ 1= 0 si s= am Avem, deci, raddacinile
S —am s2=s3= ... =5,=0.
Sa notam cu 0(e), s2Ae), ... , S,(e) radacinile ecuatiei (12). Din cauza continui-
tatii coeficientilor ecuatiei (12) Tn raport cu s, radacinile acestei ecuatii tind cdtre
radacinile ecuatiei (13) adica si a lui (13"), astfel incit avem

limO@E) = am lims(e) =0 (i= 2, 3, ... ,n).
£—0 s-M) *
Revenind la schimbarea de variabild Tntrebuintatd, raddacinile acestei ecuatii (10,)
respectiv (10", vor fi

= — A )= A= 49 (=2 3, ....%).

Continuitatea functiilor o>() fiind imediatd, rezultd valabilitatea lemei enuntate.
_ Cunoscind o radacina a ecuatiei caracteristice, putem scrie o solutie particu-
lara a sistemului de ecuatii diferentiale (8)

S‘Z di
= A exp
0) (14)

y — B exp

(P N, . o .- . . . .
unde A, é sint niste marimi ce depind de s si_din acest motiv le vom determina.
* Matricei caracteristice i se ataseazd urmatorul sistem de ecuatii algebrice,
omogen

n(« £ V(O

GRS 2 (0

15
A an o« © =

V e c cyY (BJ

m necunoscutele ,&) Si B. Acest sistem are o solutie diferitd de cea banald,deoarece

determinantul sau este egal cu zero. Independente vor fi chiar n — 1, dupa cum

va rezulta din

IVEMA2. Daca 0 < e < e0 (aceasta valoare va fi precizata in cursul demonstra-
tiei), atunci determinantul
A - HM £ (16)
e
este diferit de zero.



24 GR. MOLDOVAN

Demonstratie. Notam ecuatia caracteristica (10) cu/(X) = 0. fiind o rada-
e
cind simpla a acestei ecuatii, avem/'|—J = 0. Pe de altd parte /'(X) = 2 |Ati(X) |,

unde i4«(X) sint determinanti principali de ordinul n — 1. Deoarece /' ™0,
rezultd ca existd cel putin un determinant de ordinul n —1 diferit de zero. Obser-
vam ca

H — _ A
AJlmeJ'Il_A E

z

Vom arata ca daca 0 < s < eQ acest determinant este diferit de zero. Tn acest scop
s& consideram ecuatia \A — \E | = 0. Aceasta ecuatie fiind de gradul s — 1, are

n — 1 raddcini X X ..., X x(reale sau complexe) care nu depind de parametrul
s. Relatia = \{i—1 2 1) poate avea loc pentru anumite valori
e
ale lui s egale cu el( ... et Notdm sO= min%e]( e2 ..., e,J. Atunci pentru
orice0<s < vom avea =£ X si deci 2C 0.
e
Din sistemul de n — 1 ecuatii
i Bb, (17)
folosind lemele anterioare rezulta
®
—=el— + a(Ee)l unde ae) O, cind e -mO. a7
w ()J ae)
Cunoscind o solutie particulard a sistemului (8), printr-o transformare de forma
0
X — >(<Xn + X
o X = (18)
Y =Y¥Xn

el se transforma intr-un sistem de n —1 ecuatii diferentiale cu n —1 functii necu-
noscute.

) f
Din a doua relatie a transformarii (18) obtinem prin derivare 3(/)X'n—J—A1 X,

()

iar din prima X X,, + X' —AX. Asa incit sistemul (8) devine

X'= (0 -
dl @)

Tinind seama de (14) se observa cd avem —= —, iar acest raport e dat de (17,
y B
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Dupa finlocuire obtinem

X' = 1A - X + a(e) ArX. (19)

am )

Conditiile initiale (3) Tn urma transformarii (18)1 devin conditii initiale pentru sis-
a

temui (19), X,0, s) = —X,, X(0, s) = x0——y0—x0—0(e). Se observda ca
B B
avem
lim X(0, ¢) = x0. (20)
e—0

n membrul drept al sistemului (19) avem functii continue in raport cu t precum
si n raport cu e. Pe baza teoremei de continuitate a solutiilor dependente de un
parametru, solutiile

X = X(t, €) 1)

ale sistemului (19) vor fi functii continue in raport cu e.
Trecind la limitda n sistemul (19), e -0, obtinem

X'={/A-U_I,x, (22)
amn!
care nu este altceva decit sistemul degenerat (9).

Tinind seama de (20), solutia (21) va tinde catre solutia sistemului (22), adica
a sistemului (9)

lim X(t, €) = x{t). (23)
s—*0
Mai departe vom ardta ca
lim X(t& = lim X (t,r). 24
im X (&) = lim X (tr) (24)
Pentru aceasta e suficient s& dovedim relatia
lim %)(X,, =0. (25)
r—0

Calculdm Tn acest scop pe X,,. Prin integrare obtinem Xn= C--—-g\C—A:X ds.

Tinind seama de (14) si notind ® (Ee) = S) putem scrie

X,= X+ -IrJexpj-" S}o(s, z)ds.

EB o

Constanta de integrare C se determind tinind seama de conditiile initiale obtinuti
in urma transformarii (18). Rezultd

t

X»() = MX°—~7 $exPj- A s}p (s> rfs}
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Usor se constatd ca

d 0}
: — lim tr [+ (0@, _
I£|m XXn |ITOg/I’[, exp j— s =0,

unde functia e) este marginitd, daca tinem seama de conditia din teorema
a., < 0 si de expresia (17'), precum si de faptul ca t >0. Trecind la limita in trans-
formarea (18) se obtine relatia (24), asa ca avem

li t = X(t).
lim x{t, & = X()
0
Sa dovedim si a doua relatie din teoremd. Tnlocuind pe y), avem
limy«, ) = Hm{- »., & » » + <+
+ f* + 35* <>+ iKA '@ *s_gAaoem ot

unde \ ¢ (0, t). De aici se vede imediat cda pentrut > 0si am < 0, li_rlloy t, 2 —

= — ®— . S& precizam functia @ (t, 0). Avem @ (t,0) = A*Xty, 0), iar din (23)

ann

rezultd @ (t, 0) = Anx{l1). in fine I|m y(t, 7 = —AI*W. Cu aceasta teorema este de-
monstratd n Tntregime. o
3. O aplicatie. Fie datd o ecuatie diferentiald liniard, omogena si cu coeficienti

constanti de forma
y*>+ aly(~1- ... + ay = 0

unde e este un parametru mic. Aceastad ecuatie diferentiald are o solutie y - y (, €)
ce verifica conditiile initiale y> (0e) = y>(@{ = 0,1, ..., n —1).

Dacd s = 0, ecuatia data devine

ayh>+ ... +any = o

Aceasta ecuatie diferentiald, dacd al ® 0, are o solutie y = y{t), care verifica condi-
tiile initiale y> =yM[i= 0,1, ... ,u—1). Problema care se pune este, in ce
conditii avem Igr’noy(t, s) = Y[t) ? Aceasta problema este rezolvata intr-un caz mai

general, de catre M. Frenkel [2], printr-o metodd directd, diferitd de cea a
lui U S Gradstein [3], V. M. Volosov [7] si A. Tihonov [5]

Ecuatia data fiind cu coeficienti constanti, se poate transforma intr-un sistem
de ordinul intfi cu coeficienti constanti de forma (8). Datorita acestui fapt problema
enuntatd apare ca o consecintd a teoremei demonstrate mai sus si deci e adevarata

Teorema. Daca ax > 0, atunci
limyY™>t 2 —Y>@t), t>0 (*=0,1,... ,n—2).



SISTEMELE DE ECUATII DIFERENTIALE CU COEFICIENTI CONSTANTI 27

4.  Parametrul mie figureaza pe Unga doua derivate ale sistemului de ecuatii
cu coeficienti constanti. Tn acest paragraf ne vom ocupa de un sistem de ecuatii
diferentiale cu coeficienti constanti de forma (1) unde

(au « « » «ln-2 («i»-l «1»
B = (26)
\An—21 . . . a.-2.n- 20 «F—2»
e o «n-l,»-: BI (&'I—l,]'l—l—&'!—ll'l
«n,i m e« ¢ 7 «n,»-2 ) &TI

Avem urmatoarea

Teorema. Daca

ag determinantul |B j| este diferit de zero;

b) radacinile sI( s2 ale ecuatiei \B1—sEX{ = 0 (Ex este o matrice de ordinul
doi) sint distincte si au partea reald negativa,

atunci x{t, e) fiind solutia sistemului (1), cu notatiile (26) si conditiile initiale (3),
iar x(t) solutia sistemului (4) ce verifica conditiile (7), avemeli_gg x{tz) = x(t), t > 0.

Ecuatia caracteristica a sistemului (1) este

A -\E B

Ne = di ~_\E 1 @
e

unde E este o matrice unitate de ordinul n —2, iar Ex o matrice unitate de ordi-
nul 2.

Tema 1. Ecuatia (27) are doud radacini de forma , ddf) unde limitele 1uiQfs)
e e

Si 122¢), pentru s —o sint radacinile ecuatiei \Bx - SExj- o . iar toate celelalte
radacini sint functii continue de e.

Demonstratia acestei lerne se face in mod analog cu demonstratia lemei 1,
din paragraful anteprecedent si de aceea nu o reproducem.

Radacinile  si s2 fiind distincte, inseamna ca si vor fi distincte, si
putem scrie doud solutii particulare ale sistemului (1) :
; 4 1O\
ATexp 9 &Y, '8
unde A’'= B>: , (=1, 2). (28)
J=ie*pjMt} © No
\An-2J \bJ

Marimile X Qdepind de parametrul s. Pentru a le determina, sistemului de ecuatii
diferentiale (1) 7i vom atasa sistemul de ecuatii algebrice omogen
/ WA
(A e(e)J? B IA

: Br B
| ai r f:e) g‘] Ny

c

(29)
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Determinantul acestui sistem este egal cu zero, deci sistemul (29) admite solutii
diferite de cea banald. E adevarata

Lema 2. Pentru s 6 (0, s§ determinantul principal de ordinul n —1

A—B&E B
A=apnd (30)

Ai an~i,n-1 iti(e)
t

unde

(«»-11 .eea»-1n-2) iar B8 =1 :
. A»—=2,n-1/
este diferit de zero.

Pe baza lemelor 1si 2 se deduce ca

@r

gL an-i,»-i—si
unde &>(€) O, cind s -+0, iar

F= B aum a("-b (e)
st

m n
A- = __iafit. )_ a® (e)l
J

si an-1>(e) “m0, cind s “mO.
2 2
Expresii absolut analoge obtinem pentru A(\()Vqsi Blit daci considerdm radicina
. (se Tnlocuieste sxcu s2 si se obtin niste functii dependente de s ca converg

de asemenea catre zero cind s - 0). Rationamentul este valabil dacd e < ej.
~ Vom considera in continuare e < sOunde e0= min (0, s6). Aplicind sistemu-
lui (1) o transformare de forma

(1.2) (1,2)
X—XY —=X; y=yY (31)
unde
12 2n
ol
2 nyen X= Yy,
y = {y yJ X2

el se transforma fintr-un sistem de n —2 ecuatii diferentiale, cu n —2 functii ne-
cunoscute si anume

102 12 |
?:EA--x vy AlLjX, (32)

iar apoi se vede imediat ca
X(0, s) = x0+ 0(e). (33)
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Sistemul (32), tinind seama, pe de o parte, ca

@ (Mr1 t
XY =joj( « j, —S&Aallb — — efn<Li-L,n-I) + Y ()

unde y(e) -»-0 cind e -* 0, iar pe de alta parte ca
B mB\ — ™ | (eo»48m 2'sss 1, A 199 19 Assh—t>—

se poate scrie astfel :
X'"'= (A- BB->AXXA- Y () X, (34

cu conditiile initiale (33).
Acum, comparind sistemul (34) cu sistemul (5) pe baza teoremei de continui-
tate se vede clar ca

lim X (¢, € = x{0).

«40

Usor se aratd de asemenea cd are loc relatia
lim x(t, € = lim X(t, €
Im x(t &) = lim X(t, ¢
si Tn consecintd
lim x(t, € = x(t).

«40
B. Completari. Metoda dezvoltatd in paragrafele anterioare se poate extinde
si la cazul cind parametrul s figureaza pe linga un numar oarecare de derivate, dar
necesitd un volum foarte mare de calcule. insd, odatd rezolvat acest caz general
si stiind c& un sistem cu coeficienti periodici se poate Tntotdeauna transforma
Intr-un sistem cu coeficienti constanti, evident putem considera sisteme de ecuatii

diferentiale dependente de un parametru mic, ai carui coeficienti sint functii perio-
dice de t.

(Intrat Tn redactie la 10 octombrie 1967)
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MOBEAEHMWE PEWIEHWN CUCTEM AN®DEPEHLUMANBbHBIX YPABHEHWIA C MOCTOAHHbBIMU
KO3®PPVLMEHTAMN, 3ABUCALLVMKN OT MANOIO MAPAMETPA
(Pe3tome)
PaccmaTpuBaeTca cuctema guddepeHUnanbHbIX ypaBHEHUA Bupa
x' —AX 4- By
. (1)
cy' = Atx + SiyY
roe A, Aj, B, B! cyTb NoCTOsiHHbIE MaTpULLbl, @ e — Ma/bliAi MapameTp My — OLHOMEPHbI 1 ABYXMEPHbINA.
Ecnn E= 0, n Bj AaBNseTCA HEBbIPOXAEHHBIM, TO UMEEM BbIPOXAEHHYIO CUCTEMY
n= (A —BB"~1AIDx. 2

B cnyuae, ecnn Bi = (asf) gokasbiBaeTcs cnefytowias Teopema:
Teopema. Ecnu <0

TO tl_l’% x(t, ) = x(t)

r
lim y(i, €) = -------- t>0

fim v (i, &) = eext), :

rae X = x(t, e),y = y(t, ) — peweHue cuctembl (1), a T = x(t) — peweHmne cuctembl (2). MeTogom foKasa-
TenbCcTBa SBNSETCA MPSIMO/ METOA, OT/IMYHBLIA OT MeTOfOB APYruMx aBTOpoB. [aéTcsi O4HO NPUMEHeHMe
[NS1 OfHOTO 0GbIKHOBEHHOIO SIMHENHOI0 AN((EPEHLMANbHOM0 YPaBHEHNS € MOCTOSIHHBIMK KO3(hdurLUMeHTaMm
cneymanbHoro Buja.

[loKa3blBaeTCs aHasornMyHas Teopema, B c/lyyae, KOrfay ABYXMepHbIi.

COMPORTEMENT DES SOLUTIONS DES SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
A COEFFICIENTS CONSTANTS DEPENDANT D’UN PETIT PARAMETRE

(Résumé)
On considere un systeme d’équations différentielles de la forme
x' —AX + By

(

ou A, Av B, Bj sont des matrices constantes, e un petit parametre ety uni et bidimensionnel. Si e = 0
et si Bj est non-singulier, nous avons le systeme deégénéré :

ey' = Arx + By

x' —(A —B-BT'AJI @)

On démontre, dans le cas ou Bl= (ss9), le
Théoréme : Si a,,,, < 0
alors
lim x(t, e = x(t
lim) t e = x()

limy(t, ¢ — - *x(t), t> 0
*.»0

ou x = x(t, €), y = y(t, 2) est la solution du systeme (1), et 7 = x(t) la solution du systeme (2). La
méthode de démonstration est une méthode directe, différente de celle d’autres auteurs. On donne une
ap;l)lication pour une équation différentielle ordinaire linéaire a coefficients constants d’une forme spé-
ciale.

On démontre un théoréme analogue, dans le cas ou y est bidimensionnel.



GENERALIZATION OF N. I. LOBACHEVSKI’S
FUNCTIONAL EQUATION BY MEANS OF MATRICES

by
GAROFITA PAVEL

Consider the functional equation
f(x+y)f(x-y) =/*(* 1)
of which continuous general solution is
f(x) = Aeax and f{x) — 0

where A and a are real arbitrary constants.

The functional equation (1) will be generalized considering the function F(x)
instead of the function f(x) ; F(x) is a cyclic matrix of the n order in the form of:

(FYx)F2Ax) . mFn(x)
Fx) = FN)FLX) - mFn-i(x) 2

\F2)F3X) . «ap
the equation becomes
F(x +y) F(x —y) = F2Xx) ©)

IF X + y)F2{x -ty) . whn{x+y) \ (Fi(x- y) mmHx- y) \
Fr{x + y) FXX+ y) . wF»-i{x + y) Fr{x - y) «maPn_f{x - )

\F2x +y)F3X+Y) moFi{x +y) ) > - m=i{x —y) J

(FM FNK) ...Fn(x) Y
FR(X)F1(x) ..:Fn_t(x)

lapep--apn ;
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which is equivalent with the system :

Fix+y) Fix —y) + FAx+y) F,(x—y)+ ...+ Fnx +y) FAx - y)=

= FI(x) + F2X) mFEn(x) + ...+ Fn(X) Ft(x)
........................................................................................................................................................ (4
Ft(x + y) mFn(x - y)+ Fax+y) F~ x—y)+ ...+ FXx+y) #FEXXx-y)
= F2)Fni)+ FY*) *F ~x) +oee+ YY)
The hypercomplex conjugate functions of real variables are introduced :
Gi(x) = Fx) + Fax) + ee++ Fn(X)
GAx) = FXX) + No2Ax) + mee+ ®
Gn(X) = FX{X) + &-IFt{x) + eee+ QF, (X
reported to the hypercomplex variable w= sx+ 02+ ... + 0*1se where

Si, s2 ..., s, are real numbers, and O verifies this characteristic equation 0*= 1.
The system (4) expressed by means of the functions (5) is written :

Gi(x +y) Gi{x —y)= &) (*= 1 = n) ©)
having the solution :
G = Afex ),
where A{ and s- are hypercomplex constants

At = Au + B~TAL2+ em + (0"~i+2A DN 2n, real arbitrary constants.
al = «ll + 0<Id2 + -m+ 0"_1+1Ak

For the determination of functions FIt F2 ... Fn it is sufficient to consider:
GAX) = Fx(x) + QR(x) + ... + 0-U3 4
and from (7) we have:
GAx) = (An  0AB-) 0*AB %~I1A1n).
M+ B = 0N X

GZx) = (An -f 0/1lla+ B*An + ... + Bs1Al9 meap”a”x, al¥, ..., allx) +
+ BqSi(«u*, «n*, oo alx) '+ ...+ O (au*, alx, A1)

where ap”a™x, anx, . . alsx) are Appell’s cosines (*= 1,2, ... f)
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By identification we have :
Fi(x) = e'X[Allapi(alX, a1k, m=m- qlx) - Ai*pn(ulx, al3x, ==, alnx) -J
+ eee + AlnaPalX, alk, ... alna)]
Fn(x) = ean*[AuaP(alX, al¥, alnx) + ATaM(al, alxk, ... amx) +
Alnapi(al%, alx, .m alnXA

(Received February 15, 1968)
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GENERALIZAREA ECUATIEI FUNCTIONALE A LUI N. I. LOBACEVSKI
CU AJUTORUL MATRICELOR

(Rezumat)

_Se considerd ecuatia functionala (1) pe care o generalizam considerind in locul functiei f(x) o
matrice ciclicd de ordinul n.

Ecuatia devine (3) cu ajutorul variabilelor hipercomplexe conjugate de variabild reald obtinind
sistemul (6) cu solutia (7). Se exprima apoi aceasta solutie cu ajutorul cosinusilor lui Appell.

OBOBLWEHNE ®YHKLUMOHANBHOIO YPABHEHMA H. WN. TOBAUYEBCKOIO MPU
MOMOLL MATPUL|

(Pe3tome)

PaccmaTpuBaeTcs (yHKUMOHaNbHOe ypaBHeHWe (1), KoTopoe o6o06LliaeM, cyMTass BMeCTO (BYHKLMU
f(X) umMknuueckylo matpuuy nopsigka n.

MonyyaeTcss ypaBHeHue (3) NPy MOMOLLM COMPSHKEHHbLIX TUNEPKOMIM/IEKCHBIX MepeMeHHbIX AeiCcTBY-

Te/IbHOTO MepeMeHHOro, Mnojy4asi cuctemy (6) ¢ pelleHmem (7). 3aTeM 3TO peLleHMe BbIPaKaeTcss NPy NOMOoLLy
KOCMHYCOB AnNnesnsisi.

3 — Mathematica-Physica /1968






SUR LES FORMES CANONIQUES POUR SYSTEMES EUUIPTIQUES DE
DEUXIEME ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

par
P. SZILAGYI

Nous considérons des systemes de la forme

(1)

sont des matrices a éléments réels et constants, « et F des fonctions vectorielles
aux composantes respectives w{xr, x2, u(xr,x2 et F1(x1, x3, F2(xu x2. Nous sup-
posons que le systeme (1) est elliptique, c'est-a-dire que toutes les racines de I’équa-
tion caractéristique
P11 (U) P2(1>X
sont complexes. Ici PUAXI( X) sont les polyndmes homogénes
Puf{\- X —anX + 2ayXIR + Q/X. )

Dans la premiére partie de ce travail nous voulons transformer le systeme (1)
en un systeme de la forme

d*v
v = + 2E ~ =
oyt € dyl (T @
tel que les racines de I’¢quation caractéristique pour le systeme (3) soient i, —i,
ki, —Ki, ou k este une constante réelle, positive, et que les matrices ¢& (B, € aient

la forme
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ou, pour le moins, qu’une de ces équations ne contienne qu’une seule fonction
inconnue. Ces conditions une fois remplies, nous dirons que (3) a la forme cano-
nique. Dans ce but nous recourons aux transformations suivantes :

L Changement des variables indépendantes au moyen d’une transformation
linéaire de la forme

Y= il + @R (=12 )

2. Changement des fonctions inconnues par une transformation de la forme
n = JCv, ou L est une matrice quadratique non-singuliére a éléments constants.

3. Multiplication du systéeme (1) par une matrice quadratique d’ordre 2, non-
singuliére K.

Nous observons que le probléeme «comment ramener a la forme canonique
le systtme (1) & l’aide des transformations mentionnées » a été débattu dans le
travail [1]. Nous en complétons les résultats en construisant effectivement les
transformations utilisées.

Dans la deuxiéme partie de ce travail nous allons étudier la résolubilité du
probléme de Dirichlet pour les systémes elliptiques ramenés a leur forme canonique.

I. Nous démontrons que pour tout systeme elliptique de la forme (1) existent
les transformations énumerées aux points 1—3, grdce auxquelles ce systéme se
transforme en forme canonique.

Demme 1 Si le systeme (1) est elliptique, alors il existe une transformation
non-singuliere de la forme (4) telle que les racines de I’équation caractéristique

du systeme transformé soient i, —i, ki, —Kki, ou k est une constante positive.
Démonstration. Nous considérons le polyndme homogéne
x) "2
P\, = — W (- R d- a2XI{ -)- X {- #4Ae*
(%0 PAMX, X "2(X, X

Des racines de I’équation caractéristique P (I, X = 0 étant des complexes conjugués,
P(Xb X)) peut étre écrit sous la forme:

P(llt X = «0p@ + 2pN\1X, + foXdHX* + 2fid \ + qA\)

ou pit fi2 qlt g2 sont des nombres réels remplissant les conditions fi\ —q\ < 0,
fi\ ~ P\ < 0- A l’aide d’une transformation de la forme p-= a"Xj + a4X nous
transformons la forme quadratique a(XL X = X+ 2fiNlLi2-f g>€ en sa forme
canonique. Ceci fait, nous avons a(X% X) = pl + pl et b(Xit X = X - 2p2W +
b XL = ~o(pl ‘b 2">%o| p2 ‘b Capl). (Pr  ®6< 0). Cette derniére forme quadrathue
est elllpthue donc il existe une transformatlon linéaire, orthogonale v, = ajp_

+ aZp2laquelle transforme 6(Xb X2 en BO(k2W + VE), ou B0 et k sont des constantes
reelles qui different de 0. Nous pouvons supposer que k > 0. Da derniere transfor-
mation ne change pas la forme de a(Xb X = pl -J-p\, car la transformation est
orthogonale. Ainsi nous avons «(X* X) = vf + \8 Par conséquent la transformation

v, = «TA + adxX (i=1 2 ®)
ou

(6)
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transforme a{\, X2 en vf -f-v| et bCAlt X) en bockavl + V|). De la résulte que P (x1, X)
se transformera en

P(\, X = S(vb V) = A (vi+ v)(A2vl + VI )

Nous faisons aussi remarquer qu’aussitot efectuée la transformation (4) avec
définis par la relation (6), le systéme (1) se transformera en un systéme pour lequel
I’équation caractéristique est (7), ce qui prouve le lemme.

Par la suite nous pouvons donc supposer que les racines de I’équation carac-
téristique pour le systéeme (1) sont i, — i, ki, — ki. Dans ce cas-1a, entre les coef-
ficients du systeme (1), il existe quelques liaisons que nous allons exprimer dans le

Lemme 2. Siles racines de I’équation caractéristique sont i, — i, ki, — k
ou k est un nombre positif, alors entre les coefficients du systeme (1) auront lieu
les relations suivantes :

Ni=BA- N + B\=\Al+ |S|, B+ Q= B[+ |C[, \A-C 1= 4\B\ @)
et inversement, si entre les coefficients du systeme (1) ont lieu les relations (8),

alors les racines de I’équation caractéristique sont i, — i, ki, — ki. _
Ici nous avons note par \A| le déterminant formé d’A. La démonstration du
lemme estimmédiate si nous utilisons le faitque i, —i, ik, — ik satisfont a " équa-

tion caractéristique.

Par la suite nous voulons effectuer les transformations nos 2 et 3 mentionnées
dans I'introduction, sans changer toutefois les racines de I’équation caractéristique.
La propriété suivante aura lieu :

Lemme 3. Si pour le systeme (1) ont lieu les conditions (8), alors les mémes
conditions restent valables quand nous effectuons un changement de fonction
par n = SO ou S est une matrice non-singuliere, ou quand nous multiplions
le systeme avec une matrice quadratique non-singuliere K.

Démonstration. Aprés avoir effectué la transformation n = 3(v, nous
avons

Lu = LSHv = Ax— + 2B1- ~ + Cl—
ax{ OXXAXT dx\
ou Ax= ASG Bx= BX Ci = CXC En utilisant le fait que |30 =£0, il en résulte
de maniére évidente les relations (8) pour matrices Ax, Blt Cx si celles-ci ont
été vraies pour A, B, C. On démontre de méme la deuxiéme affirmation.
Par la suite nous supposons que C est la matrice-unité et que les racines de

I’équation caractéristique sont i, —i, ki, — ki. Alors il résulte des conditions
(8) que
a) AWl—au —a2+ 1=4 ||, b) bu + bA — 0

a2 brr 02 ai2

On passe maintenant a I’effectuation des transformations 2 et 3. Dans ce
but nous faisons la combinaison suivante des deux équations du systeme (1):

o [(Mu+ MK+ (M2+ M2K] + 27, [(Mn + kdZux+

d2
‘b (M2 A2 A H .&H M h A22) = MM D A2
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et nous désirons déterminer kx et k2 dont au moins I'un soit différent de zéro,
tels que

| Ag CtAj, Cljoi'l "f* Cl22k 2 0CA2. (109

Pour cela il est nécessaire et suffisant que le déterminant du systeme soit égal a
zéro, c’est-a-dire que a satisfasse a I’équation

@ ("u'l MM | M2 Mt —fim (12)

Nous observons qu’a cause de I’ellipticité du systtme (1) \A\® 0, donc a= 0
ne satisfait pas a I’équation (11). De méme nous précisons que les racines de I’équa-
tion (11) sont réelles. Supposons le contraire, que I’équation (11) ait des racines
complexes pour un systéme elliptique pour lequel les conditions (9) ont été remplies.
Dans ce cas-la le discriminant de I’équation (11) est négatif, c’est-a-dire

A—Gll A2y UNER AR — (M ADNT 4291 <0,

En utilisant ce fait et la condition (9a), aboutissons a (an g2 —2)2— 16|B| < 0,
ce qui démontre que \B\ > 0. D’autre part de A< Oetde (9b, 9) il résulte |jB| < 0
si bn @ 0. Ainsi nous avons abouti aux deux inégalités contradictoires |B| > O,
5] < 0. Si &1 = 0 et donc b2= 0, on aboutit de méme a une contradiction.

Nous avons donc les deux possibilités: A> 0, A= 0.

A. Le cas A> 0. Soient ag et a2 les racines de I’équation (11) et (kn, k12,
(k2L k2 les solutions du systeme (10) correspondant respectivement a oq et a2
Nous notons par K la matrice formee par les lignes ku, k12 et k2L k2 Du fait
que og @ a2 il résulte que \K\ @ 0, donc le K"1lexiste. En introduisant la fonc-
tion V= K~m et en multipliant le systeme (1) avec la matrice K, nous obtenons

<3— + 25>-"~+ e— = KF (12
ax\ dxxdx2 dx\
ou d = KAK"] &= KBK"L S= KCK~X= C (C étant la matrice-unité). En
utilisant la fait que (ku, k12, (k2, k2 satisfont au systéeme (10) respectivement
pour cg et a2 il résulte

ka (@M a2 o g = AK-1= (91 o
(23 @& o 22

Nous notons par by les éléments de B. Nous avons
—bnbj’2 ~ hi2kXk2 MMM b2ZKXKX

Nous supposons que a2l d 0. Alors sur la base des équations (10) et de la con-
dition (9¢) nous avons

bo—d -y hp= ¥ allgn o= i+

En remplacant ces valeurs dans \K\b'n et en utilisant tant le fait que og et a2 sont
des racines de I’¢quation (11) que la condition (9c), nous obtenons 6 = 0. De
facon analogue on démontre que é2—0. Si a2l= 0, alors en utilisant des cal-
culs similaires nous obtenons le méme résultat, c’est-a-dire bh = 0, b2—0. En
notant Pi = B12 R2= nous avons

0 Rx
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Par conséquent, ayant effectué les transformations indiquées, notre systéeme
(1) aura la forme

i1 <M"_+2§30 ) + °&"=" £<13)
10 aJ axi (R Ojdx.dx, 10 hdx\ 1

et sur la base des conditions (9) les relations suivantes ont lieu entre les coef-
ficients a-, Ri et k:

«i= k2> 0, ax@a2+ 1= ag+ a2—A4RiR2 (14
B. Lecas 4, =10. a) a2 ® 0. (a2 ® 0). Dansce cas-la les racines de I’équation
(H) sont og= a2= —(au + aZ). Nous notons par (kn, k1) une solution non-

banale dusysteme (10) pour a = ag et par (k2,k2) une solution non-banale du
systeme

AMINLP AR MM D B]], CL-\- @k2= GK2-} AR (10)

On peut démontrer aisément que le systeme (10) a une solution non-banale et
que le déterminant formé de (An, k12, (k2. k2) différe de zéro. Dans ce cas aussi
nous introduisons la nouvelle fonction v — K~4i et nous multiplions le systeme (1)
avec la matrice K formée de (ku, kn), (k2 kZ). Ainsi I’on obtient a nouveau
un systeme de la forme (12), dans lequel les coefficients ont les mémes signifi-
cations qu’auparavant. Nous calculons les matrices & et & En utilisant les equa-
tions (10) pour a = og et les équations (10'), nous obtenons

KA = (aAl aAz Nz‘l/ et a = KAK"1=h °)
Ol + AY ar® + \1  ogj

Ainsi le systéeme transformé est

@ Oia*» 2 w1l °]dv=g
I otidxl [0 b'jdxjx, Y0 1jdx\

Des relations (9) continuent a avoir lieu entre les coefficients de ce systeme. Il
résulte des conditions (9) et (%) : og&l + b2 —UBR= 0, bn + 2= 0 ce qui
prouve que BR2= 0, c’est-a-dire que la premiére équation du systeme transformé
ne contient que zq En utilisant aussi la relation (9a) nous obtenons (oq —1)a=
= 4|B| = 4bnb2= —A4b'Et. Il en résulte que bn = 0, b2= 0, oq= 1 et le systeme
sera

Aili = Sq, A+ + 2N on = P2

b) al2= 0, a2 = 0. Dans ce cas-la il résulte de [ = 0 que an = a2= a, ¢
de la condition (9a) il s’ensuit (a —1)2= 4|B|. Si jBlL = 0 et tous les éléments
de |B] sont nuis, alors nous avons deux équations indépendantes. Si |R]| = 0, mais
tous les bij ne sont pas nuis, alors nous déterminons les constantes et k2 de
maniére qu’au moins I'une d’elles difféere de zéro et qu’ait lieu:

DK - b2k2= 0, ¥9A - b2k2—0.
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Nous supposons que ky @ 0 et nous notons par K la matrice formée des lignes
(klt k2 et (0, 1). Nous introduisons la nouvelle fonction v = K~x et nous multi-
plions le systéme avec K. L.es matrices du systéeme (12) auront la forme

c’est-a-dire la premiéere équation du systeme (12) ne contient que vx
Si \B\ > 0, nous considérons le systeme

byyky “b b2yk2 1— BAl> A12A1 + b22k2 " RA2*

Ce systéeme a une solution non-banale si 2+ |R| = 0. Ici nous avons utilisé la

condition by + b2= 0. Soit B = ~-\IB\ et (ky, k9 une solution non-banale du
systeme antérieur. Nous formons une combinaison linéaire des équations du systéme
(1) avec les constantes kx et k2 Nous avons

ali — Ky + kaig + = fiow + kaig + 26i—  (ly+ kaid = kyFy + k&2

En introduisant les fonctions complexes
v=\W iv2= kly + ka2 et F= kyFy - kZF2
I’équation précédente devient
d‘v

+ N+ 20t
& dx\  ax\ dxydx3

En séparant les parties réelle et imaginaire de I’équation obtenue, nous avons un
systeme de la forme (12) ou

Ea condition (9a) a pour effet que (au — 1)2= 4R2 Dans ce cas-la aussi nous avons
réduit le systtme (1) a la forme voulue. Ainsi nous avons abouti & la conclusion
suivante :

Théoreme 1. Sile systéme (1) est elliptique, alors il existe une transformation
linéaire de la forme (4) et une matrice carrée non-singuliére K telle qu’aussitot
effectuée la transformation (4), changée la fonction inconnue par v — K~xu et mul-
tiplié le systéme de gauche avec K, I’on obtient un systéeme de la forme

(15)

ou

(16)

et entre les coefficients ont lieu les relations suivantes :
ophj > 0, apa+ 1= ax+ a2—4RiR2 17)
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ou bien on obtient un systéme ou la premiére équation est A = Si et la seconde
peut comprendre tant le vx que le v2 Ausurplus si og= a2et RX32 ® 0, alors R2=

= - Bi= K

. Nous étudions par la suite la résolubilité du probléme de Dirichlet relatif

au systéme elliptique (15).

Soit Q un domaine du plan xrOxr ayant une frontiére I" assez lisse. Nous cher-
chons la fonction vectorielle u(xlt x2 = (ut,ud de I’espace W\(ii) satisfaisant
au systeme

ly—q@il La3Ry AN - pqoggi= a4+ ar 4 A = F2  (18)
dx\ dx\ r dxxdx% 1 2 H2 g*roxuw 2 dxI dx\

en Q et les conditions a la limite
«ilr = ** “2r = ° (19)

ou nous avons noté par WA{£1) I’espace Sobolew des fonctions de carré sommables
pour lesquelles il existe les dérivées généralisées d’ordre 1 et 2 de carré sommables
et Fi¢L2D). Ici nous supposons que les coefficients du systéme satisfont aux
conditions (17).

Théoreme 2. Si ax> 0, «2> 0, alors

a) Te probléeme tu = 0 dans Q, u\» =0 a la seule solution n — 0.

b) Te probléeme non-homogene tu = F dans Q, u| = 0 a une solution pour

tout F € L2CI).
c) Soit T un opérateur différentiel, linéaire aux coefficients constants d’ordre 1
Te probléme de Dirichlet tu Tu = F dans Q, «| = 0 est du type Fredholm.

Démonstration. Si BA~0O, alors nous multiplions la premiere équa-
tion de (18) avec |B2| et la seconde avec ]Bj|. Te systeme ainsi obtenu est forte-
ment elliptique, car la partie symétrique de la matrice

(IR21 M+ E) 2R1|Ral™1
UIRARAS, [BilM + 1)
est positivement définie [2]. En effet |B2|(«i*2+ 51) > 0 et

IR2(«i 11+ 17) RilR.1 + IRiIRD?i?2
RilR2 + |RilRY?1?22 IM M + L

si BA2> 0 et + £2P 0. Ici nous avons utilisé les relations (17).

Si AX2< 0, nous avons Ri|R2] + |RilR2= 0 et le déterminant de tantét
sera é?al a |BiRa|(ot1"f + + 1) lequel est positif si \\ + B @& 0. Si BxB2= 0,
alors I'une des equations ne contient qu’une seule fonction inconnue. On peut
supposer que la premiére équation est Jux= Fx Dans ce cas-la on voit aisément
que le systéme

BiR2[«i«25i+ n+ («x2+ I)m i > o

otHU -CAw = cFlt td —F2

est fortement elliptique, & condition que ¢ soit une constante positive assez grande.
En conclusion, dans tous les cas, apres multiplication par des constantes positives,
le systeme (18) devient un systeme fortement elliptique, pour lequel les affirma-
tions a), b), ¢) du théoreme sont connues [2].
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Théoréme 3. Si ax< 0, a2< 0 mais ax ® a3 alors
a) Il existe au moins un domaine Q ou le probleme homogeéne tu = 0 dans
Q, ukr = 0 a une solution non-banale.

b) Te probléme de Dirichlet tu —F dans Q, u\®» = 0 est du type Fredholm.

Démonstration, a) Soit ax< 0, a2< 0 et ax® a2 et soit Q l'intérieur
de I’ellipse xX\ —axx] —1=0. On voit aisément que % = x\ — ax\ —1, u2=10
satisfait au systeme (18) et aux conditions (19).

b) On sait [3] que la condition nécessaire et suffisante pour que le probleme
de Dirichlet soit de type Noether pour le systeme (1), est que les matrices

fPu(1, z) ~12(1,zi)\t /Pu(l>z§ w2(1»Z)) 20)
PA(l, & P21, zi)1 vT'AL ) ~201>)'
ne soient pas proportionnelles au cas ou zx ® z2 et

or aw
_ ®0 (201

au cas ol zx= z2 Ici Pixsont les polyndmes introduits par (2), zxet z2 les racine
de I’équation caractéristiqgue du systeme (18) se trouvant au semi-plan complex
Im z> 0. Dans notre cas zx= i, z2= ki et les matrices mentionnées plus hau
sont

@& —1 2fRx \ (ax—k2 2RXk i
\2fR2  a2—1j i2i$k = @—k2)

et le déterminant (20") pour zx= i est égal & —4 —4RX32 Si ax P a2les matrices
(21) ne sont pas proportionelles. D’expression —4 —A4ARXE2 differe de zéro si
zx—1z2=1 (k = 1), car au cas contraire, en utilisant les relations (17), nous abou-
tissons a la contradiction ax= a2= —1.

Pour la démonstration intégrale de I’affirmation b) il faut encore préciser que
le nombre des solutions linéairement indépendantes du probleme homogéne tu = 0
dans 12, n| = 0 coincide avec le nombre des solutions linéairement indépendantes

du probléeme homogene conjugué. De systeme homogéne conjugué est

_ Co o o GEp da@
=0, Siw= 20 dedleG[CdX\ = - 0. 22

(21)

X\ doax2

Nous introduisons les variables complexes zx= xx+ ix2 z2= xx+ Kkix2 et les
opérateurs

a_ k6, i a d_ 1 d i d

dzj k —1dxx k—1dx2' az2 h—1axx k—1 dxt
De systeme (18) se transformera en

<%-4b+" -4 A +h-*4& +2M[S+CG+ 1) "+*& ]-0

e G e 240 (G D T A gt B2 K0 = O
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Nous multiplions la premiéere équation avec 2iR2 la deuxieme avec 1 — g et intro-
duisons la fonction V= vl iv2= 2fR26 -f (I — ogM2, nous obtenons

dan Hk + «X + i{k + *i)v2] + drtdat [+ a2v! + t(l + «iK] = 0. (18)
Il résulte des calculs effectués que le nombre des solutions linéairement indépen-
dantes des problémes homogénes £u = 0 dans Q, u\* = 0 et £v = 0 dans 12
wr = 0 est le méme. En effectuant les mémes opérations pour le systeme conjugué
(22) (et en prenant seulement R2 au lieu de Bb la nouvelle fonction devenant
W — 2i1wx-\- (1 — d)w? nous obtiendrons
EX*W = £[(* + @W, + i(k+ d)W2] + + + t(l + a,)"2= '
£ [( (k+dywz+ [0 +a2PTi+t(l+a)"2=0 (2)

Ici aussi le nombre des solutions linéairement indépendantes des problémes S*w = 0
dans 12, & = 0 et £'W = 0 dans O, W\* = 0 coincide. Toutefois les équations

(18" et (22" ont la méme forme, donc I’espace des solutions du probleme homogéne
et celui du probléme homogene conjugué ont la méme dimension.
Théoreme; 4. Te probléeme de Dirichlet pour le systeme (18) n’est pas du type

Noether alors et seulement alors, si og= a2= —k < 0. Dans ce cas-la le systeme
a la forme
da] . du _
k&\ ()5(%i I(k + 1),u,xr,qxa_ F (23)
ou«=%-fiuzet F = +-iF2
Démonstration. Siog= a@2= —&< 0, alors les matrices (20) seront
f—k—1  2fBx i—k —k2 2ik3_ \
( 2iB, - k- 137 [ 2ikB2 —k —k2]

lesquelles sont proportionnelles. Donc le probléme de Dirichlet (18), (19) n’est pas
du type Noether.

De facon inverse, si les matrices (20) sont proportionnelles, il résulte aisément
que oq= @@= —k < 0.

Pour démontrer la formule (23), nous précisons que dans le cas ou og= <
nous avons 2= —Rj = Ret a la base des relations (17) 482= {k + )2 c’est-a-dire
2= £ (k+ 1). En formant la combinaison £rm + iS4, I’'on obtient aussitot
I’équation (23).

Nous procéderons a I’étude détaillée du probléme de Dirichlet pour ce cas-la
dans un autre travail.

(Manuscrit recu le 1-er décembre 1967)
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ASUPRA FORMELOR CANONICE PENTRU SISTEME ELIPTICE DE ORDINUL
AL DOILEA CU COEFICIENTI CONSTANTI

(Rezumat)

in prima parte a lucrdrii autorul arata ca orice sistem eliptic, cu coeficienti constanti, de forma
(1) poate fi transformat intr-un sistem de forma mai simpla, in forma canonica (formulele (15), (16)).
Pentru aceasta se foloseste o transformare liniara a variabilelor independente, o transformare liniara
a functiilor necunoscute si se inmulteste sistemul cu o matrice constanta.

Tn partea a doua se studiaza rezolvabilitatea problemei lui Dirichlet pentru sistemele aduse la
forma canonica. Se arata ca toate sistemele aduse la forma canonica, pentru care problema lui Dirichlet

nu este de tip Noether, au forma (23).

O KAHOHUWYECKNX ®OPMAX ANA INNTNATUYECKUX CUCTEM BTOPOIO
MOPAOKA ¢ nocTtoaHHbI MU KOIPOUNUMEHTAMU

(Pestome)

B nepBoli 4yacTu cTaTbW aBTOP MOKasblBaeT, YTO MOOYI0 3NIMNTUYECKYHO CUCTEMY C MOCTOSHHBbIMU
KoathpuumeHTamy Buga (1) MOXHO NpeBpaTUTb B cUCTeMY 60siee NPOCTOro BUAa, B KaHOHWYECKYHD (hopMy
(chopmynbl 15), (16). Ana 3Toli UenM UCMONb3YeTCs IMHENHOe MpeobpasoBaHMe He3aBUCUMbIX MEPEMEHHBIX,
NMHeliHoe Npeo6pa3oBaHMe HEeM3BECTHbIX (YHKUWIA W YMHOXaeTcs cucTemMa C MOCTOSIHHOW MaTpuLiei.

Bo BTOpO/ 4acTu m3yyaeTca paspeLMMocTb 3afayun Qupwuxne g8 cucTeM, NPUBEAEHHBIX K KaHOHM-
Yeckoil hopme. [MoKasaHO, YTO BCe CWUCTEMbI, MPYBEAEHHbIE K KaHOHWYeCKoW (opme, ANA  KOTOpbIX 3ajadva
LOupuxne He ABnseTcs 3afadveit Tuna HeTepa, umeoT Bug (23).



DESPRE REZOLVAREA ECUATIILOR PRIN METODA IPERBOLELOR
TANGENTE

de
MARTIN BALAZS

Fie ecuatia reald sau complexa P(x) = 0. G. S. Salehov [1] a studiat
problema unui procedeu de iteratie pentru aceasta ecuatie. Aceastd metoda a
fost generalizata de M. A. Mertvetova [2] la ecuatii operationale nelineare
P(x) = 0, unde P(x) transforma elementele unui spatiu linear si normat X n
elementele unui alt spatiu linear si normat Y. B. Jankd [3] a stabilit noi
conditii de convergentd pentru procedeul dat de Salehov si Mertvetova, imbuna-
tatind conditiile puse de acesti autori.

in lucrarea de fatda vom stabili teoreme referitoare la existenta si unicitatea
solutiei ecuatiei complexe (sau reale) P(x) —0, unde P(x) este o functie de o
variabila complexd (sau reald) definitd Tntr-un domeniu convex D ; mai presu-
punem cad P(x) are derivate pinda la ordinul trei inclusiv.

~Teorema 1 Daca existd un x67D, astfel incit urmatoarele conditii sint
satisfacute :

1° P'(x0 are inversa o= [P'(*0]-1 $F|FQ< BO;
2P'(*QP(*0 < )
2[P'WP - P'(*o)P(*0) '
3° Derivatele de ordinul 2 si 3 sint marginite in domeniul C(x0, r),
\P"(x)\ < M, \P"\x)\ < N,
unde C{xQ r) este un cerc in planul complex cu centrul Tn x0si de razd r = 20;

4° h0= POMyO< j ;

° N 33
0 a1
atunci ecuatia P(x) = 0 are o solutie x* in cercul C(xdr), cdtre care converge
sirul aproximatiilor obtinute prin formula
X+ = 2P"'(Xn)P (xn) n
2[P'bI1* - P"WP(*,)
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unde rapiditatea convergentei este caracterizatd prin inegalitatea

W*- *| < 2 (2K T ~A0

Demonstratie. Searatd caintrecerea dela x0la xr conditiile 1°—5°
ramin indeplinite. )
a) Deoarece |FO[P'(*Q —P'(kX]| = [FP"(*0+ OA)* —*0|< BaMuT\i=

= AD< N, exista HO= {1 —r O[P'(.vQ —P'(*i)]}_1L si avem
\' H 0\ < 1_
Din identitatea evidentd Ti = /f,rorezultda ca

Bo
ITA< | 7y 2

adica conditia 1° este satisfacuta pentru xv
b) S& consideram urmatoarea functie ajutatoare :

P(x) ) " ] -
FUVWO) - * + 5o qw - prpy L0 20 2 F PR - )]
P ()P (V\(X —u)*(x —»)*(* —ui)
6(u - u)dv - w){2[P'(u)y - P"(n)P(n)}

unde u, v, w sint puncte arbitrare (u~ v, vyé w) din cercul C(xQ 2rl0)
Urmatoarele proprietati ale functiei FUMAX) se verificd imediat :

D Fx,,v,4x0 = *i> pentru orice v, w¢ C{x0 2riQ ;
2)F x,vxAxD = x1 -, pentru orice v CC(x0 240 ;
) ) [2Ne 1“-P"WPW 1l P ¢C(xa 240

3) Fxyxg = 0; FxpMAxQ = 0, pentru orice v,w¢ C(x8-210) ;

4) F'X”\NV{V) =" ~~2P"(V)P'(x3) ’ 3P»P " (%0 bentru orice v, wé
2[P'(*0l« - P"W P (iJ 2[P'W J«-P"WPW ' '
€. .

2y0 ;
Cons)lag?erém formula lui Taylor pentru functia FxyMM(x), unde 1 este un
punct arbitrar din C(x0 2y)0,

@)

XV, (#) —FXMX(xg + 5P no3> (4)
de unde, daca punem v — t0 obtinem
PW 2[P'(ar0]2 _ 1wk 3PUCHR () K
P'("0) 2[P'(*)]*- P"(*,)P(*0 6 }P'bl 2PY*)J 1 0°
sau
iroP”o P{)
i"'(*0) " Q
deci
1IrN.Pbll < + -1 = Ax (6)
1 - nA6POUT* 4
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Din (6) rezultd

2 X\ —"4 S 0
1- 7 BOMA,

Folosind delimitarea (7) si conditia 5° din teorem& obtinem
N1<2Agn0<$ - (8)

Deci conditia 2° este verificatd pentru xv

c) Verificarea conditiei 3° se face pentru cazul general, la sfirsitul demon-
stratiei.

d) Pe baza inegalitatilor (8) si (2) obtinem

hx< 4Aj< AD< H->

deci si conditia 4° este satisfacuta.
e) Din (2) rezultda cd Bt~ BOsi deci urmeaza ca

Asadar, conditiile 1° —5° sint indeplinite pentru xIt unde numerele BOQ
rje, AQ, a0 au fost inlocuite cu Blt 1l hx at.

Cu metoda inductiei matematice se obtin urmatoarele relatii :

B. - 2Bn_b fin™ 2A, 1«7+ A~ 4An i, an _I§._IVII< 10 ©)
Din a doua si a treia inegalitate din (9) rezulta
A< 2-»(2 Y0 (10)
Deoarece \xnH —xn\< 1j,, din inegalitatea (10) obtinem
*»+p - xn\< 2i-*(2her~'(I - (11)

de unde rezultd ca existda limita x* = IiQ Xn.

Dacd Tn (11) trecem la limita cind p -* + 00, obtinem inegalitatea care
caracterizeaza rapiditatea convergentei.

in sfirsit se demonstreazd cd xn si £n-i pentru orice n apartin cercului
C(*0>2r]0; £»-1= xni + O(*, —X,,-1), 0 < 6< 1.

PO —xm< PO—*il + [*I —*a + eee+ [*» | —*] <
< do+ N+ 1 ’é.;t = 270
si deoarece |£,_i — < |*n—x,,_,\, avem

I* o Sn-il A |*o — *il 11 — wal + e e e o)y |*a—l il 2 tj0.
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in continuare aratam ca x* este solutia ecuatiei P(x) 0. in adevar, din
relatia (5) avem

Ne i)l< ;‘—f o (5a)
si Tn general
PCQl < 7 -ferl 4»-i (5b

Din relatiile (5a) si (5b) obtinem ca nIi%\P(xn)\ = 0, de unde pe baza conti-
nuitatii lui P(x) avem P(x*) —0O0.

Observatie. Mentionam ca a0< B este mai putin restrictivda decit conditia
pO< 4 (vezi lucrarea [3]), sau conditia RO" 9 (vezi lucrarea [1)].

Teorema 2. Fie Indeplinite urmatoarele conditii :

1° |[F(k)| < B < + o0 pentru orice x din cercul C(xQ Pé;q) WX —x0\< K-,
din planul complex, unde s-a notat I'(x) = [P{)]_1 si K = ;gg(h w)3-1;

2° Avem delimitarea \x1—x0< Q< - 00;

3° Derivatele de ordinul 2 si 3 sint marginite in C(x0 K-g): \P"(x)\ < M,
f\P"'(x)\< N ;

4° Sint satisfacute inegalitatile h = B-gM <2 si he/ < 1 unde am notat

2 :1__]EIGBMr 4:
2

Tn acest caz ecuatia P(x) = 0 are o solutie x* CC(x0, Kq) si sirul aproxima-
tiillor succesive calculat cu ajutorul formulei (1) tinde cdtre x*. Rapiditatea conver-
gentei este caracterizatd de inegalitatea W* —xn\sC K-q(h/r-\

Teorema se demonstreazda analog ca Tn cazul precedent.

Observatie. Mentionam ca / este mai mic decit /-ul corespunzator din lu-
crarea [3].

Teorema 3. Daca conditiile 1° —5° ale teoremei 1 sint satisfacute si
ecuatia P(x) =0 are solutie in cercul c|x0 7§, atunci are o singura solutie,
egala cu limita sirului construit prin formula (1).

Demonstratie. Fie 17 o solutie a ecuatiei P{x) = 0 din cercul
Ct*0 70 . Avem in mod evident FUW(X) —r pentru orice u, v CC(x0 240.

Aplicind formula lui Taylor la functia Fx,,1(x) obtinem

T'v .tw = F *n,vA Xn) + — Xn)3,
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unde V este un punct arbitrar din C(x0 240 si = xn+ 0(t —xntC(x0 240.
Dacd punem v =\ obtinem
2[P"(*)? P™(5.)  3P"(tnN)P”(xn)
T— *,+i= (12)
6 2[P'(*s)]* - P"(xn)P(xn) P*(xn) 2[P*(*J3]>

Din (12) folosind prima inegalitate din (9) obtinem

10 2*“*5 3
o XnHIA o O et t 3 T — Xp®>
de unde pe baza conditiilor 4° si 5° avem
[t - Xn+i\ 2 -2]t - X,\a (13)

»?

Presupunind ca |1 —xO0\< 7)p0 si folosind inegalitatea (13) se poate demonstra
usor prin metoda inductiei matematice urmatoarea inegalitate :

2/ +
[t Xn+ll<* 3" 710-2 |Tp/

Prin urmare dacd p”~ —, atunci lim |t —x,,+i\= 0, adicd T = x* ceea

ce era de demonstrat. o o o
~ Observatie. Cercul Tn care am demonstrat unicitatea solutiei ecuatiei are raza
mai mare decit cercul corespunzator din lucrarea [1] sau [2].

(Intrat in redactie la 5 aprilie 1967)
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O PEWUEHVWN YPABHEHWUW METOAOM KACATEJIbHbIX TUMEPBO
(Pestome)
M3yyaeTcsi pelueHne ypaBHeHMit P{x) = 0 n eaMHCTBO peLUeHWUsI MEeTOfOM KacaTeflbHbIX runep6osn.

YCTaHaB/MBAKTCS HOBble YC/I0BUSA CYLLECTBOBAHUS PELUEHMWs, COOTBETCTBEHHO CXOAMMOCTU MOC/ef0BaTe lb-
HoCcTU, mocTpoeHHol . C. CanexoBbiM. [laHa 3aTeM OfHa TeopeMa eAuHCTBA.

SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS PAR LA METHODE DES HYPERBOLES
TANGENTES

(Résumé)
L’auteur étudie la résolution des équations P(x) = 0 et I'unicité de la solution par la méthode

des hyperboles tangentes. Il établit de nouvelles conditions d’existence de la solution, ainsi que de con-
vergence de la séquence construite par G. S. Salehov. On donne enfin un théoréme d’unicité.

4 — Mathematica-Physica 11/1968






ASUPRA UNOR FORMULE DE CUBATURA CU NODURI FIXE

de

GH. COMAN

Fie KWL20, 1;0, 1) multimea functiilor f(x,y) definite pe domeniul D —
= {0< a< 1;0< < 1} absolut continue pe acest domeniu si satisfacind con-

ditiile f(x, 0) = o, /(0,y) = o, n/;iu, < K.
Se considera formula de cubatura

(s y)dxdy = JI_% Cijfixf, yj) H Rmn(f), 0)

unde / ¢ KWL2ZA0,1;0,1), Cf- i=0,1, ... m—1;j =0 1 1) sint

coeficientii, iar M{xityj) (i= 0,1 .. m—1;j =0, 1 =mm%— 1) sint nodurile

formulei, despre care presupunem ca sint fixate, coordonatele lor alegindu-se astfel :
2t + 2 3 +2

= ome 1 Vi 2n+1(»: o1 ...m—1;,;=01 ...,n—1). 2)

Fie
RWERR L 01) ®)

n lucrarile [1] si [2] au fost studiate cele mai bune formule de cuadratura
cu noduri fixe. Tn nota de fata se pune problema studiului celor mai bune formule
de cubaturd (1) cu nodurile M(xityj) avind coordonatele (2), adica a determinarii
coeficientilor Q, astfel incit restul Rm,,sd ia valoarea minima.

Folosind identitatea
f(x,y) = $$/.»(«, V)E (x - U,y —V) dudv
D

unde

aMEXy)6Dl=(°< *< 1;0<y< 1}
a M(x,y) € C(A)

~
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formula (1) devine

3 {n, v) L(l —m{l —v) _5:0 JE=0 C}E(X - u,y, —Vv) dudv = Ra,,(

sau

*»..(/) = SSfL (m, v) ® (u, v)dudv, @)

unde

t—2 n i
P{uv)=(1-ul- v- E0 EO CREX ~ n'Y3~ vp
»=«l J:

Aplicind lii (4) inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski se obtine

RmMn< K {W_v) dudv (5)

n felul acesta problema puséa s-a redus la determinarea coeficientilor Cy pentru
care integrala

N @Au, v)dudv (6)

ia valoarea minima.
Minimul acestei integrale este dat de sistemul de ecuatii

r =0(k=201 .« m- 1;1=0,1,.. n- 1)

care se mai poate scrie sub forma

Eﬂt:l—ﬂ:l— nn i
IE=0 E CHJ\J\ EXi —u>3—Vv)Eixk—u,yt — v)dudv = \\}<_I - 71 Ne —7)
pentru

(k=0,1,.. m—1;1=0,1, ee- n—1)

sau
I = 1 m4 i =

B oG B+ Yy cn + XKEq; BoCay) + yik, ca
= - SVi@R- K- Yo
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Tinind seama de (2) sistemul (8) devine
r | tt_1 b tit_J |

|:=6* + 1) Li=o + 1)+ + !)j§l+lca +(* + 1)i=‘f’<—\—ll_,"§e(; +i)Q +

(M-I)JéH_ICH: (ZTI"' 1)(m1fj_)*— - *k: >l —-1 ;i:O,l, 1),

care este un sistem de mn ecuatii cu mn necunoscute : C8. Rezolvind acest sistem
obtinem

Q= @m+ I)(2n4-1)'(*= 01, mw-m—1;j=01,*-n—1)

in felul acesta, cea mai buna formuld de cubaturd cu nodurile fixe M(xity,),
avind coordonatele (2), pentru multimea de functii consideratd, este

e -n - i =+ -2»
%f{x,y)dxdjy GTTGY |)l_4£n Eri, 121 +2  2/4-2 ¢ RmM ) ©

I—Oj—O/ 2T\ E«T ")
Din (5) se obtine

yji (r+ til-r® 4-») 4- 1
3(2m 4-1)(2n 4- 1)

(Intrat in redactie la 2 octombrie 1967)
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O HEKOTOPbIX KYBATYPHbIX ®OPMY/IAX C HEMOABWXHbIMU Y31AMU
(Pestome)

M3yyaeTca Kyb6aTypHas opmyna
m »>1 «-l
W\ f(x"Y)d*d y= &@ £ Cij/(*;, yf) 4 Rn,, if),
1 j—0

roe /(Xy) £ 0,1; 0,1) (MHoxecTBO (hyHKUMIA (X, y), onpegensiemblx Ha o6nactu D = {0 x 1;

abCoMIOTHO HeMnpepbIBHLIX Ha 3Toli 06nacTu u ypoBneTBopsitowux ycnosusm f(x, 0) = 0,
0,y) =0, |I/*y|l K), Cij — koathpmumeHTbl topmynbl, a M[Xityj) — y3nbl (opmysnbl, KOTOpble cunuTa-
H0TCS (PUKCUPOBAHHLIMU, MPUYEM WX KOOPAWHATLI BbIGUPAIOTCA CrefylowuM  06pasoM:

A= sy = g6 0L To L= 0L )
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Myctb
a«M.= sup  \Rmn(f)\-

n Kw, 0.1;0,1)

CraButcs npo6nema onpefeneHnst KoapguupueHToB C,- TaK, uTobbl Rm,n NpUHUMAaN0 MUHMMa/IbHOE
3HaueHve.

[Monyyaetcs
Ch = ori o+ )= 0L T=LiY=01 > )

RE VM 4-», + n+ a)+ 1 -
’ 3(2« + U2m + ]

SUR DES FORMULES DE CUBATURE A NOEUDS FIXES

(Résumé)
On étudie la formule de cubature
&(x, y)dxdy Cijfixi, y,) + Rmn (/),
»=0 Yy«0
ou f(x, y) CKWj” (0,1;0,1) (ensemble des fonctions f(x, y) définies sur le domaine D = (0 1
0<$ y<” 1}, absolument continues sur ce domaine et satisfaisant aux conditions f(x, 0) = 0, /(0,y) = (
Hfyy I,  K) « oil Q» sont les coefficients de la formule, et M(xu yj) sont les noeuds de la for-
mule, qu’on suppose étre fixés, leurs coordonnées étant choisies comme suit :

o 2iv2 2+2
M= omE T VT o1 O 0

Rn.n ZTSMA/EIUF(Ql;()l)|Em"(/)|'

Le probléme se pose de la détermination des coefficients C3} de fagcon que Rm,n ait la valeu:
minima.
On obtient

Soit

et

Y4 («* + «nml+ « + n) + 1

302« + 1)(2» + 1)



DESPRE REZOLVAREA ECUATIILOR OPERATIONALE PRIN METODA
LUI CEBISEV (Il

de
B. JANKO ti G. GOLDNER

~1n lucrarea de fata se dau unele teoreme de existentd a solutiei ecuatiei opera-
tionale P(x) = 0. Se arata ca sirul aproximatiilor obtinute prin metoda lui Cebisev
datd de algoritmul:

© *+H=*,- r,P(*J - 1 mP"(xn)[r.P(*J]«

converge catre o solutie a ecuatiei. Teoremele 1 si 2 din lucrarea de fata generali-
zeaza teoremele din [1], largind clasa ecuatiilor pentru care metoda lui Cebisev se
poate aplica, deoarece elimina conditia de marginire a operatorului 0= [P'(g:0]-1

Fie
P(x) = 0, @

P(x) neliniarad, definitd intr-un domeniu S convex din X, spatiu Banach, cu
valori in Y de acelasi tip.

P(x) este continud si admite derivate tip Frédiét ptna la ordinul 3 inclusiv.

Metoda lui Cebisev e datda de algoritmul

*»Hi= *,- [nP(xH - j nP'(xn) [TnP(xnY )
unde

M= [P'(xmr"

x0 se alege Tn 5 astfel ca sa satisfaca conditiile 1°—5° din teorema 1, iar
Xi¢ X rezulta din algoritm.

Teorema 1. Daca pentru x0 sint satisfacute urmatoarele conditii:
1° exista 0= [P'(*0)]_1

2° |IrP(xqll<7)0

3 IMP'(a)H< M si ITP"(x) I< K
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4° 0 < h,= Mtlofii --
5° P0< 2
—(i+—) + A I1+ —) f
20= — 4 ' JtM e — i HO=1- 9% 1+
HO \Y 2

atunci pentru ecuatia (1) exista o solutie

**6D - 1)

care este limita aproximatiilor succesive x,, obtinute prin algoritmul (2). Rapiditatea
convergentei e caracterizatd prin delimitarea :

M**-*,m<4rtf|?,qa()3ﬂ'~|

Demonstratie. Considerdm ecuatia :
P(x) = 0 unde (N
P(x) = roP(r) @
a) Aratam cd ecuatia (') este echivalentd cu (1).

intr-adevar, fie x* o solutie a ecuatiei (1), deci P(x*) = 0. Atunci pe baza lineari-
tatii Ilui IO

ree**) = 0
Reciproc: fie x* o solutie a ecuatiei (1) adicd
FP(**) = 0 )
Deoarece exista inversul lui F'0si anume P'(x0), aplicind pe P'(x0 lui (1") obtinem :
P(x*) =0

deci x* este solutie a ecuatiei (1), deci afirmatia e demonstrata.

b) Aratdm ca pornind de la o aproximatie initiald x0, aplicind algoritmul lui
Cebisev la rezolvarea ecuatiei (") obtinem aceleasi aproximatii x,, ca si prin apli-
carea algoritmului la ecuatia (1).

Demonstram prin inductie matematica : pentru n =0

X, = r0- | TQ;'[r®p0?

ro= [Pi]“l= [(ToPo)]-1=[BAOTl=1
Pi'=r®p;

Xi —XO—F(PO—TFQJO[F(PO]ZZ X
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mai departe
r,P(*,) = = [Fee'(*A-1.ree(*9'=
= [P'WrrToiVPW = rap(*s)
iAf\.p‘W [r,p(*j] = - |A[ r»P>J]-ir,P'W [r,PW ]!

= -1r1 8P’ (5)[FP(*aP

Presupunind x,, = X, rezultd xnH — xn+i.

c) Aratdm cad P(x) satisface conditiile teoremei 1 din [1].

a) Existda o= [P'(x9]-1 si are loc delimitarea: ||[F0J < BQ Tn adevar,
din demonstratia de la punctul b) rezultd ca exista 0si [[FQ = 1, adicda BO= 1,
deci conditia 1 a teoremei 1 din [1] e Tndeplinita.

() Are loc inegalitatea |[FP(x0|| < <}, adica e indeplinitd conditia 2 a teore-
mei 1 din [1]. Tn adevar ||FO| = 1, deci Hro;o_«g” < #| rePExO| < 70. )

y) Conditia 3 a teoremei 1 din [1] e indeplinita conform conditiel 3 a prezentei
teoreme, la fel conditiile 4 si 5 ale teoremei 1 din [1].

d) De aici rezulta ca ecuatia (1) are cel putin o solutie 5 S k0 care este

limita aproximatiilor succesive {x,}
Rapiditatea convergentei e caracterizatd prin delimitarea :

ho
€) Din demonstratiile de la a, b, ¢, rezultd ca cele scrise la punctul d sir
adevadrate si pentru ecuatia (1) si teorema 1 este demonstrata.

Teorema 2. Dacapentru aproximatia initiald x0 sint satisfacute urmatoarele
conditii :

1° Exista IO

2° wraeeonl 70

32 yTORP'{x) I < M; |[FTCP"(*") - TCP"(*™)| <NWx'- *"||»

4° 0<h0= Mu < i

5° £0(@) < 2 unde

2fa
+Lt
+_ 1]
! 2314 Q@+ e am2

£0a) =
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atunci ecuatia (1) admite in sfera S o solutie care este limita aproximatiilor suc-
cesive {xn}. Rapiditatea convergentei se exprima prin delimitarea

I - %[ <1 (EO@)A )3-1eHIm

Demonstratia se face la fel ca in teorema precedenta.

(Intrat in redactie la 15 aprilie 1967)
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O PELUEHWWM OMEPATOPHbIX YPABHEHUN METOAOM UYEBbLILLEBA (11)
(Pe3tome)

ABTOpbl U3yyaloT pelleHWe OnepaTopHbIX ypaBHeHUid P(X) = 0 npu nomolim MmeToja YebbilleBa ,
ynyyluas ycnoBusi, daHHble B [1] 418 CYLUECTBOBAHWS PELUEHUs] YpaBHEHUS.

SUR LA RESOLUTION D’EQUATIONS OPERATIONNELLES PAR
LA METHODE DE TCHEBYCHEV (Il

(Résumé)

Les auteurs étudient la résolution des équations opérationnelles P(x) = 0 par la méthode de Tché-
bychev, en améliorant les conditions données dans [1] pour I’existence de la solution de I’équation.



UNE FORME EXPLICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME
DE LA PROGRAMMATION QUADRATIQUE

par
I. MARUSCIAC
Soit la forme quadratique
n
f(x) =f(xL,*2 ...,Xy= i,£ 3:5?qX|XJ, )

positive définie et la fonction convexe

*

A% = AN X, e X) = AXPX2, W X) + | ZbiXi + ba

Le probleme de la programmation quadratique que nous considérons est le

suivant: trouver le minimum de la fonction @9, pour x = (%, x2 ..., X, CQ,
ou O est un domaine convexe fermé défini par les inégalités
Li(x) = aaxr + aix2+ ... + a™xn+ dt> 0, r= 1,2, )

On suppose que le domaine Q n’est pas vide (le systeme des inégalités est
compatible).

On peut avoir deux cas. La solution optimale x° ¢ int(O), ou x° ¢/r(G). Dans
le premier cas nous disons que nous avons un probléme de la programmation qua-
dratique banal, parce que dans ce cas la solution du probleme ne dépend pas des
restrictions (2), et elle s’obtient en cherchant le minimum relatif de la fonction
(p(x). Dans le deuxiéme cas la solution optimale est atteint sur une aréte de dimen-
sion g0 < q< n—1) de Q, c’est-a-dire

Likx9) = > k= h 2>

D’un autre c6té, comme la forme quadratique (1) est positive définie, la fonc-
tion quadratique <§(x) peut étre réduite a une somme de carrés. Par conséquent,
nous sommes conduits au probléme suivant de la programmation quadratique
canonique : trouver le minimum de la fonction

M
F{X) = F{x3, x2 ..., xn) = %_21 CHeA*L + aloxt + ome + F%*%)2 (1
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ot >0, k=1,2, ,n,dans les conditions

Lix) = E «w™ + == 0,i=1,2,.. m. )

On peut supposer ici que S|af|l ® 0, parce que dans le cas contraire la solu-
tion optimale est x° = (0,0, .. 0).

2. Dans ce qui suit nous donnons une forme explicite pour la solution optimal
du probléme, en utilisant une méthode de G. Cdlugareanu [1, 2], utilisée aussi
par l'auteur dans un probleme analogue [3], pour déterminer le polynéme d’écart
[jninimum de zéro, dont les coefficients vérifient quelques relations linéaires

onnées.

Ainsi, en utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, on considere
a fonction

dx) =F (x)+i_t|:\ 4x)
let on cherche le minimum. On a

F@_ * 0, O ° —
&i_zkEziC O Ki*i + akx2+ mee+ akw,) + Ei = 0,
ou
EI Aikxk T E1 =*=, ®3)
ou
Atk =—2>; ijk m=1,2, , n. @)

j=i
Si au systéme (3) on ajoute les relations (2 j on obtient un systeme de n-\-m
équations en xit X|.
Pour que ce systéme soit compatible et pour gj h admette une solution unique
il faut que le déterminant

An e 'Ai,,aU o mam
A,j ® *Anniin | e «»

«n m . a0 .0

«n’i HedmO o . 0
En développant le déterminant A d’aprés les premiéres n lignes on a

Aka ®wa-,
«P1
- A 3 N b w
a= E (-ir «nm . (5)
«l, *He g, «i»
«m |
m(n + 1)

ol S=jl+j2+ mem+ jm+ mn +
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Considérons, par exemple, le premier terme de la somme, qui correspond a
h —1.h —% mee jm — m>et qui peut étre écrit

¢ ' «mm

m"m+1,1 ' " m-"m+l,n
e« «ml
N«l
«H o «l»
«ml
n
Ciaj,m+lajl = **2 E *»
1= =
2 E3 Gajnaji *+2 E< Gaing,
=1 I'=
an ** a,,
«m | ‘'m «mn

ou ,.en mettant en facteur les sommes”, ce terme peut étre écrit

«vi,m+l«vil e Avis m+l«Vin

«n c 7
(_ hm.2>- FHTRbTL © bt Ay
. s
Im
«ml *
«vil ~Vin
«11 av 1.
= (- nme”- tcv1--' mAVLm+ | * . « v
i, .» n_n-—[l «n m«ld
«lm
«ml
~En permutant les indices VI( V2 ..., v,,_ mde toutes les maniéeres possibles et
puis en additionnant, on obtient
«Vil ' «ViH
(_ Ijfm2»-m «n * =Xl L2
— coe Ny fys—m1 ' ‘' idya—mn
[n —m) ! m ®” m «U . «14

«Im o

An—=imfl mn

«m | L
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En procédant de la méme maniére avec chaque terme de la somme (5) et en
observant que le dernier déterminant de tous les termes est le méme et qu’il
peut é&tre mis en facteur, alors ce qu’il reste dans la parenthése est le déter-
minant

aa  *ab
BN i s g YT
ah ooy

multiplié par (—1)*, développé d’apres les m premieres colonnes.
Ainsi le déterminant [ peut étre écrit sous la forme

-
A= (n)_m). »*.“5 V2 e 1T a)]2

Si nous considérons maintenant le déterminant

072 o Nl o ol

0 wo ® Q/W{L ° o(m
dd@ df

A e e .0

et si nous poursuivrons de la méme maniere, nous pourrons écrire

Al (n- m\ ,, AK a) X1 «)
ou DIK(M, V2 .. -, ;) est le déterminant qui s’obtient de D(vIt V2 .. ., v,,_m;a)
en posant auk=0,i=1,2,...,n—m et = r=1,2,.. m

Ainsi nous avons, en tenant compte de (6) et (7), pour xr |’expression

2Cv, eee v, mD(Vi. V& **e> m »«) VT Vi, @

X, — )
ScM ... cv,_MI[-D(vL, v2...... sn-m | “)]*

ou S est pris pour tous les indices Wb V2 ..., v,, mde 1 a ».

Il est évident que, en général xh peut étre écrit sous la forme

SO ... e, T.OK, V2 ..., v,_m;a)£(*)(V2 V2...... vn_{; a)

4= I . ©)
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Si F(x) est une somme de carrés, c’est-a-dire

i =Kk
i ® Kk,
alors on a
2iv, ooy, A(*i> *2 -—-km) AL K....... L)
2GF... GA_T A2 ... A" (10
k= 1,2,
ou
allii 1%, o o Hooxg
AN>k2 m @ adi *2*. *eetym
ORI
et AV)AKZ ... k,) s’obtient de &I k2 ... km) en posant <stk. = al( .. xnij=
= o= Les indices kIt k2 ..., kmsont les compléments des indices VI(V2 .. ., v, M

c’est-a-dire, sSiN — 1,2, ..., netsi VI( V2 ..., v,,_m¢ NIt alors kx, kit = km¢N —N't.

Ainsi la solution de chaque probléme de la programmation quadratique est
donnée par les formules (9) pour certaines m formes linéaires, Lh(x) =0, ...,
..., Limx) —0, o0 0< m< n.

On rémarque que la solution du probléeme de la programmation quadratique
donnée par (9), s’obtient toujours apres un nombre fini de pas.

Evidemment, si le nombre des restrictions (2') est élevé, alors I’application des
formules (9) n’est pas pratique. Mais si le nombre des restrictions n’est pas élevé
et si la fonction F(x) a une forme particuliére, par exemple, une somme de carrés,
alors I'utilisation des formules (9) est pratique, parce que dans ce cas les détermi-
nants qui interviennent sont simples.

Supposons d’abord que rang lafAll= m. Alors I’algorithme est le suivant :
on calcule d’abord x\, k = 1,2, mm% pour m — 1, correspondants a la restric-
tion

w =0

Soit x1 la solution trouvée. Si x1C i2, c’est-a-dire L"x) > 0,i = 2,3, ..., m,
alors xllest la solution optimale. Dans le cas contraire on calcule x\, correspondants
am=1cet

L2(x) —0

avec lesquels on poursuit de la méme maniere.
Si pour m — 1aucune solution xhn’appartient a Q, alors on calcule xk corres-
pondants K m = 2, en commencant par les restrictions

Lx{x) = 0, L2Ax) = O,

et I’on poursuit de la méme maniere que dans le cas m — 1 Si pour m = 2 les
solutions x1 ¢ Q, alors on passe kK m = 3, etc. Parce que dans ce cas m < n,
il existe toujours un m tel que la solution correspondant @ m :xh€ Q et par consé-
guent, xhsoit la solution optimale.
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Si rangi jatt|I =r < T, alors on calcule la solution optimale pour chaque variété
n —r —dimensionnelle, définie par La(x) = 0, i=1L12 .. m Ea solutlc_m_ opti-
male du probléme sera celle pour laquelle la fonction F(x) prend la valeur minimale-

E Xemp le Trouver le minimum de la fonction
f(x) = /(*x *2x3 = x\ + x\ + 2x\
pour x = (*1 *2 xt) ¢ il, ou il est le domaine défini par les inégalités
L) = ~x1— *2— x3+ 2> 0
L2(x) = 2*x+ *2+ 3*3—5> 0
L3(X) = xi —2%2 + 2*3—3 > 0.

1) On calcule la solution correspondante a la restriction L~*) = 0, d’apreés
les formules (10). On a q = 2= 1 & = 2, et ainsi

2cMcMjartl|i = A3+ ggafa + &x3al2= I+ 2- |+ 2- 1=5.
NMlospvai*ial ~ cx3anai = 2(—1)(—2) = 4,
2 (AGiGjaViai —cicdi2ai —2( 1)(—2) = 4;
S(@evcvau,al = clc2alBag = 1( 1)( 2) = 2,

donc x: = (4/5, 4/5, 2/5) et *x¢ £1, parce que Es{xr) = —7/5 < 0.

En calculant de la méme maniére la solution correspondante a L3(x) = 0 et
L3(x) = 0, on trouve respectivement *2= (20/19, 10/19, 15/19) et *3= (3/7,
—b6/7, 3/7), qui n’appartiennent pas a £1, parce que Lj(*3 = —7/19 < 0 et L2(x3=
= -26/7 < 0.

2) Maintenant on calcule la solution correspondant a m = 2, en commengant
par les restrictions L"x) = 0, L2(x) = 0.
On a

ai*i*h « al2a 13 *11*13 *11*12

*2*1 *21, *22*23 *21*23 *21*22
De méme on calcule BEXI*= 7, 2@ = 0, 3= 7.
Par conséquent x* — (1,0, 1)G £ et il résulte que »dest la solution optimale et

min/(*) = f(x¥ -3.
*en
3. Nous donnons maintenant une application de cette méthode a la théorie
des erreurs. Soit
U=/(*!, *2 ¢ %)

une fonction réelle donnée, qui a les dérivées partielles continues dans un voisi-
nage de ** = (** *2, ..., *J). On calcule la valeur

u* = /(**’ *2, o m-, Xn),
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ou X*, X*, x* sont des valeurs approximatives des arguments. Un des problémes
généeraux de la theorie des erreurs est le suivant : étant donné e > 0, de quelle
grandeur peut on prendre les écarts des variables indépendantes = xt—x* pour
que nous ayons

\u* —u\ <s. (11)

Par conséquent, il faut résoudre le probléme
Max rrz;n leq (12)
D’

dans les conditions (11), ce qui est un probleme de la programmation mathématique.
Au lieu de (12) on peut demander

max ¥, sJ. (13)
»=]
Mais si f{xIt x2 ..- x,) a les dérivées partielles continues, alors le probleme

(11)—(13) peut étre réduit au probléme suivant: trouver

max 22 el
dans les conditions

J2 Aiei < & (14

C’est-a-dire que nous avons un probleme de la programmation quadratique aux
restrictions linéaires. Ce probléme de maximum peut étre réduit a un probleme
de minimum pour la somme

flm - 92

ou M est un nombre positif suffisamment grand. En posant M —e¢; = X{ nous
avons le probléme

u

min ,_, -X? (15)

dans les conditions

a A = E AIXi + «- A >0 LX) = E (-A)Xt+e+Ar>0, (1)

A =M j2Ai-
On voit que le rang de la matrice
f Ax A, mm AA

I A1 A2 mee Ax

est égal a 1, donc il faut résoudre deux problemes d'optimum et aprés comparer
les solutions.

5 — Mathematica-Physica 11/1968
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En prenant la premiére restriction Lx(X) =0, on a

E ... O IAR=E A< —e) = AAA —¢)
Donc
= ﬁ—l_l Qd* k= 1,2, ...,Nn. (n;
i-1

De maniere analogue on calcule la solution correspondant a la restrictior
Lt(X)= O:

Xf) = (AxEdh> k = \,2,...,n. (18)

EgAl

Comme

il résulte que la solution optimale est celle de (17). Par consequent, les écarts maxi-
maux eAdes variables indépendantes sont donnés par les formules

(A - e)Ak

£ A

zh=M

{Manuscrit recu le 8 décembre 1967)
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ABHAA POPMA 3ALAUN KBAOPATVIHHOIO NMPOrPAMVI/POBAH/A
(Pe3tome)

PaccmaTtpuBaeTcs 3ajava KBagpaTU4HOro nporpammupoBaHua (M) — (2°) u paétcs siBHast hopmr
(9) €6 [ELLEH/MH MokasaHOo 3aTeM Kak MOXHO MCMONb30BaThb (opmynbl (9) unm (10) ANA pelleHWst OfHO?
3afjaun KBafpaTMyYHOro MpPorpaMMMpoBaHNs, B KOTOPOU OrpaHMyeHns COfiepXXaT W HepaBeHCTBa. B 3ak/io
YEHM paéTca nprvmeHeHWe 3TOr0 anropuTMa ANs PeLeHWsl OAHOK o6Lieii3agay MUTeopuu MorpeLLHoCTei



ASUPRA RESTULUI UNOR FORMULE DE CUADRATURA
DE TIP GAUSS-CHRISTOFFEL

de

PARASCHIVA PAVEL

1. Se considera integrala definita
b
tp(x)f{x)dx 1)
a

unde p(x) este o functie continua in intervalul [4, 6] si pozitiva Tn intervalul (a, b),

iar f[x) este o functie de clasa Cw[a, Bj si N fiind un numadr ce se va preciza mai
jos. _
n cele ce urmeaza se studiazd formulele de cuadratura

Lp0Ofde = E B ATHO @) + EE, 00+ R @
unde alta2 . . ap sint noduri date, multiple cu ordinele de multiplicitate, res-
pectiv dti, o3 ap iar x1, x2 ..., xn sint noduri multiple cu ordinele de multi-

plicitate respectiv rlt r2 <<mrn noduri ce se determina astfel incit gradul de exac-
titate al formulei sa fie N — 1, unde

N =+ @+ eom+ <sp-frtfrt+ eeot®n + *e 3)

Aceste formule se vor studia in ipoteza ca nodurile date «j, a2 ..., ap, sint
supuse conditiei :

S(x) = A <IEI:| (x —e,)*™*> 0 pentru x ¢ (a b) @)

unde A este o constanta.
Formulele de cuadratura (2) au mai fost studiate de D. D. Stancu [9]
ele constituind o generalizare a formulei clasice de cuadratura a lui Gauss.

D. V. lonescu [4] a studiat formulele de cuadratura (2) in cazul cind
nodurile au a2 = ap sint simple si exterioare intervalului de integrare, iar xlt
X2 e o * sint noduri duble.
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in aceastd lucrare se studiazd formulele de cuadraturda (2) folosind metoda
descrisa de D. V. lonescu [3] si [4].

2. Teorema 1 Formulele de cuadraturd (1) cu gradul de exactitate N —1, |
exista numai daca rltr2 ... rn sint numere impare.

Facind un raglonament asemandtor cu cel dat de T. Popoviciu [7] sa
presupunem cda rit ri+1, mm r,, sint numere pare, iar rltr2.. r{ x sint numere

impare (1 < i). Fie
P(*) = N (x- @

inlocuind in formula (1)f(x) prin P(x) S(X)(x —xt) ... (x —#,-0 obtinem
b

Ap(X)P(X)S(X)(Xx —%) ... (x —*_i)dx =10

Aceastd egalitate nu este posibild, functia de sub semnul integralei fiind pozitiva.
Contradictia demonstreaza teorema.

3. Pentru simplificarea expunerii vom presupune in cele ce urmeaza ca nod
rile al(a2 ..., a, date, sint situate Tn afara intervalului de integrare, astfel :

a< &< ...<ag< a b<a+< ... <aPunde 0< g<p 6)

La intervalele [ax a2, ..., [a, a], [& X, -.. [%. D], [0 agt], .. [aP_rap] ata-
Fam functiile dx, g2, *°- 9<‘>9‘+u W O«tnti, 9t +2. oo YpinH solutii ale ecuatii-
or diferentiale
10 pentru i = 1,2, ...
<N)(x) = JPix) pentru i =q+ 1, ...,g+n+ 1 @)
10 pentru i =qFfn-)-2, ...,p-\n-\1

care satisfac conditiile la limitd

=0 <@ =0 ... =0
P = 2@, 9(«D) = 93bl> see DM = ¢ a_ 1))
97-i(«i) = 9,K ), 97-iK ) = 9TW > +om97i-i FK) = 9r 1K)
9i(a) = 9MHi(«)> 9?W = 9«ti(@). e*= 9 _D(@) = 9HH«)
gu+i(-0) = 97+ 2™i)> Du+i(a) = 92+2(~i), +m 9«+i * *(*1) = 92+2 \ xi)
?2g+n(xn) = 9¢+H+i(xn)> 9;+,(*») = (n), e m-, 9%+ ;r7-1) (*») = 9M+A+7_1>(n")
9r+«+i (n) = 9a+n+2(b), cpg+.+i(b) = Gg+n+2(b), mm-, 9T+«+i(&) = <pg+n+2(b) (8

QAN+ 1) — 9P +c+3(@5N)> PMsttAket]) — Phsmsactlc ' < SO+ Ha2) —
= C U +_1("<)
M = 0, PMauK), =0 ..., 94y “D@) =0
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4. Solutia sistemului de ecuatii diferentiale (7) cu conditiile la limitd (8) este

%‘1 XM (*- @N 11
H 1 (N-j-\)\

a1 A i
- p ’\(I) (* fi N -j-1 v _ \W-i-i
7a(*) 7 (A-yY-D) ~ 124X72)(N AT 1! ©)

y' yd) {* - J=*
(%) (ripi 7 (N—j—1!
? «ii SN -j-1
<FkH'S (N_1)~!p(s)ds I':f|y5 ST Dl

EE We

{(N—j —D!

w.«W= E >{ n-

) - D!

P =E woanl

Relatiile dintre coeficientii formulei de cuadratura (2) si coeficientii X si p
din expresiile (9) ale functiilor 9(x) sint

a¥= (- HUIxE P = o0, L e *idi- 15 %= 12 P (10)

8?2 = (- )D4 > »= 0,1, me r, - 1; S= 1.2.... n (12)
Utilizind si conditiile (8) din punctul x = b, obtinem dupa transformari ele-
mentare, sistemul de ecuatii algebrice cu necunoscutele xu x2 .. 4,4 7, Bi]

b
AiQ+ Ap + ... +4°° + + mee+ BiQ= ty{x)dx

a

4°4 + A{}+4°4+4 4 .. +Af0 +4 '+ Bi°4+ B0+ ...+4 4 + 4" =

:jpmxdx (12)

aP-i-1
EAN 5+ g4g>— ------ g4y>(N_j_ Jt

+ E 4$_ —— T e {x)]xN~|dX
p i (N-j ! W=t
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Se observa ca sistemul (12) este echivalent cu sistemul de ecuatii ce s-ar obtine

dacd am scrie ca formula (2) este exactd pentru 1, x, ..., xN~1
5. Pentru rezolvarea sistemului (12), scriem cd formula (2) este adevara
pentru S(x) P(x) xnh= 0,1 . . n—1si obtinem sistemul de ecuatii cu necu-
noscutele xx X2 ..., X,
b
Ap(x)S(x) P(x) xhdx = 0, h=0,1, —1 (13
a

D. D. Stancu [9] a aratat ca acest sistem are cel putin o solutie compusa
din n numere reale distincte si situate in interiorul intervalului (a, b)

in cazul cind ordinele de multiplicitate ale nodurilor x1, x2 m x,, sint egale
intre ele, P. Turan [10] a aratat pe baza unui rezultat al lui D. Jackson
[5] ca sistemul de ecuatii (13) are solutie unica.
0 Coeficientii (10) si (11) se determina din aproape in aproape inlocuind pe rind
i(x) cu

S(X) fx- x ... {x- xnyx\ h=0,1, 1. (14
respectiv cu
P{)X--ay ... {x- apyxh j =a 4 (15)
6. Restul formulei de cuadratura (2) este
P
« = (-1» (x) dx (16)
d

unde functia <p({) coincide pe rind cu functiile <pi(*), *ee, ?pHH(X).

Teorema 2. Functia <p(X) pastreaza un semn constant Tn intervalul (al; aP.

Pentru demonstrarea acestei teoreme se folosesc rezultatele teoremelor urma-
toare :

Teorema 3. Polinoamele (), ..., 9@, P++1(x), .. .,(pi+n+2(x) date deformu-
lele (9) sint de gradul efectiv N — 1

Ideea demonstratiei acestei teoreme se gaseste in lucrarea lui D. V. lonesci
41-
g Considerdm nodurile al, a2 == a9 a, xlt m xn, b agtl, ..., apcu ordinele de
multiplicitate respective «j, a2 ¢+, &) 0,rx, .... ,, 0, a1, -m xp pe care le vom
nota cu x\, x\, , Xl+p+2 iar ordinele lor de multiplicitate le vom nota cr
ki, k2 m.., kntp+2.

Sa presupunem ca xt este nodul care corespunde la cea mai mica dintre dife-
rentele N —ko—1, ..., N —AH>H — 1 Tn aceste conditii avem

Teorema 4. Numarul total al zerourilor posibile ale lui * N~kK~I\x) 7n intervalu
(Xi , Xptst2) este cel mult

V=N f Xf—at—xp-f-1 dacd N —kx—1 si N —kp+,,#t—1< N —kt—1 {
V=N —aj dacd N —kx—1< N —k{—1si N —kn+p+2 —1 —kt—1 @ar
V—N —xp dacd N-kx-I*N -kt-1 si N- kn+p+2- 1< N- kt- 1 (nr
V= N- a- ldacd N - kx- 1si N —kntp+2- 1>N- k{- 1 (v;
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Demonstratia teoremei este asemadnatoare cu cea data in [3] p. 201

Pentru a demonstra teorema 2, presupunem ca functia () s-ar anula intr-un
punct din intervalul (x*, XpH2).

Pornind dela aceastd ipoteza, pe baza teoremei lui Rolle se ajunge la conclu-

zia cd numarul zerourilor lui < p 1T n intervalul (x*, XpH+2 este

v=iV+aj—ar—xp-\-2 dacd N —kx—1si N —kp+n+2 —I <N — —1 (D)
V=N —a,+ 1 dacd N~ kx-1 <N - k{- 1siN- kntP+2- 1> N- k{- 1 (II"
V=N —a+ 1 daca N —kx—1>iV — —1siN —k,H+2—1< N— —1 (III"
v=N- a- ldacd N - kf- 1si N - kntpr2- 1 >N - kt- 1 (v

Se observa deci cd numarul zerourilor lui d("-*—U(x) gasit pornind de la ipo-
teza cd (¥ s-ar anula intr-un punct din (a, b) depaseste cu o unitate numaru-

real al zerourilor lui dat de teorema 4. Teorema este astfel demoni
strata.
7. Restul (16) poate fi scris sub forma
P
R=(-1)*/(*)E) t o(x)dx; CE6EK a) 17)
%
sau
\Wr\< mn -i (18)
unde
MN= s /W (5 19
| (éf@' ©)] (19)
iar
&P
| —~ $p[x) (X- atfi ... {x- aP)@PP(x)dx (20)
d

8. Tn acelasi mod se pot construi formulele de cuadraturd (2) dacd nodurile
date alt mm af sint si interioare intervalului {a, b) si supuse conditiei (4). Tn prea-
labil Tnsa trebuie rezolvat sistemul de ecuatii (13) pentru a putea determina pozitia
nodurilor xIt .. x,, in raport cu nodurile date alta2 ..., ap

De asemenea, daca extremitatile intervalului sint considerate ca apartinind
sistemului de noduri date al «2 ..., ap, rezultatele stabilite anterior ramin valabile,
formula de cuadraturd (2) fiind o formula de tip Gauss-Robatto.

(Intrat Tn redactie la 21 septembrie 1967)
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OB OCTATKE HEKOTOPbIX KBAAPATYPHbIX ®OPMYN TUMA TAYCC-KPUCTO®PENA
(Pe3tome)

B pa6oTe usy4datoTcs KBagpaTypHble opMynbl Tuna [aycc-Kpuctoddens

b P 1 1
2 \p(X)f(x)dx = 2 2 AWfW )+ 2 2 BjPfto(xi) + R
@ WOOfCIdx =2, 2, €9 +,2, .2, BiPfto(x)
a
roe ysnbl alt a2 ap AaHbl U MMEIT MOPSIAKM MHOFOKPATHOCTM COOTBETCTBEHHO *If a2 . . ap, a y3nbl
XTI, X3 ...,X,, KpaTHble C NOPSiAKAMWU MHOFOKPATHOCTWU IV 12 .... TN ONpeAenstoTcs Tak, 4ToGbl CTeneHb

ToyHocTU dopmynbl 6biia N — 1 rge N gaHo cdopmynoii (3).

3TN opmynbl 6biaM M3ydeHsl M . . CTaHky (9 n AO. B. MoHecky (4).

B paboTe onpegensoTca KBafpaTypHble hopMynbl (2) B MPefnONoXeHUW, YTO Y3fbl 0X, a2 .... ap
[aHbl, Takum 06pasom, 4Tobbl MMenn

P
s(x) =4 M, (x—a) *>0 gna x (E @&, V)
»1

M 4TO uucnia rv M... TN HeuyéTHble. :PelleHVéM rpaHu4YHOl 3agaumn (7) — (8) LoKasblBaeTCs, UTO OCTATOK
thopmynbl faétca dopmynoii (16). ABTOpP NokasblBaeT Takxke, 4TO yHKUMsI Y(X) coXpaHsieT MOCTOSHHbI
3HaK B npomexyTke {a, ap).

SUR UE RESTE DE FORMULES DE QUADRATURE DU TYPE
GAUSS-CHRISTOFFEL

(Résumé)

On étudie dans cet article les formules de quadrature du type Gauss-Christoffel

t p df-1 n r—l
2 \p(X)f(x)dx = 2 2 np>/()bl + 2 2 BAfA(xi) + R
@) POOTOdX = 22 np>/(Bl + 2,2 (BN (xi)
a
ou les noeuds a,, a2 . . ap sont donnés, multiples a ordresde multiplicité a,, a, ..., up etoules
noeuds xv x% .... xn multiples a ordres de multiplicité r,,r,, .... T, sont déterminés defacon quele
degré d’exactitude de la formule soit N — 1, ou IV est donnépar la  formule (3).
Ces formules ont été étudiées par D. D. Stan eu [9]et D.V. lonescu [4].
L’auteur détermine les formules de quadrature (2) dans I’hypothése ou les noeuds at, a2 ..., at

sont donnés, de maniere telle que
s(x) = A ﬁ (x —af] ' > 0 pour x(E(a, 6)
«0
et que les nombres rv . ... r,, soient impairs, par la résolution d’un probléme a la limite (7)—(8).

On démontre qle le reste de la formule est donné par la formule (16) en montrant que la fonc-
tion ti{x) conserve un signe constant dans l'intervalle (al, ap).



MISCAREA HIDROMAGNETICA NESTATIONARA CU SUCTIUNE
DEASUPRA UNUI PERETE POROS PEAN VERTICAL

de
I0AN POP

1. Introducere. Efectul suctiunii asupra miscarii cu convectie libera nestatio-
nard a unui fluid viscos, incompresibil, deasupra unui perete poros, vertical si infi-
nit, a fost analizat in numeroase lucréri [1], [2], [3] etc. Tn schimb efectul cimpu-
lui magnetic asupra convectiei libere nestationare a fost mai putin studiat [4],
[5]. Aici, ne propunem sa analizam efectul cimpului magnetic orizontal constant,
asupra convectiel libere nestationare cu suctiune a unui fluid viscos, incompresibil
si conductor electric, deasupra unui perete poros, vertical si infinit. Pentru simpli-
ficarea problemei, vom presupune ca peretele este izolat electric si ca toate proprie-
tatile fizice ale fluidului ca, viscozitatea, conductivitatea electrica, permeabili-
litatea magnetica etc., sint constante. De asemenea, presupunem ca numarul Prandtl
magnetic al fluidului este atit de mic Tncit curentul electric indus nu afecteaza
cimpul magnetic aplicat, adica, cimpul magnetic aplicat este esential neperturbat
de cimpul scurgerii. Tn aceste ipoteze se determind cimpul vitezelor si raportul
dintre frecarea pe perete in prezenta si in lipsa cimpului magnetic. Rezultatele
obtinute se reprezintd grafic pentru diferite valori ale parametrului ce caracteri-
zeaza suctiunea.

2. Ecuatiile de bazad. Alegind axa x verticald si axa y perpendiculard pe
ea, ecuatiile care descriu miscarea hidromagnetica nestationara cu suctiune a unui
fluid viscos, incompresibil si conductor electric, deasupra unui perete vertical si
infinit, Tn prezenta unui cimp magnetic orizontal constant, sint

= O’
dy (1)
W g BT, 2)
at dy dy* p
dv 1 dp
dt p dy ®)
%.--1_ V g = _\_/__@ (4)

Tn aceste ecuatii u este viteza in lungul peretelui; v —viteza de suctiune; t —
timpul; p—densitatea; p —presiunea; v—coeficientul de viscozitate cinematicd ; 0 —
diferenta dintre temperatura locald si temperatura la mare distanta de perete unde
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ea este constantd si egald cu I'«; g — acceleratia gravitationald ; R — coeficien-
tul de expansiune ; Bo — cimpul magnetic constant, aplicat orizontal ; ¢ — conduc-
tivitatea electrica a fluidului.

a) pentru t< 0;

W V= 0=0 pentruy 0,
b) pentru t > 0; )
m=20 V——W(), 00= af pentruy —0,
n—0=20 pentru y -“mco,
unde a este o constanta.
3. Solutia problemei. Deoarece in ecuatia energiei (4) temperatura nu este

afectatd de cimpul magnetic aplicat, vom cdauta solutia ei sub forma [4]

4* y) =
vit) = —wp () = —ct, 1a

unde Vi = 2 t=iar c este o constanta.
2V

inlocuind (6) in (4) rezultda ecuatia
f* + 20(, + <)) - 4anf=0, @)

70= cv~7* fiind parametrul ce caracterizeaza suctiunea (g§0> 0) iar accentul
noteaza derivarea Tn raport cu 1.

Conditiile la limitd ale ecuatiei (7) sint
/(0)=1, /(o) = 0. 8)

Presupunind cd numarul lui Prandtl a= 1 (caz intilnit des Tn problemele
practice), solutia ecuatiei (7) este

M = er+AL, )
unde
o (10)

D a (s) fiind functia cilindrului parabolic definita de ecuatia [6]

_dS‘+ «+-2--§)2)D0CZ0- (11)

Acum, putem determina solutia ecuatiei (2). Tn acest scop presupunem ca pro'
dusul mt, unde m = este mic, si cdutdm solutia ei sub forma [4]:

u(t, 7)) = 2gyatr+1 [mOT]) + (Wi)%=>) + (mtyuz(ri) + ... ] (12)
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inlocuind seria (12) Tn (2) si identificind coeficientii acelorasi puteri ale lui mt,

obtinem pentru functiile uQ, w etc., sistemul de ecuatii

Mo + 20+ dome—4(n + )mD ——4/,

+ 27+ ToK—A4(» + 2)ui = 4mo
M, + 2(9+ Om2—4(m-(- 3)n2 = 4mj,

care trebuie rezolvat cu conditiile la limitd
U () = U(o00) =0, i= o, 1,2,
Solutia sistemului (13) este

MO() = gn(tl+ 1)  gn+\ (u+4o)
g (Ho) g«+1(40)
gn+lU+mt 1 MM+ Y j_gntabl+ W)
r»+1(4o) 2 L blUo) ' £a+a(do) m
!\ fga+i(4 + Yo) _ E£a+a(y + 4Yo)l |
2|. £4-H(Yo) £a+a(Yo)
, M £a+3(4 + Y) _ 5a(u -I- Yo
FLe suwzon iy Y

«iM

Frecarea dintre fluid si perete este
WO~ play?y:O: PgRO., W [(0(°) + NK (() +V|!)S (Q +

iar Tn lipsa cimpuiui magnetic frecarea locala este

4 = pgROoVviu'o (°)-

Fig. 1 Profilul vitezei adimensionale Fig. 2. Raportul frecarilor pentru

pentru N = 0. n=20

(13)

(14)

(15)

(16)

an



Combinind (16) cu (17), rezultd formula

—= 1+ " (mt) + mt)2 -f- 18

— 2™ * (g™ (18)

Distributia vitezei adimensionale u/Atn pentru n = 0; mt —0si 05; ri0= 0;
05 si 1este reprezentata in fig. 1 Observam ca efectul suctiunii este de a apropia
viteza spre perete In timp ce efectul cimpului magnetic este de a descreste aceasta

viteza. Raportul frecarilor —pentru n = 0; r0= 0, Om5 si 2 este aratat in fig. 2.

Se observa ca frecarea scade cu cresterea cimpului magnetic.
(Intrat Tn redactie la 2 decembrie 1967)
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HECTALMOHAPHOE MMAPOMAIHUTHOE ABMXXEHWE C MOACOCOM HAJ, BEPTUKANIbHOW
MNJIOCKOW MOPUCTOW CTEHOW

(Pe3tome)

B pa6oTe paccMaTpuBaeTcst 3hheKT NOCTOAHHOIO FOPM30HTA/IbHOFO MarHUTHOFO MOMA Ha HecTauuoHap-
HYl0 CBOGOJHYI KOHBEKLWMI C MOACOCOM HECXKMMAEMON W 3NeKTPONPOBOASILLEN BS3KOM >XMAKOCTU Hapg
BEPTUKA/IbHOA U GECKOHEUYHON MOPUCTON CTEHOIA.

Mone ckopocTeli M cuna TPEHUS Ha CTeHe OMpefensoTcA MOCPEACTBOM PA3foXeHW MO CTemneHsM
rMapoMarHUTHOro napamerpa.

YCTaHOBMEHO, YTO 3(h(eKT MarHUTHOrO MO/s COCTOUT B YObIBaHUM CKOPOCTU, B TO BPeMs KakK 3((eKT
nojcoca CoCTOMT B MPUGMXKEHUN CKOPOCTU K CTEHe.

LE MOUVEMENT HYDROMAGNETIQUE NON STATIONNAIRE AVEC SUCCION AU-DESSUS
D’UNE PAROI POREUSE PLANE ET VERTICALE

(Résumé)

On examine I’effet du champ magnétique horizontal constant sur la convection libre non stationnaire
avec succion d’un fluide visqueux, incompressible et conducteur électrique, au-dessus d’une paroi poreuse,
verticale et infinie.

Le champ des vitesses et la force de frottement sur la paroi se déterminent par des développements
en série d’apres les puissances du parameétre hydromagnétique.

On constate que I'effet du champ magnétique est de diminuer la vitesse, alors que I’effet de la suc-
cion est de rapprocher la vitesse de la paroi.



DETERMINAREA EEEMENTEDOR FOTOMETRICE ARE VARIABILEI
RV COMAE BERENICES

de
IOAN MIHOC

Variabilitatea stelei RV Comae Berenices a fost descoperitd de W. Baade
[1] la Bergerdorf in anul 1921, care studiind variabilele din roiul M 53 a dat peste
inca sapte stele variabile la o dlstam;a mai mare de 34 minute de arc, dintre care,
cinci sint stele variabile de tipul RR Lyrae. Printre aceste cinci stele variabile de
tipul RR Lyrae se gdseste si steaua variabild RV Comae Berenices.

Mai tirziu, Tn anul 1933, tot la Bergerdorf, E. Grosse [2] folosind stele
de comparatie stabilite de W. Baade, urmadreste aceasta variabila, stabileste 19
maxime si da urmatoarele elemente ale variatiei de lumina :

Max. hei. = J.D. 24231137393 + 0Of3499545.E @
Din curba medie de

lumind obtinutd de E.

Grosse rezulta :

wma*=13r80, mmin=
= 147-21, mned = 147-00,

amplitudine=mmin-
—mmx = 07*4],

precum si forma curbei
de luminad de tipul RR
Lyrae, subclasa RRc. Tot
E. Grosse determina
si coordonatele ecuato-
riale ale variabilei pentru
anul 1900,0 si anume :

0H00= 13A3“01S
MIN0 —+19°13 .

Pe baza planului
de colaborare cu Obser-
vatorul astronomic din
Odesa si a indicatiilor
primite din partea pro-
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fesorului V. P. TeseVici, steaua variabild RV Comae Berenices a fost inclusa
n planul de observatii al Observatorului astronomic din Cluj. Astfel, in intervalul
de la 14.V.1963 pind la 7.1V. 1965 s-au obtinut 242 de expuneri de cite 10 minute,
cu ajutorul reflectorului de tip Newton (D = 50 cm, F = 250 cm) pe placi Guille-
minot. Observatiile au fost efectuate de colectivul Observatorului (Popa 36%,
Ureche 21%, Todoran 19%, Mihoc 19%, Oproiu 5%).

Pentru determinarea magnitudinilor fotografice ale stelelor de comparatie,
notate in fig. 1 prin a, b, c, d, ¢ f, g, s-au utilizat sapte placi Guilleminot pe
care s-a fotografiat, cu o expunere de 10 minute, atit Secventa Polara de Nord cit
si regiunea variabilei RV Comae Berenices. Imaginile stelelor de comparatie le-am
masurat pe pldci cu ajutorul unui microfotometru fotoelectric M®-2 modificat.
Cu ajutorul a 19 stele standard din Secventa Polard de Nord s-au trasat curbele
caracteristice ale placilor ; eroarea de seard s-a eliminat prin medierea rezultatelor.
Magnitudinile fotografice determinate Tn acest mod sint date in tabelul 1.

Utilizind acelasi microfotometru fotoelectric

Tabel 1 Md-2, am masurat innegririle imaginilor variabilei

determinind magnitudinile fotografice pe baza cur-

Eroarea  helor caracteristice ale placilor construite cu ajutorul

Steaua  mpg medie stelelor de comparatie de mai sus. Magnitudinile fotog-

patatica . < ..

rafice corespunzatoare celor 242 de observatii precum
. 13.02 £0.054 si momentele corespunzatoare ale variabilei RV
b 1208 10070 Comae Berenices sint date n tabelul 7.
c 1413 0,044 Grupind observatiile dupd fazele calculate cu
d 14,24 0,041 ajutorul elementelor (1)s-au format puncte normale,
¢ ﬂ%% 8’8% st anume : 25 puncte normale din 121 de observatii
; 1480 0107 obtinute in anul 1964 si 17 puncte normale din obser-

vatiile, Tn numar de 82, ale anului 1965. Aceste punc-
te normale sint date Tn tabelele 2 si 3 in care prima
coloana reprezintd numarul de ordine al punctului normal, a doua faza ¢ a
treia magnitudinea fotograficd mRy iar a patra numarul de observatii individuale

(€]
Fig. 2
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RV comae BERENICES (1965)
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incluse intr-un punct normal. Pe baza tabelelor 2 si 3 s-au construit curbele medii
de lumina pentru anii 1964 si 1965, reprezentate in fig. 2 si 3. Pentru anul 1963
nu s-a construit curba medie de lumina deoarece observatiile (in numar de 39) sint
dispuse doar pe ramura ascendenta.

Din curbele medii de lumind se obtin urmdtoarele limite Tntre care variaza
luminozitatea :

— pentru anul 1964,

m,, & = 14704, mnin = 1476/, amplitudinea
pentru anul 1965
mnex = 137%97, mmin = 147*59, amplitudinea = 0763
Asimetria Tn faza corespunzatoare acestor curbe s-a calculat utilizind formula

= @(max) — q(min)

0763;

gasindu-se :
— pentru anul 1964 £ = 0756,
— pentru anul 1965 \ Ta0"51,

Tabel 2

Nr. F di Nr F di n
crt. aza medie mpg n ort. aza medie

1 0*0126 14++18 4 14 0*1906 14144 5
2 ,0240 14,26 4 15 ,2016 14,54 4
3 ,0386 14,28 5 16 ,2099 14,44 4
4 ,0574 14,28 5 17 ,2003 14,31 4
5 ,0708 14,31 5 18 ,2393 14,19 5
6 ,0842 14,47 4 19 ,2535 14,27 S
7 ,1028 14,68 5 20 2673 14,21 5
8 ,1196 14,63 5 21 ,2818 14,09 4
9 1367 14,48 5 22 ,2922 14,05 6
10 ,1480 14,54 5 23 ,3065 14,05 6
1 ,1600 14,53 5 24 3242 14,10 6
12 1718 14,53 5 25 ,3395 14,12 6
13 0,1816 14,57 4
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iar asimetria Tn magnitudine, calculatda pe baza formulei
K=m 1 -, (mmax+ mmin)

tip*B + -pj

este Z= 0720 pentru 1964 si C= 0720 pentru 1965.

Tabel 3

Nr. Faza medie Nr. Faza medie

crt. tnpg n cort. mpg n
1 010061 14«43 5 10 071424 1449 5
2 ,0171 14,18 5 i ,1606 14,43 4
3 ,0291 14,20 5 12 ,2195 14,18 6
4 ,0478 14,31 6 13 2716 13,94 4
5 ,0702 14,37 5 14 ,2903 14,13 5
6 ,0865 14,54 5 15 ,30833 14,02 5
7 ,1062 14,59 3 16 ,3255 14,09 5
8 1132 14,57 3 17 ,3485 14,13 6
9 0,1278 14,50 5

Analiza curbelor de lumina si a valorilor obtinute pentru asimetrii confirma
concluziile lui E. Grosse asupra apartenentei acestei stele la grupa cefeidelor de
tipul RR Lyrae, subclasa RRc.

Din observatiile efectuate Tn maxim am determinat un numar de 10 maxime,
dintre care unul Tn anul 1963, 6 in anul 1964 si 3 in anul 1965. Metoda de determi-
nare a lor a fost metoda Pogson pentru maximele cu observatii pe ambele ramuri
si cu ajutorul curbelor medii pentru maximele cu observatii pe o singurd ramura
a curbei de lumina. Maximele observate sint date in tabelul 4, Tn care prima coloand
reprezintd numarul de ordine al maximului observat, a doua coloana reprezinta
momentul observat al maximului, a treia numarul de observatii pe- ramura ascen-
dentd si pe cea descendentd, a patra ponderea p, a cincea diferentele O—Q (mo-
mentul observat minus momentul calculat) calculate pe baza elementelor (1), iar
a sasea epocile E.

Diferentele O— fiind destul de mari si negative, rezultd ca maximul obser-
vat are loc mai devreme decit cel indicat de efemeridd. Din aceastd cauza este nece-
sard o noua redeterminare a elementelor. Tn acest scop am ntocmit tabelul 5, al
tuturor maximelor observate pind in prezent, unde-diferentele O—Ci sint rapor-
tate la elementele lui E. Grosse [2].

Tabel 4
Numarul observatiilor
Nr. Max. hei.
crt. D.J. 2438 ... ramura ramura Pondere Oo-C, E
ascend. descend.
1 203,4386 5 - 1 + 0*0076 + 43120
2 505,4252 5 5 1 -0,0166 43983
3 524,3198 2 10 1% ,0195 44037
4 525,3589 1 6 Y2 ,0304 44040
5 527,4446 - 6 y2 ,0443 44046
6 528,5012 15 - 2 ,0375 44049
7 529,5255 20 1 1 ,0631 44052
8 848,3370 - 10 1 ,0602 44963
9 849,3815 - 20 1 ,0655 44966
10 856,3886 — 10 1 -0,0629 44986
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Max. hei.
D.J. 24 ...

22789,680
790,380
811,394

23081,548
083,650
113,400
143,487

24975,488

25002,470
003,484
004,515
005,580

26368,680
395,610
417,310
418,348
419,417
420,480
440,420

38203,4386
505,4252
524,3198
525,3589
527,4446
528,5012
529,5255
848,3370
849,3815

38856,3886

Pond-
ere

(=]N=) (=] o
el e CONRSSS rveN LR DR

1%
b
V2
%
1

1
1
1

- 925
- 923
- 863
- 91

85

0

86
5321
5398
5401
5404
5407
9302
9379
9441
9444
9447
9450
9507
+ 43120
+ 43983
+ 44037
+ 44040
+ 44046
+ 44049
+44052
+44963
+ 44966
+44986

+ 4+ A+ A+ A+

0-Cx

—0f005
-0,005
+ 0,012
+ 0,001
+ 0,003
+ 0,007
-0,002
-0,013
+ 0,023
-0,013
-0,032
-0,017
+ 0,010
-0,006
-0,003
-0,015
+ 0,004
+0,017
+0,010
+0,0076
-0,0166
-0,0195
-0,0304
-0,0443
-0,0375
-0,0631
-0,0602
-0,0655
-0,0629

O—cs

-0 0089
-0,0088
+ 0,0088
-0,0022
+0,0001
+0,0040
-0,0050

0,0111
+0,0245
-0,0110
-0,0302

0,0151
+ 0,0156
-0,0008
+0,0021
-0,0098
+ 0,0094
+0,0225
+0,0151
+0,0434
+0,0200
+0,0171
+ 0,0064
-0,0077
-0,0009
-0,0265
-0,0227
-0,0281
-0,0200

©,.0,

+ 00005
+0,0087
+0,0078
-0,0029
-0,0166
-0,0098
-0,0353
+0,0019
-0,0034
+0,0054

81

Tabel 5

Observatori si
surse

E. Grosse 2
»

Maximele din tabelul 5 au fost grupate, pe ani de observatii, in 7 maxime nor-

male care sint date n tabelul 6, unde n reprezintd numarul maximelor individuale
din care este alcdtuit maximul normal respectiv, ponderea este egald cu suma pon-
derilor individuale iar e este eroarea medie patratica cu care s-a determinat maxi-
mul normal respectiv.

am gasit corectiile elementelor lui E. Grosse :
Al = +07003 ;

Nr
crt.

~NOOITR~AWN B

Maximul normal
D.J. hei. 24 ...

22790,3827
23113,3965
25003,4962
26418,3627
38203,4386
38525,3293
38849,3859

£

+0f0004
+ ,0002
,0002
,0004
,0002
,0002

Q@ — Mathematica-Physica 11/1968

+6

=]

WO ~NOT AW

AP = -0"0000009
+3

-0f0051
+ 0,0005

,0008
,0049

+0,0434
-0,0232
-0,0237

Prin metoda celor mai mici patrate, pe baza maximelor normale din tabelul 6,

Tabel 6

- 923

0
+ 5401
+ 9444
+ 43120
+44040
+44966
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De aici rezultd noile elemente :
Max.hel. = D.J. 24231137396 + 0;3499536.E 2
+6 +3

Cu ajutorul acestor elemente am calculat diferentele O—C2 din tabelele 5 si
6. Cu aceste noi elemente se obtine o usoard ameliorare a diferentelor O—C avind

socy - %

Procedind la determinarea unor noi elemente numai pe baza maximelor

observate in perioada 1963—1965, date in tabelul 4, am gasit urmatoarele elemente
ale variatiei de lumina :

Max.hel. = D.J.2438527?458 + 0;349920.E 3)

iar cu ajutorul lor am calculat diferentele O—C3date in tabelul 5, Aceste noi elemente
(3) verifica cu mult mai bine maximele observate Tn perioada 1963—1965.

(Intrat in redactie la 1 octombrie 1967)

Tatei 7
D. J. hei. DJ. hei. D.J. hei.
2438 ... mpg 2438 ... mpg 2438 ... mpg
164,4414 14f*30 203,4261 1421 505,4047 14724
4483 14,45 ,4386 13,87 4172 14,40
,4552 14,11 ,4538 14,20 505,4324 14,11
4670 14,11 207,3558 14,42 505,4484 13,97
4719 14,07 ,3684 14,70 ,4609 14,19
4789 14,12 ,3802 14,91 ,4810 14,17
4872 14,36 3921 14,59 A977 14,17
4927 14,07 ,4045 14,00 514,4218 14,08
174,4483 14,28 4233 14,24 ,4554 14,39
188,3465 14,07 208,4007 14,18 ,4693 14,13
194,3897 14,08 ,4305 14,20 ,4839 13,89
,4035 14,02 209,3273 14,16 4978 13,99
195,3800 14,31 ,3356 13,94 515,3238 14,47
,3891 14,58 501,5336 14,11 ,3384 14,78
,3974 13,93 ,5461 14,07 ,3502 14,50
,4050 14,11 5607 14,16 ,3627 14,60
4134 14,09 502,5253 14,11 ,3766 14,69
200,3644 14,56 ,5385 14,26 ,3870 14,75
,3783 14,27 ,5503 14,18 ,4002 14,44
203,3372 14,18 503,5379 14,54 ,4120 14,50
,3497 14,10 5483 14,36 4231 14,39
,3601 14,24 505,2963 14,68 522,4216 14,67
3761 14,16 ,3095 14,54 ,4355 14,43
,3899 13,90 ,3331 13,97 A5T77 14,40
,3997 14,13 3762 14,11 4855 14,42

,4101 14,07 ,3919 13,97 ,5132 14,16



D.J. hei.

2438 ...

522,5257
523,4438
524,4543
,4647
524,3015
,3091
,3168
,3244
,3320
,3431
,3661
,3737
,3813
,4008
,4083
,4161
,4237
,4313
,4390
524,4508
4544
,4661
4737
,4813
,4890
,5070
,5230
,5306
,5383
,5459
525,3418
,3549
525,3709
,3793
,3904
4279
,4362
,4487
,4563
527,4743
,4826
,4951
,5097
,5187
,5285
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mpg

14125
14,44
14,59
14,34
14,12
14,10
13,77
14,10
14,19
14,50
14,36
14,30
14,17
14,35
14,59
14,50
14,65
14,34
14,61
14,72
14,73
14,69
14,41
14,52
14,34
14,63
14,78
14,35
14,42
14,41
13,90
14,02
14,13
14,42
14,07
14,54
14,13
14,13
14,17
14,02
13,89
14,20
14,28
14,22
14,22
14,11
14,20
14,39
14,82
14,66
14,75
14,46
14,31
14,47
14,27

D.J.hei.
2438 ...

528,4161
529,4251
4334
,4480
,4556
4716

4799
,4883
529,3018
,3167
,3375
,3465
,3611
,3708
,3812
,3917
,4021
,4139
,4229
,4354
,4458
,4548
,4965
,5104
,5201
,5305
575,3491
830,4466
4577
,4897
,4987
830,5070
830,5168
,5326
,5410
,5493
,5576
,5660
,5743
833,4756
,4846
4178
848,3963
,4067
,4151
,4234
,4324
,4406
,4491
4748
,4838
,5102
,5192
,5276

mPS

14103
14,08
14,69
14,12
14,28
14,09

14,01
14,10
14,63
14,44
14,71
14,78
14,43
14,39
14,32
14,47
14,52
14,42
14,56
14,69
14,50
14,38
14,36
14,00
14,04
13,93
14,24
14,15
14,03
14,13
14,08
14,13
14,09
14,26
14,26
14,05
14,16
14,30
14,24
14,53
14,47
14,60
14,08
14,15
14,15
14,16
14,40
14,40
14,53
14,17
14,43
14,56
14,54
14,35
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Tabel 7 (continuare)

D.J.hel.

24 38

849,3747
849,3832
,3866
849,4027
849,4110
,4193
4311
,4402
,4485
,4582
,4666
ATTT
,4860
,5013
,5103
,5193
5277
,5381
,5568
,5798
,5888
,5985
,6082
,6180
,6318
856,3399
,3496
,3663
,3767
856,3850
856,3940
,4107
,4197
,4288
,4385
4475
,4565
,4663
4746
,4906
,4996
,5100
,5190
,5288
,5378
,5482
,5572
,5732
,5829
,5940

,6116
858,3897
858,3957

mPg

131*88
14,14
14,26
13,83
13,97
13,90
14,03
14,09
14,10
14,16
14,19
14,19
14,21
14,45
14,49
14,57
14,41
14,65
14,52
14,38
14,57
14,54
14,43
14,41
14,05
14,07
14,07
13,95
13,92
14,15
13,96
14,11
14,06
14,16
14,29
14,13
14,12
14,11
14,02
14,03
14,27
14,19
14,43
14,45
14,75
14,46
14,46
14,72
14,40
14,43
14,36
14,79
14,68
14,34
14,39
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OMPEAENEHUWE ®OTOMETPUYECKUX 3/IEMEHTOB NMEPEMEHHOW
RV COMAE BERENICES

(Pestome)

Pa6oTa cofep>XMWT pesynbTaTbl, OCHOBaHHble Ha 242 oTorpaduyecknx HabALeHUsIX, MOMYUYEHHbIX
Ha nnacTuHkax Guilleminot, ¢ 10-u MUHYTHOI 3KCMO3ULMENA.

Ha ocHOBe HOpMasibHbIX TOYEK MOCTPOeHbI cpefHue KpvBble 6necka ans 1964 n 1965 rr., 13 KOTOPbIX
nonyyaroTcs cregytolime npegensl sapuauum CBETUMOCTU:

Ona 1964 roga: Max. = 14704  Min. = 147%67
Ona 1965 roga: Max. = 13*97 Min. = 147*59

N3 HabnofeHuii, npoBedeHHbIX B MakcMMyme, aBTOp onpefenvn 10 MakCcUMyMOB, KOTOpble BMeCTe

¢ 19 makcumymamu, nosiydeHHbIMM J. [Fpocce, MO3BONWAM YCTAHOBJIEHWE CrefyHOLIUX 3/1EMEHTOB Bapuauuu
6necka:

Max. hei. = D.J. 2423113396 + 0f3499536.E.
+6 +3

AHaM3 KpUBbLIX 6/1ECKA, @ TaKXe W 3HA4YeHUs, MONyyeHHble A1 aCUMMETPUI, MPUBOAAT aBTopa
K BbIBOAYy, 4T0 nepemeHHass R V Comae Berenices oTHocuTcs K Tuny RR Byrae, k nogknaccy RRec.

DETERMINATION DES ELEMENTS PHOTOMETRIQUES DE LA VARIABLE
RV COMAE BERENICES

(Résumé)
L’article comprend les résultats obtenus sur la base de 242 observations enregistrées sur plaques
Guilleminot, aprés exposition de 10 minutes.

D’apreés les points normaux on a construit les courbes moyennes de lumiére pour les années 1964
et 1965, desquelles résultent les limites suivantes de variation de la luminosité :

Pour I'année 1964 : Max. = 14704 Min. = 147*67
Pour I’année 1965 : Max. = 137%97 Min. = 147*59

Les observations effectuées sur le maximum ont permis de déterminer 10 maxima qui, avec

19 autres maxima obtenus par E. Glosse, ont permis a leur tour d’établir les éléments suivants de la
variation de lumiére :

Max. hél. = D.J. 2423113*396 + 0;3499536. E.
+6 +3

L’analyse des courbes de lumiere et les valeurs obtenues par les asymétries nous raménent a la
conclusion que la variable RV Comae Berenices est du type RR Lyrae, sous-classe RRc.



LA MATRICE COVARIANTE DE POLARISATION DES PARTICULES DE
SPIN QUELCONQUE

par
ZOLTAN GABOS

Dans cet article on donne une étude systématique de la polarisation des parti-
cules de spin quelconque.

Pour les particules de spin 1/2, 1, 3/2, 2 et de masse de repos zéro et différente
de zéro, nous obtenons quelques résultats utiles pour les appliquations pratiques.

1.ALa matrice de densité de spin. On sait que les composantes du vecteur de

spin S satisfont a la relation de commutation
[Sj, SK] = iaKSh h, kK 1—Tpg )

Les fonctions propres communes des opérateurs é Ss forment une base orthogonale
S2am= s(s + ljogmm SagEm= nmopsm
<?mInm>=S« m= —§ S U= 1

Si nous adaptons une représentation dans laquelle Ss est diagonale, la composante
j de la fonction d’onde est donnée par

?2sm(@J) = si,s H-NP J = 1.2s + 1.
Pour la superposition cohérente des états purs

S

?s() = 12 GH-m\m(j) = §  «PI<P.> =1

la polarisation des particules peut étre caractérisée a I’aide de la matrice de densité
de spin, définie par

R = k) = i k=12s+ 1 @
Pour la superposition incohérente des états purs nous avons

?= 12 wmp(sm), 12 wu= 1 ©))
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Pk (s.fn) = dBv;)d*T (K). )]
p est une matrice hermitique, a 2s + 1 lignes et 2s + 1 colonnes. Nous avons
encore
Trp= 1,
et
Trp2< 1

(I’égalité est valable pour les états purs).

Lorsque p est une matrice hermitique, elle peut étre exprimée, dans le cas
général, a I’aide des (2s + 1)2 matrices de base indépendantes. Si nous adoptons
une base cartésienne, nous avons les matrices 2s + 1) X (2s -+ 1)

V n= 0.2 ik= 13, (5)

avec les propriétés suivantes :
a) elles sont hermitiques ;
b) elles sont symétriques par rapport aux indices ik;
c) apres la contraction des deux indices nous avons

huTi:i..in= o.
On peut obtenir les matrices (5) en partant des matrices Sj[28] (voir I’'appen-

dice A). _ o
En utilisant les matrices (5) nous pouvons écrire

LK ©)
ou

v (7)

sont les composantes du tenseur de la polarisation d’ordre n. Lorsque les conditions
h) et c) sont valables aussi pour les grandeurs (7), on a

Q) = <9s\Ti:i..inWs>- 8)

Dans ce qui suit nous complétons ces résultats connus avec :

a) les composantes des tenseurs de la polarisation pour les états purs et s =
= 3/2, 2;

b) les matrices de densité de spin pour les états purs.
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Tenant compte des expressions données dans |’appendice A., et des relations
(1), (8) on obtient pour les composantes différentes de zéro des tenseurs Ne{n —0,4):

o = 2,}:_1.* 1@_.\75\%.0 = 40 (s, m),

24%9= -2& =Y | m (s m)tm@ m Mserd

= - 2fffi= - 283 -y i (s m),

tW(s, m)=y 'SWE, 9 m[5w2—3s(s + 1) - 1],
48> = 4 @in=44&i= A = - M= - ofins= 27/;c 9 (s m),
t*s,m =y 35 N(4.5) {35wd + 5m* [5- 6s(s+ 1)] + 3(s- Ds(s + (s + 2)},

par conséquent

PR, ») = f;oAr(s>m)si
ives coefficients Ar (s, m) sont donnés dans l'appendice B. pour s = 1/2, 1, 3/2,
2. Les grandeurs **>5 m) satisfont les relations
gl QI =i,  E_ (> "™)? = 1.

An lieu de I’'axe 3 on peut avoir comme axe privilégié l'axe de verseur
e (sind cos< sind' sin9»cosd). Dans ce cas les fonctions de base sont les
fonctions propres communes des opérateurs S, (5, €):

Set=s(s+ Iqn, (S, eX= xpX X= —sSs, S

Les fonctions <fi sont liées & sm par |’opérateur de rotation d’angle d autour
d’un axe de verseur n(sin 9, —cos 9, 0)

9.1=A(d, 9)9,, ou m= x, et R(b,9) = exp [td (S, «)].
Aprés des calcules simples nous obtenons
2«(i 7)) = Py —9D,
S —R (d,9) s/72 1 (d, 9) = ij* sj,



88 Z. GABOS

avec
1+8 1+@
(bl )= . e
1+ 3 1+«
d 9
lorsque
Ss = eXxSk= (g 9S)
au lieu de I’expression (9) on peut écrire
27 -ro-,
P& X = "M(s>x) (5>eY- (10
2. La matrice covariante de polarisation gpe & 0). Considérons I’équation
daioxut.dxis T M P 0

—correspondant a des particules libres de spin s et de masse de repos mo ® 0 —et
ses solutions planes

$h= n[p)e~z
(p est I'impulsion de la particule, u est un spineur a 2(2s -f 1) composantes).
La matrice covariante de polarisation est définie

par
Pay = «(a)«(R), «B = 12(2s + 1), ()
ou
Wos Mevas.a
Les matrices 2(2s+ 1) X 2(2s + 1)
Yniiv-nu.  PF— 14, (12

ont les propriétés suivantes

a) elles sont hermitiques ;

b) elles sont symétriques par rapport aux indices yk;
c) aprés la contraction des deux indices nous
obtenons

Ywin>- W — 0 ,
d) pour une transformation Lorentz homogéne on a
«( = U-PuE> (13 2
L[ P)vniH*ivis L{p) = AHSVS Yy, Vs, (13 b)
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ou sont les coefficients dans les formules de transformation
%w\i — /(iv Xvt

donc

hx—qk+([3 :Dq-ek> — P> hi— hi>

B=- [l==, 7= +r
V'-S
L ’expression de I'opérateur L(—p) est donnée dans I’appendice C.)

Nous adopterons la représentation usuelle, dans laquelle les matrices (12)
et les spineurs u(0) ont la structure

Y » A -4 0 (-1 0 (14)

(15)

(Les matrices (12) sont données dans I’appendice D. pour s = 1/2, 1, 3/2, 2.)
Des relations (11), (15), (14) il résulte que pour le systeme de référence lié aux
particules nous avons
P(0) - "I=t i tl + Y, - »
© PpJ Zp € - £O -
25 T '
f +ECK YM-« Y«'i»V-«J >

2 -
LA

ou
Tos™ {0 €= H [ GO Co 9= 5rR g - T

D()=2 D{2=2()=D@-=4 ....

(Nous pouvons exprimer la matrice y%..5 a I’aide des matrices y#4..4, Y4 -4

YS5-ee5 Tjt]ll’a Y44---4 Yrx44.--4 Nm'—zlj Yb44-*x4j*
A5+ )
Pour les fermions nous avons encore
(Tes-0 = — YlI-.-1 Y22..2 Y33...3 Y44---4 )
Lorsque
—_ —

WA (—A)Y 44,4 = YA4. 4 L (M)
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nous avons
p(p) = L(-P)P(O)L(P). 17)
Il est facile de voir, que

L, —P)Yss...sL(p) = VYss.. s (18)
Tenant compte des relations (16), (17), (13 b),(18) nous obtenons finalement

ne) «i 1

+>>:1V ﬁ' G<$>'U,,Pv-n+i P*n+, ../QS;E-W*§>

ou

P9 PIbPflf- PLSYMtFPt»  SAW' A*—

3. La matrice covariante de polarisation pour les états purs (les cas m0® 0
et mo= 0). A Le cas mo® 0.

Dans ce paragraphe nous allons appliquer la représentation d’hélicité. Tenant
compte de I’expression (16) et de la relation

L+ (-D*+YM4.4Ylh.A= (-1)ZHL[1+ (-1)*+*Y. 4]
on obtient

P*fe) = 7 (-1)i+1[l + (-1P+1YM. 4 E Br(* s) yS.s
avec
B—  dan¥h-xdkd4

?(J_Zeszi:oefficients Br (s, m) sont donnés dans I’appendice E., pour s= 1/2, 1,
1 . %

+ —
Les matrices (P) et Psx(.) ont la méme structure. Nous obtenons P* (P)
en partant de P* (g), en effectuant les substitutions

Yaa.4 ~*1 —j phxPL- -RLSYHH"Us (20)
&9 ke 1
( e\ Ymmme'n K»l Z>. eee K*» PA«H Po-HLle- "M« ooy 1)
Pour la superposition incohérente des états purs nous avons
Ps=T;w,PA(p). (22
X=—s
Les expressions qu’on obtient en partant de (22) sont en concordance avec celles

données par Arif-Uz-Zaman et Y.S. Liu [29] pour s = 1/2, 1, 3/2. Nous
avons complété les résultats connus avec I’expression valable pour s = 2.
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B. Le cas mo = 0. Dans le cas mo = 0 nous avons les états d’hélicité possibles
X= % s. La fonction d’onde a la structure

par conséquent pour la matrice P (+> nous avons

P(+)= (00) =1 (1+ 1859 (0£p) " p* = Ma) M) (23)

Aprés des calculs simples -en utilisant les relations (6), (14), (23) — nous obtenons
pour X= s

pour X= —s

P@#)(-s) =<-=-1£-(1 + Y«..«) y«.. 4e(),

avec

14
es) = el Buy,... e"s Yhini- mHyl

e et e sont des quadrivecteurs avec les composantes
ee, —i), e = e*(e, ).
APPENDICE
A. Les matrices 7\%...i . Nous avons
A )Yr@=i iJmxJ)ri4= Si
VW) 11 = ~52 (i1 -~s(s+ DS,.,

(Ws) - fss+ 1)- }] + 5</1n + Si,Ku).

VW ~ Su(hwJ 7[s(s+ Y- f]1e [S(hh)S,. + 52v,)S,,,-4+

+ sijit (- SAbh) S + 52v 4 S,;. + Sa(isit) §,4] + ~s(s + I[s(s+ i)- 2].
(Si,i,Si,i4 + Si.i.Sii, + Si,iAd,),
avec

#%) = f- O (24K,

®(») *_
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ou
P0) = 1, P(1) = 12, P(2) = 120, P3) = 280, P(4) = 630.
Sm{hs mmmn)est le symbole d’une somme
S< Sa_i Sin + Sl_l S)_i L Syn t oo

contenant toutes les expressions différentes (en nombre m) qu’on obtient par per-
mutation des éléments dans le produit

i=I

B. Les coefficients Ar (s, m). s — 1/2: Ao=—, A1=2m;

s=1: Ao—1—m2 Ai= m A2— (@Bm—2);
s=3/2: 0= o (41 - 20 m2), L= mm(365 - 164 m2, A, = " (4m2-5)
Az = -1 m(20m2 —41) ;
36
s=2: Ao=1 (m- 4)m2- 1), A, =1 m((65- 17md,
n2= p (-155 m4+ 707m2— 360),
Az = - m(Gm2- 17), N4= — (35md- 155m2+ 72).
72 288

C. L ’opérateur L(—7‘>>). L 'opérateur Z(—p) a I’expression
L(—p) = exp [Pl e)]

ou
a= \OS_g%l, = arcth v.
Nous pouvons écrire L(—p) aussi sous la forme finie
L|| _P) («’ Aﬂ!
avec

F":VB+1 A,

MO —D M —$M MR —R—1,

nn, —7<5 - V1?7 ~¢.= -y (p' 317’
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Aw= 1 N2A= i R@- By, N2z @- H7- B)

23 =7 BB - 1) N = B- D2
D. Les matrices M i4s—s. Mas.a— (-1 1, M@d.4=1_.1)%4
wX1Med = ( )BH .. 1 (% —Sij, 1j,

2 1 wire) — (35 — )5S .. o
4— 2( 1) 3525 - I - 1) [S, (*i**s) — (3s — I)(5'i1Silt + S,tSiis+ Si.Si.i,)]

i)-s'ail'v v =*) +

% V i44...4 — (— 1) ~ 1Y(ZS (33{[T6~S(s T

35(5'_351) [WAV*) "W b SAfif3 S0, - SAiLid Siji, |- SAidYS»  SAv4HSi, F
+ Sofiait) Sii,]+ [ S, + S Sid, + SiLi,Sii]Ik
E. Zes coefficients Br(s, X). s= 1 RO= |, R4= —X;

s= 1: BO=!1(2—)<Z), = X B2= i @@- 2);
* ~ f: fi.=s<13- 48 B.= - f6M13-4X-), -B,—-—f (x*—t)
B. = r2x(5xl- vV
S=2:  Bo=| (4- 92+ 24), 5 = | X5- ), B

I

1
g

+

- 29X+ 24), B3= - 1 X(BX2- 17), E4= - ~ (3BX4- 155x2 + 72)-

(Manuscrit recu le 3 xw 1968)

BIBLIOGRAPHIE

. Dalitz, Proc. Phys. Soc. London, A. 65, p. 175, 1952.
olfensteln J. Ashkin, Phys. Rev.,, 85 p. 947, 1952.

. Bade-H. Jehle, Revs. Mod. Phys., 25, p. 714, 1953.
k in, Phys. Rev., 98, p. 169, 1955.

app, Phys. Rev., X03, p. 425, 1956

Tolhoek Revs. Mod. Phys., 28, p. 277, 1956.

no, Revs. Mod. Phys., 29, p. 74, 1957.



p
. M
A

p.
A
J.
A
w
Z

Z. GABOS

Ahiezer—V. B. Berestetki, Kvantovaia elektrodinamika, lzd.vtoroe, Moskova, 1959,

l.
31, 59-67, 283-284.

acob-G C Wick, Ann. of. Phys., 7, p. 404, 1959.
Ed

L. C.Biedenharn, Ann. of Phys., 4,p. 104, 1958.
A.
1]

. R. monds, Angular Momenta in Quantum Mechamics, Princeton-New Jersey, second ed.,
1960.

. J. Me Far lane, Revs. Mod. Phys., 34, p. 41, 1962.

H. Joos, Fortschritte der Physik, 10, p. 65, 1962.

N
R

A

A. O. Barut—l. Muzinich - D. N. Williams, Phys. Rev., 130, p. 442, 1963.
A

Vi

(o]

. Byers—S. Fenster, Phys. Rev. Lett, 11, p. 52, 1963.
JMc Farlane, Joum. Math. Phys. 4, p. 490, 1963.
H. Dalitz, Lectures given at the Inti. School of Physics ,,Enrico Fermi" onStrong Interaction.

arenna, 1964.

. D. L. Weaver—C L Hammer—R. H. Good, jr., Phys. Rev., 135 B. 241, 1964.

. S. Weinberg, Phys. Rev.,, 133, B. 1318, 1964; 134, B. 882, 1964.

. D. Zwanziger, Phys. Rev., 133, B. 1036, 1964; 137, B. 1535, 1965.

. R. A Berg, Joum. of Math. Phys., 6, p. 24, 1965.

. Z Gabos—E. Simon, Studia tJniv. Babes-Bolyai, seria Math.-Phys., fasc. 1, p. 115, 1965,
. K. Hehl, Fortschritte der Physik, 13, p. 557, 1965.

. W. Kon ar. Bull, de I’Acad. Polonaise des Sei. (série math.-astr.-phys.), 13, p. 495, 1965.

. A. Sankaranarayanan-R. H. Good, jr., Il Nuovo Cimento, 36, p. 1303, 1965.

. R. Shaw, Il Nuovo Cimento, 33, p. 1074, 1964.

.D. Shay—H. S. Song-R. H. Good, jr, Suppl. Nuovo Cimento, 3, p. 455, 1965.

. Ch. Zemach, Phys. Rev., 140, B. 97, 1965.

.Arif—Uz—Zaman, Y. S. Liu, Il Nuovo Cimento, 44, p. 903, 1966.

. R. A Berg, Il Nuovo Cimento, 42, A. 148, 1966.

. R. H. Dalitz, Nuclear Phys., 87, p. 89, 1966.

. P. Minnaert, Phys. Rev. Lett.,, 16, p. 672, 1966.

.C.J Mullin—J. M Keller—C L. Hammer —R. H. Good, jr., Ann. of. Phys., 37

55, 1966.
Sankaranarayanan, Il Nuovo Cimento, 41, p. 532, 1966.
Nilsson—A. Beskow, Arkivfor Fysik, 34, p.307, 1967.
D. Steiger—K. J. Fritz, IlINuovo Cimento, 51, A. 461, 1967.
u-Ki-Tung, Phys. Rev., 156, p. 1385, 1967.
Gabos—S. Blonder, Studia Univ. Babes—Bolyai, seria Math.-Phys., fasc. 1, p. 107, 1968

MATRICEA COVARIANTA DE POLARIZARE PENTRU PARTICULE CU SPIN ARBITRAR

(Rezumat)

n lucrare se da structura matricei covariante de polarizare pentru

a) particule cu masa de repaus zero si diferita de zero;

b) superpozitia coherentd si necoherentd a starilor pure.

Se stabilesc — in cazurile s = 1/2, 1, 3/2, 2 —expresii utile pentru aplicatii practice.

KOBAPVAHTHAA MATPUUA MONAPUSALUNKM ONA YACTWL C MNMPOM3BOJIbHbIM CMVHOM

(Pe3tome)

B paboTe paétca CTpyKTypa KOBapMaHTHOW MaTpuubl Monspusasun ans

a) 4acTuy C HyJ/IeBO Maccoi MOKOS WM C Maccoil, pasIMYHOA OT HynNs;

6) KOrepeHTHOM W HEeKOrepeHTHOW Cyneprno3vLun YUCTbIX COCTOSTHUIA.

YcTaHaBnuBawTca— B cnydaax5s = 1/2, 1, 3/2, 2 — nonesHble BbIPaXKEHUA AN NPaKTUYeCKUX Npu-

MeHeHWIA.



ACTIUNEA UI/TRASUNETEEOR ASUPRA UNOR PIUE DE CONCENTRATIE

de
CORINA SERBAN, IOANA DABALA, D. AUSLANDER, EMILIA CONSTANTIN

Avind in vedere importanta pilelelor de concentratie in metodele curente fizico-
chimice, cit si in elucidarea unor procese electrochimice, s-a considerat ca nefiind
lipsitd de interes studierea efectelor exercitate asupra lor de ultrasunete prin inter-
mediul masuratorilor de forta electromotoare.

Metoda de lucru. Cercetarile au fost efectuate pentru urmatoarele pile :
Ag+ ; sol AgNO3c, Isol AgNO3 c2{Ag-
Cu+ 1 sol CuS04 cxIsol CuS04 c2j Cu-

Concentratiile solutiilor G si c2 (cx> c¢2 au fost modificate Tntr-un domeniu cuprins
intre 0,001 Msi 0,1 M. Determinarile au fost efectuate in conditii de termostatare
la temperaturile de 20°C, 25°C si 30°C.

Forta electromotoare s-a méasurat printr-o metodd de compensatie, cu un com-
pensator tip QTK alimentat la un acumulator de 4 V. Fenomenul s-a urmarit timp
de 45 minute, din 3 Tn 3 minute, pTna la stabilirea unui efect constant, masurindu-
se si timpul de revenire la valoarea initialda a fortei electromotoare, dupa Tncetarea
ultrasonarii.

Fasciculul ultrasonic de frecventda 1 MHz, parametrii circuitului oscilant fiind
U= 12kV, | = 70 mA, s-a dirijat paralel cu electrozii, alternativ asupra electro-
litului mai concentrat si asupra celui mai diluat. Tn vederea evitarii efectelor de
electrod ultrasonarea s-a efectuat si lateral prin intermediul sifonului de legatura
a electrolitilor.

Rezultate experimentale. Notind cu AE variatia de fortd electromotoare dato-
rita ultrasunetelor si cu A si B solutia de concentratie mai mare, respectiv mai mica,
se constatd la ambele pile cresterea efectului cu timpul de ultrasonare pina la atin-
gerea unei valori constante.

Dupa cum se vede Tn fig. 1, valoarea acestui timp este de aproximativ 15 minute
la temperatura de 30°C, prelungindu-se pentru temperaturi mai mici. in ceea ce
priveste temperatura de lucru, aceasta, in toate cazurile cercetate a avut drept
consecintd o variatie in acelasi sens a efectului.

Cele doua pile se comporta in sens invers fata de ultrasonarea alternativa a
solutiilor ; astfel la pila de CuS04 ultrasonarea solutiei A are un efect de crestere
a fortei electromotoare si de scadere a ei cu valori simetrice fatd de axa timpului
la ultrasonarea solutiei B. Ta pila de AgNOs semnul lui AE se inverseazd, valoarea
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absolutd a efectului fiind superioard celei care s-a obtinut Tn conditii identice de

lucru la pila de CuSO04.

Dupa fincetarea ultrasonarii se restabileste valoarea initiala a fortei electro-
motoare, AE tinzind spre zero mai rapid in cazul pilei de CuS04, unde fenomenul

Fig. 1 Variatia efectului ultrasunetului asupra f.e.m. n functie de
timpul de ultrasonare la diferite temperaturi, pentru solutii de con-

centratie 0,1 M (A) si 0,01 M (B).

se incheie in 3 minute
si mai lent la pila de
AgNO03 Se mai remarca
de asemenea in fig. 2
disparitia mai rapida a
efectului obtinut prin
ultrasonarea solutiel B
la pila de CuSO4si A
la pila de AgNO3

Tn conditiile ultra-
sondrii prin intermediul
sifonului, 1in vederea
evitarii efectului de elec-
trod, fasciculul ultraso-
nic nefiind dirijat direct
asupra acestuia, s-au ob-
tinut efectele reprezen-
tate in fig. 3.

Astfel, in toate ca-
zurile se constatd ca AE
scade cu timpul de ultra-
sonare dupa o alura ase-
manatoare curbelor din

fig. 1 Valorile efectelor sint mai mari in cazul pilei de AgNO03 decit la cea de
CuS04. Valoarea absolutd a efectului este mai mare la ultrasonarea laterald a solu-
tiei mai concentrate decit a celei mai diluate la pila de CuS04 si invers la pila

de AgNO3

Tn ceea ce priveste variatia fortei electromotoare cu raportul concentratiilor,
dupd cum se vede din fig. 4 pentru pile de CuS04 de diferite concentratii, valoarea

Fig. 2. Revenirea in timp a fe.m. la va-

loarea initiala dupa Tncetarea ultrasonarii

pentru concentratiile 0,1 M (A) respectiv
0,01 M (B).

Fig 3.

Variatia fe.m. n functie de timp la ul-
trasonarea laterald a solutiilor de concentratie 0,1

M (A) si 001 M (B) la temperatura de 30°C.
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absoluta a lui E creste o datd cu marirea raportului concentratiilor celor doud solu-
tii care formeaza pila.

Domeniile de efecte pozitive sau negative corespund ultrasonarii celulei cuprin-
zind solutia A, respectiv B.

Interpretarea rezultatelor. Efectele puse Tn evidenta
rezultd din suprapunerea mai multor factori apartinind
urmatoarelor doud categorii de fenomene: 1 procese ce
au loc in masa lichidului, 2. efecte de electrod.

in solutia expusa actiunii ultrasunetelor, va avea
loc o modificare a potentialului de difuzie :

RT m —«+

ZF wn_ + W+ IOg (1)

unde u_ si u+ sint vitezele anionului si cationului in so-
tiei acestora in solutie, provocate de ultrasunete prin dis-
trugerea partiald a sferei de hidratare a cationilor. Pe de
alta parte, micsorarea gradului de asociere a moleculelor de
apa, actiune pusa la baza explicarii multor procese datorate
cimpului ultrasonic, are drept consecintd favorizarea hidra-
tarii ionilor metalici, actionind deci in sens invers primu-
lui efect.

Variatii ale viscozitatii solutiei ultrasonate se repercu-

teaza de asemenea asupra mobilitatii ionilor, in mod dife-
rit, producind variatii ale pptenglalelor de difuzie. Fig. 4 Variatia fem. in
Toate elementele de mai sus converg asupra terme- functie de timpul de ultra-
sonare pentru diferite ra-

nului ~ “+ din expresia (1) si dau efecte diferite asupra poarte de concentratie : 5(1),
o MU+ Lo . o 10(11), 50(111), la tempera-
anionului si cationului, in functie de marimile lor carac- tura de 30°C

teristice, deci de natura electrolitului.
Probabil ca ultrasunetele actioneaza si asupra efectului Debye modificindu-i

interventia asupra mobilitatii ionilor.
Datorita acestui efect mobilitatea relativa a ionilor unui electrolit binar este :

8,205-106 4142 Z
<0 +

= O (eomar D (eoT) @
unde :
«0 — mobilitatea ,liberd” corespunzatoare dilutiei infinite
Z — valenta ionului

e0 — constanta dielectriea a solventului
70 — viscozitatea solutiei
C — concentratia electrolitului.

Prin urmare s-ar putea ca efectele ultrasunetelor sd se manifeste in variatia unui
numar destul de mare de termeni, ca: W, o, s0 cu Valori si Tn sensuri diferite.
Potentialul de electrod, compus din potentialul termodinamic si potentialul
electrocinetic, este influentat de ultrasunete prin intermediul celui de-al doilea fac-
tor ; probabil c&d asupra potentialului termodinamic ultrasunetele nu au nici un efect.7

7 — Mathematica-Physica 11/1968
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Potentialul electrocinetic depinde de distributia ionilor de semn contrar in
stratul adsorbit fix si Tn stratul difuz mobil ce Tnainteaza Tnspre interiorul lichidu-
lui. Aceastda distributie depinde Tn mare masura de concentratia electrolitului n
solutie, fiind foarte sensibila la cele mai mici variatii de concentratie precum si de
valenta ionilor din solutie.

Ultrasunetele, prin actiunea lor mecanicd, produc variatii locale de concentra-
tie in stratul difuz, ceea ce poate avea ca efect o variatie a potentialului electrocinetic.
Nu se poate vorbi de un sens determinat al variatiilor, ele avind loc de obicei dupa
curbe complicate.

Daca se considera stratul electric difuz similar cu atmosfera ionica a lui Debye
si Hiickel, se poate ajunge prin calcul la expresia potentialului electrocinetic pentru
0 anumitd valoare a concentratiei electrolitului si o anumitd temperatura :

| idign 3)

unde :

p, — densitatea dq curent a sarcinilor,_ _
D —constanta d|electr_|cé_ a electrolitului,
0 —grosimea stratului difuz.

Parametrii influentati de ultrasunet sint D si a. Se stie cd in cimp constanta
dielectricd a apei creste, ceea ce provoaca probabil si o madrire slaba a constantei
solutiei. Conform formulei (3) aceasta ar duce la micsorarea potentialului electro-
cinetic.

Parametrul < este puternic perturbat de ultrasunet care la fel ca agitatia ter-
micd duce la marirea acestuia si deci la cresterea potentialului electrocinetic. Cele
doua influente asupra potentialului electrocinetic sint de sens contrar si prevaleaza
una sau alta Tn functie de diverse conditii.

in cimp ultrasonic, Tn prezenta cavitatiei, apare o dispersie a electrozilor.
Gradul de dispersie depinde de parametrii acustici si de caracteristicile electrodului.
Dupéa cum se stie, argintul are un grad mare de dispersie, pe cind al cuprului poate
fi considerat nul. Efectul nu se va manifesta deci la pila de CuS04. Da pila de AgNOa,
prin dispersarea electrodului de argint, se formeaza niste microelectrozi cu un strat
dublu propriu, analog cu stratul dublu al electrodului de argint, ceea ce duce la o
variatie a potentialului electrocinetic.

In privinta variatiei cu temperatura a efectului, se poate spune ca ea actioneaza

in acelasi sens cu ultrasunetul, atit asupra potentialului de difuzie (factorul ZE:

din formula 1), cit si asupra celui electrocinetic prin marirea agitatiei termice.
Concluzii. 1. Ultrasunetul modifica potentialul pilelor de concentratie de CuS04

i A%NCIQ%;. : -~ -
. Marimea si sensul efectului depind de natura pilei.
3. Efectul creste cu temperatura si cu raportul —.

(Intrat (n redactie la 6 aprilie 1968)
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DEACTBUE YNbTPA3BYKOB HA HEKOTOPBIE 3IEMEHTbI KOHLEEHTPALMN
(Pestome)

B paboTe n3yuaeTcsl MOCPEACTBOM W3MEpPEHU 3MeKTPOABUXYLLEA CUMbl [eAcTBUE YNbTPa3BYKOB
Ha 3/1eMEHTbl KOHLEHTpauWu, B 3aBUCMMOCTM OT PasHOCTM KOHLEHTpauuii, TemnepaTypbl W OpueHTauuu
YNbTPa3BYKOBOIO Myuyka. Pe3ynbTaTbl aHANM3UPYOTCA MOCPEACTBOM ABYX KaTeropuii siBfeHuiA, Bbi3BaHHbIX
YNbTPa3ByKaMU: 3M1eKTPOAHbLIX ABMEHUA U SIBMEHWIA B Macce >KUAKOCTY.

L’ACTION DES ULTRASONS SUR DES PILES DE CONCENTRATION
(Résumé)

Dans ce travail on étudie par des mesurages de force électromotrice I’action des ultrasons sur cer-
taines piles de concentration, en fonction des différences des concentrations, de la température et de
I'orientation du faisceau ultrasonique.

Les résultats sont analysés dans deux catégories de phénoménes produits par les ultrasons; phéno-
menes d'électrode et phénomeénes dans la masse du liquide.






CONTRIBUTII TA STUDIUL SEPARARII EFECTELOR ULTRASUNETELOR
IN MASURATORILE DE CONDUCTIBILITATE A UNOR DIELECTRICI

de
EMILIA CONSTANTIN, D. AUSLANDER, IOANA DABALA, CORINA SERBAN

Masurdtorile de conductibilitate a lichidelor dielectrice au pus Tn evidentad
cresterea acesteia sub actiunea cimpului ultrasonic. Astfel la tetraclorurd de car-
bon si toluen variatia de conductibilitate electrica atinge 30% din valoarea initiald
[3]. Acelasi lucru s-a observat la amestecuri de lichide dielectrice organice cum
ar fi cele de alcooli si amine alifatice [4, 5].

Tn ceea ce priveste cauzele efectului, parerile sint impartite ; astfel unii autori
[6] le atribuie proceselor de electrod, altii [7, 8] modificarilor provocate de cimpul
ultrasonic in interiorul lichidului, sau, in sfirsit, ambelor grupe de fenomene.

Lucrarea de fatd urméareste separarea celor doua efecte amintite la citiva dielec-
trici : apa bidistilatd si apa purificatd cu ajutorul rasinilor schimbdtoare de ioni,
cloroform, dioxan, clorbenzen, benzen, eter etilic.

Procedeul experimental. S-a folosit un generator de ultrasunete tip TESLA
cu frecventa de 1 MHz, intensitatea cimpului corespunzind unui curent de placa
I = 70 mA, si unei tensiuni de placd U = 1,2 kV. Fasciculul ultrasonic a fost orien-
tat paralel cu electrozii celulei de conductibilitate, care s-a termostatat.

Masurdtorile s-au efectuat la diferite temperaturi, cuprinse intre 8°C si 50°C
si la diferite intervale de timp pind la 6 ore.

Electrozii de platind, cu suprafata de 0,25 cm2si distanta dintre placi 0,5 cm,
erau asezati in regim de egala intensitate a cimpului ultrasonic. O pereche de elec-
trozi s-a gasit in permanenta Tn lichid iar cealaltd pereche s-a introdus periodic
din 20 Tn 20 minute numai pe durata unei masuratori. Astfel s-a incercat localizarea
efectelor ultrasunetelor in masa lichidului, respectiv la electrozi.

Masuratorile de conductibilitate s-au efectuat in curent continuu, folosind o
sursa de 70 V.

Rezultate experimentale. Variatia densitdtii de curent in cazul apei bidistilate,
datoritd ultrasunetelor, Ai, creste atit cu timpul de ultrasonare cit si cu tempera-
tura ptna la stabilirea unui echilibru, dupa cum rezultd din fig. 1 Se constatd
valorile superioare ale efectului pentru electrozii ficsi fatd de cei mobili, precum si
modificarea cu temperatura a timpului de ultrasonare necesar atingerii palierulur.

La temperatura de 8°C, curba Ai = f(t) prezintd un maxim pentru timpul de
aproximativ o orda, dupa care efectul scade tinzind asimptotic spre axa timpului.
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Compararea efectelor in functie de gradul de puritate al apei este semnifica-
tivd dupa cum rezultd din fig. 2. Astfel la temperatura de 20°C, valorile cresterii
densitatii de curent in urma ultrasondrii sint mai mari la apa bidistilatda decit la
cea purificatd cu ajutorul rasinilor schimbatoare de ioni.

Fig. 1 Variatia lui Ai In functie de timp
pentru electrozii ficsi si mobili la diferite tem-
peraturi, Tn cazul apei bidistilate.

Fig. 2. Variatia lui Ai in functie de

timp, pentru electrozii ficsi la apa bidi-

stilata si apa purificatd cu ajutorul ra-
sinilor.

Diferenta efectelor redatd pentru electrozii ficsi Tn fig. 2, isi mentine alura
si la determinarile efectuate prin intermediul electrozilor mobili, pe intreaga durata
de 6 ore de ultrasonare.

Celelalte lichide dielectrice enumerate, datoritd conductibilitdtii lor foarte
mici n-au dat nici un efect in conditiile noastre de lucru.

n cazul cloroformului, folosind o altd pereche de electrozi cu suprafata 0,6 cm?2

si distanta ntre ei 0,8 mm, s-a obtinut curent de conductibilitate de ordinul micro-
amperilor.

4
k)
D
r
0 o ro 0 40 S0 60 tmp
n (min)
Fig. 3. Variatia densitatii de curent in func- Fig. 4. Variatia lui Ai in functie de timp in
tie de timp, cu si fara cimp ultrasonic, pentru cazul cloroformului.

cloroform.
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in fig. 3 se vede cd spre deosebire de apd, la cloroform, la t = 20°C, densi-
tatea de curent scade cu timpul atit in prezenta cit si in absenta cimpului ultra-
sonic.

Efectul cimpului ultrasonic Tn functie de timp din fig. 4, prezinta o variatie
asemanatoare celei corespunzatoare apei bidistilate pentru temperatura de 8°C,
prin prezenta unui maxim la 20 minute.

Interpretarea rezultatelor. Ambele tipuri de apa cu care s-a lucrat prezinta
o conductibilitate proprie, datorita impuritatilor disolvate (C02 NHS praf, urme
de substante solide dizolvate din peretii vasului) precum si existentei unui numar
mic de ioni H+ si OH".

Marirea conductibilitatii Tn timp este rezultatul impurificdrii apei Tn contact
cu aerul, prin cresterea cantitatii de C02 dizolvat pina la atingerea unei valori de
echilibru, ceea ce duce la formarea de noi ioni conform reactiei:

H2C03ii HCO3+ H+

~ Temperatura, dupa cum se stie, favorizeaza ruperea legaturilor de hidrogen
dintre moleculele de apa asociate, avind drept urmare cresterea produsului ionic
Fenomenele de electrod care dau efecte de sens opus celor amintite pina acuma,

au valori mult mai mici in cazul apei, fiind probabil esentiale in cazul cloroformului,

.....

.....

......

ultrasunete [9].

Pe de alta parte, este probabild si modificarea Tn cimp ultrasonic a gradului
de hidratare a ionilor, avind drept urmare méarirea mobilitatii lor.

in privinta absorbtiei de C021in apd, ultrasunetul actioneazd in doua sensuri
opuse, prin imbogatirea Tn C02 a lichidului, respectiv degazarea lui. in conditiile
de lucru date se pare cd predomina primul efect datoritd agitatiei ultrasonice, prin
favorizarea transportului straturilor de lichid saturate cu C02de la suprafata libera
inspre interiorul lichidului ; astfel, procesul de distrugere a gradientului de concen-
tratie in CO2este accelerat prin suprapunerea acestui efect cu agitatia termica care
actioneaza in acelasi sens.

@) a doua categorie de efecte ale cimpului ultrasonic se manifesta asupra
ceselor de electrod, puse in evidentd prin caracterul diferit al electrozilor folositi
(ficsi si mobili), procese foarte complexe, chiar si in absenta cimpului ultrasonic.

Astfel introducerea in apa a electrozilor mobili dupa mentinerea lor in aer
timp de 20 minute, datorita adsorbtiei de gaze, le micsoreaza potentialul Tn compa-
ratie cu al electrozilor ficsi.

Durata diferitd de trecere a curentului fata de cele doua tipuri de electrozi (de
ordinul orelor, respectiv al secundelor) are drept consecintd polarizarea lor diferita.

Pe linga acestea, deplasarea electrozilor mobili in masa de lichid provoaca
aparitia unui potential electrocinetic, contribuind astfel la o polarizare diferentiata
a celor doud tipuri de electrozi.

n sfirsit, interdependenta dintre cele doud perechi de electrozi se manifesta
prin variatia densitatii de curent masuratd cu ajutorul electrozilor ficsi, Tn momen-
tul introducerii si scoaterii electrozilor mobili.

Modificarea densitdtii de curent, prin actiunea ultrasunetelor asupra procese-
lor de electrod, are diferite cauze [10].

pro-
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in primul rind ultrasunetele au o actiune depolarizantd, prin degazarea elec-
trozilor. Apoi, prin agitarea mecanica a lichidului, ultrasunetele introduc un poten-
tial electrocinetic la electrozii ficsi, marind probabil si pe cel al electrozilor mobili,
Tn fine, ultrasunetele modifica valoarea polarizarii de concentratie data de relatia :

_ RT K
Aes ZEENT @
unde :
ZFD
K =
s ()

este 0 constanta,

—coeficientul de difuzie,

—grosimea stratului difuz,

—suma numerelor de transport a tuturor ionilor din solutie, minus numarul
de transport al ionlui ce se descarca.

Polarizarea de concentratie este cu atit mai micd cu cit valoarea constantei
K este mai mare. Dupd cum se vede din formula (2) valoarea lui K se mareste fie
prin marirea lui D, fie prin micsorarea lui S

Ultrasunetele modificd ambele aceste marimi in sensul micsorarii polarizérii
de concentratie, ceea ce duce la cresterea densitatii de curent [11].

Avind Tn vedere cd la temperaturi scdzute polarizarea este mai mare, ea cres-
cind si cu timpul, actiunea depolarizanta a ultrasunetelor ajunge la un moment
dat la o valoare maxima, dupd care acest efect scade. Pentru cloroform, acelasi
proces se produce in timp mult mai scurt, chiar la temperatura de 20°C.

Diferenta efectelor produse de ultrasunet in cazul apei bidistilate si a apei
purificate cu ajutorul rasinilor schimbatoare de ioni, atit pentru electrozii ficsi,
git si pentru cei mobili, se explica prin gradul diferit de puritate a celor doua tipuri

e apa.

Concluzii. 1. Ultrasunetele produc marirea conductibilitatii electrice a apei
si a cloroformului.

2. Efectul creste cu temperatura si cu timpul de ultrasonare.

3. Modificdrile observate se datoresc atit efectelor de electrod, cit si celor pro-
duse in masa lichidului.

=N%lw)

(Intrat in redactie la 6 aprilie 1968)
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K NCCNEAOBAHNIO OTAENEHUNA 3PPEKTOB YJ/IbTPA3BYKOB TPU M3MEPEHWNAX
SJIEKTPOMPOBOAHOCTN HEKOTOPbLIX AW3S/JTEKTPUKOB

(Pe3stome)

ANeKTPONPOBOAHOCTL  X/10pOthopMa, BUAUCTUNNNPOBAHHON BOAblI U BOAbl, OUULLEHHOW C MOMOLLbIO
MOHOO6MEHHBIX CMOJ1, M3MEeHeHa Y/bTpasByKamu.

ABTOpbI M3MepPSAN MAOTHOCTY TOKa ABYMs Napamy 3MeKTPOJoB, U3 KOTOPbIX 0AHA Mapa HaxoAwnacb
BCE BpeMsl B XMWAKOCTU Npu 06paGoTKe ynbTpasBykamu, a Apyras — /Wb Npy MPOBeeHUU OAHOro
n3MepeHusi. Mcnonb3oBaHHbI MeTOZ MO3BOMMA cAenaTh BbIBOAbI O oKanu3auuy 3heKToB B Macce >Xuf-
KOCTW, COOTBETCTBEHHO Y 3/1eKTPOAOB.

BbisiBieHbl 06e KaTeropMu MpoLeccoB, a TakXe 3aBUCUMOCTb 3((eKTOB OT MPUPoAbl XKUAKOCTENA,
BpeMeHV 06paboTKM yNbTpasByKamu W TeMmnepaTypbl.

CONTRIBUTIONS A L’ETUDE DE DA SEPARATION DES EFFETS DES ULTRASONS DANS
LES MESURAGES DE LA CONDUCTIBILITE DE CERTAINS DIELECTRIQUES

(Résumé)

La conductibilité électrique du chloroforme, de I'eau hidistillée et de I’eau purifiée a I’aide des rési-
nes échangeuses d’ions, est modifiée par les ultrasons.

Les auteurs ont mésuré les densités de courant au moyen de deux paires d’électrodes, dont une paire
était introduite dans le liquide pendant toute la durée de l’'ultrasonorisation, tandis que I'autre |’était
seulement pendant qu’on effectuait un mesurage. La méthode utilisée a permis de tirer des conclusions
sur la localisation respective des effets dans la masse du liquide, et aux électrodes.

On a mis en évidence les deux catégories de processus, ainsi que la dépendance des effets de la nature
des liquides, du temps d’ultrasonorisation et de la température.






INFLUENTA RADIATIILOR UV ASUPRA HALOGENURILOR ALCALINE
IMPURIFICATE CU CATIONI

de
AL. NICULA, AL. DARABONT si S. F/:\RCAS

Introducere. Halogenurile alcaline dopate cu diferiti cationi au fost obiectul
a numeroase studii elaborate Tn ultimul timp. Interactiunea retelei cristaline a aces-
tora cu radiatiile ultraviolete (UV) si defectele produse de acestea s-au studiat
atit cu metode optice cit si cu metode de rezonantd magnetica. Astfel Be 11ic a,
Santucci si Stefanini [l]siSantuccisiStefanini [2] au ur-
marit influenta radiatiilor UV asupra spectrelor de RES a ionului Mn2+ introdus
in NaCl si KC1 in diferite condifii experimentale. Metodele optice s-au bazat
pe faptul cd halogenurile alcaline sint transparente pe o largd banda a spectrului
electromagnetic [3].

in lucrarea de fatd ne-am propus a studia influenta radiatiilor UV asupra
monocristalelor NaCl dopate natural cu cationi neparamagnetici si dopate contro-
lat cu ionul paramagnetic de mangan. Sarea dopata natural cu cationi neparamag-
netici a provenit de la ,Salina Cacica” iar cresterea monocristalului pe care l-am
numit NaCl—Y, s-a facut prin metoda Czockralski-Kyropoulos, Tn atmosfera de
aer si argon. Prin aceeasi metoda s-au crescut si monocristalele dopate controlat
addugindu-se Tn topiturd intr-o proportie deO, 1—0,05 moli % MnCI2si CdCl2rezultind
monocristalele dopate NaCl—Mn si NaCl—Cd.

Probele astfel obtinute (NaCl—Y, NaCl—Mn, NaCl—Cd) au fost iradiate cu
lumind UV la temperatura camerei si a azotului lichid. Iradierile s-au facut cu o
lamp& Thelta-Sonne tip Q 99 timp de 2—30 de ore.

Masuratorile RES s-au efectuat cu instalatia JES—3B in banda X, cu 0 modu-
latie de 100 kc/sec la temperatura camerei si cea a azotului lichid. in intervalul
20—200 °C s-au urmarit intensitatile liniilor RES Tn functie de temperaturd pentru
proba NaCl—Y. Pentru determinarea benzii optice de absorbtie in infrarosu (I.R)
a probelor amintite, Tnainte si dupd iradiere s-a folosit spectrometrul U.R. 10 Zeiss.

Rezultate experimentale. Studiind prin RES monocristalele NaCl—Mn si
NaCl—Cd am obtinut in ambele semnalul ionului Mn2+ ceea ce inseamna cd CdCI2
contine ca impuritdti ionul de Mn. De fapt studiind acest spectru constatam ca
ionul de mangan din NaCl—Cd este in concentratie foarte mica. Nu am observat
nici un fel de influentd asupra spectrului, a ionului de Cd. Din analiza spectrului
Mn2+ in NaCl—Cd Tnainte de iradiere constatam ca el este compus numai din sase
linii de structurd hiperfina ceea ce Tnseamnd ca ionul Mn2+ se afld situat intr-un
cimp cristalin de simetrie cubica (fig. 1).
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Dupa iradiere cu UV spectrul nu se modificd esential Tn ceea ce priveste para-
metrii lui, constatindu-se in schimb o micsorare considerabild a intensitatii liniilor.
Spectrul obtinut in fig. 1 poate fi descris cu urmatorul hamiltonian de spin [4]

76 = g$HS + ASI (1)
unde 5 = 5/2, | —5/2. Folosind teoria perturbatiilor pind la ordinul 3 obtinem
expresia care da cimpurile unde au loc tranzitiile de structurd hiperfina. [5]

A’ 65 1
) H,, — Am - - 2m2 p
g [J "% 2Ly, " A" @

Folosind ecuatiile (2) in care Hmau fost determinate experimental, s-au obtinut
constantele hamiltonianului (1)

\Al= 836+ 1Gs
g= 199 = 1,1-10"»

si intervalele de structurd hiperfind calculate teoretic. Tn tabelul 1, intervalele
de cimp calculate teoretic sint comparate cu cele experimentale.

Monocristalul NaCl—Mn prezinta un spectru RES ceva mai complicat. inainte

de iradiere cu UV el este compus din 6 componente de structura hiperfind situate

Tn centru, suficient de intense, core-

Tabel 1 spunzatoare tranzitiei electronice

1277 — 1/2. Pe lingda acest grup se

Aax. AR aa3 and asb i vad I spectru alte grupuri la-

exp. 79 81 83 8 s terale de intensitate mult mai mica.
teor. 80,5 80,3 8 8 8  Acestea sint grupuri de structura

hiperfina, corespunzatoare altor tran-
zitii electronice. De fapt putem considera acest spectru (fig. 2) ca fiind format
din douad tipuri de spectre RES a ionului Mn2+,

Spectrul de tip | corespunzator ionului Mn2+ intr-un cimp cristalin de simetrie
cubica si spectrul de tip 11, pentru ionul Mn2+ in cimp cristalin de simetrie axiala:
din spectrul de simetrie axiald am dedus cd hamiltonianul de spin trebuie sa fie
de forma

= giHS + D\SI  }S(S + 1) + ASI €
Calculind analog ca si pentru NaCl—Cd nivelele de energie, am obtinut o
expresie asemanatoare cu (2) In care mai apare un termen ce contine pe D si anume
—-"-S~ m. Cu ajutorul acestor relatii si al cimpurilor determinate experimental
am gasit constantele hamiltonianului (3) si anume :
Al= 879+3 Gs
|24 = 117,89 +3 Gs
g= 1991 +£2,0-10"»
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Intervalele de structura hiperfind pentru portiunea centrald (tranzitia electro-
nica 112 —1/2) a spectrului Il calculate teoretic sint comparate cu cele experi-
mentale in tabelul 2.

Tabel 2
09, 0s2 na3 OHt 495
exp. 79,12 82,31 87,53 91,97 94,88
teor. 77,82 86,50 87,52 93,92 99,00

Dupa iradiere cu UV se observa disparitia structurii fine si hiperfine. Aceasta se
datoreste faptului cd iradierea cu lumind UV provoaca trecerea manganului din
pozitie substitutionala (cubica sau axiald) in agregate de mangan care se formeaza
interstitial sau Tn anumite regiuni ale retelei. Tn urma acestui fenomen se obtine
o linie centrald suficient de intensd cu un g = 2,017 si o largime de 1224 + 3 Gs.

O comportare deosebitd din punct de vedere RES o are monocristalul NaCl—Y
dupd iradiere cu UV. Tnainte de iradiere el nu prezintd nici o absorbtie RES, iar
dupd aceasta obtinem un spectru care depinde pronuntat de unghiul dintre cimpul
magnetic si axele cristalului. Tn fig. 3 este redat spectrul probei NaCl—Y cind
axa [100] este paraleld cu H.
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El este compus din patru linii. Trei componente sint mai intense, amplitu-
dinea lor crescind pe masurd ce sint situate la cimpuri mai puternice. Tn spectru
mai apare o linie care este mai putin intensd. Spectrul din figura 3 seamdna din
punctul de vedere al formei liniei si al comportdrii Tn functie de unghi cu cel gasit
n NaCl si NaBr dopat cu calciu si aluminiu [6]. Dependenta de unghi in planul
(110) este data de o lege de forma (3 cos20 — 1), adicd la un unghi de 54,34°
dintre axa [100] si H,spectrul consta dintr-o singura tranzitie al cérei factor g=
- 2,067.

Studiind n functie de temperatura liniile din fig. 3 si cea pentru 0 = 54,34°
se observa cad centrul paramagnetic obtinut dupa iradiere cu UV dispare la apro-
ximativ 140° C.

Discutii. Tn urma analizei rezultatelor experimentale se constatda cd dupa
iradierea cu UV a probei NaCl—Y apar in cristal centri paramagnetici a caror
comportare si semnal RES nu se aseaméand cu ai celor cunoscuti. Studiind depen-
denta unghiulard a semnalului RES putem afirma cad centrul format se bazeaza
pe o interactiune dipolara intre un electron Tn stare diferitd de starea s si spinul
nuclear al unuia sau mai multi nudei. Interesant de relatat e faptul ca centrul
delsp_reI_Cﬁ_rg este vorba nu apare prin iradierea probei cu UV la temperatura azo-
tului lichid.

Noi am propus citeva modele pentru centrul format, dintre care pe baza cal-
culelor care sint in curs se va alege cel corespunzator comportarii experimentale
a spectrului. Dintre acestea amintim centrul constituit din doi protoni a caror
axa de legaturd este de-a lungul directiei [100], care au captat un electron. Spec-

trul RES al unui astfel de sistem poate fi interpretat cu ajutorul hamiltonianului
de spin

"=#s+Ei_1\Ni 4

unde primul termen reprezintd interactiunea electronului cu H iar al doilea este
responsabil de interactiunea hiperfind. Constanta Ait poate fi scrisa [7] ca si

= A + B [3c0s20 - 1] ®)

0 fiind unghiul dintre H si directia care leaga cei doi nudei; primul termen din
At reprezintd interactiunea de contact, iar al doilea interactiunea dipol-dipol intre
spinul electronului si cel nuclear.

Alt modd propus de noi este cel constituit dintr-o configuratie de forma (CIX)“
unde X poate fi un halogen sau un cation chiar paramagnetic dar n nici
un caz Mn2+.

Si pentru acest model se poate folosi hamiltonianul (4) cu mici modificari
care constau Tn introducerea unor termeni suplimentari. Tn orice caz spectrul obtinut
poate fi interpretat daca considerdm in (5) pe A egal cu zero, obtinind deci

At= B [3c0s20 -1] (6)

Orientarea acestor centri de-a lungul axei [100] este afirmatd de faptul ca
pentru HJ[[100] obtinem cimpul cel mai jos la care apare absorbtia RES.

Numarul de modele propuse cuprinde si pe acele bazate pe aparitia unor vacante
in reteaua cristalind, mai ales pentru ca s-a obtinut acest semnal in urma unei
dopari controlate [6], dar aceste probleme sint in curs de rezolvare.
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WDintr-un anumit punct de vedere primul model este sustinut de faptul ca
in monocristalele crescute sintetic exista grupul (OH)- care in urma iradierii cu
UV se descompune conform cineticii [3]

(OH)* +  *H+ o-

hidrogenul ocupind o pozitie interstitiala iar oxigenul una substitutionala.

Masuratorile optice efectuate asupra probei NaCl—Y indicd aparitia Tn urma
iradierii cu UV a unei benzi de absorbtie in I.R. la 1650 cm-1 si 2830—2890 cm-1
care pot fi puse pe seama deformatiei respectiv vibratiei retelei. Tnainte de ira-
diere nu apare aceastd absorbtie si nici pentru probele NaCl—Cd si NaCl—Mn
nu au putut fi puse in evidenta.

Consideram ca aceste defecte observate prin spectroscopie opticda sint Tn
legdturd cu defectul paramagnetic produs.

Pentru probele NaCI—Cd si NaCl—Mn s-a obtinut o absorbtie al carei maxim
este situat la 800 cm-1, atit inainte cit si dupa iradiere. O altd banda pusa Tn
evidenta doar Tnainte de iradiere este situatd la 3600 cm-1 si corespunde probabil
cantitatii de apa sau aer din cristale. Dupa iradiere acestea fiind active fotochimic,
se descompun si rezulta disparitia benzii amintite.

(Intrat in redactie la 13 aprilie 1968)
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BIMSAHUNE Y® W3IYUYEHUN HA LW E/TOYHbIE TANoOnAabl, 3ATPA3HEHHBIE KATWOHAMN
(Pe3tome)

B pa6oTe mn3yuyaetca BAvAHWE YP wm3nyyeHwid Ha MoHokpucTanibl NaCl, ecTecCTBEHHO 3arpsi3HeHHble
HernapamMarHUTHbIMWU KaTUOHaMW U 3arpsi3HeHHble MOJ KOHTPO/eM WMOHOM MapraHua. YTo KacaeTcst obpas-
L,0B, 3arpsA3HeHHbIX MapraHuem nyTém 3P, oTMeTunocb 4to 06/yyYeHMe Yd cBeTOM 6naronpusaTcTByeT
oCaXKJeHUI0 MapraHua. L,

Cnektpbl OMP fo un nocne 061y4eHNsa 6bLIM UHTEPNPETUPOBAaHbI CIMHOBLIM FaMUIbTOHUAHOM

X=g$H-S +AS-I

B Cny4yae MOHa Mnat+ B KyﬁqucKOM KpUCTaN/IM4eCKoOM none n raMmuibTOHMaHOM
X=gRHmS+ DJs —-js(s+ )j+ AS ml

B CNyuyae MosiBNeHWsi oceBoli nepTypGaumu.
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EcTecTBeHHO 3arpsisHeHHble 06pasubl MNpPeacTaBAAlOT nocne 06/yyYeHUs 0CobbI CMEKTP, KOTOpbIi
BefIET cebs1 B 3aBMCUMMOCTU OT yrna, no 3akoHy suga (3 cosl — 1). B aTom cnyyae npegnonaraeTcs, 4To
CreKkTp sABAsieTca pe3ynbTatom ueHTpa Buga (OH)- wnm (CIX)- . Ha aTux obpasuax npoBenvcb unsMepe-
Hua nornoweHns B MK obnactu u nocne obnyyeHns Y@ usnydeHusasmn B obpasuax OTMeHasioCb 3TO
nornowieHre. CurHan 3P ecTeCTBEHHO 3arpsisHeHHbIX 06pa3uoB ucvesaeT npu 140° C.

INFLUENCE OF UV RADIATIONS UPON ALKALINE HALOGENS DOPED WITH CATIONS
(Summary)

The authors study the influence of UV radiations on NaCl single crystals, naturally doped with
non-paramagnetic cations and controllahly doped with manganese ion. As far as the manganese doped
samples are concerned, it has been observed by ESR that irradiation with UV light favours the precip-
itation of manganese. TIMESR spectrum, before and after the irradiation, can be explained by the spin
Hamiltonian

K= gRH =S + AS ml

in the case of mE£+ ion in a cubic crystalline field, and in case of an axial perturbation by the
Hamiltonian

r 2 1 1 -+
X=gRH ¢S+ Z2S———S(S+ 1) + AS ml

The samples doped naturally show after irradiation a special spectrum which depends on angle after
a law of the form (3 cos1 — 1). It is assumed in this case that the spectrum is due to a center of the form
(OH)- or (C1X)-. IR absorbtion measurements were performed. After irradiation with UV the samples
showed IR absorbtion. The ESR signal of the naturally doped samples decays at 140°C.



MASURAREA TIMPILOR DE RELAXARE UTILIZIND OBSERVAREA
SIMULTANA A ABSORBTIEI SI DISPERSIEI
de
D. DEMCO, R. BAICAN

L. Introducere. Timpii de relaxare constituie parametrii importanti ce carac-
terizeaza proprietatile magnetice ale materiei. Pentru determinarea lor absorbtia

si a determindrii cu mare precizie si selectivitate a susceptibilitatii statice [1].
Studiul dependentei formei liniei de dispersie de frecventa de modulare (wn) la
cimpuri de r.f. suficient de puternice pentru a satura absorbtia permite deter-
minarea timpilor de relaxare. Rezultatele sint aplicate pentru cazul simplificat
7\ = T2 [2]. Tot pentru cazul rezonantei magnetice nucleare Tn [3], se determina
T2 din punctele unde derivata curbei de dispersie se anuleaza. Timpul de relaxare
T1 se obtine pe calea compararii amplitudinii semnalelor pentru diferiti factori
de saturatie.

in aceastd lucrare studiem determinarea timpilor de relaxare pentru cazul
cimpului perturbator foarte slab in jurul rezonantei, utilizind simultan curba de
dispersie si derivata curbei de absorbtie. Valoarea obtinutd pentru T2 in cazul
octoclorfenotiazinilului este mai precisa ca cea determinatd in [4] deoarece tinem
cont si de valoarea cimpului de microunde in cavitatea de masura.

Il. Expresiile timpilor de relaxare. Ecuatiile Bloch dau o descriere cantitativa
corectd Tn cazul probelor lichide. Tn general aceste ecuatii sint de asemenea apli-
cabile pentru magnetizarea electronica de spin n solidele cu linii de rezonanta
lorentziene ca un rezultat al unei puternice interactiuni de spin. Ele sint consis-
tente cu experientele efectuate Tn metale si radicali liberi organici [5]. Tn solide

cu toate acestea ele sint numai calitativ valabile si pot sa conduca la concluzii
gregi}e [6], [7]

in condn;illle cimpului perturbator foarte slab n jurul rezonantei tol( |Aw| <
<00 Tril(ia = n0—o, xc=timpul de corelare, of = yAr) si b7\ <1

1
— o8N pX0
T TVARITAL @
1 [
~ “ol0
1+ YHIT,T, + (GooT)* @

8 — Mathematica-Physica H/1968
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unde Hi este intensitatea cimpului Tn cavitatea de masurd, yO susceptibilitatea
staticd iar y factorul giromagnetic.

Ne propunem a obtine timpii de relaxare Txsi T2 utilizind (1) si (2) ce dau
suficient de corect mdrimea si forma semnalului de dispersie si absorbtie pentru
valori suficient de mici ale lui Hx. Dispersia contine aceleasi informatii ca si absorb-
tia dar permite masuratori cu precizie mai mare deoarece y' poate fi determinat
absolut iar largimea liniei nu este afectatd de liniaritatea instalatiei. Pentru cazul
y2H\T1T2 < 1 utilizind curba de dispersie s-a putut determina T2 pentru DPPH
gadsindu-se o valoare ce concordd cu cea din literaturd [8].

Pentru determinarea si a lui Tt utilizind (1) si (2) obtinem urmatoarele marimi
a caror semnificatie este data in fig. 1 si fig. 2.

| Ablle =S ©)

IX'le= 4 t60*cS_1 )

(5)

6)

a1 O Y00 2 )

@ V' Dyao 9 B — “008-3 ®

unde 8= — si Aa= 1+ yrlT1Tr

Din (3)—(5) observdam c& pentru o valoare determinatd a lui Hx din curba
de dispersie se obtine numai raportul 8. Trebuie sa utilizam si curba de absorbtie
si anume acei parametrii ai curbei ce nu depind numai de 8. Obtinem imediat
doua metode echivalente ce permit Tn principiu determinarea simultanda a lui Tx
Tsi T2
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Metoda A. Din combinarea lui (7) si (3) ce poate fi determinatd mai precis
decit (6) din motive de liniaritate, obtinem :

— s dx -l
t,=
16 MB(|4,B< dAD) @
Metoda B. Compararea raportului tg R/tg a cu (3) ne permite a scrie:
T.=. 2w (10
tgfKM™)2
in ambele metode 7\ se determinad din expresia :
r, g»:-1
Tr=- gor2 (m

Rezultatele obtinute sint valabile pentru cazul unei linii lorentziene simetrice
si pot fi extinse pentru linii gaussiene sau pentru combinatia lor [9].

1. Metodica experimentalda. Vom aplica metodele A si B in cazul radicalilor
liberi organici solizi, a céror linie poate fi consideratd cu suficientd precizie ca fiind
lorentziana [10]. Pentru observarea simultana a absorbtiei si dispersiei a fost utili-
zat un spectrometru comercial JES—3B a carui bloc de microunde a fost com-
pletat astfel incit sa permita Tnregistrarea curbei de dispersie [8]. Valoarea lui
X" si deci tg a se poate determina masurind direct variatia de frecventa.

Valorile (1 ) si tg B le vom determina utilizind o metoda relativa [1].
e n . . gdn . .
Utilizind ca etalon DPPH-ul [8], din (7) obtinem Iﬁﬁfﬁe o iar din spectru

tensiunea corespunzatoare Ue la atenuare zero. Pentru constanta de propor-
tionalitate :

ue

an etalon
d(dp)

obtinem valoarea 3,576-103 nmv'8L , unde A este un factor de aparat iar xf
uem msec

factorul de umplere pentru etalon.
Urmind aceeasi cale, pentru metoda B obtinem ke— 3,867 <1013

este Tn bund concordantd cu valoarea datd anterior.
IV. Discutarea rezultatelor pentru octodorfenotiazinil. Radicalul liber octo-
clorfenotiazinil [11] a fost mojarat fin pentru a diminua asimetria liniei.
Constanta de proportionalitate pentru proba kp se obtine cunoscind factorul
de umplere al probei rf,

= Atf (12

ce
uem e sec

k=~ Kt 13
" (13)

Masurind largimea liniei de dispersie si tensiunea maxima de la linia de zero pentru
derivata curbei de absorbtie, Tn aceleasi conditii ca la etalonare si utilizind (13),
(12) si (9) obtine T2 = 1,42 «10-8 sec. iar din (10), T%= 1,43 «10-8 sec. Deci
in limita erorilor experimentale ambele metode furnizeazd aceleasi rezultate.



116 D. DEMCO, R. BAICAN

Analog DPPH-ului este de asteptat ca si in acest caz 7\ ~ T2 Deoarece inten-
sitatea cimpului de microunde in cavitatea de masura este aproximativ 10-2 Gs
limita inferioara a lui Tr ce poate fi determinatd cu suficientd precizie este
I0-4 sec. Marirea puterii clistronului instalatiei permite micsorarea acestei limite
inferioare, astfel ca < 1 sa fie indeplinitd si linia de absorbtie sa nu dispara.

n concluzie, observarea simultand a absorbtiei si dispersiel permite Tn prin-
cipiu, fara a modifica puterea cimpului perturbator sau frecventa de modulare
de a determina pe 7\ si T2

(Intrat in redactie la 15 aprilie 1968)

BIBLIOGRAFIE

1 J Talpé, L. van Gerven, Phys. Rev. 145, 718 (1966)

2.H. Nagasaw a, J. Phys. Soc. Japan, 20, 1808 (1965).

3. AL Dezhausky, A Petrov, Doki. Bolg. An, 19, 1127(1966).

4, R. Baican, D. D emc o, Comunicare interna.

5. M. A. Gartens, J. I. Kaplan, Phys. Rev. 99, 459 (1955),

6. A G Redfield, Phys. Rev.98, 1787 (1955).

7.1. Solomon, J Ezrally, Phys. Rev. 127, 78(1962).

8. R. Baican, A. Bd6di, D. Demco, (sub tipar).

9. H A Farach H Teitelbaum, Canad. J. Phys. 45 2913, (1967).
10. I. U rsu, Rezonantd electronicdde spin, Ed. Acad. (1965).

11. C. Bodea I|I. Silberg Rev. Roum. Chim., 9, 505 (1965).

W3MEPEHUE BPEMEHW PENAKCALMW, WNCMONMb3YS OAHOBPEMEHHOE HABOAEHWE
MOrIOWEHNS 1 ANCMIEPCUMU
(Pestome)

Vicnonb3ys BblpaXeHue [AeACTBUTENbHOM W MHMMOIA 4acT¥ AMHAMMWYECKOW BOCMPUMMUMBOCTM B
yCNoBusiX €naboro nepTypoUpYIOLLEro MO BOKPYr pe30HaHCca, YKasblBaeTCsl Ha BO3MOXHOCTb  OAHO-
BpEMeHHOro onpefeneHns 7\ n T2 U3 KpPUBO MOrMOWEHUS W Aucnepcun. MeTog npuMeHsieTea  Ans
onpegenenusi ', y OKTOX/I0P(EHOTUA3MHUMA. YKa3blBaeTCcsl TakXKe Ha HWKHUIA npegen usMepeHust X,.

MEASUREMENTS OF THE RELAXATION TIMES USING SIMULTANEOUS OBSERVATION
OF ABSORBTION AND DISPERSION

(Summary)

Using the expression of real and imaginary part of the dynamic susceptibility under the condi-
tions of weak perturbing field about resonance the authors indicate the possibility to determine simul-
taneously X, and Xa from the absorbtion and dispersion curve.

The method is applied for the determination of X2 in case of octochlorphenothiazinyl. The lower
measure limit of TI is showed.



MAGNETISCHE KERNRESONANZ DES ISOTOPES Ei7
IM LITHIUMKARBONAT, -OXYD UND -CHROMIT

von

IULIU POP, VASILE MCULESCU, OLIVIA POP, L1VIL STANESCU

Einfihrung. Das Isotop Li wird durch einen Kernspin | = 3/2 charakteri-
siert. Die Folge davon ist das Erscheinen von elektrischen Quadrupoleffekten in
Netzen mit niederer Symmetrie. Ausserdem ruft seine chemische Wirksamkeit
ein besonderes Verhalten dieses Elementes im Rahmen der magnetischen Kern-
resonanz hervor.

Die vorliegende Arbeit verfolgt die magnetischen Kerneffekte im Lithium-
chromit, dass aus Lithiumkarbonat und Chromtrioxyd gewonnen wurde, wobei
das Lithiumoxyd eine Zwischenstufe im Zersetzungsprozess des Lithiumkarbonates
darstellt. Das Studium bezieht sich sowohl auf das Endprodukt Lithiumchromit,
wie auch auf den Bestandteil Lithium, in Form von Karbonat und Oxyd.

Die Arbeit ist eine Fortsetzung der elektrischen und magnetischen Studien
des oxydischen Halbleitersystems CrD3—Li2D in welchem unter anderen auch
die chemische Verbindung CrD3iD [1] erhalten wurde.

Aus den statischen magnetischen Suszeptibilitdtsmessungen, sowie aus den
Messungen der paramagnetischen Resonanzabsorption fir Verbindungen mit
kristallinischer Beschaffenheit (siehe weiter oben), ist ein antiferromagnetisches

Verhalten mit einem dem Chromsesquioxyd entsprechenden Néelpunkt festzu-
stellen.

Da ein Zusammentreffen der Néelpunkte der beiden Verbindungen kaum
wahrscheinlich ist, fuhrten wir ein zusdtzliches magnetisches Kernresonanzstudium
durch. Dadurch wurde der Einfluss der ortlichen magnetischen Feldern auf den
Kern des Isotopes Li7 verfolgt, der im antiferromagnetischen Bereich gegeniiber
dem paramagnetischen Bereich eine Verschiebung der Resonanzfrequenz zur Folge
hat, wenn die Substanz eine antiferromagnetische Spinstruktur aufweist.

Versuchsverfahren und Zubereitung der Proben. Das Lithiumchromit wurde
durch Vermischen des Lithiumkarbonates p.a. und des Cr03 p.a. bereitet. Um
die Zersetzung des Karbonates herbeizufiihren, wurde das Gemisch mit doppelt-
destilliertem Wasser behandelt. Nach dem Trocknen in der Etuve und Homoge-
nisierung, wurden die Proben 4 Stunden unter Luftzufuhr bei 1370°K ausgegliht.
Zusétzlich wurde noch ein Ausgliilhen 14 Tage lang bei 1270°K vorgenommen [1].
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Die Kernresonanzstudien wurden mit einer Frequenz von 23 MC/s mit einem
Kernresonanzspektrometer Typ JEOE mit Bruckendetektor, in einem Tempera-
turbereich zwischen 120—450°K durchgefihrt.

Ergebnisse und Diskussion. 1. 102C03: Da die Quadrupoleffekte, die im Netz
mit niedriger Symmetrie im Di7 Kern mit dem Spin | = 3/2 auftreten, verhélt-
nisméssig klein sind, kénnen nur die Effekte erster Ordnung wahrgenommen werden.

Im allgemeinen Fall der Quadrupoleffekte erster Ordnung hat das Wechsel-
wirkungshamiltonian den nachfolgenden Ausdruck :

X =- y,hHOZ+ [3* - P) + 4(*- W] @)

wo Y, das giromagnetische Verhéltnis, Ho das dussere Feld, Ix, ly, It die Kompo-
nenten des Kemspinoperators auf den Koordonatenachsen, (Ix\\HO), Q das elek-
trische Quadrupolmoment, q= VJe der Feldgradient beim Kern und 1=
= (MXX— VW\V,, der Parameter fiir die Asymmetrie des Feldes sind, wobei Vxx,
Vyy, Vxdie Diagonalkomponenten des elektrischen Potentialtensors auf den Kern
und e die East des Elektrons darstellen. Im Falle der axialen Symmetrie des kristal-
linischen Netzes (Vxx= Vwy), fihren die Berechnungen der energetischen Stufen
fir den Kern mit dem Spin | — 3/2 zu dem Ausdruck :

Em= - y,hHom + = [12m2—15] @

von wo man die Ubergange, die firm= -} 1/2 —12undm= % 3/21; £ 12
stattfinden, einschdtzen kann, wobei m die magnetische Quantenzahl ist.

Fir den Fall der axialen Symmetrie des Netzes und in Abwesenheit der Quadru-
poleffekte zweiter Ordnung hat die Absorptionslinie die Form aus Abbildung 1,
wo folgende Bezeichnungen vorgenommen wurden : V0= (y,/2n:)A0und 'jQ=e2qQj2h.
Die mittlere Hauptlinie entspricht der Zeemanschen Spaltung, (m = + 1/2 % —1/2)

und das Satellitenpaar, um
+ v¢/2 von der Hauptlinie
distanziert, den Ubergéngen
m= % 3/21i; £+ 1/2.

.Man berechnet im Allge-
meinen die Grosse des Feld-
gradienten am Kern, indem
man samtliche Feldeffekte,
die auf den Kern einwirken,
in Betracht nimmt; man
erhélt den anndhernden Aus-
druck [3]:

4 —av+ 1+ YV @3

wo qv der Beitrag zum Gra-

dienten des Valenzelektrons,

gt der Feldpraient des lons und ys der Koeffizient der Antiabschirmung ist.
Fur den Fall des Eithiumkarbonates ist die Ableitung der Absorptionskurve

fir den Kern Ei7in Abbildung 2 dargestellt. Di Linienform sowie das Vorhanden-
sein eines einzipen Sattellitnpaares, die dene Ubergdngen m= + 3/2 =+ 1/2
entsprechen, zeigen sowohl das Fehlen der Quadrupoleffekte hoherer Ordnung an.
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wie auch die Tatsache, dass die Bithiumionen aus dem Netz in magaetischen gleich-
wertigen Stellungen angeordnet sind.

ff Die aus dem Spektrum berechnete Quadrupolkopplungskonstante hat den
Wert92kc/s, diedenvon Pound [4] gleich92 kc/sals wahrscheinlich gefundenen

Abb. 2 Abb. 3.

bestatigt. Ausserdem wurde der Gesamtwert des Feldgradienten am Kern
g= 6102V/cm2 bestimmt, wo der von W harton [5] gefundene Wert des
Quadrupolmomentes Q = —4,510-26 cm2 in Betracht genommen wurde. Dieser
Wert des Gradienten kann vor allem aus dem Glied gf der Gleichung (3) bestimmt
werden, beziehungsweise kann man den Grad der Kovalenzen der Bindungen im
Netz als klein annehmen. Bericksichtigt man den Wert, den Bersohn [6]
fur den Antiabschirmungskoeffizienten des lons Di7, ys— —0,256 angibt, erhalt
man fur of den Wert 8-102V/cm2

Anderseits wurde durch das Resonanzabsorptionsstudium, in Abhéngigkeit
von der Temperatur keine Verdnderung der Binienbreite, die den Ubergéngen
m—+ 1/2 — 1/2 entsprechen, hervorgehoben. Ihr Wert bleibt konstant
7,48 kc/s im ganzen Bereich von 120—450°K und auch die Stellung der Satelliten
bleibt konstant.

2. BiD : Das Bithiumoxyd wurde in Form von polykristallinischem Pulver
studiert, das durch die Zersetzung des Karbonates erhalten wurde. Diese chemische
Verbindung kristallisiert im kubischen System, und deshalb sind keine Quadru-
poleffekte feststellbar. Das Resonanzspektrum weist eine einfache Binie auf (Abb. 3a),
die eine Breite von 7,48 kc/s hat und mit der Breite der Hauptlinie des Bithium-
karbonates identisch ist; fir das Moment zweiter Ordnung wurde der Wert
(14,2 + 0,1)10 (kc/s)2 erhalten. Vergleichbar dem Bithiumkarbonat bleibt die
Binienbreite und das Moment zweiter Ordnung im untersuchten Bereich unab-
héngig von der Temperatur.
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3. CrD3 LidD : Infolge der Entstehung des Eithiumchromites, in Gegenwart
von paramagnetischen Cr3+ lonen im Netz, wird das Erscheinen von Wechsel-
wirkungen hervorgerufen, die eine zusatzliche Verbreitung der Absorptionslinie
von 7,48 kc/s beim Eithiumoxyd, bis zu 11,88 kc/s beim Chromit (Abb. 36), und
ebenso auch ein Anwachsen des Momentes zweiter Ordnung auf 46,2-10 (c/s)2
mit sich bringen. Aus der Temperaturabhdngigkeit der elektronischen Spinresonanz-
linienbreite und der statischen magnetischen Suszeptibilitdt geht im allgemeinen
hervor, dass die chemische Verbindung Crd 3-EiD ein antiferromagnetisches Betra-
gen aufweist [1], mit einer Néeltemperatur bei 313°K, die auch dem Chromtrioxid
eigen ist.

Die Tatsache, dass die Temperaturabhdngigkeit der magnetischen Kernreso-
nanzabsorption beim Eithiumchromit keine Anderung der Einienbreite und der
Resonanzfrequenz im untersuchtem Bereiche hervorhob, widerlegt das Vorhan-
densein einer antiferromagnetischen Struktur dieser chemischen Verbindungen bei
einer Temperatur, die Uber 120°K liegt. Der antiferromagnetische Effekt, der
durch die elektronische Spinresonanz und die statische magnetische Suszeptibilitat
gewonnen wurde, kann durch das Vorhandensein eines Uberschusses von nicht-
reagiertem Crd 3 — welches ein mechanisches Gemisch mit dem Eithiumchromit
bildet — hervorgerufen worden sein.

Zur Unterstutzung dieser Behauptung dient die Tatsache, dass die Art der
chemischen Zubereitung des Eithiumchromites einen grossen Einfluss auf das
nichtreagierte Chromsesquioxyd ausiibt. Eine andere Zubereitungsart, verschieden
von der oben beschriebenen zeigte, dass das so erhaltene Eithiumchromit dem
Curie-Weiss’schen Gesetz im Temperaturbereich zwischen 90°—970°K folgt. Die
Ergebnisse der elektronishen Spinresonanz zeigen aber trotzdem einen schwachen
antiferromagnetischen Effekt an, was voraussetzen l&sst, dass noch immer eine
sehr kleine Menge nichtreagiertes Crd 3 vorhanden ist.

Schlussfolgerung. Aus den Studien der magnetischen Kernresonanz mit dem
Eithiumkarbonat, -oxyd und -chromit ergeben sich folgende Schlussfolgerungen :

1 Das Eithiumkarbonat kristallisiert in einem Netz mit axialer Symmetrie,
da der Wert des asymmetrischen Koeffizienten Null ist.

2. Die Form der Absorptionslinie fur das Eithiumkarbonat zeigt an, dass
die Eithiumionen gleichwertige magnetische Stellungen im Netz einnehmen.

3. Der fir die Quadrupolkopplungskonstante bestimmte Wert bestétigt den
von Pound alswahrscheinlich gefundenen Wert in der Hohe von 92 kc/s. Ebenso

wurde der Wert des elektrischen Feldgradienten am Kern gleich 6-102 V/cm2
gefunden.

4. Als Folge der Zersetzung des Karbonates in Eithiumoxyd verschwinden
durch das Bilden des kubischen Netzes im Oxyd die Quadrupoleffekte, wobei aber
die dipolare Wechselwirkung konstant bleibt.

5. Das Vorhandensein der paramagnetischen Cr3+lonen im Netz des Eithium-
chromites bewirken ein starkes Verbreiten der Resonanzlinien, hingegen hebt das
Fehlen der Frequenzverschiebung mit der Temperatur im Bereiche zwischen
120—450°K ein paramagnetisches Betragen dieser chemischen Verbindung hervor.

6. Die Form der Absorptionslinien des Eithiumchromites zeigt eine magne-
tische Gleichwertigkeit, sowie eine hohe Symmetrie des Netzes an, eine Tatsache,

die auch durch das Verschwinden der den Quadrupoleffekten entsprechenden
Satelliten bestatigt wird.
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7. Die Art der chemischen Bereitung des Eithiumchromites hat einen grossen
Einfluss auf die Menge nichtreagierten CrD3 welches bei hohen Temperaturen
antiferromagnetische Effekte hervorruft, die dem Chromsesquioxyd eigen sind.

(Eingegangen am 12. April 1968)
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REZONANTA MAGNETICA NUCLEARA A 1ZOTOPULUI Li7 IN CARBONAT,
OXID $I CROMIT DE LITIU

(Rezumat)

Tn lucrare sint prezentate rezultatele studiului de rezonantd magneticd nucleard asupra carbo-
natului de litiu, a oxidului de litiu si a cromitului de litiu. S-a pus in evidentd la carbonatul de litiu exis-
tenta efectelor de cvadripol de ordinul ntii, marimea cuplajului cvadripolar fiind 92 kc/s, iar gradientul
de cimp electric pe nucleu de litiu 6- 102'V/cm2 Oxidul de litiu prezinta o linie de absorbtie simpla, con-
firmind structura de simetrie cubica a re;elei Tn cromitul de litiu lipsa dependentei de temperatura

a 1;recven§e| de rezonanta Intre 120 si 450 °K pune n evidentd o comportare pur paramagnetica a compu-
sului

AAEPHbBIA MATHUTHbLIA PE3OHAHC WM30TOMA Li7 B KAPBOHATE,
OKNCUN N XPOMWUTE NNTNA

(Pe3tome)

B pa6oTe npuBefeHbl pe3ynbTaTbl WCCMEf0BaHUA SLepHOro MarHUTHOrO pesoHaHca Yy Kap6oHaTta
NUTUA, OKUCKU NINTUSA U XpOMUTa NUTUA. Y KapboHata NNTUA BbIABUIOCL MPUCYTCTBUE KBAAPUMOMbHBIX
3(hheKTOB NEPBOro NopsfKa, NPMUEM BeNMUMHA KBaAPWUMONbHOM CBA3M paBHa 92 K /ceK., a rpajueHT afnek-
TPUYECKOro nons Ha sagpe nutma 6 . 102 B/cmM2 OKWUCb NUTUSA NpPeLCcTaBnseT MPOCTyH0 abcopbUMOHHYIO
NMHWIO, NOATBEPXAas CTPYKTYypy Kybuuyeckon cuMMeTpum peléTku. OTCYTCTBUE B XpOMUTE  MTUA
TeMnepaTypHOl 3aBMCMMOCTU 4acTOTbl pe3oHaHca Mexay 120 u 450°K BbISABASET UMCTO MapaMarHUTHOE
nosefileHne COeANHEHUS.






OTRAVIREA CUHIDROGEN AELECTROZILOR CUPULBERI CATALITICE

e
V. ZNAMIROVSCHI

in literatura de specialitate au aparut lucrari care confirma existenta unui
efect de otravire cu hidrogen a catalizatorilor. Astfel, cercetindu-se reactia de
schimb izotopic hidrogen—apa grea pe un catalizator de Pt—C [1] s-a observat
0 scadere a activitdtii catalitice in timp. Aceastd scadere a fost atribuitd otravirii
catalizatorului cu hidrogen, care, prin chemisorbtia sa puternica, blocheaza supra-
fata activa a platinei. S-a constatat de asemenea ca tratarea cu oxigen a cataliza-
torului otrdvit regenereaza activitatea acestuia. Aceeasi problemd a fost studiata
si pe un catalizator de Pd—C [2] constatindu-se de asemenea un efect de otra-
vire cu hidrogen. Deosebirea constda in faptul ca aici se atinge totusi o valoare
constantd a activitatii catalitice.

Unele procese de electrod fiind de asemenea catalitice, s-a pus problema obser-
varii acestui efect al otravirii cu hidrogen pe calea masurarii potentialului de electrod.
Pentru acest studiu s-a ales electrodul normal de hidrogen (e.n.h.) care prezinta
un deosebit interes datorita rolului sau fundamental in electrochimie si a multiplelor
sale aplicatii.

Procedeul experimental. Se stie cd potentialul electrodului de hidrogen depinde
de gradul de acoperire a suprafetei cu hidrogen [3]. Tn consecintd putem considera
lantul electrochimie :

Pt, 0j (solutia electrolitical 02 Pt

unde O! si 02 reprezintd gradul de acoperire cu hidrogen a celor doi electrozi la
un moment dat.

Dacd consideram ca 02 reprezintd gradul de acoperire limita, iar 02< 0
reactia va decurge Tn timp datoritd adsorbtiei hidrogenului producind o t.e.m.
descrescatoare, pind cind 02= 0X ceea ce corespunde conditiei de echilibru.

Acest lucru se poate urmari experimental daca intre suprafetele celor doi
electrozi existd o diferentd mare. Pentru aceasta s-a folosit asa-numitul ,.electrod
cu pulbere”, cu ajutorul caruia se pot foarte bine observa si studia particularitatile
care apar In structura superficiald a fazelor solide disperse [4], [5].

Electrodul cu pulbere este o semipild de o constructie speciald (fig. 1). Un
fir mic si subtire de platind sudat in sticld (a) este inconjurat de pulberea metalica
respectiva (b). Firul de platind Tmpreund cu pulberea se gasesc intr-o eprubeta
de sticla (c) prevazuta cu un mic orificiu (d). Eprubetd este plasata intr-o celula
de sticld cu pereti dubli (f), fapt care permite termostatarea ei. n celuld se pune
solutia electrolitica (e).
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Pulberile metalice utilizate Tn electrod au fost platina si paladiul. Acestea
au fost preparate prin reducere din acid hexacloroplatinic si respectiv prin reducerea
tetraclorurii de paladiu [6].

Utilizind un electrod cu pulbere si un electrod obisnuit de platina platinata,
s-a putut construi o pila galvanicd cu o singura solutie electrolitica (2N, H2504)
in care barboteaza hidrogen gazos la presiunea de 1 atm., punindu-se problema

Fig. 1 Electrodul cu Fig. 2. Variatia in timp a potentialului electrodului cu
pulbere. pulbere de platina si paladiu.

variatiei in timp a potentialului de electrod. Aceastd variatie poate fi corelatd
cu variatia in timp a gradului de acoperire conform relatiei :

w = ew O

Dupd Tnceperea barbotarii cu hidrogen s-a masurat timp de 10 ore evolutia
potentialului electrodului cu pulbere, obtinindu-se dupa circa 3 ore o valoare de
palier cu o panta foarte micd. Apoi barbotarea hidrogenului a incetat pentru o
duratd de 14 ore. Dupa reinceperea barbotarii hidrogenului masurdtorile ne indica
0 evolutie analogd a potentialului in timp, doar ca palierul se atinge la valori mai
mici. Reprezentind in timp valorile de palier ale potentialului de electrod obtinem
curbele din fig. 2 care vor fi discutate Tn cele ce urmeaza.

Masurdtorile de t.e.m. s-au facut in mod clasic prin metoda Poggendorf. Pentru
aceasta s-a folosit un potentiometru cu ploturi tip E.K.M. care permite madsurarea
t.e.m. cu o precizie de 10-4 V, iar ca instrument de zero un galvanometru Multiflex.
Termostatarea s-a facut cu ajutorul unui ultratermostat U 10. Hidrogenul necesar
barbotdrii continue Tn pild a fost furnizat de un electrolizor confectionat in labo-
rator si avind un debit de circa 1,5 1/h. De aici hidrogenul a fost trecut printr-un
cuptor pentru arderea completd a urmelor de oxigen, iar apoi uscat trecindu-1
printr-un tub cu silicagel. Catalizatorul utilizat in cuptorul de ardere a fost pla-
tina pe silicagel.

Rezultate si discutii. S-a determinat dupa procedeul descris mai sus evo-
lutia Tn timp a potentialului de electrod ajungindu-se la urmatoarele rezultate :

Potentialul electrodului cu pulbere de platind scade in timp, scddere ce se
observa si dupd trecerea unui timp de circa 700 ore, tinzind spre zero (fig. 2).

Potentialul electrodului cu pulbere de paladiu scade la inceput, dar dupa un
timp de circa 200 ore ajunge la o valoare constanta si reproductibila (fig. 2).

Caderea brusca a potentialului la Tnceput (fig. 2) se datoreste reducerii unui
strat superficial de oxid ce s-a format probabil in contact cu aerul. Evolutia
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ulterioara se datoreste absorbtiei hidrogenului, adica cresterii gradului de aco-
perire 02

_Pentru explicarea efectului de otravire cu hidrogen a electrozilor cu gaz ne
bazam pe conceptul de potential termodinamic molar (G).

Reactia determinantd de potential este :

H2S 2H+ + 2e- @
Din conditia de echilibru AG = 0 rezulta :
Gh, —2 GH+ =2 Ge (©))

unde GH este potentialul termodinamic molar al hidrogenului absorbit pe metal
(in echilibru cu hidrogenul gazos la presiunea de 1atm.) si Ge potentialul termo-
dinamic molar al electronilor.

Considerind Ge= — eF, unde e este saltul de potential la interfata electrod-
solutie, F este numarul lui Faraday si raportind la un electrod de referintd, e devine
E avind urmatoarea expresie :

_ 2(3h+~ gh,
E oF @

adica, la temperatura si presiune constanta, potentialul de electrod este determinat
de diferenta dintre potentialul termodinamic molar al ionilor de hidrogen din solutie
si cel al ionilor de hidrogen adsorbiti in echilibru cu hidrogenul gazos. Se observa
din (4) ca daca:

2GH+> Gh, E > 0
2 GH+ —GH, E=0 ©)

Deoarece valoarea masuratd a potentialului de electrod este pozitiva, ne vom
situa evident in cazul 2 GH+ > GH.

Vom presupune ca suprafata electrodului este din punct de vedere energetic
neomogena, adicd pulberea este formatd din centri cu capacitate de adsorbtie
diferita. Fie nivelele energetice respective cuprinse in dreptunghiul ABCD (fig. 3)
si de asemenea nivelele 2 GH+ si Gh,.

Nivelele inferioare corespund centrilor celor mai activi, cu energia de adsorbtie
cea mai mare, pe care adsorbtia se face usor sau chiar spontan. Cele superioare
corespund unor energii de adsorbtie mai mici, ocuparea lor facindu-se din ce in
ce mai greu.

Acoperirea suprafetei metalului cu hidrogen chemosorbit este un proces trep-
tat ce se realizeaza in timp, neutralizindu-se intii centrii cei mai activi, cu energia
de adsorbtie cea mai mare. Cresterea gradului de acoperire a suprafetei active are
drept consecintd scaderea potentialului de electrod conform relatiei (4).

Neomogenitatea energeticd a suprafetei determina sensul de crestere a gradu-
lui de acoperire.

Daca stratul adsorbtiv se gdseste in echilibru cu hidrogenul gazos la presiunea
de 1 atm., inseamna ca nivelul 1' (fig. 3) nu poate fi depasit, potentialul de elec-
trod luind Tn acest caz valoarea zero, fapt ce explica comportarea electrodului cu
pulbere de platina.

in cazul electrodului de platind platinata obisnuit, scaderea potentialului din
cauza adsorbtiei hidrogenului la interfatd este foarte rapida, deoarece cantitatea
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de hidrogen necesara saturarii centrilor activi este foarte mica si potentialul atinge,
practic instantaneu, valoarea zero. Electrozii cu pulbere, insd, oferind o supra-
fatd incomparabil mai mare, au dat dovada de eficacitate Tn studiul schimbarilor
superficiale la electrozi.

Deosebirea de comportare a electrodului cu pulbere de paladiu manifestata
prin constanta potentialului de electrod, se datoreste faptului ca echilibrul pe supra-

e

Fig. 3. Diagrama energetica a otra- Fig. 4. Variatia potentialului in timp, Tn urma
virii electrozilor cu hidrogen. anodizarii.

fata este dictat de hidrogenul care s-a dizolvat in faza metalica. Valoarea poten-
tialului de electrod se pastreaza constantd in timp pentru o duratd ce depinde
de marimea suprafetei si activitatea ei i! Se intelege cd, datoritad suprafetei enorme
a electrodului utilizat, acest timp va fi foarte lung. Diferenta de comportare intre
electrozii cu pulbere de platind si paladiu apare in etapa de tranzitie, premerga-
toare stabilirti echilibrului termodinamic global.

Aceste rezultate pun in evidentd existenta efectului de otrdavire cu hidrogen a
electrozilor cu pulbere si de asemenea, deosebirea de comportare a pulberii de pala-
diu fata de cea de platina in concordantd cu metodele de schimb izotopic [2] amin-
tite anterior.

A fost de asemenea verificata regenerarea activitatii catalitice a pulberii prin
anodizare procedindu-se Tn felul urmator :

Curentul de anodizare (ImA) a fost intrerupt dupd un timp oarecare (3 min.)
si s-a masurat variatia potentialului in timp (1 ord), trecind apoi la 0 noud ano-
dizare. Variatiile potentialului in timp au fost reprezentate dupa fiecare intrerupere
in fig. 4b. Reprezentind acum valorile initiale (i) si finale (f) in timp, obtinem
curbele din fig. 4a, care ne indica o crestere a potentialului de electrod in timp,
ca urmare a evolutiei oxigenului la electrod.

Se observa si In cazul considerat ca potentialul de electrod este o functie inversa
a cantitatii de hidrogen ramasa adsorbita [8].
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Regenerarea activitatii catalitice a pulberii prin anodizare, fapt manifestat
prin cresterea potentialului de electrod, are loc conform schemei :

H2(g) 2 H ads $2H + + 2e”
&i + 20H-
2 HD()

in care tratamentul anodic realizeaza reactia (3) favorizind reactia (2). Alura curbei
ne spune ca scoaterea hidrogenului adsorbit se face din ce in ce mai greu (fig. 4).

n ambele cazuri considerate, tratamentul anodic conduce la valori ale poten-
tialului de electrod mai mari decit cele initiale. Aceasta denotd ca existd o frac-
tiune de hidrogen adsorbita ireversibil ce nu poate fi eliminata decit printr-un
tratament anodic, obtinindu-se astfel o pulbere catalitica mult mai activd decit
cea obisnuita.

Concluzii. Activitatea cataliticd a pulberii de platind si paladiu poate fi corela-
ta cu valoarea potentialului de electrod, considerat caun electrod normal de hidrogen.

Otravirea cu hidrogen micsoreaza activitatea cataliticd, fapt ce poate fi tra-
dus prin scdderea potentialului de electrod.

S-a pus in evidenta deosebirea de comportare a pulberii de paladiu fatd de
cea de platind, analog cu metodele de schimb izotopic, in sensul c& in cazul pulberii
de paladiu se atinge o valoare constanta a activitatii catalitice, fapt ce se manifesta
in cazul considerat printr-o valoare constantd a potentialului de electrod.

Tratamentul anodic mareste activitatea cataliticd, fapt ce poate fi tradus prin
cresterea potentialului de electrod.

(Intrat in redactie la 2 martie 1968)
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OTPAB/IEHVE BOAOPOJOM 3MEKTPOLOB C KATAJIMTUYECKMMU TMOPOLLUKAMM
(Pe3tome)

ABTOP BbISIBUI NPU MOMOLLY METOAa MOPOLLKOBbIX 3/1EKTPOA0B 3((eKT OTpaBeHUs BOAOPOAOM
KaTa/In3aTopoB, a TaKXe pas3/iMuve B MOBEAEHWWM MIAaTUHOBOIO W MNanfagvMeBoro MopoLllKa, aHasiorMyHo
C MeTofamu M30TOMHOro OOMeHa. YCTaHOB/EHA TecHas KOPPenauus Mexay KaTauTUYecKol aKTUBHOCTbIO
1 3N1EKTPOAHLIM MOTEHLMAIOM.

POISONING WITH HYDROGEN OF THE CATALYTIC POWDER ELECTRODES
(Summary)

The author shows by method of powder electrodes the effect of poisoning with hydrogen of the
catalysts and emphasizes the difference of behaviour of the platinum and palladium powder, similar with
the isotopic exchange methods. It has been found a close correlation between the catalytic activity and
the electrode potential.
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de

V. MARIAN sl J. JOZSA

Dezvoltarea economica din secolul al XVII-lea a pregatit un climat prielnic
in Transilvania pentru patrunderea unor curente ideologice ca puritanismul, pres-
biterianismul si cartezianismull* Acest din urma curent propaga conceptia filozo-
ficd a lui René Descartes (1596—1650) — conceptie care avea trei trasaturi funda-
mentale : rationalismul, mecanismul si dualismul. Cartezianismul a avut un rol
hotarator Tn crearea conditiilor pentru dezvoltarea independentd a unor stiinte ca
de pildd a medicinii si a fizicii®.

Cei mai de seama reprezentanti ai cartezianismului transilvanean au fost:
Apaczai Csere Janos, Szatmari Pap Janos, Enyedi Samuel, Kaposi Samuel si
Papai Pariz Ferenc (1649—1716)3. Papai a desfasurat o activitate rodnicd in dome-
niul Tnvatdmintului, literaturii, istoriei, medicinii si al lexicografici. Aceastd acti-
vitate multilaterald a fost studiata detaliat, scotindu-i-se lui Papai Pariz in evidenta
mai ales meritele lui dobindite in medicina si lexicografied. A rdmas insa necunos-
cutd ptna in zilele noastre activitatea sa depusad Tn raspindirea ideilor filozofice ale
lui Descartes.

Orientarea sa spre fizica carteziana se desprinde clar dintr-o disertatie inti-
tulata Plenitudo vacui (Plenitudinea vidului) pastratd in manuscris Tn Biblioteca
Academiei R.S.R., filiala Cluj, sectia periodice, si descoperita de curind de V. Marian,
unul din autorii prezentului studiu.

inainte de a trece la descrierea si analiza manuscrisului, trebuie sa aratam pe
scurt geneza lui.

1 Din Istoria Transilvaniei, Buc., 1963, vol. I, edit. 111, p. 221.
| 1S6téi Istvan, A magyar irodalom tOrténete (Istoria literaturii maghiare), Budapest, 1964,
vol. 11, p, 227.
_ > Din Istoria Transilvaniei, 1, 221 si V. Marian, Introducereafizicii lui Descartes in Transilva-
nia, in ,,Studia Universitatis Bahes-Bolyai'", Series Mathematica-Physica, fasciculus 2, Cluj, 1966, p. 81.
'Dr. Dézsi Bajos, Papai Pariz Ferenc (1649—1716), in ,,l_\/lagf/ar torténeti életrajzok™
(Biografii din istoria maghiara), BF. 1898; Nicolae Dragan u, Mihall Halici, Contributie la is-
toria culturala romaneasca din secolul X V1 I, Cluj, 1926, p. 105—109, unde se trateaza viata si operaiul
Papai Pariz, care a fost coleg de scoala cu M. Halici la colegiul Bethlen din Aiud. Cind Papai si-aluat doc-
toratul in medicina la Basel in 1674, Halici a dedicat o odd& roméaneascd prietenului sau: S6tér Istvan,
op. cit., pp. 253—257). Nici unul nu aminteste de existenta lucrarii Plenitudo vacui a lui Papai.

9 — Mathematica-Physica 11/1968
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Pig. 1. Prima pagina a manuscrisului Plenitudo vacui.
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Trimis Tn Germania pentru completarea studiilor sale, Papai Périz a frecventat
universitatile protestante din Leipzig si Marburg. Tn primul oras a studiat filozofia,
iar in cel de-al doilea medicina. Apoi a trecut la Heidelberg, unde a stat doua
luni, martie si aprilie 1673. Dorind sa ramina student in acest oras si fiind intr-o
grea situatie materiala, a cerut sa i se acorde un loc gratuit (alumnia gratuita)
in caminul universitar —dupa cum mentioneaza n jurnalul sau scris in limbile
latind si maghiara8 Cu toate ca protectorul sau, profesorul Ludovicus Fabricius,
a intervenit personal la principele elector, totusi i s-a refuzat bursa cerutd. | s-a
dat numai un loc cu platd. Tn schimb consiliul bisericesc (Senatus ecclesiasticus)
i-a oferit catedra de filozofie la ,,Collegium Sapientiae”, precum reiese fara indoiala
din rindurile consemnate la sfirsitul disertatiei Plenituio vacui: ,,Distrus Tn sin-
guratatea sa deplina, acestea le-a scris Fr. P. P. cu ajutorul lui D-zeu, In Heidel-
berg, luna aprilie, anul 1673, pentru ca s& fie o dovada filozofica pe cind i s-a
oferit de catre veneratul Senat Bisericesc catedra de fizica (professio physica)®.
Asadar, Pépai a scris lucrarea pentru a-si dovedi pregatirea filozoficd necesarad
ocuparii postului oferit. Redactarea disertatiei a durat zece zile : de la 12 aprilie
1673 pina la 22 aprilie 16737. Data de 12 aprilie se referd la respingerea cererii
pentru locul gratuit, iar cea de-a doua la pregatirea de plecare din Heidelberg. Din
motive incd necunoscute, Papai n-a acceptat catedra de filozofie8 si a pardsit
Heidelbergul, plecind, in ziua de 25 aprilie 1673 la Basel, unde s-a dedicat stiintei
sale preferate, medicinii. Reintors in patrie ih 1675, a functionat la Aiud ca medic
si profesor.

Conceptia sa de natura carteziana se reflecta intocmai in disertatia Plenitudo
vacui.

Disertatia lui P4pai Pariz Ferenc face parte din colectia de manuscrise numite
Mss Basiliensa, tomul I, un coligat care contine diverse insemnari din timpul stu-
diilor sale in strainatate9 Coligatul are formatul de 160 X 200 mm si e legat n
pergament. Lucrarea Plenitudo vacui cuprinde 49 pagini nenumerotate, scrise de
mina lui Pépai, cu cerneald neagrd, Tngrijit si citet. A fost terminatd la 22 aprilie
1673 la Heidelberg si la sfirsit poarta si iscalitura autorului.

4 Papai Pariz Ferenc napldja : Vitae meae cursus (Jurnalul lui Fr. P.P.), in ,.lrodalomtorténetiti
Kdzlemények” (Comunicari de istorie literara), Budapest, 1892, anul I, p. 499.

Plenitudo vacui, Heidelberg, 1673, p. 49. ,,Heidelbergae cum Assistentia Dei haec scripsit tota
solitudine discussus Fr. P.P.A. 1673. M. April. Specimen ut esset Philosophicum, cum a Venerato Senatu
Ecclesiastico Professio Physica offerretur” cf. siDr. Dézsi Lajos, Papai Pariz Ferenc, in ,,Magyar
torténeti électrajzok™ (Biografii din istoria maghiara), B-pest, 1898, p. 241.

7 Jurnal cit. pp. 499—500.

'Dr. Dézsi L. op. cit, p. 248.

*Coligatul de manuscrise cuprinde titlurile urmatoare :

— Nr. 1442/a. S. Rom. Imperii Academiae Naturae Curiosorum Leges ;

— Nr. 1442/b. (Jonston, Dr. A.) ldeae Medicindé Practicae, Liber V—VI, Basel, 1673.

— Nr. 1442/c. Idem. Liber VII.

— Nr. 1442/d. Idem. Liber VIII.

— Nr. 1443. De fabre ephemera.

— Nr. 144. Principes Facult.

— Nr. 1445. Plenitudo vacui.

— Nr. 1446. De Symptomatibus Embrionum.

— Nr. 1447. MEP1 ®APMAKCXK.

— Nr. 1448. Chymiae Definitio et Principia Chymica.

— Nr. 1449. Visitatio 1674 martii 14. Sirupus de succo Hederae astris.

— Nr. 1450. Prolegomena.
H — Nr. 1451. Cap. I. De principio primo Metaphysica et Sapientia tradent principia cognitionis
umanae.

Din aceasta nsirare reiese ca majoritatea insemnarilor are un caracter medical si chimic.
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Manuscrisul redactat in latineste se ocupd cu urmdtoarele chestiuni: I. ple-
nitudo vacui ; Il. atomorum tmesis; Il1l. materiae primae et forméé substantiali
degradatio; IV. qualitatum occultorum mutum oraculum, pe care le trateaza in
spirit cartezian.

I. Plénitude vacui incepe cu consideratii generale asupra miscarii Tn cerc.
Astfel, dupa ce afirma ca Tn geometrie dintre figurile plane cea mal perfectda este
cercul, iar dintre cele solide sfera, spune ca Tnsasi viata noastrd, miscarea noastra,
inspiratia si respiratia sint fenomene circulare. Nu numai intreg universul e supus
unei miscari circulare, ci Tnsusi ,,ziditorul” este un cerc. Mentioneazd ca cel care
a exprimat mai clar aceasta idee a fost Platon in Timeu, unde scrie ca suflul ce iese
din noi nu trece Tn vid, ci alungd ceea ce se afld in apropierea sa, acesta alunga
la rindul sdu pe vecinul sau, astfel cad respirarea si inspirarea au loc in cerc. Totul
se Intimpld la fel ca roata care se invirteste. fiindcd nu exista vid.

Dupéa aceste consideratii releva cd desi toatd lumea cunoaste aceste lucruri,
nu toti cunosc cauzele lor, caci, dupa cum spune cineva, ,,doudimpedimente impie-
dicd accesul la filozofia adevérata : prejudiciul si copilul lui servitutea”10 Nu stie

Fig. 2. Iscalitura lui Papai Pariz Ferenc.

de care din doua trebuie sa se mire mai mult si deplinge cd ,Niciodata nu a fost
incurajata experienta, ci urdoarea Tntunecoasa acoperea ochii mintii dictatorilor”11,
Tn continuare rezuma conceptiile celor vechi cu privire la vid. Astfel scolasticii

u Plénitude vacui, 3 (dupa numerotarea noastra),
n lbidem.
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au aprobat —spunea el —celebra minciund a vidului, pe care nu au sustinut-o
nici stoicii, nici platonicienii si pe care o considera drept cheie a generaliilor (gene-
ralium). Dar pentru filozofii care cautda Tn mod ordonat constitutia lucrurilor naturii
din seminte si nu Tn subtilitatile mintii sau n labirintele fanteziei, este clar cd suc-
cesiune a continua n cerc a partilor nu serveste vidului si nu are loc din cauza groazei
de vid (horror vacui). Ea se poate insa explica admitind cd universul fiind plin
de la Tnceput cu materie, aceasta a primit un impuls si continua sa se miste in cerc.

Fiind convins cd natura nu e un arbore porfirian care creste din virful ramurilor,
ci rasare din seminte, pastrind legile naturale, Papai adopta acest procedeu fecund
si critica vidul. Tsi propune deci sa arate pe scurt principiile lucrurilor care sint
fundamentale naturii si ale stiintei.

Dupéa ce arunca o privire generald asupra teoriilor vechilor filozofi despre vid
si plin etc., P&pai trece la Descartes, despre care scrie cd ,,a dedus semintele lucru-
rilor dintr-un punct de vedere mai Tnalt12*isi propune deci sa expuna principiile
acestuia. Mai intii expune critica lui Willis18 asupra teoriilor lui Epicur, pe care
0 considerd valoroasd, dar nu demonstratd, continind notiuni subtile, Tnsa depar-
tate de simturi. Principiile lui Willis sint utile in lumea sublunara, dar nu sint cheia
universului. Se ntreabd ce este forta activa sau principiul activ al lucrurilor, si
incheie prezicind ca ,,va veni timpul cind principiile chimice vor ceda fatad de cele
precedente tratate cu aceeasi artd”14b

Principiile fizicii carteziene le rezuma Tn urmatoarele puncte : 1 Natura si
fenomenele ei se explica prin materie si miscare ; 2. Materia intregului univers
este aceeasi, iar proprietatea sa esentiald extinderea ; 3. Miscarea acestei materii
extinse si divizibile nu e nici actiune, nici pasiune, ci continuarea miscarii initiale.

De aici rezultd ca: 1. Materia umple intreg universul, deci acesta este plin;
2. Miscarea materiei are loc in cerc ; 3. Universul fiind plin, vidul de asemenea
este plin. Aceasta problemd promite s& o discute. Mai intii analizeazd notiunea
de vid, sustinind cu Descartes ca un vid Tn care sa nu fie nici un fel de substanta
nu e compatibil cu natura universului. Tn sprijinul acestei afirmatii citeaza pe
Constantinus16 care de asemenea identificd materia cu spatiul, afirmind ca ,,dupa
cum corpul nu se poate ntelege fara loc, la fel locul nu poate exista fard corp” I®

Combate apoi pe peripateticieni si scolastici, Tndeosebi pe Suareziusl/, pe
care-1 considerd lipsit de firul Ariadnei cind el sustine cd, lipsite de cantitate, par-
tile corpurilor curg spre centru. Revenind la cei vechi, combate pe pitagorieni,
care au introdus vidul si Tntre numere, ca si pe Melissus. Tn schimb aprobad pe
Aristotel, cind Tndeamna ca problemei vidului s&-i preceada studiul naturii ,locu-
lui”18 11 criticd Tnsa pe Aristotel Tn problema ,,locului” si a condensarii si rarefierii.

Ocupindu-se cu notiunile de spatiu, loc, substanta etc., Papai arata ce ar
trebui sa se raspunda lui Melissus si acelora care sustin imposibilitatea miscarii,
negind vidul. Tntr-un univers plin miscarea poate avea locin cerc, fara a avea nevoie
nici de vid, nici de o miscare noud sau de un mediu prin care sa se miste corpu-
rile, ci numai de o determinare sigura a acelora care deja sint Tn miscare continua.

11 Plenitude vacui, 5.

11 Thomas Willis (1621 —1675), medic englez.

14 Plenitudo vacui, 8.

15 Constantinus Thomas Cornelius, medic si filozof italian din Neapole in secolul XVII.
14 Plenitudo vacui, 10.

17 Francisco Suarez (1546—1617), teolog iezuit, filozof si jurist spaniol.

14 Plenitudo vacui, 14—17.
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Cu un cuvint, la miscarea corpurilor nu e nevoie decit de miscare. Prin rdrirea cor-
purilor nu se mareste rarefierea, nici prin condensare nu se micsoreaza. Extensiu-
nea corpurilor nu se schimbd, ci numai un anumit schematism al partilor materiei.
Asadar, in condensare si rarefiere nu are loc decit o schimbare a figurii si anume,
in rarefiere a intervalelor particulelor materiei unor corpuri, de exemplu interva-
lele apei sau ale uleiului fierbinte se umplu cu un corp eterogen, de exemplu aer etc.
Caci, se Tntreaba el, Tn ce fel separa laturile particulelor vidul sau neantul? 1n
adevar Tn condensare se poate spune ca peretii particulelor se apropie alungind
corpul intermediar. Dar nici in rarefiere nu este materie extinsd mai multd, nici
in condensare mai putina.

Da obiectiunea posibild ca intre vas si continutul sdu nu exista nici o legdtura
necesara, raspunde : este adevarat ca Tntre vasul contindtor si vreunul din corpurile
particulare nu existd o conexiune necesard, totusi ea exista intre vas si corpul cu-
prins in general sau un continut material oarecare. De asemenea, celor care obiec-
teaza cd omnipotenta creatorului poate scoate continutul dintr-un vas, le rdaspunde,
dupd Descartes, cd aceasta se poate, dar numai asa ca prin ea anihileazd Tn acelasi
timp si cuprinzdtorul. De altfel, remarcd, ,sa nu cautam ce poate Dumnezeu,
ci ceea ce a facut, si ne-a dat sa contempldm”. Apoi adauga : ,,Eu consider ca acest
argument este demn, mai mult, pentru aprehensiune decit pentru raspuns”. Si
in adevér ,,atari patroni ai spatiului imaginar aduc injurii intelepciunii lui Dumnezeu,
caci e acelasi lucru ca si cind ar spune ca Dumnezeu poate crea un corp care sa
nu fie corp, ceea ce e un argument ridicol”19 Se referd apoi la parerea lui Des-
cartes din Responsio VI, ca nu e nevoie sd ne intrebdm din ce cauzad ar fi putut
creatorul din etern sa faca sa nu fie adevarat ca de doud ori 4 fac 8 etc., caci
acest factor nu poate fi inteles de noi.

Astfel, creatorului i-a placut s& umple din belsug vidul si crapaturile materiei
universului, care celor miopi li se pare ca lipsesc, cu merinde de aceeasi materie.
Apoi trage concluzia ca argumentele contrare cedeaza in urma celor expuse de el,
iar flecariile se spulberd de la sine. Peripateticienii sau, mai bine zis, scolasticii,
in aceastd perioada nu sint aristotelieni, imitind pe chirurgii zgirciti, care Tnfrumu-
seteaza rana vidului lipind universul, nedrepti Tn integritatea aceluia si violenti Tn
judecatd. Concluzia lui Papai este ca nu existd vid filozofic nici mare, nici mic,
nici mijlociu, iar vidul obisnuit este compatibil cu plenitudinea universului.

I, Atomorum tmesis, adica disecarea atomilor incepe cu 0 expunere scurtad
a teoriei atomista a lui Deucip, Democrit si Epicur, pe care Papai promite sa o
ldmureasca. Atomistii spun ca atomii sint corpuscule minuscule, solide, indivizi-
bile, nenumaérate, diferite intre ele In marime si figurd, care cu ajutorul cirligilor
se aranjeaza Tn asa fel ca formeaza toate corpurile.

Acestei conceptii Ti opune teoria lui Descartes, potrivit careia ,,corp este ceea
ce are extensiune, si tot ce este extins e corp”2). Corpurile insa sint divizibile la
infinit, cel putin n gind. EI admite particule minime Tntr-o anumita specie a fiintei,
totusi numai intrucit sint corpuscule divizibile necontenit. Cum ne putem explica
ca desi atomistii neagd partile atomilor, totusi le atribuie marime, figurd etc. ?
Atomii fard parti se pot acumula la infinit, dar nu vor da nastere la 0 masa Tnsu-
fletitd. Apoi se intreaba : Cum vei designa ceea ce nu exista Tn act ? Cum vor repre-
zenta aceste parti corpurile ? Ce este figura decit determinarea corpului de la mar-

19 Plenitude vacui, 18—109.
D Ibidem, 22
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ginile ei definite ? Fie deajuns s& consideram cd corpurile sint divizibile la infinit,
cel putin prin puterea divind2L

Apelind la simturi, care ne indica existenta unor particule si efluvii oarte
fine ale unor corpuri ca ceapa, hreanul etc., afirma din nou ca exista corpuri minus-
cule, dar nu minime si indivizibile. Apoi adaugd ca daca efluviile cepei, hreanu-
lui etc. sint argumente pentru existenta atomilor, putin lipseste ca si spiritele sa
loveasca atit de puternic simturile. Conchide deci cd partile materiei universului
se misca in cerc, dar nu si universul si ca ,,cita miscare a pus la inceput Dumne-
zeu, cauza miscarii universale”, atita se pastreaza in univers2

1. Materiae primae et form&é substantialis degradatio, are de scop sa
trugad acei idoli ai peripateticienilor care sint materia prima si formele substan-
tiale. Papai aminteste aici cd dupd ce doctrina atomista a fost distrusa si scrierile
atomistilor care ni s-au transmis Tn mod fals au fost interzise, din aceasta au pro-
fitat Aristotel si adeptii lui, care I-au considerat ca singurul izvor al Tntelepciunii.
Acesta a dictat ca principiile lucrurilor sint trei : ,,doua contrare, forma si priva-
tiunea, si al treilea, subiectul lor materia primd”23 Aceasta a ramas atitea secole
ca ceva sfint in ochii urmasilor. Dar cei care insufletiti de exemplul unor ingenii
si-au dat seama cd natura trebuie explicatd prin ea insasi, iar nu din cartile lui
Aristotel, nu se tem sa distruga mai intii materia prim&, apoi formele substantiale,
in ce priveste privatiunea sint convingi ca cine nu are nu poate da nimic.

Dupa ce defineste in sensul lui Aristotel materia prima ca ,,primul subiect al
oricarui lucru, din care se naste orice corp natural prin sine, iar nu prin acci-
dent” 2 etc., criticd aceastd definitie, intrebindu-se cum se poate substeme exis-
tentei corpurilor ceea ce inca nu este. ,,Dar daca ne-am angajat sa explicam natura
materiald a universului, Tntrucit depinde de generare si pieire, nu avem credintd” 28
Trecind la afirmatia peripateticienilor cd toate substantele naturale sint transfor-
mabile, spune c&d orice transformare este de la contrar la contrar. in acest scop
trebuie sa existe materia prima care primeste contrarul ca din el s& nasca altul.
De exemplu, cind cédldura se transform& in frig, nu caldura in sine primeste frig,
ci materia prima este subiectul schimbarii. Fara materia prima ar trebui sa se treaca,
in sens peripatetician, de la nimic la un lucru si de la un lucru la nimic, altfel
transformarea ar fi imposibila.

Papai rezuma apoi teoria carteziand in doud puncte : |. Materia Tntregului
univers este aceeasi ; Il. Materia aceasta fiind divizibila de la Tnceput, ea este divi-
zatd Tn parti infinite Tn diferite feluri si trebuie s& se miste Tn cerc ; apoi citd misi-
care a fost creatd, atita se mentine in materie. Orice transformare Tn naturd se face
dintr-o dispozitie si configuratie Tn alta prin miscare. Caldura si frigul depind de
agitatia particulelor materiei, care este cind mai mare, cind mai mica. Apa, cind
particulele ei sint in miscare potrivitd nu e nici caldd, nici rece; o simtim calda
cind ele sint incalzite de foc la miscare mai rapidd, si rece cind ele se misca mai
incet. Pentru generare si pieire nu e necesard materia prima, fiindcd generarea
are loc prin agitatia rapida dintr-o cauza internd a particulelor, care se amesteca
intr-o infinitate de chipuri, producind o specie sau alta ; pieire dimpotriva, se face
dintr-o cauzad externa, care separa particulele prin aceeasi miscare neintrerupta,

n lbidem, 22.
** |bidem, 25.
** |bidem, 27.
« lbidem, 28.
« Ibidem, 29.

dis-
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evaporind pe cele mai subtile si mentinind pe cele mai terestre. Da ca exemplu
explicatia putrefactiei casului. Chimistii ndzuiesc s& dea in chip fericit explicarea
comoda a corpurilor ce se nasc din pamint, si cu cit ea Tnainteaz&, cu atit progre-
seazd cunoasterea fenomenelor.

Trecind la formele substantiale, Papai spune: din cele de mai sus se des-
prinde cd chestiunea e lamuritd; totusi o atinge sa nu se creadad ca a Tnldturat-o
din motive ascunse. Peripateticienii zic c& formei 1i compete sa actioneze, materiei
sa sufere. De aceea au introdus forma substantiald, prin care Tnteleg o substanta
subtild, materiald, care patrunde in materie si este cauza tuturor actiunilor compuse.
Ei justifica aceastd afirmind cd: 1 Deoarece lucrurile materiale sint compuse,
trebuie sa existe forma substantiald ca o altda componentd substantiala ; 2. Materia
lucrurilor naturale fiind aceeasi, toate lucrurile ar fi identice daca nu le-ar distinge
forma substantiald. Aici el scoate In evidentd contradictia : substanta subtila, mate-
riald compune ceea ce e substantial. Dar pune fintrebarile: 1. Tn ce fel poate
actiona forma substantiald materia? 2. Prin ce fel de contact poate avea loc aceasta
actiune? 3. Tn ce fel se genereaza corpurile compuse daca materia prima si sub-
stanta sint ingenerabile ? EI rdspunde c& materia produce mai bine materie decit
substanta imateriald. Apoi fiindcd miscarea partilor materiei este suficienta, nu
ne putem teme cd inlaturind formele substantiale vom confunda calul cu maga-
rul etc. Tn concluzie, cele doua principii contrare: forma si privatiunea, si al
treilea, subiectul acestora, materia prim&, nu poseda nici o conditie a principiilor,
ele nu meritd acest nume si pe tot dreptul se degradeaza.

V. Qualitatum occultarum mutum oraculutn este ultima parte a disertatiei.
Papai constatd cd chestiunile filozofice sint obscure, fapt care a dat ocazie sa se
nascoceasca calitdtile oculte de catre unele oracole doritoare de a-si mentine presti-
giul de atotstiutor. ,Calitatea ocultd, zicele, este o putere oarecare, prin care
lucrurile naturale actioneaza sau suferd ceva, a carei cauza nu se poate deduce
din calitatile primare sau secundare” De aceastd natura este atractia fierului
de cdtre magnet, curdtirea bilei de catre masline etc. Da aceasta se intreabad cu
ce sint mai putin oculte materia prima, formele substantiale si privatiunea?
Unele calitdti considerate oculte sint fabuloase, altele s-au explicat astfel cd ne
putem astepta ca cu timpul toate sa se explice. De ce s& ne mirdm mai mult ca
strutul digereaza fierul decit ca stomacul omului digereaza carnea de vaca?Z

Mai recent Descartes a explicat numai prin singura miscare, figurare, combi-
nare etc. a particulelor materiei proprietatile corpurilor si a facut sa inceteze minu-
nea magnetilor, ale cdror efecte le-a dedus cu ajutorul acelorasi principii pe un
plan mai inalt. Proprietdtile considerate oculte ale magnetilor au devenit astfel
evidente prin efluviile ce intrd prin porii corpului. Anumite efluvii afecteaza si
simturile omenesti: unele mirosul, cum face casul, trandafirul etc., altele vazul,
cum e racul, dihorul etc., altele pipaitul, cum sint insectele etc. Acestea fiind ne-
obisnuite, stirnesc fie admiratie, fie oroare prin efluviile lor. Actiunea efluviilor nu
e, cum vrea Melissus, ca a unor spirite, ci ca a unei coarde vibrante. Efluviile se
urasc reciproc in organele senzitive ale plantelor, asa cd sa nu ne mirdm daca
circeii de vitd de vie se indeparteaza de varza etc.

Calitatile oculte sint folosite mai ales de medici, care atribuie cauza bolilor
cind acestor calitati, cind influxiunilor, fiindcd le lipsesc cunostinte mai clare. Ei
procedeaza ca poetii antici, care, necunoscind genealogia vreunei ginti sau familii

** |bidem, 41.
' lbidem, 43.
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de seamd, o deduceau de la tatal ceresc, mama pamintul, Jupiter, Luna etc.
Medicii credeau ca tot ce se poate sti Tn medicind a fost expus de Galenus, iar
cele rdmase necunoscute de el se datoresc calitdtilor oculte. Profesorii, pentru
a-si mentine prestigiul, atribuiau cele mai multe boli calitdtilor oculte, iar stu-
dentii ramineau satisfacuti si nu cercetau mai departe. , Trebuie sa marturisim ca
interpretativ calitatile oculte sint acelasi lucru cu nestiinta "2 in sfirsit, cerce-
tatorii naturii au reusit sa rupd gheata si sd meargad Tnainte. Pe acestia Ti indeamnd,
impreund cu Alexandru Mavrocordat,® spre libertatea sufletulul, ca sa nu mai
fie sclavii jurati ai nimanui, nici sa nu fie griu tot ce se macina, ci ,,discipolul
s& fie Tn ziua urméatoare mai ntelept decit Tn cea precedentd. Si ca Bruno la
Constantinus s& nu apreciem virtutea dupd ani, si nici prestanta ingeniilor dupa
batrineta” ®.

Din expunerea de mai sus a continutului disertatiei lui Papai Pariz se vede
atasamentul sdu la doctrina lui Descartes si intentia sa de a distruge unele conceptii
ale lui Aristotel, ale peripateticienilor si ale atomistilor asupra vidului si materiei.

in acelasi timp, Plenitudo vacui reflectd si preocuparile filozofice ale autoru-
lui Tn sens strict cartezian.

(Intrat (n redactie la 18 octombrie 1967)

PLENITUDO VACUI NAMAN MAPU3A ®EPEHLA
(Pe3stome)

B Bubnuoteke Knyxckoro tunuana Akagemuy CoumanmcTuyeckoin Pecry6nmku PyMbIHUKM Haxo-
ANTCA COOPHUK (colllgatum) C Homepom 1442—1451, nmetowmii pasmepbl 160 x 200 MM 1 cofepkaluunii
HemsgaHHble pykonucu Bpaya [Manaii Mapusa depeHua. Cpean HWX HaxXOAMTCA M PYKOMWCb, O3arnas-
nennas Plenitudo vacui, pegaktuposaHHas eé asTopom B 1673 r. PyKONUCb HOCUT xapakTep (uiocod-
CKOW fuccepTaummn u o6cyxpaeT B KapTe3naHCKOM CMbic/ie cnefytowme Bonpockl: Plenitudo vacui ; ato-

morum tmesis; materiae primae et form&é substantialis degradatio u qualitatum occultarum
mutum oraculum.

PLENITUDO VACUI BELONGING TO PAPAI PARIZ FERENC

(Summary)

The Academy of the Socialist Republic of Romania, Cluj Branch possesses a collection (colligatum)
which contains some unpublished manuscripts of Dr. Papai Pariz Ferenc. The colligatum has the number
1442—1451, its dimensions being 160 x 200 mm. The title of the manuscript which has been found among
the others is Plenitudo vacui and it was written by author in Heidelberg, in 1673. The manuscript has the
character of a philosophical dissertation and treats in a Cartesian sense the following problems : Plenitudo

vacui ; atomorum tmesis ; materiae primae et forméaé substantialis degradatio ; and also qualitatum occul-
tarum mutum oraculum.

2 Plenitudo vacui, 48.

18 Alexandra Mavrocordat (1636—1709), medic si diplomat grec.
& Plenitudo vacui, 49.
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I. BARBUR

Studii recente [1,2] au aratat cd sub actiunea radiatiei gama, in (NH42504
si (ND )2S04 apar defecte de natura paramagneticd — radicali liberi. Metoda RES
a pus Tn evidentd, in acesti compusi, existenta a doua tipuri de defecte : unul pro-
venit de la grupul cu sulf iar altul de la grupul amoniu. Ea ambele tipuri de defecte
s-a studiat cinetica de revenire a acestora si de asemenea, cu ajutorul metodei
RES [3] s-au putut face presupuneri asupra naturii defectelor.

Cercetari anterioare [4,5] au pus in evidentd la sulfatul de amoniu, o faza
de tranzitie feroelectrica la —50°C. Sub aceasta temperaturd compusul are o
comportare feroelectrica. Pentru elucidarea mecanismului de tranzitie, asupra
sulfatului de amoniu au fost efectuate studii RMN si I.R. [6] si de asemenea
rezonanta magnetica deuteronica [7].

Din aceste studii se ajunge la con-
cluzia ca feroelectricitatea  Tn
(NH42504s-ar datora momentului de
dipol al tetraedrului NH+ distorsio-
nat. Tn acest sens este propus un
model de mecanism ordine—dezordine
pentru tranzitia de faza si este pre-
zentatd aproximatia cimpului mole-
cular modificat pentru tranzitia fero-
e[ée]ctricé de ordinul intli in (NH42504

Ca o continuare a cercetarilor
noastre, s-a masurat variatia constan-
tei de interactiune hiperfina A legata
de defectul provenit de la grupul
amoniu (rezultatd din interactiunea
electronului nefmperecheat cu nucleul
MN) in functie de temperatura atit pentru proba cu H cit si cu D. Masurdtorile au
fost efectuate pe monocristale, orientate cu axa C in lungul cimpului magnetic H.

Temperatura a fost variatd Tn cavitatea rezonantd a spectrometrului RES,
de la temperatura camerei si pind la —140°C, astfel incit sa se treaca prin punctul
de tranzitie feroelectric.
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Comportarea marimii A in functie de temperaturd este redata in fig. 1 pentru
(NH4aS04.
Pornind de la temperatura camerei se observd o crestere a lui A, atingind o
valoare maxima la temperatura de tranzitie. Sub temperatura de tranzitie valoa-
rea lui A scade din nou.
O comportare asemandatoare are
A si pentru proba deuteratd. Efectul
izotopic se observa doar in forma ce-
lor doud curbe.
Mentionam ca la temperatura
camerei, pentru orientarea datad, va-
lorile lui A sint:

Aq = 223=% 0,2 Oe
Ad= 219+ 0,2 Oe

iar la temperatura de tranzitie aceste
valori cresc cu aprox. 10%.

Citeva concluzii se pot desprinde
din masuratorile efectuate:

a) Defectul localizat pe grupul
amoniu sufera modificari la trecerea
prin temperatura de tranzitie, lucru
ce denota, asa cum presupun si alti

autori [7] cd grupul amoniu este responsabil de aparitia feroelectricitatii in sul-
fatul de amoniu.

b) Conform ipotezelor facute de O’Relly Tn tranzitia de faza, sistemul de coor-
donate ale tensorului gradient cimp electric suferd o rotatie cu aproximativ 30°.

Din variatia lui A cu temperatura precum si din dependenta lui A de unghi
efectuatd Tn lucrarile anterioare [1,2] se poate presupune cd variatia lui A cu
temperatura in jurul punctului de tranzitie s-ar datora unei rotatii a defectului
de amoniu.

c) Reorganizarea retelei prim trecerea de la grupul spatial Pma la tempera-
tura camerel, Ta grupul Pre2 la temperaturi joase, probabil cd aduce modificari
in méarimea constantei A.

Masurdtorile ulterioare vor incerca sa elucideze problemele puse in studiu.

(Intrat in redactie la 3 mai 1968)
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PEPPOSIEKTPUHECKVE 3PPEKTHI B OB/TYUEHHBLIX (NHYZS0411 (NDYZS04
(Pestome)

B_ Y-0G/1y{eHHb X MOHOKDUCTaViaX gNHép S041 (NDNSO* nosie/siores] 4ga MapaverHUTHBX . LIEHTA

— CBOOOIHBE pavikaribl IVETOIOM VBYYEH PaiviKarT, npomcxopﬂu_ylm VB MYIMTb1 aMVIOHS, OKO/O

MepexQIFoN (PEPPOATEKTIVHECKD TEMTEPATYDbI CyrPaTa aVIVOHVS, - KOHCTAHTA' CBEPXTOHKOMD B3l VD-

JEVCTBISI, KOTOPas MOSIB/ETCA B Pesy/ibTare B3alMOIRCTBIASA HecnapeHHoro YEKTPOHA C S0pOM 830T8,

VObIbBET VBVEHEHV/E C TEMIE JocTvras MeKoIMYVE. MY NEPEXCHOM Temneparype. ToT ke

Cavb I AfeKT Habrk@acs Ny LA C feVTepvem ABTOp JeNiaeT MPeioNoMEHVs B CBSBIA C MpVpOoN
3T0r0 VBVEHEH/.

FERROELECTRIC EFFECTS IN IRRADIATED (NH4a504 AND (ND42504

(Summary)

Two paramagaetic species appear in Y-irradiated single crystals of (NH4aS04 and (ND4)aS04. These
species are free radicals. Using the ESR method the radical resulted from ammonium group in the region
of ferroelectric transition temperature of ammonium sulphate is studied. The constant of the hyperfine
interaction of the unpaired electron with the nitrogen nucleus changes with temperature reaching
a maximum at the transition temperature. The same effect has been observed for the (NDJjSOj sample.
Some comments on the nature of this variation are presented.






Franz von Kutchera, Elementare
Logik, Springer-Verrlag, Wien—New-York, 1967,
Vm + 392 S

Die formelle oder mathematische Logik ist
eine Wissenschaft, die heute nicht nur von Mathe-
matikern, sondern auch von Philosophen und
anderen Wissenschaftlern studiert und angewandt
wird. Trotz ihrer delikaten Uberlegungen bietet
sie den Vorteil, dass in sie auch ein Nichtmathe-
matiker eindringen kann, da sie nicht besondere
Vorkenntnisse auf dem Gebiet der Mathematik
anfordert.

Kutcheras Buch ist eine ausgezeichnete Ein-
fihrung in die formelle Logik, in erster Reihe fur
Nichtmathematiker, kann aber auch Mathemati-
kern nitzlich sein. Es behandelt auch Kapitel,
die man selten in Lehrbichern findet, wie z.B.
die Theorie des nattirlichen Schliessens von Gentzen.

Die Aussagenlogik wird breit behandelt, alle
mdglichen einstelligen und zweistelligen Funk-
toren und ihre Anwendungen werden angegeben.
Alles wird mit vielen Beispielen illustriert und
samtliche Gesetze der klassischen Logik werden
angefthrt. Der Verfasser gelangt dann bald zur
Notwendigkeit zwischen Semantik und Syntax
zu unterscheiden. Dies wird in 1.2.7 zusammen-
gefasst, so dass der Leser nach dem Studium von
etwa 1/5 des Buches mit den Begriffen Theorem
und Metatheorem, Sprache und Metasprache im
klaren ist.

Die syntaktische Behandlung der Aussagen-
logik wird auf Grund der ,,Axiome” von Frege-
Lukasiewicz durchgefiihrt, desgleichen wird auch
die Technik, die Lukasiewicz zu diesem Zweck
eingefihrt hat auseinandergesetzt. Auch dieser
Teil ist reich an Beispielen.

Das 2-te Kapitel behandelt den Pradikaten-
kalkul erster Stufe. Ausser den ,,Axiomen” von
Frege die der Verfasser beniltzt oder deren von
Hibert-Bernays, die wohl haufiger beniitzt werden,
wird auch die Methode des natirrlichen Schliessens
sehr ausfihrlich, auf etwa 70 Seiten (also 20%
des Umfanges des ganzen Buches) behandelt.

Im 3-ten Kapitel wird der Pradikatenkalkul
durch die Einflihrung der Identitat und des Begrif-
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fes ,,Term” erweitert. Der Begriff des elementaren
Systems wird ausfihrlich behandelt, wobei er
mit den Axiomen der Gruppentheorie und der
Arithmetik als Beispielen illustriert wird.

Im 4-ten Kapitel wird die Pradikatenlogik
zweiter Stufe behandelt, die Vollstédndigkeit bzw.
Unvollstéandigkeit des Pradikatenkalkils genau
diskutiert und das Problem der Kathegorizitat
ausfiihrlich am Beispliel der Peanoaxiome erdrtert.

Im vorletzten Kapitel wird die Klassenlogik,
die Boolesche Klassenlogik mitinbegriffen, behan-
delt. Den Abschluss bildet ein logisches Modell
der Peanoaxiome, die Behandlung des Problems
der Geschlossenheit des Aufbans der Logik und
das Problem der Antinomien. Letzteres wird mit
Hilfe von Auszligen aus der Korrespondenz von
Frege und B. Russell sehr eindrucksvoll beleuchtet.

Den Abschluss des Buches bilden Fragen,
deren Behandlung mehr historisches Interesse hat,
aber doch eine nitzliche Erganzung der vorigen
Kapitel bildet.

Ich mochte die Besprechung dieses wert-
vollen Buches, das auch vom didaktischen Stand-
punkt aus als sehr gelungen zu bezeichnen ist,
mit einem Wunsch abschliessen und zwar, dass
in einer neuen Auflage auch die Betrachtungen
von Godel Platz finden. Sie sind auch fir den
Philosophen von grosser Bedeutung.

GH. PIC

P. L. Hammer (lvanescu) and S.
Rudeanu, Boolean Methods in Operation
Research and Related Areas. Springer
Verlag, Berlin-Heidelberg—New-York, XVI - 329
pages.

Numerous questions arising in modem con-
trol theory, mathematical economics, scheduling
theory, operations research, and other areas lead
to the optimizing problems over structures. The
present book by P. L. Hammer (lvanescu) and
S. Rudeanu represents an important contribution
to the development of minimizing theory over
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Boolean algebras. The main tools described and
employed are: Boolean matrix calculus, Boolean
equations and pseudo-Boolean programming. The
book has two parts. The first part (Chapters I
to VII) presents a mathematical background :
Boolean functions, Boolean equations, pseudo-
Boolean functions, pseudo-Boolean equations and
inequalities, pseudo-Boolean programming. The
core of the presented book is pseudo-Boolean
programming, that is the problem of minimizing
(maximizing) pseudo-Boolean functions. The pseudo-
Boolean functions are real valued functions of
Boolean variables. The method of pseudo-Boolean
programming enables the solution of linear and
non-linear bivalent program as well as of various
generalizations including integer polynomial pro-
gramming. In the second part (Chapter VTII to
XI1V) there are presented various aplications of
pseudo-Boolean programming to the theory of
graphs, networks, partially ordered sets, sequencing
problems, assignment and transportation problems,
time-table scheduling, optimal plant location, mini-
mization problems in switching circuits. The book
includes an Appendix written by |. Rozenberg
on a generalization of pseudo-Boolean programming.
By content and fashion of exposition this book is
intended for those interested in operation research
or in applications of Boolean algebras.

C. TARTIA

Bruno Brosowski, Nicht-lineare
Tsehebyscheff-Approximatlon.  Bibliographisches
Institut Mannheim, Hochschultaschenbticher-Ver-
lag, 1968, 153 Seiten.

Das in der Reihe ,,B.I-Hochschulskripten”
erschienene Buichlein (Nr. 808/808a) ist die mit
einigen Anderungen versehene und im Mai 1967
mit gleichem Titel vom Max-Planck-Institut fir
Physik und Astrophysik Minchen veroffentlichte
Habilitationsschrift des Verfassers zur Erlangung
der Venia legendi in der Naturwissenschaftlichen
Fakultat der Eudwigs-Maximilians-Universitat zu
Minchen. Es enthdlt die vom Verfasser erzielten
Ergebnisse bei Approximationen im normierten
linearen Raum C[Q, A] der stetigen Abbildungen
des kompakten metrischen Raumes Q in den uni-
aren Raum H. Dabei werden insbesondere Fragen
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der Charakterisierung und der Eindeutigkeit der
Minimallésntigen behandelt.

. Das erste Kapitel enthalt eine allgemeine
Ubersicht {ber den gegenwartigen Stand der
Untersuchungen bei nicht-linearen Tschebyscheff-
Approximationen, die Formulierung des vom
Verfasser behandelten Approximationsproblems
und eine Zusammenfassung der Hauptergebnisse
der Arbeit. Abschliessend werden noch einige
bekannte Satze angefiihrt, die in der Arbeit ofters
bendtigt werden.

Das zweite Kapitel behandelt Approximatio-
nen mit allgemeinen Funktionensystemen, wobei
mehrere Paragraphen dem Studium der Extremal-
signaturen gewidmet sind.

Im dritten Kapitel, meiner Meinung nach
das interessanteste, fuhrt der Verfasser soge-
nannte regulare Funktionensysteme ein und zeigt,
dass fir ein Funktionensystem das erweiterte
Kolmogoroffsche Kriterium genau dann eine not-
wendige Bedingung fir eine Minimallcsung dar-
stellt, wenn dieses System regular ist. FUr reguléare
Funktionensysteme werden ausserdem Eindeutig-
keitskriterien bewiesen und fur eine gewisse Klasse
regularer Systeme auch Dimensionssatze. Mehrere
bekannte Satze Uber lineare und rationale Approxi-
mationen werden nach entsprechender Modifi-
kation auf regulare Funktionensysteme Ubertragen.

Diese Arbeit enthalt eine einheitliche Dar-
stellung einiger Aspekte der Theorie nicht-linearer
Tschebyscheff-Approximationen, wobei die grosst-
mogliche Allgemeinheit erreicht wird. Sie ist eine
Fortsetzung der Untersuchungen des Verfassers
Uber Approximationen mit verallgemeinerten ratio-
nalen Funktionen, asymptotisch konvexen Funk-
tionenfamilien und Tschebyscheff-Approximatio-
nen an differenzierbaren Funktionen. Die dabei
von ihm erzielten Ergebnisse waren schon ofters
Gegenstand von Referaten und Diskussionen im
Rahmen der am Recheninstitut Cluj von Professor
Tiberiu Popoviciu und Dozent Elena Popoviciu
geleiteten Seminarien. Dieses ist ein weiterer
Beweis daflir, dass sie grosses Interesse gefunden
haben.

Jedem, der sich mit Fragen der Approxi-
mationstheorie beschaftigt, ist diese Arbeit bestens
zu empfehlen, da sie einerseits auf mehrere bisher
offene Fragen eine Antwort erteilt und anderer-
seits durch die neuen ldeen die sie enthalt, Aus-
gangspunkt fur weitere Untersuchungen sein kann.

WOUFGANG W. BRECKNER
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CONTRIBUTIONS TO THE QUALITATIVE STUDY OF NONLINEAR OSCILLATIONS

r

Abstract of the doctor thesis of Mathematical Sciences, prepared by IOAN MUNTEAN under Prof.

T. POPOVICIU’s guidance and maintained at the Faculty of Mathematics and Mechanics of the
University of Cluj, on October 7, 1967

_ The first part of the work is devoted to the research of free oscillations for the autonomous
differential system

X=hy) - Fx),y = -9(x). @
The differential systems

x =y —FX,§y ——g0\ x=d - &K,y = —x

associated with the S. Lefschetz's equation x + f(x)x + g(x) = 0 [including the classical van der Pol's
equation x + u(*2—1)x + x = 0], respectively with the H. Kauderer’s equation x + ®(x) + ¢(1) = O
[including the well-known Rayleigh’s equation tnx + {—A + Bx2x + kx = 0], are particular cases
of the system (1).

The problem of existence, uniqueness and stability of free oscillations of (1) has an answer in the
following theorem :

THEOREM A. If 1° the functions F, g, h. R —=* R are continuous, odd and subjected to a cer
tain requirement of uniqueness of solutions of (1) ; 2° there exists a number a > 0, such that F(x) <0
for 0 < x < a, F increases in the interval (a, oc), and F(x) —=* oo when x -* co ; 3° g(x). sign x > 0 for

4°A increases and h(y) “mco wheny -* oo ; then there exists an unique limit cycle of (1) and this is
orbitally stable. The corresponding free oscillation is unique with the exception of a phase difference.

Under further assumptions concerning the functions F, g, h the relaxation oscillations of tx = h(y) —
—F(x), y = — sg(x) are studied. Moreover, we give an algorithm for the computation of these oscilla-

tions. Then, one proofs other theorems on the existence, nonuniqueness, relative position or asymp-
totical stability of solutions of (2).

For other autonomous systems we have obtained the following :

THEOREM B. If 1° the functions/:42-> R, g, h, u, v, w: R =y R are continuous and subjected
to a certain condition of uniqueness and prolongability to oo of the solutions of the system

X = u(x) v(y), r=9(x) mh(y) + f(x, y) mw(y) ; @

2° the functions u, h are positive; 3° g(x)-signz < 0, v(z) -sign z > 0, w(z)sign z> 0 for r 0; 4°
/(0, 0) > 0 and there is a bounded domain 7. C E2 such that f(x, y) ™~ 0 for (x, y) 7 ,5°

X y
lim

Mb» « 0

then the system (2) possesses at least one nontrivial free oscillation.

10 — Mathematica-Physica 11/1968
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Our principal result of the second part of the work is the following :
THEOREM C. If 1° the functionsf:R*-+R, ¢ g, h: R —*R are continuous and e is periodic;

2° there exist positive numbers @, b, ¢, M, such thatf(x, y) > —M for \\ ~ a and

y-singx b\

I\ "f(x,y) > E + A for X*+y“;>cr and |y|"® b, with E = max |[r(/)) and A > max | g(X)\;
ten |£ﬁ]<«

y

3°1’Iﬂi-m®g[x) mign * > Mb + E ; 4° h(y) ssigny > 0 for y =£0 and VAM)/T) “m 00 when \W\ -y 00; then
-

the system

*= Uy). Y=

fxy)y - 9(x) + «9

possesses at least one harmonic oscillation i.e., a periodic solution having the same period with the

function e.

The machinery developed for Theorem C is used to establish some theorems of relative or global

boundedness in the future for the systems

X=hy) - F() + E(®), y = —9(x)

and

X=h(y), y=-9() - Fy) + e).

A criterion of boundedness on all real axis of at least one solution for a special system of several
differential equations is given in the last paragraph of the work.

Sedinte de conuinieAri.

La sedintele de comunicari organizate Tn
anul 1967 de Facultdtile de Matematica-mecanicd
si Fizica s-au prezentat urmatoarele referate :

13 ianuarie
D. D. Stancu, Aproximarea functiilor
prin siruri de operatori liniari pozitivi.

Kalik, O observatie asupra probleme-
lor la limita pentru sisteme eliptice.
1 februarie )
E. Dezs6, Refractia metalelor.
S. Nistor, Contributii la calculul nive-

lelor energetice ale ionilor din starea® S 5/2 situati
ntr-un cimp cristalin cu simetrie axiala.

3 martie

D. V. lonescu, Aplicatii ale reprezen-
tarii diferentelor divizate sub formad de integrala
definita.

G li.
butive.
14 aprilie

G. Calugareanu, Asupra elementelor
simple ale unui grup fundamental.

Pic, O proprietate a reticolelor distri-

REVIEWERS :

Prof. dr. doc. GH. MARINESCU,
University of Bucharest,
Prof. dr. doc. A. HAIMOVICI, University

of Jassy,
Dr. D. RIPIANU, Computation Institute
of Cluj.

B. Orbéan, Despre polara birationala in

raport cu o cubica.
W. W. Breckner, Asupraunor probleme
de cea mai bund aproximatie.

26 aprilie

Atanas Atanasov Anghelov (In-
stitutul Pedagogic din Plovdiv, R.P. Bulgaria),
Aplicatiile ecuatiei lui Fadeev la unele probleme
ale fizicii moleculare.

Dumitru Spiridon, Noi momente
pentru liniile de rezonantd paramagnetica.

D. Demco, Teoria relaxarii cu memorie.

12 mai

C. Kalik, Despre probleme la
generale Tn semispatii.

M. Schechter,
grupuri ordonate.

limita
Subgrupuri convexe n

7 iunie
P. Pavel, Asupra unor formule de cuadra-

tura de tip Gauss.
A I. Rus,
l. Pop,

unei placi accelerate.

Problema lui Dirichlet.

Miscarea hidromagneticd datorit
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1 octombrie

Jean de Prins (Universitatea Bruxel-
les), Stadiul actual al dezvoltarii studiului maseri-
lor moleculari.
13 octorbrie

G. Céalugdreauu, Asupra automorfis-
melor unui grup cu o relatie.

A. |I. Ru8, Unicitatea solutiei problemei
lui Dirichlet pentru sisteme eliptice.
17 noiembrie

I. Kolumbéan, W. W. Breckner,
Aproximare neliniard Tn spatii normate.

6 decembrie
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litilor artificiali ai P&mintului, care s-a tinut la
Zakopane, si a prezentat comunicarea Opredelenie
izmenenii perioda iskustvennih s&utnlkov 63171
(Kosmos 17) * 64531 (Kosmos 44) (autori Gh.
Chis, A. Pal si T. Oproiu).

5 Prof. D. V. lonescu
intre 9—13 octombrie, la Colocviul de ecuatii
functionale de la Zakopane (R.P. Polond) si a
tinut comunicarea L extension d’une éguation fonc-
tionnelle de D. Pompeiu & l'aide d’une formule
de dérivation numérique. In 17 octombrie prof.
D. V. lonescu a tinut conferinta Sur une
classe de formules de dérivation numérique la Filiala
din Cracovia a Societatii de Matematicd din

F Puskas, Studiul proprietatilor electripglonia, iar in 19 octombrie conferinta La repré-

ale sistemului ZnO—A1,03 (partea I).

E. Tataru. Informare asupra caldtoriei
de documentare in R.D.G.
8 decembrie

I. Marusciac,
graf si masini Turing.

V. Zelmer, Algebre booliene generalizate.
13 decembrie

F. Puskaéas, Studiul proprietatilor elec-
trice ale sistemului de ZnO—AI,Ot (partea a ll-a).

Algoritmi cu scheme

E. Tataru, Metoda acumularii datelor.
22 decembrie
A. Puri (Institutul Politehnic Bucuresti),

Referat informativ asupra cercetarilor din dome-
niul materialelor de constructii la catedra de
Chimie industriala.

F. Constantinescu, D. Demco,
Aplicatii ale functiei Green in problema de relaxare.

Participari la manifestari stiintifice internationale.

1. Acad. prof. T. Popoviciu si conf.
E. Popoviciu au participat la al IV-lea
Congres international I.LK.M. de la Weimar, in
luna iunie, si au tinut urmatoarele conferinte :

T. Popoviciu, Uber die Einwertigkeit
und die Mehrwertigkeit der Funktionen einer reellen
Veranderlichen. . ) )

_E. Popoviciu, Uber die beste Approxi-
mation im Sinne von Tschebyscheff.

2. Acad. prof. G. Calugdrea nu a par-
ticipat la Congresul matematicienilor bulgari, tinut
la Vama, Tn luna august, unde a prezentat comuni-
carea Sur les générateurs de certains groupes d’au-
tomorphismes.

3. Intre 21—30 august, prof. Gh. Chis,
conf. A. Pal, cercet. principal I. Todoran,
asist. V. Ureche, cerc. T. Oproiu, cerc

V. Pop au participat la a XI11-a Adunare gene-
rald a Uniunii Astronomice Internationale. Ea
aceastd adunare conf. A. P &l si cercet. principal
I. Todoran au fost alesi membri ai U.A.lL

4. Intre 11—14 septembrie prof. Gh. Chis
a participat la cea de a 11-a Consfatuire in problema
cercetarii stiintifice cu ajutorul observatiilor sate-

sentation des différences divisées d'une fontion par
une intégrale définie et application a la détermina-
tlor_ll_ des restes des formules de quadrature de Gauss
et Turén.

Participari la manifestari stiintifice din tara.

20 mai _
SESIUNEA DE COMUNICARI
A INSTITUTULUI PEDAGOGIC DIN ORADEA

I. Muntean, Marginirea globala in viitor
a solutiilor sistemului diferential al lui Rayleigh.

I. Marusciac, Asupra unor polinoame
de abatere minima de la zero.

M. Ré&dulescu, Integralele M, si M
in spatii liniare.

26 mai _
SESIUNEA DE COMUNICARI
A INSTITUTULUI PEDAGOGIC
DIN BAIA-MARE

I. Muntean, Neunicitatea si pozitia
ciclurilor unor sisteme de ecuatii diferentiale.
8—11 iunie B

SESIUNEA STIINTIFICA
A CENTRULUI DE CALCUL_ECONOMIC SI
CIBERNETICA ECONOMICA BUCURESTI

E. Popoviciu, Aplicarea teoriei
mai bune aproximatii in programarea parametrica.

I. Kolumban, M. Magyarosi, Des-
pre o generalizare a problemei programarii liniare.
27—30 iunie _ ~
COLOCVIUL DE ANALIZA FUNCTIONALA,

BUCURESTI

M. Frenkel, O observatie asupra unor
probleme n legdturd cu sisteme de ecuatii diferen-
tiale, care depind de un parametru mic.

C. Kalik,
n semispatii.

E. Popoviciu,
rilor liniari si pozitivi.
30 iunie —5 iulie

COLOCVIUL INTERNATIONAL

DE VARIETATI DIFERENTIABILE

M. Tarina, Grupuri de olonomie ale
spatiilor proiectiv euclidiene.

Proprietdti ale operato-

a participat,

celei

Asupra problemelor la limita
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27 august — 5 septembrie
CONGRESUL INTERNATIONAL
DE LINGVISTICA
I. Stan, Contribution to the vocabulary
length.

15—20 septembrie .

COLOCVIUL DE TEORIA APROXIMARII

FUNCTIILOR, CLUJ
Conferinte

G. Calugareau u.
phismes du groupe fondamental
fermée orientable.

D. V. lonescu,
mules de cubature.

E. Popoviciu, Quelques probléemes posés
par la théorie comparative des ensembles inter-
polatoires.

T. Popoviciu, Sur la conservation de
I"allure d’une fonction par interpolation.

F. RadQ V. Peteanu, Structures
algébriques rattachées aux problémes d’ordon-
nancement.

Sur
d'une surface

Sur une classe des for-

Comunicari

W. W. Breckner, Unele observatii privind
existenta unor solutii minimale.

Gh. Chis, A. Pal, T. Oproiu. Cal-
culele de orbite ale satelitilor artificiali ai PAmin-

tului  cu ajutorul calculatorului  electronic
DACICC—L

Gh. Coman, Formule de cubatura cu
noduri fixe.

D. V. lonescu, A Cotiu, O noua

extindere a formulei de cuadratura a lui Lacroix.

D. V. lonescn, Le reste de la formule
de dérivation numérique pour /’(*), dans le cas
des noeuds fixes.

I. Kolumbéan,
de aproximare optimala.

L. Lupas, A property of the S. N. Bern-

stein operator.

I. Marusciac, The zeros of some extre-
mal liniar combinations of polynomials.

P. Mocanu, Asupra geometriei reprezen-
tarii conforme.

~G. Moldovan, Aproximarea functiilor
continue prin polinoamelé Ini Bernstein generalizate.
I. Muntean, Solutions bounded in the
future for some systems of differential equation.

A. Ney, Une condition nécessaire et suffi-
sante pour la convergence dans le sens classique
et dans celui de I. G. Van der Corput, des processus
discrets ou continus.

P. Pavel, Sur quelques formules de qua-
drature de type Gauss-Christoffel.
F. Radé, Surl’interprétation de la méthode
du simplex dans la théorie des graphes.
L A Rus, Asupra pozitivitatii functiei
lui Riemann.

Asupra unei probleme

les automor-

CRONICA

E. Schechter, Stability and conver-
gence of some difference schemes satisfying diffe-
rence inequalities.

D. D. Stancu,
Polya distribution.

I. Todoran, Asupra unui procedeu pen-
tru determinarea extremelor la functiile empirice.

21—23 septembrie .

SESIUNEA STIINTIFICA
A OBSERVATORULUI ASTRONOMIC

BUCURESTI
Gh. Chis, A Pal, T. Optoiu, Variatia
perioadei draconitice la satelitii artificiali Kosmos 17
si Kosmos 44.

Gh. Chis, Urmadrirea efectului Blajko la
variabilele de tip RR Lyrae.

Gh. Chis, V. Pop, Determinarea corec-
tiilor fotometrice ale telescopului Newton al
Observatorului astronomic din Cluj.

Gh. Chis, N. Lungu (Institutul peda-
gogic de 3 ani Oradea), Determinarea elementelor
fotometrice preliminare la steaua de tipul RR
Lyrae, WZ Bootis.

T. Oproiu. Asupra unui procedeu pentru
determinarea unor elemente orbitale ale satelitilor
artificiali ai Pamintului.

A. Pal, Asupra fundamentarii matematice
a metodelor de mediere a ecuatiilor din problema
celor trei corpuri.

I. Todoran, Determinarea primelor ele-
mente fotometrice ale cefeidei scurt periodice
SX Cancri.

On the moments of

I. Todoran, Asupra variatiei perioadei
ja trei binare fotometrice.
I. Todoran, Utilizarea metodei lui

Hertsprung pentru determinarea minimelor si
maximelor la stele variabile.

V. Ureche, Evaluarea teoretica a varia-
tiei de lumind la sisteme binare strinse pentru
un model elipsoidal.

V. Ureche, O metodda pentru calculul
orbitelor fotometrice ale stelelor binare strinse.

22—26 septembrie

COLOCVIUL TEHNICI DE CALCUL

S1I CALCULATOARE BUCURESTI

D. V. lonescu, Asupra formulelor de
derivare numerica.

Gh. Micul a—M. Micui a Asupra for-
mulei de cuadratura a lui Tricomi.

28—29 octombrie 5
SESIUNEA STIINTIFICA
A FILIALEI DIN CLUJ
A ACADEMIEI R.S. ROMANIA
D. V. lonescu, Clase de formule de
cubatura relative la un dreptunghi D pe o retea
de noduri interioare si pe frontiera lui D.
E. Popoviciu, Asupraaproximariidistri-
butiilor prin siruri de distributii polinomiale.
T. Popoviciu, Asupra convergentei
seriilor cu termeni pozitivi.
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F. Radé, V. Peteanu, Semigrupe de Vizite.
ordonantare.
16—18 noiembrie 1 noiembrie
COLOCVIUL PROBLEME MATEMATICE Prof. Emile Durand, decanul Facul-
ALE MECANICII MEDIILOR CONTINUI titii de stiinte a Universitatii din Toulouse;

DEFORMABILE, BUCURESTI

T. Petrilda Un algoritm pentru deter-
minarea liniilor de curent in miscarea plana n
jurul unor profile simetrice.

I. Pop, Miscarea hidromagnetica nesta-
tionara datoritd unui disc rotitor.

I. Stan, Ecuatia difuziei in cazul unei
placi ce exercitd o miscare oscilatorie.

18—21 decembrie
COLOCVIUL DE TEORIA CATEGORIILOR,
BUCURESTI
Au participat: prof. Gh.
Purdea

Pic, asist.

Solution numérique de I’équation de Laplace et
de I’¢quation biharmonique.

25 noiembrie

Acad. prof. B. N. Gnedenko, Univer-
sitatea de stat din Moscova; Despre teoria sigu-
rantei.

20 decembrie

Prof. Zabrean Zabreanov Dimit-
rov, Falcultatea de matematicd-mecanica a Uni-
versitatii din Sofia; Unele probleme din dinamica
gazelor.
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STUDIA UNIVERSITATIS BABES—BOLYAI
Str. M. Kogalniceanu 1, Cluj (Republica Socialistda Romania)

NUMERE APARUTE-BbIWE/A LW VNE HOMEPA
NUMEROS PARUS - ISSUED NUMBERS -
ERSCHIENENE NUMMERN

1956

BULETINUL UNIVERSITATILOR »V. BABES” SI ,,BOLYAI” CLUJ, Seria Stiinte
sociale, vol. |, nr. 12

A KOLOZSVARI BABES ES BOLYAI EGYETEMEK KOZLEMENYEI, tarsadalom-
tudoményi sorozat, |. évfolyam, 1—2. szdm

1957

BULETINUL UNIVERSITATILOR ,V. BABES” SI ,,BOLYAI” CLUJ, Seria Stiin-
tele naturii, vol. II, nr. 1—2

A KOLOZSVARI BABES ES BOLYAI EGYETEMEK KOZLEMENVYEI, természet-
tudomanyi sorozat, Il. évfolyam, 1—2. szam

1958
STUDIA UNIVERSITATUM VICTOR BABES ET BOLYAI, Tomus llI
Nr. 1, Series Il Fasciculus 1, Philosophia

Nr. 2, Series Il Fasciculus 2, lurisprudentia

Nr. 3, Series | Fasciculus 1, Mathematica

Nr. 4, Series | Fasciculus 2, Chemia

Nr. 5, Series Il Fasciculus 1, Geologia—Geographia
Nr. 6, Series IV Fasciculus 1, Philologia

Nr. 7, Series Il Fasciculus 2, Biologia

Nr. 8, Series IV Fasciculus 2, Historia

1959
STUDIA UNIVERSITATIS BABES-BOLYAI

Series | Fasciculus 1, Physica

Series | Fasciculus 2, Chemia

Series Il Fasciculus 1, Geologia—Geographia
Series ! Fasciculus 2, Biologia

Series Il Fasciculus 1, Psychologia—Paedagogia
Series Il Fasciculus 2, lurisprudentia

Series IV Fasciculus 1, Historia

Series IV Fasciculus 2, Philologia

1960
STUDIA UNIVERSITATIS BABES-BOLYAI

Series | Fasciculus 1, Mathematica—Physica

Series | Fasciculus 2, Chemia

Series Il Fasciculus 1, Geologia—Geographia
Series |l Fasciculus 2, Biologia

Series |l Fasciculus 1, Philosophia et Oeconomica
Series 1l Fasciculus 2, lurisprudentia
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Series
Series

IV Fasciculus 1, Histéria
IV Fasciculus 2, Philologia

1961

STUDIA UNIVERSITATIS BABES-BOLYAI

Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series

| Fasciculus 1, Mathematica—Phisica

| Fasciculus 2, Chemia

Il Fasciculus 1, Geologia—Geographia

Il Fasciculus 2, Biologia

Il Fasciculus 1, Psychologia—Paedagogia

Il Fasciculus 2, Oeconomica et lurisprudentia
IV Fasciculus 1, Historia

IV Fasciculus 2, Philologia

1962, 1963, 1964, 1965

STUDIA UNIVERSITATIS BABES-BOLYAI

Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series

Mathematica—Physica, fasciculus 1
Mathematica—Physica, fasciculus 2
Chemia, fasciculus 1

Chemia, fasciculus 2
Geologia—Geographia, fasciculus 1
Geologia—Geographia, fasciculus 2
Biologia, fasciculus 1

Biologia, fasciculus 2

Philosophia et Oeconomica
Psychologia—Paedagogia
lurisprudentia

Historia, fasciculus 1

Histdria, fasciculus 2

Philologia, fasciculus 1

Philologia, fasciculus 2

196 6, 196 7, 1968

STUDIA UNIVERSITATIS BABES-BOLYAI

Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series
Series

Mathematica—Physica, fasciculus 1
Mathematica—Physica, fasciculus 2
Chemia, fasciculus 1

Chemia, fasciculus 2
Geologia—Geographia, fasciculus 1
Geologia—Geographia, fasciculus 2
Biologia, fasciculus 1

Biologia, fasciculus 2

Philosophia

Oeconomica
Psychologia-Paedagogia
lurisprudentia

Historia, fasciculus 1

Histoéria, fasciculus 2

Philologia, fasciculus 1

Philologia, fasciculus 2
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In formula (2)

in formula (1)

(Mathematica—Physica 2/1968)

ERRATA

n loc de:

Instead of :

(««/1
T\ si LW

Se va citi :
Read :

(m + 624j 4~ 4% + QN \ /T x

(e,, 112
T%resp. LU,












in cel de al Xlii-lea an de aparitie (1968) Studia Universitatis Babes-Bolyai cuprinde seriiie:
matematica—fizica (2 fascicule) ;
chimie (2 fascicule) ;
geologie—geografie (2 fascicule) ;
biologie (2 fascicule) ;

filozofie ;

stiinte economice;
psihologie—pedagogie ;

stiinte juridice;

istorie (2 fascicule) ;
lingvistica—literatura (2 fascicule).

Ha XIIl rogy wsgaHma (1968) Studia Universitatis Babes-Bolyai BbIXoguT creayommm cepus?
MaTeMaTMKa—(m3nka (2 Bbinycka) ;

XuMmnsi (2 BbINycKa);

reonorvs—reorpadms (2 Bbinycka);

6ronorms (2 BbINycKa);

thmnocodms;

3KOHOMUYECKME HayKM;
MCUXO0NOrNsi—esarorvka;

IOpPUANYECKME HAyKU;

nctopua (2 BbINycKa);
A13bIKO3HaHNE—INTEPATYPOBeeHNE (2 BbINycKa).

Dans leur XL -me année de publication (1968) les Studia Universitatis Babes-Bolyai comporte!
les séries suivantes :
mathématiques—physique (2 fascicules) ;
chimie (2 fascicules) ;
géologie—géographie (2 fascicules) ;
biologie (2 fascicules) ;

philosophie ;

sciences économiques ;
psychologie—pédagogie ;

sciences juridiques ;

histoire (2 fascicules) ;
linguistique—ittérature (2 fascicules).

intreprinderea Poligraficd Cluj — 489/1968
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Abonament anual : 20 lel seria, 160 lei toate seriile. Abona-
mentele se fac la oficiile postale, prin factorii postali
si prin difuzorii voluntari din Tntreprinderi si institutii.

Pretul 10 lei



