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UBER EIN UNENDLICHES PRODUKT VON GEORDNETEN SYSTEMEN
BELIEBIGER MACHTIGKEIT IN OPERATORGRUPPEN MIT UNTER-
GRUPPENTOPOLOGIE

I. GV. M/ITKKH und M. SZILAGYI

In der Mitteilung [2] haben wir uns mit einer sogenannten Untergruppentopo-
logie —die man in einer Gruppe G mit einem reehtseitigen Operatorenbereich 01
(kurz : O-Gruppe) einfihren kann — beschaftigt. Fir die Einfllhrung dieser Topo-
logie setzt man voraus, dass G eine von 0 zulédssige Untergruppenmenge {G;]*/ be-
sitzt, so dass :

1*. / eine beliebige (mit der Relation <[) gerichtete Indexmenge ist;

2*, Wenn  $ c¢2™ S2<=1), dann G(J< Gr,

G wird ein topologischer Raum, wenn man diese Untergruppenmenge der
Gruppe G als vollstandiges System von Umgebungen des neutralen Elements e von
G wahlt. G ist genau dann ein Hausdorffscher Raum, wenn

A1, 65= {& @

und wenn noch die Untergruppen GYc, G 1) von 0 zuldssige Normalteiler von G
sind, so ist G eine topologische O-Gruppe.

Ein beliebiges Elementensystem (i1,},eq von G — wobei [ eine beliebige, nicht
notwendig geordnete Indexmenge ist — wird genau dann ein Cauchy-System bzw.
ein konvergentes System mit dem Grenzwert aG G2 genannt, wenn fur ein belie-
biges Cg | die Indexmenge [ eine endliche Untermenge A0= [o0(c) besitzt, so dass

aC'anGGt fur alle v, f 6 4\40 ()

bzw.
aMaeGg 0r alle v6 4\40 ®

it
J In der zitierten Arbeit haben wir uns auch mit (unendlichen) Produkten vor
Elementensystemen vom Typus bi(4 = N Q1 — unter Voraussetzung der Bedin-

1Die Multiplikation mit den Operatoren sei distributiv bezuglich der Gruppenoperation.

* Bezeichnung : ay—" -, a.

* Man kann zu jedem System [ e'n System ja.j.,,c o mit einer gerichteten Indexmenge <4
zuordnen, so dass {<>pa}u6pa ein Cauchy-System bzw. ein konvergentes System ist genau dann, wenr
{ax}*p® ein C'auchy-System bzw. konvergentes System im Sinne Moore-Smitli’s ist. Der in dieser Mitteilung
betrachtete Konvergenzbegriff ist also mit einem speziellen Moore-Smitli-Konvergenzbegriff gleichwertij
(siehe [2]).

4N qist die mit der Zahl o ergdnzte Menge der natirrlichen Zahlen.
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gungen 1* 2* (1) — beschéaftigt. Wir haben ein unendliches Produkt [s, der
Elemente a,e G (n e AM ein System {/1,],enngenannt, wobei A, —aQ@l...ann
(ne AOQ. Nan heisst genau dann ein Cauclw-Produkt bzw. ein konvergentes
Produkt, wenn {/ ein Cauchy-System bzw. ein konvergentes System ist.
Wenn AH— ->ae G, dann sagen wir, dass 51 der Wert des Produktes Ida™ist: Ms,,= 5.

Wir haben gezeigt, dass ITs, genau dann ein Cauchv-Produkt ist, wenn an— ->e.
Ist G komplett, so ist dies eine notwendige und hinreichende Bedingung fur die
Konvergenz des Produktes [s,,.

Wir setzen in dieser Mitteilung voraus, dass die Untergruppenmenge

der O-Gruppe G eine, die Bedingung (1) erfiillende absteigende Kette von O

zu lassigen Normalteilern von G istS Wir definieren unter diesen Bedingungen den

Begriff des (unendlichen) Produktes eines Systems {«}.$eg, wobei av--*e und [
eine beliebige geordnete Indexmenge ist.

Wir werden zuerst eine Eigenschaft der in [2] untersuchten Produkten bewei-
sen, die den Grundgedanken fiir unsere Definition bilden wird. Wir bilden mit den
Elementen des Systems {as},esl, das -System {Az}tel, wobei A? das Produkt der-
jenigen — nach der zunehmenden Ordnung der Indizes geordneten — Elemente
ahe {a,}.ev. ist, fir die akg Gf. Behdlt man jedes Element des Systems
{A%};~[ nur einmal, so gelangt man zu einem System {Ax}xer (7' £ 7), dessen
Elemente paarweise verschieden sind. Wir ordnen dieses System (Axb.er dem
System {a,},ev0 zu. Es gilt: Ist 1l«. ein Cauchy-System (also a,— ~>€), so ist
auch {/1x}ne/* ein Cauchy-System und ist ls, = g, so haben wir auch Ay.— ->a. In
der Tat, es sei < ein beliebiges Element von 7. Da Ms, ein Cauchy-Produkt ist, so
gibt es eine endliche Untermenge An= AQ(?) von NOQ so dass

fur alle n, m eN O\A, ®

Wir bezeichnen mit .4, bzw. mit /1 ein beliebiges Element von {J/ix}xer das nur
Faktoren aus A, bzw. aus A enthalt, undzwar diejenigen die nicht zu Gb geho-
ren. Da die Relation (4) nur fir eine endliche Anzahl von n bzw. von m(n, me AQ
nicht gultig ist und da man fiir ein beliebiges n bzw. m nur eine endliche Anzahl
von Av bzw. Ny bilden kann, so gibt es eine endliche Untermenge 10= lo(f)
von 7, so dass A~IAlie. Gt fur alle v, [xe70\7Q (Hier haben wir auch die Ver-
tauschbarkeit der Elemente der Normalteiler G? mit den Elementen von G verwen-
det) Demnach ist {Ax}xv/' ein Cauchy-System.

Es sei nun A eine beliebige geordnete Indexmenge und {"v}vea ein System, das
die Bedingung ad4—->e erfillt. Mit den Elementen des Systems {a4d,en bilden
wir das System {A”"el, wobei At das —von der Ordnung R der Indexmenge A
bestimmte — Produkt derjenigen Elemente ahe {s,}.epn ist, fir die akg Gt. Da
av—2—*g, so enthdlt Afi t=1) nur eine endliche Anzahl von Elementen. Behalt
man jedes Element des Systems {Ai}*r-1 nur einmal, so gelangt man zu einem Sy-

stem {Ax}xe / (G ClI 7) mit paarweise verschiedenen Elementen. Dieses System ist
dem System {a},-4 zugeordnet.

50ffenbar sind dann die Bedingungen 1* —2'. erfullt.
8Da (7,..4_»e so ist /1-(; £ 1) ein endliches Produkt.
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Definition 1 Das System {Ay}i/&r heisst das (von der gegebenen Ordnung h
der Indexmenge [ bestimmte) Produkt r.av des Systems nav heisst genau
dann Cauchy-Produkt bzw. konvergentes Produkt, wenn {A-}<=r ein Cauchy-System

bzw. ein konvergentes System ist. Ist Aa— ->ae G, so sagen wir, dass a der Wert des
Produktes na, ist: ~a, —a. Die Elemente von {ayvFA bzw. von {Azb.er heissen
Faktoren bzw. Teilprodukte des Produktes n7

Bemerkung. Aus der Definition von navund aus der bewiesenen Eigen-
schaft des Produktes 7xan folgt, dass iian= a, wenn [ eine Indexmenge vom Typus
@ ist und wenn Ma, = a.

Satz 1 ravist ein Cauchy-Produkt.

Beweis. Es sei Eeinbeliebiges Element von I. Aus a,,----- >e folgt, dass hdch-
stens eine endliche Anzahl von Elementen des Systems {a,},eg der Untergruppe Gi
nicht angehdrt. Wir bezeichnen diese Elemente mit a\f (i= 1 2, ..., k). Es

folgt aus der Definition von {Axb.en. dass es ein einziges Element X0€57' gibt, sc
dass Axo= adaut ... a% wobei Vj< w< ... < VAEssei7)= {xe I ; X< X3
Die Untermenge 7) = I'ofc) von I ist endlich, weil Ax(XS 7)) ein nur mit einiger

Faktoren von Ax, gebildetes Produkt ist. Wenn v, ned |\ so folgt dass Av une
Ay die Elemente a® av ..., aV als Faktoren enthalten und die Ubrigen Fakto-

ren von A, und Au. zu Gi gehdren. Da die Elemente der Normalteiler G? mit der
Elementen von G vertauschbar sind, so gilt A”~'JIU6E G5. Demnach ist nav eil
Cauchy-Produkt.

Wir bezeichnen nun mit R' eine beliebige — von R verschiedene — Ordnung
der Indexmenge [ und mit na' das entsprechende — mit den Faktoren von na
gebildete — Produkt. Es folgt aus Satz 1, dass na) ein Cauchy-Produkt ist une
wenn ausserdem G komplett ist, dann sind nav und na’, konvergent. Ist na, = a
dann ist na' ein Cauchy-Produkt (im allgemeinen aber nicht konvergent). Selbs
wenn na) konvergent ist, gilt die Relation na, = na) im allgemeinen nicht.

Definition 2. Das Produkt r.avist genau dann unbedingt konvergent, wenn seit
Wert von der Ordnung der Indexmenge [, unabhangig ist.

Uemua 1. ES sei na, unbedingt konvergent, nav—a und npdas aus navdura
Streichung des Elementes ap entstehende Produkt. Dann ist np unbedingt konvergen

und np= a™a.

Beweis. Wir betrachten eine beliebige Ordnung R’ von [, bei der a
das erste Element des Systems {ayufA ist. Ferner sei na) das Produkt, das de
Ordnung R’ entspricht. Da na, unbedingt konvergent ist, so gilt na) = a. Demnacl
gibt es fur beliebiges £€=/ eine endliche Untermenge 7) = 1o(E) C 7' C 7,s0 das
(AX)~ aeGt fur alle Xe 7\7). Hier sind Ai (Xe 7' die Teilprodukte von na)

7Auch N. Bourbaki und T. Szele beschéftigten sich mit der Definition des Produkte
eines Systems (von beliebiger Méchtigkeit) von Elementen, die zu gewissen kommutativen topologische
Gruppen gehdren. Die Konstruktion von N. Bourbaxki (s. [1], S. 60) ist eine ganz andere Konstruktioi
Die von T. Szele [3] hat nur formale Analogien mit unserer Konstruktion.
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Wir bezeichnen mit np das aus nap durch Streichung des Elementes ap ent-

stehende Produkt und mit pl1*(ne/) die Teilprodukte von tp Dann gilt fur
X& INI0:

(X) 'as G¢wenna ¢ Gr

[(4) 1a]ap€&  wenn ap&Gr
Wir bemerken, dassim zweiten Fall giix = Axist und sp das mit der Relation sp ‘s —
= s9p bestimmte Element der Normalteiler Gr ist. Es folgt, dass ap= sap's und
da 7p das aus tp gemass der beliebigen Ordnung R' entstehende Produkt ist, so
ist Tp unbedingt konvergent und TP= P14

Satz 2. na* ist genau dann ein unbedingt konvergentes Produkt, wenn seine
Faktoren paarweise kommutativ sind.

Beweis. Es sei 7i, unbedingt konvergent und rcav= 4. Bezeichnet man
mit 7pr das Produkt, das aus na, durch Streichung der beliebig gewahlten Faktoren
% und 4ar ensteht, so folgt auf Grund des Eemmas, dass das Produkt 7pl unbe-
dingt konvergent ist und Apr= (@AEN"‘'a = (9mpP_1a. Daraus folgt, dass amT =

gp(p, Te A)

Umgekehrt, sei apat= arap(p, Te A) und T/ = a9 vorausgesetzt. Wegen

der vorausgesetzten Kommutativitdt stimmt das System {dxb.e-r, das das Produkt
nad definiert, mit dem System {[xbe/. das das Produkt 7av definiert, Uberein.

Demnach ist nay= a

UiTW e) = [apfAy)lila

(Eingegangen am 3. April 1967)
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2.

DESPRE PRODUSUL INFINIT AL UNOR SISTEME ORDONATE DE PUTERE OARE-
CARE DEFINITE IN GRUPURI CU OPERATORI INZESTRATE CU O TOPOLOGIE
FILTRANTA

(Rezumat)

Fie G un grup cu operatori, in care s-a introdus o topologie filtranta pe baza unui anumit sistem de
divizori normali permisi ai lui G. Lucrarea se ocupd cu anumite produse (infinite) care se pot forma cu
elementele unui sistem t{sj>f4l unde [ este o multime ordonatd de o putere oarecare si avE G (0Cf A).
Daca [ este o multime de tipul bl atunci studiul produselor considerate se reduce la studiul produ-
selor definite in sensul obisnuit al analizei.

O BECKOHEYHOM MPOU3BEAEHUWN HEKOTOPbIX YNOPALOYEHHbLIX CUCTEM
MPOWN3BO/IbHOM CTEMEHW. OMPELE/NAEMbIX B IPYMNMAX C ONMEPATOPAMMW,
OBNTALAKOWNX OUNBTPUPYIOWEW TOMOMOMNEN

(Pestomve)

MycTb G rpynna ¢ onepartopamu, B KOTOPYIO 6blfa BBefeHa (PUNLTPUPYOLWAsA TOMOMOIUSA Ha OCHOBE
onpefenéHHON CUCTEMbl [ONYLLEHHbIX HOpManbHbIX Aenutenen G. PaboTa 3aHMMaeTcsi onpegenéHHbIMU
(6€CKOHEYHbIMU)  MPOU3BEAEHUAMK, KOTOpPblE MOXHO 06pa3oBaTb C 3/1leMeHTaMU OAHON cucTembl {avivirA>
rae J,—ynopsigoyYeHHOe MHOXECTBO MPOM3BO/bHOM cTeneHn n avEG(VEA). Ecnu [ MHOXECTBO Tuna bl,
TO WM3y4yeHMe paccmaTpuBaeMbix MNPOM3BEAEHWIT CBOAWUTCA K W3YYEHWIO Npou3BeAeHW, onpeaensiemMblx
B OObIYHOM CMbIC/IE aHa/u3a.



SUR CERTAINS POLYNOMES D’ECART MINIMUM A RACINES MULTIPLES

par
I. MARUSCIAC

1 Quand on étudie les polynébmes d’écart minimum de zé&ro, on considé
I'ensemble des polyn6bmes de degré n de la forme

Pn@ = z" + + ee- +

au premier coefficient fixé, ou bien I’ensemble des polyndmes a plusieurs coefficients
fixés, ou aussi les polynébmes dont les coefficients vérifient certaines relations
linéaires données. On pose le probléme d’étudier les polynémes dont les coefficients
vérifient une ou plusieurs relations non nécessairement linéaires. Dans cette note
nous nous proposons d’étudier le cas ou l'on fixe I'ordre de multiplicité des racines
des polynémes, cas qui fait partie de la classe des problémes de ce tjgpe, et qui s
été posé par T. Popoviciu.

Soit K un ensemble compact du plan complexe z et [,(a) I'’ensemble des poly-
némes de la forme

pA ) = (---«*)*e . {s—w), (K

ou a= (@ a2 ..., a,J est une suite de nombres naturels donnés, vérifiant U
relation

* 4+ 2 4+ eee + = n- (2'

L ’écart minimum de zéro des polynémes de <pn{<s) est
= inf sup \P {2\

PnPPp) -ETi
Si l'onposeak= akP iak k=1 2, ..., m z= x + iy> alors on voit qx
la fonction
F(x,y; al a[, &, a” ..., @m a) = \Pn{p) \=

= I[(m —a2+ [y —al)g“leee [(* —««)2+ (T — a'm2Tm

n’'est pas linéaire par rapport aux paramétres dk al et par conséquent ce pro
bléme de meilleure approximation n’est pas un probléme linéaire.
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Pour étudier I'existence et l'unicité de la solution de notre probléme, nou:
considérons le probléme général de la meilleure approximation. Soit D un ensemble
quelconque non vide d’élément E, et F(E, X), X = (¢, c2 ..., ¢,) — une fonctior
réelle non négative définie pour EED et X £Rn ou Rnest I'espace euclidien z
n dimensions. Alors par I’écart minimum de zéro on désigne le nombre

ti(D) = inf sup F{1, X).
(©) (ot @}A {1. X)
Notons par H(E, x), x > 0, I'ensemble des points X £ Rn pour lesquel;
F{1, X) C x et par dax) = a@x) = fl W1, x.
€0

On sait que le théoréme d’existence suivant a lieu (voir par exemple [5]
p. 380).

Théoréme 1 S’il existe xo> ja tel que pour chaque X, < x< xo et ¢£L
I’ensemble 7 (x0 est borné, pendant que H(E, x) est fermé, alors il existe Ao £ Rn te
que I'on ait |'égalité

inf sup F{E, X) = sup F(E, XO. y

XGRn ze { ) ;eS ( 9 S

Dans notre cas la fonction F(x, v; a[, a", ..., dm dn) est un polynbnn
par rapport aux paramétres a[, a", ..., dm a', pour chac®ue z £ K, et, par consé

quent, elle est continue. D’ensemble a(x,) représente la totalité des points X £R,m
X = (@[ a{ ..., a") pour lesquels
F(z, X) = \z—a”\z —aZjp>... ¥—amVm< XQ r £ K.

En écrivant la formule d’interpolation de Dagrange pour le polynéme Pn(2)
et les noeuds zQ zt ..., zn dans lesquels
1101 C %o, k=0, 1 ..., n

et dérivaut successivement, on constate que les dérivées successives, et par consé-

quent les coefficients du polynéme P n(z), sont uniformément bornées sur K, c’est-
a-dire en écrivant

Pn@ =2+ e/ 1+ ... +bn
on a

YW\< MXQ k=1 2, .... n,
ou M dépend seulement de I'ensemble K et ne dépend pas de P n(2).

D’autre part on sait que les racines du polyndme Pn{x) ne dépassent pas le
plus grand des nombres

i/n\bk\

Il résulte donc que les nombres al, a2 ..., am—Iles racines du polynbme Pn{z) —
sont bornés sur K et par conséquent I’ensemble s (x0) est borné par rapport a
X £R2n quand z £K.

Théoréme 2. Si Il'ensemble K est compact, alors il existe un polyndbme
P*(z) £/p,(a) d’écart mimimum de zéro sur K, c'est-a-dire pour lequel on a
inf sup |P,(2)] = sup [P*(2)]. @

AR>S e/ z€K
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En effet, la fonction F(z, X),z ¢ K étant continue par rapport a JT' et #(X0
est bornée sur K, les conditions du théoreme 1 sont vérifiées, par conséquent il
existe *YO¢ R2npour lequel on a (3), d’'ou il résulte immédiatement (4).

En général, H(z, X) n’étant pas convexe, l'unicité n’'est pas toujours assurée,
comme on le voit par I'exemple suivant.

EXEMPLE |. Soit K = {0, 1}, alors parmi les polynébmes de la forme
BA = @- «)Az- a),
il existe deux polynémes d’écart minimum de zéro sur K. Ce sont
P32 = 2(z- ) et P = z2z- N2

2. Pour envisager aussi les polynémes d’écart minimum de zéro dans les au-
tres métriques, nous introduirons la notion d’'infrapolynéme.

Définition 1 Le polyndme Q,(z) ¢ ®n{y)»> On(z) = P,(z), est appelé un n-poly-
néme adjoint de Pn(?) ¢ <p,(@ sur K, si les conditions suivantes sont remplies :

I Pn@ =0 r6kK, =Qn@ = 0,

I Pn@ b 0 r6kK, =>=\nf; < 'Pn) !

D’ensemble des a-polvndmes adjoints de Pn{z) sur K sera désigné par
c/in («, Pn K).

Définition 2. On appelle le polyndbme Pn@ ¢ P,{P ninfrapolynbme sur K,
si <n(n, Pn K) = 0, c'est-a-dire quand P,fz) n‘admet aucun n-polynéme adjoint
sur K

D’ensemble des k-infrapolyndmes sur K sera désigné par 3r{n, K).
On peut vérifier immédiatement que chaque polynédme P,(~) €7,(a) d’écart
minimum de zéro sur K est également un a-infrapolvnéme sur K.

Un autre exemple de a-iufrapolynéme sur K est le polynéme Bn{) ¢ P,{n) dui
minimise l'intégrale sur K, c’est-a-dire

\\Br{z)f-\dz\= inf [\Pn{)\p \d2\

K ©OK
ou K est un arc de courbe rectifiable, et p >1.

3. Nous présentons maintenant quelques propriétés des a-infrapolynémes.
Soit
p= o+ a2+ ...+ aetq=aH-| ...+ a,,
oup+ gq=n, et
Plz) = - «O@z- a2d* ... z- a)*

Az = {z- a+)*> ... (- «J'"
R(z) = P(2)Q(2).
Théoreme 3. Si R(z) C 0,(a, K), ol a ={ykf et«x+ a, +...f xn= n, alors
p{2)E3p(S, K), Q2)edy, K), ob B= {a}i, B= {}+b 1 P < n
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En effet, considérons un diviseur P(z) de R(z). isi aip(3, P, K) 0, il existe
P*{z) ¢ dtp($, P, K), c’est-a-dire il existe un polyndbme P*(z), vérifiant les conditions
[-11.

Nous considérons aussi le polynéme

R4z) = P*(2)Q(2).

On voit que R*(z) €<pn{«), parce que P*(n)€ <Pp{$), B = {aA} et QDI<T>Ay),
Y = {«iKI-

Nous montrerons que R*(zZ)£ain(a, R, K). En effet, si R(Zz) =0, z¢ K,
=P(r) = 0, ou Q@ —O0. \§ P(z) = 0, alors P*(z) = 0, donc R*(z) = 0. Si Q2
= 0, il résulte R*(z) = 0. Par conséquent, dans les deux cas, de R(z) — O il résulte
R*(z) = 0.

Si R(@ ¢ O, z¢ K, alors P(z) ® 0 et Q{z) =£ 0. Donc

M 1< TOI

et
IR*2) ' = P*(2) 1'Q@2) 1< IP@)Q(2) | = \R@) |

Par conséquent R*{z)tctn{a, R, K), ce qui contredit le fait que R{z) est un
«-iufrapolvnéme. Cette contradiction montre que crfp(3, A) = 0, donc P(z)
634, K).

De la méme maniére on peut montrer que Q{z)c: 31y, K).

Conséquence 1 Chaque facteur de la forme (z — d'un x-infrapolyHoTe sur
K, est un dh-infrapolyndbme sur K, ou ak = {xA.

La réciproque est en défaut. Les facteurs peuvent étre a-infrapolynémes sur
K, sans que le polyndme soit un a-infrapolyn6me, comme on le voit dans I’exemple
suivant.

Exemple 2. Soit K = {013} et P(@ =22 Q@ =2—1 On voit que
P(z) est un 2-infrapolynéme sur K et Q(z) —un l-infrapolynbme sur K. Mais le
polynéme

R(z) = P@Q(@) = zAz- )

n'est pas un a-infrapolynéme, ot a = {2,1}, parce que le polynéme
R*(z) = z{z —1)8 (4@3a)

et A*(r)e at3(a, R, K), car R*(z) s’annule sur les méme points de K que R(2),
mais pour 2 = 3, A*(3) = 12, et R(3) = 18, donc R(z) ¢ Sa, K).

Par infrapolyndme classique nous entendrons dans ce qui suit, un infrapolynéme
défini par M. Fekete, c'est-a-dire un polynéme de la forme

P(z) = zn+ cbh#1+ ... + c, ©)

qui n'admet aucun polynéme adjoint sur K de la méme forme, donc pour lequel
can{P,K) =0. Nous désignerons I'ensemble des infrapolynémes classiques par J n(K).

Théoréme 4. Si P(z)t 3JK), alors il existe une suite de nombres a= (og a3. ..
.., aj avec aj + as+ eee+ = n> teiie 4ue K).
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En effet, soit P {z)tIn(K), alors nous avons
P@) = @z- 20*@z- zx ... (Z-
ou O, 72, ... , zm sont des nombres naturels et
ai + a2+ ... + am= n.
Nous montrerons que P(z) ¢ £7,(a, K). En effet, supposons quec7i,(a, P, K) 5Q{z),

ou

Q2 = (z-tir(z-tva-" (*-UV
Mais, évidemment, Q(z) est de la forme (5) et Q(2)f cA, (P, K), ce qui contre-
dit I’hypothése que P (z)tJIn(K).
Par conséquent chaque infrapolyndme classique est également un a-infrapoly-
ndrne pour une certaine suite a, c’est-a-dire qu’on a I'inclusion

apoams K K).

N'inclusion contraire n’est pas vraie, c’est-a-dire un polyndme P(z) peut étre
a-infrapolyndéme sans qu’il soit un infrapolyndme classique, comme nous le montre
I’'exemple suivant.

Exemple 3. Soit K = {1 2, 4} Ee polynbme
P{z) = (z- 4)2
est évidemment un 2-infrapolynéme sur K, car il n'admet aucun polynéme adjoint

sur K de la forme (z —a)2 Mais il n’est pas un infrapolynéme classique sur K, car
le polynébme
Q@ = z2- Gz + 8e bIAP, K).
En effet, P{4) = 0et Q{4) = 0, mais P(I) = 9, C(l) = 3, P{2) = 4, Q2 O
Donc, P(2) & gt(K).
De résultat bien connu de E. Fejér relativement a la localisation des raci-
nes des infrapolynémes classiques est vrai aussi dans le cas des a-infrapolyndémes.

Théoréme 5 Toutes les racines d'un 7.-infrapolynbme sur K sont situées dans
I’enveloppe convexe fermée de K.

En effet, soit
P2) = (z- a)*1(z- adp ... (z- U*»
un a-infrapolynéme sur K et JC I'enveloppe convexe 'fermée de K. Nous devrons
montrer que ak¢lJC, k= 1, 2, ..., m. Supposons le contraire, a, ¢ JC. Alors,

en construisant en a la normale au domaine JC, soit a* le point d’intersection de
la normale et de la frontiere de JC. Quel que soit z¢ K, on a évidemment

z—a\ < & —a\

car le coté zardu triangle z, a* ar s’oppose a un angle obtus, pendant que le coté
za* s'oppose a un angle aigu. Par conséquent, le polynéme

P*(2) = (z- «O"1..(z- ar,)“->(z- a¥a(z - a,+ha'+i...(@z—al*"¢<y/n(x P, K),
car si P(z) =£0, K, on a

IP@| < [P@,
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pendant que les racines sur K de P(z) et P*(z) coincident. Ceci contredit le fait que
P{z)t3n(y, K), donc a, ne peut pas étre dans l'extérieur de TC Donc ¢ TC
k=12 ... m

On voit par I'exemple 3 qu’il existe des a-iufrapolynémes qui ne sont pas des iu-
frapolvnémes classiques. Il se pose la question suivante : dans quelles conditions un
oc-infrapolynéme est en méme temps un infrapolynébme classique ? Dans le cas ou
I'ensemble K est réel, nous obtiendrons la réponse a cette question par le théoréme
suivant.

Théoréeme 6 Soit M un ensemble réel (contenant au moins n -~ /points). La
condition nécessaire et suffisante pour qu'un y-infrapolynéme sur M

P() = @ —afaiz —a)2... @z—a,)

soit en méme temps un infrapolyndbme classique sur M, qui ne s'annule pas sur M,
est que a*= 1, k= 1,2,..., m, c'est-a-dire que toutes les racines de P(z) soient
simples.

Da condition est nécessaire. Soit,

P@) - - «)'e(- @)% (z-am«g 9, M),

Si '@ c¢Tn(M) et P(z) ri 0, z¢ M, alors il résulte d'un théoréme de M. M ar-
den [3], (pie toutes les racines de P(z) sont réelles, distinctes et contenues dans
I'intervalle [A, B], ou

A = min x, B = max x.
XCM XM
Par conséquent, tous les nombres ak, k = 12, ..., n sont réels et distincts
et donc og= 1, k= 1, 2, ... n, et la nécessité est démontrée.

Da condition est suffisante. Soit le polyn6bme

Q{Z) = (Z_ ap(z_ 3@ (Z_ an)ggn(x’M)l

ou a= (1 1...., 1), et Q2 =£0, z¢ M, c'est-a-dire akp M, k=1, 2, ..., n

Il résulte du théoréme 5 que les racines ai, a,, ..., aksont réelles et contenues
dans I'intervalle [A, B]. Nous montrerons que les racines ak sont séparées par les
points de M, c'est-a-dire [ah ak+l] M M 0 k--1,2 ..., n= 1 En effet,
soit

al< p2< ...ak< aktl< ... < an

et supposons le contraire que [ak ak+l]lMT M = &
Compte tenu de [ak ak+1] Q\M =0, il résulte qu'il existe un nombre 8>0
suffisamment petit tel que [a* a*+1]]p M = 0, ou a\ —ak—8, a*]J1= ak+l + 8
Nous montrerons que le polynéme

Q(2) = —a) ... @—akP(z —a*)(z—a*/)... p —a,) 6cdn(@ Q.M),
ouy= (1 1 ... 1. Ainsi, nous avons
D —a*| ma—at+il <\z —ak\t1 &z —akn\ z¢M,
parce que
lz- atl+ Ir —af+i|= |[r —« |+ |*—akH|
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et que le produit de deux facteurs positifs, dont la somme est constante est maxi-
mum quand ils sont égaux. Par conséquent,
10*(2) 1< \Q(2) X 2€M,

c’est-a-dire que Q*(z) 6 oi,(a, Q, M) est une contradiction. Ainsi, les racines ak
sont séparées par les points de I’'’ensemble M. Mais alors du méme résultat de M.
Mar den [3], il suit que Q(2) ¢ et la suffisance est démontrée.

Enfin nous insistons sur la liaison entre les a-infrapolyndmes et leurs dérivées.

Théoréme 7. La dérivée de chaque v.-infrapolynéme sur K

Pniz) = (2- aia(z- a%)* ees(2- aTlT,

avec toutes les racines dans K, est le produit entre un y.-infrapolynéme sur K de degré
n—m avec toutes les racines en K, et un infrapolyndme classique de degré m—1, a
un facteur constant pres.

En effet, nous avons

m
Pn@) =
En désignant
Qnm = z- a~fz - a*y-x... z- aj*®"“1 ©®)
m .y
R»-i(z) = e o DT @)
of) = (- af)z- a) ... {z- aj,
nous avons
P2 = nQ,-nm2 Rmi{z). ®
De ah€K, k—12, ..., m, il résulte que Q,.m2 est un RB-infrapolyndme
sur K de degré n —m avec toutes les racines dans K, ou = {oq — 1, y2—1 ...,
y ..., am 1}

De (7), parce que >~>0 et
+ 72+ ...+ x,=1

il résulte, en tenant compte d’'un théoréme de M. Fekete [2], que Rmi(2)

est un infrapolynéme classique sur K. La dérivée P',(z) ayant la forme (8), le théo-
réeme est démontré.

(Manuscrit recu le 20 juin 1967)
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ASUPRA UNOR POLINOAME DE ABATERE MINIMA DE LA ZERO CU RADACINI MULTIPLE
(Rezumat)

Fie K o multime compacta din planul z si ¢ H(a) multimea polinoamelor de forma

®{) = (- da(- @See(=- >
unde a — (a,, @, a,,) este un sir de numere naturale date care verifica relatia

«l+ «S4 em+ a»i = n.

Tn lucrare se studiaza existenta si unicitatea polinomului din *Pn(a) de abatere minima de la zero

pe multimea K. Se arata ca exista un polinom Pn(r) € *Pn(a) de abatere minima de la zero pe K, Tnsd
acesta nu este unic.

Se introduce apoi notiunea de a-infrapolinom (Definitia 2) si se aratad citeva proprietati ale acestor
infrapolinoame cu radacini multiple, cu multiplicitati date. Printre altele, se arata (Teorema 5) ca teo-
rema lui Fejér relativa la localizarea radacinilor infrapolinoamelor clasice are loc si in acest caz. Se
studiaza de asemenea (Teorema 6) conditiile in care un a-infrapolinom este in acelasi timp si un infra-
polinom clasic. in incheiere se arata (Teorema 7) ca derivata unui a-infrapolinom pe K, cu toate rada-
cinile pe K, este un produs dintre un polinom cu toate radacinile pe K si un infrapolinom clasic pe K.

O MOANHOMAX HAMMEHEE YKNOHAKOWNXCA OT HYNA C MHOTOKPATHbLIMNA

KOpHAMM

(Pestome)

MycTb K — KOMMakTHOe MHOXEeCTBO MJIOCKOCTN Z ” ’\»(a) — MHO0XXeCTBO Mo/IMHOMOB BMAaa

) = - @aif*- ad'seee (*- «M)SH

roe a = (a, a2 a,,) — MocneAoBaTeNbHOCTL faHHbIX HaTypaibHbIX YuCcen, YAOBNETBOPSIOWMX COOTHO-

LUEHNIO
a,+ a2...+ a, = n

B cTatbe wn3y4yaeTcA CyLlecTBOBaHME W eAMHCTBEHHOCTb MOSIMHOMA U3 A,,(CC), HanmeHee YKJ/I0HA-

owerocsi 0T Hyns Ha MHoxecTBe K. MNoKa3blBaeTcsl, YTO CyLwecTByeT noamHom ()*(r) 6 ~,(a), HaumeHee
YKNOHALLWMIACA oT Hyna Ha K, 0fHaKo OH He ABNAeTCA eAUHCTBEHHbIM.

BBoanTCSA 3aTemM MoHATWe a -uHpanonvHoma (OnpeaeneHne 2) 1 NokasbiBalOTCA HEKOTOpPble CBOWCTBA
3TUX WMH(PaNoIMHOMOB C KPaTHbIMW KOPHAMMW, C AaHHbIMW KPaTHOCTAMU. Mex Ay npoyuM, nokasblBaeTcs
(Teopema 5), uto Teopema Peiepa OTHOCWUTE/ILHO NOKaNU3aLMM KOPHeW KNacCUYeckmx WHGpanosiHHOMOB
MMeeT MeCTo M B 3TOM cnyyae. V3yyatoTcss Takxe (Teopema 6) yc/n0BUSA, MpU KOTOPbIX @ -UH(ParnosHoOM
ABNSAETCA OJHOBPEMEHHO W KMacCUMYECKUM WH(PanosiMHOMOM. B 3akntoveHune nokasbiBaetca (Teopema 7),
4YTO Npom3BoAHas Mtoboro a -uHppanosMHoma Ha K, co Bcemu KopHsAMM Ha K. ABnseTca npoussefeHviem
[ABYX MOMMHOMOB, M3 KOTOPbIX OAMH WMMeeT BCce KOpHM Ha K, a Apyroi sABnseTcs KnacCcMyecknM MHgpano-
NnHoMoM Ha K.



O CARACTERIZARE GEOMETRICA A FUNCTIILOR DE PONDERE SLAB
CRESCATOARE POIINOMIALE

de
E. KOLOZSI

h. Hor mander [1] si U P. Voie viei, B. P. Panei ah [2] stu-
diaza Tn mod sistematic o clasa de functii numite functii de pondere slab cresca-
toare, cu ajutorul carora pot fi caracterizate spatiile functionale care intervin in
studierea ecuatiilor cu derivate partiale. Functia pozitiva p(E) se numeste functie
de pondere slab crescatoare, daca exista doua constante pozitive C si N in asa fel
ca

p(E+ i)p< @+ C |SDn @ (4) pentru orice jeRn @

S. M. Nikolski, pentru a defini unele clase de functii care intervin ir
probleme variationale legate de anumite ecuatii cu derivate partiale [3], introduce
o multime 8 a vectorilor intregi pozitivi cu ajutorul careia, dupa cum se va vedea
mai jos, se poate caracteriza o clasa importanta a functiilor de pondere. Multimea
8 este definitd astfel :

1 Este convexa in sensul cd, submultimea punctelor cu coordonate intregi
si pozitive a celui mai mic corp convex care contine pe 8, coincide cu 8.

2. Daca a= (@l ..., a,) 68 atunci 8 contine orice proiectie a lui a pe
toate subspatiile de coordonate, si 8 contine cel putin un vector de forma a° =
= @®... o), a0 (=1 ...,n).

Din aceste conditii rezulta ca in S se poate determina un sistem de puncte

0, al a2 ..., aN )]
care formeaza baza in 8, adica astfel ca, oricare ar fi a = (@l ..., an), ea se poate
scrie sub forma

a 3

Ea fiecare multime 8 se poate atasa polinomul
m = E s&

mde = N n9
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Din conditiile impuse multimii b rezulta urmatoarele doud conditii pentru
polinomul P(t).

1. Contine termenii de forma 'zA iz1 ..., S»»; 1j> 0 (/= 1, ..., n).
unde
If = max a-
«eS
2. Restul termenilor EZaverifica relatia ¢m< h (*= 1 es «) @)

Prin urmare polinomul P(S) are urmatoarea forma

P{Q) — 1+ ?2il+ oo+ 4»"+ A5 & )
<*eS-{0
unde {/} = {(/10>..., 0), © ..., 0 /)

iar coeficientii a- sint egali cu 1sau O n functie de multimea £ considerata.
Demonstram urmatoarea

Teorema 1 Polinomul P(S) care se ataseaza unei multimi convexe E. este
functie de pondere slab crescatoare.

Pentru a demonstra acest lucru, pe baza definitiei (1) trebuie sa aratam ca exis-
td doua constante pozitive C si N astfel incit sa avem

P($ + U)<(1+C|<;NP(7)) ©®)

pentru orice Z ntCRn Noud ne este mai convenabil sa verificdam o inegalitate
[2], echivalentd cu (6)

P{b+ ) < C(1+ IS14 Pfo) 00
adica mai explicit
14 2,(5« + W __SI_ M5 + a2
a<li
ae<8{/} c
@+ 1BV) 1+24y?'<+ 2 a-42"
=1 «<<'e
aei?- {/}
Tnsa are loc
L+2(5 .+
B ccC

1+ 2 v+ 2 aAf'’
i=1 _ *i<h

n
deoarece (H 1+ £ S2*este functie de pondere.



FUNCTII DE PONDERE SLAB CRESCATOARE POLINOMIALE i?

Este suficient deci sa aratam ca
S a-d+v))2

«enn - {*} <
@+ [UN) 1+ s rtfis s A2

_ai<li

«eS- U
Avem
\2a

a + VA Gos P (7, +
< C(i +!n) j+E YA+ _E azlfA

<ii ,
v g 6~V}
dacd se alege N = max lit deoarece fiecare termen al produsului din membrul
1

sting poate fi estimat cu un termen corespunzator al produsului din membrul
drept.
Prin urmare exista un numar pozitiv K in asa fel incit

E sE+YP<Ai+idNfi+EN+ E an

*i<4 | «i<h

«eS-w \Y aeS- J

ceea ce demonstreaza ca polinomul P(£) este functie de pondere,
Tn continuare vom arata ca are loc si proprietatea inversa.

Teorema 2.: Dacd polinomul P(£) = Y~Xla este o functie de pondere slab eres-
a*

catoare, atunci el determina o multime 8 convexa. Pentru a demonstra teorema,
trebuie sa aratam ca multimea multiindicilor a* determina o multime convexa 8
definita de S. M. Nikolski. Pentru a determina multimea 8, se construieste
cel mai mic poliedru convex care contine punctele a' = (al, iar submul-
timea punctelor cu coordonate intregi ne da multimea 8 cautata.

Evident, aceasta corespondenta intre polinoamele P(?) —functii de pondere
slab crescatoare — si multimile convexe 8 nu este biunivoca, deoarece exista mai

multe polinoame P(£) la care coresponde aceeasi multime 8. De exemplu, poli-
noamelor

1+ N+ li+ lili
1+ ti+ T1+ 11H+ I7li

Pi (1)
p.(D

le corespunde multimea
6 =40 0), 1 0), (2 0), 30) (0 1), (0 2), 2 1), (12, (2 2)}

Observam 1insa ca diferitele polinoame care corespund la aceeasi multime 8
sint echivalente in sensul ca exista constantele C1si C2pentru care au loc.

Ctc ~ < Cg
1 PO

2 — Matematica-Physica 1/1968
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Toate aceste polinoame pot fi insd caracterizate cu ajutorul polinomului P K1),

care se ataseaza bazei convexe minimale (2), adica cu acel polinom P(5) = V
pentru care punctele a* = (aj, ..., a,) formeaza o baza convexa minimala Tn mul-
timea & care se ataseaza in modul aratat mai sus.

Prin alegerea convenabilda a multimii s regasim o serie de spatii functionale

cunoscute. Aﬂfel:
1 dacd  ai< | pentru toti a £S, atunci
-
1
Pb(t) —1+ + oo~  Si Pb(™2 genereaza spatiul Sobolev WK Daca /= 1
S

Pb(Z)2 genereaza spatiul His) introdus de P. D. Tax;

2. fiind date numerele L, ... In, multimea P a punctelor care verifica
conditia
0
12 ¥ < min (()
1 1
1
ne conduce la Pb{P) = 1+ cf'+ ... + il'niar Pb(i)2 genereaza spatiul Slo-

bodetki W( T
x1 U

(Intrat Tn redactie la 2 octombrie 1967)
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FTEOMETPUYECKAA XAPAKTEPUCTUKA CJTABO PACTYWNX MHOTOYMEHHBIX BECOBbIX
OYHKLUUW

(Pe3ome)

ABTOpP [aéT reoMeTpPUYECKY XapaKTEpPUCTUKY Cnabo pacTyliMx BecoBblX (GYHKUWIA, BBEAEHHbIX J1°
répMaHAepoM, Npy NOMOLLM BbIMYK/bIX MHOXECTB TOYEK C LeNbIMA KOOPAMHATAMU, MCMOSIb30BaHHbIMU C.M.
HuKoNbCKMM. ToKa3blBaeTCs, YTO K KaXAOMY BbIMYK/IOMY MHOXECTBY £ MOXHO NPUCOEAVHUTL MOSIMHOM,
ABNSALNIACA BECOBOW (YHKLMER 1, 06paTHO, KaXAoW cnabo pacTyleid MHOro4YsIeHHOM BEecOBOW (DyHKLMK
COOTBETCTBYET BbINyK/0e MHOXecTBO £. yTéM MnoaxoasLlero Bbloopa MHOXeCTBa $ MoyvyaeM W3BECTHblE
(hyHKUMOHaNbHbIE MPOCTPaHCTBA.

UNE CARACTERISATION GEOMETRIOUE DES FONCTIONS DE POIDS POLYNOMIALES
FAIBLEMENT CROISSANTES

(Résumé)

L’auteur de la présente note donne une caractérisation géométrique des fonctions de poids poly-
nomiales faiblement croissantes introduites par L. Hormander, a l'aide d’ensembles convexes de
points a coordonnées entieres £ employées par S. M. Nikolski. On montre qu'on peut attacher
a chaque ensemble convexe § un polyndéme qui est une fonction de poids et, inversement, qu’'a chaque
fonction de poids polynomiale faiblement croissante correspond un ensemble convexe $. En choisissant
convenablement I'ensemble £ ou retrouve des espaces fonctionnels connus.



SUR UES PROPRIETES DES NORMES DES SOLUTIONS D'UN SYSTEME
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

par
10AN A. RUS

Dans la présente note nous nous proposons de donner une méthode pour étu-
dier quelgues propriétés des normes des solutions d'un systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires ou aux dérivées partielles du second ordre. On peut considérer
cette méthode, comme une généralisation d'une méthode donnée |par A. V.
Bitsadze[2]etA. Wintner [10] (voir égalementL. Kuks [61, T. Stus
[8] et [9], j! Bochenek [3]).

On commence par donner un modeéle abstrait et aprés cela un certain nombre
d’exemples.

Je tiens a remercier M. J. Peetre qui a bien voulu m'aider dans la rédac-
tion de ce travail.

1 Modele abstrait. Soit M et N deux espaces vectoriels sur le corps R d
nombres réels. De plus N est un espace semi-ordonné linéaire, c’est-a-dire qu'’il
possede une structure d’ordre compatible avec sa structure d’espace vectoriel (voir
Kantorovici [5]). Munissons M d’'un produit scalaire généralisé de la maniére
suivante. On appelle produit scalaire généralisé une application

(/. g9) A if. d]
de M X M dans N possédant les propriétés suivantes :

1) if. g] = [g. /] pour tout f et g¢cM

) IV.gl= Vv/> gl pour tout/, gCM et R

ia) [fi + 2 g] = [fi, g] + [/2 g] pour tout fuf2 g6 M

iv) [/ 1 AOVet [/,/] = Q@<>XK= em
ou OM et Qh sont les éléments nuis des espaces M et N.

Soit L une application linéaire de M dans lui-méme. Considérons le produil
[/, Lf], On suppose que pour tout/¢ M il existe une application linéaire Tf, défi-
nie sur les éléments de N, tel que

[/, Lf] = TH([f /D)
pour tout / £M.
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Considérons maintenant |'équation

Lf=Qu ()
Si / est une solution de I'équation (I), il en résulte que
TAU, /]) = e*
Autrement dit, nous avons |’équation
TAU = QY (m

sur N. Si ou étudie les propriétés des solutions positives (u > QV) de I'’équation
(I1), des propriétés s’obtiennent pour« = [/,/] ou/est une solution de I’équation (I).

2. Exemple 1 Soit M —C2"(@a, 6)f) C0”/, b] (notons par Ckifa, b)
pace vectoriel des fonctions y = (aq(r), ...,y (@), k fois continment différentia-
bles dans (a b)) et N —C2@ b N T[a b]. N est muni de la relation d’'ordre
habituelle et dans M le produit scalaire est défini par

[r, /] = yIOZIX) + ... + Y.(-®»(x)
Considérons sur M |'opérateur

n2

L=~ +B—FkC
AV dx
ou B = Hojj(x) I, C — ||cj @)|| sont des matrices carrées définies sur [a, b].
Soit y = y(x) une solution de I'équation
y" + By'+ Cy = 0 (10

Avec les notations

R=RX —I[v,y]2 ¥Y=Be &€= (q .. &)
dans I’'hypothese cpie R(X) ~ O, pour x C (a, b) il résulte de
[y, Ly]= 10

R” + [e, Be]JR" + ([e, c'] + [e B €] -f [e, Ce])R = 0 (r
Nous avons le résultat suivant :
Théoréemb; 1.0n suppose que

Nj2* < 0 pour tout 2€R2, ¢a=0, x¢ (& b

ou B = bl Bb | est la matrice unité et b nombre réel.

y
Alors si y = y(x) est une solution de I'équation 7\ sa norme |ly]| = \y, }'A =
1

— (j'i + e+ J'»)2prend ses valeurs maximales sur [a 6] dans a et b

I'es
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Démonstration. Supposons que R(x) —O0 dans [a b). Alors R = R(x) satis-
fait I’équation (llj) et comme
[e, ¢c"] + [c, Be'] -\-[c, Ce] = —ije', €] x\e Blc'] + [e, Ce] < O notre théoréme
résulte d’apres un résultat classique. Si R(xt) —R(x3 = 0, a -t x1< x2< 5 et
R(x) = 0 dans (xu x3, on a R(x) = 0 sur [xlt V2] et donc sur [a, bJ.

Remarque 1 .Si

ICE* < —g*II'l12 pour tout E¢ R” et [|Bj]] < 2s r>0

alors les conditions du théoréme 1 ont lieu.

Remarque 2. La méme méthode a été utilisée par A. Wintner [10] pour

étudier des criteres concernant le caractére oscillatoire des solutions. Les équa-
tions (9) et (11) dans [10] sont erronées. Pour les corriger on peut voir (IlI!).

3. Exemple 2. Soit M = C2n] N CcO0"(©) et N = C2AQ) fl C(Q), ou
est un domaine qui est contenu dans le demi-plany > 0 et a une portion de la fron-
tiére sury = 0 (voir fig. 1) L’espace N est muni de la relation d’ordre habituelle
et dans M le produit scalaire est défini par

W= ui(x, y) Vil y) + o+ un(x, y)Va(xy)
Considérons sur JI/ I'opérateur suivant

L = + Vi—+ A—+ B— + C

. E dy’ d.r dy
ou
A = Nan{x,y) I B = Hbij(x,y) H C = Tc7(x,y) 1
sont des matrices carrées définies dans 12 et m un
nombre réel positif. al
L’'opérateur L est elliptique dans fl et parabo-

lique sur PQ.
Soit n —u(x, y), une solution de I'équation

—+Vm—+A—+B—y+Cu:0 (12

dx2 ' dy2 dx
Posons pour abréger Fig. L
1
R=R(X y) = (uUf+ ...+ tt)2, n = Re, e= (@€t ... ,e)
Admettons que R(x, y) ¢ 0 dans 12 Alors du
[n, Lu] =
On a
dat . dR , r nd4dR , r j, - )
o2t Ydb+ & Ael T+ [¢ Bel d;+
d2 . d2 (1L
+ e— + V' g

dx2 Er e Af *
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En effet a I’aide d’un théoréme deBitsadze (voir [1] pp. 69) on trouve le résul-
tat suivant:

Théoréme 2. Admettons que les coefficients de I'équation (12 remplissent
les conditions suivantes

0
f-1
\
i) i - 9R % E* < O pour tout ECR2Y EF=0, et (v, y) ¢ il
\Y Rx Br CJ

ou A = al f~-Av B = bl - Blt a et b nombres réels.

ii) B est une matrice symétrique telle que si y) est la premiére valeur
propre, X™x, 0) > 0.

iii) Si m= u(x, y) est une solution réguliére de I'équation (12 et R — (L\ +
.+ m2)2> 0 dans Q

iv) | i m 7 existe et est bornée
y-»0 dy
: y\
alors R = R(x, y) ne prend pas ses valeurs maximales sur PQ (ouvert).

Démonstration. Soit n = u(X, y) une solution de I'équation (12 qui satisfait

les conditions iii) et iv). La fonction R(x, y) = {U\ + ... + un2)Wsatisfait I’équa-
tion (112. Comme

[e{x, 0), B{x, 0)e(x, 0)] > \ (x, 0) *[ef{x, 0), e{x, 0)] = \(x, Q) >0
et
I> ««] +y." (A eyA+ le. A\ + [e Bey] + [e ce] =
= - [ex, eX]- yr[ey ey] + [e, Axex] + [e, Bxey] + [e, ce] < O
on peut appliquer le théoréme de Bitsadze.
Remarque 3. Si
ECE*< —(E+ H) <I|E| 2 pour tout E€R" et

m

IM1]|<2elf \\BI\\"*2y~e2 4 >0, s2> 0
alors la condition i) du théoréme 2 a lieu.

4, Exemple 3. Soit M = {u |n £c2*(Q) NCO“(A) etwm —O0 sur TJ et N —

= C2(@) p C(Q), ou Q = (a byx Q est un domaine borné contenu dans Rm
I\ est la frontiere de Qx dans Rm-K N est muni de la relation d’ordre habituelle et
dans M le produit scalaire est défini par

[u vl = Jvw+ ...+ un)dx’, x = (xu x"), xl e {a b), x' 6

n.
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Considérons sur M I’opérateur
m

L = an & RS
= Lj=1™ oxr ot i ST axi
ou Aij = |[Ja*i]|, B\ = !]6i,!l, C — ||Cii]| sont des matrices carrées constantes.

Soit n = u(x) une solution de I'équation
d
d-u _du _
ﬁ=1A” dX.I.de + J2 Bi de +Cun=20 (13)

Nous utilisons maintenant les notations suivantes

R(xi) («T D eee + ul)dx'\ ,m= Re, e= (u .. &)
iMj
Dans I'hypothese que R(x) ¢ O, £ (a b), du
[u Lul =0
on a
0, Anegl] R" + (2E I> AueX] + [e Blg)a' + [e Le]lR = 0 ()

Nous pouvons donner maintenant un théoréme qui a été donné essentielle-
ment par M. M. DaVretilieff [7] mais est un peu plus général.

Théoreme 3. On suppose que
i) Au=cria>0

n
i) E 11:>Ab'K* >0 pour tout ¢RH k=1 , m.
ij-
(condition de Somigliana)
i) Bt= b I
iv). \C % < O pour tout \ 6 R"
Si m —u(x) —(w{x), ..., u, (X)), nEM, est une solution de (I2alors |\1=

= M ® «ee D ui)dx'j , prend ses valeurs maximales sur [a, b], dans a et b.

Démonstration. Nous pouvons supposer que R(xD) ¢ 0, dans (5, b). Alors R — /2(%)
satisfait I’équation (113. Mais
m m
[e, Le] = - IJE 1K . Aij-e ] cpAEIM >- 0,] @ ic. ce]
»J— 1=

C(E e*]Au,eX] dx' ¢ ~eCe*dx' < 0.

] O
et il en résulte notre théoréme.
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5. Exemple 4. Soit M I'espace linéaire des fonctions vectorielles u = u(x, t)=
= (ul(x, t), ..., un(©@ t)) qui appartiennent a C(Q) et sont deux fois continlment
différentiables par rapport & x et continOment différentiables par rapport a t
N est I’'espace de fonctions scalaires avec les mémes propriétés ; O est un domaine
borné qui est contenu dans E2 Dans M le produit scalaire est défini par

[u v] = Wig+ ... + Uwn
Considérons sur M |’opérateur suivant

P=9a2/—+bB-+C- /-
dx3 dx dt

ou a est un nombre réel @ 0, B = \\o (x, 11 C = 1C (x, y) \| sont des matri-

ces carrées. L est un opérateur parabolique dans ). Soit POX0, tO ¢ S(Pn
désigne I’ensemble des points Q pour lesquels il existe un arc, le long duquel I'ordon-
née t sera non-décroissante a partir du point Q.

Soit maintenant u = n(x, t) une solution de I’équation

a»&*+ Bd- + C « e 0 (19

X

Avec les notations

R=R((X t)y=(\N+ ... +iCy,n—Re, e«=(u ... ,8&)
dans I'hypothése que R(x, ©) ¢ O, dans Q, du
[u Lu]l - O
on a
a*Rx + [e, Be]Rx+ (@2e, exx] + [e, Bex] + [0 Ce])R - R, =0 (1

En effet d’aprés un théoréme bien connu (voir A. Friedman [4] pp. 34) nous
avons le résultat suivant (voir Kuk s [6] pp. 183).

Théoréme 4. Admettons que

E JE* < O pour tout E€R2, E® O et [x, ) 6 £2
V Bx CJ

ou B = bl + Bv .

Si u= u(x, ) est une solution de I'équation (/4 R(x, t) = (U2+ eee+ ul)~
prend sa valeur maximale dans POg¢ if,il résulte que R(Q) = P(POQpour chaque
Q €S(PO.

Démonstration. Supposons que R(x, t) & 0 dans Q. Alors R = R(x, t) satis-
fait I'équation (114 et comme

a2b>exx] + [e Bex] + [e, Ce] = —a2[M, ex] + [ BMNJ ]+ [e Cel< O

on peut appliquer le théoreoréme de Friedman.

(Manuscrit recu le JO juin 1967)
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N

ASUPRA PROPRIETATILOR NORMELOR SOLUTIILOR UNUI SISTEM
DE ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL AL DOILEA

(Rezuma t)

Tn aceastd lucrare se stabilesc proprietati de maxim pentru normele solutiilor unui sistem de ecuatii
diferentiale oridnare si ale unui sistem de ecuatii diferentiale cu derivate partiale de ordinul al doilea.
La Tnceput se da urmatorul

Model abstract: Fie M si N soud spatii vectoriale peste cprpul numerelor reale R. Mai mult
.V este un spatiu semiordonat liniar. Tn M se defineste un produs scalar generalizat cu valori in N.
Fie L o aplicatie liniard a lui M Tn el insusi. Se considera produsul [/, L/]. Se preseupune ca pentru
orice f& M existd o aplicatie liniard Tf, definitd pe elementele lui .V, astfel ca

[/, T/) = T/([/, Lf)] pentru orice /g .li

Se considera ecuatia (I). Dacd/este o solutie a ecuatiei (I), rezulta ca Tj([f, /]) = fly.

Se obtine astfel ecuatia (I1). Studiind proprietatile solutiilor pozitive (n > 0QY) a ecuatiei (lI),
se obtin proprietati pentru n = [/, /], unde / este o solutie a ecuatiei (I).

Ca aplicatie se stabilesc principii de maxim pentru solutiile sistemelor (1x), (123, (13 (,;.

Aceste teoreme vor fi folosite intr-o nota viitoare pentru studiul problemelor la limita.

O CBOMCTBAX HOPM PEWEHUA OAHOW CUCTEMbI AN®DEPEHUMANIbHbBIX YPABHEHWN
BTOPOIro nNorPAAKA

(Pe3tome)

B cTaTbe OMpeAensitoTcA CBOWCTBA MaKCUMyMa /1 HOPM PELUeHWI OfHON CUCTEMbl O06bIKHOBEHHbIX
anddepeHUManbHbIX YpaBHEHWIA N ofHOM cucTeMbl AU(EEpPeHUManbHbIX ypaBHEHU € YacTHbIMU MpPOU3-
BOAHLIMKM BTOpOro nopsiaka. CHauyana faétca cnegytolas

A6CTpakTHasA Mogenb: MycTb M u N — fBa BeKTOpUanbHbIX NPOCTPAHCTBA Haj, Te/IOM BeLLECTBEHHbIX
uucen R. Bonee Toro, N siBASieTCA NMHEHbIM NOMYynopsfoyYeHUsIM NpocTpaHCTBOM. B M onpefensietcs
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0606LIEHHOE CKaNnApHOe NponsBeaeHne co 3HadeHuaMn B N. MycTb L — nnHeiiHoe oTo6paxkeHe NpocTpaH-
cTBa M B HEM camoM. PaccmaTtpuBaeTcs npoussegeHue [f, Lf]. MNpepgnonaraetcsa, uto gns nw6oro [£ M
nMeeTcA NnHeliHOe oTobpaxeHne T/, onpefenéHHOe Ha aneMeHTax npocTpaHcTea N, Tak, YTobbl

[fLf] = T/(f, f) pna moborof G M.

PaccmaTtpusaeTcs ypasHeHue (). Ecnn f aBnsetca peweHnem ypaBHeHus (1), Torga cnegyet, 4To
T/([f, ) = Qv

MonyyaeTcA Takum o6pa3om ypaBHeHue (I1). N3yuyas cBoiicTBa NOMOXUTENbHbIX peweHuii (u >04")
ypaBHeHusa (I1), nonyyatoTcs ceorictBa ana u = [f, f], roe f — pewweHne ypaBHeHus (1).

B KayecTBe MPVIMEHEHWS YCTaHaB/IMBAKTCA MNPUHLUMMBLI MakcuMyma Ans pewleHuidi cuctem (17,

L). . (1I-
) (g)m T(eOpEMbI 6yayT UCMoNb30BaHbl B GyAylieit paGoTe Ans U3yYeHWs TPaHUYHBLIX 3a;au.



ON THE MOMENTS OF NEGATIVE ORDER OF THE POSITIVE
BERNOULLI AND POISSON VARIABLES

by

1). D. STAXCU

. Introduction

1. Let A be a random variable having a Bernoulli distribution
p(x =k =

where 0< p » g—\—p and k —0,1, ... n

In the papers [6], [4] and [5] there have been shown some typical situations
where it is necessary to consider a random variable X' having a positive Bernoulli
distribution

P(A"—K) = GWy*-* @~ g)-1

where Q <p<\,g—\—pand k=1 2, ..., n Itisa Bernoullian distribution
truncated from its lower end.

The moment of a positive order r of the reciprocal 1/A' coincides with the
moment of the negative order —r of A" ;

V(Eimp) = inp=r@p)=t £ ) (prek ()

In order to obtain the corresponding formula for a positive Poisson variable
Y' we may put np = X above and let n -* oo. One finds

VvV (y7' X)= Vr n N k "k’

2. F. F. Stephan [6] considered, for the first time, the problem of
puting the moments v_, (1, p). E. L. Grab and l. R. Savage [4] gave some
tables, to 5D, for the mean value v_j (n, p) [for p = ,01,05(.05).95,99 when 4 =
= 2(1)20 and p = .01,05(.05).50 when n =-21(1)30] and for the mean value v_x(X)
[when X = .01,.05(.05)1.80]. P. Thionet [8] established an approximation
formula for p). J. Tiago de Oliveira [7] has derived a differen-
tial equation forv_i{n, p). F. N. David and N. L. Johnson [1] has

com-
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indicated an approximate procedure for calculating the moments v_.(n, p), v_f(X).
W. Mendenhall and E. H Lehman, Jr. [51, who encountered the
moments of negative order of a positive Bernoulli variable in a research problem
on life testing, tabulated [by the aid of formula (1)], to 5D, the values of v..(n, p)
for r = 1(1)4, p = ,05(.05).95 and n — 5(5)20,30,40.

In order to avoid complex computations in the calculuses of v_r(w p), Z.
Govindarajulu [3] established a recurrence relationship among the mo-
ments of negative order of the positive Bernoulli variable.

3. In the present paper we give some explicit formulas, in terms of the diff
rences of reciprocals of unity, for the moments v_,(n, p), v_r(?J.

We mention that in the new book by F. N. David M G Kendall
and D. E. Barton [2] there can be found tables of 10/1 values of Anl-" for r,
n = 1(1)20. With the help of these tables our principal formula (6) can be effec-
tively used for calculating the moments of negative order of the positive Bernoulli
variables.

Il.  Formulas, iu Terms of Finite IHfterenees, lor (lie .Moments v~f(n, | and vj ,(/.).
4, It is obvious that the moment of the positive (integer) order r of X' is give
by

v>, p) = bI(X'; N p) = Lt FlA'h)/>*(1— P)"-h

7"
One observes that for calculating the moments vr(u, p) and v_r(n, p) we
need to know an useful representation of a sum of the following form

Qf* fi)y =E**L -p)-n

where s is an integer.
By application of the binomial formula we obtain

Qs(n, v = g # vdr&o {-y [17K)pK+1=1j'£qlp>-

In order to find the coefficient Aj one observes that we should give to the
pair (k, i) the following sequence of values

U1 0)« (J' 1’ 1)7 u - h1 A), (le - 2)7 (111 - 1)
Hence, if we make h —0, 1, ...,j — 1 we get

SeP=E E(- FA) i+ - nget

Since

we obtain

pi- 2
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Therefore
j-1

n=3n48)=£(-1)

L.et r be a natural number. If we take s = r then we have

VrKT)= 7 4F,\ 4]I (-
Taking s -r we find

K p) = Ii;an]—| J:DD A)pj_ (3)

<% Now let us consider the finite difference of order m of a function f(x), with
the step / and the starting point a: " /(). As it is well known, we have

im\ (m \
AU = E (1) (M W= E ()" (WE + w7 ) @
For f(x) = x, 1= 1, a= 0 and w = j it reduces to

AO' = AOr= B (-1)*fi] G- b= BA).

Accordingly, we arrive at the following formula for the moment of the positive
order r of A":

|
(D ! P) o1 qn J—i I\J| ( >Qf)pL
It should be noticed that this formula can also be written under the form

1

1= NE[N(N)/>" ®)

v,(w, P) =

which is useful when r < n.
6. For the calcules of the differences of zero AKO' it is suitable to make use
of the recurrence relation (see, e.g., [9])

IO = j (BAY*1+ A" 10°D,

which permits to tabulate them in a very easy way.
7. If we take in (@) f(x) = x~r~1 1=1, a= 1 and m= j — 1, we obtain

AT11f1= Al 1"f1 = [[31x~r~] =

=E (-1'T DU - N— 1= - E (-1’0 (j- h)-r= 1 D_r().

Consequently, formula (3) leads us to the following expression for the moment
of negative order —r of X'

VAn-P)=T:-l, EM (Yoy 11" )YP- (6)
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8. If we take into account the relationship between a divided difference
equally spaced nodes of a function f(x) and the corresponding finite (forward) dif
ference

[F.a ... a+ m;/=HM
m
we can write the formulas (5) and (6) respectively under the following forms

v,K P) ,,JEzi wl [0, 1, ..., j; xf]pi,

1-7
v-r(n,p) — 1, 2, At P
1- i*/=l
where =um—1) ... (n— + 1)
9. Assuming that for a fixed & we let n /4 00 and p #1 0, so that np —

we have

and the formulas (5) and (6) lead us to the following expressions for the moment:
of positive order, respectivei}7 of negative order, of the Poisson variable Y', trun
cated from the lower end,

V,(X) = — LrxE~A 0,
] X r .
W J_ex$ H._l)l
10. We shall end this paper by an attempt to unify the results correspondi

to the moment vs(n, p). According to the formula (4) we have

i- 1
a5"lis"* :EO(- VRO -AT 1

and we readily find

= N7i*)( — h)s.
J n=o0 Vhij
Consequently, formula (2) can be written under the form

Q(n, P) =

If s coincides with the natural number r it permits, us to give a formula, ii
terms of differences of one, for the moment of positive order r of X' :

A = T_ur*%:( [2)ALLV-Dpi. 7
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If s= —r then we arrive at the formula (6).
Remark. The reason that the moment v,(n, p) can be written under te
both forms (5) and (7) is that we have

o, 1, ... = [1, 2 X',

M)' = jAi-11, 1,
whenever r is a natural number.

(Received October 10, 1967)
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ASUPRA MOMENTELOR DE ORDIN NEGATIV ALE VARIABILELOR BERNOULLI $I
POISSON POZITIVE

(Rezumat)
Se dau expresii explicite, cu ajutorul diferentelor reciprocelor unitatii, pentru momentele de

ordin negativ ale variabilelor aleatoare de tip Bernoulli si Poisson pozitive. De asemenea se exprima
momentele de ordin pozitiv ale acestor variabile aleatoare cu ajutorul diferentelor unitatii.

O MOMEHTAX OTPUUATENBHOIO NMOPAAKA TONOXWUTEAbHBIX MEPEMEHHbIX
BEEPHYNAN W MYACCOHA

(Pestome)
,ﬂaIOTCﬂ fAIBHblE BblpaXXeHUA, Npuv NOMOLLKM PasHOCTWU B3aMMHbIX eAunHWUbl, ANA MOMEHTOB OTpuUaTe/b-

HOro nopsagka nNoAo0XXUTeNbHbIX Cl'ly‘-lal7|HbIX nepemMeHHbIX TMnNa bepHynnu mn lNMyaccoHa. BblpaxeHbl, Takxe,
MOMEHTbI MNOJIOXXNTENIbHOI0 Nopsaaka 3Tux CﬂyqaﬁHbIX nepeMeHHbIX Npu nomMoLwn pasHOCTU eAMHNLbI.






ASUPRA DISTRIBUTIILOR VARIABILELOR ALEATORII DISCRETE

de
ILIE TORSAX

1 Fie F(xI, x2 ..., xr) ofunctie reald de n variabile reale .r, si s& considerdam
dezvoltarea ei in serie de puteri

F(rg x2 xn= E A 4S... X @
aﬂa...l"dﬂ
pentru 1, CO unde O = {a,; |a,|< r,}. Tn cele ce urmeaza vom asigura
intotdeauna restrictia functiei F(x®, x2, .... xn) la acel iixC |2 pentru care
LN ar it eee T > 0,

Presupunind ca Z este o variabila aleatorie discreta n-dimensionala, vom defini
functia ei de frecventa prin

. r3l, VE ., . xn
a,, «i. me- a 1 2 *x T
J(«Ll. €S «n) = “ —O_;I\IYA‘B. lllllll A,) N (2)

unde a, = 0, 1, 2, ... pentru i =1, 2, ....n
Din observatia de mai sus noi putem asigura intotdeauna conditia ca /(«,,
a2 e*=, O >0 si avind

E 1@ . E /... «o*2e, x»=1

rezulta ca (2) este o functie de frecventa.
Prin M(a,) vom nota momentul initial de ordinul intii Tn raport cu a, adica

1
M(a) = E. afl..... . %V... xv... %
( ) 0 *1'_\4' AR 'ru) o # I n
Observind ca
QT ) E Ay €y o« A2 ST . XX L. A
dx. (_‘]_1' o*-]([}r]
rezulta ca momentele de ordinul Tntii ale acestei distributii sint
K. n....
cf-i) = Xj—---m-mmmm—- entrui = 1,2, ....n
M(cf) = Xj 0N p 3)

3 — Matematica-Physica 1/1968
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in general momentul de ordinul kI k24 ... -f kn este
M* x> * E ala®. &, AA D S A
F(XI.eom Vn) *1.¢l. ' Q T 1 »
“h
Derivind aceasta relatie Tn raport cu n- si apoi Tnmultind cu x, obtinem
AM (-V """"" *11
ry— E *reeaW . 1™Aa a xi'. . .XX
@/ 1 F (X s X 0 ) F(xt e €y >

E mis . ft;—1 ft v a
Tm))/»..._m * . 1 -—J—) v an))f] g . " nﬁql . )

Tinind seama de (3) si (4), relatia de mai sus devine

— N/ (ay) M*,, oo e -F M*L(, i 1,0, ™0

dxj

de unde rezultd ca momentele initiale ale acestei distributii verifica relatiile &
recurenta

I, Al o —+ /(@) M*t ~ A 5)
pentruj =1, 2, ... ,n
Momentul centrat de ordinul kr =k, + ... + k, al distributiei este
K seetjonst, = e E ri- #@r.. @- v@)]d... [a—
........ , 6

Derivind aceasta relatie in raport cu Xj si amplificind apoi cu Xj, obtinem

_AA, ok k o ys dNKal)

X mremmmssseneeoee A = = . Mi m 1 * + 0 Ix*. *y+l, o0
dx-; -1 dxj

de unde rezulta ca momentele centrate verifica relatiile de recurenta

v i g M) a
IX*. ... kj+1 ... %, — xijl ~ X** - y
pentruy= 1,2, ... 1
Prin defmlgle functia caracteristica a acestei distributii este
1
ON], /> eee> () — (ﬂ?(,...,m)aj,'* a
adica

W8> ol = B Aq Tl @ soe(rc4™

N> W*»*) i, *oe
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de unde rezulta ca functia caracteristica a distributiei este

qx‘]?l(z ...>1tn):|=(e 1xIt e'* x2, ... ,e n x~j (8)

F{x1 x2< .... Xn)

De aici rezulta imediat urmatoarea

Teorema.
3 . O Ax
Daca F{xi, x2 ... , xn)= A cu A>0

atunci distributia a carei functie de frecventa este data de (2), este o distributie
stabila.

intr-adevar, daca U si V sint doua variabile aleatorii independente avind
aceastd distributie, functiile lor caracteristice sint

S X (J1-) 21y 1)
P> eee. O = A* Si 9v (k, m = A
Din independenta lor rezultd cd functia caracteristici ® a sumei lor este
2,4 % +iijy) (J1-1)
b=9u W=A
si deci distributia este stabila.
2. Aplicatii. S& presupunem ca functia (1) are forma
F(XLXt,\ .., X] = e*+X'+- +X* 9
Tn acest caz functia de frecventa (2) devine
X?2-Xt°. .. X*» - 2 v
/(al> «2, eee «] = a ot ... | (10)

adica am obtinut functia de frecventd a distributiei Poisson n-dimensionale.
Din relatiile (3), (5 si (7) rezulta ca momentele initiale de ordinul intli, momen-

tele initiale de ordinul kt+ k2+ ... -+ kn si momentele centrate de ordinul kt -f
+ k2 ... -+ kn ale distributiei Poisson u-dimensionale verifica relatiile de recu-
renta
: M(«,) = xt pentru i = 1,2, ..., 1 (n;
dvk ... k ... k 1
L kji+1 — x| de]— A+ Mki...k1 knpentruj = 1,2, ..., 1 (12)
dry K

I
pentruj = 1,2,.... u 3

H-*1 eee kj+ 1, ... kn — Xj

dxj 1

Din (8) rezultd ca functia caracteristica a distributiei Poisson n-dimensional«
este

Ak> K. ®ee. 0 = « (14
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Din teorema demonstrata mai sus rezultd ca aceasta distributie este stabila
Daca presupunem ca functia (1) are forma

F{xx xr, ..., X)) = 1- X)~—(@A- xx K... @- xrykunde k, > 0 (15

$i0< Xi< 1pentrur= 1,2, n
atunci functia de frecventa definitd de (2) devine

/@@, y2 ..., a,) *1+ i+ d- ) AR+ Deeels

. . (16)
A,An-i-D ... A4« - ] *l|~,| .<»(1 _ le o (1 - Xy
sau introducind functia gamma, rezultd ca
/1> «2 . «,) il X(f. @a_ xy (17)

oc- 1 T(A,)

care este chiar functia de frecventa a distributiei lui Pascal (binomiald cu exponen-
tul negativ) sa-dimensionalda. Din relatiile (3), (5), (7) rezultd ca momentele de ordi-

nul Tntii, momentele initiale de ordinul kx+ k2-- ... -f kn si momentele centrate
de ordinul + k2+ ... - kn ale distributiei Pascal verifica relatiile de recurenta
IAX' pentru i = 1, 2, ..., n (18)
M oMm,,
1 ‘e ~ 19
e 11k ~ X +TT70-V 19
N armmin N (20)
frreeex 1ol eee Xi Q\j V (l- nglzﬁ 1 J n
pentru j = 2,

Din 8) rezulta ca functia caracteristicd a distributiei Pascal w-dimensionale
este

2(Y Q = [L- ef4 r*J[1- XiP 1)

(Intrat in redactie la 16 august 1967)
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O PACMPEAENEHNAX ONCKPETHbIX C/TYYAMHBIX MEPEMEHHbIX
(Pe3tome)

ABTOp CTaTbW, WCMOMb3ys MNpPeAcTaBneHVe B Bufe CTENEHHOro psfa BeLeCcTBEHHON (yHKLMW,
L(XIr X2 X,) C N BELLECTBEHHbIMM MepeMeHHbIMK, ONpeaensieT pacrnpefefneHne OfHOW M-MepHOH AUCK-
PETHOW Cny4yaiiHOW NepeMeHHOM Yepe3 YaCTOTHYH (YHKUMIO AaHHYH (2). BblumcnaioTcs 3aTeM HadaibHble
MOMeHTbI MepBOro NopsifKa, HayaibHble MomeHTbl nopagka KL+ kr + ... + Kl u ueHTpupoBaHHble MO-
MeHTbl nopagka A, -bkr ! ... i *, aToro pacnpegeneHuvs, nony4das otHoweHus (3), (5) u (7).

OTHoweHvem (8) onpefenseTca xapakKTepucTuuyeckas (YHKLUMA 3TOro pacnpegeneHus.

Bo BTOpoOli yacTy, cumTas, uto pyHkuma K ( xt, x2 .... x,) umeet Bug (9) i (15), aBTop nosny4aer
4aCTOTHble (ByHKUMM ANsi N-MepHOro pacnpegeneHms MyaccoHa, gaHHoro (10) W, COOTBETCTBEHHO, M-MepHoe
pacnpegeneHue MNuckana (17) (6MHOMWaNbHOe, ¢ OTpULaTe/IbHbIM MOKa3aTesieM).

SUR LES DISTRIBUTIONS DES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES 3

(Résumé

En employant le développement en série de puissances d'une fonction F(x1 xr, .... xn) réelle
de n variables réelles, on définit la distribution d’'une variable aléatoire discréte »-dimensionnelle par
la fonction de fréquence donnée par (2). On calcule ensuite les moments intiaux de premier ordre, les
moments initiaux d'ordre é, -- A. : ... r A, et les moments centrés d'ordre A, + A2+ ... T A, de
cette distribution, et I'on obtient les relations (3), (5) et (7).

Par la relation (8) on détermine la fonction caractéristique de cette distribution.

Dans la deuxiéme partie, eu considérant que la fonction u'(i,, X2..... xn) est de la forme (9) ou
(15), on obtient respectivement les fonctions de fréquence pour la distribution Poisson »-dimensionnelle
donnée par (10), et la fonction de distribution de Pascal (binomiale a exposant négatif) »-dimensionnelle
donnée par (17).






O TEOREMA DE CARACTERIZARE A ELEMENTELOR DE CEA MAI BUNA
APROXIMATIE

de
WOLFGANG w. BRECKNER

Fie X un spatiu vectorial normat real sau complex, V osubmultime proprie a
lui X si (X, X2, ..., x°) un sistem de n puncte din X\V.

Elementul vO€ V se numeste element de cea mai buna aproximatie al sistemu-
lui de puncte (x“, x\, .... xf) dacd

(€3]

unde nij >0 (j = 1, n) sint numere date.

O teorema de caracterizare a elementelor de cea mai buna aproximatie in sen-
sul acestei definitii a fost demonstrata de G. S. Rubinstein [3]. Noi vom
demonstra Tn aceasta notd urmatoarea

Teorema- Pentru ca elementul vO¢ V safie un clement de cea mai buna aproxi-
matie al sistemului de puncte (xf x", ..., .G), este suficient, iar daca V este convexa

si necesar, ca pentru fiecare element v ¢ V sa existe n functionale flyf2..., /, care se
bucurd de proprietatile :

A fj EE(SX*),j = 1 n, unde cu E(SX») s-a notat multimea functionalelor extre-
male de pe sfera unitate Sx* a spatiului dual X * al lui X.

Deoarece demonstratia suficientei este imediata, vom demonstra doar nece-
sitatea. Fie deci vO¢ V un element de cea mai bund aproximatie al sistemului de
puncte (® x° ..., V). in spatiul Z = {z\z ¢ X"} introducem norma |[2]||r =

n

—f](_ff mi\\xj\\ unde z= (x4 x2 ...,x,,) ¢Z si notdam cu Zv= {zv\v¢Z, =

—{v,v, V). Conform ipotezei noastre punctul z\0— (vQ vQ ..., vO) €Zv
este un punct de cea mai bunda aproximatie al punctului z0— (x°, x\, ..., X1 n

norma spatiului Z.
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Conform unei teoreme cunoscute, de caracterizare a elementelor de cea mai
buna aproximatie (a se vedea [1], [2], sau [4]) aplicatd spatiului Z si submultimii

Zv exista pentru zv= (v, v, ..,, V) CZv o functionala / care se bucura de proprie-
tatile :
A. /6 E{SZ)

Bi- Re f(zt - zrn o0
Ci- /(-, - = \\z0 — zr\\z
]
Functionala f CZ* se poate reprezenta sub forma f{z) = 221 mjfj(xj) Si |I\\z*=
= max ||/ , unde z= (xlt oo X)) CZ,fl ¢ X* (j = 1 n). Din proprietatea

J-b . .
B! rezulta atunci

Re(]C ntjfjivo- v)j~ o

adicd tocmai proprietatea B. i
Deoarece \\\\z* = 1, rezultd ca oricare ar fi 1< /<!«, avem \\j\\a*5I 1
Atunci oricare ar fi n e X avem |/, (X) <; |MW\\ de unde se obtine

Be/yl' - vO /™ \fAx) - vi) 1™ IIxx- ol 1 <n ()
Pe de alta parte egalitatea  se mai poate scrie in felul urmator :

220605 - o - 2210 - v

deci
»
2 Mre MK'- W)= 1= - \\1=0
Tn baza relatiei (2) aceasta e atunci si numai atunci posibil, daca pentru toti; — 1, n
avem /,(*» - vQ = Lm'- v
Din proprietatea C rezulta cd oricare ar fi 1 </ <; n, \Xfi\\¢* = 1 V& aratam

ca functionalele fj sint extremale. Presupunem ca exista un indice 1 j < n ast-
fel ca functionala fj sa nu fie extremald. Atunci ea se poate reprezenta sub forma

fi= 2 /" + /T unde fi'][>f? €5A.. Rezulta ca /= ~ [/@+/ @] unde
/()6 = mijfxj + m2fs{x+ ... + ntj*fj n + mpff (xf +
+ W/.i/ly i(*m ) + mm+ wifn(x,)
fv)(z) = mifl(x) + m2fAx + ... + nijrfjrexXpn) + »b/f (%) +

+ mj+ifj-ri(Xj:i) + eee+ ™ Jn{xn)
ceea ce contrazice faptul ca / £ E(Sz*).

(Intrat in redactie la 4 mai 1967)
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OAHA TEOPEMA, XAPAKTEPW3YIOUWASA 3/IEMEHTbl HAUAYULWIEW AMNMPOKCUMALNN

(Pe3ome)

MycTb A — [AeCTBUTENIbHOE WM KOMMIEKCHOE HOPMMPOBAHHOE MNPOCTPaHCTBO, V — CO6CTBEHHOE

NOAMHOXeCTBO npocTpaHcTBa X M X®€ X\V ,j — 1 n, —n -gaHHble TOYKM.
3nemeHT va€ V Ha3blBaeTCA 3/1eMEHTOM Hauyulleld annpokcMMauun cucteMbl Todek (X®, x®, .. ., a®
ecmm
n in
Y wwua®- v, il =inf Y T ;a®- vn
1=1 lev \jd

B cTaTbe [oKa3sbiBaeTcs CriefyloLiasi Teopema, XapakKTepusylolias 3feMeHTbl Hauydlleil annpokcu-
Mauu B CMbIC/IE BbILLEYKA3aHHOTO OnpeaeseHuns:
Onsa Toro, uTobbl 3MeMEHT V, € V 6bll 3/1eMEHTOM Haunydlleid anmnpoKCUMauuyM CUCTEMbl TOUEK

@®, a®, ... , a® [OCTATOYHO, a ecnn V — BbINYK/I0 U HEOOXOAMMO, YTOObI [/1 KaXAoro anemMeHTa v€ V
cyuiecTBoBanM N yHKUMoHanbl A, O, ..., /1 co cneaylowmnMmn CBOWCTBaMU:

A. fJEE(Sxt),j - 1, A, rge yepe3 E(Sxt) 0603HaYeHO MHOXECTBO 3KCTPeMasibHbIX (YHKLMOHAN0B
Ha cthepe-eanHuLe Sxt AyanbHOro npocTpaHcTBa A* npocTpaHcTBa A'.

B- Re Ufi@- ¢j> 0

B- /0a®- v0 = |lay - 'c,| j=1mu

EIN SATZ ZUR CHARAKTERISIERUNG VON MINIMAELOSUNGEN

(Zusammenfassung)

Es sei X ein reeller oder komplexer normierter Vektorraum, V eine echte Teilmenge von A und
0® 4 ..., X®) ein System von n Punkten aus A\T\

va€ V nennen wir eine Minimallésung fur das System (xj, x!!, .... x® wenn die Beziehung (1)
erfullt ist, wobei mj >0 (j = 1, n) vorgegebene Zahlen sind.
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Es gilt der folgende
SATZ: Damit v, € V eine Minimalldsung fir das System (KR »® .... X® ist, ist es hinreichend

und wenn V konvex, auch notwendig, dass es fir jedes v€ V n Funktionale /3 /2 ... ,/, gibt, die fol-

gende Bedingungen erfullen:
A. fj € E(SXt), j = 1, n, wobei E(Sxt) die Menge der Extremalfunktionale der Einheitskugel

Sx, des dualen Raumes AT* bezeichnet;

c- Mx9- vo = II* - »oll- i =L
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Tn lucrarea de fatd se dau citeva caracterizari ale infraelementelor definite

' 1. Fie X un spatiu vectorial real sau complex si fie T un spatiu topologic

Hausdorff compact. Se presupune ca la orice element t din T se ataseaza o semi-
normd Il vll, definitd pe X, cu urmdtoarele proprietati:

a) Oricare ar fi x tX, functia at) = ||%|, este continua pe T.

b) Pentru orice x €X, x 0 exista t¢ T, astfel incit |pk||, > 0, unde prin 0
s-a notat elementul nul al spatiului X.

Fie Y C X astfel incit 0g Y.

Definitia 1 Elementul x0¢Y se numeste infraelement fata de Y si fata de
familia de seminorme {|| ¢ lliber, daca pentru orice a€Y exista tt T astfel incit
sa aiba loc inegalitatile

0< [[ol* < 1P/ W

Multimea infraelementelor fatda de Y si fatda de familia de seminorme (||-| liber
se va nota prin I(Y, T).

Daca T are un singur element, atunci | (Y, T) coincide cu multimea elementelor
de cea mai buna aproximatie din Y ale lui 0 in sensul normei |[|,-||..

Fie / o functie definitd si continua pe T, astfel incit f(t) > O pentru orice
terl, sifie

Cf = {x¢X : ||#]j|,< f(t) pentru orice t6 T}

Multimea Cs este convexa si 0¢ Cf. Fie pj functionala lui Minkowski atasata la
Cf, adica

pf(x) =infja>0: —x¢ C/|, r¢ |

Are loc egalitatea

oAy —maxMh y ¢ xV
ter f(t)

Evident pj este o norma definita pe X.
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Propozitia 1 Fie *uc¢Y astfel incit sa aiba loc inegalitatea LmOjf*> 0, ori-
care ar fi t¢T. Pentru ca sa aiba loc relatia xO¢l(Y, T), este necesar si suficient ca
*0 sa fie element de cea mai bund aproximatie (din Y)al lui Oinsensul normei
Pi, unde f(t) = [|*Q||, ttT.

Demonstratie. Necesitatea. Daca *n¢/(Y, T), atunci oricare ar fi *¢Y
exista ttT astfel incit sa aiba loc inegalitatile (1), deci pf{x) 1 Din egalitatea
pf(xg = 1 rezultd ca are loc inegalitatea p/(x,) ~p/(X) pentruorice v¢Y.

Suficienta. Daca p/(xQ pfx), atunci exista ttT astfel incit sa aiba loc inegali-
tatile (1). Se deduce ca xO¢l(Y, T).

Fie Cr ={(?f A (: b(r)|< pf{x) pentru orice x 6 X}, unde prin s-a notat
multimea tuturor functionalelor liniare definite pe X.

Teorema 1 Fie Y o submultime convexa a lui X, fie *0¢cY astfel incit
sa aiba loc inegalitatea ||*0]!/> 0 oricare ar fi t{T sifie f(t) = ||*0]|, pentru orice
t{T. Pentru ca sa aiba loc relatia x,C/(Y, T) este necesar si suficient sa existe
0 functionala @ cu urmatoarele proprietati :

i°. 9€c;

2°.2*%,) =1

3° Re'f>(xn—x) 1 0 oricare ar fi x ¢V.

Demonstratie. Necesitatea. Daca xHf /(Y, T), atunci pe baza propozitiei
1 x0 este element de cea mai buna aproximatie (din Y) al lui 0, Tn sensul normei
pf. De aici rezulta ca exista functionala ¢ cu proprietatile 1° —3° (a se vedea
[5], teorema 2).

Suficienta. Daca functionala o satisface conditiile 10 — 3°, atunci au loc inegali-
tatile

PAX0o = 1= <p(*o) = Rep(*0)is Fecp(*) ~ />/(%)

pentru orice *¢Y. Din propozitia 1 rezultd cd *oc/(Y, T).
Observatii. 1 Dacd Y este o varietate liniara atunci proprietatea 3° din
teorema ! este echivalenta cu proprietatea

3'. <p(*, —x) = 0 oricare ar fi xpY.

Intr-adevar, daca spatiul X este complex si daca Y este o varietate liniard, atunci
oricare ar fi x¢Y, au loc relatiile 2x0—*¢Y si (1 —i)x0+ ixCY, unde i --V—1
Daca se pune xx—2x0—x, atunci xO—xr — — (x0—x), deci pe baza propri-
tatii 3° au loc inegalitatile Re<p(x0—Xx) <10 si — Recp(*0 —x) < 0. Prin ur-
mare, are loc egalitatea Re<p(*0—x) —O, oricare ar fi *¢Y. Dacd pentru *€Y
se pune *2= (L —i)x0+ ix, atunci x0—=*2= i(x0—Xx), deci Re(t>[i(x0 —*)]=0.
Din egalitatea €z2) — Ref(z) —iRe<p(iz), z¢ X rezulta ca are loc proprietatea
3" IDin 3' rezulta imediat 3°. Daca X este real, atunci afirmatia rezulta in mod
analog.

2. in cazul cind T are un sigur element, X este real si Y este o varietate linia
din X, teorema 1 afost demonstrata pentru prima data de l. Singer [7]

2. Fie I «ll 0 norma definitd pe X. Fie r> 0 si

S(r) = {* €AT: ||n]| < r}
S(r) Il < r}
S* = pcX# . |<p™™ ||*|| oricare ar fi * €A}
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Fie xQ x1¢X si fie
[X0 aj] = {xtX : x = xa0-f (1 —a)*!, unde 0< a 1}

Daca M este o multime dintr-un spatiu vectorial real sau complex, atunci mul-
timea elementelor extremale ale lui M se noteaza prin £(M). Fie J1 multimea
vida.

Propozitia 2. Daca xQ x1¢ I, ||aQ| > O si daca [xQ xr) M S(|*qp = N,
atunci exista o functionala  cu urmatoarele proprietati :

1. cpes(s)
2. cp(x0) = [].roj|
3. Récpro— x) < 0
Demonstratie. Fiey, z¢X si fie
yz —{x¢X : X= Qv+ (1 —a)z, aCRj
Pe Oxo se defineste functionala C in felul urmator: t(x) = ajj#0] unde x = v.xa

acf?. Functionala \ este liniara si |j*i = 1 Functionala £ este extremald, adica
este un element extremal de pe sfera unitate a dualului lui 0*a Tintr-adevar,

daca I{x) = ~ [Zi{x) + 12AX)] pentru orice v¢6/0 unde LY1= ||E2j|= 1, ™
£ atunci din inegalitatile

WaN = ~ [SiM + blx0)]A” [\bI*f\+ Neo)l]< [l

rezultd tx(xQ = C2("o) = il"di- Daca x = xx0 atR, atunci din egalitatile ~(a) —
= y.tfxg), t2X) = aEAx0Q rezultda ca = S2= ' in contradictie cu ipoteza.
Distingem doua cazuri.

Cazul 1. xXrn F(J|aQ) = N. Evident, ecuatia lui xX 1 se poate scrie
sub forma r(x) = |[[#0]|, unde \) este o functionald liniara definitd pe spatiul real

x®Bx1l= {X¢X : x= aoXg+ Bxlt unde a, B¢R}

si |[Mll = 1 FunctionalaT) este o prelungire a lui £ pe x$xr. intr-adevar, ori-
care ar fi a= X0 atR, au loc egalitdtile 7)(r) = -/](«rQ = a||z0|| = 'm(*).

Fie C multimea numerelor ctR pentru care functionala \{x) -f- Bc, definita
pe x(Qxb unde fiecare element se reprezintd sub forma x + RBxIt fh¢R, x¢Qx,,
are norma 1 Din teorema lui Hahn-Banach rezultd ca C =£ J1. Multimea C este
marginita siinchisa. Fiec0= max C. Pe spatiul x@xlt se defineste functionala

X(@2) = \{X)4- BcQ unde z= x -f- Bxx B¢R, x¢Oro )]
Functionala x se bucura de urmadtoarele proprietati.
a) x este un element extremal de pe sfera unitate a dualului lui xBx,
b x(x9 —bl ,

0 x(*o —
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intr-adevar, daca y(z) — [~(r) + Xr™)] pentru orice ztx$xltunde || Xrll —

= lXtll = 1 Si Xr~_ X2 atunci  Xi®) = W») f Rei SI Xr(r) = bl x) + Rc:
pentru orice z= x + [ix1 fitR, xQxQ functionalelé liniare ~,t2fiind astfel definit«

pe 6*0Tnctt HANjlIl < 1, ||C2] <1 1, iar cbc”™R. Rezulta cd £*) = ~ [ti(X) + £2(x)

pentru orice x C6*0si cO= "= c¢d. Tnsa Ceste ofunctionald extremala, deci {1= £2

Din /) =£ y2 rezultd Cj=£c2 Prin urmare, sau > cQ sau c2> cQ ceea Cci
contrazice definitia lui cO.

Evident x(*o) = I{x0 = ||*0!l- Din relatiile

x(*i) = conN x(rg= ®0) = @ )
rezultd cd x(*o) < x(*i)
Cazul [I1: xOxxN S(|[*o) =£ N. Functionala y definitd prin egalitatea

(2 se bucura si in acest caz de proprietatile a), b), c). Este suficient sa aratan
ca proprietatea c) este satisfacuta. Din xXx 1M S(||*0D =£ N rezultd ca punctu
x1din x®Bx1se situeaza pe partea opusa a dreptei x(2) — lI"dll fatade 6. Dai
X() < |[PdlI> deci x(*i) A I*oll- Din x(*o) = Il*oll rezultd c& x(xg”™ x(xi)

Fie @ o prelungire extremald a lui y pe spatiul X. (Existenta unei astfel de
prelungiri a fost demonstrata de I. Singer [8, 10]. A se vedea si [4]). Func-
tionala <f(X) = ®(x) —1d(rx) se bucura de proprietatile 1° —3° din enuntul

propozitiei 2. Intr-adevar, daca<p = -i- (X-(- 99, unde UpLi< 1, || |<I si 9*
atunci  ®©(*) = ~ \Reyfx) f-Re<tZAx)] pentru orice %€X si < 1| | 1

Retp! =£ Retp2 Aceasta este in contradictie cu faptul ca ® este o functionalda extre-
mala.

Din |p(0| < [|V0] = Retp(xQ) rezulta ca Img>(xQ = 0, deci <pEO = ||*0|.
Proprietatea 3° rezultd din proprietatea c) a functionalei v.

3. Fiet¢T si
S* = {96 D \MP\ < u*1, pentru orice * e X}. ®

Propozitia 3. Oricare ar fi 9 ¢s (C}), exista t€T si p£E(5*), astfel incit
sa aiba loc egalitatea

1
O )

Demonstratie. Fie/¢2\ A, = g@ oh: cp€5FJi siM=_U A, Are loc relatia
ier

A O C/. intr-adevar, daca tpcA,, atunci exista ¢£S* astfel incit sa aiba
loc egalitatea (4). Din inegalitatile

IPH)L N 1Pk = Ne x €x

rezultd ca |<p(*)|<~>/(x) pentru orice * 6 X. Prin urmare, 9 ¢ C/.
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Din relatia A C C/ rezultd ca Tinvelitoarea convexd si inchisa Tn sensul
topologiei n(X’, X) a multimii A face parte din C* adica co(A) ¢ C*. Aici prin X *
s-a notat dualul lui X in sensul normei pf.

Daca qog cofA), atunci pe baza teoremei lui Eidelheit exista x t X si exista
numerele reale a si e > 0, astfel Incit

Re<pO(X) o — S < o <; Re<pQ(x) oricare ar fi PptA.

(A se vedea [3] pag. 456, teorema 9 si pag. 452 teorema 10). Fie tOtT astfel Tncit
------- = pf(x) si fie GESY astfel incit ¢(m) = WMt Dacd se pune 9= —- @

f(h /(9
at(unci <pcA si Re<(X) = <PpV) = pf{x), deci ~>/5) < .Kedo(s). De aici se d(ezjuce
ca qu£ Cf. Din cele de mai sus rezultd ca are loc egalitatea co(A) = C}.
Multimea A este inchisa Tn sensul topologiei ciX*, X). fintr-adevar, fie (q1).e/
un sir generalizat din A convergent catre <p¢cA# in sensul topologiei a{X*, A). La
orice iti se ataseaza un element tttT astfel Tncit Din compactitatea lui

T rezulta cd pentru (t)iel existd un subsir generalizat (! convergent catre un
anumit t,t T. Din continuitatea functiei b(t) = — ||v||( tt T, rezultd ca oricare
m

1

ar fi xtX, are loc egalitatea lim----\WN\ X\h. Pentru orice xtX au

4 /(*0) 7<g
loc relatiile liml«pv O\ = |[<®)| si k)| » -rl_— \WA\H, deci |pf)] < — []*]lv
W JIti) 7 WVo)

Prin urmare 9t AbC A. Multimea C} fiind compacta in sensul topologiei a(X*, X),
din relatia A C Cf rezulta cd A este compactda Tn sensul topologiei o(X*, X).
Din co(A) = C* rezulta 8(C}) C A (a se vedea de exemplu [3], pag. 477 lema 5).

Deci oricare ar fi ¢t S(C*) exista tt T si ¢t S* astfel Incit 9= /_(d ¢ Daca ar
exista b 2 t S*, A §—h2 astfel incit sa aiba loc egalitatea = —(p! + I,

atunci punind 9x= Nosio q@= -7- @2 ar rezulta ca @= -y- (i + 92> unde
<, ECT, A* ?2- Prin urmare ®t 8(S).
Consecinta. Daca
1= max M x tX

si daca 5* este sfera unitate a dualului lui X fata de norma || atunci

S(§%) ¢ L}e§(ST) G)

Observatii. 1 in general in relatia (5 egalitatea nu are loc. intr-adevar, fie
X = R* 1ML =171 + \IA |pxlla= max (|Ca), |E2) oricare ar fi x = (E tR2
si fie T —{1, 2}. in acest caz
sS(sY =sSh={® 1, (- 1,0 (-1,-12), @- 1}~
*{(1'0)5' (_ 110)7 (01 1)7 (0’ - 1)}= é(S'Z)
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2. Propozitia 2 este o generalizare a urmatorului rezultat al lui R. F. Arens
si J. L. Kelley [1]: Fie X un subspatiu al spatiului C(Q) al tuturor func-
tiilor continue definite pe spatiul topologic Hausdorff compact Q. Pentru orice
gqtQ se defineste prin egalitatea

|/™ = x(q), XeX

functionala 4?. Tn aceste conditii orice functionalda extremala de pe sfera unitate
a dualului lui X fata de norma

= Y\, x £X
[IXI1 P O\ x

este de forma ag®? unde Ja] = 1 si qtQ.

4. Din propozitiile 2 — 3 se poate deduce urmatoarea caracterizare a infraele-
mentelor.

Teorema 2. Fie Y o submultime convexa a lui X si fie xO¢Y astfel Tncit
sa aiba loc inegalitatea ||vO||, > O, oricare ar fi ttT. Pentru ca sa aiba loc relatia
vog/ (Y, T), este necesar si suficient ca pentru orice element xt"Y sa existe tOcT
si sa existe o functionala & astfel incit sa fie verificate urmatoarele conditii:

deHsd
d(*o) = %ol
Re'b(x0 — Xj) 0

Demonstratie. Necesitatea. Daca x0¢ I(Y, T) sif(t) = [|xO||, pentru orice
i f I atunci pe baza propozitiei 1 x0 este element de cea mai bund aproximatie
(din Y) al lui 0 in sensul normei p/. Prin urmare, daca se pune j|-|| = /A/(),

atunci oricare ar fi xx¢V, are loc egalitatea [x0 xf\ I S°(|[x0||) = /1. Deci exista
o functionala pcare se bucurda de proprietatile 1° —3° din propozitia 2. Din
propozitia 3 rezulta ca exista tOtT si ¢ tS(SQ, astfel Incit sad aibd loc egali-
tatea (4). Din egalitatile

®(0) = d*0) = PAX9 = 1

se deduce cad functionala ¢ satisface conditiile ().
Suficienta. Din conditiile () rezulta

Il ~ VI-0) = Nef(i)  Redp(r)  'daljsi L/,

Prin urmare, daca se pune f(t) = ||xQ|( pentru orice t¢ T, atunci p/(x0) g Prixi).
Se deduce ca xO este element de cea mai buna aproximatie (din Y) a lui 0 in
sensul normei pt. Din propozitia 1 rezultd x0CI(Y, T).

Observatie. Tn cazul cind T are un singur element si Y este o varietate liniara
din X, teorema 2 a fost demonstrata de I. Singer [9], [10] si de G.
Choquet [2]. Tn cazul cind T are un singur element si Y este o multime con-
vexa din X, teorema 2 a fost demonstratd de A. L. Garkavi [4]

(Intrat Tn redactie la 3 aprilie 1967)
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O XAPAKTEPUCTUKE WH®PASJTEMEHTOB

(Pe3wme)

MycTb X-AelcTBMTENbHOE MM KOMM/IEKCHOE BEKTOPHOE MPOCTPaHCTBO M [T —KOMMNaKTHOe Tomnosiornye-
CKOoe npocTpaHcTBO Xayepgopda. K nwobomy anemeHTy t u3 T npucoeguHsietca nonyHopma ||-||(
onpegensieMasi Ha X, CO ClefylLWMMN CBOWCTBaMU: @) Kakoi 6bl HM Gblia x € X, dyHkyma alt) = ||*[|(
HenpepbiBHa Ha T, 6) ans mo6oii x 6 A', x=fz(), cywecTtByeT t€ T Tak, 4ytobbl ![Hj/ > 0. MycTb YCAT
rak, 4tobel 6 fE V.

OnpegeneHve. x0 M3 Y HasbiBaeTCA WH(HPA3NEMEHTOM MO OTHOLWEHUO K Y W K CEMEelCTBY MONYyHOPM
{lle1!(}(ermecnn Ona no6oh X €Y cywectByeT /6 T Tak, 4Tobbl MMenm Mecto HepaBeHcTBa (1). MHo-
XKECTBO MH(pasneMeHTOB 0603HayaeTcss yeped I(Y, T).

Teopema 2. MycTb Y BbINyK10e MHOXeCTBO npocTpaHcTBa JT' U xaC Y Tak, 4To6bl MMENo MecTo
HepaBeHCTBO ||.r0j|, > O Kakoil Obl HA 6bina / é T. [InA TOro, 4Tobbl MMe0 MecTo OTHOLeHne x0 6 1(Y, T)
HeobxoAMMO U A0CTaTOYHO, YTOo6bl AnA Mmoboi S0, €Y cywectsosano I, flu (PyHKUMOHaN Tak, uTOo6bI
6b111 yA0BNeTBOpPeHbl ycnosus (6), rae — MHOXECTBO KpaWHVX 31eMeHTOB MHOXecTBa S”, onpe-
OensieMbIX paBeHCTBOM (3).

SUR LA CARACTERISATION DES INFRAELEMENTS
(Résumé)

Soit X un espace vectoriel réel ou complexe et soit T un espace topologique Hausdorff compact.
A chaque élément t de T on attache une semi-norme || ¢||<>définie pour X et possédant les propriétés sui-
vantes : a) quel que soit x CX, la fonction a(t) = ||x]!(est continue en T ; b) pour tout x é X, x o, il
existe tt T tel que WAM > 0. Soit ¥ C X tel que OfE Y.

Définition. g0 de Y est appelé infraélément par rapport a ¥ et a la famille de semi-normes
{11*1s" Pour chaque xCY il existe t £ T tel qu'aient lieu les inégalités (1). L'ensemble des infra-

éléments a pour notation I(Y, T).

Théoréme 2. Soit Y un ensemble convexe de X et soit ,rOCY tel qu’ait lieu I'inégalité [].rQ]; > O quel
que soit t ( T. Pour qu’ait lieu la relation x,, CJ (Y, T) il est nécessaire et suffisant que pour tout g €Y il
existe fOCT et une fonctionnelle U telle que soient satisfaites les conditions (6), ou est I'ensem-

ble des éléments extrémaux de I’ensemble S* défini par I'égalité (3).

4 — Matematica-Physica 1/1968
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ASUPRA UNOR FORMULE DE CUADRATURA DE TIP GAUSS

de
PARASCHIVA PAVEL

1. Se considera formula de euadratura
b nr 1

PO = g AR 100 + R @

unde p(x) este o functie continuad in [a, b] si pozitivda in (@ &), iar f{x) o functie de
clasa CN[a} b], unde

w = E[U + 1] @)
n> 0, rk>0 fiind niste numere intregi date, iar’ xx x2 .. X, noduri situate Tn
interiorul intervalului (a, b).

in aceasta lucrare se vor determina nodurile, coeficientii si restul formulei

de euadratura (1) astfel Tneft gradul sau de exactitate sa fie N — 1; folosind metoda
descrisa de D. V. lonescu 1in [3]

Aceasta problema a mai fost studiata pe alta cale de T. Popoviciu [6]
si E. Tchakaloff [11].

2. Teorema 1 Formulele de euadratura (1) cu gradul de exactitate N — 1,

pot exista numai dacd toate numerele r,, r2 ..., rnsint numere impare.
Pentru a demonstra aceasta teorema presupunem ca numerele rit ri+i, ..., rn
sint numere pare, iar rltr2 ..., sint numere impare (1 < i). inlocuind Tn (1)
f{x) prin
POX)(X — XX —x2) ... (x —Xii)
unde
n
P{x) = 1l (x- xy> @l
i=1
obtinem
Ap(x) POO(X —xn) ... (x— Ddx = 0. @

a

Dar egalitatea (4 nu poate avea loc, deoarece functia de sub semnul de integrari
este pozitiva pentru orice x ¢ (9, b). Teorema este astfel demonstrata.
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3. in cele ce urmeaza vom presupune ca numerele rx ..., r, sint numere
impare.

Pentru a construi formula de cuadratura (1), impartim intervalul [a, 6]Thn + 1
parti prin punctele xu .. .. xn si atasam fiecarui interval *m., x,) cite o functie

9,(.v), solutie a ecuatiilor diferentiale

n

satisfaca conditiile la limitd
9i(@ — 0 i@ o <P 1)(¢) = 0
9i( Vi) = 0210 91('b) "PAX) - e e [V A (M) = 20V ~1,(-vD)
®)

<P«W = ¥«#+i(*) 2«(-0 = <pUi(*,), *«0,<2n~r,r)(XnN) = ¢.H-T,a_1)10
>.om &) = 0, . fi(6) = 0 = 0.

Tinind seama de aceste conditii la limita, se obtine formula de cuadraturda (7
in care

= (- DNV "~I(Xj) - *mm~V )] ; *= 1L «; X= 0, 1 D
S

R = J <p(r) /<*>(:X) dx )

unde V) coincide cu ~(x) pe [a xr], ..., PHLE) pe [xn b).
Evident, relatiile ) si (7) au loc numai dacd sistemul de ecuatii diferentiale
(®) cu conditiile la limita () au solutie.

4. Integrind sistemul de ecuatii diferentiale (5) cu conditiile (6) obtinem

X) = \ -—==§"-p(s)ds
j Ev- 1w

o= oxpN

b(x):}*/\ p{a)b_izl (N —i)!

v - 1t
(@)

\NT—1

prH() = $-gp gy PO A —E 0 C E No (- "’?)|

(N - 0!
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Scriind ca sint satisfacute si conditiile din punctul x = b, se obtine sistemul
de ecuatii algebrice cu necunoscutele

pi) i= Lr; j= 1n
b
Fbtu + P" + eee |+ f*f(é dS
b — *n
A<»b- Xi | Pt p<iZ) TR + Illb—r + P») :$ s

10,

E 60, « we- e 9" g o

i“1 (- W- ! Ip -] (N- 1)

5. Tinind seama de relatiile (7) care dau expresiile coeficientilor A si relatiile
(9), obtinem

Afl= (-1)V+! *= 1.2, (1)

Dupa efectuarea unor transformari elementare asupra sistemului de ecuatii (9
si tinind seama de relatiile (11), acest sistem devine

b

+AP?P +... + af{] \p{s) ds
b
dl0% A™+ ATx2+ a2 + I An'x,, + AP = tsp{s) ds
e o (12)
UE |
2 A"-p- coe s) ds
AP v—nyr T AR AL o - PO

Observatie. Sistemul de ecuatii (12) este echivalent cu sistemul de ecuatii ce s-ar

obtine daca am scrie ca formula de cuadraturd (1) este exacta, cind se Tnlocuieste
f{x) cu

1 X, ... XN~ 13)
G. Pentru a rezolva sistemul de ecuatii algebrice (12) de N ecuatii cu necunos-
cutele Af]si X (i= 1,2 .. n; X=0, 1 ..., rr —1 folosim observatia de la

punctul precedent.
Scriind ca formula (1) este exacta cind r(x) este Tnlocuit cu

xP{x) h=01, ..., n—1 (19
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unde prin P(x) s-a notat polinomul (3), se obtine sistemul de ecuatii algebrice cu
necunoscutele xIt x2 ... xn

b
Cp{x) xlP(x)dx =0 h—0,2, ..., n—1 (15)

Existenta solutiei acestui sistem de ecuatii algebrice a fost demonstrata de T.
Popoviciu [6]
in cazul cind ordinele de multiplicitate ale nodurilor sint egale intre ele, adica

Ti=r2= ... =rn= 2k —1
P. Turan [10] a aratat ca aceasta solutie este si unica.

7. Pentru determinarea coeficientilor A'Kk 1 se Tnlocuieste in (1)
fx) = (Xx—xDi t(x —Xoy11... x —x,Yn txh h—o,1, ... ,n (16)
si se obtine sistemul de ecuatii algebrice
i - D)W\Ox- x2r ... (’;’ - xop~"NY Y-f oo+ (—1) X (X, —XJr~x. ..

mpn—xmi)'mr-~1Am~I= p{x)(x —xNEL . (x—x, Y1 dx =01, ..., n—1

a
an
al carui determinant este diferit de zero, adica sistemul de ecuatii (17) are solutie
unicéa.
Procedind Tn acelasi mod pentru determinarea coeficientilor A ¥k~Jadica inlo-
cuind in formula (1)

f(x) = X —x-Y*2... (x —xnr" X h—o,1, 1,
se obtine un sistem de ecuatii algebrlce de aceeasi forma cu sistemul de ecuatii (17),
cu determinantul diferit de zero. in membrul al doilea al sistemului vor intra si
termeni care contin coeficientii Alrk~3 deja determinati.
Notam cu rs cel mai mic dintre numerele rlt r,, ... , rn Pentru a determina
coeficientii Akk~'9se va inlocui in (1).
f(x) = (X —xDn~'s... (x —x9)° ... (X —xn)'n"sxk h=o0,1,..,n—2

yi se va obtine un sistem de ecuatii lineare, cu determinantul diferit de zero.
Pentru a determina coeficientii urmatori se Tnlocuieste Tn formula (2)

f(x) = {x xyi-"*-1... (x- x"ys-i-'s-"iX  Xs+l) s+r 1 (X - xsy»

adica cu o expresie care nu mai contine pe x — xs. Procedind in acest mod se pot
determina din aproape Tn aproape toti coeficientii formulei de cuadratura (1).

Tn felul acesta sistemul de ecuatii (12) este rezolvat, iar functiile . {x), i = 1,
2, ... ,n+ 1 sint complet determinate.

O. Teorema 2 Functia y —<p(X) datd de solutia sistemului de ecuatii diferen-
tiale (5 cu conditiile de limita (6), este pozitiva in intervalul (a, b).
Demonstrarea acestei teoreme se bazeazd pe urmaétoarele leme :
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Lema 1. Presupunmd cd 2Vv—r[—1si N —ri—1< N —K —1 —r[n —
— 1, numaérul zerourilor posibile ale lui gV fl_.1) (&) inintervalul [xi, a,)este cel mult

i+ D+ (ri+ D+ ...+ ...+ (ri-i + 1)
iar ale lui 9(1.T 9 (@) in intervalul [ri, X} este cel mult

[rida-D)+ [ri+ D+ ...+ -+ 1)

Lema 2. Daca x{ este nodul care corespunde la cel mai mic dintre N —rx— 1
N —r2—1 ..., N —rn— 1si daca la stinga lui X, nici unul dintre numerele
N —r — 1 corespunzatoare nodurilor de la stinga lui a, nu este egal cu N —r, — 1,

atunci numarul zerourilor posibile ale lui d@1-r*~) (a) in intervalul (a a;) este cel
mult

rl+ 1+ ...+ + 1)

Lewa J. Dema 2 este valabilda si daca unele dintre numerele —rl—1 .
iV —rn— 1sint egale Tntre ele si sint mai mici decit celelalte numere N —rx — 1,

ee N - r,- 1.
Lema 4. in mod analog cu lemele 2 si 3, numarul zerourilor posibile ale Iul
NT=-~-i N jn intervalul [a- D) este cel mult

iri=i + 1) + (ri+2+ 1)+ eee+ irn+ 1)

Demonstrarea acestor lerne se face prin metoda inductiei complete, ea fiind
analoga cu demonstratia folositd in [3] p. 201

Lema 5. Numarul total al zerourilor posibile ale lui (@) din intervalul
(& b) este
N- (t+ 2
intr-adevar datoritd lemelor 2, 3, 4 numarul zerourilor lui g1 r 1(a) este
m=N— + 1

Teorema 3. Functiay = <X pastreaza un semn constant in intervalul (8 b).
Pentru a demonstra acest lucru, presupunem contrarul, si anume ca o'(a)

s-ar anula n doua puncte t2din intervalul (a, b).
Sa presupunem cd N —ra —1, este cel mai mic dintre numerele
N —rl —1, 1

Deoarece functia @) este continua Tmpreuna cu derivatele ei succesive pina
la ordinul N —r, —1, Tnseamna ca ¢a~* %9 (tinind seama de conditiile (6) si apli-
ciird teorema lui Rolle) s-ar anula in N —r, puncte din intervalul (a, b). Acesf
lucru nu este posibil ;lema5 a aratat ca numarul zerourilor posibile ale lui g1 * " (a)
este N —r- — 1, adica cu unul mai putin decit acela la care s-a ajuns prin presu-
punerea ca ar avea doud zerouri in intervalul (a, b).
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Demonstrarea teoremei 2. Se observa ca functiile cp’V) si q, (x) date de relatiile (9)

F® = STATTiyr P(s)ds* B (x) = J O~ ) P(s)ds

sint pozitive in intervalul (a %) respectiv (x, b).

Tinind seama de teorema 3 si de aceasta observatie, se deduce ca functia X
este pozitiva n intervalul (a b). Acest rezultat a mai fost stabilit pe alta cale si
de ly. Tchakaloff

9. Restul in formula de cuadraturd (1) este

R=Cd) fm (x)dx )
a
unde functia q(T) coincide pe rind cu functiile <p(v), /= 1, 2, ..., n-f 1 date

de relatiile (9).
Pe baza teoremei mediei avem

R = /',\0(E)3 (P(X)dx

Notind
Mwz=sup I/2W |
)
avem
1A 1< MJIA
unde
b
K — C<p(x)dx

Pentru a calcula valoarea lui K, Tnlocuim in formula (2
/() =~ (*~ *i)+1(* - xIr+l e {x - xn)'nl

si obtinem

~ $P(X){x- x¢d 1... (x- x,)m+ dx

~
11

(Intrat in redactie la 6 iunie 1967)
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O HEKOTOPbIX KBAAPATYPHbLIX ®OPMYJAX TWUMA TAYCCA

(Pestome)

B cTaTbe nocTpoeHbl KBagpaTypHble opmysbl (1) ¢ noMoLblo yHKUMKM  (X), coBNajarolLeii B MHTepBa-
nax *1 ¢ pyHKumamm <?,(*), *=1,2, .... »+1, gaHHbIMM pelweHusMn anddepeHLManbHbIX ypas-
HeHuii (5), KOTOpble YA0BNETBOPSAT rPaHUYHbIM ycnoBusiM (6).

OnpesensTcs KO3M(ULMEHTBI, Y3/Ibl U OCTaTOK 3Toli (hOpMy/bl, Tak, UYToGbl eé CcTeneHb TOYHOCTYU
n

6bnia N —1 = r-+ 2)—1
«=1
OcTaToK (hopMy/ibl MOCTaB/eH B Bufe OnpeAenéHHOro MHTerpania
b
R = ~tp(x)f(N\x)dx

a

1 nokasbiBaeTcsl (TeopemMa 2), UTO yHKLMA <p(*) sSiIBNseTCA NOMOXUTENbHOW B UHTepBasie (a, b).
Ha ocHoBe 3TuX pe3y/nbTaToB Nony4yaeTcs A5 ocTaTka oueHka (9).
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SUR CERTAINES FORMULES DE QUADRATURE DE TYPE GAUSS

(Résumé

L’auteur du présent travail construit les formules de quadrature (1) a l’aide de la fonction <+
qui coincide dans les intervalles [Xj_,, Xj)} avec les fonctions ), i—21 2, .... n-- 1 données
par les solutions des équations différentielles (5) satisfaisant aux conditions a la limite (6).

On détermine les clg]efficients, les noeuds et le reste de cette formule de maniére que son degré d’exac-

titude soit " —1— . (--L2 —1
>

Le reste de la formule est mis sous forme d’intégrale définie
b
R = J2W/Q) (Qck

a

montrant (théoreme 2) que la fonction o(x) est positive dans I'intervalle [a b).
En partant de ces résultats on obtient pour le reste I'évaluation (Si.
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ON A CONNECTION BETWEEN THE CHAPLYGIN AND NEWTON
METHODS

by

E. SCHECHTER

As it was remarked by many authors (see e.g. [3], [4] ) there exists a close
connection between the Newton and Chaplygin methods for ordinary differential
equations. In this paper we show that in some cases the Chaplygin method for
difference analogues of partial differential equations coincides with the Newton
method. We shall be concerned with the backward difference equation for the para-
bolic equation :

2t —2X—f(x, t 2) 1)

with the first Fourier problem. Our considerations may also be extended to other
equations and difference methods, provided that the required difference inequa-
lities hold.

Consider in the xOl plane a rectangular lattice of points and let h and k be the
increments of the independent variables wqt Let [ denote a connected and bounded
set of lattice points. Let [x0 xe\ be the smallest interval containing the pro-
jection of M on Ox, and [iQ te] the corresponding interval on the Ot axis. The coor-
dinates of points (Xj, tj) £ are:

Xj = x0+ jh, ti= t0+ ik
where 0<j p,0<liA-q, p, ] are fixed integers. Throughout the paper
Wi will stand for a discrete function defined on M. For its differences we shall use
the following notations :
Awii+i = WL+t —WH %wn = wi+u - W-~n
V4a+U = wit,i - 2wii + W-n-

We shall consider a partition of M; M = M/ Mg, into the set M, of interior points
and the set Mpof boundary points. The set M7 is supposed to have the following
property : If (xj, §) CIlj then

>, 1 {Xji_It t) and (xj+1, ti) e 7L
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Now, let us consider the following problem :
W gesvs L e .
n st hi Wi (U ) €V @:
uj,\nR=w u, =
Wji being given on IIA

The following lemma due to R. Krawczyk [2] is fundamental to ou:
purpose.

Lemma 1 Suppose that
1° The function f(x, t 2) is defined on the domain :

X6 [x0 xj, tCI[i0 t\ z arbitran-. @
2° There is a constant C 0 such that
f(xjttitz) - f(Xj, titz) C(z - 2)

for Xj, t) ¢ N7 and z> z
3° kC < 1
4° v}i and vji are defined on N and satisfy the inequalities :

Vji)
on I é-'A +f(xj>ti>Vjd
and viif=wa U vji on VR

Under these assumptions on the whole domain I

»a , WHe; Vji.
Here Wji is a solution of the problem (2), (3).
The monotonie convergence of the Chaplygin —Newton sequence is stated in :

Theorem 1 1° Let u@ be a function defined on M for which

A r2,)
TL=- A  +/(*,>*. &P)0*" )
Ul < WH.
2° Suppose that Vjt satisfies ou M7 the inequality
n /07> 1, i) ©)
and va|nR  Wjf

3° There exists f, (x, t, 2 on (4 and it is non-decreasing in z. LetC >0
be such that for (Xj, t) ¢ M7

f.{Xj,ti, Uji) <, C on M.
Assume that kC < 1
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4° Define the sequence u$, n= 1 2, ..., by
47
P + ffx,, th ~ «")y+ /(*-, t,«'T1) on n,
and V\("*l)% o>l < Wi )
Then
a) ujﬁ) -C mlg>-c “ﬁix' ... on T
I
A‘;(Q_ vz;.» F/(ng i- i) on M/ for n — 12 .. .
¢) The sequence u$ w—0, 1, 2, ... converges to a function wit which is

a solution of the problem (2), (3).
Proof: For n = 1,

NS-=NB-+fA*Y K «HAK**-«*) + /(*- th uf?) on M/
By hemma 1, taking into account that:
«> id¥ on N,
it follows that nE’) -C. m;l' on 1.
Since fz is non-decreasing in z, we get from the mean value theorem :
f(Xj, tu u$) —~f(Xj, t, 1) ~ f XN, t, u$) (U —u$)

and ol VS?j!,~+ A*  h *$")e

Assume a), b) to hold for an arbitrary n and prove them for n + 1

From
ﬂ.U'W g. i H . .
k31 —z /.(*;, 1~ ufi) —u$) +f(xjtt, u$) on n,

and “N | "+10n K,
we have according to hemma 1 :

mW-C n@) on T
Since /2is non-decreasing in z

f{Xj, if, MEXD) Fq /(*-, if, «E) + /,(*,, if, «B)(mj->+i) - «-fp
and consequently

D) T 1|
! Wi + /(%, if, A"+1) onnl,.
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To prove ¢) we notice that Ujt is monotonie and in virtue of Lemma 1 bounded bj
Vji. By letting n - o0 in (7) we see that wji is a solution of (2), (3). This comple-
tes the proof.

Remark 1 A similar theorem may be stated for a sequence of approximation:
nonincreasingly convergent to the solution.

Lemma 2. 1° Suppose the conditions 1°, 2°, 3°, of Lemma 1 to be valid
Denote by Wj a solution of (2), (3).

20 Let Ujj be a function defined on M and b a constant such that :

Ali; i .
' L £{Xj, U, Uij) D on flj (s;
and Uj- wjj on T
Then
iwa -~ %i. Pf @D
where : w-. . €

Proof: Recall that C is the constant appearing in condition 2° of Lemma 1,
Let Pj, 7=1, 2, ... , g be a system of numbers such that :

Ak = CP,+ D, PO=0
and prove that
\iiji —Wjj\<; Pj on n.
We shall show e.g. that
vi. - wi < PJ.

By 2°,

Aujj  Ajq+b, _ A D on Ui

k
Since

— tj, Uijj) I+CP‘ — f(Xj, th U i - Pij)
and V2P, = 0, we get by substraction :
o VvIK+i - p+. tjit Ujj _ p.) A~ O.
k h%

Consequentlj' taking into account that ;. is a solution of (2), (3 we have accord
ing to Lemma 2,

ujj — Pj< Wijj.

In the same way
- P % - W
By straightforward computation it follows that :

DI(I-kC)~i- 1~ D [e_keii 19 o
o«

Pi p e-W'-u. Q. e d
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Corollary 1 If conditions 1° 2° 3° of Lemma 1are verified, then the problem
(2, ® has an unique solution.

Indeed, if W{ is a solution, then another solution M- will satisfy @) with
D = 0 and therefore W, —m], = 0.

Remark 2. Since assumptions of Theorem limply those of Lemma 1, vjt defined

in condition 2 ° of this theorem, may be replaced by any function equal or greater
than the unique solution ay.

Theorem 2. If 10 Conditions of Theorem 1 are satisfied.
2°f, exists and is bounded bv a constant K for (gmt) 6 I and
0) ~— . A
lji Zji—
1Jhen, tlhere exists a constant H such that,

H

$1 o on [T,

provided that
IWi —ufi |

Proof: Note that if we know a function to satisfy (5) the function ujt in the
last inequality maj® be found by successive approximation.

First, let us show that for any n
) ng'ji FExj, ti, uf t)K - - ufH) t, ufi ") < K(wji - tif-y. (9

Indeed, by adding f(xj, ti, Wj,) —f{xjt tit W,) under the absolute value, we get:
\FQX, tir WE) - F{XG, ti, uf ) - fz{G, tituf ) (W, - uf [< Kwj, D\

Now, the theorem may be proved by induction.

For n — 1, inequality (9) becomes :

K o~ fz{x, ti, wf) (Wi - ufi) - f(Xj, ti, uf) 2 Tfo

Hence, from Lemma 2 with D = 1/2AN to2 it follows that :
- 8) | I H
Wi — U I<T227fu 22

Assume now the property to be true for an arbitra”® n.
According to the same inequality (9) :

Ani
k )

Thus from Lemma 2 with D — 1/2Kbi2
IWi —ufi |

X, tiuf) (Wi — ufi) —f(Xj, ti, ufi)

e

This completes the proof.
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Remark 3. Inequalities up < z, < wjl may be replaced by uf- <; r+< vjt
where Vj, is an upper function defined as in ().

Theorem 3. 1° Suppose conditions of Theorem 2 to be valid.

2° There are numbers zri = 1, 2, .... g such that:
ufi+l) — u\vi < r- on Tl
Then
Wi —ufi+)\< P,
where P* satisfies the inequality" :
AE* CP,+ Ksi PO= 0. (10
Proof: Consider the problem :
Awii VAW . "
k” hvz\’j —CWj, —0 on rij, 11,
Wji = 0 on INn,
having only the null solution. Substituting W{ — in (1) we obtain:
AWwi- LTz VAW - ¢
e T o wy = v 0 wp

/(*. 0, ") —C(Wjj —wijrI) - fixj, o, yP(G"H) —«}’) —/(*- 0, Wj) —
—H{xj, 4, W) - C(wijj - w™+D) + /(*- 0, mE+D) - /(*- U uf) —

IR < YA - O ISA,(L G «v + e@lith DV o
o< e< L
Consequently
Ai - 4-41))  vay> - D) - c KY— sia\ oy (12

k h2
Substracting now (10) from (12) we get, since V2P* = 0:

A<= ) - ) VHS - <) - B)

) qu" - VI#+!) - P)) < O
Comparing M — — P, with the null solution of (11) we get by Lemma 1:

W — uji+iy —Pj < 0,

which is the desired result.
The above results may be extended to weakly connected difference systems:

A»
T =X*(|(Tlﬁ/.(*1. V=1,2,...,w on flj.

and wijj s= U, on M.
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Here Wi stands for the vector-function (W), 1 wji, .... w") defined on .
The following lemma is a generalization of Lemma 1

Lemma 3. 1° The functions ffx, t 2z, v= 1, 2, .. m are defined on the
domain :

x0< %< xe tO< t " te z arbitrary.
20 There exists a constant C > 0 such that :

AC). U ) —ACY tit7) < C )i (- h),
forv=1,2,.... m z =z
3° mkC < 1
4° /,v= 1,2, ... .m is nondecreasing in zu z2 ..., z4 It 2w, .
5° Va and Vji satisfy the inequalities:

Nn-. \ 2tiy+l»

o + fAX], ti, Vi)
V=1, 2, X
AV?2« v 4T +lil .
A o d ti, )

on 6j, and
®< My< F* on II*
Under the above assumptions :

Vi< Wi< F,-, on TI.
Proof: Set

= Vji - va
and let iQ jQ vo be integers such that:
%< 0. g)&: min g@j
and cpj&).,m’\o forv= 1,2, .... w.
Then,
Al 2V LT, (6, S Vo) — Tt oy &

But Vso\, >0

and A (%, U, Fy-) - A Ay, if, wl ~ wC
Hence PRV ver Vi
1—mkC

which, by 3°, contradicts our hypothesis.

5 — Matematica-Physicn 1/1968
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For systems, the Chaplygin—Newton sequence is given by:

AV"M v(nl

(A-1) < .
k h2 k=| b uji )Wili) Uji 1) + f\I[XJ, ti, V'-]T4) on [Ix

and

« MYnii< «)?na <

On the basis of Lemma 3 one may easily state theorems similar to Theorem 1 and
2 regarding the monotonie convergence and the rate of convergence of these
sequences.

(Received, May ,8 1967)
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ASUPRA UNEI LEGATURI DINTRE METODA LUI CIAPLTIGHIN SI A LUl NEWTON

(Rezuma t)

Se considerd ecuatia neliniara (1) cu conditiile lui Fourier si se ataseaza problema cu diferente (2)

(3 pe o retea dreptunghiulara. Se arata ca in anumite conditii, metoda lui Ciaplighin se reduce la cea a

lui Newton. Teorema 1da conditii suficiente de monotonie si convergentd a sirurilor aproximante. Teore-

?a a doua pune n evidenta ordinul al doilea de convergenta al metodei. Rezultatele se extind si la sisteme
e ecuatii.

0B OfJHOW CBSI3U .MEXAY METOAAMU YATMIBITUHA U HBIOTOHA
(Pe3tome)

ABTOp paccmaTpuBaeT HennHeliHoe ypaBHeHUe (1) ¢ yCnoBUsMU @ypbe U NPUCOeAUHSIET K 3TOMY ypaB-
HEHUIO Pa3HOCTHYO 3afauy (2), (3) Hag NPSMOYro/ibHOM CeTbio. MoKa3blBaeTCs, YTO B ONpPefeNéHHbIX Ycno-
BUSIX MeTOZ, Yan/birvHa cBoAUTCA K MeTody HbloToHa. Teopema 14aéT [OCTATOUHbIE YC/IOBUSI MOHOTOHHOCTH
M CXOAMMOCTU annpoKCMMUPYIOLWKX MNOcNefoBaTeNbHOCTEN. TeopeMa 2 BbIsSIB/ISET BTOPO MOPSLOK CXOAW-
MOCTV MeToAa. Pe3ynbTaTbl PacnpoCTPaHSAOTCS W Ha CUCTEMbl YpPaBHEHWIA.
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SUR UE PROBLEME DU EUOT A COUT MINIMUM

par
F. RADO

1. Les divers problémes de transport sont des exemples du probléme du flot
a cot minimum (ou probléme de distribution). Nous donnons dans le 8 2 un autre
exemple : un probléme d’augmentation des capacités dans un réseau de transport.

Apres une présentation de la méthode du simplexe sous une certaine forme
(une formulation de la méthode du simplexe a multiplicateurs convenable pour
notre but) dans le §3, nous donnons dans le §4 un procédé pour résoudre le probleme
du flot a colt minimum, fondé sur cette méthode. Ua méthode du simplexe a été
adaptée a différents problémes ayant trait aux graphes, par exemple aux problémes
de transport, de transbordement, du flot maximum, engendrant des algorithmes tres
efficaces [1]. D’autre part on connait des méthodes pour résoudre le probléme du
flot & colt minimum [2], [3], mais celles-ci ne sont pas fondées sur la méthode du
simplexe. Nous considérons que la méthode du simplexe conduit dans ce cas égale-
ment a un algorithme avantageux. Nous étudierons un cas généralisé dans ce sens
que deux sommets du graphe peuvent étre reliés par plusieurs arcs dans le méme
sens, situation qui se présente dans le probleme d’augmentation des capacités
dans un réseau de transport.

2. Soit (N, <Al) un graphe fini dont I’ensemble des sommets est N —{1,2, ... n}
et I’ensemble des arcs Qt = {a, |j £ U}. Désignons respectivement les extrémités
initiale et terminale de l'arc oq par 7(oq) = i(j) et par T(xj) — r(j) ; les deux
ensembles N, U et les deux applicationsi: U -*N et T: U -4 N définissent le gra-
phe (N, (K. L’ensemble des indices des arcs incidents a un sommet i vers |'extérieur
est i 1(i) et vers l'intérieur est t_1(*).

Supposons que I'on ait associé a chaque arc ayune ,capacité” g > 0;7J' et N"
étant des sous-ensembles disjoints de N, |'on a associé aux sommets i £N' des nom-
bres positifs, nommés ,disponibilités” et aux sommets i ¢ N" des nombres positifs
di = —d;, nommés ,demandes”, tels que iSIl\l\'UN'a’ = 0. Posons a, = 0 pour les au-
trés sommets.

Nous commencgons par formuler un premier probléme : déterminer un ,flot”
0j, j €U, satisfaisant aux conditions

0< <G, jeU (1)

]1C ¢y — 12 b = a> it N- 2
jer-1w jet )
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Lorsque ee systeme d’équations et d’'inégalités est incompatible, il se pose d’une
maniére naturelle le probléme d’augmenter les capacités de sorte que les dépenses
correspondantes soient minimes. Nous admettons que certains couples de sommets
puissent étre reliés par des arcs additionnels ayant des capacités arbitraires et qu’un
tel arc réclame des dépenses proportionnelles a la capacité additionnelle (donc au
flot qui circulera dans cet arc).

Considérons donc encore un graphe (N, ®), ayant le méme ensemble de sommets
N, et dont les applications définissantes sont i' : V-+N et t': V-+N (CO= {og\jtV),
et les ,colts unitaires” bj > 0,j C V. Le probléme d’augmentation des capacités
se formule comme suit :

Déterminer les nombres réels 9., 9j vérifiant les conditions

0<9.<c¢c, j€U, <>0j¢cV

E %+ E - E %- E = ai-i eN
ku ‘© ji- 1d) yeT-'c)

et de sorte que la fonctionJIlily\bj 9j prenne sa valeur minimum.

En posant U pour L U V, les conditions de ce probleme prennent les formes
(1) et (2) et la fonction a minimiser devient

/= E b €

ou certains coefficients bt sont égaux a zéro et certaines constantes c, sont égales
a oc. Le graphe (N, U) peut avoir maintenant deux arcs qui joignent deux sommets
dans le méme sens, méme dans le cas ou le graphe initial n'aurait pas de tels arcs.

3. Considérons le probleme de programmation linéaire sous la forme :

xk> 0, k=12, .... 1 @
1
aikkk= b, r=1,2,...,w, w<n
Al : ©
A
f=E "k s°it minimum. ®)
Le probléme dual s’écrit
' m
F_laikui k = 1,2, n ©)
- m
g= EI Hii-i soit maximum. ®)
Un couple de solutions v = {vg, v2 .. ., /1) et « = {I/X U2 ..e «] des

inégalités et équations respectives (4), (5) et (7) sont des solutions optimales des
problemes primai et dual, si et seulement si les conditions d’optimalité

m

XAck- E «*) =0, k=12, .. n ©

sont Vvérifiées.
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Soit x' = {x[, xi, ..., X,} une solution de base du probléme primai, c’est-
-a-dire xk= xk k= 1, ..., n vérifiant les conditions (4), (5 et Xk = 0 pour k @& B,
ou B est un sous-ensemble de N =- {1,2, ..., n} constitué par m éléments, tel que
det (n™)i 1, ...y ; liCTB 0.

Nous attachons au vecteur x' un vecteur // = {«[, U, ..., un] de sorte
gue les conditions d’optimalité (9) soient vérifiées, eu résolvant le systeme de Cramer

m
%._?la,ku i= cke K€B. (10)

lorsque u' satisfait toutes les conditions (7), x' est une solution optimale du
probléme primai.

lorsqu’il existe des valeurs de k pour lesquelles I'inégalité (7) soit contredite,
nous choisissons un tel k, que nous désignerons par r; on a

m
cr—Y2 airui < - (ﬁ)

Le systéme d’'équations
2 akxk + = b¥ i= i-2. eee- u> 12
5% (12)

a pour t = o une solution positive {{Xk\k ¢ B}). Nous déterminons la plus grande

valeur t du paramétre t pour laquelle le systeme (12) admet une solution positive.
Si pour chaque t > o le systeme d*équations (12) a une solution positive, le probléme
primai est impropre, ayant une solution infinie. x4

N
Soit {xklk ¢ B} la solution du systeme (12) pourt= t Il y a un s CB tel que

N /M N\ /M /X /\ /4 A
xs= 0. On pose xr= tet xk= opour K CN\(B \ [r). x = [x", x2 ..., xr] est une
nouvelle solution de base du probléme primai. Le rdle de I'ensemble B est pris par

B = (fiUW)\W

A
l,a transformation de la solution de base .V en vest la méme qu’on obtient par
une transformation du tableau simplexe. Ici on évite d’écrire le tableau simplexe,
mais on doit résoudre les systémes d’équations (10) et (12) & matrices transposées.
l,a méthode du simplexe appliquée sous cette forme est avantageuse, lorsque les
systemes (10) et (12) présentent des particularités permettant une résolution facile
de ces systémes.

4, Pour mettre le probleme (1), (2), (3) sous la forme (4), (5), (6), nous I'écriro
de la facon suivante :

4> 0, jcwm 13

9+ ®=cpi €B (14)

- = AN 0 14"
jCi12®% leczmQj ah 1eN (L a ) (14%)

f= Jj%ub j<H soit minimum. (15)
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Nous avons admis, pour simplifier I'exposition, que tous les arcs ont des capacités
g finies. Le probleme dual s’écrit (les variables duales attachées aux équations (14')
sont — Uj et aux équations (14") v,)

—ui + vi) —VI(n.< bjjcU (16"

u >0 167)

g = Y2 aivi ~ ILj ciui soit maximum. ()]
iCN j&u

L 'une des conditions (14”) est une conséquence des autres. Il en résulte que la valeur
d’une variable duale v{peut étre choisie d’'une facon arbitraire, ce qu'on voit aussi
sur la forme des conditions (16”) et de la fonction g.

Une solution 9= {3, ¢, [Y €U} du systeme des contraintes (13), (14", (14”)
est appelée un flot ; si celui-ci est une solution de base, alors la solution s’appelle
flot de base. Un ensemble B correspondant se compose d’'un couple Bdy B de sous-
ensembles de U ; Bdy B~ contiennent ensemble m-\-n—1 éléments, m étant le
nombre des équations (14") et n celui de (14" ; on a

H/= 0 lorsque / SBdy qy = O lorsque j g By (18)

et les conditions (18) avec (14") et (14”) déterminent les valeurs «jt ¢. j ¢ U d’une
facon unique. Les ensembles U\B YV, U\B” étant disjoints, /1N Bv contient n-I
éléments. Le graphe partiel (N, U(B)) de (N,U), ou U(B) = {a, \N ¢ Bpf) ™4}, est
appelé un graphe de base du flot 9. Si le flot de base 9 est non-dégénéré (ce qui a
lieu si et seulement si 9/t ® o pour tout j ¢ 5 ®fl Bf), alors le graphe de base est
déterminé d’une facon unique.

Lé graphe (N,U(B) ne contient pas de cycles. En effet, admettons que ce graphe
ait un cycle. Posons 9)= 9y+ h, ¢ = dy —h sur les arcs directs, 9) = 9y—h,
dy + h sur les arcs inverses du cycle et 9) = ¢y, ¢ = dysur les autres arcs de U.

Le systeme des nombres 9), dy vérifie les conditions (18), (14", (14”), de méme que
9y, dw, ce qui est une contradiction.

Compte tenu que le graphe (N, U(B)) a un sommet de moins que d’arcs, il
résulte qu'tZ est un arbre.

Soit maintenant 9' = sy, dy, |j ¢ U} un flot de base ; les ensembles correspon-
dants B/, Bv U(B) seront désignés par Bv, B'y,U(B'). La méthode du simplexe
sous la forme décrite au § 3 conduit a I'algorithme suivant :

Pas 1 On résout le systeme d'équations

I ~() ~t(j) = bj -f- Uj, j ¢ By
1 uj=o0 ; €BYy
qui correspond au systéme (10), ou le systeme équivalent
uj = o, j eBb
vi) —Ke = bj, j ¢ By NBy (19)

.»' = V[ — vT) —bj, j¢BI\B'r
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On calcule aisément les n inconnues V' : on donne une valeur arbitraire a l’'une d'elles,
puis les n-1 autres sont déterminées par les n-1 équations (19n) en substituant la
valeur donnée dans ces équations, en calculant a I’aide des équations ou il est resté
une seule inconnue, ces inconnues, en substituant les valeurs déterminées de cette
sorte, etc. On aboutit a la détermination de toutes les inconneus vh car au systeme
d’équations (19u) correspond le graphe (N, U[B")), qui est un arbre, et au procédé
de calcul la construction récurrente d’'un ensemble de sommets E, en partant d'un
sommet quelconque et en ajoutant k E, k chaque étape, I'ensemble des sommets

liés a E par un arc de I'arbre (dans n’importe quel sens). Les valeurs vl étant déter-

minées, on obtient les u] par les formules (19)i et (19)w.
Pas 2. On calcule

Wj=b+n —v[)+ (), jeU\s;.

Si wj > O pour chaquej £ U\ B, et u) > Opour chaquej £ U\ B le flot ¢ est
optimal et le procédé de calcul est terminé. S’il n’en est pas ainsi, on choisit un

rE U\ Brftel quew' < 0 (casa) ouunr £ U\ B tel que ttr < 0 (cas b)).

Pas 3. On construit la seule chaine L C E(B') qui constitue avec l'arc a, un
cycle C dans (N, U) ; pour cela on peut employer par exemple la méthode des mar-
quages de Ford et Fulkerson. On parcourt le cycle C dans un sens tel que a, soit
un arc direct et on désigne par L+ I’ensemble des arcs directs de L et par L~
celui des arcs inverses. Dans le cas a) on continue par le pas 4a, et dans le cas b) par
le pas 4b.

Pas 4a. On pose

A A

o=t ®=Cr-t

9i= 9 + t dy ¢ lorsque gy £L+

Bj — 9 g}d%/—cp‘ + t lorsque oq £ L~

v= % o= qy lorsque ay £ U\C
out min (min gy, min Q)

\d ce minimum est atteint pour un seul arc de L (J L , on désigne cet arc par
as, s'il est atteint par plusieurs arcs, ou désigne par s le plus petit de leurs indices.
On pose

Op= (EG U {rH\{sb Bt = Bt, lorsque asEL+
By = 5/, (J {r}, Bd= B"\{s}, lorsque asEL-,
Pas 4b. n pose

A

A
9r=c -t d&=1
A A
9 = 9 —t ¢ = + 3 lorsque «ye L+
A
9= 9+t % - - lorsque & €1~
?j: dh = gy lorsque ay £ U\ C
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out= min ( min gd, min Ujj et on désigne par s le plus petit des indices des
aj €1+ ij€i1~
arcs sur lesquels ce minimum est atteint. On pose

Bv

BIf\{s}, = Bh (I W, lorsque agqglL+

Bf = 63, Bh= (A; U {r)\{s}, lorsque ogq¢L~.
Si I'on connait un flot de base initial, cet algorithme conduit, aprés un nombre
fini de pas, a la solution minimum du probléme primai proposé.
Si I’'on ne connait pas un flot de base initial, on applique les deux phases de la

méthode du simplexe, en introduisant comme d’habitude des variables artificielles
a la phase 1.

(Manuscrit regu le 5 avril 1967)
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DESPRE PROBLEMA FLUXULUI CU COST MINIM

(Rezumat)

Se considera o problema de marire a capacitdtilor unei retele de transport, care conduce la o pro-
blema de flux cu cost minim.

>% dad un algoritm de rezolvare a problemei fluxului cu cost minim bazat pe metoda simplex.

0 3AIAYE MOTOKA C MUHUMA/IBHOM CTOUMOCTBIO

(Pe3wome)

PaccmaTpuBaeTcsl 3ajaya YBeNMYEHUsi CMOCOGHOCTe TPaHCMOPTHON CeTw, MPMBOASALLAs K 3ajaye
noToka ¢ MWUHUMa/LHON CTOMMOCTbIO.

[aéTca anropuTM pelleHVst 3agayn NoToKa C MUHMMaIbHOW CTOMMOCTbBIO, OCHOBAHHbIN Ha CUMMEKC-
HOM MeToge.
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ASUPRA SCURGERII HIDROMAGNETICE INTRE DOUA
DISCURI TORSIONAU OSCIUATORII

de
IOAX POP

1. Introducere. Miscarea stationara a unui lichid viscos si incompresibil Tntre
douad discuri infinite, paralele, pentru valori mici ale numarului Reynolds a fost
studiatd de K. Stew artson [1]1n cazul cind : (a) discurile se rotesc cu aceeasi
vitezd unghiulard in acelasi sens ; (b) discurile se rotesc in sens contrar ; (c) un disc
se roteste iar celdlalt este in repaus.

A. C. Srivastava si S. K. Sharma [2] au considerat aceeasi
problema pentru un lichid viscos, incompresibil si conductor electric in prezenta unui
cimp magnetic transversal si constant cind un disc se roteste uniform iar celdlalt
este Tn repaus, observind ca anumite marimi fizice ale lichidului sint afectate de
prezenta cimpului magnetic.

Tot pe aceeasi linie, recent, P. G. Reddy [3] a analizat efectul cimpului
magnetic asupra scurgerii radiale stationare intre doua placi paralele fixe.

Ulterior, intr-o serie de lucrari [4], [5] etc., s-a extins problema considerata
in [t] si [2] la cazul cind discurile executd miscari de rotatie oscilatorii analoge
oscilatiilor torsionale.

in aceasta lucrare ne propunem sa studiem miscarea hidromagnetica pentru
numere Reynolds mici a unui lichid viscos, incompresibil si conductor electric
intre doud discuri infinite cind : (I) un disc se roteste cu viteza unghiulard constanta
D iar celalalt executd o miscare de rotatie oscilatorie cu amplitudine mica ; (lI)
un disc are o miscare de rotatie oscilatorie in jurul partii stationare medii 1l iar
celalalt este in repaus.

n scopul simplificarii problemei, din punct de vedere matematic, ne vom
limita la cazul cind numarul Prandtl magnetic (Pr = pcav) este atit de mic incit
cimpul magnetic aplicat este neperturbat de curentul electric indus n lichid. Aceasta
ipoteza este plauzibild pentru lichide foarte slab conductoare electric [Prma
« 10-7 pentru mercur).

Pentru rezolvare vom urma metoda datda de M. J. Uighthil [6] seri-
—* — — — — N

ind viteza V a scurgerii in forma: V = Vs-f zVfeint unde Vssi Vf sint indepen-
dente de t, oprindu-ne la termenul de ordinul unu in s pentru partea oscilatorie
a vitezei. Cazul fluidului uenewtonian si neconductor a fost analizat recent de
A. C. Srivastava [7] iar D. J. Benney [8] a considerat miscarea
unui lichid deasupra unui disc infinit care executa o miscare de rotatie oscilatorie
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in jurul partii stationare medii I, iar lichidul la infinit se roteste cu viteza unghiulara
constanta ).

2. Ecuatiile miscarii. Daca u, v, w reprezintd componenta radiala, transver-
sala si axiala a vitezei, atunci ecuatiile miscarii i1n coordonate cilindrice (r, 0, 2
sint [9] :

(1)

dr r 0
du 2
d (4)
d\/ , ﬂu Bl v j y 0
Lol pwiog S L )
ok dr dz r dr2 dr Vr) d? p
W W A y Gy 1 aw o daw , @
dl dr dz dr2 rodr dz2

unde peste densitatea ; p —presiunea ; v — coeficientul de viscozitate cinematica ;
¢ — conductivitatea electricaA a lichidului; BO — marimea caracteristica a
cimpului magnetic aplicat.

Toate cantitatile electromagnetice sint masurate Tn sistemul electromagnetic
de unitati iar proprietatile fizice ale lichidului ca p v, pc a etc., le presupunem
constante.

|. Daca discul (z= 0) se roteste cu viteza unghiulard constantd 12 in jurul
axei (r = 0), perpendiculara pe planul sau, iar celdlalt (z= d) executd o miscare
de rotatie oscilatorie de tipul r{, e cos nt, unde e este 0 marime mica si n frecventa
rotatiei, atunci conditiile la limita sint:

m=20,v=rD, w—o0 pentru z
rOcosnt, w= 0 pentru z

0, |
dJ
Il1. Daca discul (z —0) executa o miscare de rotatie oscilatorie in jurul partii

stationare medii Q, iar celdlalt (z = d) este in repaus, atunci conditiile la limita
sint :

m=20v

pentru z= 0,

n—o,v = zQ(l -f rcos nt), w=0
w=0 pentru z= d.

mn=0,v—o0,

Tinind seamade natura fizica a problemei si anume ca u, v, w si p nu depind
de r, vom cauta solutia sistemului (1) — (4 sub forma [7]:

n —riiF'(rhT), v = relG(-q,T), w= —2dilF(-q,T),

p=jxl -PM. T)+ 704T) T
unde

d=zit t= Hh m—2F w= ¥ H-=

pfi n v
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Substituind relatiile (7) in sistemul (1) — (4) se obtine :

A o:§+ A2 2FF" —G24 mF = F" - 2X 8

R [wA| + 2(FG - FG') + mG = G", (©)

2R hwﬁ— 2AA" = - Pl + 2F", 10

unde accentul Tnseamna derivata Tn raport cu yj iar @ este frecventa redusa.
Pentru determinarea functiilor F si G din sistemul 8), (9), presupunem ca [6]:

F(rhT) = Fs@y) + zFfi*P GUT) = G,Gi) + zGfUeiT, UT) = Xs+ eX”, (1)

cu conditia ca Tn problema consideratd numai partea reald a marimilor complexe
are sens fizic.

Substituind relatiile (11) n sistemul (@) — (10) si identificind coeficientii

acelorasi termeni armonici (neglijind puterile superioare ale lui €), se obtine
sistemul :

R[Ff - 2FF'; - Gf+ mF's] = Fs'- 2X, A[2(AS3S- Ffi') + mGs] = G(',
a [icoa; + 2(@.a; - ara, - a,a/ - g.g,) + «f;i = al - 2%, 12)
R [fcoG, + 2(A'G, + GA; - Ffi} - GIF/) + mGf] = G'/.

3. Solutia problemei. Presupunem ca pentru numere Reynolds mici, solutia
sistemului se reprezinta astfel :

A(9) = Fa(i) + LA, (6) + AA(D) + ...
Gs(y]) = ~so(7)) + AGS].('(S) -i- AZBSK']-) +
X = X0+ AXd + A2X2 + Cen

13
w/M = -F/ob) + FFfiU + AL + ...

G/(d) = Grorj) + FG.n(ri) + AZL/2Ar) + ..
X = Xo (- AX/, £ A2X2

Substituind seriile (13) Tn sistemul (12) si identificind coeficientii acelorasi
puteri ale lui A, rezulta sistemele de ecuatii :

F% - 2X90= 0, GY = 0,
A(i' —2Xd = Fio —2AN0 — GO+ mFsit Gs =2(AGD —AIE>S) mGso,

(19
A - 2x2= t'ef'si - 2adh;, - 2Zash; - 2gdphdl+ «a;,

GR= 2(AGD+ AdBS —ASGD— ANG,) - WGS ;
a;/- )= 0 G"0= o
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Ffi' —2X — (fw j- .n)Ffo + 2{F<Ffo —F sFfo — F IFft) — GXG/0),
Gfi = (bl - m)G/u f- 2(F950 f c $b/U —F B0 —Ff0c D), (15)
FiF - 2X2 = (bl + m)Fh + 2(FsIFfe+ B 1 - Ne/, - FFfl -
- _ BA, - GAG* - G/GS),
G/2= (rbl - m)Gfi  2(7,96/1 f GfUFd |- Ff05si  GS\FR —
— B A . — G/o-Gsi — FfoGn — G ,~,).

Cazul L Conditiile la limita (5) se scriu:

Fs= Fi =0, Gs= 1 pentru 7= O
F, = K = 0, G =0 pentru 7)= 1;
(16)
Ff=F} = O G, =0 pentru y) = O,
Ff=F} = O G/= 1 pentru r, = 1,

Solutia sistemelor (14) si (15) cu conditiile la limita (16), pentru valori mici
ale frecventei reduse bl, este :

Fs,= 0, aup) 1 B XS o
noA =(—)u’\(1-rl'IS—'O, Gsl(t))=|;——q(\— mar - 2), Xd =i

20
M) — T - 4)a@39 + 297r(- 2@+ 5013, (17)
Go(t) =  —(27+ 27r - 1832+ 23713- 120 + /)
73 m .

3™0(1 - rp(8 + 84 - 122 + 3r;3, 2800

Ff, = 0, Gfgi)=T, X1= 0O

F.,MI = (—;UV(l- >)Ne - 1), GfXn) = - DE+ D), XAz%, (18)

b
FIXT) = —~ r, Xl - T)w(3- 1561 - 2012+ 607]3+m (Il - 180 - 12m2+ 8¥3)],

(iul + wr

GA() = * o, M- W+ T - 3m2- 343 + 2-A)(1 - m)(n + Hlvj - 5onr+
+ 22143~ 22014+ 6019,
_ 101 . . 1
= e W -----= T.
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Forta de frecare pe discul 2 = 0O este

0= F MQy wR+  (l4ow2- 2nR24s ' MmO
-0 d 3 3300
DA o
+ oo (22 + 245(w + m*)RA e|TJ\+ 0(R3, (19

iar pe discul z —d, este

*=» (TL-M{-1-§S +~7~ C e -245p)«. + [, +Ex= * -
_ L ®+ 35(m + m)*)R3eiTj + o(tf3. (20)
Cazul 11. Dacd discul (z = 0) executd o miscare torsionai oscilatorie iar dis-

cul (z= d) este In repaus, atunci ecuatiile miscarii ramin neschimbate si solutia
partii stationare a vitezei coincide cu (17). Conditiile la limita pentru partea nesta-
tionara a vitezei, deduse din (6), sint:

Ff=F]= o0, Gf =1 pentru gq= 0, 21,
Ff=F} = o, Gf=o0 pentru q= 1,
iar solutia sistemului (15) cu conditiile la limitd (21) este :

Ff,=0  Guld=1—m X =0
FfU) = i,~(1 - DA8- V), Gfxg= | «1- 9){- 2. X1={, 2

Flied= - A [W9+ 167/ - 15072+ 30r3+ X(39+ 2] - 20/2+
+ 50y,
Ghy = A 401 - s+ e v+ 3P +F A G- DET+ 271

- 1832+ 237-q3- 120/4+ 204B),

109 73
Ko
4200 1400

In acest caz forta de frecare pe discul (z = 0) este

Vv, =

xa= —<—1——R _—(140w2- 2nR2+ B[—1—— — R 4
6300 L 3
+ N (140(w + x)2- 81773 eT| + O(R3), (23
iar pe discul (z = d) este:
N _ _ ) ) iw + m
4i g \( 1+ 6R+ 25200(32 49072 + st 1+ s R

+ o~ (48- 105(w+ )92+ O(tf3. 24)
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Fig. 1 Viteza radiala stationara adimensionala.

Fig. 2 Viteza transversald stationara adimensionald.

in fig. 1 si 2 se arata distributia partii stationare a vitezei radiale si transversale
adimensionale pentru diferite valori ale numarului Reynolds R si pentru para-
metrul hidromagnetic m = 0si 1 Din figura observam ca efectul cimpului magnetic
este de a descreste profilul componentelor vitezei.

(Intrat in redactie ta 5 aprilie 1907)
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O TMAPOMATHNTHOM TEYEHWUWN MEXAY ABYMA TOPCUMOHHO KONEB/IO-
wnmMnca oUCKAMMU

(Pestome)

M3yyaeTcsi rMapoMarHUTHOe [BWKEHUE BA3KOW HECXKMMaeMoli 3/1eKTPONpPOBOASALLEN XMUAKOCTU B
NPUCYTCTBMM MOCTOSIHHOTO MOMEPEYHOr0 MarHWTHOrO MOJsi MeXJy [ABYMsl GEeCKOHeYHbIMU W napanfenb-
HbIM/ AMCKaMW, B Cflyyae €ecnu:

. OfMH AMCK paBHOMEPHO BpallaeTcsi, a Apyroli coBepluaeT KonebaTenbHO-BpawlaTe/ibHoe ABUKEHNE
C Masiol amnIuTynoi.

Il. OAMH AMCK coBepluaeT KonebaTenbHO-BpallaTeNbHOe ABWXEHWE BOKPYr CpefHell CTauuoHapHOi
yactu I, a Apyroii HaxoguTCs B COCTOSIHUM MOKOS.

CunTasn, uto umcno PeliHongca R Manoe, cTauMoHapHasi M HecTalMOHapHas YacTb COCTaB/ISIHOLLMX
CKOPOCTU BbIpaXaeTcs B BUAE PSAOB MO CTeneHsIM R. B KOHLe MoKasbiBaeTcs pacrnpefenieHne cTaumnoHap-
HOM 4acTh paguanbHbIX W NonepeyHbix 6e3pasMepHbIX  COCTaBSIIOWMX CKOPOCTU ANsi Pas/INYHbIX 3Ha-
ueHWin umcna PeliHongca R M rmapomMarHUTHOro napameTpa T.

SUR LE MOUVEMENT HYDROMAGNETIQUE ENTRE DEUX DISQUES
ANIMES D’OSCILEATIONS TORSIONNELLES

(Résumeé)

On étudie le mouvement hydromagnétique d’un liquide visquux incompressible a conductivité élec-
trique finie entre deux disques infinis et paralléles, en présence d'un champ magnétique transversal cons-
tant, dans le cas ou:

l. L'un de ces disques est animé d’'un mouvement de rotation uniforme et I'autre d’un mouvemer
de rotation oscillatoire de petite amplitude. I11. L’'un des disques considérés est en mouvement rotatoire
oscillatoire autour de la partie stationnaire moyenne Q, tandis que l'autre est en repos.

En supposant le nombre de Reynolds petit, on représente la partie stationnaire et non-stationnaire
des composantes de la vitesse sous la forme de séries des puissances de R. Enfin, on donne des repré-
sentations graphiques de la distribution de la partie stationnaire des composantes adimensionnelles
radiales et transversales de la vitesse en fonction du nombre de Reynolds R et du parametre hvdro-
magnétique m.






THE ATMOSPHERE INEEUENCE ON THE DECOMPOSITION PROCESS
OF Mn2+ IONS AGGREGATES IN EiF—MnF2 SYSTEM

by
. DARABONT and S. V. MSTOR

The studies of the ESR spectra of Mn2+ ions introduced in several alkali halides
[1—5] have indicated the formation of vacancy-paramagnetic ion pairs which
determine the fine structure of the ESR spectra. This hypothesis deduced from the
ESR studies was verified by means of the dielectric loss and electrical conductivity
measurements [6—9]. On the other hand in unannealed specimens a simple, broad
line with a width of about 200—500 gauss was observed. It has been considered
that this line arises from the manganese ions aggregates at or near internal boun-
daries or dislocations, this state being little studied.

The comparison of the experimental data obtained by different authors for
this state in the EiF—MnF2 system, [10—12] show the existence of some dis-
agreements.

— The width of the line has different values.

— The fine structure does not appear at same temperatures.

— At room temperature the stability of the vacancy-manganese ion is not the
same.

We have considered that these disagreements result from the different growing
and annealing conditions of the samples (The impurities which exist in the mate-
rials, the atmosphere and the growing technics employed).

From these conditions we have proposed to study the atmosphere influence
on the formation and decomposition of these aggregates. For this purpose, single
crystals of EiF—MnF2 were grown by the Czochralski—Kyropoulos method in a
controlled atmosphere (air and argon).

The starting materials were of reagent grade purity. In addition, the EiF was
purified by pulling it from the melt in an argon atmosphere. Two types of crystals
were grown from a melt in which 0.05 mol % MnF2 had been added. One type was
grown in air and the other in argon atmosphere. In order to eliminate the water
the samples grown in argon were melted in vacuum at 10" 2 mmHg. A broad ESR
line was observed at room temperature for both types of single crystals with a width
of about 500—600 gauss between maximum derivative points.

The line intensity for the sample prepared in argon was larger than for the
sample prepared in air. We expected this, because in melt the MnF2 was partially
oxidized and separated.

6 — Matematica-Physica 1/1968
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After an annealing in air or in argon for 4 hours at 750°C both types of samples
have shown the same fine structure of the ESR spectra as it has been reported by
Bottcher and co-workers [12].

In all these spectra no time-variation of the line intensities was observed (for
one week), indicating a quite good stability of the vacancy-Mn2+ ion pairs. The
studies of line intensities depending on the annealing time in air have shown that
for long annealing times (more than 10 hours) a decreasing of the intensity and
a darkening of the samples appear. If the annealing lasts more than 100 hours,
the fine structure signal dissappears and the broad line intensity decreases.

We consider that this phenomenon results because an escaping process of the
manganese ions from the crystal is superimposed over the aggregates dissolving
process.

In the case of the samples annealed in an argon atmosphere this phenomenon
also occurs but more slowly.

From the data mentioned above it turns out that the medium in which was
made the preparation and the annealing of the samples has a small influence on the
aggregation and dissolvation of the manganese ions in the lattice.

From these data the following conclusions result :

() It is verjr uncertain that the formation of the 02’ —Mn2+ and 0“ 2 —Mn2+
pairs will have an important role in the formation of the manganese ions associations
in the lattice.

(i) The hypothesis regarding the cause of the fine structure lines in the ESR
spectrum was confirmed. However, the features of the broad line which differ from
those reported by other authors indicate the important role of the impurities in the
formation of manganese aggregates.

A careful study of this problem is necessary to be done.

(Received October 3, 1967)
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INFLUENTA ATMOSFEREI TN PROCESUL DE DESCOMPUNERE A AGLOMERATELOR DE
IONI Mn!'+ TN SISTEMUL LiF-MnP,

(Rezumat)

S-a studiat prin metoda RES influenta conditiilor de crestere si calire a esantioanelor de LiF —MnF,
asupra agregarii si dizolvarii ionilor de mangan in reteaua cristalina.

BANAHNE ATMOC®EPblI B MPOLUECCE PA3/TOXXEHWA ATTIOMEPATOB MOHOB Mn*+
B CUCTEME LiF— MnFj

(Pestome)

MeTogom 3MP u3yyeHO BAMSIHWE YCNOBWIA MOBbIWEHMS WM 3akana npob LiF—MnP2 Ha arperauyuio
1 pacTBOPeHMe WOHOB MapraHua B KPUCTa/I/IMYECKON peLueTke.






L’ANTIFERROMAGNETISME DES ALLIAGES TERNAIRES
DE NICKELCUIVRE-MANGANESE

par

I. COSMA et IULIU POP

Introduction. Le systéme des alliages binaires & base de nickel, présente en
général le phénoméne d’ordre ferromagnétique, ayant le point Curie relativement
élevé jusqu’a 630°K, en fonction de la concentration du composant non magnéti-
que de l'alliage [1, 2, 3, 4, 5]. En dépassant le point Curie dans le domaine para-
magnétique, la susceptibilité magnétique de ces alliages suit la loi Curie —Weiss
pour les concentrations réduites. Toutefois dans les alliages de nickel-chrome on a
pu observer le phénoméne d’ordre antiferromagnétique (ferrimagnétique) [6]

Dans les alliages ternaires a base de nickel, — difféeremment des alliages binai-
res, — la possibilité de la réalisation des interactions antiferromagnétiques est trés
favorisée par la présence dans le réseau cristallin de trois sortes d’atomes. Ainsi
les systemes d’alliages Ni—Au—AIl et Ni—Cu—Zn présentent un comportement
ferrimagnétique [7, 8]. Des phénoménes analogues ont été observés aussi dans
les alliages ternaires & base de manganese [9—12]. En conséquence |'étude des
systemes ternaires a base de nickel avec différents composants continue de présenter
de lintérét.

La procédure expérimentale. En vue de cette étude nous avons préparé seize
échantillons du systtme Ni—Cu—Mn dans un large domaine de concentration.
Les échantillons avec les concentration données dans les tableaux | et Il, ont été
préparés avec des métaux d'une pureté électrolitique par fusion dans un four a
atmosphére réductrice. Aprés leur obtention, les échantillons ont été soumis a un
traitement thermique d’homogénéisation a la température de 900°C pendant une
heure, ensuite ils ont été refroidis lentement. Les mesurages magnétiques ont été
accomplis & I'aide d’'une balance & compensation mécanique [13] de type Faraday.

Résultats expérimentaux. Nous avons étudié la dépendance de l'inverse de la
susceptibilit¢ magnétique —(T) en fonction de la température, dans l'intervalle

100°—1200°K.

Pour les échantillons d’'une grande concentration en nickel les résultats
des mesurages sont représentés graphiquement par la figure no. 1 On
peut constater qu’au-dessus du point Curie ferromagnétique, l'inverse de la
susceptibilité magnétique dépend au commencement d’une maniere linéaire de la
température et seulement a de hautes températures apparait un courbement vers
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les axes des températures, phénomene qui est déterminé par |'effet des électrons
de conductibilité et par le peuplement des niveaux énergétiques supérieurs. Avec
la diminution de la concentration du nickel, la susceptibilité magnétique baisse en

méme temps, les courbes—(7") se maintiennent approximativement paralléles,
- X o - Y
ce qui montre que le moment magnétique par atome d’alliage reste a des valeurs

voisines. Tandis que le manganése a un effet d’augmentation du moment magnétique,
le cuivre a un effet contraire. Kn supposant la valeur du moment magnétique de
4,9 [ib pour le ion M%, pour le nickel il est résulté un moment magnétique moyen
de 1,625 yB ce qui est en accord avec la valeur expérimentale déterminée par la
susceptibilité du nickel métallique (voir tableau no. 1).

Tableau 1
% at

@ PP lliage’
g _ M Cm - alliage %. Ni, tu
Ze Xi Cu lin

1 98 1 1 58,68 626 0,329 1,63 161

2 95 3 2 58,74 590 0,335 164 1,625

3 88 7 5 58,85 527 0,347 167 162

4 90 9 1 59,07 522 0,30 1565 165

5 85 10 5 58,95 498 0,333 1,63 1,62

— 100 — 58,69 645 0,327 — 1,625

Ta diminution de la concentration du nickel mene a I’abaissement du point Curie
paramagnétique, fait qui indique I'amoindrissement des interactions d’échanges
ferromagnétiques dans les alliages.

Tes échantillons a une concentration de nickel sous 80% at., mais avec un
pourcentage élevé de manganése présentent une dépendance de l'inverse de la sus-
ceptibilité magnétique en fonction de la température ayant un caractere non linéaire
prononcé, qui est caractéristique a un comportement ferrimagnétique, comme on

peut le constater sur la figure no.2.
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Pour ces échantillons la dépendance est décrite justement par la loi Néel, pour le
cas du ferrimagnétisme :

X Xo c r- 0

ou C est la constante Curie, tandis que yQ ¢ et 0 sont des constantes qui dépendent
du champ moléculaire ; les valeurs de celles-ci sont données par le tableau no. 2.

Tableau 2
% at
5 M ! io-* a-10~4 0°K
(5] —_ . - . it '
=s N Cu  Mn cp z P> U@
< c
6 60 10 30 58,08 1,45 35 168 815 34
7 50 10 40 57,67 1,92 4.4 155 805 392
8 50 25 25 58,96 1,285 43 316 710 3,21
9 70 10 20 58,39 0,97 1,68 129 700 2,8
10 80 5 15 58,53 0,663 -2,1 81 535 231
n 80 10 10 58,75 0,525 -3,3 59 468 2,06
12 80 15 5 59,28
13 70 20 10 59,25
14 60 30 10 59,79
15 50 40 10 60,26
16 40 10 50 57,29

De ce comportement magnétique on peut tirer la conclusion que dans les alliages
apparaissent deux sous-réseaux magnétiques ayant des moments orientés
antiparallelement, donnant naissance ainsi a une structure ferrimagnétique.

Par suite de I'augmentation de la
concentration du cuivre dans I'alliage
la structure magnétique reste comme
auparavant, fait qu’'on peut voir sur
la figure no. 3, mais la dépendance

Y(T) dans le domaine de hautes

températures présente des déviations
de la loi Néel, par augmentation de
la susceptibilité.
Un comportement magnétique a
part est présenté par les alliages dans
lesquels le manganese dépasse la
proportion du nickel, tandis que la
concentration du cuivre est relati-
vement petite. Ces alliages ont une structure ferrimagnétique avec la température
Néel au-dessus du point Curie, comme on peut le voir surla figure no. 4, ou est

représentée la dépendance —(T) pour I'échantillon 40% at Ni; 10% at Cu;
X
50% at Mn soumis & un traitement thermique et non soumis & ce traitement.
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La courbe d’en haut (échantillon non soumis au traitement thermique) a un carac-
tére non linéaire prononcé et a 960°K environ, elle présente une anomalie corres-

pondant a la température Néel, aprés laquelle la dépendance —(T) est linéaire,

mais le phénoménex est irréversible.
Apres le traitement thermique d’ho-
mogénéisation apparait I'ordre ferri-
magnétique ayant la température

Néel au-dessus du point Curie et
situé a 940°K environ, ainsi qu'il se
présente sur la courbe d’en bas.

En conclusion, des données pré-
sentées il résulte que les rbéles des
atomes de nickel, de cuivre et de
manganese sont différents, les allia-
ges pouvant présenter un phéno-
mene d’ordre ferromagnétique ou
ferrimagnétique ayant la tempéra-
ture Néel au-dessus ou au-dessous du point Curie ferromagnétique, en fonc-
tion de la prépondérance des atomes de nickel ou de manganése, les atomes
de cuivre accomplissant aussi un r6le de dilution magnétique.

Kig. 4

(Manuscrit regu le 7 octobre 1967)
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ANTIFEROMAGNETISMUL ALIAJELOR TERNARE DE NICHEL-CUPRU-MANGAN
(Rezumat)

S-a studiat dependenta de temperatura a susceptibilitatii magnetice pentru sistemul de aliaje
Ni—Cu—Mn. Aliajele cu o concentratie mai mica de 80% at Ni prezintd o comportare ferimagnetica
bine descrisa de legea lui Néel.

AHTU®EPPOMATHETWU3M TPOWHOW CUCTEMbI CM/JIABOB HUKENb-MEAb-MAPTAHEL,
(Pestome)

WccnepoBaHa TemnepaTypHas 3aBMCUMMOCTb MarHMTHOM BOCMPUUMYMBOCTU ANSi CUCTEMbl Cr1aBoB
Ni —Cu —Mn. CnnaBbl ¢ KOHUeHTpauueid meHee 80% aT. Ni MMeOT hepprMarHMTHOE NOBeLEHME, ONUCaH-
Hoe 3aKoHOM Heens.
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HARREFFEKTANOMARIEN IN Ni—Cr-EEGIERUNGEN

ILUI POP, GII. ILOXCA unci Il. IIKWIMi

Es wurde die Temperaturabhangigkeit der spontanen Hallkonstante Rs, der
elektrischen Resistivitat p, ihrer magnetischen Komponente pm und der magneti-
schen Suszeptibilitdit X der Ni—Cr—Regierungen (bis zu 6% Cr) im Bereiche von
77°—700°K studiert.

Es wurde festgestellt, dass die spontane Hallkonstante Rs, sowie die elektrische
Resistivitdt p und der magnetische Teil pmder elektrischen Resistivitat durch die
nachfolgenden Gleichungen, im Bereiche von 77°K bis in die Nahe des Curie-
Punktes, ausgedriickt werden kdénnen :

Rs= ap+ bp2 und Ec=a+RBpm

Die Halleffektanomalien in diesen Regierungen wurden auf Grund des Dis-
persionsmechanismus der Reitungselektronen auf Verunreinigungen und Phono-
nen, so wie auf Spinwellen und magnetischen Inhomogenitaten erklart.

Einleitung. In letzter Zeit erschien eine grosse Anzahl von theoretischen Ar-
beiten, die dem Studium des Halleffektes in ferromagnetischen Metallen gewidmet
sind und auf der Spin-Bahn-Wechselwirkung fussen [1-3]. IndenArbeiten [4-7,21]
wird der Dispersionsmechanismus auf Verunreinigungen, auf Phononen oder gleich-
zeitig auf Phononen und Gitterfehlern studiert. In beiden Fallen fihren die Berech-
nungen zu einer Gleichung zwischen Rsund p und zwar Rs~ p2 Kondorski
[5] zeigte, dass zwischen Rs und p folgende Gleichung besteht :

Rs= ap + bp2 1)

Irhin und Abelski [8] studierten theoretisch den Dispersionsmechanis-
mus auf Spinwellen und stellten folgende Gleichung fest :

Es=a+Rp,,. @

Die vorhandenen theoretischen Betrachtungen des spontanen Halleffektes
behandeln nur den Fall der Dispersion auf Verunreinigungen, Phononen und Spin-
wellen. Auf diese Weise kann die Theorie keine Antwort beziglich des Verhaltens
des spontanen Halleffektes in der Nahe des Curie-Punktes geben, wo die Disper-
sionsprozesse auf magnetischen Inhomogenititen eine sehr grosse Rolle spielen.
Diese Inhomogenitaten werden durch starke Schwankungen, die durch die Zer-
storung der ferromagnetischen Ordnung entstehen, hervorgerufen.
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Diesen Theorien entsprechend entsteht die Aufgabe eines eingehenderen ex-
perimentellen Studiums der Phdnomene. Zur Prifung der oben angefiihrten Theo-
rien wurden Halleffektmessungen an ferromagnetischen Metallen wie Fe und Ni
durchgefihrt [9-12]. Die fir Ni-Sn [13], Fe-Si-Al [14], Ni-Mo [15], Ni-Si
[16], Ni—Cu [17] und andere Legierungen erhaltenen Ergebnisse bestatigen die
Theorie in einem vom Curie-Punkt entfernten Bereiche, wo die Dispersion auf
Spinwellen vorherrscht.

Da das Chrom ein Ubergangselement mit antiferromagnetischer Ordnung als
Legierungselement ist, kann es zusatzliche Effekte von antiferromagnetischer
Ordnung in der Legierung hervorrufen, vor allem von ferrimagnetischem Typus.

Unsere Absicht war es, in diesem Sinne den Einfluss dieses Elementes auf den
anomalen Halleffekt im Nickel zu studieren. Ausserdem fanden wir in der voran-
gehenden Arbeit [13] Uber die Ni—Sn-Legierungen ein besonderes Verhalten
des Verhéltnisses RJ p bei tiefen Temperaturen und in Abhdngigkeit von der Resis-
tivitat p. Gleichfalls weisen die Abhé&ngigkeitskurven Rs(pn) und RYI) zwei ver-
schiedene Neigungen auf. Es war interessant festzustellen, ob dieser Effekt auch
bei den Ni—<Cr-Legierungen erhalten bleibt.

Die Versuche wurden mit vier Ni—Cr—Proben mit einem Chromgehalt von
1‘Vfo ;hB% ; 45% ; 6% und einer Probe aus reinem Nickel als Vergleichsprobe durch-
gefiihrt.

Versuehsverfahren. Die verwendeten Proben hatten folgende Dimensionen: 32 X
X 8 mm und eine Starke zwischen 0,1 und 0,15 mm. Die Messungen wurden in
Feldern von 9500 Gs und bei einem Strom von 4A zwischen 77°K und 700°K
durchgefihrt, sowohl mit den thermisch nicht behandelten Proben, wie auch mit
denjenigen, die einer thermischen Behandlung unterzogen wurden. Die letzteren
wurden 8 Stunden im Vakuum auf 1200°K erhitzt und langsam abgekihlt. Die
zum Messen des Halleffektes verwendete Apparatur ist in [13] beschrieben.

Versuehsergebnisse. Die ordindre Hallkonstante ROwurde aus der Feldabhan-
gigkeit der Grosse pH (Hallresistivitat) bestimmt, die in Abbildung 1 dargestellt
ist und wo man anfangs ein lineares Anwachsen bis zu Feldern von 25 kGs fiur
grossere Konzentrationen und 6,5 kGs fiir Nickel und 1% Chrom feststellen kann.
Bei grosseren Feldern beginnt das Sattigungsphanomen.

Die mit ununterbrochenen Linien dargestellten Kurven kennzeichnen die
Abhéngigkeit m = f(H) fur die thermisch behandelten Proben, hingegen jene
mit unterbrochenen Linien kennzeichnen die nicht behandelten Proben.

Aus der Temperaturabhéngigkeit der spontanen Konstante Rs, in Abbildung
2 (fur reines Nickel und die Probe mit 1% Chrom) dargestellt, stellt man ein aus-
gepragtes Maximum beim ferromagnetischen Curie-Punkt fest. Auf der graphi-
schen Darstellung ist fur 1% Cr eine Verschiebung des Curie-Punktes Uber jenen
des reinen Nickels hinaus, als ein Effekt des Chroms in kleinen Mengen zu bemerken.

Die Ergebnisse fur 3%, 4,5% und 6% Chromgehalt sind in Abbildung 3 dar-
gestellt. Es ist zu bemerken, dass im Temperaturbereich zwischen 80°K und 600°K
die spontane Hallkonstante einen stetigen Abfall erleidet — ein Effekt der dem
paramagnetischen Bereiche entspricht.

Die spontane Hallkonstante Rs der thermisch nicht behandelten Proben ist
grosser ; dieses Anwachsen ist durch die Inhomogenitét in der Legierung bestimmt.
Aus der Temperaturabhéngigkeit der elektrischen Resistivitat (festgestellt durch
die in [18] beschriebene Methode), die in Abbildung 4 dargestellt ist, wurde der
maggetische Teil der Resistivitdt getrennt, der in Abbildung 5 wiedergegeben
wurde.
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Die Verbindungsgleiehung zwischen der spontanen Hallkonstante und der
elektrischen Resitivitdt Rs—ap + bp2 [5] (Wo p den Beitrag des Chromgehaltes,
der Phononen und der Spinwellen [19] darstellt) ist auch fiir das Nickel und die
Probe mit 1% Chromgehalt in einem vom Curie-Punkt entfernteren Bereiche be-
statigt, wie es auch aus Abbildung 6 hervorgeht.

Die Versuchsergebnisse bestatigen auch die Verbindungsgleichung zwischen
der spontanen Hallkonstante Rs und dem magnetischen Teil der Resistivitat [8],

Rs = A+ RBPm
so wie aus Abbildung 7 ersichtlichist.

Die lineare Abhéngigkeit der Konstante Rs von pmist durch eine auch bei
den Ni—Sn-Legierungen [13] beobachtete Neigungsduderung gekennzeichnet.
Die Temperatur, die dem Punkt, wo die
Neigungsanderung stattfindet, entspricht,
ist mutmasslich an die Erscheinung der
magnetischen Inhomogenitaten gebunden,
die immer haufiger werden, je mehr man
sich dem Curie-Punkt néhert.
Zu einem besseren Erkennen des mag-
netischen Verhaltens der Probe mit 1%
Chromgehalt unternahmen wir auch mag-
netische Suszeptibilitdtsmessungen. Die
Ergebnisse sind in Abbildung 8 wiederge-
geben.
Bei Kkleinen Feldern erscheint ein
Maximum, das ein antiferromagnetisches
(ferrimagnetisches) Verhalten dieser Regie-
rung anzeigt, ein Maximum das bei einem Kkritischen Feld von Hcrs 3100 Gs
verschwindet. Das antiferromagnetische Verhalten der Ni—Cr-Regierungen ist
in der Arbeit [20] wiedergegeben.
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Schlussfolgerungen. Das Studium des Halleffektes im Eegierungssystem Ni—Cr,
zwischen den Temperaturen 77° und 700°K, zeigte das Vorhandensein einiger
Anomalien, die durch das Erscheinen der antiferromagnetischen Ordnung in der
Eegierung hervorgerufen werden.

Durch die Streuung der Elektronen auf den magnetischen Inhomogenitaten
erscheint eine Anomalie auf den Abh&ngigkeitskurven Rs(pm), die sich durch das
Andern der Neigung bemerkbar macht. Die theoretischen Gleichungen (1) und
(@ sind nur fur begrenzte Temperaturbereiche bestétigt, die durch genaue Werte
der Konstanten a, b und a, R gekennzeichnet sind. Auf diese Weise grenzt sich
der Bereich der tiefen Temperaturen, wo die Streuung auf den Spinwellen vor-
herrscht, vom Temperaturbereich ab, welcher sich dem Curie-Punkt nahert und wo
die Streuung auf den magnetischen Inhomogenitaten erscheint.

Das Vorhandensein des Chroms in der Eegierung bestimmt bei kleinem Gehalt
die Verschiebung des Curie-Punktes gegen hohere Temperaturen, hingegen findet
bei grossem Chromgehalt eine Verschiebung gegen tiefe Temperaturen statt. Aus
riesem Grunde mussen die Messungen zum Studium des Halleffektes in den Eegie-
dungen mit grossem Chromgehalt in flissigem Helium durchgefiihrt werden.

(Eingegangen am 7. September 1967)
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ANOMALIA EFECTULUI HALL IN ALIAJE DE Ni-Cr
(Rezumat)

S-a studiat Tn intervalul 77°—700°K dependenta de temperatura a constantei Hall spontane Rsr
a rezistivitatii electrice p, a componentei ei magnetice p,, si a susceptibilitatii magnetice ¢ la aliaje de NiC,
(pina la 6% Cr).
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(07}
S-a stabilit ca de la 77°K si pina in apropierea punctului Curie, constanta Hali spontana Rs, rezis-
tivitatea electricd p si partea magnetica pm a rezistivitatii electrice verifica relatiile
Rs= ap + bg2 si
Anomalia efectului Hali Tn aceste aliaje s-a interpretat pe baza mecanismului de dispersie a electronilor
de conductibilitate pe impuritati si fononi, pe undele de spin si pe neomogenitatile magnetice.

Rs= a+ Rpm

AHOMAJINA SOPEKTA XOJI/IA BCIJTABAX Ni -Cr

(Pe3tome)
K uccnenoBaHa TeMmnepaTtypHasa 3aBUCMMOCTb CMOHTaHHOM MOCTOSIHHOW

B wHTepBane 77°—700°
Xonna Rs, yAenbHOro cCONpoTUB/IEHMS P, €8 MarHUTHOM COCTaBNAIOLWEN PK U MarHUTHON BOCMPUMMYMBOCTY

Y cnnasoB Ni—Cr <go0 6% Cr>

YcTaHoBUNock, 4to Mexay 77°K m Toukol Kiopu crnoHTaHHas NOCTOsiHHas Xonna Rs, yaenbHoe

CONPOTUB/IEHNE P U MarHUTHas 4YacTb PXK MPOBEPSAIOT OTHOLLEHUA
Rs = ap+ bp* U Rs= a+ Bp«

AHOMannsa 3tdeeKTa Xonna B 3TUX ChaaBax WMHTeprnpeTMpoBaHa Ha OCHOBE MexaHW3Ma paccemBaHUA
3M1eKTPOHOB NpPOBOAMMOCTU Ha NpPUMeECAX U (bOHOHaX, Ha CMNHOBbLIX BO/IHaX W MarHUTHbIX HEOAHOPOAHOCTAX



ASUPRA ORIENTARI MONOCRISTALELOR PRIN METODA LAUE

de

GH. CRISTEA si ILDIKO CHIS

Cunoasterea orientarii monocristalelor are mare importanta in diferitele
domenii de cercetare. Metodele folosite pentru orientare au la baza proprie-
tatea™ de anizotropie a diferitelor marimi care caracterizeaza monocristalul.

in prezenta lucrare ne-am propus sa orientam monocristalul de rubin (trioxid
de aluminiu impurificat cu crom). Din cauza proprietatilor deosebite pe care le poseda,
a aplicatiilor sale In special Tn domeniul electronicii cuantice, rubinul a fost obiec-

tul a numeroase cercetari [1, 2]. Pina Tn prezent
pentru orientarea lui s-au folosit diverse metode
cum ar fi metoda optica, a difractiei de electroni
[3] etc. Una din metodele cele mai universale
de orientare este Tnsa metoda rontgenografica
pe care o vom folosi si noi in lucrarea de fata.

Metoda Laue, dupda cum se stie, se poate
folosi in doua variante : prin transmisie si prin
reflexie. Prima varianta are avantaje la inter-
pretarea lauegramelor obtinute, dar este limitata
in aplicabilitate la cristalele subtiri si a caror
coeficient de absorbtie este mic. Tn cazul nostru,
pe linga faptul ca rubinul are un coeficient de
absorbtie mare, esantionul era destul de gros, si
am fost nevoiti s& aplicam varianta prin ref-
lexie.

in general, dificultatile care apar cu ocazia
orientarii monocristalelor sint legate de com-
plexitatea structurii lor interne si de simetria
scazutd a sistemului de cristalizare. Rubinul
apartine simetriei hexagonal-romboedrice (L),
in care ionii de oxigen formeaza o structura
hexagonal compacta, iar cei de aluminiu se
asaza in golurile octaedrice (fig. 1). Totusi,
atomii de oxigen se abat putin de la dispunerea
hexagonal compacta ideala in sensul cd doua
locuri cationice (AI3+) sint mai apropiate intre
ele decit fata de ceilalti ioni ai aluminiului. in

Fig.

Structura cristalografiei
rubinului.

a
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Fig. 2. Lauegrama mo-
nocristalului de rubin ob-
tinuta prin reflexie.

Fig. 3. Proiectia stereo-
graficda construitda dupa
lauegrama.
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ansamblu se obtine un romboedru cu parametrii de retea: a= 512 A si a =
= 55°17 [4]

In procesul de orientare am urmarit localizarea in spatiu a axei de simetrie
(c), a romboedrului, care coincide cu axa de zond [0001] a hexagonului.

Din cauza simetriei destul de scazute pe de-o parte, si din cauza ca forma exte-
rioara a cristalului nu oglindea simetria lui interna (crestere din topiturd) pe de alta
parte, fotografia Laue obtinutda este destul de asimetrica (fig. 2).

In fotografie se distinge un singur plan de simetrie. Din numarul spoturilor
obtinute se urmareste sa se identifice acel spot care corespunde zonei caracterizate
prin Maxa ().

In prima etapa a procedeului am urmat calea obisnuitd, cunoscuta in literatura,
construind proiectia stereografica a sporturilor obtinute. Tn acest scop se supra-
prfne peste film harta Greninger. Determinind cu ajutorul ei coordonatele spoturilor,
se trec pe reteaua Wulff. Obtinem in felul acesta proiectia stereografica a cristalului,
in pozitia in care este asezat pe capul goniometric Tn timpul expunerii fotografiei.
Unind punctele obtinute prin linii, se formeaza cercuri mari, fiecare dintre ele
corespunzind la o zona a cristalului (fig. 3).

Tn etapa urmatoare ar fi trebuit, cum se procedeaza de obicei, sa marcam polii
cercurilor mari (ai zonelor) iar apoi citind unghiurile dintre ei, sa determinam dupa
tabele indicii, Muller corespunzatori. Din nefericire, pentru simetriile scdzute chiar
si pentru cea romboedrica Tn care cristalizeaza rubinul, valorile unghiulare nu sint
inca tabelate, deci nu putem determina indicii Muller.

Totusi, pe baza unor coordonate unghiulare particulare luate din indicatori
cristalografiei [5], putem construi proiectia stereografica standard a cristalului de
rubin. Proiectia obtinutd se refera Tnsd la pozitia cristalului Tn care axa de simetrie
(© ar fi paralela cu directia de incidenta a razelor X (fig. 4).

Se observa, In proiectia standard, elementele de simetrie ale sistemului hexa-
gonal, existente cum am remarcat deja si Tn cazul cristalului studiat aici : trei axe
de ordinul 3 si trei digire, toate treeind prin punctul [0001].

inseamna ca pentru identificarea axei (€) din fig. 3, va trebui sd gasim un ase-
menea punct care sa aiba proprietatile asemanatoare cu punctul [0001] de pe proiec-
I;Oila stereografica standard, adica sa treaca prin el sase plane formind intre ele unghiuri

e 60°

Pe proiectia stereografica obtinuta de pe lauegrama gasim doua asemenea punc-
te : punctul 9 si punctul 5. Prin punctul (9) trec planele D, N, F, R si E, iar prin
punctul 5 planele A, L, M, C si H. (Avem numai cinci plane, deoarece unul din spo-
turi a iesit din cadrul filmului.) Urmeaza sa decidem care din aceste puncte cores-
pund axei (C).

Méasurind distantele unghiulare intre aceste puncte si vecinele lor (am luat
punctul 8) si identificind cu proiectia standard, gasim cd axei (¢) Ti corespunde
punctul 9. Mai departe, masurind distanta unghiulard de la centrul proiectiei pina
la punctul 9, care reprezinta proiectia axei ¢, gasim abaterea axei de simetrie de la
directia de incidenta a razelor X. Aceasta determinare se face numai dupa ce prin
rotirea proiectiei stereografice, in sensul acelor de ceasornic, Tn jurul centrului, am
adus punctul (9) pe linia ecuatorialda a retelei Wulff. Unghiul cu care trebuie sa
efectudm ultima rotatie ne va furniza a doua coordonata unghiulara care va deter-
mina complet pozitia axei (c). (in cazul nostru particular am obtinut valorile 28°
si respectiv 80°)

Pentru a verifica procedeul folosit, reconstruim proiectia stereograficd rotita,
astfel ca axa (c), determinata prin coordonatele unghiulare obtinute, sa fie paralela

7 — Matematica-Physica 1/1968
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P1g. 4. Proiectia stereo
graficd standard a rubinu
lui.

Fig. 5. Proiectia stereo-
grafica rotitda a proiectiei
din fig. 3.



ASUPRA ORIENTARII MONOCRISTALELOR PRIN METODA LAUE gc)

cu directia de incidentd a razelor X. Daca proiectia astfel obtinuta (fig. 5) coincide
cu proiectia stereografica standard, insemneaza ca procedeul folosit este corect.
Comparind fig. 5 cu fig. 4 se vede ca in cazul nostru coincidenta este perfecta.

Pentru a avea un reper permanent fatd de care sa cunoastem pozitia axei de
simetrie, se taie cristalul intr-un plan perpendicular pe directia acestei axe, dupa
ce cu ajutorul capului goneometric am suprapus-o peste directia de incidentd a
razelor x.

(Intrat Tn redactie la 20 septembrie 1967)
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Ob OPMEHTAUMW MOHOKPWUCTAN/IOB METOAOM JAY3

(Pe3wome)

ABTOp CTaTbM pacnpocTpaHsieT MeToA Jlay3 A/l OpreHTalMu MOHOKPUCTANIIOB Ha POMG03APUYECKYHO
CMCTEMY, UMEIOLLY0 OTHOCMTENIbHO HW3KYID CUMMETPUIO U ANsi KOTOpoi HeT Taby/lMpoBaHHbIX Yri0BbIX
3HauYeHWit. OpueHTaLuUa MPOW3BOAWTCS MYTEM MOCTPOEHUS| CTaHAAPTHON CcTepeorpaduMyeckoli MpoeKumu
KpUCTa/1/la Ha OCHOBE HEKOTOPbIX YaCTHbLIX 3HAYEHW YI/I0B MEXAY KPUCT110rpaguuyeckuMm ocsimu. 3Tu
YI/bl 06bIMHO MOXHO HaliTv B KpuCTannorpapuryeckx rnokasaTensix.

ON THE ORIENTATION OF SINGLE CRYSTALS ESING LAUE METHOD

(Summary)

The author extend Laue method of orientation of single crystals to the rhombohedral system
considered as having a rather low symmetry and for which the angular values are not tabulated. The orien-
tation is made in this case drawing the standard stereographic projection of the crystal cn the basis of some
particular values of the angles between the crystallographic symmetry axes, angles which usually can
be found in the crystallographic indicators.






MASURAREA CURENTULUI ALTERNATIV CU TRADUCTOARE SEMI-
CONDUCTOARE TERMOREZISTIVE

ile
F. PUSKAS si C. BAUXTFFY

Precizia maxima cu care ampermetrele cu citire directd méasoara intensitatea
curentului alternativ in domeniul audio-frecveutei este de 0,1%. Tn literaturd sint
descrise diferite metode de comparare [1—3] cu care se poate obtine o precizie de
0,01—0,05%, pina la frecvente de 10—20 kHz. La aceste metode de comparare
in general sint folosite traductoare termoelectrice sau termorezistive.

Scopul acestei lucrari este de a prezenta un traductor termorezistiv cu semi-
conductori care se bazeaza pe egalitatea cantitatilor de cdldurda dezvoltate de cei
doi curenti, alternativ si continuu. Traductorul propriu-zis este format dintr-un ter-
mistor cu incalzire indirecta.

Fig. 1

I. Descrierea lraduetorului si a modului de lucru. Traductoarele au fost con-
fectionate din termistori pusi la dispozitia noastrd de catre Institutul de fizicd
Bucuresti. S-au folosit termistori cu rezistentd electrica de 8—10 kO si coeficientu.
de temperatura de 3—4%/°C. Pe termistori s-a bobinat bifilar sirmé de cupru emai-
latd avind diametrul de 0,1 mm. Rezistenta ohmica a bobinajului de incélzire a fosl
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de cca. 8Q, iar inductanta sub 20 pH. Termistori astfel pregatiti au fost introdusi
in baloane din plexiglas (fig. 1) care apoi au fost vidate.Experienta ne-a dovedit
ca un vid de 10-3 torr asigura o izolatie termica suficienta pentru termistorii cu Tncal-
zire indirecta. Tn vederea stabilitatii termice a termistorilor s-a ales un montaj
in punte. Am studiat diferite montaje in punte Tn numar de sapte, care din punct
de vedere a tehnicii de masurare pot fi Tmpartite in doua categorii. in cazul mon-
tajelor din prima categorie (schemele 1 —a, 1—b, 1—c si 1—d) echilibrarea puntii
s-a facut cu o rezistenta de precizie ce s-a etalonat direct in intensitate de curent,
corespunzatoare curentului de masurat. Tn cazul montajelor din a doua categorie
(schemele 2—a, 2—b si 2—<) echilibrarea puntii se face cu ajutorul unui curent
continuu de intensitate cunoscuta, astfel intensitatea curentului alternativ de masu-
rat este comparata cu intensitatea curentului continuu necesar pentru echilibrarea
puntii.

Il. Rezultatele experimentale. Ea traductoarele descrise Tn literatura [1, 2]
s-a folosit un montaj de tipul schemei 1—a (fig. 2). Ea acest montaj in vederea
stabilitatii termice se foloseste si un termistor RT. Termistorul stabilizator RT se
monteaza Tn acelasi balon cu termistorul Tr, astfel erorile suplimentare provenite
din variatia temperaturii, practic, sint eliminate. Valoarea rezistentei R1 din bra-
tul inferior al puntii este de 2 kO iar R este o rezistenta de precizie variabila in decade.
Alimentarea puntii se face Tn curent continuu. Conectarea curentului alternativ de
masurat produce dezechilibrarea puntii deoarece rezistenta traductorului se micsorea-
za datorita incalzirii. Echilibrul puntii poate fi refacut prin modificarea rezistentei
A cu o cantitate A R ; aceasta variatie de rezistenta A A va fi o functie de intensi-
tatea curentului alternativ de masurat. Apoi bobina de incalzire a termistorului
0 conectdm la curent continuu. Intensitatea curentului continuu o reglam in asa fel
incit puntea sa se reechilibreze cu aceeasi variatie A W a rezistentei ca si Tn cazul
curentului alternativ. Tn acest caz, in mod evident, ambii curenti au dezvoltat
aceeasi cantitate de caldura, deci masurind intensitatea curentului continuu aflam
tocmai valoarea efectivd a intensitatii curentului alternativ. Pentru a putea masura

Com pensator Ux

_lr_1r~S—
de CC

i<

_ I

Circuii de
ASuro

Fig. 3

intensitatea curentului continuu cu o precizie cit mai mare, in acest scop am folo-
sit un compensator de curent continuu. Fig. 3 reprezintd schema de principiu
a montajului folosit.

Avind in vedere cad valoarea rezistentei R, pentru care puntea este in echilibru,
este o functie a intensitatii curentului alternativ, aceasta se poate etalona in unitati
de intensitate de curent. Etalonarea se face in curent continuu. Tn fig. 2 sint repre-
zentate curbele de etalonare corespunzatoare schemei |. Schimbind valoarea 10
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a curentului de alimentare a puntii, se jrrimesc diferite curbe de etalonare. Din
curbele de etalonare se poate determina si sensibilitatea aparatului. Prin sensibili-
tatea aparatului vom intelege variatia de rezistenta A R care este necesara pentru
reechilibrarea puntii in cazul Tn care ea a fost dezechilibrata de un curent cu intensi-
tatea de 1 mA. Deoarece curbele de etalonare nu sint liniare, nici sensibilitatea

aparatului nu va fi constanta. Sensibilitatea aparatului depinde si de intensitatea
curentului de alimentare a puntii : Din teoria puntilor de masura se stie ca sensibili-
tatea puntii creste in mod proportional cu cresterea intensitatii 10 a curentului de
alimentare, in schimb efectul termic al acestui curent micsoreaza sensibilitatea
traductorului. Tn fig. 2 din curbele de etalonare se vede ca marind intensitatea
curentului sensibilitatea aparatului creste, apoi Tncepe sa scada. Pentru fiecare
schema se poate determina curentul de alimentare a puntii, care asigura sensibili-
tatea maxima. Tn cazul schemei I-a intensitatea optima de curent este de 2,5 mA,
iar sensibilitatea este de 5Q/mA (sensibilitatea s-a calculat la 30 mA).

Cu traductoarele ce ne-au stat la dispozitie am realizat diferite montaje, pe de
o0 parte cu scopul de a mari sensibilitatea, pe de alta parte pentru a mari domeniul
de masura.

in cazul schemei 1—b, Tn unul din bratele puntii sint puse doud traductoare
legate in serie (fig. 4). Din analiza curbelor de etalonare rezulta ca Tn comparatie
cu schema anterioara sensibilitatea creste de doua ori, Tn timp ce domeniul de masura
ramine acelasi. in cazul schemei 1—c am pus in paralel doua traductoare (fig. 5).
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in acest caz sensibilitatea aparatului nu se schimba fata de schema 1—a , in schimt
creste domeniul de masura.

in cazul schemei 1—d (fig. 6), bobiuajele de Tncalzire ale termistoarelor sint
legate Tn serie iar ternristorii se afla in bratele opuse ale puntii. Tn cazul acestui
montaj se obtine cea mai ridicatd sensibilitate. Intensitatea optima a curentului de
alimentare a puntii va fi cu mult mai mica decit Tn cazul montajelor anterioare, caci
in toate bratele puntii avem termistori.

Pentru a usura compararea diferitelor scheme, dam mai jos un tabel cu citeva
date mai importante :

I, Consumul

: Sensibilitatea . h cos ¢ al

Domeniul de Constanta de Rezistenta propriu :

Schema masura mA (Iaf?/OmZ]A) curent A/T interna 1 maxim II?%%C?LUZIUI

mwW

1la 5—35 5 2.10"1 8 10 0,987
1b 5—35 10 io— 16 20 0,953
lc 10-75 5 2-1041 4 20 0,997
1d 5-35 50 2-10“5 16 20 0,953

Pe baza datelor din tabel putem sa observam mai usor posibilitdtile de utili-
zare a aparatului. De asemenea rezultd ca nu putem masura curenti mai mici de
5 mA —, aceasta fiind sensibilitatea de prag a traductorului nostru —, dar in inte-
riorul domeniului de masura putem pune in evidenta variatii ale curentului de ordi-
nul a 10- 4 A. Prin montarea corespunzidtoare a traductorului (schemele 1—b si
1—d) sensibilitatea de bazd a aparatului poate fi maritd de 2, respectiv de 10 ori.

Prin legarea in paralel a traductoarelor, domeniul de masurad al aparatului se
dubleaza, sensibilitatea de baza a aparatului raminind aceeasi, in schimb are dez-
avantajul ca sensibilitatea de prag scade la jumatate (schema 1—c). Rezistenta in-
terna a aparatului este mult mai mica cu cel putin un ordin de marime) fata de amper-
metrele cu indicatie directa care au acelasi domeniu de masura si sensibilitate de
bazad. Inductanta traductorului fiind mica, randamentul de transformare a curentu-
lui alternativ in caldura este ridicat iar factorul de putere al aparatului chiar si la
20 KHz este aproape de unitate ; astfel aparatul poate fi folosit cu succes la masu-
rarea_curentilor din domeniul audiofrecventei.

in cazul montajelor studiate anterior, curbele de etalonare nu sint liniare. Acest
lucru este dezavantajos, deoarece in interiorul domeniului de masurare sensibili-
tatea nu este constanta, pe de alta parte sensibilitatea de prag a aparatului nu este
folosita Tn Intregime. Tn cazul realizarii unui montaj care prezinta curbe de etalo-
uare liniare, limita inferioara de masurare a aparatului poate fi marita cu 2—3 mA.

Curbe de etalonare liniare se pot obtine folosind montajele din grupa a 2—a
(schemele 2—a, 2—b, —2c).

Tn acest caz, in locul termistorului stabilizator R , folosim un traductor. Curen-
tul continuu ce trece prin acest traductor este astfel reglat, incit cantitatea de cal-
durd pe care o dezvoltd sa produca o micsorare a rezistentei termistorului, necesara
reechilibrarii puntii. Tn acest caz intensitatea curentului alternativ este compa-
ratd cu intensitatea curentului continuu ce trece prin celalalt traductor. Pentru
etalonare, prin ambele traductoare se trece curent continuu.

Tn cazul acesta sensibilitatea aparatului trebuie sa o definim Tn alt mod. Prin
sensibilitatea aparatului vom fintelege acea intensitate a curentului continuu care
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trecind prin traductoare, reechilibreaza puntea de masura in cazul in care prin tra-
duetorul de masura trece un curent de 1 mA. in cazul montajelor din categoria a
doua, constanta intensitatii de curent a aparatului are acelasi ordin de marime ca
si in cazul montajelor din prima categorie.

Concluzii. 1. Din rezultatele masuratorilor reiese ca traductoarele studiate
sint potrivite pentru masurarea intensitatii curentului alternativ in domeniul
audiofrecventei.

2. Metoda folosita da posibilitatea masurarii cu mare precizie a curentului
alternativ, intrucit masurarea intensitatii curentului alternativ este redusd la masu-
rarea intensitdtii curentului continuu. Marele avantaj al metodei este acela ca se
masoara valori efective, valoarea masurata fiind independentd de forma curbei
curentului. Astfel se poate folosi pentru curenti sinusoidali, nesinusoidali si pentru
impulsuri de curent.

3. Rezistenta interna este cu cca un ordin de marime mai mica decit a amper-
metrului de mare precizie (clasa de precizie 0,2) care functioneaza in acelasi domeniu
de masura. Constanta intensitatii de curent a aparatului este similara cu a amper-
metrelor cu citire directa ce functioneaza in acelasi domeniu (10-4 — 10~ A/div).
Sensibilitatea aparatului s-ar putea ridica prin marirea rezistentei bobinajului de
incalzire. Tnsa, in cazul traductoarelor confectionate de noi, scopul principal pe care
I-am urmérit a fost de a realiza un dispozitiv pentru masurarea curentului alternativ
cu consum propriu mic, astfel cd am renuntat la o mai mare sensibilitate. Prin cupla-
rea traductoarelor Tn diferite moduri, putem schimba sensibilitatea si domeniul de
masurd al aparatului, fara a utiliza sunturi.

4, Aceasta metoda de masurare care asigura o precizie ridicata si consum pro-
priu mic (10-2 W) desigur are si dezavantaje fata de ampermetrele cu citire directa,
in primul rind Tn ceea ce priveste timpul de masurare. Timpul de incdlzire a apa-
ratului este de cca 5 minute (se refera la puntea de masurd), par traductoarele ating
temperatura finala la aproximativ 3 minute dupa conectare. Tn cazul schemelor din
categoria a doua, 0 masurare necesita si mai mult timp, caci in cazul unei masurari
precise intensitatea curentului continuu de echilibrare urmeaza sa fie masurata
cu un compensator de curent continuu.

(Intrat Tn redactie la 4 iulie 1967)
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W3MEPEHME NEPEMEHHOI0O TOKA AOATYMKOM TMNMONYNPOBOAHWMKOBOIO
TEPMOCONPOTUBNEHWA

(Pe3tome)

B crtatbe onucaH I'IOI'IyI'IpOBO,qHI/IKOBbIﬁ AaTyuK, W3rOTOB/IEHHBIN 13 TepMUCTOPa C KOCBEHHbIM Harpe-
BOM, MPU NOMOLM KOTOPOro MOXHO U3MepATb C 60/1bLLIOA TOUYHOCTHLHO cnny nepeMeHHOro Toka B obnactu
3ByKOBOI7I YyacToTbl. Pa6oTa AaT4yMKa OCHOBaHa Ha pPaBeHCTBE KOJ/IMYECTB TEN/0Tbl, UCMNYCKaeMbIX MEepPeMeH-
HbIM N MOCTOAHHbLIM TOKaMW.

[aHbl pasnuyHble U3MepUTeNbHbIE CXEMbI.

MEASUREMENT OF ALTERNATING CURRENT BY THERMORESISTIVE SEMICONDUCTOR
TRANSDUCERS

(Suininary)

The authors present a thermoresistive transducer, made of an indirect heating thermistor. The appa
ratus is used in audiofrequency to measure with great precision the intensity of the alternating current.
The work of the transducer is based on the equality of the heat amounts disengaged by the alternating
and direct current.

Some connecting diagrams are given.
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ASUPRA MATRICEI DENSITATII STARILOR DE SPIN

de
Z. GABOS si S. BLONDEI!

Tn sistemul legat de particula cu masa de repaos mOdiferita de zero si cu spinul
s, starile de spin sint descrise de vectorii de stare [s, m > Tn numar de2s+1 (m =
= —s, ... ,0, ... ,9). Numerele cantice s si m sint definite prin

22 . A N
S ssm>=¢gs+ Djssm>,S, |ss m> mils m>, a—1
A

(5 este operatorul momentului cinetic de spin).

Vom folosi Tn continuare reprezentarea in care vectorii de stare s, m > sint
dati de

Ss—im
Is, m > = (1)
S—=stlm
S-s»»
Este avantajos daca exprimam operatorul S n baza sferica
5»= Sdo=s3 5= - Si> i1S2),

@
SID-i= _ SO= (s, + iS?, S2= SBSM «= 1,0, - 1

Aceste matrice de baza sint reale si au 2s + 1linii si 2s + 1 coloane. Ele satisfac
relatiile de comutare

No s4\] = - b
[ST ST.] = - s™ ®
Ne S<= <>
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Daca starea de polarizare a particulei este o stare mixta, functia de unda
obtine printr-o combinatie liniara a vectorilor de baza

c
ri-i

IS>= E S m> =
m—s

C-*

iar starea de polarizare este caracterizata cu ajutorul matricei densitatii p. Elemen-
tele acestei matrice fiind definite prin

gce*, jk=s ... 0 ... ,—S @

matricea este liermitica : p+ =
Matricea p satisface conditia de normare

Spp *=1. (5)
Mai avem

Sppe<I. ©
Daca avem egalitate, polarizarea este completd, daca avem inegalitate — polari-
zarea este partiala.

Una din problemele de baza este determinarea celor (2s -- 1)2 matrice de baza,
cu ajutorul carora se poate exprima matricea densitatii. Tn baza sfericd matricele
de bazd se noteazd cu

$"1 p==n, ... 0 ...,- n; un—0o , 25, (7)

W. Konar [10] ajunge la aceste matrice utilizind relatiile
C{Im) _ r'4rbn o(/v) of{/w) e(2/» -1 r'2azw \2wrl1 o(2w) o(1) JIct™M
2T "mMTTT ~w AT > “Ew \1 ANdlw2w 11 v-2/» > x>
ls4i-Sp) = Y(«XX p)E+x p h1)-En-
(Marimile notate cu C sint coeficienti Clebsch-Gordan).
in aceasta lucrare ajungem la urmatoarele rezultate :

a) se arata ca_avem posibilitatea de a ajunge la matricele de baza utilizand
relatia de recurenta

E 'INEEE|E> * 4+ R=g ©

care este o generalizare a relatiilor 8). (Cu parantezd am notat anticomutatorul
marimilor S’;n)g Sﬁ%

b) se dau expresiile concrete ale matricelor de baza pentru particulele cu
spinul 172, 1, 3/2 2;

¢) se da o definitie a gradului de polarizare pentru particule cu spin arbitrar ;

d) se stabilesc unele rezultate noi in legatura cu starile pure.
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10 Utilizind
a=1,0, -1
na* =N + 1)c%, Jok=s ....0 —S 10
k+ a=j

pe baza relatiei (9) ajungem la matricele de baza care formeaza o baza ortogonala

Sp@) S(I) = 0(S, «)S,BSPl 5&= 1, (11
unde
SMT= (_1)T'>= (—1)TSW'T (12)
Pentru matricea p putem scrie
s N
0() = AL+ E E AxP<”Sp] 13

«—1 T——n

PW' sint componentele contravariante ale unui vector sferic de rangul n, si AQ
A sint constante. Putem sa ne convingem de acest fapt efectuind o rotatie Tn jurul
axei 0z. Avem

p'= UpU UR = ebb,*, j—s ....0 .... —s.
Deoarece
Us~rU- = cb'y
avem
p(»p’ = CP'prOD.

Pentru Spp2 pe baza relatiilor (11), (13) gasim

SpR2= (25 + VA% + E E ~,0(s, ») P{)piK-
n=1T= —n

Putem ajunge la matricea psi pe o alta cale. Introducem marimile JI/(pprin
relatiile
< s]K>\s> = < K> = BaM (p 14

(B este o constanta ; cu barda am notat valoarea medie a unei marimi fizice — cea
corespunzatoare operatorului S(np) Daca completam relatiile (14) cu relatia Spp =
= 1, pe care 0 putem scrie sub forma

<s|5(%)°Is> = 1, 15
avem (2s - )2 ecuatii pentru cele (2s ~x )2 marimi c; ct, deci (14) si (15 ne conduc
tocmai la matricea p.

Dacd punem conditiile
MW = PAVE(s ») P{)X= Sp(ps{)a),
obtinem

Aso — A — Bsn —
2s n)
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prin urmare

p=r~ +E E p~tsy,

S 1 n=1 t*=—n

5/>p2 = _i— + £ P<gP @,
2s 1 n— x= —»

Definim gradul de polarizare prin
P= I2[(25+I)W - 1.
S

Se observa ca pentru o stare nepolarizatd P = 0, iar pentru starea complet polari-
zatd P = 1
2° Introducem urmatoarea notatie
Rm(@b ... pg) = SitSED ... SjI’S«b+ SI'B[) ... +
in membrul al doilea avem suma tuturor termeni diferiti care se obtin prin permu-

tarea elementelor din expresia ... Sp"SgK Indicele m ne indicd numarul
acestor termeni. Folosind aceastd notatie, pe baza relatiei (9) gasim

SH=R L11), s@= ~ tf2(io), 9= [2Pj(00) + Pl - 1)],

$§3 = 2P1(111), SP = ZV? P3110), s T5[z/?,(loo)+ PH - 1)],

\Y,

si” = A/fP2) 000) + R*(10 - 1)]. S‘E4= 47(1111), S\@= 2P4(1110),
Si9= 2\ 70 [2P, (1100) + P4(111-D]. 50=2  [2P4(1000) + PIA110 -1)]

Si4 = zVé_ [47i(0000) + 2P12100 - 1) + Pe(11 - 1- 1)].

Expresiile concrete ale matricelor de baza corespunzatoare particulelor cu spinul
1/2, 1, 3/2, 2 sint cuprinse in anexa.

3° Tn continuare sd consideram cazul particular al starilor pure. Avind in
vedere ca prin folosirea relatiilor de comutare, matricele de tipul .S()0 pot fi expri-
mate cu ajutorul matricilor S<> si pentru stari pure obfinem urmatorele

expresii ale marimilor P<"*:

p(o= , 15
6 1) )
P(2)0 3ml —s(s D (16)
VEDE, 2)
P(3)0 = V 3s(s 1) F 1] a7
5<ifs 3) ’

Pm = V 357717 [35mi + 25w| - 30w|s(s + 1) + 3[s(s + DJ2- 6s(s + 1)]. (18)

Pentru n = 1, 2 avem rezultatele bine cunoscute din literatura [5].
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4° Anexa.
A. Spinul 172
_ _ 01 . 1 0
S\ = )ﬁ_\o 0 1 — 5 CD(i':l)
B. Spinul 1
© -1 O\ /1 0 01 OO0V
sii='0 0.4 . Sf= 00 O slg= 000
o @A, D= 2,
ST>= ﬁl2_0 ®(l, 2) = 1.
C. Spinul 3/2
io V3 o o\ /30 0 o0\
sU= O 0 -2 0 549 01 0 0
V2 0 0 0 -V3 00 -1 0
lo 0 O on lo o o0 -31
5047 G000 5.1 oo
= = sf = -

ST=V3 5500 - STIEVB 5 0 - O 0-10
lo 000/ lo 000/ VO 0 01
/000 - 1\ /001 O\ /o-1 0 o\
000 O _ 000 -1 ) 2 0 0Yy3 O

= —3 =

St 3)12000 ot e 0oo0 o @ & 3“/To 0 0 -1
looo 01 looo 01 lo o 0o 01

/1 00 o
1 0--30 o0 -
= 3 - - - ,21=86, ®1-.3) = 18
St =3 00 03 o qOQZ'O‘S’ CI)lz J 12 )!
lo 00
D. Spinul 2.

s'r
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0-¥Y2 0 0 O\ /1 00 o0\
(0 0 2v3 0 O\ 0-4 0 OO0\
s'4
O O 0—=2W3 O, siF12p4] O 06 ool,
0 0 O oy2/ vV o \o 00-40
0O 0 O 00/ (Intrat Noredacge da 12giulig 1967,
®2 1= 10, (2 2 = 21, &2, 3) = 144, (2, 4) = 576.
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OMATPULE NJIOTHOCTM CMTMHOBBLIX COCTOAHWIA

(Pe3tome)

B ctalBe [aétca Matpuua nnotHoctv A/ YaCrlAL, Co CMiAVom 1/2 1, 3/2, 2. OcHOBHble MaTpuubl 3a-

nosnyyatoTcst ucnonb3ysi oTHoweHus (9), (10). Ha ocHOBe MOMyYeHHbIX Pe3y/bTaToOB YCTaHaB/MBAKOTCA
BblpakeHns (17), (18), CBOICTBEHHbIE YMCTbIM COCTOSHUSM.

ON THE DENSITY MATRIX OF THE SPIN STATES

(Summary)

The density matrix for the particles with the spin /2, 1, 3/2, 2 is given. Making use of the relations
(9), (10) the basic matrices S~ are obtained. The author establishes the expressions (17), (18) which are

8 — Matematica-Physica 1/1968






ECUATII BUOCH GENERAUIZARE PENTRU REUAXAREA SCALARA

de
DAX DEMCO

8 1 Introducere. Sa consideram doua sisteme ,de spini | si S care nu sint
identice si pentru care facem urmatoarele presupuneri in scopul definirii modelu-
lui pe care ne vom baza Tn consideratiile ulterioare :

a) Spinii sistemului / sint independenti, ceea ce permite a considera un singur
spin avind factorul giromagnetic y. Sistemul este plasat intr-un aranjament tipic
de rezonanta.

b) Sistemul de spin | interactioneaza scalar cu sistemul de spin 5. Cuplajul

scalar Y'Al S, poate deveni un mecanism de relaxare pentru spinul I, daca cimpul
1

pe eare-1 ,vede” proportional cu Ai AS,- are o dependenta haotica de timp, cauzata

fie de variatia lui A din cauza schimbului chimic cu constanta de timp Tesau a rela-
xarii sistemului de spin S, unul dintre aceste procese fiind predominant. Presupunem
ca este mult mai mare ca timpii de relaxare t, ai sistemului S datorita unui alt
mecanism decit cuplajul scalar.

¢) Sistemul S se afla in contact cu o ,baie” propriu-zisa (B) ce o presupunem
a fi In echilibru termodinamic si a carei comportare disipativd o caracterizam prin
timpul de corelare t¢. Vom considera ca tdft, < 1 Spinii S, nu efectueaza o varia-
tie destul de rapida n jurul lui / astfel incit T./T, poate fi arbitrar (t, este o masura
a timpilor de relaxare a sistemului I).

d) Interactiunile 1 —S si S—B sint presupuse a fi independente una de alta.
Interactiunea /—B este neglijabila Tn comparatie cu /—S. Operatorul de spin

T~ 5, este considerat un operator de ,baie” pentru’sistemul /[1].
1

~Urmarea ipotezei c) este aparitia efectelor de ,.memorie” in ecuatia de evolutie
a sistemului I. Sistemul | relaxeaza dupa o ecuatie nemarkoffiana Tn opozitie cu
procesul de relaxare a lui 5[2, 3].

Aplicind teoria luiArgyres si Kelleyosa obtinem o ecuatie nemarkof-
fiand pentru evolutia Tn timp a operatorului de densitate statistica a sistemului
I, ce ne permite sa studiem raspunsul sistemului la un cimp exterior arbitrar — n
particular problema apropierii de echilibru termic si fenomenul de saturatie. Se*

* Tn elaborarea acestei lucrari autorul s-a bucurat de sprijinul prof. loan Ursu si lector Florin Cons-
tantinescu, cdrora le aduce multumiri.
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obtine o ecuatie pentru magnetizarea starii stationare eu patru timpi de relaxare,
toti dependenti, in general, de frecventa si taria cimpului rotitor. Se discuta citeva
cazuri particulare.

Rezultatele noi ca si cele ale teoriilor anterioare sint obtinute in aproximatia
Born cea mai joasa pentru taria mecanismului de relaxare scalar si pentru « /¢, < 1

§ 2. Ecuatia generala de miscare a sistemului I. Argyres si Kelley obtin pentru
cazul unui hamiltonian de spin arbitrar A{t) (in el este inclus si AO= —a07, ce
reprezintd termenul Zeeman), Tn aproximatia Born cea mai joasa si pentru t > « -,
urmatoarea ecuatie de miscare cu ,memorie” pentru operatorul de densitate redus
a(i) a sistemului I(h = 1),

¥ < = -ia(a(l) + e0t M) )
unde aft) reprezinta operatorul Liouville corespunzator lui A(t) iar @Xt {u}!
este operatorul de ciocnire cu ,baia”,

t

- ay Sstt, t- ©)Vx (- T -

e/, {*})

- C,(-T) [VK Ss(t t—x)a (t —x)Vx]} @

in (), vhsi uk sint operatori pentru spin si ,baie” dupa care se dezvolta interac-
tiunea de relaxare V = Y&/Ukvk iar 5" 1mcr= Ut 1aU~I{t «) unde

Ui t- 1= Lj ©)
in care A'= —iteunde A= ap—osi = (0)] 0, A).
Functiile de corelare termodinamice (nesimetrizate) sint definite,
Cw(t) = trJ(B) uk(x)ux ®

unde f(B) este matricea de densitate a ,baii” la echilibru termodinamic.

n opozitie cu forma semiclasica a relaxarii analizata in aplicatia din [2],
deoarece acum operatorii de ,baie” sint cuantici trebuie sa utilizam forma cuanto-
inecanica a teoriei. Pentru cazul cind avem o simetrie sferica a distributiei spinilor
Si Tn jurul unui spin / putem scrie,

Cttw = = Ck(t)S_*x (5)

in sistemul de referinta ce se roteste in jurul axei 2 cu frecventa unghiulara
oo obtinem, utilizind (5), (2) si (3), pentru starea stationard, ecuatia operatorului

de densitate a sistemului I, a'(bl), sub forma:
—ia'am() + W(bna'(el) = 0 6)
unde
66(to)uf(to) = — . jt h{kit — a')[ik, «'(n); +

()
+ /. *(Aw —an[IH e'(to)] +
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in care densitatile spectrale j~ sint date de,
@
= AT 741Cr(T) ®)
0
cu CH{r)=y [Cj@®)i C j(-t)]. In aproximatia temperaturilor inalte si pentru
ordinul cel mai mic In 3= (kT)~l avem:

ITM = %) 5 %(«) = () R0/2) - i(’R/2)C+(0) @
Daca utilizdm rezultatele din [2], (6) si (7) obtinem magnetizarea starii stationa«

pentru un spin arbitrar Tn sistemul de referintda rotitor, M((co) = ny™1/u0"«)]
(n este densitatea spinilor) sub forma:

DM {1rar + Y (DI (k— @ONFM—6)«wx(0) X

X(R/2)C+O)[7X% /_*]+M<0)} +

+ 1C (—D“+*A — ) (Vm.v(—08) «>.(0);*(—Vvtoe — £co) X

ftXv
X{(—)X-*(X 4 nyMx-*(b1)+ (Xoly) (—vwe - km) =0
in care aum{) sint date de:
2xy —1—2a-!,.] —1 =2a], j4 1—2aiii + 1= a®= cos6 = AMlcae= C
2a0-1 = 2aQ i= —a_jo = —ai,0 = sin0 = W/oe = s

jar s, = z ]= 2s0= 2 si /o= wy*3/(/4-1)/3. in primul termen al egalitatii (10
avem o expresie de ordinul doi in V Tn care in ipoteza \A\> IV \ poate fi neglijai
in comparatie cu 1~a'. Putem interpreta acest lucru ca o renormalizare de ordinu
doi in interactiunea spin-baie a energiei spinilor 1 [4]. Prin urmare considerenteh
ulterioare bazate pe (10) au o natura cantitativa tn opozitie cu [2]

8 3. Ecuatiile Bloch generalizaie. buind Tn consideratie cele de mai sus, dii
(10) obtinem pentru Mr (n) sistemul de ecuatii :

1 ™XI wp +np T~ \/nmm Txd(©+ Dx<g'

4 + ivVo Tyl —(bl + ;. - (1 — MYo “j- D v(le

T wi 4T 771 /W { T7'm+ Ditu, 1

unde cei patru timpi de relaxare sint :

Tx = io(wJ 4- 2cj-i(ct) 4~s/-1(w 4 e + s7.i(co — (d) (12 a
T71= T71+ 2j0(0) ->(«,)] (12b
T71= 2s2-i(w)+(C+ 1;l(0>+ o+ (C- DJL,(co- a) 12c
7%, = s [=2Q_i(0)) + (C4- ;'-i(w 4- me 4- (C—1)i-i(t6—biI)] (12d
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cele doua deplasari de frecventa,

NO= —Cjo (bir) F 2C /-i(0>) + s/_i(0 —of) + s2'li( + () (12€)

N, = s[2C;"(«0) - (C - D/Mi(0>- o) - (C+ Di"(co + M)] 121
Si

Dx — 5[/o>8 — (C — )/_i(0 —0)J + (C  I)/-i(to + w) | (129)

Dy = s[—Qo (wj — (C — I);_i(co —<a) §- (€ + Da—Hw+ )] (121i)

2, = —(C+ DILt>—wh) + (C + Dy i(w - toj (12 )

n aceste expresii j'{a) si /” (0 sint partile reale si imaginare ale lui /(c>).

Ecuatiile (11) reprezinta generalizarea ecuatiilor fenomenologice ale lui Bloch
pentru starea stationara referitoare la un sistem de coordonate ce se roteste cu cim-
pul transversal. Timpii de relaxare si deplasarile de frecventa depind de toti cei trei
parametri de frecventa ai sistemului w, co si w, caracterizind deci, punctual, nu
global, linia de absorbtie ce nu are in general un caracter lorentziaii. Ecuatiile (11)
contin efecte de ,memorie”.

8 4. Analiza cazurilor particulare. Sa analizam expresiile timpilor de relaxare
si ale deplasarilor de frecventa (12), in urmatoarele cazuri particulare:
A. Cimpul transversal slab n jurul rezonantei. Daca wI(JA > to0 noi avem

[-i(mx w) sk/ _i(w) cu toate ca 0), TyTr si ciT, pot fi mari. Din (12) obtinem:

271=j'M  + 2/,(*>); T~'= 771 + s2[f000) - fO(<j] (13a)
771= 4/1(0)) ; N .= - Cjé'ici) + 2/14(0)) (13b)
Dx = sT~I; Dy - sNO; ),=CTj1 (13 ¢)

iar toti ceilalti sint nuli. Analog cu Argyres si Kelley se poate arata ca la satura-
tie avem o comportare diferitd a semnalelor de absorbtie si dispersie. Toate cele-
lalte concluzii obtinute Tn [2] ramin valabile Tnsa referitor la expresiile (13).

B. Cimpul transversal foarte slab in jurul rezonantei.

Daca 0), Al < QT 1 atunci,
TVi=V 1=i0@©)+ 2'-TH (142)
Tr = 4-"i («); NO= 2j "{(0) (14b)
Dx= sTt~l ; Dy= SNO; Dz= CT~I (14c)

toti ceilalti fiind nuli. Observam ca toti timpii de relaxare depind de frecventa cam-
pului rotitor si apare in plus o deplasare de frecventa Larmor.
C. Cimpul transversal lent rotitor. Daca .;., < 1 si oyxr, < 1, insa este
arbitrar, din (12) obtinem :
77'= 771 = jl (0 + 2/11 0 (153)
T71= 4/1, 0) (15b)
NO= 2/11 (0 (1)



ECUATII BLOCH GENERALIZATE PENTRU RELAXAREA SCALARA 119

ceilalti termeni fiind nuli sau dati de (13e). Expresiile magnetizarilor obtinute din
(11) Tmpreuna cu (15) pot fi aplicate si la cazul unui cimp rotitor pur, adica pentru
©o= o.

8 5. Densitatile spectrale pentru ,baia“ cuantica. Interactiunea dintre cele
doua sisteme | si S, responsabild pentru relaxarea spinului | are forma (H — 1),

V:E,I Al.St= ALS K«k\/k (16)

unde 5 = £ 5,. Operatorii de spin vksint :
Vo=1, ; F1=/+ ; =/ @an
iar operatorii ,baii” cuantice au forma :

u0~AS, ; ul=~AS_;ul="~AS+ (18)

.Baia” responsabild pentru relaxarea spinului / determina necesard forma
cuanto-mecanicd a teoriei relaxarii, Tn care densitatile spectrale cuprind operatori
cuanto-mecanici.

Daca presupunem, de exemplu, ca miscarea sistemului de spin S, ca urmare
a ipotezelor c) si d) poate fi descrisa prin ecuatii fenomenologice Bloch [1] (rela-
xare scalara de speta a doua in lichide), cu timpii de relaxare 1,, (i = 1, 2), putem
calcula usor functiile de corelare cuantice pentru ,baie”,

A'S(S 4 D « - /%)
Q * (r) ( ) < (19b)
C-X (©) * “Siss 4 e~"' (19)

unde ao este pulsatia Earmor a spinului 5.
Utilizind expresia densitatilor spectrale (@) pentru functiile de corelare Ch (t)
date de (19), obtinem :

A2S(S+ D + imil

JoH (20a)
3 1+ w22
A*S(S + D) T+ "T (<+ bp (ZOb)
6 1+ T* (co + <-$)2

ABE D 24 §(b- ma)
6 1+ (co - <0$)2

(200)

in cazul unui ,spectru alb” de frecvente a ,bdii” propriu zise avem ™ — 2=
Tf = « ce reprezinta timpul de corelare al ,baii” sistemului I.

8 6. Concluzii. Rezultatele obtinute (11) si (12) pot fi aplicate la o mare varie-
tate de situatii fizice concrete, unde se evidentiazd pregnant efectele de ,memorie”.
Pentru aceasta trebuie s& considerdm pe viitor in acest formalism si interactiunea
dipol-dipol ca mecanism de relaxare [5—6].
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Ca exemplu Tn cazul relaxarii scalare de speta a doua, putem obtine expresiile
timpilor de relaxare si ale deplasarilor de frecventd in cazurile A, B si C utilizind
densitatile spectrale (20).

Teoria cu ,memorie” a relaxarii data de Argyres si Kelley difera de o teorie
in care aproximatia memoriei este valabild numai In regiunea centrald a liniei de

absorbtie, |&>— g)0| ™ T(1 dacd t,k > 1. Utilizind [2], obtinem pentru aproxi-
matia memoriei in cazul cimpului transversal slab in jurul rezonantei,
T\ —0C¢i) + 2J-1i K) >Ty' =700 + 2 [ () (1a)
771 = 4/1, ¢ » (1b)
Ni = 2i-1 (“0 (21c)

Daca introducem in (21) expresiile densitatilor spectrale (20) obtinem:

1 Aa's(S+

t. 1+ T» (» - <,92 (22a)
Nt rrsesen 22b
[TI + r+ i (u o- “ d)2 ( )
T -1 = 2+»5(B+ 1) (220)
3 1t i (% - of)2
Y _ /1*5(G+ 1) Tattoo — <@) (22d)
3 1+i(“0_u0)2

Pentru cazul unui ,spectru alb” al lui B (22 a) coincide cu rezultatul din [7],
unde verificarea experimentald este ficutd pe formamida, numai pentru 77 <
Daca cimpul transversal este foarte slab, atunci formulele (22 a—<) coincid

cu rezultatele din [8] si [9]. Formula (22 d) a deplasarii de frecventa poate fi com-
paratd cu datele experiementale ale lui Dickenson. [10].

Tn ipoteza cimpului lent rotitor, a unui ,spectru alb” de frecvente pentru baia
propriu-zisa si pentru oSt< 1din (15) si (20) rezulta:

2NSE+ D - No= 0 23

s

Magnetizarea starii stationare este data prin expresiile :

MI + iM\ = (xoY)cJ 1 + ‘ (24a)
|

~2 + coi* |

MI — (x»t) L’\O (24b)

-r-.
T~2+ {)I*}
Expresiile de mai sus, Tmpreuna cu (23), ne permit sa analizam si cazul cimpului
rotitor pur «0= 0.

Indicatiile cuprinse In [t] permit sa obtinem din (13), (14) si (15) formulele
ce caracterizeaza si relaxarea scalara de speta intii.
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Metoda prezentata permite analiza procesului de relaxare a protonilor Tn solutii
de Mn2+ datorita cuplajului hiperfin Tn cazul saturatiei sau a cimpului rotitor pur,
ceea ce completeaza teoria liniara dezvoltata in [11].

Formalismul mai general decit al lui Argyres si Kelley dezvoltat de Robert-
son [12] impreuna cu [13] va fi utilizat intr-o lucrare viitoare pentru analiza
mecanismului de relaxare prezentat in acest articol.

(Intrat in redactie la 29 septembrie 1967)
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OBOBWEHHBLIE YPABHEHWS BOXA ANS CKANSIPHOW PEMAKCALUY
(Pe3tome)

MprMeHUB Teopuio ¢ ,NamMsaTbio” Aprupeca n Kennu [1], B cnyyae cKansipHoli penakcauum aByX cuC-
Tem CNMHOB, NoNyYaloTcst 0606LWEHHBIE YpaBHEHUA Bnoxa, YTO NO3BONSET U3yyaTb OTBET CUCTEMbl Ha MPOU3-
BOJIbHOE BHelluHee rose. MoApo6HO U3y4yaloTCs HECKO/IbKO YacTHbIX CnyyaeB. AHa/IU3UPYeTCs CcKanspHas
penakcauma BTOPOro poja B XMAKOCTSX M CPaBHMBAETCS C pesynbTaTamMu NpeablayLmnx Teopuid.

GENERALIZED EQUATIONS OF BLOCH FOR SCALAR RELAXATION

(Summary)

Applying Argyres and Kelley "memory” theory in the case of scalar relaxation of two spin systems
one obtains the generalized equations of Bloch having thus the possibility to study the reaction of the
system to an arbitrary external field. Some particular cases are discussed in detail. The scalar relaxation
of the second kind in liquids has been analyzed and compared with the results of earlier theories.






CALCULATION OF THE ENERGETIC LEVELS FOR AN eS52 ION
SITUATED IN CUBIC CRYSTALLINE FIELD WITH AXIAL DEFORMATION
IN THE < 111> DIRECTION

by

S. V. MSTOH and «. MIHALI

1 Introduction. In the last few years the ESR studies of the alkali halides
crystals doped with ions in the fundamental state 6S52 (Fe3+, Mn2+ Cr+) have
showed the appearance of a crystalline field with axial symmetry superimposed
on the cubic crystalline field which exists in the neighbourhood of the paramagnetic
ion [1—6]. This results from the deformation of the cubic crystalline field because
of the vacancy or impurity atoms association near the manganese ion. The most
favourable directions for these deformations [5] are along the”~l00)’, 110> and
<[111]> directions. For the detailed study of these deformations by ESR method
the accurate determination of the spin Hamiltonian constants is very impor-
tant. This determination can be effected knowing the expressions for the transition
fields, respectively for the spinorial energetic levels. To this purpose we have cal-
culated the values of the energetic levels of the fiS52 ion for the deformation
along the<[lll]> direction (The deformation along the <(110™> direction has been
calculated [7]).

2. Calculation of the Energetic Levels. We shall consider anion in the funda-
mental state 6542 (the magnetic momentum of the nucleus being 1 = 0) situated in a
cubic crystalline field with an axial deformation. The oxyz coordinates associated
with the axial component of the crystalline field is rotated with respect to the (b

coordinates associated with the cubic component by the Euler angles a = "

= arccosandy= 0 In this case the oz axis is along the direction [111] in the

cubic system of coordinates.
For the calculation of the energetic levels which correspond to the fundamen-

tal state we shall employ the spin Hamiltonian [8].
H, = g$HS + Z>[s? - J S(S+ D]+ | K + Si+ si- | S(S+ 132

) ()
+ 3S + 1)3L+ Eo[?’SSI - 30S(S + 1)S2+ 255 - 65(s + D+ 3SaS + I
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Using the spinorial operators Of tabelated by O rbach [9] the spin Hamilto-
nian can be written as:

Hs= g$HS + ° m6(sx Sy: S)) + ~OT(S, Sy, S) + ~OS(S5sn st) +
+1- C S,S) 2

Rotating the operators Of [10—11] we obtain the homogeneous spin Hamil-
tonian :

1 /-\Q *—~i0 all2 3 \
Bo= «PHS + -d'%. & "g° 21720 16

For the calculation of the eigenvalues we shall rotate the spin Hamiltonian
with the Euler angles a= 9 = 0 and y = 0, the components of the magnetic
field in the Oxyz coordinates being

Hx= H sin0 eoscp; Hy= H sin 0sin ; Ha= H cos 9 @

In these new coordinates associated to magnetic field the expression of the
spin Hamiltonian becomes :

Hs= g$HSz + —; (ACGol + Afil + A2I) + . ®
where
z,= - 180 Bi - . Ci =01 ...,4 (6)
and
Ae= -20052?— - ; Ay = - 3sin 20; At= -zsinzo 7

BO= cos4 0 — 3sin20 cos2 O -f 8—sin4 0
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Co= 8—sin3 Ocos Ocos3 P

C, = 4—[sin2 0 (4cos20—1) cos 3p+ 3isin 3P sin2 0cos O]

C2= 4—[2 sin 0 cos3 0cos 3 + i sin 0 (3 cos2 0 — 1) sin 3d] )]
C3=j [(@cos40+ 3cos20—3) cos3tpTicos 0(9cos20—5) sin 3 ]

Ct — ——[sin2 0 (cos2 0+ 3) cos 3p + 2isin 0 (3cos20+1) sin 3]

If we consider the Zeeman term g$HSz the biggest in the spin Hamiltonian
(5 (the strong magnetic field approximation), we can apply the perturbation me-
thod. In this case the eigenvalues of (5) are given by the relation [12] :

W/ + {MjHpImy + 2 [jO_uwo +

« MiHP\M'> . M\HP\M". . M"\Hp\M>

vV Vv (< -<-) (Pm- K-)
<M g
-<M |H M >E (W 5 + - 10,
where
H, = gPHS,+ Hp; WM= g$HM ()

Considering the magnetic field variable we obtain in the third approximation
the magnetic fields which correspond to the transitions AM = + 1:

9 s 3=H0+ 449710+ 1 (a-F)Bo+ ~acC AN, + 6z,
+1 T -1b
- 2T AN, - 15Z, + 5 [£h42-9Z2p - |AN2- 15722+ 30jz3|q +
+ 15 an, —ezjj an,+ 152 An2—92* + compl. conj.i-

—25 AN, —e6Z,j (AN2+ 152Z)) Z* + compl. conj 60 Z3zx|d- AN,
+ 15 Zfj + compl. conj.j- 60 (A/710 + 10Z0) |Z3|2- 20 (A/10- 60Z0) 18|Z4|2 +

+ —3FU'I, - 6Z, + 2(ANno+ 150202~ 4n, + 15Zj2+ ~ \DA2+ 15722[3j
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H 3 | = HOT 2DA0OF —@—F)Box ®Y2 ¢ .1 pa,
ty % 3 3
15z, - 5! +6Z) +5 —DA24 972j 30 |Z3p+ 180[Z4V +
+ j- 10 I~ DA, - 6zrj DA2- 922 (W 2+ 15Z*) + compl. conjj +
+ 20 |—DA, —6Z*1Z23 (ZX42 + 157\) -f compl. eon;. 210 (j~- +
+ 15Z1jz*Z4+compl. conj. —45 (DA2+ 15Z2)~~DA2—9Z2jz4+compl. conjj +
+ 180(Wo- 6020 |Z4fa+ 20 {DAO- 60Z0 j W r- e6Z4*- 8(E>Nlo+
+ 15020 DA, + 1574 - 2(DAO+ 150z0)IDA2+ 15zj]2- 15{DA0+

+ 1020 '1 W 2- 9Z2)- 60(ZMO+ 10Z0|Z3]2J

H | ., =no+,7 4-DA, - 15, 2+ 10 - DA2+ 9Z
+T -y Ho 3 3
(12
—IDA2— 1572 60 |Z3|2]
Similarly, for the transitions AM = %+ 2
H 5 , 3ZL40%+ i (e - F)fi, £+ 10~ aC0--—-—-—>5 —DA, + 6Z, +
s »x 2 6 3 2H 1™ 3

+ 21y"DA, - 157, 2+ 10 W , + 922 - \DA2- 15722 + 1801Zj]2 T
5[ (i~ —6zZl) DAi + 15°g)Z* + compl. conj. LA

- 923 (DA2 + 152\)2\ + compl. conjj - 150 Zzg4 W, + 15Z) +

+ compl. conj. - 30(£>/10+ 10Zo) - DA, - 97, - 120(DAn+

+ 1020|232 - 180(ZM, - 60Z9) |z42- 20(DAO- 60ZQ DA, - 6Z,
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ng3 .g , da,T*(e - F)BOF50V2aC0+ — fol - DAX+ 6 X
21DA, 15712 ;DA2+ 972, - 30|z3i2- 180|242 +
+2~{~ 10[("N1-6Z2%*)(1Zh42-9Z22)]iZM 1+ 15Zf)+compl. conj] +
4-201j-i DAX 6Zr) (DA, - 157*)Z3+ compl.conjj -2 1 0~ DAX+ \BZX"Z3§Z4 +
- compl. conj. -45 (DA2-f 1579 |(3_DA’ —9ZJ?Z4—f compl. conj. +
+ 180(ZMo- 60Z0 [Z4]2 + 20 (DAO- 60Z0 DAX- 6Z4 - 8(5/0
- 150Zg ™~ DAX+ 1s5zje- 2(DAO+ 150z0) |[DA, + 1572|2- 15(Z»40+
+ i0z0 % DA, - 92% 60 (W ,+ 10Z0)|Z3[3 (13)
and for the transitions AM—+ 3

A

5 i+ f T2DA, Ti («- F)B, T~ -C.- -1 [5!iZ)A1+ 6Z4[2-
T TT

2 ;DAX- 15Zx + IDA2- 1572D+ 60|Z3|2- 180|z4|3 T
52A N 4- 629 (6-42+1522Z\ + compl.conj] - 45 -

- 9z)(D~2+ 15ZDNZ; + compl. conjJ - 150|Z3Z4]i DAX+ 15Zfj+

4- compl. conj. - 30 (DAO+ 10Z0Q j DA2- 972 120(J110 + 10Z0)|Z3'2 -
180(A/10- 60Z0 |Z4)2 - 20 (DAO- 60Z0 - DAX- 6Z4l - 4(AnNo+

+ 150Z¢) -, DAX+ 15zj - (E>Mlo+ 15020 IDA2+ 15722

Hideo? 537 an K DAX4j-6zj - 4 "DAX- 15zj1 - 21DA2

i 4

15Z0|2— 360 Z,

In these expressions the constants D, a and a —F are expressed in magnetic
field units.
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3. Conclusions. The relations (12—14) can be simplified in some particula
cases. In this way, for < D we obtain:

For the transitions oM —+ 1

a4 5 3 =60+ ADA, + 1 (@- F)BO+ ~a C, - ~ (2A\- A\ =F
ty >ty 3 3
- n2n2- n2-7
* H1vo” I 7 9" 01
_ 5 f 100 Y2 i
H o = A0T 28707 3(;1 BT 7 e, GAN- A F
ii
—(-- 4 2n2+ -1 o0n2-
=FFILI( 27 9
q * =g9.3 £ < * -1AD) (15
1'2
For the transitions OA/ = Az 2
- F
H 5 = * N - A - - -
i% sg 3ZMo = 5 aCq Zﬂﬂ“‘j'

T o {7741 ON2- - J1 0Nz

H s T.=7" da”™ L (a--F)BOA=50"2aC( +

0 (16)
- - - + — |- AlA. + - A pRAf-
rand -4 9 b 90123 -
For the transitions AT —+ i
B*
A . N
.o , T2DAOT Ua- F)B, T _aCo __ Hi+ "S)x
17
= f +f A - Ay ()

The relations (12—17) can easily be generalized for the case of the unisotropic
g factor substituting the 6 and mp angles in the relations (7—9) by the angles 6'
and ¢ where

CoS 0'= —C0S 0; €c0S g = — c0S P; g2 = greosH + g2sinZp

<] AN (18)

sin 0'= —sin0; sin gd = — sinP;g- = g-Cc0s20 + g2 sin2 0
S gX ‘ X
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If the constants D, a and F for an experimental error of i 1 gauss exceed
200 gauss in the X band and 430 gauss in the K band then it is necessary to use
higher approximations or other methods of calculation.

(Received October 4, 1967)
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CALCULUL NIVELELOR ENERGETICE PENTRU UN ION «/ SITUAT INTR-UN CIMP
CRISTALIN CUBIC CU DEFORMARE AXIALA PE DIRECTIA < 111 >

(Rezumat)

Se calculeaza nivelele energetice pentru un ion paramagnetic Tn starea eSe/2 lonul se afla situat
intr-un cimp cristalin cu simetrie axiald, axa de simetrie fiind asezata n directia [111] a sistemului cubic
de axe. Calculul se face cu ajutorul hamiltonianului de spin corespunzétor, pina in aproximatia de ordinul
trei inclusiv, folosind ipoteza cimpului magnetic intens.

BbIYNCNEHWUE OHEPFETMYECKWUX YPOBHEMW ANA WOHA %2 HAXOLAWEroca B
KYBMYECKOM KPUCTANNWNYECKOM TMOJIE C OCEBbIM NCKAXEHWEM B HATIPABJTEHUN
<11 >

(Pe3tome)

BbIUMCNSAOTCA 3HEPreTMUYecKre YpPoBHM [/1s NapamMarHUTHOrO MOHa B COCTOsHUM 655,s. MOH Haxo-
[UTCS B KPUCTA/IIMYECKOM MOJ1e C 0CeBOV cUMMeTpueli. OCb CUMMETPUM OPUEHTUPOBaHA B HanpasaeHun [111].
Bblunc/ieHVe NPOU3BOAUTCA MpY MOMOLUY COOTBETCTBYIOLLErO CMMHOBOIO raMUIbTOHMaHa B NPUGAMKEHUN
TPETLEro MOPsiKa BK/IHOUMTENLHO, B MPEANONIOKEHUN CUIbHOFO MarHATHOrO MONs.
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PROPAGAREA PERTURBATILOR SLABE INTR-O0 PLASMA IDEALA 1IN
PREZENTA RADIATIEI

de

M. CMSTEA

Studiul sistematic al propagarii undelor in plasma a inceput Tn deceniul trecut,
si dintre lucrdrile de pionierat, Tn acest domeniu, pot fi mentionate cele ale lui
Kaplan [1] si Banos [2], [3]. Studiul acestei probleme a dus la elucidarea
rolului exercitat de cimpul magnetic in fenomenul propagarii perturbatiilor Intr-un
medi[u ]elastic, conductor. O sinteza a rezultatelor obtinute este prezentata in lucra
rea [4].

Paralel cu studierea propagarii perturbatiilor slabe in plasma, s-a cercetat
propagarea acestui tip de perturbatii intr-un gaz, in prezenta radiatiei. Aceasta
problema a fost abordata initialde P rok ofiev [5], [6]siulteriordeVincén ti
si Baldwin [7], Lick [8] siKhosla si Murgai [9]

Tn aceastd lucrare studiem propagarea perturbatiilor slabe intr-o plasma ideala,
omogena si infinitd, situata Tntr-un cimp magnetic omogen, Tn prezenta radiatiei.
Admitem ca plasma poate fi asimilata cu un gaz perfect, cu caldurd specifica cons-
tanta si avind conductibilitatea electricd infinitd. Tn aceste conditii, sistemul de ecua-
tii necesare pentru studiul miscarii plasmei este alcatuit din ecuatiile de conservare
a masei, impulsului si energiei, ecuatia de stare a mediului, ecuatiile cimpului mag-
netic si ecuatia de transport a radiatiei. Scriem aceste ecuatii sub forma urma-
toare :

g+ divpu=o (1)
—+ (US7)u = -grad p \—— (H X rotH) 2
a p i

— (ffil L i — + —
ctg fil. d|V{{pu > |_T— 1|/| [A xs(«x H]+ g ®
p —RpT O
div H=o0 ®
M = rot mx K 6)

a
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unde p, p, T reprezinta densitatea, presiun;\a si temperatura mediului, n viteza,
y ra_p>ortul caldurilor specifice (y = CPj Cv); H este intensitatea cimpului magnetic,
iar g fluxul radia_giv. Ea sistemul de ecuatii (1) — (6) trebuie adaugata ecuatia dife-

rentiala pentru g Vom folosi o ecuatie aproximativa, care poate fi dedusa imediat
din sistemul de ecuatii ale fluxului radiativ, stabilite de H e 11iwe 11 [10]. Acea-
sta ecuatie are forma urmatoare

grad div gq= 4ca grad T4-f 3aiq U]

unde a este coeficientul de absorbtie (care admitem ca este constant), iar a este
constanta Stefan-Boltzmann, a = 575 #0"5 erg/cm2 sec grad4 Ecuatiile (24) si
(25) din lucrarea [10], din care rezulta imediat ecuatia (7), au fost deduse Tn ipoteza
propagarii unidimensionale a radiatiei. Deci si ecuatia (7) este de asemenea valabila
numai pentru acest caz.

Limitindu-ne numai la propagarea perturbatiilor slabe, sistemul de ecuatii

(D) —(7) poate fi liniarizat. Tn acest scop, considerdm ca marimile fizice pot fi scrise
sub forma:

R+ p, n=n, Po+ P, T=To+0, H=HO+h qg=9q @)

unde marimile cu indicele zero se refera la starea neperturbata, iar p', u', p', 6, h,
q', reprezintd perturbatii, mici in raport cu marimile neperturbate. Introducind
expresiile 8) in sistemul (1)—(7) si retinind numai termenii de ordinul ntii, obti-
nem sistemul

du

N + podivu —o0 ©)
1
V +1 gradP’+ TL (o X roth)y= 0 10
ut pO 47: po
PP H. - '
4 —1 @ P 1)
p’ p € _ 0 (12
Po 2
din h=0 13)
ch - _
d—rOt («x 90=0 14
t
grad div g — 16 aaT\ grad 0 —3a2'= 0 (15)

Cautam solutiile sistemului liniarizat (9)—(15) sub forma undelor plane mono-
cromatice, adica

A'= AL ~K) (16)
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Introducind solutii de tipul relatiei (16) in sistemul (9)—(15), obtinem

wp' - poku' = 0 17)
Powm' - kp' - Z‘:[Flox k X A]l=0 (18)
{/"_-{)‘+—H(h-JTTEt~lkZ'+f‘\hc[ix(#'x HO] — ~q =0 (19
Mm_li_A=o (o)
PO P %0
tH= o 1)
bil+ kx U x HO)= 0 22
-A (A?) + 16*ctal*£e - 3a2?=0 (23

Ecuatia (21) o vom omite, ea fiind o consecinta a ecuatiei (22), din care rezultd prin
inmultire scalara cu k Deci ecuatiile (17)—(20) si (22)—(23) formeaza un sistegm
cgmglet de 12 ecuatii scalare pentru 12 necunoscute : componentele vectorilor u',
h, g', si marimile scalare p', p', 0.

Alegem sistemul de coordonate astfel Tncit axa Ox sa coincida cu directia vec-
torului de unda k. Vectorii k, u', g, HQ h au componentele

k(k, 0, 0), u' (ud uy, uz), g{ijx, ay, 92 24

HO(HX Hy, H2, A(A, hy, h)
Obtinem urmatorul sistem de ecuatii scalare

wp' — pokux = 0 (25

Po««, —kp' ——(Hyhy + HZ2 = 0O (26)
477

povky+ fEf A, = 0 @7

11
o

Po«, + 1; nn (28)

+f (HA + Hywwy+ HA) - — bu- kgx+ f [Hx(HyW + Hzu2) -
47: Y “ 1

-ux (W o+ Ww)l=o (29)
A_d__o (30)
Po 20] T.

tuh, — 0 (31)
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why — k(uxHYy —wny HX) = 0 32
Wz+ KWMrHx—wunxH)= 0 R)
- k*gx + i'RAO - 3a*gx= O (34
3a3qy= O (35
3xA/, = 0 (36)

unde R= 16 craT§

Din ecuatia (31) rezultd ca vectorul h nu are decit componente transversale,
deci componenta longitudinala Hx a cimpului magnetic ramine constanta. Din

ecuatiile (35), (36) rezulta ca vectorul g trebuie sa fie orientat de-a lungul lui k;
cu alte cuvinte, propagarea micilor perturbatii nu poate avea loc decit in directia
fluxului radiativ.

Ecuatiile (25)—(30) si (32)—(34) formeaza un sistem omogen. Conditia pentru
existenta unor solutii nebanale este ca determinantul sistemului sa fie egal cu zero.
Egalind cu zero acest determinant, obtinem urmatoarea ecuatie de dispersie

m- VD{v[(v2- F> 2- (m- F2)c2]- iWMim2- F> 2- {2- FS)A}=0 (37)
unde am introdus notatiile

bl 16aa k
(A + 3a*)CiPo

r

€3

Ecuatia (37) este de gradul sapte in v ; deci In mediu se vor propaga sapte unde, ale
caror viteze de faza v = u/k sint date de radacinile ecuatiei (37). Doua solutii se
obtin imediat :

VA=tV x=+% -£= (39
V4 "Po

Pentru evaluarea celorlalte cinci solutii, vom examina ecuatia ce rezulta prin ega-
larea cu zero a expresiei din acolada din (37).

mm - (F2+ ¢ 2+ c2F2] - rlP[tm- (yF2+ cdm+ c2F2] = 0 (40)

Din (38) se vede ca marimea W depinde de coeficientul de absorbtie a si de
cantitatea

Cy pc
41
NB (41)

cunoscuta sub numele de ,numarul lui Boltzmann”. Aici Cp reprezinta cadldura
specifica la presiune constanta, iar c¢ viteza sunetului.

Vom considera citeva cazuri particulare :

a) Dacda «->0 (gaz complet transparent), sau 1/NB-1 0 (gaz complet rece),
atunci si W -»0. Tn acest caz, ecuatia (40) se reduce la

mfm— (F2+ c2m2+ cF 2] = 0 42
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ecuatie bine cunoscutd in magnetohidrodinamicd, avind solutiile
*0=0 43

vik= + ~ [yjv2 + c2+ 2 Vx + \/F2+ c2- 2F] (49

VA= £ N~ [W>V2 + 2+ 2 Vx - VF2+ c2- 2cVx\ (45)

no reprezinta viteza de fazd a undei entropice, iarzyi2 respectiv v3A vitezele undelor
magnetoacustice rapide si lente. Prin urmare, in acest caz, radiatia nu influenteaza
propagarea perturbatiilor slabe in plasma. Faptul este explicabil, deoarece atunci
cind gazul este complet rece sau complet transparent nu pot apare efecte radiative
de neechilibru.

b) Daca a -> o (gaz complet opac) iar k si NB au valori finite, W -* 0. Si in
acest caz sint valabile solutiile (43)—(45), adicd perturbatiile nu sint influentate
de radiatie. Chiar daca radiatia ar fi intensa, fiind reabsorbita imediat dupa emi-
tere de catre gazul complet opac, ea nu poate afecta propagarea perturbatiilor.

c) Daca 1/NB -* oo (transfer infinit de caldura datorita radiatiei) vom avea
W 4 oo si din (40) rezultd

v . (F2+ av*+ a2d = 0 (46)
unde
a2 . c2 Fo (47)

este viteza izotermica a sunetului.
Ecuatia (46) are solutiile

1+

»., =

-i [VF2+ a2+ 2aVx+ \/V2+ az2- 2eF|] 48)

»34= % } [VF2+ «2+ 2aVx- VF2+ a2- 2aVx] (49

Tn acest caz, in locul vitezei izentropice a sunetului apare viteza izotermica. Expli-
catia consta Tn faptul cd transportul infinit de caldura, datorit radiatiei, Tmpie-
deca aparitia unor diferente de temperatura in gaz.

d) Consideram acum cazul limita, cind raportul caldurilor specifice este foarte
apropiat de unitate (y -» 1). Tn acest caz, ¢ -t- a si ecuatia (40) devine

- iW)[as- (F2+ a2v2+ a2F2]= 0 (50)
Aceasta ecuatie are solutiile
v0= iW (51

Si »1,2. »34 date de (48) si (49). ] ) ) ] _
Unda cu viteza de faza vO= iW corespunde undei entropice din magnetohi-
drodinamica. Viteza v3 este pur imaginara daca W (deci si k) este real. Tn acest
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caz, frecventa circulara w va fi de asemenea imaginara, ceea ce implica o amorti-
zare rapida a undei,

€) Cimp magnetic longitudinal (HO= HX). Tn acest caz F = Vx si ecuatia
(40) ia forma

(V2 — F2)(vs —iWyv2—cd - iWcd = 0 52)

iar pentru valoarea limitd y ‘w1, ea devine

M —F2v —iW){v2—a2 =0 (53)
avind solutiile
v0= iwW (7))
Un= %V, (55)
Wn= + a (56)

Deci in acest caz, undele rapide se vor propaga cu o viteza egalda cu viteza undelor
Alfvén, iar undele lente, cu viteza izotermica a sunetului.

Consideram acum ca y este foarte apropiat de unitate si cautdam solutiile ecua-
tiei (52) sub forma unor serii dupa puterile parametrului mic (y —1). Tn prima
aproximatie obtinem

(v- V21

= iW 1
! * W2+ a2l (57)
- £V, (59
~ & —Dda’
a 59
2 (59)
_ (v- Vai
aE * 20+ a). (©0)
f) Cimp magnetic transversal Hx= 0, Vx= 0. Ecuatia (40) devine
vs —iWyVa— (F2+ cvz+ iW{y V2+ c2v2—0 (61)
Aceasta ecuatie are doua radacini nule, iar pentru ecuatia ramasa
V3- iWyV2- (F2+ cv+ iW{y F2+ ¢ =0 62
vom cauta Tn primul rind solutiile corespunzatoare cazului y -+ 1 Obtinem
vO= iW (63)
«wz= * VF2+ a% (64)

Deci, ca si in magnetohidrodinamica, viteza de faza a undei lente este nula, iar cea
a undei rapide este datd de (63).
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Dezvoltarea solutiilor ecuatiei (62) dupa (y — 1) da, in prima aproximatie

. V- Dyr+ V)
0= (W[l + o+ o+ a) (65)
vI—-\\2  a2-- (- Dez 66
201V - y/v* + a?d
V2= —y/V2+ a2 (r- 1K (67)

2(»IV + y/V2+ a2

in concluzie, intr-o plasma ideald, Tn prezenta radiatiei, se pot propaga sapte
tipuri de perturbatii slabe, ale cdror viteze de fazad sint date de solutiile ecuatiei

de dispersie (37). Doua unde se propaga in cele doua sensuri ale axei Ox cu viteze
egale cu

* V 4" Po

Celelalte cinci unde sint analoge undelor magnetoacustice rapide si lente si undei
entropice, cunoscute Tn magnetohidrodinamiea. Datorita radiatiei, Tn locul undei
entropice cu viteza de faza nuld, apare o unda a carei vitezd depinde de numarul
lui Boltzmann si de coeficientul de absorbtie al mediului.

S-au obtinut expresiile vitezelor acestor cinci tipuri de unde numai pentru
citeva cazuri particulare. Este posibil sd se gaseasca expresii cu un caracter mai
general, cautind solutiile ecuatiei (40) sub forma unor dezvoltdri in serie. Rezul-
tatele obtinute in acest caz sint insa foarte complicate, astfel ncit utilizarea lor in
practica ar fi dificila.

Pentru o cercetare mai riguroasa a propagarii perturbatiilor va fi necesar sa
se ia Tn considerare o serie de factori, care au fost neglijati in aceasta lucrare : exis-
tenta efectelor disipative, anizotropia plasmei si Tn special faptul cd o coeficientul
de absorbtie nu este constant.

(Intrat tn redactie la 7 octombrie 1967)
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PACMPOCTPAHEHWE CNABbIX BO3MYLWEHWA B MAEANBHOW MJA3ME B NMPUCYTCTBUU
N3NYYEHWNA

(Pe3tome)

M3yuyaeTcs pacnpocTpaHeHWe cnabblx BO3MYLLEHWU B WAeanbHOM Nias3me B NPUCYTCTBUU U3JTyYeHUs.
MonyuyaeTcs ypaBHEHWE AMCMEPCMU U BbIBOASATCS PELUeHUs] 3TOr0 ypaBHEHWSI [NA HEKOTOPbIX YacTHbIX

Cny4yaes.

PROPAGATION OP WEAK DISTURBANCES IN AN IDEAL PLASMA
IN PRESENCE OP RADIATION

(Summary)

Propagation of weak disturbances in an ideal plasma in presence of radiation is investigated. The
equation of dispersion is obtained and then the solutions of this equation for some particular cases are

deduced.



ADIABATA DE SOC IN PREZENTA RADIATIEI

d
M. CIUSTEA

Adiabata de soc este o ecuatie care exprima legatura dintre marimile termo-
dinamice din cele doua parti ale unei unde de soc [t]. O astfel de ecuatie a fost
stabilita Tn hidrodinamica inca de la sfirsitul secolului trecut, de catre Hugoniot.

O datad cu dezvoltarea studiului plasmei, a aparut problema propagarii undelor
de soc intr-un mediu conductor, in prezenta cimpului magnetic [2]. Forma adia-
batei de soc pentru acest caz este cunoscuta [3], [4], si pe baza ei s-au putut trage
o serie de concluzii in legatura cu influenta exercitatd de catre cimpul magnetic [5].

Problema undelor de soc a fost abordatd Tnsa, in ultimele dou& decenii, si dintr-
un alt punct de vedere, si anume luindu-se Tn considerare existenta radiatiilor elec-
tromagnetice. Daca temperatura mediului este foarte Tnalta (ca in cazul propagarii
unei unde de soc intense), sau densitatea mediului este foarte mica, energia si pre-
siunea radiatiei de echilibru devin comparabile cu energia si presiunea substantei,
si este necesar sa fie luate in consideratie la stabilirea adiabatei de soc [6], [7],
[81.

in aceasta nota deducem expresia adiabatei de soc magnetohidrodinamice
in prezenta radiatiei, si din examinarea ei deducem ca saltul maxim al densitatii
nu poate depasi valoarea 7. Acest rezultat a fost admis fara demonstratie intr-o
lucrare anterioara [9].

Tn hidrodinamica, parametrii fluidului de cele doua parti ale discontinuitatii
sint legati prin relatiile lui Hugoniot

PU — p2m2 (1)
Pl + PIlki= Pi+ P22 )
€

unde un este viteza mediului Tn raport cu frontul undei de soc, p — densitatea, p =
presiunea, e — energia specifica, iar indicii 1 si 2 se refera la valorile marimilor res-
pective, Tnainte si dupa unda de soc.

Relatiile precedente pot fi generalizate pentru cazul cind mediul este o plasma
situatd in cimp magnetic, iar unda de soc este insotitd de o radiatie electromagnetica.
Consideram cazul in care cimpul magnetic este paralel cu suprafata discontinuitatii,
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si admitem ca mediul are o conductibilitate electrica infinita. Daca ultima conditie
este indeplinita, are loc fenomenul de inghetare a cimpului magnetic, ceea ce mate-
matic se exprima prin relatia
Hi = Mt
Pi Pr

@

H fiind intensitatea cimpului magnetic. Admitem, de asemenea, ca la distante mari,
de ambele parti ale discontinuitatii, fluxurile radiative sint nule, iar radiatia este
in echilibru. Prin urmare, problema se studiaza din punct de vedere pur termo-
dinamic, asa cum se obisnuieste pentru deducerea adiabatei de soc.

in cazul considerat, relatiile (1)—(3) Tsi pastreaza valabilitatea, Tnsa, in locul

presiunii si energiei interne a mediului, apar : presiunea totald p* si energia totala s*

P*=P+Pr+Ph ®

S*= e+ sK+ sH ®)

unde pR, sH reprezinta presiunea si energia radiatiei, iar pR si eH—presiunea si
energia magnetica.

Pentru simplitate, consideram mediul ca fiind un gaz perfect, cu caldura speci-
fica constantd. Tn acest caz

B 7 pA P 1 e P H2
— . P- r— 4, a h— . )
p 2 = Si4 H2
= >

p(r- b’ p 8 p @
unde s-a notat :
R — constanta universala a gazelor,
M — masa moleculara a gazului,
T — temperatura absoluta,

= v raportul caldurilor specifice, la presiunea constanta si la volum constant,
ar — constanta Stefan—Boltzmann.

Este convenabil, ca in locul densitatii s& folosim volumul specific

V ——
0 ©)

Tinind seama de notatiile introduse, se pot scrie relatiile echivalente cu (1)—(@)
«l

v (10
I'i
Vi y2 (11)
4 W g s v
g+ Pivx+ —= S+ pdva+ ~ 12

HiV, = HZV/2 (13)
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De aici se poate deduce Tn mod simplu expresia adiabatei de soc. in acest scop,
exprimam vitezele mediului in functie de presiuni si volume specifice

uh- Vip* p a4
uf = VA2~ p* (15)

Introducind aceste valori Tnh (12), gasim
«*-«r= 1 (> : + n) (ie)

Aceasta ecuatie este adiabata de soc, exprimatda prin presiunea si energia totala.
Scriind expresiile explicite ale acestor marimi, ecuatia (16) ia forma

Pit- 1Vt-V B -p 1N ii -V} = \aTt(Vl- 7F2 +
17)
+ IDaT\{I\\ - F2+ aT(v, - 3F2 + aT(3V, - V)
Introducem notatiile :
Pi
= 18
vy o1 wvo B Y7 h (18)
Pio__# x-fiL - M 19
n Pl ~~ 3P - A P —8& (19)

Aici, X reprezinta saltul densitatii mediului, x — raportul dintre presiunea radiatiei
si presiunea mediului, in fata undei de soc, iar X — raportul dintre presiunea mag-
netica si presiunea mediului Tn fata undei de soc.

Din ecuatia de stare rezulta ca

S =7z (20)
? 4

Folosind aceasta relatie si (13), obtinem adiabata de soc

@—X)y - o —D—K Tyig-7x —1j —Xx—13=0 (1)

Pentru X —g = 0, aceasta se reduce la adiabata obisnuita a lui Hugoniot. Aceasta

relatie, care leaga valorile parametrilor de pe cele doua parti ale discontinuitatii,

este destul de complicatd, insa pastrind fixe valorile [xsi X putem stabili dependenta

dintrey si 1. Figurile 1—3 reprezintd adiabatele de soc pentru diferite valori (cons-

tante), ale parametrilor x si X Sistemul de coordonate are axele —= — siy =
X v2

——. S-a considerat a = 4 ceea ce corespunde valorii y = —e
Pi 3
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Fig. 3
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Pe fig. 1 sint trasate adiabatele de soc cu radiatie, Tn absenta cimpului magnetic
(X —0), pentru patru valori ale lui [x Curba corespunzatoare valorii [x= 0 este
adiabata obisnuitd a lui Hugoniot. Se observa ca aceasta curba are asimptota

J_ o Jd_y—1 (22)

X vt a Y+ 1

Aceasta reflecta existenta unei valori limitd a saltului densitatii

fi -1+1 23
Ay ()
rezultat bine cunoscut in hidrodinamica. Celelalte curbe corespund respectiv valo-
rilor [ = 1/10, 1, 10. Se constata ca o data cu cresterea raportului dintre presiunea
radiativa si presiunea mediului, comprimarea mediului creste, saltul densitatilor
tinzind spre valoarea limita

=7, 24
. 4

independenta de vy.
Fig. 2 se refera la cazul Tn care presiunea magnetica este egala cu presiunea
mediului (X = 1). Tn absenta radiatiei (x = 0), adiabata de soc are asimptota (22).

Pentru celelalte trei cazuri (fx =£ 0) valoarea limita a lui —este 1/7, situatie ana-
X

logd cu cea ilustratd de fig. 1.

in fig. 3 sint trasate adiabatele de soc pentru [x= 1 si pentru valori diferite
ale raportului dintre presiunea magnetica si presiunea mediului. Comparind aseza-
rea diferitelor curbe din fig. 1sau 2 cu cele din fig. 3, constatam ca Tn timp ce creste-
rea presiunii radiative are ca efect cresterea compresibilitatii mediului (curbele
cu x> 0 se asazd sub cea cu fx= 0), cresterea presiunii magnetice are un efect
invers, conducind la micsorarea compresibilitatii mediului (adiabatele trec cu atit
mai sus de adiabate X = 0, cu cit este mai mare valoarea lui X, deci a cimpului
magnetic initial HX).

(Intrat Tn redactie la 7 septembie 1967)
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YOAPHAS ALWABATA B MPUCYTCTBUUN U3NYUYEHUSA
(Pestome)

BblBOAUTCA yaapHas agvabarta Ans ciyyass yAapHoli BOSHbI, COMPOBOXAAeMOoW W3nyyeHuem, B MNpo-
BOAsLLeli cpefie, HaxoAsleics B MarHWTHOM Mofie. YMCNeHHO pellaeTcsl ypaBHEHMe U CTPOATCS HECKOSlb-
KO afvabaT, COOTBETCTBYIOLMX Pa3HbIM 3HAYEHWSIM MArHATHOTO W PaavaTUBHOIO AaBNEHUS.

SHOCK ADIABAT IN PRESENCE OF RADIATION
(Summary)
The author deduces the shock adiabat in the case of propagation of a radiation shock wave in a

conductor medium situated in a magnetic filed. The equation is numerically solved and some adiabats
corresponding to different values of the magnetic and radiation pressure are plotted.
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UN DETECTOR SIMPRU RMN $I RES CU TRANZISTOR

de
F. KOCH

Tn ultimul timp au aparut n reviste o serie de indicatii privind folosirea tranzis-
torilor in detectarea semnalelor de rezonanta [1], ... [8]. Majoritatea schemelor
publicate se refera la detectorii RMN, deoarece aparatele se folosesc pentru masu-
rarea cimpurilor magnetice.

Dintre schemele publicate am ales, ca mai potrivita, pe cea publicata de Y u -
tung [5] si am adaptat-o la tranzistori produsi la noi in tara. Avindin vedere
si scopurile didactice, am incercat acest montaj si la RMN si la RES.

Schema folosita este redata in fig. 1, si dupa cum se vede, este vorba de un
detector autodyn. Proba se introduce in bobina circuitului oscilant. Schimbind

bobinele am reusit sd acoperim, cu tranzistorul EFT 319, domeniul de frecvente
intre 9 si 50 MHz. Consumul de curent al detectorului este de 3 mA, amplitudinea
oscilatiilor de I.F. atingind 3 V.

Detectorul a fost Incercat la RMN cu rezonanta protonica (apd) ; la 105 MHz
s-a obtinut raportul semnal/zgomot = 90. Detectorul poate fi conectat, prin inter-

10 — Matematica-Physica 1/1968
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mediul unui preamplificator, direct la oscilograf, sau se poate conecta la o instalatie
existenta (am folosit instalatia RMN construita la IFA Bucuresti).

Rezonanta electronica se poate incerca cu o proba de MnS04 praf si cu un cimp
magnetic adecvat, dat de un solenoid sau un magnet simplu. Fig. 2 arata diferenta
intre semnalele obtinute la RMN (@) si la RES (b). Trebuie sa aratam, dupa cum

apare si in literatura [6], ca raportul
semnal/zgomot este mult mai favo-
rabil Tn cazul folosirii inregistratoa-
relor (detectia sincrond) iar detectorii
cu tranzistori sint inferiori celor cu
tuburi electronice.
in legaturd cu folosirea acestui
detector, indicdm doud probleme.
in primul rind vrem sa aratdm ca
pentru Tncercarea unui detector RMN
se folosesc detectori de sensibilitate
[9]. Pentru acest scop, insa, se poate
aplica mult mai simplu rezonanta
electronica, deoarece cimpul magnetic
se poate realiza mult mai usor. Este
cunoscut faptul ca la frecvente egale cimpul magnetic pentru rezonanta electronicd
este de 659 de ori mai mic, si cimpuri magnetice mai mici dau semnale mai mici.
Electronul avind insd un moment magnetic mult mai mare decit al protonului, va
da un semnal puternic. Daca obtinem, deci un semnal la rezonanta electronica
atunci 7l vom obtine si la rezonanta protonica ; daca semnalul la RES este bun,
atunci si la RMN vom obtine semnale favorabile.

Observatia a doua se referda la frecventa folosita. Daca detectorul lucreaza
fara ecranare electrica, atunci Tn domeniul frecventelor utilizate, posturile radio
produc perturbari. Evitarea perturbarilor de acest gen se realizeaza ori printr-o
ecranare adecvata, ori prin alegerea frecventei in asa fel ca sa nu lucram Tintr-o
banda radio. Aceastd alegere se poate controla cel mai simplu conectind o casca de
telefon dupa detector si preamplificator. Casca de telefon se poate folosi si la per-
ceperea semnalelor de rezonanta.

(Intrat In redactie la 2 octombrie 1967)
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MPOCTOW AETE KTOP SIMP U 3MP C TPAH3UCTOPAMM
(Pe3tome)

Moka3aHo, YTO JaHHbI AeTeKTop, MPUMEHEHHbIA cHadvana K 3MP, MOXHO npucnocooute K AMP 1
B 3TOM C/ly4ae WCMOJb3YeTCA B KayeCTBE [eTeKTopa YyBCTBUTENbHOCTM Anid AMP.

A SIMPLE NMR AND ESR DETECTOR WITH TRANSISTORS
(Summary)
The detector proposed for NMR by Yu-tung (5) can also be used in ESR. It is shown that this detec-

tor applied first to ESR can be fitted for NMR and in this case it can be used as sensibility detector
for NMR.






I. Marusciac, Teoria algoritmilor. Ed. did.

ped., Bucuresti, 1967. — Teoria algoritmilor
aste astazi, cind s-au dezvoltat metodele de in-
vestigatie Tn fundamentele matematicii si Tn acelasi
timp s-au dezvoltat masinile de calcul, unul din
domeniile de cea mai mare actualitate Tn mate-
matica. Este meritul autorului de a fi dat litera-
turii de specialitate primul manual Tn limba ro-
mana care prezintd teoria algoritmilor. Cu toate
ca notiunea de algoritm este veche, totusi o teorie
a algoritmilor este recentda. Autorul care indubi-
tabil a dat un impuls puternic dezvoltérii acestei
teorii este A. A. Markov si orice manual privind
aceasta teorie trebuie sd se bazeze pe lucrarile
iui Markov.

n primul capitol autorul face o prezentare a
aotiunilor introductive, a teoriei operatorilor alfa-
betici si algoritmici. Aceasta este prezentata de
o maniera foarte clara, clasicA am putea zice, de
cind teoria grupurilor libere a devenit un auxiliar
pretios in diferitele teorii matematice.

Capitolul 2 este destinat studierii algoritmilor
formali. Importanta lui rezultd din faptul ca toti
algoritmii utilizati sint algoritmi normali. Acestia
sint definiti prin scheme de substitutie. Dupa
aceea se trateazd compunerea algoritmilor, extin-
derea si inchiderea lor. Capitolul este ilustrat cu
exemple, ceea ce face aceastd teorie aridd mai
accesibila.

Capitolul 3 este consacrat studiului functiilor
recursive. Se expune Tn acest capitol tot ce este
aecesar intelegerii capitolelor urmatoare. Se enunta
teza lui Church.

Capitolul 4 trateazd teoria masinilor Turing,
asa cum trebuie s-0 cunoasca orice matematician
care lucreazd cu masini electronice de calcul.
De aceea ponderea Tn tratarea acestui capitol
cade pe latura practica.

Cartea se terminda cu capitolul 5 in care sint
prezentate citeva probleme nerezolvabile algorit-
mic.

Autorul a reusit Tn cadrul putinelor pagini puse
a dispozitie de editurd sa prezinte cele mai impor-
ante parti ale teoriei algoritmilor. Cartea este
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scrisa cu un real talent pedagogic, usor accesibila
tuturor acelora care au o oarecare culturda mate-
maticd. Ea este foarte utila pentru toti care fie
in cercetare, fie in practicd se lovesc de algoritmi.
O recomand cu céldura tuturor care se intereseaza
de progresele realizate de matematica, cercetatori-
lor si, fireste, studentilor.

GH. PIC

Proceedings of the Second Australasian Con-
ference on Hydraulics and Fluid Mechanics. Prin-
ted by University of Auckland, 1966, 899 pp. —
The Second Australasian Conference on Hydraulics
and Fluid Mechanics was held from the 6 th
to the 11 th December, 1965 at the University
of Auckland, New Zealand. It was carried out
under the auspices of the University of Auckland
and the New Zealand Institution of Engineers,
being mainly devoted to the problems in connec-
tion with Hydraulics and Fluid Mechanics.

The publication is divided in three groups of
problems. The first two, designated by A and
B, contain 46 papers, which have a pronounced
theoretical and experimental character. So we
mention here some of them: "Extension of the

Hele-Show Analogy” (J. H. Preston), “Energy
Dissipation Through Hydraulic Jump” (R. M.
Advani), “Turbulence and Vorticity in Loose
Boundary Hydraulics* (A. J. Raudkivi), “Some

Problems Associated with the Measurement of
Turbulence" (G. S. Harris), “Development of an
Experimental Technique for Measuring Local Heat
Transfer from a Sphere* (K. R. Lawther), "Ex-
periments on the Suspension of Spheres in Inclined
Tubes* (G. F. Round and Jan Kruyer) etc.

The third group, noted C, contains 14 papers
dealing with the problems of mathematical orien-
tation, especially : “Stokes p'low in Pipes and
Channels of Varying Cross-Sections” (J. C. Burns),
"A Quasi-Stable Density-Stratified Flow in
a Saturated Porous Medium” (E. John List)
"Thermal Boundary Layers in Laminar and
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Turbulent Flow” (T. C. Chawla and G. de Valii

Davis), "On Convection in a Porous Medium”
(A. McNabb) etc.
The theoretical and experimental results are

either given in tables or in graphs, and in most
of the cases the technical devices are carefully
shown.

The published papers point out the applicative
features and the practical interest which lies at
their base. The results obtained are of a great
theoretical and practical importance for Hydraulics
and Fluid Mechanics.

The variety and diversity of the tackled problems
and their treatment give the volume a high
scientific level.

The publication is recommended to be used
in the problems of scientific research by the engi-
neers and research workers in the branch of Hy-
draulics and Fluid Mechanics.

IOAN POP

Lie ven Van Gerven, Lijnvormen in
paraiuaguetische rezonantie. Interuniversitair Insti-
tuut voor kernwetenschappen. Monografie nr. 11,
1967. Brussel, Egmontstraat 11

The book has 168 pages and is divided in 7
chapters. Chapter 1 (General introduction) is
devoted to the phenomenon of paramagnetic reso-
nance and expecially to the PR line shape which
are investigated from a general point of view.

Chapter 2 (Experimental problems) gives a
minute description of the experimental arrangement
used during the measurements. The author pays
a special attention to the fidelity of the apparatus
and the measuring techniques —an essential require-
ment in the study of the line shapes. The author
used a radiospectrometer with a marginal oscillator
as well as a visualization system of the resonance
signal by means of an oscilloscope.

The next chapter (General measuring methods)
deals with the calibration of the magnetic fields,
using the phenomenon of magnetic resonance.

In chapter 4 (Theoretical study of the experi-
mental lines) the characteristics of some experi-
mental curves of magnetic resonance areinvestigated
in a general and theoretical way. A new method
to determine the line width is given.

In chapter 5 (Measurements on the paramagnetic
resonance in DPPH) the author gives many details
concerning the EPR measurements on DPPH, at
a frequency of 30 MHz in atemperature ranging
from300°Kto 1,5°K. Theline shape was graphically
studied. The parameters: Landé factor, the line
width, as well as the two relaxation times have
been measured.

Chapter 6 —the main part of the book —
having the title “General classical theory of the
paramagnetic resonance” discusses on the general
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theory the expression of the line shape in an arbi-
trary magnetic field.

The author suggested and analyzed several
methods for the solving of the Bloch equations.

In the last chapter (Some preliminary measure-
ments to check the classical general theory) we
find some experimental data which prove the general
theory for the case H > 0.

The book has also a list of symbols, a bibliogra-
phical note with 23 titles, 21 photos and a summary
in English.

The work presents a special interest for the
physicists working in magnetic resonance and espe-
cially in electron spin resonance.

The author is a well-known specialist in the field
of electron spin resonance. His mentioned book, as
well as his investigations are known and appreciated
within the framework of Solid State Physics Labo-
ratory of Babes-Bolyai University, headed by Prof.
I. Ursu. Lieven Van Gerven treats the problems in
an interesting and attractive way, succeeding by
this book, to fill avoid in the literature on electron
spin resonance.

ALEXANDRU BODI

H. Pfeifer, Elektronik fur den Physiker
Akademie-Verlag, Berlin, 1966—1967.

Die Arbeit in 6 Banden Elektronikf tr den Phy-
siker ist im Grunde genommen das Lehrbuch, nach
dem Prof. H. Preifer zehn Jahre lang den Studenten
seine Vortrage hielt. Professor H. Pfeifer ist ein
hervorragender Spezialist fur Probleme der Elektro-
nik in der magnetischen Resonanz, als solcher
anerkannt auch im Ausland, und natirlich ist er
auch dem Corp Solid-Laboratorium der Clujer
Universitat wohl bekannt.

Band | (187 Seiten, 55 Abbildungen und 11
Tabellen) erlautert die mit der Theorie der linearen
Bauelemente der Schaltungen verbundenen Pro-
bleme. Band Il (100 Seiten, 28 Abbildungen und 9
Tabellen) behandelt die Elektronenréhren. Schal-
tungen mit Elektronenrdhren bilden den Inhalt
des dritten Bandes (170 Seiten, 67 Abbildungen
and 3 Tabellen). In Band IV (200 Seiten, 59
Abbildungen und 5 Tabellen) werden Leitungen
und Antennen behandelt. Band V (131 Seiten, 42
Abbildungen und 3 Tabellen) bringt einen Uber-
blick uber Probleme der Mikrowellenelektronik.
Band VI — zugleich letzter Band — (217 Seiten,
81 Abbildungen und 19 Tabellen) gibt einentber-
blick 0ber elektronische Halbleiterdispositive.

Die Arbeit Prof. H. Pfeifers zeichnet sich auch
eine genaue mathematische Erlauterung, eine ein-
heitliche Behandlung der theoretischen, experi-
mentellen und angewandten Probleme aus und
enthélt ausserdem die Grundprobleme der klassi-
schen und modernen Elektronik. Ein anderer Vorzug
der Arbeit ist der reiche und gut begriundete Inhalt,
verhéltnissméssig kurz gefasst. Die Erlduterung der
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Probleme ist methodisch und zeichnet sich durch
reelle pedagogische Eigenschaften aus. In diesem
Sinne ist die wohlerwogene Behandlung des physi-
kalischen Phenomens bemerkenswert : die reiche
Literatur eines jeden Bandes, die Beispiele am Ende
der einzelnen Kapitel, sowie das Stichwortverzeich-
nis in weichem auf grundlegende Werke und Einfiih-
rungen, wo das Stichwort auffindbar ist, hingewiesen
wird, sowie die Seitenzahl im vorliegenden Buch
fur das entsprechende Stichwort.
L obengenannten Eigenschaften empfehlen die
Professor H. Pfeifers Elektronik fir den
er allen Studenten der Physikalischen Fakul-
tat als ein sehr nutzliches Buch. Dieses Werk wirdbei
uns viel von den jungen Forschern des Corp Solid-
Laboratoriums im Rahmen des von Prof. I. Ursu
geleiteten Seminars verwendet.

E. TATARU

G. Lancaster, Electron Spin Hesouance in
Semiconductors. Hilger & Watts Ltd., London
1966), 152 pp.

Dr. Lancaster’s book is the most recent and com-
prehensive review on electron spin resonance in
lemiconductors. The book is written with a distinct
:ompetence and scientific strictness, the discussed
.ubjects being harmoniously connected in an uni-
ary treating. The book contains six chapters,
in appendix, a glossary and an index. The first
diapter "Energy bands and impurity states in

emiconductors” contains a general presenta-
ion of the possibilities to use the electron
-pin resonance in the study of semiconductors,

ollowed by a concise presentation of the energy
lands and shallow and deep impurity states

isi

theory in silicon, germanium and group I11—V
compounds. In the second chapter "Group V impu-
rities in silicon”, the hyperfine interaction and
g value theory for the shallow donors in un-
strained and strained crystals is given. The results
regarding non-localized electrons, relaxation times,
as well as the results obtained in the study of
the shallow acceptors in silicon are also presen-
ted. In the third chapter "Deep-lying states in sili-
con” the main data regarding ESR of the transi-
tion ions introduced in silicon are presented and
explained. The fourth chapter "Radiation dama-
ged semiconductors” points out the excellent
resources of the ESR method in this field of research.
The fifth chapter "Electron spin resonance
in germanium and group |11 —V compounds” pre-
sents the results regarding the shallow donors
in germanium and bound and non-localized
electrons in group IlI1—V compounds. In the
sixth chapter , Application of electron spin reso-
nance in semiconductors” some of the main
applications of ESR in semiconductors are presen-
ted : study of the electron transfer processes in
silicon, surface states, nuclear polarization
schemes, investigation of the hyperfine structure
anomaly, the measurement of nuclear magnetic
moments, a two-level maser. In appendix, the
Wannier functions and shallow donor-impurity
states are treated.

The author is a well-known and appreciated
specialist.

The high-level treating and the richness of
the presented data, give Dr. Lancaster’s book a
particular interest for all those who work in the
electron spin resonance or in the field of semi-
conductors.

VOICU LUPEI
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