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Ü B E R  E IN  U N E N D L IC H E S  P R O D U K T  V O N  G E O R D N E T E N  SY ST EM EN  B E L IE B IG E R  M Ä C H T IG K E IT  IN  O P E R A T O R G R U P P E N  M IT U N T E R ­G R U P P E N T O P O L O G IE
I. GV. МЛГККН und M. SZILÄ G YIIn der Mitteilung [2] haben wir uns mit einer sogenannten Untergruppentopo­logie — die man in einer Gruppe G mit einem reehtseitigen Operatorenbereich 0 1 (kurz : O-Gruppe) einführen kann — beschäftigt. Für die Einführung dieser Topo­logie setzt man voraus, dass G eine von 0  zulässige Untergruppenmenge {G;]^/ be­sitzt, so dass :1*. / eine beliebige (mit der Relation <[) gerichtete Indexmenge ist;2*. Wenn $> с,2(̂ ъ Ş2<= I), dann GÇi <  Gr,.G wird ein topologischer Raum, wenn man diese Untergruppenmenge der Gruppe G als vollständiges System von Umgebungen des neutralen Elements e von G wählt. G ist genau dann ein Hausdorffscher Raum, wennП G5 =  {e} (1)£<=/und wenn noch die Untergruppen Ĝ (c, G  I) von 0  zulässige Normalteiler von G sind, so ist G eine topologische O-Gruppe.Ein beliebiges Elementensystem (й,},ед von G — wobei Д eine beliebige, nicht notwendig geordnete Indexmenge ist — wird genau dann ein Cauchy-System bzw. ein konvergentes System mit dem Grenzwert a G  G2 genannt, wenn für ein belie­biges Çg  I  die Indexmenge Д eine endliche Untermenge Д0 =  Д0(с) besitzt, so dassaC'anG G ţ für alle v, [1 б Д \ Д 0 (2)bzw. a^’a e G ç  ür alle ч б Д \ Д 0 (3)gilt3 4-In der zitierten Arbeit haben wir uns auch mit (unendlichen) Produkten vor Elementensystemen vom Typus ы(Д =  N 0)1 — unter Voraussetzung der Bedin-1 Die Multiplikation mit den Operatoren sei distributiv bezüglich der Gruppenoperation.* Bezeichnung : ay —^ - ,  a.* Man kann zu jedem System Д e’n System ja .j . ,  c  ф  mit einer gerichteten Indexmenge <1zuordnen, so dass {<1>р д }ч6д ein Cauchy-System bzw. ein konvergentes System ist genau dann, wenr {ах}*рФ ein C'auchy-System bzw. konvergentes System im Sinne Moore-Smitli’s ist. Der in dieser Mitteilung betrachtete Konvergenzbegriff ist also mit einem speziellen Moore-Smitli-Konvergenzbegriff gleichwertij (siehe [2]).4 N q ist die mit der Zahl о ergänzte Menge der natürlichen Zahlen.



4 I. G Y . M AURER, M . SZILA G Y Igungen 1*, 2*, (1) — beschäftigt. Wir haben ein unendliches Produkt Пя„ der Elemente я„ e  G (n e  A70) ein System {Л„]„елп genannt, wobei A„ — a0a1 . . . ап_л (и e  A 0). Пяп heisst genau dann ein Cauclw-Produkt bzw. ein konvergentes Produkt, wenn {Л ein Cauchy-System bzw. ein konvergentes System ist.Wenn A H— ->я e  G, dann sagen wir, dass я der Wert des Produktes Ida^ist: Пя„ =  я. Wir haben gezeigt, dass ГТя„ genau dann ein Cauchv-Produkt ist, wenn an— ->e. Ist G komplett, so ist dies eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Konvergenz des Produktes Пя„.Wir setzen in dieser Mitteilung voraus, dass die Untergruppenmenge der O-Gruppe G eine, die Bedingung (1) erfüllende absteigende Kette von О zu lässigen Normalteilern von G ist5 *. Wir definieren unter diesen Bedingungen den 
Begriff des (;unendlichen) Produktes eines Systems {«,}.,$.• д, wobei av- - * e  und Д 
eine beliebige geordnete Indexmenge ist.Wir werden zuerst eine Eigenschaft der in [2] untersuchten Produkten bewei­sen, die den Grundgedanken für unsere Definition bilden wird. Wir bilden mit den Elementen des Systems {яя}„ел'„ das -System {Az}ţe I , wobei А ? das Produkt der­jenigen — nach der zunehmenden Ordnung der Indizes geordneten — Elemente 
ah e  {a„}„e,v. ist, für die ak g  G f .  Behält man jedes Element des Systems 
{А%};,--[ nur einmal, so gelangt man zu einem System {Ax}xer (7’ £  7), dessen Elemente paarweise verschieden sind. Wir ordnen dieses System (Axb.e r dem System {a„}„e.v0 zu. Es gilt: Ist 11«.. ein Cauchy-System (also a„— ~>e), so ist 
auch {Лх}ле/' ein Cauchy-System und ist Г1я„ =  я, so haben wir auch Ay.— ->я. In der Tat, es sei <• ein beliebiges Element von 7. Da Пя„ ein Cauchy-Produkt ist, so gibt es eine endliche Untermenge An =  A0(?) von N 0, so dassfür alle n, m e N 0\ A „ (4)Wir bezeichnen mit .4,, bzw. mit / 1 ein beliebiges Element von {Лх}хег das nur Faktoren aus A „  bzw. aus А enthält, undzwar diejenigen die nicht zu Gb gehö­ren. Da die Relation (4) nur für eine endliche Anzahl von n bzw. von m(n, m e  A0) nicht gültig ist und da man für ein beliebiges n bzw. m nur eine endliche Anzahl von A v bzw. Лц bilden kann, so gibt es eine endliche Untermenge I 0 =  Io(f) von 7, so dass A ~ lA li e . Gţ für alle v, [ x e 7 0\ 7 0. (Hier haben wir auch die Ver- tauschbarkeit der Elemente der Normalteiler G? mit den Elementen von G verwen­det.) Demnach ist {Ax}xv/' ein Cauchy-System.Es sei nun A eine beliebige geordnete Indexmenge und {^v}veâ ein System, das die Bedingung a4—-->e erfüllt. Mit den Elementen des Systems {яч}„ед bilden wir das System { A ^ e I , wobei Aţ das — von der Ordnung R  der Indexmenge А bestimmte — Produkt derjenigen Elemente ah e  {я„}„ед ist, für die ak g Gţ. Da 
av—̂—*e, so enthält A f i  t= I) nur eine endliche Anzahl von Elementen. Behält man jedes Element des Systems {Ai}*r- 1  nur einmal, so gelangt man zu einem Sy­stem {Ax}xe /' (G CI 7) mit paarweise verschiedenen Elementen. Dieses System ist dem System {яу}„-д zugeordnet.

5 Offenbar sind dann die Bedingungen 1*. — 2’ . erfüllt.8 I)a (7„ ... 4_» e, so ist /1-(; £  1) ein endliches Produkt.



EIN UN EN DLICHES PRODUKT IN  OPERATORGRUPPEN M IT UN TERGRUPPEN TOPOLOGIE 5D e f in it io n  1. Das System {Ay}ÎÆr heisst das (von der gegebenen Ordnung h 
der Indexmenge Д bestimmte) Produkt r.av des Systems nav heisst genau
dann Cauchy-Produkt bzw. konvergentes Produkt, wenn {A-,}-,<= r ein Cauchy-System 
bzw. ein konvergentes System ist. Ist A-a— ->a e  G, so sagen wir, dass a der Wert des 
Produktes na„ ist : ~a„ — a. Die Elemente von {av}vFA bzw. von {Azb.er heissen 
Faktoren bzw. Teilprodukte des Produktes n7.B e m e r k u n g .  Aus der Definition von nav und aus der bewiesenen Eigen­schaft des Produktes 7xan, folgt, dass 1ian =  a, wenn Д eine Indexmenge vom Typus со ist und wenn Па„ =  а.S a t z  1. r.av ist ein Cauchy-Produkt.B e w e i s .  Es sei E, ein beliebiges Element von I . Aus a,,-----> e folgt, dass höch­stens eine endliche Anzahl von Elementen des Systems {а,},ед der Untergruppe Gi nicht angehört. Wir bezeichnen diese Elemente mit aVj. (i =  1, 2, . . . ,  k). Es folgt aus der Definition von {Axb.en. dass es ein einziges Element X0€57' gibt, sc dass Axo =  a4aVt . . . â k, wobei Vj <  v2 <  . . .  <  vA. Es sei 7) =  {x e  Г  ; X <  X0} Die Untermenge 7) =  I'o{c) von Г  ist endlich, weil A x( X S  7)) ein nur mit einiger Faktoren von Ax„ gebildetes Produkt ist. Wenn v, и. ен I \  so folgt dass A v une Ац die Elemente a^, av  . . . ,  aV/ als Faktoren enthalten und die übrigen Fakto­ren von A., und Au. zu Gi gehören. Da die Elemente der Normalteiler G? mit der Elementen von G vertauschbar sind, so gilt А ^ ’ЛцбЕ G5. Demnach ist nav eil Cauchy-Produkt.Wir bezeichnen nun mit R' eine beliebige — von R  verschiedene — Ordnung der Indexmenge Д und mit na' das entsprechende — mit den Faktoren von na gebildete — Produkt. Es folgt aus Satz 1, dass na) ein Cauchy-Produkt ist une wenn ausserdem G komplett ist, dann sind nav und na',, konvergent. Ist na, == a dann ist na' ein Cauchy-Produkt (im allgemeinen aber nicht konvergent). Selbs wenn na) konvergent ist, gilt die Relation na, =  na.) im allgemeinen nicht.D e f in it io n  2. Das Produkt r.av ist genau dann unbedingt konvergent, wenn seit 
Wert von der Ordnung der Indexmenge Д unabhängig ist.U e m .u a  1. Es sei na,, unbedingt konvergent, nav — a und np das aus nav dura 
Streichung des Elementes ap entstehende Produkt. Dann ist np unbedingt konvergen 
und np =  a^'a.B e w e i s .  Wir betrachten eine beliebige Ordnung R ’ von Д, bei der a das erste Element des Systems {av}v(FÄ ist. Ferner sei na) das Produkt, das de Ordnung R ’ entspricht. Da na,, unbedingt konvergent ist, so gilt na) =  a. Demnacl gibt es für beliebiges £€=/ eine endliche Untermenge 7) =  1о(Е) C  7' Ç  7, so das (Ax)~‘ a e G ţ  für alle X e  7\7). Hier sind A i ( X e  7') die Teilprodukte von na)7 Auch N. B o u r b a k i  und T.  S z e l e  beschäftigten sich mit der Definition des Produkte eines Systems (von beliebiger Mächtigkeit) von Elementen, die zu gewissen kommutativen topologische Gruppen gehören. Die Konstruktion von N. В о u r b а к i (s. [1 ], S. 60) ist eine ganz andere Konstruktioi Die von T . S z e l e  [3] hat nur formale Analogien mit unserer Konstruktion.



6 I. G Y . M AURER, M . SZILA G YIWir bezeichnen mit n'p das aus na'p durch Streichung des Elementes ap ent­stehende Produkt und mit рЛ *(л е / ) die Teilprodukte von t.p. Dann gilt für X & I \ I 0 :U i T W e )  =  [ар{9А у ) Г 1а
(Лх) 'я s  Gç wenn а ф Gr [(̂ 4x) 1 я] яр €= wenn яр €= G гWir bemerken, dass im zweiten Fall рДх =  A x ist und яр das mit der Relation яр ‘я — =  яяр bestimmte Element der Normalteiler Gr ist. Es folgt, dass 7tp =  яр 'я und da 7Tp das aus tcp gemäss der beliebigen Ordnung R ' entstehende Produkt ist, so ist Тср unbedingt konvergent und ттР =  яР 1 я.Satz 2. ля* ist genau dann ein unbedingt konvergentes Produkt, wenn seine 

Faktoren paarweise kommutativ sind.B e w e i s .  Es sei 7гя., unbedingt konvergent und rcav =  я. Bezeichnet man mit 7грт das Produkt, das aus na., durch Streichung der beliebig gewählten Faktoren Яр und ят ensteht, so folgt auf Grund des Eemmas, dass das Produkt 7rpT unbe­dingt konvergent ist und 7tpT =  (ярят)" ‘я =  (ятяр)_1я. Daraus folgt, dass ярят =  ЯтЯр (p, т е  А).Umgekehrt, sei ярят =  ят яр(р, т e  A) und ття7 =  я vorausgesetzt. Wegen der vorausgesetzten Kommutativität stimmt das System {dxb.e- r ,  das das Produkt 
na4 definiert, mit dem System {ДхЬе/. das das Produkt 7iav definiert, überein. Demnach ist na'y =  a.

(Eingegangen am 3. April 1967)L I T E R A T U R1. X.  B o u r b a k i ,  E l. de Math., Livre I I I ,  Topologie générale, Paris, 1960.2. I . G  у. M a u r e r  — M.  S z i l á g y i ,  Über eine Untergruppentopologie der Operaloratorgriippcn, , .Miskolci Nehézipari Egyetem  Közlem ényei“  (unter Druck).3. T . S z e l e ,  On a Topology in Endomorphism Rings of Abelian Groups, „Publicationes Math. Deb­recen” . 5 (1957), 1 — 4.D E S P R E  P R O D U S U L  IN F IN IT  A L  U N O R  S IS T E M E  O R D O N A T E  D E  P U T E R E  O A R E ­C A R E  D E F IN IT E  ÎN  G R U P U R I CU O P E R A T O R I ÎN Z E S T R A T E  CU O T O P O L O G IEF IL T R A N T Ă(Rezumat)Fie G  un grup cu operatori, în care s-a introdus o topologie filtrantă pe baza unui anumit sistem de divizori normali permişi ai lui G. Lucrarea se ocupă cu anumite produse (infinite) care se pot forma cu elementele unui sistem ţ s j > f4 l unde Д este o mulţime ordonată de o putere oarecare şi av £  G (o Çf A). Dacă Д este o mulţime de tipul ы, atunci studiul produselor considerate se reduce la studiul produ­selor definite în sensul obişnuit al analizei.О Б Е С К О Н Е Ч Н О М  П Р О И З В Е Д Е Н И И  Н Е К О Т О Р Ы Х  У П О Р Я Д О Ч Е Н Н Ы Х  СИ СТЕМ  П Р О И З В О Л Ь Н О Й  С Т Е П Е Н И . О П Р Е Д Е Л Я Е М Ы Х  В Г Р У П П А Х  С О П Е Р А Т О Р А М И , О Б Л А Д А Ю Щ И Х  Ф И Л Ь Т Р И Р У Ю Щ Е Й  ТО П О Л О ГИ ЕЙ(Резюме)Пусть G  группа с операторами, в которую была введена фильтрирующая топология на основе определённой системы допущенных нормальных делителей G. Работа занимается определёнными (бесконечными) произведениями, которые можно образовать с элементами одной системы {av}vfrA> где Д —упорядоченное множество произвольной степени и av £ G ( v £ A ) .  Если Д множество типа ы, то изучение рассматриваемых произведений сводится к изучению произведений, определяемых в обычном смысле анализа.



SU R  CE R T A IN S PO LYN Ô M ES D ’É CA R T  M INIM UM  A R A C IN E S M U LT IPLES
par

I. MARUŞCIAC

1. Quand on étudie les polynômes d’écart minimum de zéro, on considère l ’ensemble des polynômes de degré n de la forme
P n(z) =  z” +  +  • • - +au premier coefficient fixé, ou bien l ’ensemble des polynômes à plusieurs coefficients fixés, ou aussi les polynômes dont les coefficients vérifient certaines relations linéaires données. On pose le problème d’étudier les polynômes dont les coefficients vérifient une ou plusieurs relations non nécessairement linéaires. Dans cette note nous nous proposons d’étudier le cas où l ’on fixe l ’ordre de multiplicité des racines des polynômes, cas qui fait partie de la classe des problèmes de ce tjqpe, et qui s été posé par T. P o p o v i c i u .Soit K  un ensemble compact du plan complexe z et Д,(а) l’ensemble des poly­nômes de la forme p »(~) =  (- - - - « * ) * • . . .  {s — «»,)“», (!;où a =  (a1( a2, . . . ,  a ,J est une suite de nombres naturels donnés, vérifiant U relation *1 +  *2 +  • • • +  =  n- (2!L ’écart minimum de zéro des polynômes de <pn{<x) est=  inf sup \P„{z)\.

Pn^PP,p) - E ïSi l ’on pose ak =  a'k P  i a'k, k =  1, 2, . . . ,  m, z =  x  +  iy> alors on voit qu< la fonction
F(x, y ;  a[, a[, a',, a” , . . . ,  a'm, a"m) =  \Pm{z) \ ==  ! [(л: — a[)2 +  [y  — al')2]“ 1 • • • [(* — ««)2 +  (T ~  a'm)2T mn’est pas linéaire par rapport aux paramètres a'k, al et par conséquent ce pro blême de meilleure approximation n’est pas un problème linéaire.



8 I. M A R U ŞC IA CPour étudier l’existence et l’unicité de la solution de notre problème, nou: considérons le problème général de la meilleure approximation. Soit D  un ensemble quelconque non vide d’élément E, et F(E, X ) , X  =  (с,, c2, . . . ,  c„) — une fonctior réelle non négative définie pour E, £ D  et X  £ R n, où R n est l’espace euclidien z 
n dimensions. Alors par l ’écart minimum de zéro on désigne le nombre

ti(D) =  inf sup F{1, X ).r e « , çe/ANotons par H(E, X), X >  0, l ’ensemble des points X  £ R n pour lesquel; 
F{1, X)  С  X et par Я ( Х )  =  Я ( Я ,Х )  =  f| Щ 1 , X).çeoOn sait que le théorème d’existence suivant a lieu (voir par exemple [5] p. 380).T h é o r è m e  1. S ’il existe X0 >  ja tel que pour chaque X, и <  X <  X0 et ç £ L 
l ’ensemble Я ( Х 0) est borné, pendant que H(E, X) est fermé, alors il existe À 0 £ R n te 
que l’on ait l ’égalité inf sup F{E, X) =  sup F(E, X 0). (3;

XGRn zeD ţei)Dans notre cas la fonction F(x, v ; a[, a", . . . ,  a'm, a"n) est un polynônn par rapport aux paramètres a[, a", . . . ,  a'm, a"„ pour chac^ue z £ K , et, par consé quent, elle est continue. D’ensemble Я ( Х „ )  représente la totalité des points X  £ R„m 
X  =  (a[, a'{, . . . , a") pour lesquels

F(z, X) =  \ z — a ^ \ z  — a2|a> . . . \z — am\*m <  X0, г £ K .En écrivant la formule d’interpolation de Dagrange pour le polynôme P n(z) et les noeuds z0, zlt . . . ,  zn dans lesquels1ЛЮ 1 C  Xo, к =  0, 1, . . . ,  net dérivaut successivement, on constate que les dérivées successives, et par consé­quent les coefficients du polynôme P n(z), sont uniformément bornées sur K ,  c’est- à-dire en écrivant
P n(z) =  2“ +  è /  1 +  . . .  + b n,on a
\bk \ <  M X0, k =  1, 2, . . . .  n,où M  dépend seulement de l’ensemble K  et ne dépend pas de P n(z).D ’autre part on sait que les racines du polynôme P n{x) ne dépassent pas le plus grand des nombres

ï/n\bk\.Il résulte donc que les nombres a1, a2, . . . ,  am — les racines du polynôme P n{z) — sont bornés sur K  et par conséquent l’ensemble Я ( Х 0) est borné par rapport à 
X  £ R 2m quand z £ K .T h é o r è m e  2. S i l ’ensemble K  est compact, alors il existe un polynôme 
P*(z) £ ^p„(a) d’écart mimimum de zéro sur K , c'est-à-dire pour lequel on ainf sup |P„(2)| =  sup |P*(z)|. (4)Яп<“> ге/С z€K



PO LYN O M ES D 'ÉCART M IN IM U M  A  R A CIN ES MULTIPLES 9En effet, la fonction F(z, X ) ,z  ç K  étant continue par rapport à Л” et #(X0) est bornée sur K , les conditions du théorème 1 sont vérifiées, par conséquent il existe *Y0 ç R2m pour lequel on a (3), d’où il résulte immédiatement (4).En général, H(z, X) n’étant pas convexe, l’unicité n’est pas toujours assurée, comme on le voit par l ’exemple suivant.
EXEMPLE l. Soit K  =  {0, 1}, alors parmi les polynômes de la forme

В Д  =  (z -  «i)2(z -  a2),il existe deux polynômes d’écart minimum de zéro sur K . Ce sont 
p3(z) =  z°-(z -  1) et q3{z) =  z(z -  l)2.2. Pour envisager aussi les polynômes d’écart minimum de zéro dans les au­tres métriques, nous introduirons la notion d’infrapolynôme.D é f in it io n  1. Le polynôme Q„(z) ç rPn{y-)> Qn(z) =£ P„(z), est appelé un л-poly­

nôme adjoint de P n(z) ç <p,,(a) sur K , si les conditions suivantes sont remplies :I  P n(z) =  0, г 6 K , => Qn(z) =  0,I I  P n(z) ф  0, г 6 K , => \Qn{z) ; <  ! P n{z) !.D’ensemble des a-polvnômes adjoints de P n{z) sur K  sera désigné par 
сЛп («, P n, K).D é f in it io n  2. On appelle le polynôme P n(z) ç rP „{P  л-infrapolynôme sur K , 
si <Лп(л, P n, K) =  0, c'est-à-dire quand P,,fz) n'admet aucun л-polynôme adjoint 
sur K .D’ensemble des к-infrapolynômes sur K  sera désigné par Э п{л, K).On peut vérifier immédiatement que chaque polynôme P„(~) € ^„(a) d’écart minimum de zéro sur K  est également un a-infrapolvnôme sur K .Un autre exemple de a-iufrapolynôme sur K  est le polynôme B n(z) ç гР„{л) clui minimise l’intégrale sur K , c ’est-à-dire

\\Bn{ z ) f-\ d z \ =  inf [ \ P n{z)\p \dz\, 
к «0 Koù K  est un arc de courbe rectifiable, et p  > 1 .3. Nous présentons maintenant quelques propriétés des a-infrapolynômes. Soit

p  =  oq +  a2 +  . . . +  a, et q =  a ,+1 -|- . . . +  a„„ où p  +  q =  n, et
P{z) =  (z -  «O*- (z -  a2)** . . .  (z -  a,)*’

Q{z] =  {z -  a ,+,)*'-> . . .  (~ -  « J ’ "
R(z) =  P(z)Q(z).Th éo r èm e  3. S i R(z) Ç 0„(a, K ), où a = {y.k}’{‘ et «x +  a, +  . . . f  x,n =  n, alors 

p {z)£3p($, K ), Q (z)e9q(y, K ), où ß =  {a,}i, ß =  {«*}Г+Ь 1 ^  P <  n.



10 t. M A R U ŞC IA CEn effet, considérons un diviseur P(z) de R(z). isi aip(ß, P , K) 0, il existe 
P*{z) ç dtp($, P , K), c’est-à-dire il existe un polynôme P*(z), vérifiant les conditions I - I I .Nous considérons aussi le polynôme

R*{z) =  P*(z)Q(z).On voit que R*(z) € <pn{«.), parce que Р*(л)€ <Pp{$), ß =  {aA}ï et Q(z)ţ<Ţ>4(y),f V wY =  { « ik i -Nous montrerons que R*(z) £ ain (a, R, K). En effet, si R(z) = 0 ,  zç K , => Р(.г) =  0, où Q(z) — 0. vSi P(z) =  0, alors P*(z) =  0, donc R*(z) =  0. ,Si Q(z) =  0, il résulte R*(z) =  0. Par conséquent, dans les deux cas, de R(z) — 0 il résulte 
R*(z) =  0.Si R(g) ф 0, zç K , alors P(z) Ф 0 et Q{z) =£ 0. Donc

!*>*(*) I < TOIet
I R*(z) ! = 1 P*(z) I ! Q(z) I < I P(z)Q(z) I = \R(z) |.Par conséquent R *{z)ţctn{a, R, K ), ce qui contredit le fait que R{z) est un «-iufrapolvnôme. Cette contradiction montre que crfp(ß, A") =  0, donc P(z)6 Э Д ,  K).De la même manière on peut montrer que Q{z)ç: 3 ll{y, K).Co n s é q u e n c e  1. Chaque facteur de la forme (z — d'un x-infrapolyноте sur 

K , est un 0Lh -infrapolynôme sur K , où ak =  {xA}.La réciproque est en défaut. Les facteurs peuvent être a-infrapolynômes sur 
K , sans que le polynôme soit un a-infrapolynôme, comme on le voit dans l ’exemple suivant.E x e m p l e  2. Soit K  =  {0,1,3} et P(z) =  z2, Q(z) = 2 — 1. On voit que 
P(z) est un 2-infrapolynôme sur K  et Q(z) — un 1-infrapolynôme sur K . Mais le polynôme

R(z) =  P(z)Q(z) =  z2(z -  1)n’est pas un a-infrapolynôme, où a =  {2,1}, parce que le polynôme
R*(z) =  z{z — l)8é (7>3(a)et А*(г)е at3 (a, R, K ), car R*(z) s’annule sur les même points de K  que R(z), mais pour 2 =  3, À*(3) =  12, et R(3) =  18, donc R(z) ф  S73(a, K).Par infrapolynôme classique nous entendrons dans ce qui suit, un infrapolynôme défini par M. F e k e t e ,  c ’est-à-dire un polynôme de la forme

P(z) =  zn +  c12#*—1 +  . . .  +  c„ (5)qui n’admet aucun polynôme adjoint sur K  de la même forme, donc pour lequel 
c4n{P ,K )  = 0 . Nous désignerons l’ensemble des infrapolynômes classiques par J n(K).T h é o r è m e  4. S i P(z)ţ 3 J K ) ,  alors il existe une suite de nombres a =  (oq, a3 . . .  . . . ,  a j  avec aj +  as +  • • • +  =  n> teiie 4ue K).



PO LYN O M ES D 'ÉCA RT  M IN IM U M  A  R A C IN E S MULTIPLES 11En effet, soit P { z ) ţ J n(K), alors nous avons
P(z) =  (z -  Zl)**(z -  z2r  . . . ( Z -  où oij, 7.2, . . .  , 7. m sont des nombres naturels etai +  a2 +  . . .  +  am =  n.Nous montrerons que P(z) ç £7„(a, K ). En effet, supposons quec7Î„(a, P , K) 5Q{z), où
Q{z) =  ( z - ţ ir ( z - ţ t)a‘ - "  ( * - U VMais, évidemment, Q(z) est de la forme (5) et Q(z)f cA„ (P, K ), ce qui contre­dit l’hypothèse que P ( z ) ţ J n(K).Par conséquent chaque infrapolynôme classique est également un a-infrapoly- nôrne pour une certaine suite a, c’est-à-dire qu’on a l’inclusionа д э и з . к  к ) .a^ ’inclusion contraire n’est pas vraie, c’est-à-dire un polynôme P(z) peut être a-infrapolynôme sans qu’il soit un infrapolynôme classique, comme nous le montre l’exemple suivant.E x e m p l e  3. .Soit K  =  { 1, 2, 4}. Ее polynôme

P{z) =  (z -  4)2est évidemment un 2-infrapolynôme sur K ,  car il n’admet aucun polynôme adjoint sur K  de la forme (z — a)2. Mais il n’est pas un infrapolynôme classique sur K , car le polynôme
Q(z) =  z2 -  Gz +  8e Ы Я(Р, K).En effet, P{4) =  0 et Q{4) =  0, mais P(l) =  9, Ç(l) =  3, P{2) =  4, Q(2) 0.Donc, P(z) ф  g t(K).De résultat bien connu de E. F e j é r  relativement à la localisation des raci­nes des infrapolynômes classiques est vrai aussi dans le cas des a-infrapolynômes.T h é o r è m e  5. Toutes les racines d’un 7.-infrapolynôme sur K  sont situées dans 

l ’enveloppe convexe fermée de K .En effet, soit
P(z) =  (z -  a,)*1 (z -  a2p  . . .  (z -  я J * »un a-infrapolynôme sur K  et JC l ’enveloppe convexe 'fermée de K . Nous devrons montrer que akç JC, k =  1, 2, . . . ,  m. Supposons le contraire, a, ф  JC. Alors, en construisant en a la normale au domaine JC, soit a* le point d’intersection de la normale et de la frontière de JC. Quel que soit zç K , on a évidemment

\z — a*\ <  \ z — a,\,car le côté zar du triangle z, a*, ar s’oppose à un angle obtus, pendant que le côté 
za* s’oppose à un angle aigu. Par conséquent, le polynôme
P*(z) =  (z -  «O“1. . . (z -  ar- ,) “'->(z -  a*)a'(z -  a ,+I)a' + i. . . (z — aJ°'"ç<y/n(oc, P , K), car si P(z) =£ 0, K , on a

|P*(z)| < |P(z)|,



12 I. M A R U ŞC IA Cpendant que les racines sur K  de P(z) et P*(z) coïncident. Ceci contredit le fait que 
P {z )ţ3 n(y-, K), donc a, ne peut pas être dans l ’extérieur de TC. Donc ç TC, 
k =  1, 2, . . . m.On voit par l ’exemple 3 qu’il existe des a-iufrapolynômes qui ne sont pas des iu- frapolvnômes classiques. Il se pose la question suivante : dans quelles conditions un oc-infrapolynôme est en même temps un infrapolynôme classique ? Dans le cas où l ’ensemble K  est réel, nous obtiendrons la réponse à cette question par le théorème suivant.T h éo rèm e  6- Soit M  un ensemble réel (contenant au moins n -f- / points). La 
condition nécessaire et suffisante pour qu’un y-infrapolynôme sur M

P(z) =  (z — af)ai(z — я,)“2 . . .  (z — a,,)“'"
soit en même temps un infrapolynôme classique sur M , qui ne s’annule pas sur M , 
est que a* =  1, к =  1 , 2 , . . . ,  m, c’est-à-dire que toutes les racines de P(z) soient 
simples.Da condition est nécessaire. Soit,

P(z) -  (z -  «,)“•(* -  «*)“* . . .  ( z - a mr « ç  9 П(У., M).Si I ‘(z) ç T n (M) et P(z) ri 0, z ç M , alors il résulte d’un théorème de M. M a r- d e n [3], (pie toutes les racines de P(z) sont réelles, distinctes et contenues dans l ’intervalle [A, B ], oùA =  min X , B  =  max x.
xÇM xÇ_MPar conséquent, tous les nombres ak, k =  1,2, . . . ,  n sont réels et distincts et donc oq =  1, k =  1, 2, . . ., n, et la nécessité est démontrée.Da condition est suffisante. Soit le polynôme

Q{z) =  (z -  ap(z -  a2) . . .  (z -  a „)ç 9 n(x, M),où а =  (1, 1 , . . ., 1), et Q(z) =£ 0, z ç M , c’est-à-dire ак ф  M , k == 1 ,  2, . . . ,  n.Il résulte du théorème 5 que les racines ai, a,, . . . ,  ak sont réelles et contenues dans l’intervalle [A, B ]. Nous montrerons que les racines ak sont séparées par les points de M , c’est-à-dire [ah, ак+1] П M  0, k -- 1, 2, . . . ,  n =  1. En effet, soit
a1 <  д2 <  . . . ak <  ak + l <  . . .  <  anet supposons le contraire que [ak, ak+l] П M  =  0-Compte tenu de [ak, ak +1] Ç\ M  = 0 , il résulte qu’il existe un nombre 8 > 0  suffisamment petit tel que [a*, a*+1] p) M  =  0, où a\ — ak — 8, а*.]Л =  ak+1 +  8. Nous montrerons que le polynôme

Q*(z) =  (z — a,) . . .  (z — ak̂ P(z — a*)(z — а*.:Л) . . .  p — a„) 6 cdn (oc, Q.M ), où y. =  (1, 1, . . . ,  1). Ainsi, nous avons12 — a* I ■ I я — at+i I < \ z  — ak \ ■ \ z — ак.л \, z ç M ,parce que I z -  at I +  I г — a£+i | =  | г — «* | +  | * — ak+l |



PO LYN Ô M ES D 'ÉCART M IN IM U M  A  R A CIN ES MULTIPLES làet que le produit de deux facteurs positifs, dont la somme est constante est maxi­mum quand ils sont égaux. Par conséquent,! Q*(z) I <  \ Q(Z) 1- 2 € M ,c’est-à-dire que Q*(z) 6 oi„(a, Q, M) est une contradiction. Ainsi, les racines ak sont séparées par les points de l’ensemble M . Mais alors du même résultat de M. M a r  d e n  [3], il suit que Q(z) ç et la suffisance est démontrée.Enfin nous insistons sur la liaison entre les a-infrapolynômes et leurs dérivées.T h é o r è m e  7. La dérivée de chaque v.-infrapolynôme sur K

Pniz) =  (2 -  ai)a'(z -  a*)*’- • • • (2 -  атГт,
avec toutes les racines dans K , est le produit entre un y.-infrapolynôme sur K  de degré 
n — m avec toutes les racines en K , et un infrapolynôme classique de degré m—1, à 
un facteur constant près.En effet, nous avons

m

P'n(z) =En désignant
Qn- m(z) =  (z -  a ^ f z  -  a*ÿ---x . . .  (z -  aj*® “ 1 (6)

m y

R»-i(z) = h  = ~ ,  (7)A = 1 * ak Псо(г) =  (z -  af)(z -  a,) . . .  {z -  a j ,nous avons
P'„(z) =  n Q „-m(z) R m-i{z). (8)De ah € K , k — 1,2, . . . , m, il résulte que Q „..m(z) est un ß-infrapolynöme sur K  de degré n — m avec toutes les racines dans K , où ß =  {oq — 1, у.2 — 1, . . . ,  , . . . ,  a m 1}.De (7), parce que >^>0 et+  72 +  . . .  +  X„, =  1il résulte, en tenant compte d’un théorème de M. F  e к e t e [2], que R m̂ i(z) est un infrapolynôme classique sur K . La dérivée P'„(z) ayant la forme (8), le théo­rème est démontré.

(Manuscrit reçu le 20 ju in  1967)



14 i . M A R IJŞ C IÂ C
B I B L I O G R A P H I E1. P e j  é r  I/., Über die Lage der Nullstellen von Polynomen die aus Minimumforderungen gewisser 

Art entspringen. „M ath. A n n .”  85, 44 (1922) pp. 41—48.2. F e k e t e  M ., On the Structure of Extremal Polynomials. ,,Proc. Acad. Sei.” 37 (1951), pp. 95 — 103.3. M a r  d e n  M ., Location of the Zeros of Intrapolynomials. „Am er. Math. Monthly”  70, no 4(1963), pp. 361-371.4. M a r u ş c i a c I . ,  Infrapolinoame si legătura lor cu derivata unui polinom. „Stu dii şi cerc.”  19, 4 (1967), pp. 515-521.5. S m i r n o v  V.  I. ,  L e b e d e v  N . A ., Konstruktivnaja teorija funkeii komplehsnogo peremennogo. Moskva, 1964.
A S U P R A  U N O R  P O L IN O A M E  D E  A B A T E R E  M IN IM Ă  D E  L A  Z E R O  CU  R Ă D Ă C IN I M U L T IP L E(R e z u m a t)Fie K  o mulţime compacta din planul z şi ф н(a) mulţimea polinoamelor de forma

Ф,{*) = (* -  «i)a,(* -  «â)“S •••(*- -  >unde a — (a,, a ,...........  a,„) este un şir de numere naturale date care verifică relaţia
«1 +  «s 4- • ■ • +  a»i =  п.în  lucrare se studiază existenţa şi unicitatea polinomului din ^Pn(a) de abatere minimă de la zero pe mulţimea K .  Se arată că există un polinom P n(г) € ^Pn(a) de abatere minimă de la zero pe К , însă acesta nu este unic.Se introduce apoi noţiunea de а-infrapolinom (Definiţia 2) şi se arată cîteva proprietăţi ale acestor infrapolinoame cu rădăcini multiple, cu multiplicităţi date. Printre altele, se arată (Teorema 5) că teo­rema lui Fejér relativă la localizarea rădăcinilor infrapolinoamelor clasice are loc şi în acest caz. Se studiază de asemenea (Teorema 6) condiţiile în care un а-infrapolinom este în acelaşi timp şi un infra- polinom clasic. în  încheiere se arată (Teorema 7) că derivata unui а-infrapolinom pe K ,  cu toate rădă­cinile pe K , este un produs dintre un polinom cu toate rădăcinile pe К  şi un infrapolinom clasic pe K .

О П О Л И Н О М А Х  Н А И М Е Н Е Е  У К Л О Н Я Ю Щ И Х С Я  ОТ Н У Л Я  С М Н О Г О К Р А Т Н Ы М Ик о р н я м и(Резюме)Пусть К — компактное множество плоскости z и ^ » (а )  — множество полиномов вида
*Pn[z) = -  «г)ai(* -  a2)“s • • • (* -  «m)“»"»где а =  (а„ а2........... а,„) — последовательность данных натуральных чисел, удовлетворяющих соотно­шению а, +  а2 . . . +  а,„ =  п.В статье изучается существование и единственность полинома из ^„(сс), наименее уклоня­ющегося от нуля на множестве К. Показывается, что существует полином (7')*(г) 6 ^ „ ( а ) , наименее уклоняющийся от нуля на К, однако он не является единственным.Вводится затем понятие а -инфраполинома (Определение 2) и показываются некоторые свойства этих инфраполиномов с кратными корнями, с данными кратностями. Между прочим, показывается (Теорема 5), что теорема Фейера относительно локализации корней классических инфраполнномов имеет место и в этом случае. Изучаются также (теорема 6) условия, при которых а -инфраполином является одновременно и классическим инфраполиномом. В заключение показывается (Теорема 7), что производная любого а -инфраполинома на К, со всеми корнями на К. является произведением двух полиномов, из которых один имеет все корни на К, а другой является классическим инфрапо­линомом на К,.



O C A R A C T E R IZ A R E  G E O M E T R IC Ă  A F U N C Ţ IIL O R  D E  P O N D E R E  SLABC R E SC Ă T O A R E  P O IJN O M IA L E
de

E. KOLO ZSI

h. H ö r  m a n d e r  [1] şi U. P.  V o i e  v i e i ,  B.  P.  P a n e i  a h  [2] stu­diază în mod sistematic o clasă de funcţii numite funcţii de pondere slab crescă­toare, cu ajutorul cărora pot fi caracterizate spaţiile funcţionale care intervin în studierea ecuaţiilor cu derivate parţiale. Funcţia pozitivă р(£) se numeşte funcţie de pondere slab crescătoare, dacă există două constante pozitive C  şi N  în aşa fel ca p(£ +  î]) <  (1 +  C |S[)n (a (tj) pentru orice vj e R n (1)S. M. N i k o l s k i ,  pentru a defini unele clase de funcţii care intervin în probleme variaţionale legate de anumite ecuaţii cu derivate parţiale [3], introduce o mulţime 8 a vectorilor întregi pozitivi cu ajutorul căreia, după cum se va vedea mai jos, se poate caracteriza o clasă importantă a funcţiilor de pondere. Mulţimea 
8 este definită astfel :1. Este convexă în sensul că, submulţimea punctelor cu coordonate întregi şi pozitive a celui mai mic corp convex care conţine pe 8, coincide cu 8.2. Dacă a =  (a1; . . . ,  a„) 6 8 atunci 8 conţine orice proiecţie a lui a pe toate subspaţiile de coordonate, şi 8 conţine cel puţin un vector de forma a° =  =  (a®, . . . ,  oc°), a«> 0 (j =  1, . . . ,  n).Din aceste condiţii rezultă că în S se poate determina un sistem de puncte0, a1, a2, . . . ,  aN (2)care formează bază în 8, adică astfel că, oricare ar fi a =  (a1; . . . ,  an), ea se poate scrie sub forma aEa fiecare mulţime 8 se poate ataşa polinomul

m  =  E  s2emde =  ^  . n 9

(3)



16 É. K O LO ZSiDin condiţiile impuse mulţimii Б rezultă următoarele două condiţii pentru polinomul P(t).1. Conţine termenii de forma 'Z~?\ i z 1, . . . ,  S » » ;  l j >  0 (/ =  1, . . . ,  n).unde
If =  max а,- «eS2. Restul termenilor E2a verifică relaţia «,■ <  h (* =  1, • • «) (4)Prin urmare polinomul P(S) are următoarea formă

P{Q) — 1 +  ? i 1 +  • • • +  4»” +  я5^_0< (5)<*eS-{0unde {/} =  {(/1,0 > . . . ,  0), (0, . . . ,  0, /„)}.iar coeficienţii a- sínt egali cu 1 sau 0 în funcţie de mulţimea £ considerată. Demonstrăm următoareaT eorem ă  1. Polinomul P(S) care se ataşează unei mulţimi convexe E. este funcţie de pondere slab crescătoare.Pentru a demonstra acest lucru, pe baza definiţiei (1) trebuie să arătăm că exis­tă două constante pozitive C şi N  astfel incit să avemР($ +  Ч ) < ( 1 + С | < ; П Р ( 7 ) )  (6)pentru orice Z, rt Ç R n. Nouă ne este mai convenabil să verificăm o inegalitate [2], echivalentă cu (6)
adică mai explicit Р{Ъ +  ъ) <  C( 1 +  IS 14 Pfo) (7)

însă are loc

1 4- 2,(5« + ч<) S M5 + -d2*— , а_ ai<lia e<8-{/} C(1 + I5I‘V) 1+2ч?' < + _ 2  a-42“ ',=1 _«<<',•a ei?- {/}
1 + 2 ( 5 , +i = i C  C1 + 2 V* + _2 а-̂ -Цi=1 _  *i <h

___ 2d  i

n
deoarece fx( H,) 1 +  £  S2i* este funcţie de pondere.



FU N CŢII DE PONDERE SLAB CR E SCĂ T O A R E  POLIN OM IALË i?Este suficient deci să arătăm căS  a - d + v ) ) 2“___________ « е й  -  {*}_________________(1 + |Ü|N) 1 + S  r t f i +  s  Й-V)2' < c

Avem
a  +  (î 2 +  щ г -  ■■■(?„ +\2at

_  ai < li« e S -  Ui

2<xt \ 2a
<  C ( i  + !^ |n) i + E Y Ä  +V _E az r/2a

< iig (S ~ V} 'dacă se alege N  =  max lit deoarece fiecare termen al produsului din membrul
isting poate fi estimat cu un termen corespunzător al produsului din membrul drept.Prin urmare există un număr pozitiv К  în aşa fel incit

E  я-(£ + у))2“< A(i + i&iN)fi+Ê^+ E  a-a^
_ * i < 4  I ‘ - 1 « i < h«eS -  w V aeS -  {i> Jceea ce demonstrează că polinomul P(£) este funcţie de pondere, în  continuare vom arăta că are loc şi proprietatea inversă.T e o r e m a  2. : Dacă polinomul P(£) =  У^Х1а este o funcţie de pondere slab eres-a*cătoare, atunci el determină o mulţime 8 convexă. Pentru a demonstra teorema, trebuie să arătăm că mulţimea multiindicilor a* determină o mulţime convexă 8 definită de S. M. N i k o l s k i .  Pentru a determina mulţimea 8, se construieşte cel mai mic poliedru convex care conţine punctele a‘ =  (a l, iar submul-ţimea punctelor cu coordonate întregi ne dă mulţimea 8 căutată.Evident, această corespondenţă între polinoamele P(?) — funcţii de pondere slab crescătoare — şi mulţimile convexe 8 nu este biunivocă, deoarece există mai multe polinoame P(£) la care coresponde aceeaşi mulţime 8. De exemplu, poli- noamelor Pi (l) =  1 +  l\ +  l i  +  l i  l i  

p,(l) =  1 +  ţ î +  Ï I +  1 1 H +  l î l ile corespunde mulţimea
6 =  {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (3,0), (0, 1), (0, 2), (2, 1), (1,2), (2, 2)}Observăm însă că diferitele polinoame care corespund la aceeaşi mulţime 8 sínt echivalente în sensul că există constantele C1 şi C2 pentru care au loc.C t c  ^  <  Cg.1 P.(5)

2  —  M a t e m a tic a -P h y s ic a  1/1968



18 E. K O LOZSÍToate aceste polinoame pot fi însă caracterizate cu ajutorul polinomului P b(ţ,),care se ataşează bazei convexe minimale (2), adică cu acel polinom P(5) =  V  pentru care punctele a* =  (aj , . . . ,  aj,) formează o bază convexă minimală în mul­ţimea & care se ataşează în modul arătat mai sus.Prin alegerea convenabilă a mulţimii S  regăsim o serie de spaţii funcţionale cunoscute. Astfel :
П1. dacă ai <  I pentru toţi a £ S, atunci

i= l 1
P b(t) — 1 +  +  ♦ ♦ ♦ ~r Şi Р,ь(^)2 generează spaţiul Sobolev W*[K Dacă / =  1

s
P b(Z)2 generează spaţiul H is) introdus de P. D. T a x ;2. fiind date numerele L ,  . . . , l n, mulţimea P  a punctelor care verifică condiţia

П
J 2  У-i <  min ((,)
i 1 i 1ne conduce la P b{P) =  1 +  cf ‘ +  . . . +  il'n iar P b( i)2 generează spaţiul Slo- bodeţki И/(,‘ ’ 1г ’ ' '

x 1 ’ ‘ ' ’ лп’
(Intrat în redacţie la 2 octombrie 1967)

li I B I . I O G  R  А Г  I  E1. L . H  ü r ni a n (1 e r, Linear Partial Differential Operators. Springer-Verlag, Berlin—Göttingen —Hei clelberg (1963).2. L . P . V  о 1 e V i e i —B.  P. P a n e i a h, Nekotorte prostransfva obobşcionnîh funkţii i teoremî vlojenia. U .M .H . X X , V. 1(121) (1965).3. S. H . K  i к о 1 s к i, Ob astoicivîh granicinîh znaccniiah diffcrenţiritenioi funkţii nmoghih perememül/, „M at. Zbornik”  01(103), 2 (1963).
Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К А Я  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  С Л А Б О  Р А С Т У Щ И Х  М Н О Г О Ч Л Е Н Н Ы Х  В Е С О В Ы ХФ У Н К Ц И Й( Р е з ю м е )Автор даёт геометрическую характеристику слабо растущих весовых функций, введённых Л ‘ Гёрмандером, при помощи выпуклых множеств точек с целыми координатами, использованными С .М . Никольским. Показывается, что к каждому выпуклому множеству £> можно присоединить полином, являющийся весовой функцией и, обратно, каждой слабо растущей многочленной весовой функции соответствует выпуклое множество £. Путём подходящего выбора множества $ получаем известные функциональные пространства.
U N E  C A R A C T É R IS A T IO N  G É O M É T R IO U E  D E S  F O N C T IO N S  D E  P O ID S P O L Y N O M IA L E SF A IB L E M E N T  C R O IS S A N T E S(Résumé)L ’auteur de la présente note donne une caractérisation géométrique des fonctions de poids poly­nomiales faiblement croissantes introduites par L . H ö r m a n d e r ,  à l ’aide d ’ensembles convexes de points à coordonnées entières £ employées par S . M. N i k o l s k i .  On montre qu’on peut attacher à chaque ensemble convexe §  un polynôme qui est une fonction de poids et, inversement, qu’à chaque fonction de poids polynomiale faiblement croissante correspond un ensemble convexe $. E n  choisissant convenablement l'ensemble £ ou retrouve des espaces fonctionnels connus.



SU R  UES P R O P R IÉ T É S D É S N O R M ÉS D É S  SO LU T IO N S D 'UN  SYSTÈM E D ’ÉQ U A TIO N S D IF F É R E N T IE L L E S  D U  SECOND O R D R E
par10 AN A. RUS

Dans la présente note nous nous proposons de donner une méthode pour étu­dier quelques propriétés des normes des solutions d’un système d’équations diffé­rentielles ordinaires ou aux dérivées partielles du second ordre. On peut considérer cette méthode, comme une généralisation d’une méthode donnée |par A. V. B i t s a d z e [2] et A. W i n t n e r  [10] (voir également L . K  u к s [61, T. S t u s'[8] et [9], j !  B o c h e n e k  [3]).On commence par donner un modèle abstrait et après cela un certain nombre d’exemples.Je  tiens à remercier M. J .  P e e t r e qui a bien voulu m’aider dans la rédac­tion de ce travail.
1. Modèle abstrait. Soit M  et N  deux espaces vectoriels sur le corps R  des nombres réels. De plus N  est un espace semi-ordonné linéaire, c’est-à-dire qu’il possède une structure d’ordre compatible avec sa structure d’espace vectoriel (voir K a n t o r o v i c i  [5]). Munissons M  d’un produit scalaire généralisé de la manière suivante. On appelle produit scalaire généralisé une application(/. g) -*■  if . g]

de M  X  M  dans N  possédant les propriétés suivantes :Î) if . g] =  [g. /] pour tout f  et g ç M  ü) IV. g I =  V/> g I pour tout /, g Ç M  et R  iü) [fi + f 2, g] =  [fi, g] +  [/2. g] pour tout f u f 2, g 6 M  iv) [/. Л  A  0lV et [/, /] =  Од. <=> ж =  емoù 0M et Qn sont les éléments nuis des espaces M  et N .Soit L  une application linéaire de M  dans lui-même. Considérons le produil [/, L f], On suppose que pour tout / ç  M  il existe une application linéaire T f, défi­nie sur les éléments de N , tel que[/, Lf]  =  Tf([f, /])pour tout / £ M .



20 I. A . RUSConsidérons maintenant l’équation
L f = Q u  (I)Si /  est une solution de l’équation (I), il en résulte que

T A U , /]) =  e*.Autrement dit, nous avons l ’équation
TAU  =  0.Y (П)sur N . Si ou étudie les propriétés des solutions positives (u >  0jV) de l’équation (II), des propriétés s’obtiennent pour« =  [/,/] où/est une solution de l’équation (I).2. Exemple 1. Soit M  — C 2’"(a, 6) f) C0'”/ ,  b] (notons par C k-U{a, b) l ’es­pace vectoriel des fonctions y  =  (aq(.r), . . ., y  (a)), k fois continûment différentia­bles dans (a, b)) et N  — C 2(a, b) П T [a, b]. N  est muni de la relation d’ordre habituelle et dans M  le produit scalaire est défini par[_r, /] =  y 1(x)z1(x) +  . . . +  У,.(-Ф»(х)Considérons sur M  l ’opérateur
Л2 f]

L  =  ~  +  B ——!- C(/.V2 dxoù B =  H bjj (x) Il, C — ||c,j (a:)|| sont des matrices carrées définies sur [a, b]. Soit y  =  y(x) une solution de l ’équation
y "  +  By' +  Cy =  0 (10Avec les notations

R  =  R(x) — [V , y ] 2, У =  Be, e =  (<q, . . e„) dans l’hypothèse cpie R(x) ~ 0, pour x Ç (a, b) il résulte de
[y, L y ] =  0

R ”  +  [e, Be]R' +  ([e, c"] +  [e, B e’] -f [e, Ce])R  =  0 ( IIJNous avons le résultat suivant :T héorèmb; l . O n  suppose que^ j 2* <  0 pour tout 2 € R 2", ç =r= 0, x ç (a, b) où B =  bl Въ I  est la matrice unité et b nombre réel.
yAlors si y  =  y(x) est une solution de l’équation 7\ sa norme ||y|| =  \y, }'A  =  1— (j'i +  • • • +  J'»)2 prend ses valeurs maximales sur [a, ô] dans a et b.
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Démonstration. Supposons que R(x) — 0 dans [a, b). Alors R =  R(x) satis­fait l ’équation (IIj) et comme
[e, c"] +  [c, Be'] -\-[c, Ce] =  — je', e'] -\- \e, BLc'] +  [e, C  e] <  0 notre théorèmerésulte d’après un résultat classique. Si R(xt) — R(x2) =  0, a .-.ţ x1 <  x2 <  5 et 
R(x) =  0 dans (xu x2), on a R(x) =  0 sur [xlt ,v2] et donc sur [a, b J.

Remarque 1. .Si
ICE* .< —g* I l ' I I2 pour tout E ç R ” et ||ßj|| <  2s (г >  0) alors les conditions du théorème 1 ont lieu.

Remarque 2. La même méthode a été utilisée par A. W i n t n e r  [10] pour étudier des critères concernant le caractère oscillatoire des solutions. Les équa­tions (9) et (11) dans [10] sont erronées. Pour les corriger on peut voir (II!).3. Exemple 2. Soit M  =  C'2’n(Ll] П C0’"(Ö) et N  =  C 2(Q) fl C(Q), où fl est un domaine qui est contenu dans le demi-plan y  >  0 et a une portion de la fron­tière sur y  =  0 (voir fig. 1) L ’espace N  est muni de la relation d’ordre habituelle et dans M  le produit scalaire est défini par
\u, v\ =  щ(х, y) Vi{x, y) +  . . .  +  un(x, y)v„(x,y)Considérons sur Л/ l’opérateur suivant

L =  —  +  v”‘—  +  A —  +  B —  +  C
d x- dy‘  d.r dyoù

A =  \ I a и {x, y) 11, B =  H bij (x, y) H, C =  11 c,7 (x, y) 11sont des matrices carrées définies dans 12 et m un nombre réel positif. à 1L ’opérateur L  est elliptique dans fl et parabo- /\lique sur PQ.Soit и — u(x, y), une solution de l’équation
—  +  Vm— + A  —  +  B — + C u  =  0 (I2)
d x 2 '  dy2 dx dyPosons pour abréger Fig.  1 .1

R  =  R(x,  y) =  (u'f +  . . . +  ttl) 2 , и =  Re, e =  (elt . . . , e„)Admettons que R(x, y) ф  0 dans 12. Alors duOn a [и, Lu] =  0
d 4t  . d2R  , r л -I d R  , r j-, -, d R  ,—  +  У T T  +  &  A e î T  +  [e’ BeJ 7  +o x 2 dy2 dx dy+ d2e e, —  

dx2 +  v" d2ee, —
дуг e’ A f +

(Щ



22 I. A . RUSEn effet à l ’aide d’un théorème d e B i t s a d z e  (voir [1] pp. 69) on trouve le résul­tat suivant :T h éo r èm e  2. Admettons que les coefficients de l ’équation (I 2) remplissent les conditions suivantes
f - 1 0

0 \i) i  0 4̂S1 0 E* <  0 pour tout E Ç R 2n, E =j= 0, et (.v, y) ç ilV A x Вг C Joù A =  a l  -f- A v B  =  Ы  -f- B lt a et b nombres réels.ii) B  est une matrice symétrique telle que si y) est la première valeur propre, X^x, 0) >  0.iii) Si и =  u(x, y) est une solution régulière de l’équation (I2) et R — (u\ +  . . .. .  +  m2) 1/2 >  0 dans Qiv) l i m ^ existe et est bornéey-» о dy

y \alors R  =  R(x, y) ne prend pas ses valeurs maximales sur PQ  (ouvert).
Démonstration. Soit и =  u(x, y) une solution de l’équation (I2) qui satisfait les conditions iii) et iv). La fonction R(x, y) =  {u\ +  . . . +  и2)1/2 satisfait l ’équa­tion (II2). Comme

[e{x, 0), B{x, 0)e(x, 0)] >  \  (x, 0) • [e{x, 0), e{x, 0)] =  \ (x , 0) >  0 et l>, ««] + ÿ ."  (A eyy\ +  Ie. A x̂\ +  [e, Bey] +  [e, ce] ==  -  [ex, ex] -  У т [ey, ey] +  [e, A xex] +  [e, B xey] +  [e, ce] <  0 on peut appliquer le théorème de Bitsadze.
Remarque 3. SiE C E* <  — (E? +  El) • I |E| I2 pour tout E € R" et

mIM 1| | < 2 e lf \\В1\ \ ^ 2 у ^ е 2 (4  >  0, s2 >  0)alors la condition i) du théorème 2 a lieu.4. Exemple 3. Soit M  =  {u | и £ c2>"(Q) П С 0,“(й) et и — 0 sur T J  et N  — =  C 2 (ü.) p  C(Q), où Q =  (a, b) x Q. est un domaine borné contenu dans R m, I\ est la frontière de Qx dans R m~K N  est muni de la relation d’ordre habituelle et dans M  le produit scalaire est défini par
[u, v] =  J (« Jvx +  . . . +  unv„)dx', x =  (xu x ’), xl e {a, b), x ’ 6 n .



PROPRIÉTÉS DES N ORM ES DES SO LU T IO N S D 'U N  SYSTÈM E D 'É Q U A T IO N S DIFFÉRENTIELLES 23Considérons sur M  l ’opérateur
m

L = T ,  Ant, j = 1 (ï-
ûxr dxi +  E  s,-«■=ï ô

dxi +  Coù Aij =  ||a*i||, B\ =  ! |6i, ! I, C — ||Cii|| sont des matrices carrées constantes. Soit и =  u(x) une solution de l’équation«iE  A ,,. i = 1 d-u
d x . dx ï j +  J 2 B i

du
dxj

+  C и =  0Nous utilisons maintenant les notations suivantes (I3)

R(xi) («î Ф ••• +  ul)dx'\ , и =  Re, e =  (eu . . e„)iîjDans l’hypothèse que R(x 1) ф  0, £ (a, b), du
[u, Lu] =  0on a 0 , A ne] R "  +  ( 2 E  l>. A u eXJ] +  [e. В 1в])я ' +  [e, Le]R  =  0 (II,)Nous pouvons donner maintenant un théorème qui a été donné essentielle­ment par M. M. D a V r e 1 1 1 i e f f [7] mais est un peu plus général.T h é o r è m e  3. On suppose quei) A u =  cri, a >  0

tnii) E  ЪАЬ'К* > 0  pour tout ç R H, k =  1, , m.
í j -  1(condition de Somigliana)iii) B t =  b, Iiv) \ C %* <  0 pour tout \ 6 R"Si и — u(x) — (щ{х), . . . , u„ (x)), и £ M , est une solution de (I2 alors | \u 11 =

=  (Mí Ф • • • Ф ui)dx'j , prend ses valeurs maximales sur [я, b], dans a et b.

Démonstration. Nous pouvons supposer que R(x1) ф  0, dans (я, b). Alors R  — /?(%) satisfait l’équation (II3). Mais
m m

[e, Le] =  -  E  K .  Aij-e ] ф Е М > -  О,] Ф ic. ce]», J — 1 î = lÇ ( E  е*1А ц е*х j dx' ф  ̂e C e* dx' <  0.Oiet il en résulte notre théorème.



24 I. A . RUS5. Exemple 4. Soit M  l ’espace linéaire des fonctions vectorielles u =  u(x, t) =  =  (u1(x, t), . . . ,  un (%, t)) qui appartiennent à C(Q) et sont deux fois continûment différentiables par rapport à x et continûment différentiables par rapport à t. 
N  est l ’espace de fonctions scalaires avec les mêmes propriétés ; O est un domaine borné qui est contenu dans E 2. Dans M  le produit scalaire est défini par

[u, v] =  Wjiq +  . . . +  UnvnConsidérons sur M  l ’opérateur suivantP =  я2 / —  +  Б -  +  С -  / -
dx3 dx dtoù a est un nombre réel ф  0, B =  \ \b (x, t) 11, C  =  11C (x, y) \ | sont des matri­ces carrées. L  est un opérateur parabolique dans Í). Soit P 0(x0, t0) ç S (P n) désigne l ’ensemble des points Q pour lesquels il existe un arc, le long duquel l ’ordon­née t sera non-décroissante à partir du point Q.Soit maintenant u =  n(x, t) une solution de l ’équationa» —  +  B -  +  C « - - =  0 (I4)

dx* d x  dtAvec les notations
R =  R(x, t) =  (ii\ +  . . . +  iC y  , и — Re, e «= (eu . . .  , e„) dans l ’hypothèse que R(x, t) ф  0, dans Q, du

[u, Lu] -- 0on a
a*Rxx +  [e, B e]R x +  (a2[e, exx] +  [e, Bex] +  [g, Ce])R  -  R, =  0 ( IIJEn effet d’après un théorème bien connu (voir A. F r i e d m a n  [4] pp. 34) nous avons le résultat suivant (voir K u k  s [6] pp. 183).T h é o r è m e  4. Admettons queE J E* <  0 pour tout E € R 2", E Ф 0 et [x, t) 6 £2V B x C Joù B  =  Ы  +  B v 1Si u =  u(x, t) est une solution de l’équation (/4) R(x, t) =  (u2 +  • • •+  ul)~ prend sa valeur maximale dans P 0 ç iî,il résulte que R(Q) =  P (P 0)pour chaque

Q € S (P 0).
Démonstration. Supposons que R(x, t) ф  0 dans Q. Alors R =  R(x, t) satis­fait l’équation (II4) et commea2l>> exx] +  [e, Bex] +  [e, Ce] =  — я2[^, ex] +  [e, B ^ J  ] +  [e, Ce] <  0 on peut appliquer le théorèoréme de Friedman.

(Manuscrit reçu le JO ju in  1967)
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A S U P R A  P R O P R IE T Ă Ţ IL O R  N O R M E L O R  S O L U Ţ IIL O R  U N U I SIS T E M  D E  E C U A Ţ II D IF E R E N Ţ IA L E  D E  O R D IN U L  A L  D O IL E A( R e z u m a  t)în  această lucrare se stabilesc proprietăţi de maxim pentru normele soluţiilor unui sistem de ecuaţii diferenţiale oridnare şi ale unui sistem de ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale de ordinul al doilea. La început se dă următorul
Model abstract : Fie M  şi N  souă spaţii vectoriale peste cprpul numerelor reale R . Mai mult .V este un spaţiu semiordonat liniar. în  M  se defineşte un produs scalar generalizat cu valori în N . Fie L  o aplicaţie liniară a lui M  în el însuşi. Se consideră produsul [/, L/]. Se preseupune că pentru orice f & M  există o aplicaţie liniară Tf, definită pe elementele lui .V, astfel ca[/, T./J =  T/([/, Lf ) ]  pentru orice / g . l iSe consideră ecuaţia (I). D acă/este o soluţie a ecuaţiei (I), rezultă că Tj ([ f ,  /]) =  fly.Se obţine astfel ecuaţia (II). Studiind proprietăţile soluţiilor pozitive (и >  0_Y) a ecuaţiei (II), se obţin proprietăţi pentru и =  [/, /], unde / este o soluţie a ecuaţiei (I).Ca aplicaţie se stabilesc principii de maxim pentru soluţiile sistemelor (Ix), (I2), (I3) (/,;. Aceste teoreme vor fi folosite într-o notă viitoare pentru studiul problemelor la limită.

О С В О Й С Т В А Х  Н О РМ  Р Е Ш Е Н И Й  О Д Н О Й  СИ СТ ЕМ Ы  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И ЙВ Т О Р О ГО  П О Р Я Д К А(Резюме)В статье определяются свойства максимума для норм решений одной системы обыкновенных дифференциальных уравнений п одной системы дифференциальных уравнений с частными произ­водными второго порядка. Сначала даётся следующая
Абстрактная модель: Пусть М и N  — два векториальных пространства над телом вещественных чисел R . Более того, N  является линейным полуупорядочениям пространством. В М определяется
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обобщённое скалярное произведение со значениями в N. Пусть L  — линейное отображение простран­ства М в нём самом. Рассматривается произведение [f, Lf]. Предполагается, что для любого Í £ M  имеется линейное отображение Т/, определённое на элементах пространства N , так, чтобы[f Lf] =  T/(f, f) для любого f G  М.Рассматривается уравнение (I). Если f является решением уравнения (I), тогда следует, что T/f([f, f]) =  0JV-Получается таким образом уравнение (II). Изучая свойства положительных решений (и >0д') уравнения (II), получаются свойства для u =  [f, f], где f — решение уравнения (I).В качестве применения устанавливаются принципы максимума для решений систем ( I J ,(I.). (U). (IJ-Эти теоремы будут использованы в будущей работе для изучения граничных за;ач.



ON T H E  MOMENTS OF N E G A T IV E  O R D E R  O F T H E  P O S IT IV E  B E R N O U L L I AND PO ISSO N  V A R IA B L E Sby
1). D. STAXCU

I. Introduction1. Let A  be a random variable having a Bernoulli distribution
p ( x  =  k) =where 0 <  p  ^  q — \ — p and k —• 0 , 1 , . . .  ,n.In the papers [6 ], [4] and [5] there have been shown some typical situations where it is necessary to consider a random variable X '  having a positive Bernoulli distribution P (A ' — k) =  "W y * -*  (1 -  qn)~1,

\k 1where Q < p < \ , q — \ — p  and k =  1, 2, . . . ,  n. It is a Bernoullian distribution truncated from its lower end.The moment of a positive order r of the reciprocal 1 /А' coincides with the moment of the negative order — r of A" :
v' ( £ ; п’ р) = ; n-p) =  ' - r  (n, p ) = ^  £  *-f( *)**(i- pr~k■ (i)In order to obtain the corresponding formula for a positive Poisson variable Y ' we may put np =  X above and let n -* oo. One finds

v' (y 7 ' X) =  V_r ^  ^  k ' k ! ’2. F . F . S t e p h a n  [6 ] considered, for the first time, the problem of com­puting the moments v_, (я, p). E . L . G r a b and I. R. S a v a g e  [4] gave some tables, to 5D, for the mean value v_j (n, p) [for p  =  ,01,05(.05).95,.99 when я =  =  2(1)20 and p =  .01,.05(.05).50 when n =-21(1)30] and for the mean value v_x(X) [when X =  .01,.05(.05)1.80]. P. T h i о n e t  [8 ] established an approximation formula for p). J .  T i a g o  de  O l i v e i r a  [7] has derived a differen­tial equation for v_i {n, p). F . N. D a v i d  and N.  L.  J o h n s o n  [1] has



2ß D. D. ST A N C Uindicated an approximate procedure for calculating the moments v_,.(n, p), v _f(X). W. M e n d e n h a l l  and E.  H.  L e h m a n ,  J r .  [51, who encountered the moments of negative order of a positive Bernoulli variable in a research problem on life testing, tabulated [by the aid of formula (1 )], to 5D, the values of v..,(n, p) for r =  1(1)4, p =  ,05(.05).95 and n — 5(5)20,30,40.In order to avoid complex computations in the calculuses of v_r(w, p), Z. G o v i n d a r a j u l u  [3] established a recurrence relationship among the mo­ments of negative order of the positive Bernoulli variable.3. In the present paper we give some explicit formulas, in terms of the diffe­rences of reciprocals of unity, for the moments v_ ,(n, p ), v_r(?J.We mention that in the new book by F. N. D a v i  d, M. G.  K e n d a l l  and D.  E.  B a r t o n  [2] there can be found tables of 10Л values of Anl - ’' for r, 
n =  1(1)20. With the help of these tables our principal formula (6) can be effec­tively used for calculating the moments of negative order of the positive Bernoulli variables.
II. Formulas, iu Terms of Finite IHfterenees, lor (lie .Moments v^f (n, |>) and v j ,(/.).

4. It is obvious that the moment of the positive (integer) order r of X '  is given by v > , p) =  ыг(Х'  ; n, p) =  - ± -  Ê  A 'h  />*(1 -  P)"-h.
1 q" к 1 )One observes that for calculating the moments vr(u, p) and v_r(n, p) we need to know an useful representation of a sum of the following form

Q,{*. fi) = E * * L  - р ) - л,where s is an integer.By application of the binomial formula we obtain
Qs(n, й  =  ё й ; ) е  { - ' у [ 1~ к)р к+1= т ,л 1 р > -

л=1 V« / , = 0  \ ‘ J j = 1In order to find the coefficient Aj  one observes that we should give to the pair (k, i) the following sequence of values
U, 0), (j -  1, 1), . . u  -  h, A), . . . .  (2 , j  -  2), (1, j  -  1).Hence, if we make h — 0, 1, . . . ,  j  — 1 we get

Since
we obtain

Qs (n,p) = Ë  E ( -  1)" (A) r i +") (j -  Л)5] 
j - 1 h « J pi.

pi- (2)
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j - 1л , =  З Д ) = £ ( - 1 );‘L,et r be a natural number. If we take s =  r then we haveV r K Î ) = 7 - 4 Ê r . ] ^ ( i ) ^ -

1 -  qnf ^ i 4 lTaking s -r we find к  p) =  T ± - X \ 1) D - ^ ) p j-1 — qn j —i  ' j '
(3)•"». Now let us consider the finite difference of order m of a function f(x), with the step / and the starting point я : Д” /(я). As it is well known, we have

m im\ m ( m \ ________A?/(«) =  E  ( - 1 ) “ -* ( )/(« +  Щ  =  E  (-1)" ( й )/(* +  »» -  A/). (4)For f(x) =  ж', l =  1, я =  0 and ш =  j  it reduces toAJO' =  A/0r =  E  (-1)* f ;|  (; -  h)' =  В Д ) .A = 0Accordingly, we arrive at the following formula for the moment of the positive order r of A'' :
Ф ,  P) = l . (A>Qr)pL

1 -  qn J~~i \ j lIt should be noticed that this formula can also be written under the form
v,(w, P ) =

1
1 -  q”n E | , ! ( ^ ) / > ' . (5)which is useful when r <  n.

6. For the calcules of the differences of zero ДЮ' it is suitable to make use of the recurrence relation (see, e.g., [9])Д'О' =  j  (ДА)'“ 1 +  Д'“ 1 O'“ 1),which permits to tabulate them in a very easy way.7. If we take in (4) f(x) =  x~r~1, 1 = 1 ,  a =  1 and m =  j  — 1, we obtainД Г 1 l ' f_1 =  Ai_1  1 " f_1 =  [Д3-1  x~r~'] ==  E  ( - 1 )" Г 1) U  -  Л) — 1 =  -  E  ( - 1 )" П  (j -  h)-r = 1  D _ r(j).Consequently, formula (3) leads us to the following expression for the moment of negative order — r of X '  :
v- Án-P) = т -Ц  Ё  ;(”)(ду 11 ' ') P’- 1 -  s» ,•» 1 (6)



8. If  we take into account the relationship between a divided difference 01 equally spaced nodes of a function f(x)  and the corresponding finite (forward) dif ference
3 Ö  b . D. S T A N C U

[я, a, . . .  ,a +  ml ; /] = Д Г/М
-----— -------  ,I* mm \lwe can write the formulas (5) and (6) respectively under the following forms

v,K P)
1 -  ?" J=íЕ иЦ] [0, 1, . . . ,  j  ; xf ] pi,

v-r(n,p)
1 "— —

1 - í */=Í 1 , 2 , ^+i P>,where =  и(м — 1 ) . . .  (n — +  1 ).9. Assuming that for a fixed & we let n -*■  oo and p  -*■  0, so that np — 1 we have
and the formulas (5) and (6) lead us to the following expressions for the moment: of positive order, respectivei}7 of negative order, of the Poisson variable Y ',  trun cated from the lower end, V, (X) =  — L r x E ^ A ,'0',

-r W  j _  e~xS  N
X1 r .“  O '-1)1

10. We shall end this paper by an attempt to unify the results corresponding to the moment vs (n , p). According to the formula (4) we have
i - 1a 5'" 1 i s" ‘ = E (- 1)*[у Т 1) 0 ' - АГ 1A=0 ' h Iand we readily find =  l) 7' Í * ) (j  — h)s.

J  Л = 0 V h jConsequently, formula (2) can be written under the form
Qs(n, P) =If  s coincides with the natural number r it permits, us to give a formula, ii terms of differences of one, for the moment of positive order r of X '  :

/>) =  — Ц Ё /  f ” )(Aí_1 V - 1) pi.
1 -  г* j=i l ; ; (7



If  s =  — r then we arrive at the formula (6).R e m a r k .  The reason that the moment v, (n, p) can be written under te both forms (5) and (7) is that we have[0 , 1 , . . .  =  [1 , 2 x '^ ] ,

M OM ENTS OF N E G A T IV E  ORDER O F THE PO SITIV E BERNOULLI A N D  P O ISSO N  VAR IA B LES

M )' =  j A i - 11 ,_1, whenever r is a natural number.
(Received October 10, 1967)
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A S U P R A  M O M E N T E L O R  D E  O R D IN  N E G A T IV  A L E  V A R IA B IL E L O R  B E R N O U L L I Ş IP O IS S O N  P O Z IT IV E(Rezumat)Se dau expresii explicite, cu ajutorul diferenţelor reciprocelor unităţii, pentru momentele de ordin negativ ale variabilelor aleatoare de tip Bernoulli şi Poisson pozitive. De asemenea se exprimă momentele de ordin pozitiv ale acestor variabile aleatoare cu ajutorul diferenţelor unităţii.
О М О М Е Н Т А Х  О Т Р И Ц А Т Е Л Ь Н О Г О  П О Р Я Д К А  П О Л О Ж И Т Е Л Ь Н Ы Х  П Е Р Е М Е Н Н Ы ХБ Е Р Н У Л Л И  И П У А С С О Н А(Резюме)Даются явные выражения, при помощи разности взаимных единицы, для моментов отрицатель­ного порядка положительных случайных переменных типа Бернулли и Пуассона. Выражены, также, моменты положительного порядка этих случайных переменных при помощи разности единицы.





A SU P R A  D IS T R IB U Ţ IIL O R  V A R IA B IL E L O R  A L E A T O R II D ISC R E T E
de

ILIE TORSAX

1. Fie F(xl, x2, . . . , xn) o funcţie reală de n variabile reale .r, şi să considerăm dezvoltarea ei în serie de puteriF(.r1; x2, xn) =  E  A 4 S . . .  X*» (1)
a , , a... ■ • • ot 11 яpentru л:, Ç O unde O =  {a, ; |a, | <  r , }. în  cele ce urmează vom asigura întotdeauna restricţia funcţiei F(x^, x2, . . . .  xn) la acel iîx C  Í2 pentru care.... ^  a? 1 ■ x*' • • • л:*« >  0 .Presupunînd că Z  este o variabilă aleatorie discretă n-dimensională, vom defini funcţia ei de frecvenţă prin

A r3! , V1** x*n
a , ,  « i .  ■ • - , a  1 2 ' * * 'T/ ( « 1 .  « s ..................... « и )  =  “  ~  ^  ( 2 )O-îl, -V3........ A„)unde a, = 0 , 1 , 2 , . . .  pentru i = 1 , 2 , . . . .  n.Din observaţia de mai sus noi putem asigura întotdeauna condiţia ca /(«,, a2, • • •, O  > 0  şi avînd

E  /(*1. «2- • • •. «») 1

0 *1 . *2.........*») E  л«,.«.... «.• *?•...x*»= 1rezultă că (2 ) este o funcţie de frecvenţă.Prin M(a,) vom nota momentul iniţial de ordinul întîi în raport cu a, adică
M( a,) = 1

0 *1. -Vj. . . . ,  -г,,) E  а-Л....... . • xV... xv ... **«*—' #> Í nObservînd că
<1 Q * 1 ..................- V » )

dx.
E  A , , ,  « „  . . .  «  A ? '  • Л- Ţ  .  . .  X х‘ . . . Л '!»

OL,, • * •. OL 1 ’ Пrezultă că momentele de ordinul întîi ale acestei distribuţii sínt
К .  и .........M(cf-i) =  Xj—-------------- pentru i =  1 , 2 , . . . .  nO * i. . . . .  *„) (3)

3  —  M a t e m a tic a -P h y s ic a  1/1968



34 t. T O R SÁ Nîn  general momentul de ordinul kl k2 -ţ- . . .  -f kn este
M *1. *.> *

F ( X l  . • • ■ . -Vn) * 1 . « ! .  • ' Ot

E fti fta ft.- A A a,  a ■ «ai a2 . . . a .J . . . • *i . . .  XJ  . . . * n. ... „ 1 » " i n
(4]Derivînd această relaţie în raport cu л:,- şi apoi înmulţind cu x, obţinem

дм (3.V. (-V..........*„)*y — ------------------------ --------  E  ***• • -ауУ. . ■ '*к” А а a xî' .  . .Xх’
1 F ( . X , .....................x „ )  F ( x t ........................« „  >E ft. ft;—1 ft /I <Xi Otv а

* 1  • ■ • -J- ■ . . а » Л в1> . . . , „  лг,1.
„  ) п  И .7 я(̂'4*1 » 2̂> • • • - Дп) *1.Ţinînd seama de (3) şi (4), relaţia de mai sus devine

d x j
— Л / (ay) M *„ .... *y.......*я - f  M * 1( ..., tj;-i î , ..., *nde unde rezultă că momentele iniţiale ale acestei distribuţii verifică relaţiile d< recurenţă Л/, A-i dxj — +  Л/(а;-) M *t ^ ^ (5)pentru j  == 1 , 2 , . . .  , n.Momentul centrat de ordinul кг •- k, +  . . . +  k„ al distribuţiei esteIх*. •••*;•••*„ =  —-----  ----- E  [*i -  4/ (ax) J*1. . .  [осу -  Л/ (a,) ]‘ J . . .  [а , —( ........ , <*л

Derivînd această relaţie în raport cu Xj şi amplificînd apoi cu Xj, obţinemy s dM(ai)

(6)
^ A ,  . . .  k:  . . .  k 

X ; -------------------4----------=  =  -  X ,
dx-; î  ~  l  d  x j

M i  ■ ■ ■  1 , * „  +  Iх * .  * y + l ,  . . .  * „de unde rezultă că momentele centrate verifică relaţiile de recurenţă
\d[L._  v I - ‘ *. •■-*>-■•*„ , и M M  ..Iх * .  . . .  k j  +  1 . . .  * „  —  X j  I  +  ^  fX * * -pentru у =  1 , 2 , . . .  .и.Prin definiţie, funcţia caracteristică a acestei distribuţii este

дМ(ы) (7;
9^1. 2̂> •••> O  — 1(дгх , . . . , A'n) aj, • * aadică ?(*i> **........... U  = (̂*i> ■ * * » *я) «i, • • • аE  A «, • • ■ «Л *i e*'1]”“ • • • ( *« *’4“*



Asupra distribuţiilor Variabilelor aleatorii discrete 35de unde rezultă că funcţia caracteristică a distribuţiei este
I f  X ± \  ____ F  (e  1 x l t  e ‘ * x 2 , . , . , e  n  x ^ jcp(ti t2, • • • > tn) —De aici rezultă imediat următoarea T e o r em ă .

F { x  1. x 2< . . . .  X n )
(8)

Dacă Д  Xi xi
F{x i, x2, . . .  , xn) =  A  cu A  >  0atunci distribuţia a cărei funcţie de frecvenţă este dată de (2 ), este o distribuţie stabilă.într-adevăr, dacă U  şi V  sínt două variabile aleatorii independente avînd această distribuţie, funcţiile lor caracteristice sínt

»  » .S  xj ( Л - 1) 2 1 yj 1 )
<Pu(*i> • • •. O  =  A* Şi 9v (k, ■ = A ’Din independenţa lor rezultă că funcţia caracteristică Ф a sumei lor este

».2 ,(Xj Xj + iij yj) (Л - 1)Ф =  9u W  =  Aşi deci distribuţia este stabilă.2. Aplicaţii. Să presupunem că funcţia (1) are forma
F (x I, x t, \ . . , x j  =  e * +X‘ + - +X* în  acest caz funcţia de frecvenţă (2 ) devine (9)

/ ( a l> «2. • • • , « J  =
X ? - x ţ ‘ . . . X * »  -  2 -V/

a, iota' . . .  !
(10)adică am obţinut funcţia de frecvenţă a distribuţiei Poisson и-dimensionale.Din relaţiile (3), (5) şi (7) rezultă că momentele iniţiale de ordinul întîi, momen­tele iniţiale de ordinul k± +  k2 +  . . . -+- kn şi momentele centrate de ordinul kt -f +  k2 . . .  -f- kn ale distribuţiei Poisson и-dimensionale verifică relaţiile de recu­renţă

. . .  kj  + 1 —  X j

H-*! ••• kj  + 1, . . .  kn  —  X j

M(«,) =  xt pentru i =  1 , 2 , . . . ,  и (п;
dMk ... к ... k 1
— J — n~ +  M ki. . . kL dxj 1 kn pentru j  = 1 , 2 , . . . ,  и (1 2 )

dv-ky к I
dxj 1 pentru j =  1 , 2 , . . . .  и (13)

este Din (8) rezultă că funcţia caracteristică a distribuţiei Poisson и-dimensional«
2

<?{k> к .  •••.  О  =  «у-i
(14



36 I. T O R SÁ NDin teorema demonstrată mai sus rezultă că această distribuţie este stabilă Dacă presupunem că funcţia (1) are forma
F{xx, х.г, . . . ,  x„) =  (1 -  Xi) ~ (1 -  x.2y k‘ . . .  (1 -  xny k» unde k, >  0 (15)şi 0 <  Xi <  1 pentru г =  1 , 2 , . . . ,  natunci funcţia de frecvenţă definită de (2 ) devine/(a,, y.2, . . .  , a„) *,(*1 + 1) ■ • ■ (*i + «i -  1) A, (A, + 1) • • • (Аг

A„ (An -i- 1) . . .  (A„ 4 «„ -  1) i , (16)* îl . . .  .<»( 1 -  Xiy . . .  (1 -  xnysau introducînd funcţia gamma, rezultă că/(<*!> «2, . . . ,  «„) il X:«,• (1 _  X )*/ос,- ! Г ( А ,  ) ' (17)care este chiar funcţia de frecvenţă a distribuţiei lui Pascal (binomială cu exponen­tul negativ) я-dimensională. Din relaţiile (3), (5), (7) rezultă că momentele de ordi­nul întîi, momentele iniţiale de ordinul kx +  k2 -j- . . . -f kn şi momentele centrate de ordinul +  k2 +  . . .  -f- kn ale distribuţiei Pascal verifică relaţiile de recurenţăA; xi l -  .V,
M, •■■■*; + '• ■ ■ kn ~ X

OM,,

pentru i =  1 , 2 , . . . ,  n

+  Г Г 7 Л - V
f * * .  • • • * , - ! - 1 .  ••• X i

d x j

d'1/!, ■ ■ ■  kj ■ ■ ■  Il h

0.\ j ' (1 -  xj)
.! n I "JH ......................................  [**k, . . .  A * ’— 1, . . .  kЛ 2 1 1 J  n

(18)
(19)
(20)pentru j  =  1 , 2 , . . . ,  nDin (8) rezultă că funcţia caracteristică a distribuţiei Pascal w-dimensionaleeste

? ( У  Q  =  II [1 -  ef4 r * J' [1 -  X i P  (21)j'=i
(Intrat in redacţie la 16 august 1967)

В I Г. I.  I О G R А К I  Е1. A l b e r t  К  о а с к, A Class of Random Variables with Discrete Distributions. ,,The Annals of Mathe­matical Statistics” X X I  (1950) pag. 127—132.2. G . M i h о c, D . F  i r e s c u, Statistică matematică. Bucureşti, 1966.
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О РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ ДИСКРЕТНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ(Резюме)Автор статьи, используя представление в виде степенного ряда вещественной функции, 1:(х1г х 2............ х„) с п вещественными переменными, определяет распределение одной п-мер нон диск­ретной случайной переменной через частотную функцию данную (2). Вычисляются затем начальные моменты первого порядка, начальные моменты порядка к1 +  кг +  . . .  + кп и центрированные мо­менты порядка А, -Ъ кг ! . . .  i  *„ этого распределения, получая отношения (3), (5) и (7).Отношением (8) определяется характеристическая функция этого распределения.Во второй части, считая, что функция К ( xt, х2, . . . .  х„) имеет вид (9) или (15), автор получает частотные функции для n-мерного распределения Пуассона, данного (10) и, соответственно, п-мерное распределение П,искала (17) (биномиальное, с отрицательным показателем).
S U R  L E S  D IS T R IB U T IO N S  D E S  V A R IA B L E S  A L É A T O IR E S  D IS C R È T E S  3(R é s u m é)En employant le développement en série de puissances d'une fonction F (x 1, хг, . . . .  x n) réelle de n variables réelles, on définit la distribution d ’une variable aléatoire discrète »-dimensionnelle par la fonction de fréquence donnée par (2). On calcule ensuite les moments intiaux de premier ordre, les moments initiaux d’ordre é, -- A. : . . .  г A„ et les moments centrés d ’ordre A, +  A2 +  . . .  г A,„ de cette distribution, et l’on obtient les relations (3), (5) et (7).Par la relation (8) on détermine la fonction caractéristique de cette distribution.Dans la deuxième partie, eu considérant que la fonction !■ '(.i , ,  x2........... x n) est de la forme (9) ou(15), on obtient respectivement les fonctions de fréquence pour la distribution Poisson »-dimensionnelle donnée par (10), et la fonction de distribution de Pascal (binomiale à exposant négatif) »-dimensionnelle donnée par (17).





O TEOREM Ă D E  C A R A C T E R IZ A R E  A  E LE M E N T E LO R  D E  CEA MAI BU N ĂA P R O X IM A Ţ IE
de

W OLFGANG W .  BRECKNERFie X  un spaţiu vectorial normat real sau complex, V  o submulţime proprie a lui X  şi (XJ, x?„ . . . ,  x°) un sistem de n puncte din X \ V .Elementul v0 € V  se numeşte element de cea mai bună aproximaţie al sistemu­lui de puncte (x“, x\, . . . .  xf) dacă
unde nij > 0  (j =  1 , n) sínt numere date.O teoremă de caracterizare a elementelor de cea mai bună aproximaţie în sen­sul acestei definiţii a fost demonstrată de G. S. R u b i n ş t e i n  [3]. Noi vom demonstra în această notă următoareaT e o r e m ă - Pentru ca elementul v0 ç V să fie un clement de cea mai bună aproxi­
maţie al sistemului de puncte (xf x", . . . ,  .G), este suficient, iar dacă V este convexă 
şi necesar, ca pentru fiecare element v ç V să existe n funcţionale f ly f 2, . . . ,  /„ care se 
bucură de proprietăţile :A.  f j  £ E(SX*), j  =  1, n, unde cu E(SX») s-a notat mulţimea funcţionalelor extre- 
male de pe sfera unitate Sx * a spaţiului dual X * al lui X .

Deoarece demonstraţia suficienţei este imediată, vom demonstra doar nece­sitatea. Fie deci v0 ç V  un element de cea mai bună aproximaţie al sistemului de puncte (*®, x°, . . . ,  ,v°). în  spaţiul Z  =  {z\z ç X ” } introducem norma ||2 ||г =

( 1 )

П
— ’Y h mi\\xj\\ unde z =  (x1, x2, . . . , x „ )  ç Z  şi notăm cu Z v =  {zv\zv ç Z ,  =j'=1
— {v,v, V). Conform ipotezei noastre punctul zVo — (v0, v0, . . . ,  v0) € Z veste un punct de cea mai bună aproximaţie al punctului z0 — (x°, x\, . . . ,  x°n) în norma spaţiului Z.



40 W . W . BRECKNERConform unei teoreme cunoscute, de caracterizare a elementelor de cea mai bună aproximaţie (a se vedea [1], [2], sau [4]) aplicată spaţiului Z  şi submulţimii 
Z v există pentru zv =  (v, v, . . , ,  v) Ç Z v o funcţională / care se bucură de proprie­tăţile :A ,. / 6 E{SZ,)Bi- R e  f(zt,  -  z r) 0Ci- /(-„ -  =  \\z0 — zr \\z

tiFuncţionala f  Ç Z *  se poate reprezenta sub forma f{z) =  22  mjfj(xj) Şi || f\\z* =
1=  max ||/j I , unde z =  (xlt . . . .  x„) Ç Z , f J ç X *  (j =  1, n). Din proprietatea J-b*B! rezultă atunci R e (]C  ntjfjiv0 -  v)j ^  0 adică tocmai proprietatea B.Deoarece \\f\\z* =  1, rezultă că oricare ar fi 1 < _/ < !« , avem \\fj\\д-* 5Í 1. Atunci oricare ar fi л e X  avem |/; (x) <; | \x\ \, de unde se obţine

Ве/уЦ' -  v0) ^ \fÂx) -  vf) I ^  Il X* -  Voll 1 <  n (2)Pe de altă parte egalitatea se mai poate scrie în felul următor :
tl П

22 mifi(x'j -  î’o) = 22 mj\\x"j -  vaiţJ=1 j=ldeci »
12 m) [Re Mx" -  vn) -  I!*" -  vo\\ ] = 0în  baza relaţiei (2 ) aceasta e atunci şi numai atunci posibil, dacă pentru to ţi; — 1 , n avem /,(*» -  v0) =  Ц лг" -  w0||.Din proprietatea C rezultă că oricare ar fi 1 <_/ <; n, \\fj\\x* =  1- vSă arătăm că funcţionalele fj  sínt extremale. Presupunem că există un indice 1 j  <  n ast­fel ca funcţionala f j  să nu fie extremală. Atunci ea se poate reprezenta sub forma

fi  =  2 f/i” +  / f ’] unde f i ' ]> f ?  € 5Л-.. Rezultă că / =  ~  [/(1) + / (2)] unde / (,)(~) =  m j f x j  +  m2f s{x2) +  . . .  +  nt j^ fj  л +  m} f f  (xf ++  W/.i/y i (*m ) +  ■ • ■ +  wi„f n(x„) 
fv)(z) =  m1f 1(x1) +  m2f 2{x2) +  . . . +  n ij^ f j^ fX j^ )  +  » b / f  (%) ++  mj+ifj-ri(Xj:i) +  • • • +  ™ , J n{xn) ceea ce contrazice faptul că / £ E(Sz*).

(Intrat in redacţie la 4 mai 1967)
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О Д Н А  Т Е О Р Е М А , Х А Р А К Т Е Р И З У Ю Щ А Я  Э Л Е М Е Н Т Ы  Н А И Л У Ч Ш Е Й  А П П Р О К С И М А Ц И И( Р е з ю м е )

Пусть А  — действительное или комплексное нормированное пространство, V  — собственное подмножество пространства X  и х® € X \ V , j  — 1, п, — п -данные точки.Элемент va € V  называется элементом наилучшей аппроксимации системы точек (х® , х®, . .  . , а-®)если
П Í П

У  щ  и а® -  v„ il =  inf У  т ;; а® -  v и 
1=1 l'ev  Vj'=lВ статье доказывается следующая теорема, характеризующая элементы наилучшей аппрокси­мации в смысле вышеуказанного определения:Для того, чтобы элемент v„ € V  был элементом наилучшей аппроксимации системы точек (а ® , а ® , . . .  , а ®) достаточно, а если V  — выпукло и необходимо, чтобы для каждого элемента v € V существовали п функционалы Д , Д , . . . , /и со следующими свойствами:A. f j£ E ( S x t ), j  -  1, я, где через E (Sx t.) обозначено множество экстремальных функционалов на сфере-единице Sx t  дуального пространства А *  пространства А'.Б- Re Щ fi («о -  с) j  >  О 

В- /Да® -  v0) =  |1ду -  'с„|| j  =  1, и

E IN  SA T Z  Z U R  C H A R A K T E R IS IE R U N G  V O N  M IN IM A E L Ö S U N G E N  ( Z u s a m m e n f a s s u n g )
E s sei X  ein reeller oder komplexer normierter Vektorraum, V  eine echte Teilmenge von A  und (x®, 4  . . . ,  X®) ein System von n Punkten aus A \ T \
va € V  nennen wir eine Minimallösung für das System (xj, x!!, . . . .  x®) wenn die Beziehung (1) erfüllt ist, wobei m j  > 0  ( j  =  1, n)  vorgegebene Zahlen sind.
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E s gilt der folgendeSA T Z  : Dam it v„ € V  eine Minimallösung für das System (ж®, ж®, . . . .  ж®) ist, ist es hinreichend und wenn V  konvex, auch notwendig, dass es für jedes v € V n Funktionale /1; /2, . . .  , /„ gibt, die fol­gende Bedingungen erfüllen :A . f j  € E (S X t), j  =  1, n, wobei E (S x t ) die Menge der Extremalfunktionale der Einheitskugel 

S x „  des dualen Raumes AT* bezeichnet;
c - M x°j -  vo) =  II*“ -  »oll- i  =  ! . *



D E S P R E  C A R A C T E R IZ A R E A  IN F R A E E E M E N T E E O R

de
IO SIF KOLUMBÁN

în  lucrarea de faţă se dau cîteva caracterizări ale infraelementelor definiteîn 1. Fie X  un spaţiu vectorial real sau complex şi fie T  un spaţiu topologic 
Hausdorff compact. Se presupune că la orice element t din T  se ataşează o semi- 
normă II ■ II, definită pe X ,  cu următoarele proprietăţi:

a) Oricare ar fi x ţ X ,  funcţia a(t) =  ||%||, este continuă pe T.
b) Pentru orice x € X ,  x 0 există t ç T,  astfel încît ||ж||, >  0, unde prin 0 

s-a notat elementul nul al spaţiului X .
Fie Y С  X  astfel încît 0 g  Y.D e f in iţ ia  1. Elementul x 0 ç У  se numeşte infraelement faţă de Y  şi faţă de 

familia de seminorme {|| • I liber, dacă pentru orice a € Y există t ţ  T  astfel încît 
să aibă loc inegalităţile 0 <  ||*oll* <  11*11/ W
Mulţimea infraelementelor faţă de Y şi faţă de familia de seminorme (||-| liber 
se va nota prin I (Y,  T).

Dacă T  are un singur element, atunci I (Y, T) coincide cu mulţimea elementelor 
de cea mai bună aproximaţie din Y ale lui 0 în sensul normei ||,-||,.

Fie /  o funcţie definită şi continuă pe T,  astfel încît f(t) >  0 pentru orice 
t e Г, şi fie

Cf =  {x ç X  : | |# j|,<  f(t) pentru orice t 6 T}

Mulţimea Cs este convexă şi 0 ç Cf . Fie pj  funcţionala lui Minkowski ataşată la 
Cf, adică

pf(x) = i n f j a > 0 :  — x ç  C / |, r ç l

Are loc egalitatea , , . IMI, vpAx) — m ax--- -, x  ç X
t e r  f(t)

Evident pj  este o normă definită pe X .



44 IO SIF KO LU M BANPro poziţia  1. Fie  * u ç Y  astfel incit să aibă loc inegalitatea 11 дс0| l* >  0, ori­
care ar f i  tçT . Pentru ca să aibă loc relaţia x 0çI(Y , T ), este necesar şi suficient ca
* 0 să fie element de cea mai bună aproximaţie (din Y) al lui 0 in sensul normei
Pi, unde f(t) =  ||*0||„ t ţT .D e m o n s t r a ţ i e .  Necesitatea. Dacă * nç/(Y, T ) , atunci oricare ar fi * ç Y  există t ţ T  astfel incit să aibă loc inegalităţile (1), deci pf{x) 1. Din egalitatea
pf(xo) =  1 rezultă că are loc inegalitatea p/(x„) ~ p/(x) pentru orice ;v ç Y .

Suficienţă. Dacă p/(x0) p fx ) ,  atunci există t ţ T  astfel incit să aibă loc inegali­tăţile (1). Se deduce că x 0ç l(Y ,  T).Fie Cr = { ( ? f  A (i : b(.r) | <  pf{x) pentru orice x 6 X } ,  unde prin s-a notat mulţimea tuturor funcţionalelor liniare definite pe X .Teorem a  1. Fie Y  o submulţime convexă a lui X ,  fie * 0ç Y  astfel incit 
să aibă loc inegalitatea ||*0|!/> 0 oricare ar f i  t ţ T  şi fie f(t) =  ||*0||, pentru orice 
t ţ T .  Pentru ca să aibă loc relaţia x „Ç/(Y , T) este necesar şi suficient să existe
0 funcţională cp cu următoarele proprietăţi :i° . 9 € c ;

2 °. ?(*„) =  13°. Re'f>(xn — x) ■ 0 oricare ar fi x ç Y .D e m o n s t r a ţ i e .  Necesitatea. Dacă x f) f  /(Y, T), atunci pe baza propoziţiei1 x 0 este element de cea mai bună aproximaţie (din Y) al lui 0, în sensul normei 
pf. De aici rezultă că există funcţionala cp cu proprietăţile 1° — 3° (a se vedea [5], teorema 2).

Suficienţa. Dacă funcţionala o satisface condiţiile 10 — 3°, atunci au loc inegali­tăţile
PÂXo) =  1 =  <p(*o) =  Re<p(*0) i s  Яеср(*) ^ />/(*)pentru orice * ç Y . Din propoziţia 1 rezultă că * 0ç/(Y, T ).

Observaţii. 1. Dacă Y  este o varietate liniară atunci proprietatea 3° din teorema 1 este echivalentă cu proprietatea3'. <p(*„ — x) =  0 oricare ar fi xpY.Intr-adevăr, dacă spaţiul X  este complex şi dacă Y  este o varietate liniară, atunci oricare ar fi x ç Y ,  au loc relaţiile 2x0 — * ç Y  şi (1 — i)x0 +  ixÇ Y ,  unde i - - V — 1. Dacă se pune x x — 2x0 — x, atunci x 0 — х г — — (x 0 — x), deci pe baza propri- tăţii 3° au loc inegalităţile Re<p(x0 — x) <1 0 şi — Recp(*0 — x) <  0. Prin ur­mare, are loc egalitatea Re<p( * 0 — x) — 0, oricare ar fi * ç Y . Dacă pentru *€Y se pune * 2 =  (1 — i)x0 +  ix,  atunci x0 — * 2 =  i (x0 — x), deci Re(ţ>[i(x0 — * )]= 0 . Din egalitatea <p(z) — Ref(z) — iRe<p(iz), z ç X  rezultă că are loc proprietatea 3'. Din 3' rezultă imediat 3°. Dacă X  este real, atunci afirmaţia rezultă în mod analog.
2. în  cazul cînd T  are un sigur element, X  este real şi Y  este o varietate liniară din X ,  teorema 1 a fost demonstrată pentru prima dată de I. S i n g e r  [7].
2. Fie II • II o normă definită pe X .  Fie r >  0 şi

S(r) =  {* € АТ: ||л:|| <  r}
S(r) ||*|| <  r}
S *  =  {<p ç X #  : |<p(*)^ ||*|| oricare ar fi *  € A-}



DESPRE CA R A CT ER IZA REA  INFRAELEMENTELOR 45Fie x 0, x 1(:X  şi fie
[x0, a'j ] =  { x ţ X  : X  =  xa.0 -f- (1 — a)*!, unde 0 <  a 1}Dacă M  este o mulţime dintr-un spaţiu vectorial real sau complex, atunci mul­ţimea elementelor extremale ale lui M  se notează prin £(M). Fie Л mulţimea vidă.Propoziţia 2. Dacă x 0, x 1 ç l ,  ||я0|| >  0 şi dacă [x0, х г) П S(||*0||) =  Л, 

atunci există o funcţională <p cu următoarele proprietăţi :

î. q>es(s*)
2 .  с р ( ж 0) =  | | . r 0 ||3. Rec p ( .r 0 —  X . )  <  0 D e m o n s t r a ţ i e .  Fie y, z ç X  şi fie

yz — {x ç X  : X =  OLV +  (1 — a)z, a Ç RjPe 0xo se defineşte funcţionala Ç în felul următor: ţ(x) =  ajj#0|| unde x =  v.xa, açf?. Funcţionala \ este liniară şi |j^i =  1. Funcţionala £, este extremală, adică este un element extremal de pe sfera unitate a dualului lui 0* o. într-adevăr,dacă l{x) =  ~  [Zi{x) +  l 2(x)] pentru orice v ç 6л-0, unde Ц У 1 =  ||£2j| =  1 , ^
■=£■ atunci din inegalităţile

\\x a\I =  ~  [ S i M  +  Ы х о ) ] ^ ^  [\ Ы *п)\ +  № o ) l ] <  ||*„llrezultă ţx(x0) =  Ç2(̂ o) =  il ôli- Dacă x =  x x 0, a ţ R ,  atunci din egalităţile ^(я) — =  y.ţfxg), t,2(x) =  a.E,2(x0) rezultă că =  Ş2 =  ' ,  în contradicţie cu ipoteza. Distingem două cazuri.C a z u l  I :  х 0х г П F(||a 0||) =  Л. Evident, ecuaţia lui x 0x 1 se poate scrie sub forma rt(x) =  ||#0||, unde v) este o funcţională liniară definită pe spaţiul real
x 06x1 =  {x ç X  : x =  ccXq +  ßxlt unde a, ß ç R}şi ||т)|| =  1. Funcţionala т) este o prelungire a lui £ ре х $ х г. într-adevăr, ori­care ar fi а =  OLX0, a ţR ,  au loc egalităţile т)(.г) =  -/](«r0) =  a||дс0|| =  !■(*).Fie C  mulţimea numerelor c ţ R  pentru care funcţionala \{x) -f- ßc, definită pe х 0дхъ unde fiecare element se reprezintă sub forma x +  ßxlt fhçR, xçQx„, are norma 1. Din teorema lui Hahn-Banach rezultă că С =£ Л. Mulţimea С  este mărginită şi închisă. Fie c0 =  max C. Pe spaţiul x 0dxlt se defineşte funcţionala

x(z) =  \{x) 4- ßc0, unde z =  x -f- ßxx, ß ç R, x ç 0.ro (2)Funcţionala x se bucură de următoarele proprietăţi.a) x este un element extremal de pe sfera unitate a dualului lui x ß x ,

b) x(x o) — Ы ,
<0 х(*о —
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într-adevăr, dacă y(z) — [^(г) +  Хг^)] pentru orice z ţ x $ x lt unde || Xrll —=  llXtll =  1 Şi Xr ^  X2, atunci Xi(*) =  W») f  ßci ŞÎ Хг(г) =  Ы х) +  ßc: pentru orice z =  x  +  [ix1, fiţR , xQx0, funcţionalele liniare , ţ 2 fiind astfel definit«pe 6 * 0 încît H ĵ II <  1, ||Ç2!| <1 1, iar съ c ^ R .  Rezultă că £(*) =  ~  [ţi(x) +  £2(x)pentru orice x Ç 6 * 0 şi c0 =  ' •  c<i. însă Ç este o funcţională extremală, deci ţ 1 =  £ 2Din /J =£ y2 rezultă Cj =£ c2. Prin urmare, sau >  c0, sau c2 >  c0, ceea ci contrazice definiţia lui c0.Evident x(*o) =  l { x 0) =  ||*0!l- Din relaţiilex(*i) =  co ^  x('r o) =  Ф о )  =  Ф î)rezultă că x(*o) <  x(*i)C a z u l  I I :  x 0x x П S(||*0|l) =£ Л. Funcţionala у definită prin egalitatea (2) se bucură şi în acest caz de proprietăţile a), b), c). Este suficient să arătăn că proprietatea c) este satisfăcută. Din x 0x 1 П S(||*0|[) =£ Л rezultă că punctu

x 1 din х 0вх1 se situează pe partea opusă a dreptei x(2) — ll ôll faţă de 6. DaiX(e) <  ||*oll> deci x(*i) ^  ll*oll- Din x(*o) =  ll*oll rezultă că x(x o) ^  x(x i) Fie Ф o prelungire extremală a lui у pe spaţiul X .  (Existenţa unei astfel de prelungiri a fost demonstrată de I. S i n g e r  [8 , 10]. A  se vedea şi [4]). Func­ţionala <f(x) =  Ф(х) — 1Ф(гх) se bucură de proprietăţile 1° — 3° din enunţulpropoziţiei 2 . într-adevăr, dacă<p =  -i- (фх -(- <p2), unde Цер̂ Ц <  1 , ||ç2| | < l  şi <p£atunci Ф(*) =  ~  \Reyfx) f-Re<ţ2(x)] pentru orice % €X  şi <  1, |[ | 1,
Ret.p! =£ Retp2. Aceasta este în contradicţie cu faptul că Ф este o funcţională extre­mală.Din |<р(я0)| <  [|.v0|| =  Retp(x0) rezultă că Imq>(x0) =  0, deci <p(#0) =  ||*0||.Proprietatea 3° rezultă din proprietatea c) a funcţionalei y.3. Fie t ç T  şi

S* =  { 9 6  : \tţ>(x)\ <  11* 11, pentru orice *  e X } .  (3)P r o p o ziţia  3. Oricare ar f i  9 ç 8  (C}), există t € T  şi ф£ё(5,*), astfel încît 
să aibă loc egalitatea

1 Ф (4)D e m o n s t r a ţ i e .  Fie/ç2\ A , =  {—  ф : ф € 5Г i şi 4̂ =  U A,.  Are loc relaţia
1/(0 J ier

А О  С/. într-adevăr, dacă tpçA, ,  atunci există ф £ S*, astfel încît să aibă loc egalitatea (4). Din inegalităţile!Ф(*)1 ^  11*11« =  №  x  € xrezultă că |<p(*)|<^>/(x) pentru orice *  6 X .  Prin urmare, 9 ç С/.



DESPRE C A R A C T E R IZA R E A  INFRAELEM ENTELOR 4 7Din relaţia А  С  С/ rezultă că învelitoarea convexă şi închisă în sensultopologiei n(X’ , X)  a mulţimii A  face parte din C* adică со (A) Ç  C*. Aici prin X * s-a notat dualul lui X  în sensul normei pf.Dacă <p0 g  co{A), atunci pe baza teoremei lui Eidelheit există x ţ X  şi există numerele reale a şi e >  0 , astfel încît
Re<p0(x) ol —  s <  ol < ; Re<p0(x) oricare ar fi <p ţ  A .(A se vedea [3] pag. 456, teorema 9 şi pag. 452 teorema 10). Fie t0ţ T  astfel încîtIIx '\t . » 1------- =  pf(x) şi fie ф € S(|) astfel încît ф(лг) == \\x\\tt. Dacă se pune <p =  ---- ф,

f(h) _ / (*o)atunci <pçA şi Re<ţ>(x) =  <p(v) =  pf{x), deci >̂/(я) <  .Кеф0(я:). De aici se deducecă cp0 £  Cf. Din cele de mai sus rezultă că are loc egalitatea co(A) =  C}.Mulţimea A  este închisă în sensul topologiei ст(X*, X) .  într-adevăr, fie (<р;) ,е/ un şir generalizat din A  convergent către <pçA# în sensul topologiei a{X*, À). La orice i ţ i  se ataşează un element ttţ T  astfel încît Din compactitatea lui
T  rezultă că pentru (t,)iel există un subşir generalizat (ttJ  convergent către unanumit t„ ţ  T. Din continuitatea funcţiei b(t) =  — ||v||(, t ţ  T, rezultă că oricarear fi x ţ X ,  are loc egalitatea lim ----\\x\4  / (* o )

m
1

7<g
1

,x\\h. Pentru orice x ţ X  auloc relaţiile lim|«p<v {x)\ =  |<p(*)| şi |<p,-v(*)| ^  -r— \\x\\H , deci |<p(f)| <  —  ||*|lv»V Jlti) 7 JV o)Prin urmare <p ţ  A to C  A .  Mulţimea C} fiind compactă în sensul topologiei а(Х*, X) ,  din relaţia A  C  Cf  rezultă că A  este compactă în sensul topologiei o(X*, X) .  Din co(A) =  C* rezultă 8(C}) Ç  A  (a se vedea de exemplu [3], pag. 477 lema 5).Deci oricare ar fi <ţ> ţ  S(C*) există t ţ  T  şi ф ţ S* astfel încît <p = —  ф. Dacă ar/(dexista фъ ф2, ţ  S*, Ф1 —j— ф2, astfel încît să aibă loc egalitatea ф =  — (ф! +  ф2),atunci punînd <px =  ^  şi <p2 =  -7- ф2, ar rezulta că cp =  -y- (<pi +  <p2)> unde<Pi, Ф2 € Cf, <Pi *  ? 2- Prin urmare ф ţ  8(S*t).C o n s e c i n ţ ă .  Dacă 11*11 =  max ||*||f, x ţ XtGT
şi dacă 5* este sfera unitate a dualului lui X  faţă de norma ||S(S*) Ç  u  8(sî)

atunci/ег (5)

Observaţii. 1. în  general în relaţia (5) egalitatea nu are loc. într-adevăr, fie 
X  =  R*, II^IL = 1 ^ 1  +  \l2\, ||ж||а =  max (|Ça|, |£2|) oricare ar fi x =  (£1( ţ  R 2, şi fie T  — {1, 2}. în  acest caz

S(S ') = S(SÎ) =  {(1, 1), ( -  1, 1), ( - 1, - 1), (1, - 1)} ** { ( 1 . 0),. ( -  1 , 0), (0 , 1 ), (0 , - 1 )} =  ê(S'2)



48 IO SIF  KO LU M BA N2. Propoziţia 2 este o generalizare a următorului rezultat al lui R. F . Á r e n s şi J .  L . K e l l e y  [1] : Fie X  un subspaţiu al spaţiului C(Q) al tuturor func­ţiilor continue definite pe spaţiul topologic Hausdorff compact Q. Pentru orice 
qţQ  se defineşte prin egalitatea<Pî (*) =  x(q), X e Xfuncţionala <p?. în  aceste condiţii orice funcţională extremală de pe sfera unitate a dualului lui X  faţă de norma||x|| =  max \x{q)\, x £ X

<1<EQeste de forma a<p?, unde |a| =  1 şi qţQ.4. Din propoziţiile 2 — 3 se poate deduce următoarea caracterizare a infraele- mentelor.T eor em a  2. Fie Y  o submulţime convexă a lui X  şi fie x 0ç Y  astfel încît 
să aibă loc inegalitatea ||v0||, >  0, oricare ar f i  t ţ T .  Pentru ca să aibă loc relaţia v0ç/(Y, T), este necesar şi suficient ca pentru orice element x t^Y să existe t0çT  
şi să existe o funcţională ф, astfel încît să fie verificate următoarele condiţii:Ф e H s d  Ф(*о) =  ll*oll<.

Re'b(x0 — Xj) 0D e m o n s t r a ţ i e .  Necesitatea. Dacă x 0 ç I(Y ,  T) şi f(t) =  ||х0||, pentru orice i f  Г  atunci pe baza propoziţiei 1 x 0 este element de cea mai bună aproximaţie (din Y) al lui 0 în sensul normei p/. Prin urmare, dacă se pune j|-|| =  _/>/(•),
oatunci oricare ar fi x xçY ,  are loc egalitatea [x0, xf\ Г) S(|[x0||) =  Л. Deci există o funcţională <p care se bucură de proprietăţile 1° — 3° din propoziţia 2. Din propoziţia 3 rezultă că există t0ţ T  şi ф ç tS(S 0), astfel încît să aibă loc egali­tatea (4). Din egalităţile Ф(*о) =  ф(*о) =  PÂXo) =  1se deduce că funcţionala ф satisface condiţiile (6).

Suficienţa. Din condiţiile (6) rezultă||*o||/„ ~ VÎ-'-o) =  7\!еф(л:0) Reф(.г1) !Ф(а 1)| jsí Ца-Д,Prin urmare, dacă se pune f(t) =  ||x0||( pentru orice t ç T, atunci p/(x0) sgl Prix i). Se deduce că x 0 este element de cea mai bună aproximaţie (din Y) a lui 0 în sensul normei pt. Din propoziţia 1 rezultă x 0 Ç I(Y ,  T).
Observaţie. în  cazul cînd T  are un singur element şi Y  este o varietate liniară din X ,  teorema 2 a fost demonstrată de I . S i n g e r  [9], [10] şi de G. C h o q u e t  [2]. în  cazul cînd T  are un singur element şi Y  este o mulţime con­vexă din X ,  teorema 2 a fost demonstrată de A. L,. G а г к a v i [4].

(Intrat în redacţie la 3 aprilie 1967)
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О Х А Р А К Т Е Р И С Т И К Е  И Н Ф РА ЭЛ ЕМ ЕН Т О В(P e з ю м e)Пусть Х-действительное или комплексное векторное пространство и Г  —компактное топологиче­ское пространство Х а у е д о р ф а .  К любому элементу t из Т  присоединяется полунорма ||-||(, определяемая на X ,  со следующими свойствами: а) какой бы ни была х € X ,  функция a(t) =  ||*||( непрерывна на Т , б) для любой х  6 A', x=fz(), существует t € Т  так, чтобы ![л-jj/ >  0. Пусть У С А Т  гак, чтобы 6 fË V.
Определение. х0 из Y  называется инфраэлементом по отношению к Y  и к семейству полунорм {II• 1!(}(ег■ если Для любой X € Y  существует / 6 Т  так, чтобы имели место неравенства (1). Мно­жество инфраэлементов обозначается через I ( Y,  Т).
Теорема 2. Пусть У  выпуклое множество пространства Л' и ха Ç У так, чтобы имело место неравенство ||.г0||, >  0 какой бы ни была / é Т. Для того, чтобы имело место отношение х 0 6 1(У,  Т) необходимо и достаточно, чтобы для любой яд € Y  существовало í, f Г и функционал так, чтобы были удовлетворены условия (6), где — множество крайних элементов множества S^,  опре­деляемых равенством (3).

S U R  L A  C A R A C T É R IS A T IO N  D E S  IN F R A É L É M E N T S  (Résumé)Soit X  un espace vectoriel réel ou complexe et soit T  un espace topologique Hausdorff compact. A  chaque élément t de T  on attache une semi-norme || •||<> définie pour X  et possédant les propriétés sui­vantes : a) quel que soit X  Ç X ,  la fonction a(t) =  ||x]!( est continue en T  ; b) pour tout x é X ,  x 0, il existe t t  T  tel que \\x\\t >  0. Soit У  С  X  tel que 0 fÉ Y .
Définition. д'0 de У  est appelé infraélément par rapport à У et à la famille de semi-normes { 1 1 * 1 s' Pour chaque x Ç Y  il existe t (■_ T  tel qu’aient lieu les inégalités (1). L'ensemble des infra- éléments a pour notation I ( Y,  T).
Théorème 2. Soit Y  un ensemble convexe de X  et soit ,r0ÇY tel qu’ait lieu l’inégalité |].r0]:; >  0 quel que soit t (: T . Pour qu’ait lieu la relation x„  Ç J ( Y , T) il est nécessaire et suffisant que pour tout лд € У  il existe f0ÇT et une fonctionnelle ù telle que soient satisfaites les conditions (6), où est l ’ensem­b le  des éléments extrémaux de l ’ensemble S* défini par l ’égalité (3).

4 — Matematica-Physica 1/1968
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A SU P R A  U N O R  F O R M U LE  D E  C U A D R A T U R Ä  D E  TIP G A U SSde
PARASCHIVA PAVEL

1. Se consideră formula de euadratură
b n г 1
\p(x)f{x) =  A\k)f ](Xi) +  R  (1)J f = 1 k—oaunde p(x) este o funcţie continuă în [a, b] şi pozitivă în (a, &), iar f{x) o funcţie de clasa CN[a} b], unde w =  E [ U  +  1 ] (2 )i~ 1

n >  0 , rk> 0  fiind nişte numere întregi date, iar’ xx, x2, . .  x„ noduri situate în interiorul intervalului (a, b).în  această lucrare se vor determina nodurile, coeficienţii şi restul formulei de euadratură (1) astfel îneît gradul său de exactitate să fie N  — 1 ; folosind metoda descrisă de D. V. I o n e s c u în [3].Această problemă a mai fost studiată pe altă cale de T. P o p o v i c i u  [6 ] şi E. Tchakaloff [11].2. T eorem a  1. Formulele de euadratură (1) cu gradul de exactitate N  — 1, pot exista numai dacă toate numerele r ,, r2, . . . ,  rn sínt numere impare.Pentru a demonstra această teoremă presupunem că numerele rit ri + i, . . . ,  rn sínt numere pare, iar rlt r2, . . ., sínt numere impare (1 < i). înlocuind în (1 ) 
f{x) prin

P(x)(x — Xj)(x — x2) . . .  (x — Xi_i)unde
n

P{x) =  Il (x -  x,y> (3]
i  =  1obţinem

b ̂ p(x) P(x)(x — хг) . . .  (x — 1) dx =  0. (4]
aDar egalitatea (4) nu poate avea loc, deoarece funcţia de sub semnul de integrări este pozitivă pentru orice x ç (я, b). Teorema este astfel demonstrată.



52 p. paveL3. în  cele ce urmează vom presupune că numerele rx, . . . ,  r„ sínt numere impare.Pentru a construi formula de cuadratură (1), împărţim intervalul [a, 6] în n +  1 părţi prin punctele xu . . . ,  x n şi ataşăm fiecărui interval (*,■_ . b  x,) cite o funcţie 
9 ,(.v), soluţie a ecuaţiilor diferenţiale> E li II 1 , w +  1 (5)satisfacă condiţiile la limită

9 i  (a) —  0  f?i(a) 0 . . , < P (i-v _ 1 ) ( « )  = о9 i ( ;Vi )  =  Ф 2Ю  9 Î ( ' b )  '?'AXi ) - • • •• ? Í V  ^  ' ( l ' i )  =  ? í V ” f ’ ~ 1 , ( - v 1) (6)< P « W  =  ¥ « + i ( * J  ? « ( - 0  =  < p U i ( * „ ) ,  • • •■ ,<?n~r,rl)(Xn) =  ф . Н - Т , я _ 1 ) Ю? > .  m (&) =  0 ,  rp', f i ( ö )  = 0 = 0 .Ţinînd seama de aceste condiţii la limită, se obţine formula de cuadratură (7 în care
Şi =  ( -  1)̂ [ф!V ' ~ 1'(Xj) -  ?<■ m ^ V ) ]  ; * =  1, « ; X =  o,

R  =  J  < p ( .r )  / < * > ( :x) dx

1 (7)

(8)

unde <p(v') coincide cu ^(x) pe [а, хг], .  . . ,  <рн + 1(д;) pe [xn, b).Evident, relaţiile (6) şi (7) au loc numai dacă sistemul de ecuaţii diferenţiale (5) cu condiţiile la limită (6) au soluţie.
4. Integrînd sistemul de ecuaţii diferenţiale (5) cu condiţiile (6) obţinem

X )  =  \  ----S- ^ - p ( s ) d s
j  (JV -  1) ! w

ъ(х) =  \ * ^ . р {э ) ь - ±J ( J V  -  1) ! f c ţ ( 1) ( X  -  Xţ ) N - i1 ( N  — i) !
(9 )

p»+i(*) =  $ - \ЛТ— 1{Л’ -  1) ! p{s) ds — E  (x!(î) ( X -  * ,T E  №  (* “ "л)
N - i

[(N -  i) ! ( N  -  i ) !



FORMULE DE CU A D R A T U R Ä  DE TIP G A U SS 53Scriind că sínt satisfăcute şi condiţiile din punctul x =  b, se obţine sistemul de ecuaţii algebrice cu necunoscutelepiJ) i =  1, r j  ; j  =  1, n .P>tu +  P" +  • • • +  f*i(«) b

ds

..<» b -  xi I ^  1 ! + [X2 1 , . < 2)pi b — я? 
1 ! +  * ”  + + b -  * n

111 — г +  P2
(») = $ ds-

( 10)

i“ 1 (Л - Eí— 1
.(2) (6 -  *«)'Pi (iV -  i) ! + __ »  , T 4 PV s . .  w (6 -  xn) N - l+  Ъ  pii-I ( N  -  i) ! (b -  s)

(N -  1)! p(s) ds

5. Ţinînd seama de relaţiile (7) care dau expresiile coeficienţilor А şi relaţiile(9), obţinem
A f ] =  ( - 1 ) V + !  * =  1.2,  (11)După efectuarea unor transformări elementare asupra sistemului de ecuaţii (9) şi ţinînd seama de relaţiile (1 1 ), acest sistem devine

b

+ A i?  + . . .  +  a {;:] \p{s) ds

dl0) % A ^  +  A T X 2 +  A ?  + ! b

An'x,, +  A {,P =  ţsp{s) ds

A l( 0 ) U E(JV — 1) ! +  A " - p -
( N  -  2) ! • • • +  A l ^  - 1

(N -  r, -  1) ! ( N  -  1) !
• • (1 2 )
p(s) ds

Observaţie. Sistemul de ecuaţii (12) este echivalent cu sistemul de ecuaţii ce s-ar obţine dacă am scrie că formula de cuadratură (1 ) este exactă, cînd se înlocuieşte 
f{x) cu

1, x, . . . , xN~l (13)G. Pentru a rezolva sistemul de ecuaţii algebrice (12) de N  ecuaţii cu necunos­cutele A f ] şi X; (i =  1, 2, . . n ; X =  0, 1, . . . ,  r, — 1, folosim observaţia de la punctul precedent.Scriind că formula (1) este exactă cînd f ( x )  este înlocuit cu
xhP{x) h =  0, 1,  . . . ,  n — 1 (14)



54 P. PAVELunde prin P(x) s-a notat polinomul (3), se obţine sistemul de ecuaţii algebrice cu necunoscutele xlt x2, . . .  xn
bÇ p{x) xhP(x) dx =  0 h — 0, 1, . . . ,  n — 1. (15)Existenţa soluţiei acestui sistem de ecuaţii algebrice a fost demonstrată de T. P o p o v i c i u  [6 ].în  cazul cînd ordinele de multiplicitate ale nodurilor sínt egale între ele, adică

Ti =  r2 =  . . .  = r n =  2k — 1P. T u r a n  [1 0 ] a arătat că această soluţie este şi unică.7. Pentru determinarea coeficienţilor A'kk 1 se înlocuieşte în (1)
f(x) =  (x — x1)ri 1 (x — Xo)’1 1 . . . (x — х ,Уп 1 xh, h — 0 , 1 , . . .  , n (16) şi se obţine sistemul de ecuaţii algebrice

iri -  1 ) \х\(хх -  x2)r--~l . . . (*j -  хп)г»~'Л{У  x) -f . . . +  (r„— 1 ) ! Xn (x„ — x x)r'~x . . .
b

■ ■ ■ {xn — xn̂ i)'n~1~1 A rnn~l =  ^p{x)(x — хУ)Г1~1. . . (x — х ,Уп~1 dx Л== 0,1, . . ., n — 1
a (17)al cărui determinant este diferit de zero, adică sistemul de ecuaţii (17) are soluţie unică.Procedînd în acelaşi mod pentru determinarea coeficienţilor А {Ук~1] adică înlo­cuind în formula (1 )

f(x) =  (x — х-У*' 2 . . . (x — xn)r>" 2x h — 0 , 1 , 1 ,se obţine un sistem de ecuaţii algebrice de aceeaşi formă cu sistemul de ecuaţii (17), cu determinantul diferit de zero. în  membrul al doilea al sistemului vor intra şi termeni care conţin coeficienţii Alrk~1} deja determinaţi.Notăm cu rs cel mai mic dintre numerele rlt r„, . . .  , rn. Pentru a determinacoeficienţii Akk~'s) se va înlocui în (1 ).
f(x) =  (x — x1)n~,'s . . .  (x — xs)° . . .  (x — xn)'n~'sxk h =  0 , 1 , . . .  , n — 2eyi se va obţine un sistem de ecuaţii lineare, cu determinantul diferit de zero.Pentru a determina coeficienţii următori se înlocuieşte în formula (1)

f(x) =  {x x y i - ' * - 1 . . .  (x -  x ^ y s - i - ' s - ' i x Xs+l) s + r ■ (X -  хяу»adică cu o expresie care nu mai conţine pe x — xs. Procedînd în acest mod se pot determina din aproape în aproape toţi coeficienţii formulei de cuadratură (1 ).în  felul acesta sistemul de ecuaţii (1 2 ) este rezolvat, iar funcţiile cp, {x), i =  1 , 
2 , . . .  , n +  1 sínt complet determinate.Ö. Teor em a  2. Funcţia y  — <p(x) dată de soluţia sistemului de ecuaţii diferen­ţiale (5) cu condiţiile de limită (6), este pozitivă în intervalul (a, b). Demonstrarea acestei teoreme se bazează pe următoarele leme :
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Lema 1. Presupunmd că 2V — r[ — 1 şi N  — ri — 1 <  N  — К — 1 — г[_л —— 1, numărul zerourilor posibile ale lui cp(V_fl_1) (a-) înintervalul [xi, a ,') este cel mult
ni =  (ri +  1 ) +  (rí +  1 ) +  . . . +  . . .  +  (r'i-i +  1 ) iar ale lui <p(Л_Т 1) (a) în intervalul [.rí, x't) este cel mult 

m' =  [ri 4 - 1 ) +  [ri +  1 ) +  . . . +  (г',- +  1).
Lema 2. Dacă x{ este nodul care corespunde la cel mai mic dintre N  — rx — 1 
N  — r2 — 1, . . . ,  N  — rn — 1 şi dacă la stînga lui x, nici unul dintre numerele 
N  — r — 1 corespunzătoare nodurilor de la stînga lui a , nu este egal cu N  — r, — 1, atunci numărul zerourilor posibile ale lui ф(Л'-г*'~1) (a) în intervalul (a, a ;) este cel mult

m =  (r1 +  1 ) +  . . . +  +  1 ).Lewa J .  Dema 2 este valabilă şi dacă unele dintre numerele — r1 — 1, . . .  iV — rn — 1 sínt egale între ele şi sínt mai mici decît celelalte numere N  — rx — 1, . .• •. N  -  r„ -  1 .
Lema 4. în  mod analog cu lemele 2 şi 3, numărul zerourilor posibile ale Iu1 (̂лг- ^ - i  ^  jn intervalul [a,-, b) este cel mult

i r i~ i  +  1) +  (r i  + 2 +  1) +  • • • +  i r n +  1)Demonstrarea acestor lerne se face prin metoda inducţiei complete, ea fiind analogă cu demonstraţia folosită în [3] p. 201.
Lema 5. Numărul total al zerourilor posibile ale lui (a) din intervalul
(a, b) este

N  -  (rt +  1)într-adevăr datorită lemelor 2, 3, 4 numărul zerourilor lui ср(Л r‘ 11 (a) este
m =  N  — +  1)T e o r e m a  3. Funcţia у =  <p(x) păstrează un semn constant în intervalul (a, b). Pentru a demonstra acest lucru, presupunem contrarul, şi anume că ф'(а) s-ar anula în două puncte ţ2 din intervalul (a, b).Să presupunem că N  — ra —1, este cel mai mic dintre numerele

N  —rl — 1, 1Deoarece funcţia cp(a) este continuă împreună cu derivatele ei succesive pînă la ordinul N  — г, — 1, înseamnă că ф<л ~г* ’*(%) (ţinînd seama de condiţiile (6) şi apli- cîird teorema lui Rolle) s-ar anula în N — r, puncte din intervalul (a, b). Acesf lucru nu este posibil ; lema 5 a arătat că numărul zerourilor posibile ale lui <р(Л f* ’’(a) este N  — г,- — 1, adică cu unul mai puţin decît acela la care s-a ajuns prin presu­punerea că ar avea două zerouri în intervalul (a, b).
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Demonstrarea teoremei 2. Se observă că funcţiile cp̂ v) şi cp„ (x) date de relaţiile (9) 

* *
<Pi(*) = S TÂTTiyr P(s)ds‘ 9» (x) = J (̂ ~_Я)Г)! P(s)ds

a bsínt pozitive în intervalul (a, %) respectiv (x„, b).Ţinînd seama de teorema 3 şi de această observaţie, se deduce că funcţia q>(x) este pozitivă în intervalul (a, b). Acest rezultat a mai fost stabilit pe altă cale şi de Iy. T c h а к a 1 o f f.9. Restul în formula de cuadratură (1) este
ь

R  =  Ç ф )  f m  (x)dx (8)
aunde funcţia ср(лг) coincide pe rînd cu funcţiile <p,(v), / =  1 , 2 , . .  . , n -f 1 date de relaţiile (9).Pe baza teoremei mediei avem

b

R  =  /',V)(E)J (p(x)dx

Notînd M w±=sup l/ ^ W I  («,»)avem
1 A 1 <; М ЛАunde

b

К  — C <p(x)dx

Pentru a calcula valoarea lui K ,  înlocuim în formula (1)/(*) =  ~  (* ~  *i)',+1(* -  x2)r,+1 ■ ■ ■  {x -  xn)'n+1şi obţinem
b

K  =  ~  $ P(x){x -  х ф 1 . . .  (x -  x„)r»+‘ dx

( I n t r a t  î n  r e d a c ţ i e  l a  6  i u n i e  1 9 6 7 )
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О Н Е К О Т О Р Ы Х  К В А Д Р А Т У Р Н Ы Х  Ф О Р М У Л А Х  ТИ П А  ГА У С С А(Резюме)
В статье построены квадратурные формулы (1) с помощью функции (х ), совпадающей в интерва­лах *,] с функциями <?,(*), *= 1 ,2 , . . . .  » + 1 , данными решениями дифференциальных урав­нений (5), которые удовлетворяют граничным условиям (6).Определяются коэффициенты, узлы и остаток этой формулы, так, чтобы её степень точностиибыла N  — 1 =  (г,- +  2) — 1.

«=1Остаток формулы поставлен в виде определённого интеграла
ь

R  =  ^ tp(x)f(N \ x ) d x

аи показывается (теорема 2), что функция <р(*) является положительной в интервале (а, Ъ). На основе этих результатов получается для остатка оценка (9).
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S U R  C E R T A IN E S  F O R M U L E S  D E  Q U A D R A T U R E  D E  T Y P E  G A U S S(R é s u m é)

L ’auteur du présent travail construit les formules de quadrature (1) à l ’aide de la fonction <р(л- qui coïncide dans les intervalles [ X j_ ,,  Xj)} avec les fonctions (x), i — 1, 2, . . . .  n -j- 1, données par les solutions des équations différentielles (5) satisfaisant aux conditions à la limite (6).On détermine les coefficients, les noeuds et le reste de cette formule de manière que son degré d ’exac-
ntitude soit Л' — 1 — (г,- -L 2) — 1.>= iLe reste de la formule est mis sous forme d’intégrale définie

b

R = J ?W/(-V) (x)dx
amontrant (théorème 2) que la fonction o(x) est positive dans l ’intervalle [a, b). En partant de ces résultats on obtient pour le reste l’évaluation (Si.
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ON A CON N ECTION  B E T W E E N  T H E  C H A P L Y G IN  AND NEW TONM ETHODSby
E. SCHECHTER

As it was remarked by many authors (see e.g. [3], [4] ) there exists a close connection between the Newton and Chaplygin methods for ordinary differential equations. In this paper we show that in some cases the Chaplygin method for difference analogues of partial differential equations coincides with the Newton method. We shall be concerned with the backward difference equation for the para­bolic equation :
zt — zxX — f(x,  t, z) (1 )with the first Fourier problem. Our considerations may also be extended to other equations and difference methods, provided that the required difference inequa­lities hold.Consider in the xOl plane a rectangular lattice of points and let h and k be the increments of the independent variables vq t. Let П denote a connected and bounded set of lattice points. Let [x0, x e\ be the smallest interval containing the pro­jection of П on Ox,  and [i0, te] the corresponding interval on the Ot axis. The coor­dinates of points (Xj, tj) £ П are :

Xj =  x0 +  jh, t i =  t0 +  ikwhere 0 <  j  p,  0 <1 i  A- q, p, ‘] are fixed integers. Throughout the paper 
Wfi will stand for a discrete function defined on П. For its differences we shall use the following notations :Awi,i+i =  Щл+ 1 — WH- %wn =  wi + u  -  Щ~и  V 4 + U  =  wi+i,i -  2wii +  Щ-и -We shall consider a partition of П; П =  П/ (J Пд, into the set П, of interior points and the set Пд of boundary points. The set П7 is supposed to have the following property : If (xj, tj) Ç IIj then

{Xj, 1 {Xj_lt ti) and (xj+1, ti) e 71.



60 E. SCHECHTERNow, let us consider the following problem :Л y-wj+i.i
h% ~f" f(Xj, hi Wji)> (-U’ ti) € П/ (2 :

u’j , \nR = w u , (з:
Wji being given on IIA..The following lemma due to R. K r a w c z y k  [2] is fundamental to ou: purpose.L em m a  1. Suppose that1 ° The function f(x,  t, z) is defined on the domain :

X 6 [x0, x j ,  t Ç [i0, te\, z arbitran-. (4)2° There is a constant C 0 such that
f(xjt tit z) -  f(Xj, tit z) C(z -  z)for (Xj, t,-) ç П 7 and z >  z.3° kC <  1.4° v}i and V ji  are defined on П and satisfy the inequalities :

Vji)on П ë- 'A +f(xj>ti>Vjdand vji £= wa  Ú  v ji on v R.Under these assumptions on the whole domain П
»a ,  wH • ;  Vji.Here Wji is a solution of the problem (2), (3).The monotonie convergence of the Chaplygin — Newton sequence is stated in :T h e o r e m  1. 1°. Let u@) be a function defined on П for whichД r, 2,,(°)T L =  - ^ +/(* ,„>*' .  «ИР) 0 * ^  (5)
u(<!> I <  Wu. p in* — n2° Suppose that Vjt satisfies ou П7 the inequalityJ +  ь»Л2 +  /(*/> ti, Vji) (6)and va |nR Wjf3° There exists f ,  (x, t, z) on (4) and it is non-decreasing in z. Let C > 0  be such that for (Xj, t,) ç П7

f,{Xj,ti, Uji) < , C  on П.Assume that kC <  1.
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4° Define the sequence u $ ,  n =  1, 2, . . . , by+  f f x , ,  th ~  « Г ” ) +  /(*,-, t„ « 'Г 1’) on4 ? /i2and w(."~1)L  «<»> I <  Wji

i t  П  - ~  i t  П  —
R  RThena) u{”) -C m("> -C . . . « ( iX . . . .  on П.' ji ~  P ~  itb) д«(0) V2»!!-» |- /(nq, i,-, îij"1) on П/; for n — 1,2 . .  .A ■ h-c) The sequence u $  w — 0, 1, 2, . . .  converges to a function wit a solution of the problem (2), (3).

Proof : For n =  1,
^ Ş -  =  ^ § - + f A * v  *<’ «Я’К * * - « * )  +  /(*,-, th uf?) on П/.By hemma 1, taking into account that:«<°> id.1* on П,,,

nP) -С. mT on П. я  Яit follows thatSince f z is non-decreasing in z, we get from the mean value theorem :
f(Xj, tu u $ ) — f(Xj, t„ 11$) ^ f 2{Xj, tj, u$) (u$ — u$)and ДгД1! Vs»'-!’It v J l

7~ +  A * , ,  h, *$ ’)•Assume a), b) to hold for an arbitrary n and prove them for n +  1. From Д ц W ç .
31 — — +  /,(*;, Í,-, ufi) — u$) + f ( x jt tj, u$)  on П ,.k — h2andwe have according to hemma 1 :“ ^ и | ”+1,оп пк,

mW-C и(п+1) on П. я  =  яSince / 2 is non-decreasing in z,

f{X j,  if, и£+1)) Fq /(*,-, if, «£ ’) +  /„(*,, if, « 5"))(mj-?+i) -  «j-f’)> and consequently
Д « , ”(w + l) Г2м(йт1|vx- +  /(%, if, ^ ”+1)) о п П ,.А»

п ,
(7)

which is

6 i



6 2 Ë. SCHECHTËRTo prove c) we notice that Ujt is monotonie and in virtue of Lemma 1 bounded bj 
Vji. By letting и — >  oo in (7) we see that w-}i is a solution of (2), (3). This comple­tes the proof.

Remark 1. A  similar theorem may be stated for a sequence of approximation: nonincreasingly convergent to the solution.
L e m m a  2. 1° Suppose the conditions 1°, 2°, 3°,  of Lemma 1 to be validDenote by Wjj a solution of (2), (3).2 0 Let Ujj be a function defined on П and D  a constant such that :

Ali ; i + l,г
f { X j ,  U,  Ujj) D  on flj ( s ;and Ujj - Wjj on П.Then

1 wa -~~ %ji 1 Pf (ù Dwhere : CO =
1  -

: —  e

Proof: Recall that C is the constant appearing in condition 2° of Lemma 1, Let Pj,  7 = 1 ,  2, . . .  , q be a system of numbers such that :
and prove that We shall show e.g. that By 2°, .

kSince

^  =  C P , +  D ,  P 0 =  0
k

\iiji — Wjj \ < ; Pj  on n.
U j ,  -  W j j  <  Pj.

Aujj A’jq + b , _  ^  D  on U i

—  t j ,  U j j )  ■ +  С P ,  — f ( X j ,  t h  U j -  P j )and V 2P, =  0, we get by substraction :
_  v ! K + i . :  -  p + . _  t j t  U j j  _  p . )  ^  0 .  

k h%Consequentlj' taking into account that W j t  is a solution of (2), (3) we have accord ing to Lemma 2,
U j j  —  P j  <  W j j .In the same way
- P j  %  -  Wji-By straightforward computation it follows that :11 <  -  e-W'-u.  Q. e. d.C “ cP i

D [ ( l - k C ) ~ i -  1] ^  D  [e _ k ci_
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Corollary 1. If conditions 1°, 2°, 3° of Lemma 1 are verified, then the problem (2), (3) has an unique solution.Indeed, if Wj{ is a solution, then another solution да',- will satisfy (8) with 
D =  0 and therefore Wj, — да], =  0.

Remark 2. Since assumptions of Theorem 1 imply those of Lemma 1, vjt definedin condition 2 ° of this theorem, may be replaced by any function equal or greater than the unique solution ay.T h eo rem  2. If 10 Conditions of Theorem 1 are satisfied.
2 ° f „  exists and is bounded bv a constant К  for (дда t,) 6 П and

(0) ^ —  ___^llji Zji 'Then, there exists a constant H  such that,
$ 1

H 
2 s”provided that I Wji — ufi I

on П,
H
2

Proof: Note that if we know a function to satisfy (5) the function ujt in the last inequality maj  ̂ be found by successive approximation.First, let us show that for any n

k
Y 8 ’jiA2

- f f x j ,  ti, u f  " ) K -  -  u f  " )  t„ ufi " )( я - 1 ) \ <  K(wji -  t i f - y .  (9)Indeed, by adding f(xj, ti, Wj,) — f{xjt tit Wj,) under the absolute value, we get :
\f{Xj, tir Wj,) -  f{Xj, ti, u f  ') -  f z{Xj, tit u f  ) {Wj, -  u f  ’) [ <  K(Wj, Now, the theorem may be proved by induction.For n — 1, inequality (9) becomes :

— f z{Xj, ti, w f) (Wji -  ufi) -  f(Xj, ti, u f)

>-l)\
k hHence, from Lemma 2 with D  =  1/22N  to2, it follows that : 22ifo

( 0 )  I ____I Wji — Uji I <: I
2 27fu H

22Assume now the property to be true for an arbitra^ n. According to the same inequality (9) :
Awjĵ

k A2
f z{Xj, ti u f)  (Wji — ufi) — f(Xj, ti, ufi)(» )\ -  < 0

(»)\2Thus from Lemma 2 with D  — 1/22К ы 2I Wji — ufi I HThis completes the proof.
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Remark 3. Inequalities up  <  z,, <  wjl may be replaced by uf- < ; г,-,- <  vjt where Vj, is an upper function defined as in (6).T h eorem  3. 1 °. Suppose conditions of Theorem 2 to be valid.2° There are numbers zr i  =  1, 2, . . . .  q such that :

Then u f i + l)  —  u\'i <  г,- on П.
Wji — ufi + l)\ <  P „where P* satisfies the inequality" :A P ,

k
C P , +  К  s i  P 0 =  0.

Proof: Consider the problem :A W jj 
k

V*Wji 
h2

— CWj,  — 0 on ríj,
( 10)

( 11)

Wji =  0 on Пл.,having only the null solution. Substituting Wj{ — in (11) we obtain:A (wji -  Ц Г 1') V*(«W - “уГ 1')(я+lK Cf»;,- -  *4"+I)) =  /(*y, t,, Wjj)
k h2/(*,. 0, и}"1) — C(wjj — w jr1’) -  f f X j ,  t j ,  «y"))(«j"+l) — «};’) — /(*,-, o, Wjj) —  

— f{xj, tj, u%+])) -  C(wjj -  и‘"+1)) +  /(*,-, о, m£ +1)) -  /(*,-. U, u{”)  —
(” + i )—/«(*}. h, <  )(«]< -  О  ï S /„(*/. tj, «V  +  6(m;iо <  e <  l.Consequently A(«Ji -  4 -+1)) v>y> -  *#+1)) -  c  K'*—

(>|)\\/..(я+1)7» « (я )\2

>+4\
k h2Substracting now (10) from (12) we get, since V 2P* =  0 :A(«V< -  “j”+1) -  Л-) VJH< -  «'"+,) -  Pj)

Kz\. ( 12)

С(и>у,- -  и#+,) -  P,) <  0.л2Comparing и\ц — — Р, with the null solution of (11) we get by Lemma 1 :
■ Wjj —  U j l + i)  —Pj <  0,which is the desired result.The above results may be extended to weakly connected difference systems:A»» V*«1T  =  4 r + / . ( * 1 .Л2and W jj  s =  И ;, on Пй. V =  1 , 2 , . . .  , w. on flj.



O N  A  C O N N E C T IO N  BETWEEN THE C H A P L Y G IN  A N D  N EW TO N  M ETHODS 65Here Wji stands for the vector-function (w), ■ w]i, . . . .  w™) defined on П .The following lemma is a generalization of Lemma 1.L emma 3. 1°. The functions f f x ,  t, z), v =  1, 2, . . m are defined on the domain :
x0 <  % <  xe, t0< t ^  te, z arbitrary.2 0 There exists a constant C >  0 such that :A(*j. U, *) — A(*y, tit z) <  C Y j  (zk -  h),k=ifor v =  1 , 2 , . . . .  m, z z.3° mkC <  1.4° /„, v =  1 , 2 , . . .  ,m is nondecreasing in zu z2, . . . ,  z4_ lt zv+1, . 5°. Va and Vji satisfy the inequalities:

Л и-. v 2ti.У+1.»A2 +  fÁXj,  ti, Vji) V =  1 , 2 ,AV? « ^ v 4 7 +lil d- ti, ) ж.A A2on 6j, and ®yi <  M'y. <  F * on II*.Under the above assumptions :
Vji <  Wji <  F,,-, on П.

Proof: Set =  Vji -  vaand let i0, j 0, v0 be integers such that :©■s. <  0 . ©>. =  min ©“ .tj«*. ’ tj«>« r ),‘.and ф* . ^ 0  for v =  1 , 2 , . . . .  w.A»*0-1Then, Aţly.>. ^  v fu+i.t ._I_f  fx • t- V- ■ ) — f  (x- t- v 1. ^  , ,  I J v , \ % u  > ‘'*0 > V J a U I  J V, [ X J ,  » f l0 ) VJ , , Jк h*But Vs9\ ,  > 0and A  (% , U, , Fy,,-.) -  A  (Ay., if., wy, J  ^  wC .

• » *m

Hence „ v* —̂  v«» V i1 — mkCwhich, by 3°, contradicts our hypothesis.
5 — Matematica-Physicn 1/1968



66 E. SCHECHTERFor systems, the Chaplygin —Newton sequence is given by:Ди-М
k h2 k=i b

v(nl
(Я - 1 )  

U j i ) WÍ*{«) U j i ”  11 ) +  f v[Xj, t i ,  и■JT4) on Пхand « Г Ч|пй <  «)?|пя <On the basis of Lemma 3 one may easily state theorems similar to Theorem 1 and 
2  regarding the monotonie convergence and the rate of convergence of these sequences.

(Received, M ay ,8 1967)
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A S U P R A  U N E I L E G Ă T U R I D IN T R E  M E T O D A  L U I C IA P L ÎG H IN  Ş I A  L U I  N E W T O N( R e z u m a  t)Se consideră ecuaţia neliniară (1) cu condiţiile lui Fourier şi se ataşează problema cu diferenţe (2) (3) pe o reţea dreptunghiulară. Se arată că în anumite condiţii, metoda lui Ciaplîghin se reduce la cea a lui Newton. Teorema 1 dă condiţii suficiente de monotonie şi convergenţă a şirurilor aproximante. Teore­ma a doua pune în evidenţă ordinul al doilea de convergenţă al metodei. Rezultatele se extind şi la sisteme de ecuaţii.

О Б О Д Н О Й  С В Я З И  .М ЕЖ ДУ М Е ТО Д АМ И  Ч А П Л Ы Г И Н А  И Н Ь Ю Т О Н А(Резюме)Автор рассматривает нелинейное уравнение (1) с условиями Фурье и присоединяет к этому урав­нению разностную задачу (2), (3) над прямоугольной сетью. Показывается, что в определённых усло­виях метод Чаплыгина сводится к методу Ньютона. Теорема 1 даёт достаточные условия монотонности и сходимости аппроксимирующих последовательностей. Теорема 2 выявляет второй порядок сходи­мости метода. Результаты распространяются и на системы уравнений.
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SU R  UE P R O B LÈ M E  D U  EUOT À COÛT MINIM UM
parF . R A D Ó

1. Les divers problèmes de transport sont des exemples du problème du flot à coût minimum (ou problème de distribution). Nous donnons dans le § 2 un autre exemple : un problème d’augmentation des capacités dans un réseau de transport.Après une présentation de la méthode du simplexe sous une certaine forme (une formulation de la méthode du simplexe à multiplicateurs convenable pour notre but) dans le § 3, nous donnons dans le § 4 un procédé pour résoudre le problème du flot à coût minimum, fondé sur cette méthode. Ua méthode du simplexe a été adaptée à différents problèmes ayant trait aux graphes, par exemple aux problèmes de transport, de transbordement, du flot maximum, engendrant des algorithmes très efficaces [1]. D ’autre part on connaît des méthodes pour résoudre le problème du flot à coût minimum [2], [3], mais celles-ci ne sont pas fondées sur la méthode du simplexe. Nous considérons que la méthode du simplexe conduit dans ce cas égale­ment à un algorithme avantageux. Nous étudierons un cas généralisé dans ce sens que deux sommets du graphe peuvent être reliés par plusieurs arcs dans le même sens, situation qui se présente dans le problème d’augmentation des capacités dans un réseau de transport.2. Soit (N, <7l) un graphe fini dont l’ensemble des sommets est N  — {1,2, . . . ,n} et l’ensemble des arcs Qt =  {a, | j  £ U}. Désignons respectivement les extrémités initiale et terminale de l ’arc oq par 7(oq) =  i(j) et par T(xj) — r(j) ; les deux ensembles N,  U  et les deux applications i : U  -* N  et т : U -*■  N  définissent le gra­phe (N, (Ж). L ’ensemble des indices des arcs incidents à un sommet i vers l’extérieur est i 1 (i) et vers l’intérieur est t_1(*).Supposons que l ’on ait associé à chaque arc oq une „capacité” Cj >  0; ï J '  et N "  étant des sous-ensembles disjoints de N,  l ’on a associé aux sommets i £ N '  des nom­bres positifs, nommés „disponibilités” et aux sommets i Ç N "  des nombres positifs 
a'i =  —d;, nommés „demandes” , tels que ^  a, =  0. Posons a, =  0 pour les au-

iSN'UN"très sommets.Nous commençons par formuler un premier problème : déterminer un „flot” 
Oj, j  € U,  satisfaisant aux conditions

0 <  <py <  Cj, j  ç U] C  фj — 12 ъ  =  ai> i t N -j e i - 1 W  je t  h»)
( 1 )
(2)



6 8 F. RADOLorsque ее système d’équations et d’inégalités est incompatible, il se pose d’une manière naturelle le problème d’augmenter les capacités de sorte que les dépenses correspondantes soient minimes. Nous admettons que certains couples de sommets puissent être reliés par des arcs additionnels ayant des capacités arbitraires et qu’un tel arc réclame des dépenses proportionnelles à la capacité additionnelle (donc au flot qui circulera dans cet arc).Considérons donc encore un graphe (N, Ф),  ayant le même ensemble de sommets 
N ,  et dont les applications définissantes sont i' : V - + N  et t' : V - + N  (CO= {oq \jţV),  et les „coûts unitaires” bj >  0 , j  Ç V . Le problème d’augmentation des capacités se formule comme suit :Déterminer les nombres réels 9 ., 9j vérifiant les conditions0 <  9 . <  c., j  € U, <?' >  0, j  ç VE  % +  E  -  E  % -  E  =  ai- i e N.k-ч ‘ (O j i -  ld) у е т -'с )et de sorte que la fonction E  bj 9 j prenne sa valeur minimum.J 1 1'̂En posant U  pour L  U V,  les conditions de ce problème prennent les formes (1 ) et (2 ) et la fonction à minimiser devient/  =  E  bj 9; (3)

j - roù certains coefficients bt sont égaux à zéro et certaines constantes c, sont égales à oc. Le graphe (N, U) peut avoir maintenant deux arcs qui joignent deux sommets dans le même sens, même dans le cas où le graphe initial n’aurait pas de tels arcs.3. Considérons le problème de programmation linéaire sous la forme :
xk >  0 , k =  1 ,2 , . . . .  11 (4)

11
aikxk =  bj, г =  1 ,2 , . . . ,  w, w <  nA~1 (5)я
f  =  E  k̂x k s°it minimum. (6)Le problème dual s’écrit' mE aikui k  =  1 , 2 , ni= 1

(7)
m

g =  E  bfii-i soit maximum.>"i (8)Un couple de solutions v =  {vq, v 2, . .  . ,  л'„) et « =  {г/x, u 2, . . •. « J  desinégalités et équations respectives (4), (5) et (7) sont des solutions optimales des problèmes primai et dual, si et seulement si les conditions d’optimalité
m

xÀck -  E  «,-*«<) =  0 , k =  1 ,2 , . .  n (9)sont vérifiées.



SUR LE PROBLEME DU A  C O Û T  M IN IM UM 69Soit x' =  {x[, x ’i, . . . ,  x'„} une solution de base du problème primai, c’est- -à-dire xk =  x'k, k =  1, . . . ,  n vérifiant les conditions (4), (5) et x'k =  0 pour k çë B,  où B  est un sous-ensemble de N  =- {1,2, . . ., n} constitué par m éléments, tel qued e t  (n,^) i 1 , ... . 1)1 ; liÇTB 0 .Nous attachons au vecteur x' un vecteur //' =  {«[, u',, . . . ,  u'm] de sorte que les conditions d’optimalité (9) soient vérifiées, eu résolvant le système de Cramer
m

12 a ,ku 'i =  c k> k € B.  (10)г - 1lorsque u' satisfait toutes les conditions (7), x' est une solution optimale du problème primai.lorsqu’il existe des valeurs de k pour lesquelles l’inégalité (7) soit contredite, nous choisissons un tel k, que nous désignerons par r ; on a
m

cr — Y2 airu 'i <  °- (îi)Le système d’équations
1 2  a ,kx k +  =  b>' i  =  i - 2 . • • • - ,u > ( 12)

*6 вa pour t =  о une solution positive {{x'k \ k ç B}). Nous déterminons la plus grande valeur t du paramètre t pour laquelle le système (1 2 ) admet une solution positive. Si pour chaque t >  о le système d*ëquations (12) a une solution positive, le problème primai est impropre, ayant une solution infinie. -*«*i/\ /NSoit {xk I k ç B} la solution du système (12) pour t =  t. Il y  a un s Ç B  tel que/\ /Ч /\ /Ч /X /\ /4 A
xs =  0. On pose xr =  t et xk =  о pour k Ç N \ ( B  \J [r}). x =  [x ,̂ x 2, . . ., x n] est une nouvelle solution de base du problème primai. L,e rôle de l’ensemble B  est pris par
B  =  ( f i U W ) \ W

AI,a transformation de la solution de base .v’ en .v est la même qu’on obtient par une transformation du tableau simplexe. Ici on évite d’écrire le tableau simplexe, mais on doit résoudre les systèmes d’équations (10) et (1 2 ) à matrices transposées. I,a méthode du simplexe appliquée sous cette forme est avantageuse, lorsque les systèmes (10 ) et (1 2 ) présentent des particularités permettant une résolution facile de ces systèmes.4. Pour mettre le problème (1), (2), (3) sous la forme (4), (5), (6), nous l’écrirons de la façon suivante :
<pj >  0, j  ç и  (13)

9j +  Ф) =  cj> i  € B (14 )
12 % -  12 <?j =  ah 1 e NjÇi ’(>) j Gt MO ( ,L  a  ̂ ^  °) (14")

f = J 2 b  j<Pj soit minimum.
jsu

(15)



70 F. RADONous avons admis, pour simplifier l’exposition, que tous les arcs ont des capacités 
Cj finies. Le problème dual s’écrit (les variables duales attachées aux équations (14’) sont — Uj et aux équations (14” ) v,)

— ui +  viU) — VT( л . <  b j j ç U  (16')
u, > 0  (16” )

g =  Y2 aivi ~  ILj  ciui soit maximum. (17)
i Ç N  j & UL ’une des conditions (14” ) est une conséquence des autres. Il en résulte que la valeur d’une variable duale v{ peut être choisie d’une façon arbitraire, ce qu'on voit aussi sur la forme des conditions (16” ) et de la fonction g.Une solution <p =  {<pj, ф_, |У € U} du système des contraintes (13), (14'), (14” ) est appelée un flot ; si celui-ci est une solution de base, alors la solution s’appelle 

flot de base. Un ensemble B  correspondant se compose d’un couple В ф, В de sous- ensembles de U ; В ф, B  ̂ contiennent ensemble m-\-n — 1 éléments, m étant le nombre des équations (14') et n celui de (14") ; on a<Py =  0 lorsque / «S В ф, фy =  0 lorsque j  g  B y (18)et les conditions (18) avec (14') et (14” ) déterminent les valeurs cpjt фy ,  j  ç U  d’une façon unique. Les ensembles U \ B V, U \ B ^  étant disjoints, Лф П B v contient n-l  éléments. Le graphe partiel (N, U (B)) de (N,U),  où U(B) =  {a, \ j  ç В ф f) ^ 4.}, est appelé un graphe de base du flot 9 . Si le flot de base 9 est non-dégénéré (ce qui a lieu si et seulement si 9/ф; Ф о pour tout j  ç 5 Ф fl Bf),  alors le graphe de base est déterminé d’une façon unique.Lé graphe (N,U (B) ne contient pas de cycles. En effet, admettons que ce graphe ait un cycle. Posons 9 ) =  9y +  h, ф' =  фу — h sur les arcs directs, 9 ) =  9y — h, фу +  h sur les arcs inverses du cycle et 9 ) =  çy, ф' =  фу sur les autres arcs de U.  Le système des nombres 9 ), фу vérifie les conditions (18), (14'), (14” ), de même que 
9у, фу, ce qui est une contradiction.Compte tenu que le graphe (N, U (B)) a un sommet de moins que d’arcs, il résulte qu’t’Z est un arbre.Soit maintenant 9 ' =  { q > y ,  фу, | j  ç U} un flot de base ; les ensembles correspon­dants B,/,, B v U(B) seront désignés par B'v, B'y,U(B').  La méthode du simplexe sous la forme décrite au § 3 conduit à l’algorithme suivant :

Pas 1. On résout le système d'équations
Í  ^ ‘ (j) ^t (j ) =  bj  - f -  U j ,  j  Ç  B y1 u'j =  0 ;  € B'yqui correspond au système (10), ou le système équivalent

u'j = 0 , j  e -Вф
vi и) — К (У) =  bj, j  ç By n By (19). » '  =  v[(i) — v'T(i) — bj, j  ç B l \ B ' r



SUR LE PROBLEME DU FLOT À  C O Û T  M IN IM UM 71On calcule aisément les n inconnues v' : on donne une valeur arbitraire à l’une d'elles, puis les n-1 autres sont déterminées par les n-1 équations (19n) en substituant la valeur donnée dans ces équations, en calculant à l’aide des équations où il est resté une seule inconnue, ces inconnues, en substituant les valeurs déterminées de cette sorte, etc. On aboutit à la détermination de toutes les inconneus vh car au système d’équations (19ц) correspond le graphe (N, U [ B ’)), qui est un arbre, et au procédé de calcul la construction récurrente d’un ensemble de sommets E,  en partant d'un sommet quelconque et en ajoutant к E,  к chaque étape, l’ensemble des sommets liés à E  par un arc de l’arbre (dans n’importe quel sens). Les valeurs vl étant déter­minées, on obtient les u] par les formules (19)i et (19)ш.
Pas 2. On calcule

w'j =  bj +  n] — v[U) +  z4(j), j e U \ s ; .Si w ’j >  0 pour chaque j  £ U \  B',, et u) >  0 pour chaque j  £ U \  B le flot cp' est optimal et le procédé de calcul est terminé. S ’il n’en est pas ainsi, on choisit un r £ U \  B'rf tel que w' <  0 (cas a)) ou un r £ U \  B tel que tt'r <  0 (cas b)).
Pas 3. On construit la seule chaîne L  C  E(B') qui constitue avec l'arc a., un cycle C dans (N, U) ; pour cela on peut employer par exemple la méthode des mar­quages de Ford et Fulkerson. On parcourt le cycle C dans un sens tel que a, soit un arc direct et on désigne par L + l ’ensemble des arcs directs de L  et par L~ celui des arcs inverses. Dans le cas a) on continue par le pas 4a, et dans le cas b) par le pas 4b.
Pas 4a. On pose/\

9r =  t>

9i =  9Í +  t.
A

9j — 9i ?y =  9i>

/4Ф, =  Cr - tфу t, lorsque oq £ L +
Л.фу — ф,' +  t, lorsque oq £ L~/\ф̂ =  фу, lorsque ay £ U \ Coù t min ( min фу, min cp/).vSi ce minimum est atteint pour un seul arc de L  (J L  , on désigne cet arc par as, s'il est atteint par plusieurs arcs, ou désigne par s le plus petit de leurs indices. On pose Д р =  (£(, U {r})\{sb B  t, =  Bţ,  lorsque as £ L +

By =  5/, (J {r}, В ф =  B^\{s},  lorsque as £ L - ,
Pas 4b. n poseA

9r =  cr -  t,
AФг =  1A

9j =  9i — t, -c-> II + 4-W lorsque «y e L+A
9j =  9Í +  t. 1II<-é? lorsque aj € I-~A
?j =  Фh Фу =  фу. lorsque ay £ U \  C



72 F. R A D Óoù t =  min ( min cp', min ùjj et on désigne par s le plus petit des indices des
a j  e l +  i j  e l ~arcs sur lesquels ce minimum est atteint. On pose

B v =  B!f\{s},  
B,f =  б ;, =  Бф (J W ,

В ф =  (Я; U {r})\{s},

lorsque oq g L + lorsque oq Ç L ~ .Si l ’on connaît un flot de base initial, cet algorithme conduit, après un nombre fini de pas, à la solution minimum du problème primai proposé.Si l’on ne connaît pas un flot de base initial, on applique les deux phases de la méthode du simplexe, en introduisant comme d’habitude des variables artificielles à la phase 1 .
(Manuscrit reçu le 5 avril 1967)

B I B L I O G R A P H I E1. G.  B.  D a n t z i g ,  Linear Programmings ami Extensions. Princeton, 1963.2. L . R . F o r d  — D.  R.  F u l k e r s o n ,  Flous in Xelworhs. Princeton, 1962.3. M. S i m m o n n a r d ,  Programmation linéaire. Paris, 1962.
D E S P R E  P R O B L E M A  F L U X U L U I  CU CO ST  M IN IM  (R e z u m a t )Se consideră o problemă de mărire a capacităţilor unei reţele de transport, care conduce la o pro­blemă de flux cu cost minim.>Se dă un algoritm de rezolvare a problemei fluxului cu cost minim bazat pe metoda simplex.

О ЗАДАЧЕ ПОТОКА С МИНИМАЛЬНОЙ СТОИМОСТЬЮ(P е з ю м е)Рассматривается задача увеличения способностей транспортной сети, приводящая к задаче потока с минимальной стоимостью.Даётся алгоритм решения задачи потока с минимальной стоимостью, основанный на симплекс­ном методе.
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A SU P R A  S C U R G E R II H ID R O M A G N E T IC E  ÎN T R E  D O U Ă D IS C U R I T O R SIO N AU  O SC IU A T O R IIde
IO AX POP

1. Introducere. Mişcarea staţionară a unui lichid vîscos şi incompresibil între două discuri infinite, paralele, pentru valori mici ale numărului Reynolds a fost studiată de K . S t e w  á r t s o n  [1 ] în cazul cînd : (a) discurile se rotesc cu aceeaşi viteză unghiulară în acelaşi sens ; (b) discurile se rotesc în sens contrar ; (c) un disc se roteşte iar celălalt este în repaus.A. C. S r i v a s t a v a  şi S . K . S h a r m a [2] au considerat aceeaşi problemă pentru un lichid vîscos, incompresibil şi conductor electric în prezenţa unui cîmp magnetic transversal şi constant cînd un disc se roteşte uniform iar celălalt este în repaus, observînd că anumite mărimi fizice ale lichidului sínt afectate de prezenţa cîmpului magnetic.Tot pe aceeaşi linie, recent, P. G. R e d d y  [3] a analizat efectul cîmpului magnetic asupra scurgerii radiale staţionare între două plăci paralele fixe.Ulterior, într-o serie de lucrări [4], [5] etc., s-a extins problema considerată în [1 ] şi [2 ] la cazul cînd discurile execută mişcări de rotaţie oscilatorii analoge oscilaţiilor torsionale.în  această lucrare ne propunem să studiem mişcarea hidromagnetică pentru numere Reynolds mici a unui lichid vîscos, incompresibil şi conductor electric între două discuri infinite cînd : (I) un disc se roteşte cu viteza unghiulară constantă D iar celălalt execută o mişcare de rotaţie oscilatorie cu amplitudine mică ; (II) un disc are o mişcare de rotaţie oscilatorie în jurul părţii staţionare medii îl iar celălalt este în repaus.în scopul simplificării problemei, din punct de vedere matematic, ne vom limita la cazul cînd numărul Prandtl magnetic (Pr =  pcav) este atît de mic încît cîmpul magnetic aplicat este neperturbat de curentul electric indus în lichid. Această ipoteză este plauzibilă pentru lichide foarte slab conductoare electric [Prm ä  «  IO- 7  pentru mercur).Pentru rezolvare vom urma metoda dată de M. J .  U i g h t h i 1 [6 ], seri- . , —* —> —> —> —> _ —>ind viteza V  a scurgerii în forma : V  =  V s -f zVfeint unde V s şi Vf sínt indepen­dente de t, oprindu-ne la termenul de ordinul unu în s pentru partea oscilatorie a vitezei. Cazul fluidului uenewtonian şi neconductor a fost analizat recent de A. C. S r i v a s t a v a  [7] iar D.  J .  B e n n e y  [8 ] a considerat mişcarea unui lichid deasupra unui disc infinit care execută o mişcare de rotaţie oscilatorie



74 I. POPîn jurul părţii staţionare medii П, iar lichidul la infinit se roteşte cu viteza unghiulară constantă Í).2. Ecuaţiile mişcării. Dacă u, v, w reprezintă componenta radială, transver­sală şi axială a vitezei, atunci ecuaţiile mişcării în coordonate cilindrice (r, 0, z) sínt [9] :
du  j_ д  dw 

d r r  ()::

du
dl

dv
dt

г dv . dv .+  u ---- b w ----4-
dr dz

tiu
r

д Ч  d  I  v  j
d r2 d r  V r ) д Ч

d ?

öS}p
dw

d l

dw  , ăw4- l l ------ h w  —
d r dz

d*w , 1 ăw  , d2wv ----- 1---------- b — ,
dr2 r  dr dz2

( 1 )
(2)

(3)

(4)unde p este densitatea ; p — presiunea ; v — coeficientul de viscozitate cinematică ; <t — conductivitatea electrică a lichidului ; B 0 — mărimea caracteristică a cîmpului magnetic aplicat.Toate cantităţile electromagnetice sínt măsurate în sistemul electromagnetic de unităţi iar proprietăţile fizice ale lichidului ca p, v, pc, a etc., le presupunem constante.I. Dacă discul (z =  0) se roteşte cu viteza unghiulară constantă Í2 în jurul axei (r =  0), perpendiculară pe planul său, iar celălalt (z =  d) execută o mişcare de rotaţie oscilatorie de tipul rü, e cos nt, unde e este o mărime mică şi n frecvenţa rotaţiei, atunci condiţiile la limită sínt :
и =  0 , v =  rD., w — 0 pentru z =  0 , |
и =  0, v =  rOcos nt, w =  0 pentru z =  d. JII . Dacă discul (z — 0) execută o mişcare de rotaţie oscilatorie în jurul părţii staţionare medii Q, iar celălalt (z =  d) este în repaus, atunci condiţiile la limită sínt :

и — 0 , v =  zQ(l -f г cos nt), w =  0 pentru z =  0 ,
и =  0 , v — 0 , w =  0 pentru z =  d.Ţinînd seamă de natura fizică a problemei şi anume că u, v, w şi p nu depindde r, vom căuta soluţia sistemului (1) — (4) sub forma [7] :

и — riiF'(rhT), v =  r£lG(-q,T), w =  — 2dilF(-q,T),

unde p  =  jxil - P M .  T ) +  7 l 4 T )аг

,1  j 'т'1/ Ф-Вп w r,y] =  zjd, t =  Tjn, m — —1, w =  — , R  =  — -
pfi П v

(7)



SCURGEREA H ID R O M A G N E T IC Ä  INTRE D O U A  D ISCU RI T O R SIO N A L O SC ILA T O R II 75Substituind relaţiile (7) în sistemul (1) — (4) se obţine :
c)P"A o — +  A '2
d T

2F F "  — G2 4- mF'

R  |’w ^| +  2(F’G -  F G ’) +  mG

=  F "  -  2X, =  G",
[■

2R  I w— -  2AA'
d T

=  -  Pl +  2 F " ,

(8)

(9)

( 10)unde accentul înseamnă derivata în raport cu yj iar со este frecvenţa redusă.Pentru determinarea funcţiilor F  şi G din sistemul (8), (9), presupunem că [6 ] :
F(rhT) =  F s(y,) +  z F f i ^ P  G U T )  =  G ,(îi) +  zGf U e iT, ЦТ)  =  Xs +  e X ^ , (11)cu condiţia că în problema considerată numai partea reală a mărimilor complexe are sens fizic.Substituind relaţiile (11) în sistemul (8) — (10) şi identificînd coeficienţii aceloraşi termeni armonici (neglijînd puterile superioare ale lui e), se obţine sistemul :
R  [ F f  -  2 F,F' ;  -  G.!f +  mF's] =  F's' -  2X, A[2(AS'GS -  F  fi',) +  mGs] =  G(' ,

a  [icoa; +  2(a .;a ; -  а г а ,  -  а ,а / -  g .g,) +  « f ; i =  a / -  2x,, (12)R [fcoG, +  2(A,'G, +  GsA; -  F  fi} -  GIF/) +  mGf ] =  G'/.3. Soluţia problemei. Presupunem că pentru numere Reynolds mici, soluţia sistemului se reprezintă astfel :A ,(t)) =  F a (rî) +  Д А,,(ti) +  A 2A s2(t)) +  . . . ,
Gs(y]) =  ^ s o ( 7 ) )  +  AGs1(t))  - j -  A 2Gs2(rj) +  . .  .  ,X, =  Xs0 +  AXsl +  A 2Xs2 +  . . ., (13)■F/M =  -F/ob) +  F F f i U  +  A 2A/2(7]) +  . . . ,G/(t]) =  G/0(rj) +  FG_n(ri) +  A2G/2(r() +  . . • ,X/ =  X/o -(- AX/, -f- A 2X/2Substituind seriile (13) în sistemul (12) şi identificînd coeficienţii aceloraşi puteri ale lui A , rezultă sistemele de ecuaţii :

F%  -  2Xs0 =  0, G'J, =  0,

A(i' — 2Xsi =  Fio  — 2As0A(0 — Gs0 +  m F s(lt Gs, =2(As0Gso — As0Ĝ >) m G so,

f 'A' -  2xs2 =  f 'sqF'si -  2a s0a ;; -  2a s1a ;; -  2g s0g s1 +  « a ;, 
G(2 =  2(A^Gs0 +  As0Gsi — AsiGs0 — A^G,,) -(- wGs, ; 

a ;,'/ -  2X/i) =  0, G"0 =  o,

(14)
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Ffi'  — 2X/! — (fw j-  .n)Ffo +  2{Fs0Ffo — F s0Ffo — F s0Fft) — Gs0G/o),

Gfi =  (гы -f- m)G/u -f- 2(F5()G/o -f- С $»Ъ/U — F 5UG/o — F f 0G s0),

F;F -  2 X/2 =  (гы +  m)F’n +  2(F'slF'f{> +  В Д  -  № / „  -  F'J,Ffl --  _  В Д , '  -  G^G*. -  G/0Gsi),
G/2 =  (гы -f- m)Gfi 2(7,s0G/ 1 -f- GfUF sl -|- Ff0Gsi Gs\Fß —

— В Д .  —  G/o-Gsi — FfoGn  —  G , ^ , ) .

Cazul L  Condiţiile la limită (5) se scriu :F s =  Fi =  0, Gs =  1
F ,  =  К  =  0 , G =  О

(15)

pentru 7] =  О, pentru 7) =  1 ; (16)
Ff =  F} =  О, 
Ff  =  F} =  О, G,  =  ОG / =  1 pentru y) =  О, pentru г, =  1 .Soluţia sistemelor (14) şi (15) cu condiţiile la limită (16), pentru valori mici ale frecvenţei reduse ы, este :

F s „ =  0, Gsu('/j) 1 Ъ> xs. o,^ ^  =  - ^ ( 1 - г Л З - ' 0 ,  Gs1(t)) =  F--q(\ -  7 ])(7 ]  -  2), Xsl =  iou o 20•M*i) —  T(1 -  4)a(39 +  297r( -  2507)® +  50т]3), (17)
Gö (tí) =  — (27 +  27r, -  183т]2 +  237т,3 -  120т) +  20-/]*)6 300з^-о(1 -  r()(8 +  8 rj -  12-лг +  Зг;3), =

Ff,  =  0, Gfa(ri) =  т;, Хл =  О,
73 m . 2800

F , M l  =  ~  V(1 -  > ) №  -  1), GfX-n) =  -  1)(tj +  1), XA =  2 , (18)oU b о

F fX 7]) =  —^ r , 2(l -  т))*[ш(23 -  156т) -  20t12 +  607]3) + m ( l l  -  18т) -  12т)2 +  8 т-,3)],
G/i(rj) = (iuI + ш)г 360 i(l -  v))(7 +  7т) -  Зт;2 -  3tj3) +  -2--/)(1 -  т))(11 +  llvj -  59т)* +6300+  221-/J3 -  220т)4 +  60т)5),. 101 . 1X/ = -------- i w ------ т.4200 21



SCURGEREA H ID R O M A G N E T IC A  INTRE D O U A  DISCURI T O R SIO N A L O SC ILA T O R II 77Forţa de frecare pe discul 2 =  0 este
t0 =  F [irQ, = o d

1 __ ™ R  +  (140w2 -  27) R 2 4 s3 3300 I iw +  m g

+  ——  (22 +  245(w +  m*)RA eiT\ +  0(R3), (19)12 600 Jiar pe discul z — d, este*  =  » ( î L - ^ { - I - Ş S  +  ^ C e - 245,».)«. +  . [ ,  +  £ ± =  *  -
_  _ L  (6 +  35(m +  m)*)R3 eiT j  +  0 (tf3). (20)

Cazul I I .  Dacă discul (z =  0) execută o mişcare torsionai oscilatorie iar dis­cul (z =  d) este în repaus, atunci ecuaţiile mişcării rămîn neschimbate şi soluţia părţii staţionare a vitezei coincide cu (17). Condiţiile la limită pentru partea nesta­ţionară a vitezei, deduse din (6), sínt :
F f =  FJ =  0 , Gf =  1 pentru -q =  0 ,
F f =  F} =  0 , Gf =  0 pentru q =  1 ,iar soluţia sistemului (15) cu condiţiile la limită (21) este :

Ff„ =  0, Gu(-q) =  1 — ■/], X/, =  0,
F f U )  =  i  ^ ( l  -  *])2(3 -  V)), GfX-q) =  ~q( 1 -  t))(î] -  2), ХЛ =  foU b Iu

(21)

(22)

F fi(-q) =  -  ^  [*w(29 +  167-/] -  150/;2 +  ЗОг;3) +  ж (39 +  297-/] -  250-/)2 +12 500
(iw +  т)г

+  50y]3)],
G , h )  =  ^ = 4 ( 1  -  7l)(S +  87] -  12v)3 +  3y]3) +  ^ ij(y) -  1)(27 +  27/] -  183t]2 +  237-q3 -  120-/]4 +  20-/]5),V, = 109 73 Ж .4 200 1 400In acest caz forţa de frecare pe discul (z =  0) este

xa =  — < — 1 — — R — (140w2 -  27) R 2 +  в Г— 1 — — —  R6300 L 3 ++  ^  (140(ш +  ж )2 -  81)7?2j  e,T| +  0(R3), iar pe discul (z =  d) este := ' ^ ( -  1 +  -  R  +  —  (32 -  490ж2)7?2 +  s f -  1 +  -
d \ 6 25 200 L

(23)
4i

iw +  m 6 R  ++
12

~  (48 -  105(iw +  ж)2)Я2J +  0(tf3). (24)
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F i g .  1. Viteza radială staţionară adimensională.

F i g .  2. Viteza transversală staţionară adimensională.
în  fig. 1 şi 2  se arată distribuţia părţii staţionare a vitezei radiale şi transversale adimensionale pentru diferite valori ale numărului Reynolds R  şi pentru para­metrul hidromagnetic m =  0 şi 1. Din figură observăm că efectul cîmpului magnetic este de a descreşte profilul componentelor vitezei.

(Intrat în redacţie ta 5 aprilie 19 07)
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О ГИ Д РО М АГН И ТН О М  Т Е Ч Е Н И И  М Е Ж Д У  Д В У М Я  Т О Р С И О Н Н О  К О Л Е Б Л Ю ­Щ ИМ ИСЯ Д И СК А М И(Резюме)Изучается гидромагнитное движение вязкой несжимаемой электропроводящей жидкости в присутствии постоянного поперечного магнитного поля между двумя бесконечными и параллель­ными дисками, в случае если:I. Один диск равномерно вращается, а другой совершает колебательно-вращательное движение с  малой амплитудой.II. Один диск совершает колебательно-вращательное движение вокруг средней стационарной части П, а другой находится в состоянии покоя.Считая, что число Рейнолдса R  малое, стационарная и нестационарная часть составляющих скорости выражается в виде рядов по степеням R .  В конце показывается распределение стационар­ной части радиальных и поперечных безразмерных составляющих скорости для различных зна­чений числа Рейнолдса R  и гидромагнитного параметра т.

S U R  L E  M O U V E M E N T  H Y D R O M A G N E T IQ U E  E N T R E  D E U X  D IS Q U E S  A N IM E S  D ’O S C IL E A T IO N S  T O R S IO N N E L L E S(Résumé)On étudie le mouvement hydromagnétique d’un liquide visquux incompressible à conductivité élec­trique finie entre deux disques infinis et parallèles, en présence d'un champ magnétique transversal cons­tant, dans le cas où :I . L'un de ces disques est animé d ’un mouvement de rotation uniforme et l ’autre d ’un mouvement de rotation oscillatoire de petite amplitude. I I .  L ’un des disques considérés est en mouvement rotatoire oscillatoire autour de la partie stationnaire moyenne Q, tandis que l’autre est en repos.E n supposant le nombre de Reynolds petit, on représente la partie stationnaire et non-stationnaire des composantes de la vitesse sous la forme de séries des puissances de R . Enfin, on donne des repré­sentations graphiques de la distribution de la partie stationnaire des composantes adimensionnelles radiales et transversales de la vitesse en fonction du nombre de Reynolds R  et du paramètre hvdro- magnétique m.





T H E  A T M O SPH E R E  IN E E U E N C E  ON T H E  DECO M PO SITIO N  P R O CE SS O F Mn2+ IO N S A G G R E G A T E S  IN  E iF —MnF2 SYSTEMbyЛ . D ARABON T and S. V . M ST O R
The studies of the E S R  spectra of Mn2+ ions introduced in several alkali halides [1—5] have indicated the formation of vacancy-paramagnetic ion pairs which determine the fine structure of the E S R  spectra. This hypothesis deduced from the E S R  studies was verified by means of the dielectric loss and electrical conductivity measurements [6 — 9]. On the other hand in unannealed specimens a simple, broad line with a width of about 200— 500 gauss was observed. It has been considered that this line arises from the manganese ions aggregates at or near internal boun­daries or dislocations, this state being little studied.The comparison of the experimental data obtained by different authors for this state in the E iF —MnF2 system, [10—12] show the existence of some dis­agreements.— The width of the line has different values.— The fine structure does not appear at same temperatures.— At room temperature the stability of the vacancy-manganese ion is not the same.We have considered that these disagreements result from the different growing and annealing conditions of the samples (The impurities which exist in the mate­rials, the atmosphere and the growing technics employed).From these conditions we have proposed to study the atmosphere influence on the formation and decomposition of these aggregates. For this purpose, single crystals of E iF —MnF2 were grown by the Czochralski —Kyropoulos method in a controlled atmosphere (air and argon).The starting materials were of reagent grade purity. In addition, the E iF  was purified by pulling it from the melt in an argon atmosphere. Two types of crystals were grown from a melt in which 0.05 mol % MnF2 had been added. One type was grown in air and the other in argon atmosphere. In order to eliminate the water the samples grown in argon were melted in vacuum at 10" 2 m mHg. A broad E S R  line was observed at room temperature for both types of single crystals with a width of about 500—600 gauss between maximum derivative points.The line intensity for the sample prepared in argon was larger than for the sample prepared in air. We expected this, because in melt the MnF2 was partially oxidized and separated.

6  — Matematica-Physica 1/1968



82 A . D A R A B O N T A N D  S. V . N ISTO RAfter an annealing in air or in argon for 4 hours at 750 °C both types of samples have shown the same fine structure of the E S R  spectra as it has been reported by B ö t t c h e r  and co-workers [12].In all these spectra no time-variation of the line intensities was observed (for one week), indicating a quite good stability of the vacancy-Mn2+ ion pairs. The studies of line intensities depending on the annealing time in air have shown that for long annealing times (more than 10  hours) a decreasing of the intensity and a darkening of the samples appear. If the annealing lasts more than 100 hours, the fine structure signal dissappears and the broad line intensity decreases.We consider that this phenomenon results because an escaping process of the manganese ions from the crystal is superimposed over the aggregates dissolving process.In the case of the samples annealed in an argon atmosphere this phenomenon also occurs but more slowly.From the data mentioned above it turns out that the medium in which was made the preparation and the annealing of the samples has a small influence on the aggregation and dissolvation of the manganese ions in the lattice.From these data the following conclusions result :(i) It  is verjr uncertain that the formation of the O2” — Mn2 + and 0“ 2 — Mn2 + pairs will have an important role in the formation of the manganese ions associations in the lattice.(ii) The hypothesis regarding the cause of the fine structure lines in the E S R  spectrum was confirmed. However, the features of the broad line which differ from those reported by other authors indicate the important role of the impurities in the formation of manganese aggregates.A  careful study of this problem is necessary to be done.
(Received October 3, 1967)
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IN F L U E N Ţ A  A T M O S F E R E I ÎN  P R O C E S U L  D E  D E S C O M P U N E R E  A  A G L O M E R A T E L O R  D EIO N I Mn!+  ÎN  S IS T E M U L  L iF - M n P ,(Rezumat)S-a studiat prin metoda R E S  influenţa condiţiilor de creştere şi călire a eşantioanelor de L iF  —M nF, asupra agregării şi dizolvării ionilor de mangan în reţeaua cristalină.
В Л И Я Н И Е  АТМ О СФ ЕРЫ  В П Р О Ц Е С С Е  Р А З Л О Ж Е Н И Я  А ГГЛ О М Е Р А Т О В  И О Н О В  Мп*+В С И С Т Е М Е  L iF — M nFj(Резюме)Методом Э П Р  изучено влияние условий повышения и закала проб L iF —М пР2 на агрегацию и растворение ионов марганца в кристаллической решетке.
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L ’AN TIFERROM AGN ÉTISM E D ES A L L IA G E S T E R N A IR E S  
D E N ICK ELCU IV R E-M A N G A N ÈSEparI . COSMA et IU L Iü  POP

Introduction. Le système des alliages binaires à base de nickel, présente en général le phénomène d’ordre ferromagnétique, ayant le point Curie relativement élevé jusqu’à 630°K, en fonction de la concentration du composant non magnéti­que de l’alliage [1, 2, 3, 4, 5]. En dépassant le point Curie dans le domaine para­magnétique, la susceptibilité magnétique de ces alliages suit la loi Curie —Weiss pour les concentrations réduites. Toutefois dans les alliages de nickel-chrome on a pu observer le phénomène d’ordre antiferromagnétique (ferrimagnétique) [6 ].Dans les alliages ternaires à base de nickel, — différemment des alliages binai­res, — la possibilité de la réalisation des interactions antiferromagnétiques est très favorisée par la présence dans le réseau cristallin de trois sortes d’atomes. Ainsi les systèmes d’alliages N i—Au —Al et Ni —Cu —Zn présentent un comportement ferrimagnétique [7, 8 ]. Des phénomènes analogues ont été observés aussi dans les alliages ternaires à base de manganèse [9—12]. En conséquence l ’étude des systèmes ternaires à base de nickel avec différents composants continue de présenter de l’intérêt.
La procédure expérimentale. En vue de cette étude nous avons préparé seize échantillons du système Ni —Cu —Mn dans un large domaine de concentration. Les échantillons avec les concentration données dans les tableaux I et II, ont été préparés avec des métaux d’une pureté électrolitique par fusion dans un four à atmosphère réductrice. Après leur obtention, les échantillons ont été soumis à un traitement thermique d’homogénéisation à la température de 900 °C pendant une heure, ensuite ils ont été refroidis lentement. Les mesurages magnétiques ont été accomplis à l’aide d’une balance à compensation mécanique [13] de type Faraday.
Résultats expérimentaux. Nous avons étudié la dépendance de l’inverse de la susceptibilité magnétique — (T) en fonction de la température, dans l’intervalle 100° —1200°K.Pour les échantillons d’une grande concentration en nickel les résultats des mesurages sont représentés graphiquement par la figure no. 1. On peut constater qu’au-dessus du point Curie ferromagnétique, l ’inverse de la susceptibilité magnétique dépend au commencement d’une manière linéaire de la température et seulement à de hautes températures apparaît un courbement vers



86 I. C O S M A  ET I. POPles axes des températures, phénomène qui est déterminé par l ’effet des électrons de conductibilité et par le peuplement des niveaux énergétiques supérieurs. Avec la diminution de la concentration du nickel, la susceptibilité magnétique baisse enmême temps, les courbes— (7") se maintiennent approximativement parallèles,Xce qui montre que le moment magnétique par atome d’alliage reste à des valeurs

voisines. Tandis que le manganèse a un effet d’augmentation du moment magnétique, le cuivre a un effet contraire. Kn supposant la valeur du moment magnétique de 4,9 [lb pour le ion M%, pour le nickel il est résulté un moment magnétique moyen de 1,625 yLB, ce qui est en accord avec la valeur expérimentale déterminée par la susceptibilité du nickel métallique (voir tableau no. 1 ).
Tableau 1

Alliage no.

% at M C m PP, alliage’ % . N i, t, uX i Cu lin
1 98 1 1 58,68 626 0,329 1,63 1,612 95 3 2 58,74 590 0,335 1,64 1,6253 88 7 5 58,85 527 0,347 1,67 1,624 90 9 1 59,07 522 0,30 1,565 1,655 85 10 5 58,95 498 0,333 1,63 1,62— 100 — 58,69 645 0,327 — 1,625

Ta diminution de la concentration du nickel mène à l’abaissement du point Curie paramagnétique, fait qui indique l'amoindrissement des interactions d’échanges ferromagnétiques dans les alliages.Tes échantillons à une concentration de nickel sous 80% at., mais avec un pourcentage élevé de manganèse présentent une dépendance de l’inverse de la sus­ceptibilité magnétique en fonction de la température ayant un caractère non linéaire prononcé, qui est caractéristique à un comportement ferrimagnétique, comme on peut le constater sur la figure no.2 .



L ’A N T I FERROM AGN ÉTISM E DES A LLIA G E S TERNAIRES DE N ICKEL—CU IV R EM A N G A N Ê SE 87Pour ces échantillons la dépendance est décrite justement par la loi Néel, pour le cas du ferrimagnétisme :
X Xo c  r  -  0où C est la constante Curie, tandis que y0, g et 0 sont des constantes qui dépendent du champ moléculaire ; les valeurs de celles-ci sont données par le tableau no. 2 .

Tableau 2

Alliage no.

% at M CP
1— . i o - ‘Z a • 10~4 0°K P>' ц(3Ni Cu Mn

6 60 10 30 58,08 1,45 3,5 168 815 3,47 50 10 40 57,67 1,92 4,4 155 805 3,928 50 25 25 58,96 1,285 4,3 316 710 3,219 70 10 20 58,39 0,97 1,68 129 700 2,810 80 5 15 58,53 0,663 -2,1 81 535 2,3111 80 10 10 58,75 0,525 - 3 ,3 59 468 2,0612 80 15 5 59,2813 70 20 10 59,2514 60 30 10 59,7915 50 40 10 60,2616 40 10 50 57,29
De ce comportement magnétique on peut tirer la conclusion que dans les alliages apparaissent deux sous-réseaux magnétiques ayant des moments orientés antiparallèlement, donnant naissance ainsi à une structure ferrimagnétique.Par suite de l’augmentation de la concentration du cuivre dans l ’alliage la structure magnétique reste comme auparavant, fait qu’on peut voir sur la figure no. 3, mais la dépendance
— (T) dans le domaine de hautesXtempératures présente des déviations de la loi Néel, par augmentation de la susceptibilité.Un comportement magnétique à part est présenté par les alliages dans lesquels le manganèse dépasse la proportion du nickel, tandis que la concentration du cuivre est relati­vement petite. Ces alliages ont une structure ferrimagnétique avec la température Néel au-dessus du point Curie, comme on peut le voir surla figure no. 4, où estreprésentée la dépendance — (T) pour l’échantillon 40% at N i; 10% at Cu;

X50% at Mn soumis à un traitement thermique et non soumis à ce traitement.



88 I. C O S M A  ET I. POPLa courbe d’en haut (échantillon non soumis au traitement thermique) a un carac­tère non linéaire prononcé et à 960 °K  environ, elle présente une anomalie corres­pondant à la température Néel, après laquelle la dépendance — (T) est linéaire,
Xmais le phénomène est irréversible. Après le traitement thermique d’ho­mogénéisation apparaît l ’ordre ferri- magn étique ayant la température Néel au-dessus du point Curie et situé à 940 °K  environ, ainsi qu’il se présente sur la courbe d’en bas.En conclusion, des données pré­sentées il résulte que les rôles des atomes de nickel, de cuivre et de manganèse sont différents, les allia­ges pouvant présenter un phéno­mène d’ordre ferromagnétique ou ferrimagnétique ayant la tempéra­ture Néel au-dessus ou au-dessous du point Curie ferromagnétique, en fonc­tion de la prépondérance des atomes de nickel ou de manganèse, les atomes de cuivre accomplissant aussi un rôle de dilution magnétique.

(Manuscrit reçu le 7 octobre 1967)

K i g .  4.
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A N T IF E R O M A G N E T IS M U L  A L IA JE L O R  T E R N A R E  D E  N IC H E L -C U P R U -M A N G A N(Rezumat)S-a studiat dependenţa de temperatură a susceptibilităţii magnetice pentru sistemul de aliaje N i—Cu — Mn. Aliajele cu o concentraţie mai mică de 80% at Ni prezintă o comportare ferimagnetică bine descrisă de legea lui Néel.А Н Т И Ф Е Р Р О М А Г Н Е Т И З М  Т РО Й Н О Й  СИ СТЕМ Ы  С П Л А В О В  Н И К Е Л Ь -М Е Д Ь -М А Р ГА Н Е Ц(Резюме)Исследована температурная зависимость магнитной восприимчивости для системы сплавов N i — Cu — Mn. Сплавы с концентрацией менее 80% ат. Ni имеют ферримагнитное поведение, описан­ное законом Нееля.
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H A R R E FFE K T A N O M A R IE N  IN  Ni —C r-E E G IE R U N G E N
IL U I  POP, GII. ILOXCA unci II. IlK W IM i

Es wurde die Temperaturabhängigkeit der spontanen Hallkonstante R s, der elektrischen Resistivität p, ihrer magnetischen Komponente pm und der magneti­schen Suszeptibilität X der Ni —Cr—Regierungen (bis zu 6 % Cr) im Bereiche von 77 °—700°K  studiert.Es wurde festgestellt, dass die spontane Hallkonstante R s, sowie die elektrische Resistivität p und der magnetische Teil pm der elektrischen Resistivität durch die nachfolgenden Gleichungen, im Bereiche von 77 °K  bis in die Nähe des Curie- Punktes, ausgedrückt werden können :
R s =  ap +  bp2 und E c = a + ß p m.Die Halleffektanomalien in diesen Regierungen wurden auf Grund des Dis­persionsmechanismus der Reitungselektronen auf Verunreinigungen und Phono- nen, so wie auf Spinwellen und magnetischen Inhomogenitäten erklärt.Einleitung. In letzter Zeit erschien eine grosse Anzahl von theoretischen Ar­beiten, die dem Studium des Halleffektes in ferromagnetischen Metallen gewidmet sind und auf der Spin-Bahn-Wechselwirkung fussen [1 -3 ] . In den Arbeiten [4-7,21 ] wird der Dispersionsmechanismus auf Verunreinigungen, auf Phononen oder gleich­zeitig auf Phononen und Gitterfehlern studiert. In beiden Fällen führen die Berech­nungen zu einer Gleichung zwischen R s und p und zwar R s~  p2. K o n d o r s k i  [5] zeigte, dass zwischen R s und p folgende Gleichung besteht :

R s =  ap +  bp2 (1 )I r h i n  und A b e 1 s к i [8 ] studierten theoretisch den Dispersionsmechanis- mus auf Spinwellen und stellten folgende Gleichung fest :
E s = a + ß p , „ .  (2)Die vorhandenen theoretischen Betrachtungen des spontanen Halleffektes behandeln nur den Fall der Dispersion auf Verunreinigungen, Phononen und Spin­wellen. Auf diese Weise kann die Theorie keine Antwort bezüglich des Verhaltens des spontanen Halleffektes in der Nähe des Curie-Punktes geben, wo die Disper­sionsprozesse auf magnetischen Inhomogenitäten eine sehr grosse Rolle spielen. Diese Inhomogenitäten werden durch starke Schwankungen, die durch die Zer­störung der ferromagnetischen Ordnung entstehen, hervorgerufen.



90 I. POP, G H . IL O N C A  UND H. H EN N IN GDiesen Theorien entsprechend entsteht die Aufgabe eines eingehenderen ex­perimentellen Studiums der Phänomene. Zur Prüfung der oben angeführten Theo­rien wurden Halleffektmessungen an ferromagnetischen Metallen wie Fe und Ni durchgeführt [9-12]. Die für N i- S n  [13], F e - S i - A l  [14], N i-M o  [15], N i - S i  [16], Ni —Cu [17] und andere Legierungen erhaltenen Ergebnisse bestätigen die Theorie in einem vom Curie-Punkt entfernten Bereiche, wo die Dispersion auf Spinwellen vorherrscht.Da das Chrom ein Übergangselement mit antiferromagnetischer Ordnung als Legierungselement ist, kann es zusätzliche Effekte von antiferromagnetischer Ordnung in der Legierung hervorrufen, vor allem von ferrimagnetischem Typus.Unsere Absicht war es, in diesem Sinne den Einfluss dieses Elementes auf den anomalen Halleffekt im Nickel zu studieren. Ausserdem fanden wir in der voran­gehenden Arbeit [13] über die Ni —Sn-Legierungen ein besonderes Verhalten des Verhältnisses R J  p bei tiefen Temperaturen und in Abhängigkeit von der Resis- tivität p. Gleichfalls weisen die Abhängigkeitskurven R s(pm) und R S(I) zwei ver­schiedene Neigungen auf. Es war interessant festzustellen, ob dieser Effekt auch bei den Ni —Cr-Legierungen erhalten bleibt.Die Versuche wurden mit vier Ni —Cr —Proben mit einem Chromgehalt von 1% ; 3% ; 4,5% ; 6 % und einer Probe aus reinem Nickel als Vergleichsprobe durch­geführt.Versuehsverfahren. Die verwendeten Proben hatten folgende Dimensionen: 32 X  
X  8 mm und eine Stärke zwischen 0,1 und 0,15 mm. Die Messungen wurden in Feldern von 9500 Gs und bei einem Strom von 4A zwischen 77 °K  und 700 °K  durchgeführt, sowohl mit den thermisch nicht behandelten Proben, wie auch mit denjenigen, die einer thermischen Behandlung unterzogen wurden. Die letzteren wurden 8 Stunden im Vakuum auf 1200 °K  erhitzt und langsam abgekühlt. Die zum Messen des Halleffektes verwendete Apparatur ist in [13] beschrieben.Versuehsergebnisse. Die ordinäre Hallkonstante R 0 wurde aus der Feldabhän­gigkeit der Grösse pH (Hallresistivität) bestimmt, die in Abbildung 1 dargestellt ist und wo man anfangs ein lineares Anwachsen bis zu Feldern von 2,5 kGs für grössere Konzentrationen und 6,5 kGs für Nickel und 1% Chrom feststellen kann. Bei grösseren Feldern beginnt das Sättigungsphänomen.Die mit ununterbrochenen Linien dargestellten Kurven kennzeichnen die Abhängigkeit ря =  f(H) für die thermisch behandelten Proben, hingegen jene mit unterbrochenen Linien kennzeichnen die nicht behandelten Proben.Aus der Temperaturabhängigkeit der spontanen Konstante R s, in Abbildung 2 (für reines Nickel und die Probe mit 1% Chrom) dargestellt, stellt man ein aus­geprägtes Maximum beim ferromagnetischen Curie-Punkt fest. Auf der graphi­schen Darstellung ist für 1% Cr eine Verschiebung des Curie-Punktes über jenen des reinen Nickels hinaus, als ein Effekt des Chroms in kleinen Mengen zu bemerken.Die Ergebnisse für 3%, 4,5% und 6 % Chromgehalt sind in Abbildung 3 dar­gestellt. Es ist zu bemerken, dass im Temperaturbereich zwischen 80°K  und 600°K  die spontane Hallkonstante einen stetigen Abfall erleidet — ein Effekt der dem paramagnetischen Bereiche entspricht.Die spontane Hallkonstante R s der thermisch nicht behandelten Proben ist grösser ; dieses Anwachsen ist durch die Inhomogenität in der Legierung bestimmt. Aus der Temperaturabhängigkeit der elektrischen Resistivität (festgestellt durch die in [18] beschriebene Methode), die in Abbildung 4 dargestellt ist, wurde der magnetische Teil der Resistivität getrennt, der in Abbildung 5 wiedergegeben wurde.
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Abb. 5.



92 I. POP, GH . IL O N C A  UND H. H EN N IN GDie Verbindungsgleiehung zwischen der spontanen Hallkonstante und der elektrischen Resitivität R s — ap +  bp2 [5] (wo p den Beitrag des Chromgehaltes, der Phononen und der Spinwellen [19] darstellt) ist auch für das Nickel und die Probe mit 1% Chromgehalt in einem vom Curie-Punkt entfernteren Bereiche be­stätigt, wie es auch aus Abbildung 6 hervorgeht.

Die Versuchsergebnisse bestätigen auch die Verbindungsgleichung zwischen der spontanen Hallkonstante R s und dem magnetischen Teil der Resistivität [8 ],
R s  =  01 +  ß P mso wie aus Abbildung 7 ersichtlichist.Die lineare Abhängigkeit der Konstante R s von pm ist durch eine auch bei den Ni —Sn-Legierungen [13] beobachtete Neigungsäuderung gekennzeichnet.Die Temperatur, die dem Punkt, wo die Neigungsänderung stattfindet, entspricht, ist mutmasslich an die Erscheinung der magnetischen Inhomogenitäten gebunden, die immer häufiger werden, je mehr man sich dem Curie-Punkt nähert.Zu einem besseren Erkennen des mag­netischen Verhaltens der Probe mit 1% Chromgehalt unternahmen wir auch mag­netische Suszeptibilitätsmessungen. Die Ergebnisse sind in Abbildung 8 wiederge­geben.Bei kleinen Feldern erscheint ein Maximum, das ein antiferromagnetisches (ferrimagnetisches) Verhalten dieser Regie­rung anzeigt, ein Maximum das bei einem kritischen Feld von H c rs 3100 Gs verschwindet. Das antiferromagnetische Verhalten der Ni —Cr-Regierungen ist in der Arbeit [20] wiedergegeben.
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Schlussfolgerungen. Das Studium des Halleffektes im Eegierungssystem Ni —Cr, zwischen den Temperaturen 77° und 700°K, zeigte das Vorhandensein einiger Anomalien, die durch das Erscheinen der antiferromagnetischen Ordnung in der Eegierung hervorgerufen werden.Durch die Streuung der Elektronen auf den magnetischen Inhomogenitäten erscheint eine Anomalie auf den Abhängigkeitskurven R s(pm), die sich durch das Ändern der Neigung bemerkbar macht. Die theoretischen Gleichungen (1) und (2) sind nur für begrenzte Temperaturbereiche bestätigt, die durch genaue Werte der Konstanten a, b und a, ß gekennzeichnet sind. Auf diese Weise grenzt sich der Bereich der tiefen Temperaturen, wo die Streuung auf den Spinwellen vor­herrscht, vom Temperaturbereich ab, welcher sich dem Curie-Punkt nähert und wo die Streuung auf den magnetischen Inhomogenitäten erscheint.Das Vorhandensein des Chroms in der Eegierung bestimmt bei kleinem Gehalt die Verschiebung des Curie-Punktes gegen höhere Temperaturen, hingegen findet bei grossem Chromgehalt eine Verschiebung gegen tiefe Temperaturen statt. Aus riesem Grunde müssen die Messungen zum Studium des Halleffektes in den Eegie- dungen mit grossem Chromgehalt in flüssigem Helium durchgeführt werden.

(Eingegangen am 7. September 1967)
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A N O M A L IA  E F E C T U L U I H A L L  IN  A L I A J E  D E  N i- C r  (R e z u m a t)S-a studiat în intervalul 77 ° — 700 °K  dependenţa de temperatură a constantei H all spontane R sr a rezistivităţii electrice p, a componentei ei magnetice p,„ şi a susceptibilităţii magnetice •/, la aliaje de NiC, (pînă la 6% Cr).



Ô4 ! POP, G H . IL O N C A  UND H . H EN N IN G
S-a stabilit că de la 77 °K  şi pînă în apropierea punctului Curie, constanta Hali spontană R s, rezis- tivitatea electrică p şi partea magnetică pm a rezistivităţii electrice verifică relaţiile

R s =  ap +  bg2 şi R s =  a +  ßpmAnomalia efectului Hali în aceste aliaje s-a interpretat pe baza mecanismului de dispersie a electronilor de conductibilitate pe impurităţi şi fononi, pe undele de spin şi pe neomogenităţile magnetice.
АНОМАЛИЯ ЭФФЕКТА ХОЛЛА В СПЛАВАХ Ni -Cr (Резюме)В интервале 77°—700° К исследована температурная зависимость спонтанной постоянной Холла R s, удельного сопротивления р, её магнитной составляющей рж и магнитной восприимчивости 

У сплавов N i — Cr < д о  6% С г >Установилось, что между 77°К и точкой Кюри спонтанная постоянная Холла R s, удельное сопротивление р и магнитная часть рж проверяют отношения
R s =  ар +  Ьр* и R s =  а +  ßp«.Аномалия эффекта Холла в этих сплавах интерпретирована на основе механизма рассеивания электронов проводимости на примесях и фононах, на спиновых волнах и магнитных неоднородностях.
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A S U P R A  O R IE N T Ă R I M O N O C R IS T A L E L O R  P R IN  M E T O D A  L A U E

Cunoaşterea orientării monocristalelor are mare importanţă în diferitele domenii de cercetare. Metodele folosite pentru orientare au la bază proprie- tatea  ̂ de anizotropie a diferitelor mărimi care caracterizează monocristalul.în  prezenta lucrare ne-am propus să orientăm monocristalul de rubin (trioxid de aluminiu impurificat cu crom). Din cauza proprietăţilor deosebite pe care le posedă, a aplicaţiilor sale în special în domeniul electronicii cuantice, rubinul a fost obiec­tul a numeroase cercetări [1, 2]. Pînă în prezent pentru orientarea lui s-au folosit diverse metode cum ar fi metoda optică, a difracţiei de electroni [3] etc. Una din metodele cele mai universale de orientare este însă metoda rontgenografică pe care o vom folosi şi noi în lucrarea de faţă.Metoda Laue, după cum se ştie, se poate folosi în două variante : prin transmisie şi prin reflexie. Prima variantă are avantaje la inter­pretarea lauegramelor obţinute, dar este limitată în aplicabilitate la cristalele subţiri şi a căror coeficient de absorbţie este mic. în  cazul nostru, pe lîngă faptul că rubinul are un coeficient de absorbţie mare, eşantionul era destul de gros, şi am fost nevoiţi să aplicăm varianta prin ref­lexie.în  general, dificultăţile care apar cu ocazia orientării monocristalelor sínt legate de com­plexitatea structurii lor interne şi de simetria scăzută a sistemului de cristalizare. Rubinul aparţine simetriei hexagonal-romboedrice (Щ), în care ionii de oxigen formează o structură hexagonal compactă, iar cei de aluminiu se aşază în golurile octaedrice (fig. 1). Totuşi, atomii de oxigen se abat puţin de la dispunereâ hexagonal compactă ideală în sensul că două locuri cationice (Al3+) sínt mai apropiate între ele decît faţă de ceilalţi ioni ai aluminiului. în F i g .  l. Structura cristalografiei a rubinului.
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F i g .  2. Lauegrama mo- nocristalului de rubin ob­ţinută prin reflexie.

F i g .  3. Proiecţia stereo- grafică construită după lauegramă.



ansamblu se obţine un romboedru cu parametrii de reţea: a =  5,12 A si a =  =  55° 17' [4].In procesul de orientare am urmărit localizarea în spaţiu a axei de simetrie (c), a romboedrului, care coincide cu axa de zonă [0 0 0 1] a hexagonului.Din cauza simetriei destul de scăzute pe de-o parte, şi din cauză că forma exte­rioară a cristalului nu oglindea simetria lui internă (creştere din topitură) pe de altă parte, fotografia Laue obţinută este destul de asimetrică (fig. 2).In fotografie se distinge un singur plan de simetrie. Din numărul spoturilor obţinute se urmăreşte să se identifice acel spot care corespunde zonei caracterizate prin  ̂axa (c).In prima etapă a procedeului am urmat calea obişnuită, cunoscută în literatură, construind proiecţia stereografică a sporturilor obţinute. în  acest scop se supra- prfne peste film harta Greninger. Determinînd cu ajutorul ei coordonatele spoturilor, se trec pe reţeaua Wulff. Obţinem în felul acesta proiecţia stereografică a cristalului, în poziţia în care este aşezat pe capul goniometric în timpul expunerii fotografiei. Unind punctele obţinute prin linii, se formează cercuri mari, fiecare dintre ele corespunzind la o zonă a cristalului (fig. 3).în  etapa următoare ar fi trebuit, cum se procedează de obicei, să marcăm polii cercurilor mari (ai zonelor) iar apoi citînd unghiurile dintre ei, să determinăm după tabele indicii, Müller corespunzători. Din nefericire, pentru simetriile scăzute chiar şi pentru cea romboedrică în care cristalizează rubinul, valorile unghiulare nu sínt încă tabelate, deci nu putem determina indicii Müller.Totuşi, pe baza unor coordonate unghiulare particulare luate din indicatori cristalografiei [5], putem construi proiecţia stereografică standard a cristalului de rubin. Proiecţia obţinută se referă însă la poziţia cristalului în care axa de simetrie (c) ar fi paralelă cu direcţia de incidenţă a razelor X  (fig. 4).Se observă, în proiecţia standard, elementele de simetrie ale sistemului hexa­gonal, existente cum am remarcat deja şi în cazul cristalului studiat aici : trei axe de ordinul 3 şi trei digire, toate treeînd prin punctul [0001].înseamnă că pentru identificarea axei (c) din fig. 3, va trebui să găsim un ase­menea punct care să aibă proprietăţile asemănătoare cu punctul [0 0 0 1] de pe proiec­ţia stereografică standard, adică să treacă prin el sase plane formînd între ele unghiuri de 60°.Pe proiecţia stereografică obţinută de pe lauegramă găsim doua asemenea punc­te : punctul 9 şi punctul 5. Prin punctul (9) trec planele D, N , F , R  şi E,  iar prin punctul 5 planele A , L , M , C şi H.  (Avem numai cinci plane, deoarece unul din spo­turi a ieşit din cadrul filmului.) Urmează să decidem care din aceste puncte cores­pund axei (c).Măsurînd distanţele unghiulare între aceste puncte şi vecinele lor (am luat punctul 8) şi identificînd cu proiecţia standard, găsim că axei (c) îi corespunde punctul 9. Mai departe, măsurînd distanţa unghiulară de la centrul proiecţiei pînă la punctul 9, care reprezintă proiecţia axei c, găsim abaterea axei de simetrie de la direcţia de incidenţă a razelor X . Această determinare se face numai după ce prin rotirea proiecţiei stereografice, în sensul acelor de ceasornic, în jurul centrului, am adus punctul (9) pe linia ecuatorială a reţelei Wulff. Unghiul cu care trebuie să efectuăm ultima rotaţie ne va furniza a doua coordonată unghiulară care va deter­mina complet poziţia axei (c). (în cazul nostru particular am obţinut valorile 28° şi respectiv 80 °.)Pentru a verifica procedeul folosit, reconstruim proiecţia stereografică rotită, astfel ca axa (c), determinată prin coordonatele unghiulare obţinute, să fie paralelă

A SU PRA  ORIENTĂRII M ON O CR ISTA LELO R  PRIN M ETODA LAÜÉ
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P 1 g. 4. Proiecţia stereo grafică standard a rubinu lui.

F  i g. 5. Proiecţia stereo- grafică rotită a proiecţiei din fig. 3.



cu direcţia de incidenţă a razelor X .  Dacă proiecţia astfel obţinută (fig. 5) coincide cu proiecţia stereografică standard, însemnează că procedeul folosit este corect. Comparînd fig. 5 cu fig. 4 se vede că în cazul nostru coincidenţa este perfectă.Pentru a avea un reper permanent faţă de care să cunoaştem poziţia axei de simetrie, se taie cristalul într-un plan perpendicular pe direcţia acestei axe, după ce cu ajutorul capului goneometric am suprapus-o peste direcţia de incidenţă a razelor X .
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О Б  О Р И Е Н Т А Ц И И  М О Н О К Р И С Т А Л Л О В  М Е ТО Д О М  Л А У Э  ( Р е з ю м е )Автор статьи распространяет метод Лауз для ориентации монокристаллов на ромбоэдрическую систему, имеющую относительно низкую симметрию и для которой нет табулированных угловых значений. Ориентация производится путём построения стандартной стереографической проекции кристалла на основе некоторых частных значений углов между кристаллографическими осями. Эти углы обычно можно найти в кристаллографических показателях.

O N  T H E  O R IE N T A T IO N  O F  S IN G L E  C R Y S T A L S  E S IN G  L A U E  M E TH O D(S u m m a r y)The author extend Laue method of orientation of single crystals to the rhombohedral system considered as having a rather low symmetry and for which the angular values are not tabulated. The orien­tation is made in this case drawing the standard stereographic projection of the crystal cn the basis of some particular values of the angles between the crystallographic symmetry axes, angles which usually can be found in the crystallographic indicators.





M Ă SU R A R E A  C U R E N T U L U I A L T E R N A T IV  CU T R A D U CT O A R E  SE M I­CO N D U CTO ARE T E R M O R E Z IS T IV Eile
F. PUSKÁS şi C. B Á U X T FFYPrecizia maximă cu care ampermetrele cu citire directă măsoară intensitatea curentului alternativ în domeniul audio-frecveuţei este de 0 , 1 %. în literatură sínt descrise diferite metode de comparare [1—3] cu care se poate obţine o precizie de 0,01—0,05%, pînă la frecvenţe de 10 — 20 kHz. La aceste metode de comparare în general sínt folosite traductoare termoelectrice sau termorezistive.Scopul acestei lucrări este de a prezenta un traductor termorezistiv cu semi- conductori care se bazează pe egalitatea cantităţilor de căldură dezvoltate de cei doi curenţi, alternativ şi continuu. Traductorul propriu-zis este format dintr-un ter- mistor cu încălzire indirectă.

Fig. 1.I. Descrierea Iraduetorului şi a modului de lucru. Traductoarele au fost con­fecţionate din termistori puşi la dispoziţia noastră de către Institutul de fizică Bucureşti. S-au folosit termistori cu rezistenţă electrică de 8—10 kO şi coeficientu. de temperatură de 3 —4%/°C. Pe termistori s-a bobinat bifilar sîrmă de cupru emai­lată avînd diametrul de 0,1 mm. Rezistenţa ohmică a bobinajului de încălzire a fos1



102 F. PU SK A S, C . BALIN TFFYde cca. 8 Q, iar inductanţa sub 20 pH. Termistori astfel pregătiţi au fost introduşi în baloane din plexiglas (fig. 1 ) care apoi au fost vidate.Experienţa ne-a dovedit că un vid de IO-3  torr asigură o izolaţie termică suficientă pentru termistorii cu încăl­zire indirectă. în  vederea stabilităţii termice a termistorilor s-a ales un montaj în punte. Am studiat diferite montaje în punte în număr de şapte, care din punct de vedere a tehnicii de măsurare pot fi împărţite în două categorii. în  cazul mon­tajelor din prima categorie (schemele 1 — a, 1 — b, 1 —c şi 1 —d) echilibrarea punţii s-a făcut cu o rezistenţă de precizie ce s-a etalonat direct în intensitate de curent, corespunzătoare curentului de măsurat. în  cazul montajelor din a doua categorie (schemele 2  —a, 2 —b şi 2  —c) echilibrarea punţii se face cu ajutorul unui curent continuu de intensitate cunoscută, astfel intensitatea curentului alternativ de măsu­rat este comparată cu intensitatea curentului continuu necesar pentru echilibrarea punţii.
II. Rezultatele experimentale. Ea traductoarele descrise în literatură [1, 2] s-a folosit un montaj de tipul schemei 1—a (fig. 2). Ea acest montaj în vederea stabilităţii termice se foloseşte şi un termistor R T. Termistorul stabilizator R T se montează în acelaşi balon cu termistorul Tr, astfel erorile suplimentare provenite din variaţia temperaturii, practic, sínt eliminate. Valoarea rezistenţei R 1 din bra­ţul inferior al punţii este de 2 kO iar R  este o rezistenţă de precizie variabilă în decade. Alimentarea punţii se face în curent continuu. Conectarea curentului alternativ de măsurat produce dezechilibrarea punţii deoarece rezistenţa traductorului se micşorea­ză datorită încălzirii. Echilibrul punţii poate fi refăcut prin modificarea rezistenţei A cu o cantitate Ä R  ; această variaţie de rezistenţă A A va fi o funcţie de intensi­tatea curentului alternativ de măsurat. Apoi bobina de încălzire a termistorului o conectăm la curent continuu. Intensitatea curentului continuu o reglăm în aşa fel încît puntea să se reechilibreze cu aceeaşi variaţie А Й a rezistenţei ca şi în cazul curentului alternativ. în  acest caz, în mod evident, ambii curenţi au dezvoltat aceeaşi cantitate de căldură, deci măsurînd intensitatea curentului continuu aflăm tocmai valoarea efectivă a intensităţii curentului alternativ. Pentru a putea măsura
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F i g .  3.intensitatea curentului continuu cu o precizie cît mai mare, în acest scop am folo­sit un compensator de curent continuu. Fig. 3 reprezintă schema de principiu a montajului folosit.Avînd în vedere că valoarea rezistenţei R,  pentru care puntea este în echilibru, este o funcţie a intensităţii curentului alternativ, aceasta se poate etalona în unităţi de intensitate de curent. Etalonarea se face în curent continuu. în  fig. 2 sínt repre­zentate curbele de etalonare corespunzătoare schemei I . Schimbînd valoarea I 0



M Ă SU RAREA C U  TRAD UCTO ARE SEM IC O N D U CT O A R E  TERM OREZISTIVE 103a curentului de alimentare a punţii, se jrrimesc diferite curbe de etalonare. Din curbele de etalonare se poate determina şi sensibilitatea aparatului. Prin sensibili­tatea aparatului vom înţelege variaţia de rezistenţă A R  care este necesară pentru reechilibrarea punţii în cazul în care ea a fost dezechilibrată de un curent cu intensi­tatea de 1 mA. Deoarece curbele de etalonare nu sínt liniare, nici sensibilitatea

aparatului nu va fi constantă. Sensibilitatea aparatului depinde şi de intensitatea curentului de alimentare a punţii : Din teoria punţilor de măsură se ştie că sensibili­tatea punţii creşte în mod proporţional cu creşterea intensităţii I 0 a curentului de alimentare, în schimb efectul termic al acestui curent micşorează sensibilitatea traductorului. în fig. 2  din curbele de etalonare se vede că mărind intensitatea curentului sensibilitatea aparatului creşte, apoi începe să scadă. Pentru fiecare schemă se poate determina curentul de alimentare a punţii, care asigură sensibili­tatea maximă. în  cazul schemei l-a intensitatea optimă de curent este de 2,5 mA, iar sensibilitatea este de 5Q/mA (sensibilitatea s-a calculat la 30 mA).

Cu traductoarele ce ne-au stat la dispoziţie am realizat diferite montaje, pe de o parte cu scopul de a mări sensibilitatea, pe de altă parte pentru a mări domeniul de măsură.în  cazul schemei 1 —b, în unul din braţele punţii sínt puse două traductoare legate în serie (fig. 4). Din analiza curbelor de etalonare rezultă că în comparaţie cu schema anterioară sensibilitatea creşte de două ori, în timp ce domeniul de măsură rămîne acelaşi. în  cazul schemei 1—c am pus în paralel două traductoare (fig. 5).



104 F. P U SK A S, c .  BALIN TFFYîn  acest caz sensibilitatea aparatului nu se schimbă faţă de schema 1 —a , în schimt creşte domeniul de măsură.în  cazul schemei 1 —d (fig. 6), bobiuajele de încălzire ale termistoarelor sínt legate în serie iar ternristorii se află în braţele opuse ale punţii. în  cazul acestui montaj se obţine cea mai ridicată sensibilitate. Intensitatea optimă a curentului de alimentare a punţii va fi cu mult mai mică decît în cazul montajelor anterioare, căci în toate braţele punţii avem termistori.Pentru a uşura compararea diferitelor scheme, dăm mai jos un tabel cu cîteva date mai importante :
Schema Domeniul de măsură mA Sensibilitatea (la 30 mA) fl/mA Constanta de curent А/П Rezistenţa internă П ConsumulpropriumaximmW cos ç al traductorului la 20 K H z

1 a 5 — 35 5 2 .IO “ 1 8 10 0,9871 b 5 — 35 10 io — 16 20 0,9531 c 10-75 5 2 -10—1 4 20 0,9971 d 5 -3 5 50 2 -IO“ 5 16 20 0,953
Pe baza datelor din tabel putem să observăm mai uşor posibilităţile de utili­zare a aparatului. De asemenea rezultă că nu putem măsura curenţi mai mici de 5 mA —, aceasta fiind sensibilitatea de prag a traductorului nostru —, dar în inte­riorul domeniului de măsură putem pune în evidenţă variaţii ale curentului de ordi­nul a 10- 4 A. Prin montarea corespunzătoare a traductorului (schemele 1—b şi 

1 —d) sensibilitatea de bază a aparatului poate fi mărită de 2 , respectiv de 10  ori.Prin legarea în paralel a traductoarelor, domeniul de măsură al aparatului se dublează, sensibilitatea de bază a aparatului rămînînd aceeaşi, în schimb are dez­avantajul că sensibilitatea de prag scade la jumătate (schema 1 — c). Rezistenţa in­ternă a aparatului este mult mai mică cu cel puţin un ordin de mărime) faţă de amper- metrele cu indicaţie directă care au acelaşi domeniu de măsură şi sensibilitate de bază. Inductanţa traductorului fiind mică, randamentul de transformare a curentu­lui alternativ în căldură este ridicat iar factorul de putere al aparatului chiar şi la 20 KH z este aproape de unitate ; astfel aparatul poate fi folosit cu succes la măsu- rarea_ curenţilor din domeniul audiofrecvenţei.în  cazul montajelor studiate anterior, curbele de etalonare nu sínt liniare. Acest lucru este dezavantajos, deoarece în interiorul domeniului de măsurare sensibili­tatea nu este constantă, pe de altă parte sensibilitatea de prag a aparatului nu este folosită în întregime. în  cazul realizării unui montaj care prezintă curbe de etalo- uare liniare, limita inferioară de măsurare a aparatului poate fi mărită cu 2 — 3 mA.Curbe de etalonare liniare se pot obţine folosind montajele din grupa a 2 —a (schemele 2 —a, 2  —b, —2 c).în  acest caz, în locul termistorului stabilizator R  , folosim un traductor. Curen­tul continuu ce trece prin acest traductor este astfel reglat, încît cantitatea de căl­dură pe care o dezvoltă să producă o micşorare a rezistenţei termistorului, necesară reechilibrării punţii. în  acest caz intensitatea curentului alternativ este compa­rată cu intensitatea curentului continuu ce trece prin celălalt traductor. Pentru etalonare, prin ambele traductoare se trece curent continuu.în cazul acesta sensibilitatea aparatului trebuie să o definim în alt mod. Prin sensibilitatea aparatului vom înţelege acea intensitate a curentului continuu care



M Ă SU RA R EA  CU  TRAD U CTO ARE SEM IC O N D U CT O A R E TERM OREZISTIVE 105trecînd prin traductoare, reechilibrează puntea de măsură în cazul în care prin tra- duetorul de măsură trece un curent de 1 mA. în cazul montajelor din categoria a doua, constanta intensităţii de curent a aparatului are acelaşi ordin de mărime ca şi în cazul montajelor din prima categorie.

Concluzii. 1 . Din rezultatele măsurătorilor reiese că traductoarele studiate sínt potrivite pentru măsurarea intensităţii curentului alternativ în domeniul audiof recvenţei.2. Metoda folosită dă posibilitatea măsurării cu mare precizie a curentului alternativ, întrucît măsurarea intensităţii curentului alternativ este redusă la măsu­rarea intensităţii curentului continuu. Marele avantaj al metodei este acela că se măsoară valori efective, valoarea măsurată fiind independentă de forma curbei curentului. Astfel se poate folosi pentru curenţi sinusoidali, nesinusoidali şi pentru impulsuri de curent.3. Rezistenţa internă este cu cca un ordin de mărime mai mică decît a amper- metrului de mare precizie (clasa de precizie 0 ,2 ) care funcţionează în acelaşi domeniu de măsură. Constanta intensităţii de curent a aparatului este similară cu a amper- metrelor cu citire directă ce funcţionează în acelaşi domeniu (10~ 4 — 10~° A/div). Sensibilitatea aparatului s-ar putea ridica prin mărirea rezistenţei bobinajului de încălzire. însă, în cazul traductoarelor confecţionate de noi, scopul principal pe care l-am urmărit a fost de a realiza un dispozitiv pentru măsurarea curentului alternativ cu consum propriu mic, astfel că am renunţat la o mai mare sensibilitate. Prin cupla­rea traductoarelor în diferite moduri, putem schimba sensibilitatea şi domeniul de măsură al aparatului, fără a utiliza şunturi.4. Această metodă de măsurare care asigură o precizie ridicată şi consum pro­priu mic (10-2  W) desigur are şi dezavantaje faţă de ampermetrele cu citire directă, în primul rînd în ceea ce priveşte timpul de măsurare. Timpul de încălzire a apa­ratului este de cca 5 minute (se referă la puntea de măsură), par traductoarele ating temperatura finală la aproximativ 3 minute după conectare. în cazul schemelor din categoria a doua, o măsurare necesită şi mai mult timp, căci în cazul unei măsurări precise intensitatea curentului continuu de echilibrare urmează să fie măsurată cu un compensator de curent continuu.
( In tra t  în  redacţie la  4 iu l ie  1967)
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B H i U ü G R  Л Г I Е1. ,,L a  technique moderne” , Ы Н  (1961), nr. 4 (apr.). 151.2. H . J .  S c h r a d e r ,  , ,E .T .Z .”  73 (1952), 547.3. E . S. A n ţ e l i o v i c i ,  Radiotehniceskie izmerenia. Gosenergoizdat, Moskva —Leningrad, 1958.

И З М Е Р Е Н И Е  П Е Р Е М Е Н Н О Г О  Т О К А  Д А Т Ч И К О М  П О Л У П Р О В О Д Н И К О В О Г ОТ Е Р М О С О П Р О Т И В Л Е Н И Я(Резюме)В статье описан полупроводниковый датчик, изготовленный из термистора с косвенным нагре­вом, при помощи которого можно измерять с большой точностью силу переменного тока в области звуковой частоты. Работа датчика основана на равенстве количеств теплоты, испускаемых перемен­ным и постоянным токами.Даны различные измерительные схемы.
M E A S U R E M E N T  O F A L T E R N A T IN G  C U R R E N T  B Y  T H E R M O R E S IS T IV E  S E M IC O N D U C T O RT R A N S D U C E R S(S u in in a r y)The authors present a thermoresistive transducer, made of an indirect heating thermistor. The appa ratus is used in audiofrequency to measure with great precision the intensity of the alternating current. The work of the transducer is based on the equality of the heat amounts disengaged by the alternating and direct current.Some connecting diagrams are given.
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A SU P R A  M A T R ICE I D E N S IT Ă Ţ II ST Ă R IL O R  D E  SPIN
de

Z . GÄBOS şi S. BLONDEI!

în  sistemul legat de particula cu masa de repaos m0 diferită de zero şi cu spinul s, stările de spin sínt descrise de vectorii de stare |s, m >  în număr de 2 s + l  (m =  
=  —s, . . .  ,0 , . . .  , s). Numerele cântice s şi m sínt definite prin

A  —»2 S A

s, m >  =  s(.s +  1) j s, m >  , S ,  |s, m > m I s, m > ,  ă, — 1

A(5 este operatorul momentului cinetic de spin).Vom folosi în continuare reprezentarea în care vectorii de stare daţi de
Ss — 1 mI s, m >  =

s, m >  sínt
(1 )

S —s+1 m S-s»»Este avantajos dacă exprimăm operatorul S  în baza sferică
5 ») =  Sd)o =  s 3) 5(1)1 =  -  Sii> i S 2),SlD-i =  _  S (D =  (s, +  iS 2), S 2 =  S<J>S(1)a, « =  1, 0, -  1. (2)

Aceste matrice de bază sínt reale şi au 2s +  1 linii şi 2s +  1 coloane. Ele satisfac relaţiile de comutare №  s4\] =  -  s</> [S'Ţ SŢ,] =  -  s™  №  S<‘>] =  S<‘>. (3)



108 z. g A b o s , s . b l o n d e rDacă starea de polarizare a particulei este o stare mixtă, funcţia de undă obţine printr-o combinaţie liniară a vectorilor de bază
s

I S > = E  Cm I S> m >  =
m——s

cri-i
S — s-f 1 
C-*iar starea de polarizare este caracterizată cu ajutorul matricei densităţii p. Elemen­tele acestei matrice fiind definite prin

CjC*, j ,k  =  s,  . . . .  0 , . . .  , — smatricea este liermitică : p+ =  p.Matricea p satisface condiţia de normare (4)

Spp *= 1 .Mai avem ( 5 )

Sp  p2 < l .  (G)Dacă avem egalitate, polarizarea este completă, dacă avem inegalitate — polari­zarea este parţială.Una din problemele de bază este determinarea celor (2.s -|- l )2 matrice de bază, cu ajutorul cărora se poate exprima matricea densităţii. în baza sferică matricele de bază se notează cuS ' " 1 p =-= n, . . .  , 0 ,  . . . , -  n ; и — 0, , 2 s .  ( 7 )W. K o n a r  [10 ] ajunge la aceste matrice utilizînd relaţiileC {'Im) _  г 'Ч т Ъ п  о(/и) о{/н) e(2/» - 1) r '2 ш \ 2ш г 1 о(2ш) о(1) ЛСМ
^ 2 т  '"'/и т т т ^  ш ^  т > ‘“Е  ш \ 1 ^ :!ш 2ш 1 1 v- 2/» > * " >Ls -1,i-Sp,)J =  У ( « Ж р) Е ±  p h 1 ) -Ел-(Mărimile notate cu С sínt coeficienţi Clebsch-Gordan). în această lucrare ajungem la următoarele rezultate :a) se arată că avem posibilitatea de a ajunge la matricele de bază utilizând relaţia de recurenţă

E  '1 ^ E E E | E >  * + ß = s. (9)a , [icare este o generalizare a relaţiilor (8). (Cu paranteză am notat anticomutatorul mărimilor Ŝ n), S<’>) ;a  9 fi > ’b) se dau expresiile concrete ale matricelor de bază pentru particulele cu spinul 1/2, 1, 3/2, 2;c) se dă o definiţie a gradului de polarizare pentru particule cu spin arbitrar ;d) se stabilesc unele rezultate noi în legătură cu stările pure.



A SU PRA  M ATRICEI DEN SITĂŢII STĂRILOR DE SPIN 10910 Utilizînd
д а *  =  №  +  î) c% , a =  1 , 0 , - 1  

j ,  k =  s, . . . .  0 , — s
k +  a. =  j

( 10)

pe baza relaţiei (9) ajungem la matricele de bază care formează o bază ortogonală
S p (Spn) S (”')t) =  0(S, «)S„BSPT, 5<°> =  1, (11)unde S ,m)T =  ( _ 1 )TS<“ > =  (—1 )TS (W)" T. (1 2 )Pentru matricea p putem scrie

2s П
o (s) =  A s0 +  E  E  A x„P <^Sp ]. (13)

« — 1 T — — n

PW' sínt componentele contravariante ale unui vector sferic de rangul n, şi A s0, 
A sn sínt constante. Putem să ne convingem de acest fapt efectuînd o rotaţie în jurul axei Oz. Avem
Deoarece p' =  UpU

avem
Uß =  ebb,*, j  — s, . . . .  0, . . . .  — s. 

U S ^ U -  =  с,'рф5‘я)
p ( » ) p '  =  c'P'-f pu  O p  .Pentru S p p2, pe baza relaţiilor (11), (13) găsim

S p P2 =  (2s +  \)A% +  E  Ё  ^ „0 (s , ») P {")pi"K-
n =  1 T = —nPutem ajunge la matricea p şi pe o altă cale. Introducem mărimile Л/(")р prin relaţiile <  s ] S<">p \ s >  =  <  S<">p >  =  B snM (n)p (14)

(Bsn este o constantă ; cu bară am notat valoarea medie a unei mărimi fizice — cea corespunzătoare operatorului S (n)p.) Dacă completăm relaţiile (14) cu relaţia Spp =  =  1 , pe care o putem scrie sub forma< s |5 (°)°|s >  =  1, (15)avem (2s -f- l )2 ecuaţii pentru cele (2s -\- l )2 mărimi c; cţ, deci (14) şi (15) ne conduc tocmai la matricea p.Dacă punem condiţiileMW’ =  P<”>\ V®(s. ») P {")Z =  Sp(pS{")z),

Aso — 2  s A sn — Bsn — n)

obţinem



n o iz. GÁBOS, S. BLONDERprin urmare р =  г ^  +  Е Е  p ^ s y ,2 s +  1 n = i  t * = —n

5/>p2 =  _ i — +  £  Р<в)Р (я)т,2s 1 n — 1 x=  — »Definim gradul de polarizare prin
P  =  l [ ( 2 s + l ) W -  1].

2sSe observă că pentru o stare nepolarizată P  =  0, iar pentru starea complet polari­zată P  =  1.2° Introducem următoarea notaţie
R m (ab . . .  pq) =  Si1,S£1) . . . SjJ’S«1» +  SÎ']S[l) . . . +  . . .în  membrul al doilea avem suma tuturor termeni diferiţi care se obţin prin permu­tarea elementelor din expresia . . . Sp^SqK Indicele m ne indică numărulacestor termeni. Folosind această notaţie, pe baza relaţiei (9) găsim

S {i ) = R 1( 11), s (.2, =  ^ t f 2(io), So2) =  [2Pj(00) +  P 2(l -  1)],

S-j3) =  2P1(111), S P  =
si;” =  A / f P 2̂ 000) +  R * (10  -  1 )].Si4) =  2 V?

2V? P3(110), s
V î 5 [2 /?,(100) +  P 3(H -  1)],

s£4) =  4^(1111), S\? =  2 P 4(1 1 1 0 ),(4)
[2P„ (1100) +  P 4( l l l - 1 )], 5(,J) =  2

Si,4’ =  2 Vâ [2P4(1000) +  P 12(110 - 1 ) ] ,
[4^ i(0000) +  2P 12(100 -  1) +  P e (11 -  1 -  1)].Expresiile concrete ale matricelor de bază corespunzătoare particulelor cu spinul 1/2, 1, 3/2, 2 sínt cuprinse în anexă.3° în  continuare să considerăm cazul particular al stărilor pure. Avînd în vedere că prin folosirea relaţiilor de comutare, matricele de tipul .S(,1)0 pot fi expri­mate cu ajutorul matricilor S<‘>° şi pentru stări pure obţinem următoreleexpresii ale mărimilor P<”>° :

p( i)o =

P(2)0
P(3)0 = V

■\/ф(5, 1) ’3ml — s(s 1) V 6Ф (5 , 2)
5 <ti{s 3) 3s(s —f— 1 ) -f- 1 ],

(15)

(16) 

(17)

P m  =  V 3 5 7 7 Í7 [35mi +  25w| -  30w|s(s +  1) +  3[s(s +  l ) ] 2 -  6s(s +  1)]. (18)Pentru n =  1, 2 avem rezultatele bine cunoscute din literatură [5].



A SU PRA  M ATRICEI DEN SITĂŢII STĂRILOR DE SPIN Ш4° Anexă.A. Spinul 1/2.
S\l) =  -  -£= 0 1y 2 \0  o c ( > )  _  •jo — 1 0 

0 - 1
Ф ( i ' 1)B. Spinul 1.

(° -1 0\ /1 0 0Л /0 0 Vs',11 = 0 0 -1  . S f  =  0 0 0 sl2) =  0 0 0lo 0 oj lo 0 - i j \0 0 0
S f  > =  4 = 0

^ 2
Ф(1, 1) =  2 , Ф(1, 2 ) =  1 .

C. Spinul 3/2.i° V 3 0 0\ /3 0 0 0\5SU = 1 0 0 - 2 0 çl1) _ ^0 - 1 0 1 0 0V2 0 0 0 - V 3 2 0 0 - 1 0lo 0 0 O/1 lo 0 0 - 3 1

1° 0 1 ° l (° - - 1  0 ° ls f  == V3 0
0

0
0

0 1 
0 0 - s f 1 == V3 0

0
0 0 
0 0

0
1 - s f  =lo 0 0 0 / lo 0 0 0 /

f l  О 0 0\
0 - 1  0 0О 0 - 1 0  

V0 0 0 1)

S f  =  3)12

S f  =  3 '

/ 0  0 0 - 1 \ / 0 0 1 0\ /0 - 1 0 0\
0 0 0 0 Si3* =  3 0 0 0 - 1 Si311 =  3 л / 2 о о у з  о
0 0 0 0 t 'A

0 0 0 0 ’ T 0 0 0 - 1l o o o 01 lo 0 0 01 lo 0 0 01

/ 1 0 0 0
1 0 - -3 0 0 ф( -.0 = 5, ф| -  , 21  =  6 , Ф 1 - . 3 ) =  18.

10 0 0 3 0 l 2 / 2 J 1 2 !lo 0 0D. Spinul 2.
S '1̂
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/ 0 0 0 3 0SÍ2) =  0 0 о о Ve
1 0  0 0 0 0
\ 0  0 0 0 o,

S<2) =
0 - 3 0 00 ° - l /Ï 00 0 0 /Î0 0 0 00 0 0 0

О о
. sí!|= V

0 0 0 0
- 1 0 0 0

0 - 2 0 0
0 0 - 1 0
0 0 0 2

S§" 'О О О 1 O'
0 0 0 0 1

6т/ 2  ( 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0О) 0 0 0 0 У

sí3)

/0 0 1 0 0/ 0 0 0 0 06У 2 0 0 0 0 - 1\ ° 0 0 0 0\0 0 0 0 0
ч)’ -5Í3) =  6 У  4  ( ОvO

Уз о о 00 У2 0 00 0 У2 00 0 0 - V 3

о о о 0

5i3) =  6 V 4 0 0 0 0

0 - 2 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 -- 1,

s í " =  24 0 0 0 0 1 \ / ° 0 0 - 1 ° \
0 0 0 0 ° \ / 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 , s !,4) =  1 2 V 2  0 0 0 0 0
0 0 0 0 ° / \ ° 0 0 0
0 0 0 0 0 / \0 0 0 0 0 /

S<4,=
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s'4) (О -У 2  0 0 0\ /1 0 0 0 0\0 0 2\/3 0 O \ 0 - 4  0 O O \
O O 0 —2 V3 O , si4) = 12дД| O 0 6 o o l ,O 0 0 0 У 2 / V \ 0  0 0 - 4 0
0 0 0  0 0 /  \o o o o 1 /Ф(2, 1) =  10, ф(2, 2) =  21, Ф(2, 3) =  144, ф(2, 4) =  576.(Intrat ín redacţie la 12 iulie 1967,)
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О М А Т Р И Ц Е  плотности спиновых состояний(Резюме)В стаТВе Даётся Матрица плотности ДЛЯ ЧаСтИЦ Со СПИИом 1/2, 1, 3/2, 2. Основные матрицы З а ­получаются используя отношения (9), (10). На основе полученных результатов устанавливаются выражения (17), (18), свойственные чистым состояниям.

ON T H E  D E N S IT Y  M A T R IX  O F  T H E  S P IN  ST A T E S  (Summary)The density matrix for the particles with the spin 1/2, 1, 3/2, 2 is given. Making use of the relations (9), (10) the basic matrices S ^  are obtained. The author establishes the expressions (17), (18) which are valid for pure states.
8  —  M a t e m a tic a -P h y s ic a  1/1968





E C U A Ţ II BUOCH G E N E R A U IZ A R E  PEN TR U  R E U A X A R E A  SCA LA R Ă
de

D AX DEMCO

§ 1. Introducere. Să considerăm două sisteme ,de spini I  şi S care nu sínt identice şi pentru care facem următoarele presupuneri în scopul definirii modelu­lui pe care ne vom baza în consideraţiile ulterioare :a) Spinii sistemului / sínt independenţi, ceea ce permite a considera un singur spin avînd factorul giromagnetic y. Sistemul este plasat într-un aranjament tipic de rezonanţă.b) Sistemul de spin I  interacţionează scalar cu sistemul de spin 5. Cuplajul scalar У ' A I  S, poate deveni un mecanism de relaxare pentru spinul I ,  dacă cîmpul
ipe eare-1 ,,vede” proporţional cu ^  AS,- are o dependenţă haotică de timp, cauzatăifie de variaţia lui A  din cauza schimbului chimic cu constanta de timp те sau a rela­xării sistemului de spin S, unul dintre aceste procese fiind predominant. Presupunem că este mult mai mare ca timpii de relaxare t , ai sistemului S datorită unui alt mecanism decît cuplajul scalar.c) Sistemul S se află în contact cu o ,,baie” propriu-zisă (В) ce o presupunem a fi în echilibru termodinamic şi a cărei comportare disipativă o caracterizăm prin timpul de corelare tc. Vom considera că tc/t, < 1. Spinii S, nu efectuează o varia­ţie destul de rapidă în jurul lui / astfel încît т./т, poate fi arbitrar (t, este o măsură a timpilor de relaxare a sistemului I).d) Interacţiunile I —S  şi S — B  sínt presupuse a fi independente una de alta. Interacţiunea / — B  este neglijabilă în comparaţie cu / —S. Operatorul de spin 

Т~, 5, este considerat un operator de „baie” pentru’sistemul /[1].
i Urmarea ipotezei c) este apariţia efectelor de „.memorie” în ecuaţia de evoluţie a sistemului I.  Sistemul I  relaxează după o ecuaţie nemarkoffiană în opoziţie cu procesul de relaxare a lui 5[2, 3].Aplicînd teoria l u i A r g y r e s  şi K e l l e y o s ă  obţinem o ecuaţie nemarkof­fiană pentru evoluţia în timp a operatorului de densitate statistică a sistemului 

I , ce ne permite să studiem răspunsul sistemului la un cîmp exterior arbitrar — în particular problema apropierii de echilibru termic şi fenomenul de saturaţie. Se *
* în  elaborarea acestei lucrări autorul s-a bucurat de sprijinul prof. loan Ursu şi lector Florin Cons- tantinescu, cărora le aduce mulţumiri.



116 D. D E M O )obţine o ecuaţie pentru magnetizarea stării staţionare eu patru timpi de relaxare, toţi dependenţi, în general, de frecvenţa şi tăria cîmpului rotitor. Se discută cîteva cazuri particulare.Rezultatele noi ca şi cele ale teoriilor anterioare sínt obţinute în aproximaţia Born cea mai joasă pentru tăria mecanismului de relaxare scalar şi pentru t ,/ t ,  < 1.§ 2. Ecuaţia generală de mişcare a sistemului I. Argyres şi Kelley obţin pentru cazul unui hamiltonian de spin arbitrar A{t) (în el este inclus şi A 0=  — co07, ce reprezintă termenul Zeeman), în aproximaţia Born cea mai joasă şi pentru t >  t ,-, următoarea ecuaţie de mişcare cu „memorie” pentru operatorul de densitate redus 
a(i) a sistemului I(h =  1 ),у  <t) =  -ia(t)a(l)  +  e 0(t, M )  (1 )

dtunde a{t) reprezintă operatorul Liouville corespunzător lui A(t) iar @0(t, {u}! este operatorul de ciocnire cu „baia” ,
t

ê«(/, {*}) =  -  S s(t, t -  t) Vxr (t -  T)] -AX Jo-  C „(-T )  [Vk, S s(t, t — x) a  (t — x)Vx]} (2)în (2 ), vh şi uk sínt operatori pentru spin şi „baie” după care se dezvoltă interac­ţiunea de relaxare V =  Y2/Ukvk iar 5,( ,̂ т) cr= U(t, т) a U ~ l(t, t ) unde
k

U(t, t -  т) =  T) (3)în care A'  =  — Iiùe unde A =  a>0 — o> şi =  (o)], 0, A).Funcţiile de corelare termodinamice (nesimetrizate) sínt definite,Cw.(t) =  trJ(B) uk(x)ux (4)unde f(B) este matricea de densitate a „băii” la echilibru termodinamic.în  opoziţie cu forma semiclasică a relaxării analizată în aplicaţia din [2 ], deoarece acum operatorii de „baie” sínt cuantici trebuie să utilizăm forma cuanto- inecanică a teoriei. Pentru cazul cînd avem o simetrie sferică a distribuţiei spinilor 
Si în jurul unui spin / putem scrie,C t t W  =  =  C k( t )S _* x (5)în  sistemul de referinţă ce se roteşte în jurul axei 2 cu frecvenţa unghiulară со, obţinem, utilizînd (5), (2) şi (3), pentru starea staţionară, ecuaţia operatoruluide densitate a sistemului I, а'(ы), sub forma :

—ia'arr(co) +  Щ(ы)а'(ы) =  0 (6)unde
éó(tó)u f (tó) =  — j t h{k iù  — a ' ) [ i k, « ' ( и ) ;  +

к+  /..*(Äw — ar)[IH, e'(to)] + (7 )



ECU A ŢII gLO CH  GEN ERALIZATE PENTRU RELA X A REA  SC A LA R A 117în care densităţile spectrale j~  sínt date de,OC=  ^ т 7 “тСг(т) (8)Ocu C f { t) = y [Cj (t) í C j ( - t)]. în aproximaţia temperaturilor înalte şi pentru ordinul cel mai mic în ß =  (kT)~l avem:
j î  M  =  ;*(«) ; ;*-(«) =  ;»(«)(ß o/2) -  i(ß/2)C*+(0) (9;Dacă utilizăm rezultatele din [2], (6) şi (7) obţinem magnetizarea stării staţiona« pentru un spin arbitrar în sistemul de referinţă rotitor, M(,(co) =  пу^Д/цО^«)] 

(n este densitatea spinilor) sub forma :( — i)ny\ { [ I^ a '  +  Y i  (—1)|1+* { k — (z)ot№+*,v(— 6)«vx(0) X
k\ihX(ß/2)C*+(0)[7X, /_*]+М<о)} +

+  ] C  (— 1)“ +*(А: — (л) ( V m . v(— ö) «v>.(0);*( —vtoe — £co) XftXvX {(— l)x-*(x 4- Л )М х -.*(ы )+  (Xo/y) ( — vwe - км) =  0 în саге ацм(0) sínt date de:
2хц — 1 — 2 a - ! ,..] — 1 --= 2a], _j 4 1 --- 2a_i, i +  1 =  a0o =  cosö =  A/cae =  C

2 a0, - 1  =  2 a0, i =  —a_jo =  — ai,o =  sinO =  Wj/coe =  siar s, =  z ] =  2s0 =  2 şi /о =  wy*ß/(/4-l)/3. în primul termen al egalităţii (10' avem o expresie de ordinul doi în V  în care în ipoteza \A \ > ! V  \ poate fi neglijai în comparaţie cu I ^ a '.  Putem interpreta acest lucru ca o renormalizare de ordinu doi în interacţiunea spin-baie a energiei spinilor I  [4]. Prin urmare considerenteh ulterioare bazate pe (10) au o natură cantitativă în opoziţie cu [2 ].§ 3. E c u a ţ i i l e  B l o c h  g e n e r a l i z a i  e .  buînd în consideraţie cele de mai sus, dii(10) obţinem pentru M r ( m ) sistemul de ecuaţii :
1 Tx 1 н д  +  л д Т~' \ /Л7ГЛ T xzl (о +  D x<ùe'Д +  iV0 т у 1 — (Ы1 + л/;. =  ( - 1  1 у

—  JV̂ to “j- D v(úe7' “1 wi 4~ TV 1 7 7 1 / W ; { Т7'м +  D,tù, 1unde cei patru timpi de relaxare sínt :
Tx =  io(wJ 4- 2 cj-i(cú) 4~ s /-I(со 4“ ь>е) +  s_7_i(co — (of) (12  a
T 7 1 =  T71 +  s2 jo(0) - > ( « ,) ]  (1 2 b
T7l =  2s2; - i(w) + ( C +  1 ) ;l,(o> +  coe) +  (C -  l)2jL,(co -  a,) (12 c7 *, =  s [—2 Q_i(o)) +  (C 4 -  l);'-i(w 4- ме) 4 -  (C — l ) i- i ( tó — ыг)] (1 2 d



118 D. DEM COcele două deplasări de frecvenţă,
N 0 =  —Cjo (ыг) -f- 2C /-i(o>) +  s/_i(o  — o>f) +  s2j ' l i(co +  и() (12 e)
N , =  s[2C;",(«o) -  (C -  l)/"i(o> -  со,) -  (C +  l)i",(co +  M()] (12 f)Şi
D x — 5 [/о(ь>е) — (C — l)/_i(o — 0)J +  (C l)/-i(to +  w.,) I (12 g)
Dy =  s [—Qo (wj — (C — l);_i(co — <oJ -j- (C  -f- 1 )4 — 1 (со +  cor)] (12 li)Z), =  — (C +  l)2j L t(o> — wf) +  (C +  l)2y_i(w -j- toj (12 i)în aceste expresii j ’{со) şi / ” ( o>) sínt părţile reale şi imaginare ale lui /(o>).Ecuaţiile (11) reprezintă generalizarea ecuaţiilor fenomenologice ale lui Bloch pentru starea staţionară referitoare la un sistem de coordonate ce se roteşte cu cîm- pul transversal. Timpii de relaxare şi deplasările de frecvenţă depind de toţi cei trei parametri de frecvenţă ai sistemului w, со, şi w„, caracterizînd deci, punctual, nu global, linia de absorbţie ce nu are în general un caracter lorentziaii. Ecuaţiile (11) conţin efecte de „memorie” .§ 4. Analiza cazurilor particulare. Să analizăm expresiile timpilor de relaxare şi ale deplasărilor de frecvenţă (1 2 ), în următoarele cazuri particulare:A. Cîmpul transversal slab în jurul rezonanţei. Dacă w1( JA| >  to0 noi avem |’- i(m ±  w,) s k /_i( w) cu toate că о), Т уТг şi cújT, pot fi mari. Din (12) obţinem:27 1 =  j ' M  +  2/:,(*>) ; T ~ '=  77 1 +  s2[f0(0) -  f0(<új ] (13 a)77 1 =  4/l,(o)) ; N . =  -  Cjó'icúJ +  2/14(0)) (13b)

D x =  sT ~ l ; D y -  sN 0 ; I), =  C T j 1 (13 c)iar toţi ceilalţi sínt nuli. Analog cu Argyres şi Kelley se poate arăta că la satura­ţie avem o comportare diferită a semnalelor de absorbţie şi dispersie. Toate cele­lalte concluzii obţinute în [2] rămîn valabile însă referitor la expresiile (13).B. Cîmpul transversal foarte slab în jurul rezonanţei.Dacă o)j, A| <  o>0, T; 1 atunci,T V 1 =  V 1 =  io (0) +  2; ' - Î H (14a)
Т Г  =  4j-'i («) ; N 0 =  2j_"{(ú) (14b)
D x =  s T t~l ; D y =  SN0-, D z =  C T ~ l (14c)toţi ceilalţi fiind nuli. Observăm că toţi timpii de relaxare depind de frecvenţa câm­pului rotitor şi apare în plus o deplasare de frecvenţă Larmor.C. Cîmpul transversal lent rotitor. Dacă o j t , < 1 şi о)ст, <  1, însă este arbitrar, din (1 2 ) obţinem :77' =  7 7 1 =  jl  (0) +  2/11 (0) (15a)

T 7 l =  4/1, (0) (15b)
N 0 =  2/11 (0) (15c)



ECU A ŢII BLOCH GEN ERALIZATE PENTRU RELA X A REA  SC A LA R Ă 119ceilalţi termeni fiind nuli sau daţi de (13e). Expresiile magnetizărilor obţinute din(1 1 ) împreună cu (15) pot fi aplicate şi la cazul unui cîmp rotitor pur, adică pentru (00 =  0 .
§ 5. Densităţile spectrale pentru „baia“ cuantică. Interacţiunea dintre cele două sisteme I  şi S, responsabilă pentru relaxarea spinului I  are forma ( H — 1),

V =  £  A I .S t =  A L S  «kVk (16)i кunde 5 =  £  5, . Operatorii de spin vk sínt :
Vo =  I ,  ; F 1 =  /+ ; =  /_ (17)iar operatorii „băii” cuantice au forma :

u0 ~ A S ,  ; u1 =  ~ A S _  ; u _ 1 = ^ A S + (18)„B aia” responsabilă pentru relaxarea spinului / determină necesară forma cuanto-mecanică a teoriei relaxării, în care densităţile spectrale cuprind operatori cuanto-mecanici.Dacă presupunem, de exemplu, că mişcarea sistemului de spin S, ca urmare a ipotezelor c) şi d) poate fi descrisă prin ecuaţii fenomenologice Bloch [1] (rela­xare scalară de speţa a doua în lichide), cu timpii de relaxare т,, (i =  1 , 2 ), putem calcula uşor funcţiile de corelare cuantice pentru „baie” ,
C  oW А 2S  (S +  1) - tK i 3 (19a)

Q  *  (t )
A ‘ S (S  4- 1) ,«co; - t /Xj (19b)

C-X (t) a ,  ^ S i S  + Ц e~ ^ ‘6 (19c)unde coo este pulsaţia Earmor a spinului 5.Utilizînd expresia densităţilor spectrale (8) pentru funcţiile de corelare Ch (t) date de (19), obţinem :
J  o H

A 2 S  (S +  1) +  î m i 13 1 +  w 2- 2 (20a)
A * S (S  +  1) T +  '  Tf  (<* +  ыр

6  1 +  T *  (со +  < -Ş )2
A 25 (-S 1) ~2 -I- ;j ( b) -  mq)6  1 +  (со -  <oŞ)2

(20b)
(20c)în cazul unui „spectru alb” de frecvenţe a „băii” propriu zise avem ^  —  t 2 =  

Tf = t  ce reprezintă timpul de corelare al „băii” sistemului I.
§ 6. Concluzii. Rezultatele obţinute (11) şi (12) pot fi aplicate la o mare varie­tate de situaţii fizice concrete, unde se evidenţiază pregnant efectele de „memorie” . Pentru aceasta trebuie să considerăm pe viitor în acest formalism şi interacţiunea dipol-dipol ca mecanism de relaxare [5—6].



120 D. DEM COCa exemplu în cazul relaxării scalare de speţa a doua, putem obţine expresiile timpilor de relaxare şi ale deplasărilor de frecvenţă în cazurile А , В  şi C utilizînd densităţile spectrale (20).Teoria cu „memorie” a relaxării dată de Argyres şi Kelley diferă de o teorie în care aproximaţia memoriei este valabilă numai în regiunea centrală a liniei de absorbţie, |a> — g)0| ^  т(Г1, dacă t, k >  î. Utilizînd [2], obţinem pentru aproxi­maţia memoriei în cazul cîmpului transversal slab în jurul rezonanţei,
T~\ — 1Ó (“ i) +  2J - í  K )  > Tÿ' =  J'0{0) +  2J  [ (*>„) (2 1 a)7 7 1 =  4/1, (“ o) (2 1 b)
N i  =  2i - 1  (“ o) (2 1 c)Dacă introducem în (21) expresiile densităţilor spectrale (20) obţinem:

t : 1 A ’ S  (S +  1)

T\ -1 + * 5 ( S + 1 ) [Tl +  Г 1 +  T» (»  -  <,,Ş)2j

+ i  (“ o -  “ o')2
T - l  =  2+»5(5+ 1) _______t,3 1 t  i  (%  -  o>f)2
Y  _ /1*5 (5 + 1) Tattoo — <Qq)

3 1 + i ( “ o _ u o)2

(2 2 a)(2 2 b)(2 2 c)
(2 2 d)Pentru cazul unui „spectru alb” al lui В  (22 a) coincide cu rezultatul din [7], unde verificarea experimentală este făcută pe formamidă, numai pentru 77 •Dacă cîmpul transversal este foarte slab, atunci formulele (22 a —c) coincid cu rezultatele din [8 ] şi [9]. Formula (22 d) a deplasării de frecvenţă poate fi com­parată cu datele experiementale ale lui D i c k e n s o n .  [10].în  ipoteza cîmpului lent rotitor, a unui „spectru alb” de frecvenţe pentru baia propriu-zisă şi pentru coŞt < 1 din (15) şi (20) rezultă:

■ *,y,‘
2A’S(S + 1) t ; N 0 =  0 (23)Magnetizarea stării staţionare este dată prin expresiile :

M l +  iM\ =  (xoY) c J  1 +  I (24a)
I T~2 +  coi* I

M l  — (x»/t) f^o - Г ! - 1 (24b)L T~2 + <0 i*JExpresiile de mai sus, împreună cu (23), ne permit să analizăm şi cazul cîmpului rotitor pur « 0 =  0 .Indicaţiile cuprinse în [1 ] permit să obţinem din (13), (14) şi (15) formulele ce caracterizează şi relaxarea scalară de speţa întîi.



ECU A ŢII BLOCH  GEN ERALIZATE PENTRU R E LA X A REA  SC A LA R Ă 121Metoda prezentată permite analiza procesului de relaxare a protonilor în soluţii de Mn2+ datorită cuplajului hiperfin în cazul saturaţiei sau a cîmpului rotitor pur, ceea ce completează teoria liniară dezvoltată în [1 1 ].Formalismul mai general decît al lui Argyres şi Kelley dezvoltat de R o b e r t ­s o n  [12] împreună cu [13] va fi utilizat într-o lucrare viitoare pentru analiza mecanismului de relaxare prezentat în acest articol.
(Intrat in redacţie la 29 septembrie 1967)
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О Б О Б Щ Ё Н Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  Б Л О Х А  Д Л Я  С К А Л Я Р Н О Й  Р Е Л А К С А Ц И И(Резюме)Применив теорию с „памятью”  Аргиреса и Келли [1], в случае скалярной релаксации двух сис­тем спинов, получаются обобщённые уравнения Блоха, что позволяет изучать ответ системы на произ­вольное внешнее поле. Подробно изучаются несколько частных случаев. Анализируется скалярная релаксация второго рода в жидкостях и сравнивается с результатами предыдущих теорий.
G E N E R A L IZ E D  E Q U A T IO N S  O F B L O C H  F O R  S C A L A R  R E L A X A T IO N(S u m m a r y)Applying Argyres and Kelley "memory”  theory in the case of scalar relaxation of two spin systems one obtains the generalized equations of Bloch having thus the possibility to study the reaction of the system to an arbitrary external field. Some particular cases are discussed in detail. The scalar relaxation of the second kind in liquids has been analyzed and compared with the results of earlier theories.





CA LCU LAT IO N  OF T H E  E N E R G E T IC  L E V E L S  F O R  AN eS5/2 ION SIT U A T E D  IN  CU B IC C R Y S T A L L IN E  F IE L D  W ITH  A X IA L  D EFO RM ATIO NIN  T H E  <  111 >  D IR E C T IO Nby
S. V. MSTOH and « . M IHALI

1. Introduction. In the last few years the E S R  studies of the alkali halides crystals doped with ions in the fundamental state 6S5/2 (Fe3+, Mn2+, Cr + ) have showed the appearance of a crystalline field with axial symmetry superimposed on the cubic crystalline field which exists in the neighbourhood of the paramagnetic ion [1—6]. This results from the deformation of the cubic crystalline field because of the vacancy or impurity atoms association near the manganese ion. The most favourable directions for these deformations [5] are along the^lOO)’ , 110]> and <[111]> directions. For the detailed study of these deformations by E S R  method the accurate determination of the spin Hamiltonian constants is very impor­tant. This determination can be effected knowing the expressions for the transition fields, respectively for the spinorial energetic levels. To this purpose we have cal­culated the values of the energetic levels of the fiS5/2 ion for the deformation along the<[lll]> direction (The deformation along the <(110̂ > direction has been calculated [7]).
2. Calculation of the Energetic Levels. We shall consider an ion in the funda­mental state 6Sä/2 (the magnetic momentum of the nucleus being 1 =  0) situated in a cubic crystalline field with an axial deformation. The O x y z  coordinates associated with the axial component of the crystalline field is rotated with respect to the (brrcoordinates associated with the cubic component by the Euler angles a = 7Îß =  a r c c o s and y =  0. In this case the O z  axis is along the direction [111] in the cubic system of coordinates.For the calculation of the energetic levels which correspond to the fundamen­tal state we shall employ the spin Hamiltonian [8 ].

H ,  =  g$HS  +  Z>[s? -  J  S(S  +  1)] +  I  к  +  Si  +  s i  -  I  S(S + 1)(3S2
+  3S +  1)1 +  —  [35SÍ -  30S(S +  1)S2* +  25S'i -  6 S ( S  +  1) +  3Sa(S +  1) J  180 (i)



124 S. V . N ISTO R AND G . M IHALIUsing the spinorial operators Of  tabelated by O r b a c h [9] the spin Hamilto­nian can be written as :
H s =  g$HS  + D

0% ( S x Sy: S,) +  ^ O Ï ( S „  S y, S.)  +  ^ O S (S 5> S-n, St;) +

+  l - C S„, S;) (2)Rotating the operators O f  [10—11] we obtain the homogeneous spin Hamil­tonian :
TT T\ T J  Ç* I /-\0  G P  *-~i0 Я l / 2  „ 3  / o \
H ,  =  « P H S  +  - 0 S - —  0 . - —  0 ,-  (3)

For the calculation of the eigenvalues we shall rotate the spin Hamiltonian with the Euler angles a =  <p, ß =  0 and у =  0, the components of the magnetic field in the Oxyz coordinates being
H x =  H  sin0 eoscp ; H y =  H  sin 0 sin <p ; H a =  H  cos 9 (4)In these new coordinates associated to magnetic field the expression of the spin Hamiltonian becomes :

H s =  g $H Sz +  ~  (A 0ol  +  A f i l  +  A 2ol) +  (5)3 1 =  0where
Z ,  =  -  — -  Bi -  Ci (» =  0 ,1 , . . . ,  4) (6)' 180 9  ^and

A e =  -  cos2 0 -  -  ; Ay =  -  3 sin 20 ; A t =  -  sin2 0 (7]
2 2  2

B 0 =  cos4 0 — 3sin20 cos2 0 -f — sin4 08



C a l c u l a t i o n  o f  t h e  e n e r g e t i c  l e v e l s  f o r  a n  "s «л  Ю т) 1 2 5
C0 =  — sin3 0 cos 0 cos 3 <p 

8C, =  — [sin2 0 (4 cos2 0 — 1) cos 3cp +  3i sin Зф sin2 0 cos 0]4C2 =  — [2 sin 0 cos3 0 cos Зф +  i  sin 0 (3 cos2 0 — 1) sin Зф]4
C3 =  j  [(4 cos4 0 +  3 cos2 0 — 3) cos 3 tp Ţ i cos 0 (9 cos2 0 — 5) sin 3 ф ] 
Ct — — — [sin 2 0 (cos2 0 +  3) cos Зф +  2i sin 0 (3 cos2 0 + 1 ) sin Зф]

t (9)

If we consider the Zeeman term g$HSz the biggest in the spin Hamiltonian (5) (the strong magnetic field approximation), we can apply the perturbation me­thod. In this case the eigenvalues of (5) are given by the relation [12] :
Ид/ +  <( M  j Hp I M y  +  2_j jj.,0 _  ц,гО +

<  M I HP\M’ >  <  M'\HP\M" >  <  M"\Hp\M>V  V  ( <  -  < - )  (» m -  K - )  "|<M I*- < M | H , | M > E  (и-;,_  +  . . .M ’’ AÍ'where
H ,  =  g P H S , +  Hp ; W°M =  g $H M

( 10)

(П)Considering the magnetic field variable we obtain in the third approximation the magnetic fields which correspond to the transitions A M  =  +  1 :
Я  5

± 1  ± T3 = Я 0 +  4ЯЛ0±  1  ( a - F ) B 0 ±  ^ a C - l b Я Л , +  6Z ,
-  2 Г  ЯЛ , -  15Z, +  5+ Í£ h 4 2 - 9 Z 2 |2 -  |Я Л 2 -  15Z2 j 2 +  3 0 jZ 3|2] +  

|l5 Я Л , — 6Z ,j j Я Л , +  15Z,J Я Л 2 — 9Z*J + compl. con j.J-
60 Z 3Z 4*|d- ЯЛ ,— 25 Я Л , — 6Z ,j (ЯЛ2 +  15ZJ) Z* +  compl. conj +  15 Z fj +  compl. c o n j .j -  60 (ЯЛ0 +  10Z0) |Z3|2 -  20 (ЯЛ0 -  60Zo) 18|Z4|2 +

+ -  Я Л , -  6Z ,3 +  2(ЯЛ0 +  150Z0) |2 ! ^  Я Л , +  15Z,j2 +  ~  \ D A 2 +  15Z2|2jj
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H  3 ! =  H 0 Ţ  2D A 0 F- — (a — F ) B 0 ±± y  ± y  3 3

100 У2 1я С „ -----H - D A ,315 Z,  -  5 1 +  6Z J  + 5 — D A 2 -f- 9Z 2 j 30 |Z3 |2 +  180|Z4M ±±  j -  10 I ~  DA,  -  6zrj D A 2 -  9Z2J ( Ш 2 +  15Z*) +  compl. conj.j
( j ^ -  +

++  20 | — D A ,  — 6Z * IZ 3 (ZX42 +  15Z\) -f compl. eonj.
+

-  210

15Z1jz *Z 4+compl. conj. —45 (DA2+  15Z2)^~DA2— 9Z2 j z 4+compl. conj.j ++  180(Ш о -  60 Z 0) |Z4|a +  20 {DA0 -  60Z 0) j  Ш г -  6Z 4 ;* -  8 (£>Л0 +
+  150 Z 0) D A ,  +  15 Z 4 -  2 (DA0 +  1 5 0 Z 0) ID A 2 +  1 5 Z j |2 -  15{DA0 +
+ 10 Z 0) ! 1  Ш 2 -  9Z2 j2 -  60(ZM0 +  10Z 0) |Z3 |2 J

H  ,  , = ^ o + ,7 4 - D A ,  -  15Z, 2 + 10 -  D A 2 +  9Z.+ T -  y  H 3 3— I D A 2 — 15Z2 60 |Z3|2]Similarly, for the transitions ДM  =  ±  2
( 12)

H  5 , 3ZL40 ±  i  (e -  F)fi„ ±  10 ^
±  -s- » ±  2 6 aC0 ---- — 5 — D A ,  +  6Z,3 2H  I 3 +
+  2 I ŷ D A ,  -  15Z, 2 +  10 Ш ,  +  9Z2 -  \DA2 -  15Z212 +  1801 Z j |2 T

5 [ ( ï ^  — 6Zl) (D A i  +  15^g)Z* +  compl. conj.-  9Z2j (DA2 +  15Z\)Z\ +  compl. conjj -  150 Z (Z4* Ш ,  +  15ZJJ
- D A ,
3 ++  compl. conj. -  30(£>Л0 +  10Zo) -  D A ,  -  9Z„ -  120 (DAn +

+  10 Z 0) |Z3 12 -  180(ZM„ -  60Zo) |Z4|2 -  20(DA0 -  60Z 0) - D A ,  -  6Z,  
3
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п  3 . . .  d a ,, T * ( e  -  F ) B 0 =F 50 V2 aC0 +  — föl -  D A X +  6 Zx°  °  2// I 3± =F -2 ! D A ,

2 3
1 31 5 Z J 2 D A 2 +  9Z2, -  30|Z3 i2 -  180 |Z412 ±± 2~ { ~  1 0 [ ( ^ 1 - 6 Z 1*)(lZ h 4 2 - 9 Z 2) | i Z M 1 +  15Zf)+com pl. conj] +4- 20 Jj-i D A X- 6ZrJ (DA,  -  15Z*)Z3 +  compl. conjj - 2 1 0 ^  D A X +  \5ZX̂  Z 3*Z4 +-f- compl. conj. - 4 5 (D A 2 -f 15Z2) ( — D A ,  — 9 Z J)Z 4 -f compl. conj.i 3 J

++  180(ZMo -  60Z0) [Z4|2 +  20 (DA0 -  60Z 0) -  150Zo) D A X -  6Z 4 -  8 (ЯЛ0^ D A X +  1 5 Z j 12 -  2 (DA0 +  1 5 0 Z 0) | D A ,  +  1 5 Z 2|2 -  1 5 (Z » 4 0 ++  io z 0) -  D A ,  -  9Z23 “ 2 6 0 ( Ш „ +  10Z0)|Z3|2j (13)and for the transitions A M — ±  3 Я  .5 1т т т  
1

f  T  2 D A ,  T  i  (« -  F ) B ,  T  ^  - C . -  - ['
1 r5 ! Í Z ) ^ 1 +  6Z 4|2-

2 _  D A X -  15Z x3 +  ID A 2 -  15Z212 +  60|Z3|2 -  180|Z4 |2j T5 ^ Я Л 4 -  6Z 4) (ô-42+15Z2) Z\ +  compl.conj.] -  45 --  9Z2)(D^ 2 +  15ZÎ)Z; +  compl. conj.J -  150 |Z3 Z 4* | i  D A X +  15 Z f j +120(ЛЛ0 +  10Z0)|Z3 !2 -  -  D A X -  6Z 4 Г -  4(ЯЛ0 +4- compl. conj. -  30 (DA0 +  10Z0) j  D A 2 -  9Z2180(ЯЛ0 -  60Z0) |Z4|2 -  20 (DA0 -  60Z0)+  150 Z«) -  D A X +  1 5 Z j3
H 3 3 ~l+ 4- «- -  -  3 3 H

2  2
K -  (£>Л0 +  150Z0) I D A 2 +  15Z2|2J 

D A X -j- 6Zj -  4 ^ D A X -  1 5 Z j Г  -  2 1D A 2

15Zo|2 — 360 Z,
(14)

In these expressions the constants D, a and a — F  are expressed in magnetic 
field units.



Í28 S. V. NISTOR AND G. MIHALÍ3. Conclusions. The relations (12—14) can be simplified in some particular cases. In this way, for < D  we obtain :For the transitions ДM  — ±  1Я  5 3 =  Я 0 ±  ADA ,  ±  1 (a -  F ) B 0 ± ^ a C ,  -  ^  (2A\ -  A\) =F± у  > ± у  3 3

(5A \ -  A\) =F±  — 1- л 2л 2 - | л 0л 2- ^ ^ 0̂ 1?)H1 \9 3 9 J

H  3 , =  я 0 т  2 Я Л 0 T* Y 5 / -  (я3 -  Я)В 0 T 100 У23 aC° w=F — (- - Л 2Л 2 +  - Л 0Л 2 - iiя ч 27 9 3Я , *' 2 = я . з  £ < * - ■ Al)For the transitions ДА/ =  Az 2

H  5 ± 1 =  Я* ^  3ZM0 =F --
2 2

-  F  
6

âC q - 1 - Л Ц -2Я 1 2T  — ( - - Л 0Л 2 - - Л 0Л 2 I2Я» 1 3 3 .1
H  3 T . = ^ d a ^ L (a - - F ) B 0A= 50 ^2aC(1 +

+  - I - Л | - - Л 2) ±  —  |- 20 A IA .  +  - A A 2 _  
0^1я  \18 36 V 2 Я* 1 27 9 3 -JFor the transitions ДАТ — ±  ■3

(15)

(16)
Я

± 2
T  2D A 0 T  U a -  F ) B ,  T  aC03 9 9

=  f  + f 1l A ‘ - A ÿ

В*
3 Я H î  +  ^S) ±

(17)The relations (12—17) can easily be generalized for the case of the unisotropic 
g factor substituting the 6 and rp angles in the relations (7—9) by the angles 6' and <p' wherecos 0' =  — cos 0 ; cos <p' =  —  cos <p ; g2 =  g* eos2<| +  g2 sin2<p

ë  ̂Amsin 0' =  — sin 0 ; sin cp' =  — sin <p ; g- =  g- cos2 0 +  g2 sin2 0
S  gX  ‘  x

( 18)



129If the constants D, a and F  for an experimental error of i  1 gauss exceed 200 gauss in the X  band and 430 gauss in the К  band then it is necessary to use higher approximations or other methods of calculation.
(Received October 4, 1967)
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C A L C U L U L  N IV E L E L O R  E N E R G E T IC E  P E N T R U  U N  IO N  «S»/, S IT U A T  ÎN T R -U N  CÎM P  C R IS T A L IN  C U B IC  CU  D E F O R M A R E  A X I A L Ă  P E  D IR E C Ţ IA  <  111 >(Rezumat)Se calculează nivelele energetice pentru un ion paramagnetic în starea eSe /2 Ionul se află situat într-un cîmp cristalin cu simetrie axială, axa de simetrie fiind aşezată în direcţia [111] a sistemului cubic de axe. Calculul se face cu ajutorul hamiltonianului de spin corespunzător, pînă în aproximaţia de ordinul trei inclusiv, folosind ipoteza cîmpului magnetic intens.

В Ы Ч И С Л Е Н И Е  Э Н Е Р Г Е Т И Ч Е С К И Х  У Р О В Н Е Й  Д Л Я  И О Н А  eS5/2, Н А Х О Д Я Щ Е Г О С Я  В К У Б И Ч Е С К О М  К Р И С Т А Л Л И Ч Е С К О М  П ОЛ Е С  О С Е В Ы М  И С К А Ж Е Н И Е М  В Н А П Р А В Л Е Н И И
<  111 >(Резюме)Вычисляются энергетические уровни для парамагнитного иона в состоянии 6S5,s. Ион нахо­дится в кристаллическом поле с осевой симметрией. Ось симметрии ориентирована в направлении [111]. Вычисление производится при помощи соответствующего спинового гамильтониана в приближении третьего порядка включительно, в предположении сильного магнитного поля.

Ô  —  M a t e m a tic a -P h y s ic a  1/1968





P R O P A G A R E A  P E R T U R B A Ţ IL O R  SL A B E  ÎN T R -0  P LA SM Ă  ID E A L Ă  ÎNP R E ZE N Ţ A  R A D IA Ţ IE I
de

M. CMSTEA

Studiul sistematic al propagării undelor în plasmă a început în deceniul trecut, şi dintre lucrările de pionierat, în acest domeniu, pot fi menţionate cele ale lui K a p l a n  [1] şi B a n o s  [2], [3]. Studiul acestei probleme a dus la elucidarea rolului exercitat de cîmpul magnetic în fenomenul propagării perturbaţiilor într-un mediu elastic, conductor. O sinteză a rezultatelor obţinute este prezentată în lucra rea [4].Paralel cu studierea propagării perturbaţiilor slabe în plasmă, s-a cercetat propagarea acestui tip de perturbaţii într-un gaz, în prezenţa radiaţiei. Această problemă a fost abordată iniţial de P г о к o f i e v [5], [6 ] şi ulterior de V i n c é n  t i  şi B a l d w i n  [7], L i c k  [8 ], ş i K h o s l a  şi M u r g a i  [9].în  această lucrare studiem propagarea perturbaţiilor slabe într-o plasmă ideală, omogenă şi infinită, situată într-un cîmp magnetic omogen, în prezenţa radiaţiei. Admitem că plasma poate fi asimilată cu un gaz perfect, cu căldură specifică cons­tantă şi avînd conductibilitatea electrică infinită. în  aceste condiţii, sistemul de ecua­ţii necesare pentru studiul mişcării plasmei este alcătuit din ecuaţiile de conservare a masei, impulsului şi energiei, ecuaţia de stare a mediului, ecuaţiile cîmpului mag­netic şi ecuaţia de transport a radiaţiei. Scriem aceste ecuaţii sub forma urmă­toare : — +  div pu =  0 (1 )dt— +  (uS7)u =dt -  grad p -\— — (H X rot H)
P ‘i ’TP— (ffi! _L  

dt { 2
div { pu — -|— и +  — [Я X  (« X  H) ] +  q 

{ 2 T -  1 s
p — R p T  div H  =  0

(2)

(3)

(4)

(5)

dH  , r*  r?.—  =  rot (и X  H) 
dt

(6)
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unde p,  p, T  reprezintă densitatea, presiunea şi temperatura mediului, и viteza,• . . —̂у raportul căldurilor specifice (y =  CPj Cv) ; H  este intensitatea cîmpului magnetic, —>iar q fluxul radiativ. Ea sistemul de ecuaţii (1 ) — (6) trebuie adăugată ecuaţia dife- —>renţială pentru q. Vom folosi o ecuaţie aproximativă, care poate fi dedusă imediat din sistemul de ecuaţii ale fluxului radiativ, stabilite de H  e 11 i w e 11 [10]. Acea­stă ecuaţie are forma următoaregrad div q =  4 c a grad T4 -f 3aî q (7)unde a este coeficientul de absorbţie (care admitem că este constant), iar a este constanta Stefan-Boltzmann, a =  5,75 ■ 10" 5 erg/cm2 sec grad4. Ecuaţiile (24) şi (25) din lucrarea [10], din care rezultă imediat ecuaţia (7), au fost deduse în ipoteza propagării unidimensionale a radiaţiei. Deci şi ecuaţia (7) este de asemenea valabilă numai pentru acest caz.Limitîndu-ne numai la propagarea perturbaţiilor slabe, sistemul de ecuaţii (1) —(7) poate fi liniarizat. în  acest scop, considerăm că mărimile fizice pot fi scrise sub forma :Po +  p', и =  и, Po +  P', T = T o + 0 ,  H  =  H 0 +  h, q =  q' (8)unde mărimile cu indicele zero se referă la starea neperturbată, iar p', u' , p' , 6 , h, 
q', reprezintă perturbaţii, mici în raport cu mărimile neperturbate. Introducînd expresiile (8) în sistemul (1) —(7) şi reţinînd numai termenii de ordinul întîi, obţi­nem sistemul

du'
dt

+  p0 div u' — 0

1V  +  1  grad P’ +  T1-  (Яо X rot h) =  0
ut  p0 47: p0

P' , H .
<)t — 1 471 -Í r p 0u'I r -  1

p ' p e
Po ? 0 =  0

dh
dt

din h =  0 — rot («' X Я 0) =  0

(9)

( 10)

( И )

( 12)(13)(14)grad div q' — 16 a a.T\ grad 0 — 3a2q' =  0 (15)Căutăm soluţiile sistemului liniarizat (9) —(15) sub forma undelor plane mono- cromatice, adică
A' =  AL ~ Kr) (16)



Introducînd soluţii de tipul relaţiei (16) în sistemul (9) —(15), obţinemwp' -  p0k u ' =  0 (17)
Powm' -  k p '  -  —  [Я 0 X  (k  X  A)] =  0 (18)4tc

- ^ - p '  +  —  H 0h - JÎÈ i- ~ k Z '  +  ^ [ i x ( # ' x  H 0)] — ~kq’ = 0  (19)V — 1 T — 1 4tcÎ l  _  l i  _  A  =  o (20)
Po Po ^ 0

t H =  o (2 1 )ыГ +  k X  (и' X  H 0) =  0 (22)- A  (A?) +  16 * ста Г * £ е -  3 a2? =  0 (23)
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Ecuaţia (21) o vom omite, ea fiind o consecinţă a ecuaţiei (22), din care rezultă prinînmulţire scalară cu k. Deci ecuaţiile (17) —(20) şi (22) —(23) formează un sistem—>complet de 12  ecuaţii scalare pentru 12  necunoscute : componentele vectorilor u', 
—* —*h, q', şi mărimile scalare p', p ' , 0.Alegem sistemul de coordonate astfel încît axa Ox  să coincidă cu direcţia vec­torului de undă k. Vectorii k, u' , q , H 0, h au componentele

k(k, 0, 0), u' (uxl uy, uz), q'{ijx, qy, qz) (24)
H 0(HX, Hy, H z), A (A,, hy, h.)Obţinem următorul sistem de ecuaţii scalarewp' — po kux =  0 (25)Po««, — kp'  — — (Hyhy +  H zhz) =  0 (26)477poM«y+ f f f , A ,  =  0 (27)4 7ГPo««, +  f  И Л  =  0 (28)4тт+  f  ( H A  +  H yhy +  H A )  -  —  b u -  kqx +  f  [Hx(HyUy +  H zuz) -Y — 1 47: Y “ 1

- и х ( Щ +  Щ ) ] =  о (29)

А _  р! __ _  о
Ро Ро т .

tùh, — 0

(30)

(31)



134 M . CRISTEAw/г у  — k(ux Н у — и у  Н х) =  0 (32)tó/?z +  к(иг Н х — их Н.) =  О (33)-  k*qx +  i'ßÄÖ -  За *qx =  О (34)
3a3qy =  О (35)З х А / ,  =  О  ( 3 6 )unde ß =  16 ст аТ§Din ecuaţia (31) rezultă că vectorul h nu are decit componente transversale, deci componenta longitudinală H x a cîmpului magnetic rămîne constantă. Dinecuaţiile (35), (36) rezultă că vectorul q trebuie să fie orientat de-a lungul lui k ; cu alte cuvinte, propagarea micilor perturbaţii nu poate avea loc decit în direcţia fluxului radiativ.Ecuaţiile (25) —(30) şi (32) —(34) formează un sistem omogen. Condiţia pentru existenţa unor soluţii nebanale este ca determinantul sistemului să fie egal cu zero. Egalînd cu zero acest determinant, obţinem următoarea ecuaţie de dispersie(гг2 -  Vl){v[(v2 -  F > 2 -  (гг2 -  F 2)c2] -  i W [у(гг2 -  F > 2 -  (г;2 -  FŞ)c2]} =  0 (37)unde am introdus notaţiileгг Ы 16аа k(A* +  3a*)CÎPo (38)Ecuaţia (37) este de gradul şapte în v ; deci în mediu se vor propaga şapte unde, ale căror viteze de fază v =  u/k sínt date de rădăcinile ecuaţiei (37). Două soluţii se obţin imediat :

vA = ± V x = ±  - £ =  (39)V 4 "PoPentru evaluarea celorlalte cinci soluţii, vom examina ecuaţia ce rezultă prin ega- larea cu zero a expresiei din acoladă din (37).гг [гг4 -  (F 2 +  c> 2 +  c2F 2] -  г!Р[тгг4 -  (yF2 +  с2)гг2 +  c2F 2] =  0 (40)Din (38) se vede că mărimea W depinde de coeficientul de absorbţie a şi de 
cantitatea

N B
C ÿ  p c  а 73 (41)cunoscută sub numele de „numărul lui Boltzmann” . Aici Cp reprezintă căldura specifică la presiune constantă, iar c viteza sunetului.Vom considera cîteva cazuri particulare :a) Dacă « - > 0  (gaz complet transparent), sau 1/NB -*■  0 (gaz complet rece), atunci şi W -»0.  în  acest caz, ecuaţia (40) se reduce la

гг [гг4 — ( F 2 +  с2)гг2 +  c2F 2] =  0 (42)



ecuaţie bine cunoscută în magnetohidrodinamică, avînd soluţiile* o = 0  (43)
vlt2 =  ±  ~  ['yjV2 +  c2 +  2c V  x +  \/F2 +  c2 -  2c F ,]  (44)
V3A =  ±  ^  [\>V2 +  c2 +  2c V x -  V F 2 +  c2 -  2c V x\ (45)
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n0 reprezintă viteza de fază a undei entropice, iarzyi2, respectiv v3A, vitezele undelor magnetoacustice rapide şi lente. Prin urmare, în acest caz, radiaţia nu influenţează propagarea perturbaţiilor slabe în plasmă. Faptul este explicabil, deoarece atunci cînd gazul este complet rece sau complet transparent nu pot apare efecte radiative de neechilibru.b) Dacă a -> oo (gaz complet opac) iar k şi N B au valori finite, W -* 0. Şi în acest caz sínt valabile soluţiile (43) —(45), adică perturbaţiile nu sínt influenţate de radiaţie. Chiar dacă radiaţia ar fi intensă, fiind reabsorbită imediat după emi­tere de către gazul complet opac, ea nu poate afecta propagarea perturbaţiilor.c) Dacă 1/NB -*• oo (transfer infinit de căldură datorită radiaţiei) vom avea 
W -*■  oo şi din (40) rezultă

V *  -  (F2unde
a2este viteza izotermică a sunetului.Ecuaţia (46) are soluţiile

»1., =  ±  - i  [V F 2 +  a2 +  2aVx +  \/V2 +  a2 -  2eF,] (48)
»3,4 =  ±  }  [VF2 +  « 2 +  2aVx -  V F 2 +  a2 -  2aVx] (49)în  acest caz, în locul vitezei izentropice a sunetului apare viteza izotermică. Expli­caţia constă în faptul că transportul infinit de căldură, datorit radiaţiei, împie­decă apariţia unor diferenţe de temperatură în gaz.d) Considerăm acum cazul limită, cînd raportul căldurilor specifice este foarte apropiat de unitate (y -» 1). în  acest caz, c -t- a şi ecuaţia (40) devine

(■V -  iW) [a4 -  (F 2 +  a2)v2 +  a2F 2] =  0 (50)Această ecuaţie are soluţiile
v0 =  iW  (51)Şi »1,2. »3,4 date de (48) şi (49).Unda cu viteza de fază v0 =  iW  corespunde undei entropice din magnetohi- drodinamică. Viteza v3 este pur imaginară dacă W (deci şi k) este real. în  acest

+  a2)v* +  a2l rl =  0

Po
-  C 2 T  Po

(46)
(47)



136 M . CRISTEAcaz, frecvenţa circulară w va fi de asemenea imaginară, ceea ce implică o amorti­zare rapidă a undei,e) Cîmp magnetic longitudinal (H 0 =  H x). în  acest caz F  =  V x şi ecuaţia (40) ia forma
(V2 — F 2)(vs — iWyv2 — c2v -f- iWc2) =  0 (52)iar pentru valoarea limită у -*■ 1 , ea devine(V2 — F 2)(v —• iW){v2 — a2) =  0avînd soluţiile

v0 =  iW  
Чл =  ±  V ,  
Щл =  ±  a

(53)
(54)(55)(56)Deci în acest caz, undele rapide se vor propaga cu o viteză egală cu viteza undelor Alfvèn, iar undele lente, cu viteza izotermică a sunetului.Considerăm acum că y este foarte apropiat de unitate şi căutăm soluţiile ecua­ţiei (52) sub forma unor serii după puterile parametrului mic (y — 1). în  prima aproximaţie obţinem

=  iW 1 + (Y - 1) И’21
W2 +  a2 J

=  ± V ,

~ a (y — 1) а '

2(гИ7 -  а)

=  — a [1 + ( Y - \)а 1L 2 (г +  а).f) Cîmp magnetic transversal H x =  0, V x =  0. Ecuaţia (40) devine 
vs — iW  y V4 — (F 2 +  c2)vz +  iW{y V 2 +  c2)v2 — 0 Această ecuaţie are două rădăcini nule, iar pentru ecuaţia rămasă

(57)
(58)(59)
(60) 
(61)

V3 -  iW  y V2 -  (F 2 +  c2)v +  iW{ y F 2 +  с 2) =  0 (62)vom căuta în primul rînd soluţiile corespunzătoare cazului у -+ 1. Obţinem
v0 =  iW  (63)

«1 ,2  =  ±  V f 2 +  a% (64)Deci, ca şi în magnetohidrodinamică, viteza de fază a undei lente este nulă, iar cea a undei rapide este dată de (63).



P R O PA G A REA  PERTURBAŢIILOR SLABE IN TR-O P LA SM A  IDEALA 137Dezvoltarea soluţiilor ecuaţiei (62) după (y — 1) dă, în primă aproximaţie»o =  i W [ l  +  
v1 — ~\JV2 a2 -  

v2 =  — y/V2 +  a2

(y -  1) (tУ г +  V ‘ )(IV2 + V2 + a1)

_ (Y  -  l ) « 22(î IV -  y/v* +  a2)(Y -  1 K2 (»IV +  у/ V 2 +  я2)

(65)
(66) 
(67)

în concluzie, într-o plasmă ideală, în prezenţa radiaţiei, se pot propaga şapte tipuri de perturbaţii slabe, ale căror viteze de fază sínt date de soluţiile ecuaţiei de dispersie (37). Două unde se propagă în cele două sensuri ale axei Ox  cu viteze egale cu
V  =*  V 4 "  PoCelelalte cinci unde sínt analoge undelor magnetoacustice rapide şi lente şi undei entropice, cunoscute în magnetohidrodinamieă. Datorită radiaţiei, în locul undei entropice cu viteză de fază nulă, apare o undă a cărei viteză depinde de numărul lui Boltzmann şi de coeficientul de absorbţie al mediului.S-au obţinut expresiile vitezelor acestor cinci tipuri de unde numai pentru cîteva cazuri particulare. Este posibil să se găsească expresii cu un caracter mai general, căutînd soluţiile ecuaţiei (40) sub forma unor dezvoltări în serie. Rezul­tatele obţinute în acest caz sínt însă foarte complicate, astfel încît utilizarea lor în practică ar fi dificilă.Pentru o cercetare mai riguroasă a propagării perturbaţiilor va fi necesar să se ia în considerare o serie de factori, care au fost neglijaţi în această lucrare : exis­tenţa efectelor disipative, anizotrópia plasmei şi în special faptul că oc, coeficientul de absorbţie nu este constant.

(Intrat tn redacţie la 7 octombrie 1967)
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Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И Е  С Л А Б Ы Х  В О З М У Щ Е Н И Й  В И Д Е А Л Ь Н О Й  П Л АЗМ Е В П Р И С У Т С Т В И ИИ З Л У Ч Е Н И Я(Резюме)Изучается распространение слабых возмущений в идеальной плазме в присутствии излучения. Получается уравнение дисперсии и выводятся решения этого уравнения для некоторых частных случаев.

P R O P A G A T IO N  OP W E A K  D IS T U R B A N C E S  IN  A N  ID E A L  PLA SM A  IN  P R E S E N C E  O P R A D IA T IO N(S u m m a r y)Propagation of weak disturbances in an ideal plasma in presence of radiation is investigated. The equation of dispersion is obtained and then the solutions of this equation for some particular cases are deduced.



A D IA B A T A  D E  ŞOC ÎN  P R E Z E N Ţ A  R A D IA Ţ IE Idc
M. CIUSTEA

Adiabata de şoc este o ecuaţie care exprimă legătura dintre mărimile termo­dinamice din cele două părţi ale unei unde de şoc [1 ]. O astfel de ecuaţie a fost stabilită în hidrodinamică încă de la sfîrşitul secolului trecut, de către Hugoniot.O dată cu dezvoltarea studiului plasmei, a apărut problema propagării undelor de şoc într-un mediu conductor, în prezenţa cîmpului magnetic [2]. Forma adia- batei de şoc pentru acest caz este cunoscută [3], [4], şi pe baza ei s-au putut trage o serie de concluzii în legătură cu influenţa exercitată de către cîmpul magnetic [5].Problema undelor de şoc a fost abordată însă, în ultimele două decenii, şi dintr- un alt punct de vedere, şi anume luîndu-se în considerare existenţa radiaţiilor elec­tromagnetice. Dacă temperatura mediului este foarte înaltă (ca în cazul propagării unei unde de şoc intense), sau densitatea mediului este foarte mică, energia şi pre­siunea radiaţiei de echilibru devin comparabile cu energia şi presiunea substanţei, şi este necesar să fie luate în consideraţie la stabilirea adiabatei de şoc [6 ], [7],în  această notă deducem expresia adiabatei de şoc magnetohidrodinamice în prezenţa radiaţiei, şi din examinarea ei deducem că saltul maxim al densităţii nu poate depăşi valoarea 7. Acest rezultat a fost admis fără demonstraţie într-o lucrare anterioară [9].în  hidrodinamică, parametrii fluidului de cele două părţi ale discontinuităţii sínt legaţi prin relaţiile lui Hugoniot

unde и este viteza mediului în raport cu frontul undei de şoc, p — densitatea, p =  presiunea, e — energia specifică, iar indicii 1 şi 2  se referă la valorile mărimilor res­pective, înainte şi după unda de şoc.Relaţiile precedente pot fi generalizate pentru cazul cînd mediul este o plasmă situată în cîmp magnetic, iar unda de şoc este însoţită de o radiaţie electromagnetică. Considerăm cazul în care cîmpul magnetic este paralel cu suprafaţa discontinuităţii,

[8].

Pl +  Pl«î =  Pi +  P2«2PlUl — p2M2 ( 1 )

(2)

(3)



140 M . CRI STE Аşi admitem că mediul are o conductibilitate electrică infinită. Dacă ultima condiţie este îndeplinită, are loc fenomenul de îngheţare a cîmpului magnetic, ceea ce mate­matic se exprimă prin relaţia
Hi = MţPi Рг

(4)

H  fiind intensitatea cîmpului magnetic. Admitem, de asemenea, că la distanţe mari, de ambele părţi ale discontinuităţii, fluxurile radiative sínt nule, iar radiaţia este în echilibru. Prin urmare, problema se studiază din punct de vedere pur termo­dinamic, aşa cum se obişnuieşte pentru deducerea adiabatei de şoc.în  cazul considerat, relaţiile (1) —(3) îşi păstrează valabilitatea, însă, în locul presiunii şi energiei interne a mediului, apar : presiunea totală p*  şi energia totală s*
P * = P + P r + P h (5)S* =  e +  sK +  sH (6)unde p R, sH reprezintă presiunea şi energia radiaţiei, iar p R şi eH — presiunea şi energia magnetică.Pentru simplitate, considerăm mediul ca fiind un gaz perfect, cu căldură speci­fică constantă. în  acest caz, и ... . 1 .... H2

P — , ,  P- ’̂ Pr — ,, a * ’ Ph — _
M  O Ö7T (7 )

unde s-a notat : P
p(r -  b ’

_  s i 4 
ZK — >

p

H 2 8л; p ( 8)

R — constanta universală a gazelor,
M  — masa moleculară a gazului,
T — temperatura absolută,Y =  — — raportul căldurilor specifice, la presiunea constantă şi la volum constant,

Cv
ar — constanta Stefan—Boltzmann.

(9)

Este convenabil, ca în locul densităţii să folosim volumul specific
V  — —

pŢinînd seamă de notaţiile introduse, se pot scrie relaţiile echivalente cu (1) —(4)
«1 __I'i

V I  У 2# * 'W? jfa a W?£l +  Pi Vx +  —- =  S2 +  p2 V 2 +  ~
( 10)
( 11)

HiV,  =  H ZV2

( 12)

(13)



A D IA B A T A  DE ŞO C  IN PREZENTA RADIAŢIEI i4iDe aici se poate deduce în mod simplu expresia adiabatei de şoc. în  acest scop, exprimăm vitezele mediului în funcţie de presiuni şi volume specifice
uf -  V f p* p! ̂ i  — v 2z

(14)
uf =  V\p2 ~ p* 

vt- v t
(15)

Introducînd aceste valori în (12), găsim« .* -  «r = ! ( > : + n )  (ie)Această ecuaţie este adiabata de şoc, exprimată prin presiunea şi energia totală. Scriind expresiile explicite ale acestor mărimi, ecuaţia (16) ia forma
Pi '■- 1 Vt - V 1} - p 1 \ I i i  -  V,} =  \ a T t ( V l -  7F2) +  

+  L aT \{l\\  -  F 2) +  Ş  (V,  -  3F2) +  Ş  (3V, -  V2)O OTT OTT (17)
Introducem notaţiile :

Piy  =  - (18)Y 1 У% Рг Pl

Р ю _ _ аЛ  x - f í L _ н\ (19)^ Pl 3Pl - À Pl

\íloo1

Aici, X reprezintă saltul densităţii mediului, ;x — raportul dintre presiunea radiaţiei şi presiunea mediului, în faţa undei de şoc, iar X — raportul dintre presiunea mag­netică şi presiunea mediului în faţa undei de şoc.Din ecuaţia de stare rezultă că Ş  =  Z  (20)T , *Folosind această relaţie şi (13), obţinem adiabata de şoc(a — x)y —  ( o l x  — 1) — [X 7 y 1 -j- 7 x  — 1 j — X (x  — l )3 =  0 (21)
Pentru X — g. =  0, aceasta se reduce la adiabata obişnuită a lui Hugoniot. Această relaţie, care leagă valorile parametrilor de pe cele două părţi ale discontinuităţii, este destul de complicată, însă păstrînd fixe valorile |x şi X, putem stabili dependenţa dintre y  şi л:. Figurile 1—3 reprezintă adiabatele de şoc pentru diferite valori (cons-tante), ale parametrilor ;x şi X. Sistemul de coordonate are axele — =  — şi y  =

X  v 2

— — . S-a considerat a =  4 ceea ce corespunde valorii у =  — •
Pi 3
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F i g .  3.



A D IA B A T A  DE Ş O C  IN  PREZENŢA RAD IAŢIEI 143Pe fig. 1 sínt trasate adiabatele de şoc cu radiaţie, în absenţa cîmpului magnetic (X — 0), pentru patru valori ale lui [x. Curba corespunzătoare valorii [x =  0 este adiabata obişnuită a lui Hugoniot. Se observă că această curbă are asimptotaJ _  _  _  _J_ _  у — 1
x  vt а У +  1Aceasta reflectă existenţa unei valori limită a saltului densităţii (22)

f i  -- î  + 1 Pi у -  1
(23)rezultat bine cunoscut în hidrodinamică. Celelalte curbe corespund respectiv valo­rilor [г, =  1/10, 1, 10. Se constată că o dată cu creşterea raportului dintre presiunea radiativă şi presiunea mediului, comprimarea mediului creşte, saltul densităţilor tinzînd spre valoarea limită =  7, (24)Piindependentă de y.Fig. 2 se referă la cazul în care presiunea magnetică este egală cu presiunea mediului (X =  1). în  absenţa radiaţiei (;x =  0), adiabata de şoc are asimptota (22).Pentru celelalte trei cazuri (fx =£ 0) valoarea limită a lui — este 1/7, situaţie ana-

Xlogă cu cea ilustrată de fig. 1 .în  fig. 3 sínt trasate adiabatele de şoc pentru [x =  1 şi pentru valori diferite ale raportului dintre presiunea magnetică şi presiunea mediului. Comparînd aşeza­rea diferitelor curbe din fig. 1 sau 2 cu cele din fig. 3, constatăm că în timp ce creşte­rea presiunii radiative are ca efect creşterea compresibilităţii mediului (curbele cu fx >  0 se aşază sub cea cu fx =  0), creşterea presiunii magnetice are un efect invers, conducînd la micşorarea compresibilităţii mediului (adiabatele trec cu atît mai sus de adiabate X =  0, cu cît este mai mare valoarea lui X, deci a cîmpului magnetic iniţial H x).
(Intrat în redacţie la 7 septembie 1967)
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144 M . CRISTEA
У Д А Р Н А Я  А Д И А Б А Т А  В П Р И С У Т С Т В И И  И З Л У Ч Е Н И Я  (Резюме)Выводится ударная адиабата для случая ударной волны, сопровождаемой излучением, в про­водящей среде, находящейся в магнитном поле. Численно решается уравнение и строятся несколь­ко адиабат, соответствующих разным значениям магнитного и радиативного давления.
S H O C K  A D IA B A T  IN  P R E S E N C E  O F  R A D IA T IO N(Summary)The author deduces the shock adiabat in the case of propagation of a radiation shock wave in a conductor medium situated in a magnetic filed. The equation is numerically solved and some adiabats corresponding to different values of the magnetic and radiation pressure are plotted.
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M O T E

UN D E T E CT O R  SIM PRU RMN ŞI R E S  CU T R A N ZIST O RdeF . K O CH
în  ultimul timp au apărut în reviste o serie de indicaţii privind folosirea tranzis- torilor în detectarea semnalelor de rezonanţă [1], . . .  [8]. Majoritatea schemelor publicate se referă la detectorii RMN, deoarece aparatele se folosesc pentru măsu­rarea cîmpurilor magnetice.Dintre schemele publicate am ales, ca mai potrivită, pe cea publicată de Y  u - t u n g  [5] şi am adaptat-o la tranzistori produşi la noi în ţară. Avîndîn vedere şi scopurile didactice, am încercat acest montaj şi la RMN şi la R E S .Schema folosită este redată în fig. 1 , şi după cum se vede, este vorba de un detector autodyn. Proba se introduce în bobina circuitului oscilant. Schimbînd

bobinele am reuşit să acoperim, cu tranzistorul E F T  319, domeniul de frecvenţe între 9 şi 50 MHz. Consumul de curent al detectorului este de 3 mA, amplitudinea oscilaţiilor de I .F . atingînd 3 V.Detectorul a fost încercat la RMN cu rezonanţa protonică (apă) ; la 10,5 MHz s-a obţinut raportul semnal/zgomot =  90. Detectorul poate fi conectat, prin inter-
1 0  —  M a t e m a tic a -P h y s ic a  1/1968



146 F. K O CHmediul unui preamplificator, direct la oscilograf, sau se poate conecta la o instalaţie existentă (am folosit instalaţia RMN construită la IF A  Bucureşti).Rezonanţa electronică se poate încerca cu o probă de MnS04 praf şi cu un cîmp magnetic adecvat, dat de un solenoid sau un magnet simplu. Fig. 2 arată diferenţa între semnalele obţinute la RMN (a) şi la R E S (b). Trebuie să arătăm, după cumapare şi în literatură [6 ], că raportul semnal/zgomot este mult mai favo­rabil în cazul folosirii înregistratoa­relor (detecţia sincronă) iar detectorii cu tranzistori sínt inferiori celor cu tuburi electronice.în  legătură cu folosirea acestui detector, indicăm două probleme.în primul rînd vrem să arătăm că pentru încercarea unui detector RMN se folosesc detectori de sensibilitate [9]. Pentru acest scop, însă, se poate aplica mult mai simplu rezonanţa electronică, deoarece cîmpul magnetic se poate realiza mult mai uşor. Este cunoscut faptul că la frecvenţe egale cîmpul magnetic pentru rezonanţa electronică este de 659 de ori mai mic, şi cîmpuri magnetice mai mici dau semnale mai mici. Electronul avînd însă un moment magnetic mult mai mare decît al protonului, va da un semnal puternic. Dacă obţinem, deci un semnal la rezonanţa electronică atunci îl vom obţine şi la rezonanţa protonică ; dacă semnalul la R E S  este bun, atunci şi la RMN vom obţine semnale favorabile.Observaţia a doua se referă la frecvenţa folosită. Dacă detectorul lucrează fără ecranare electrică, atunci în domeniul frecvenţelor utilizate, posturile radio produc perturbări. Evitarea perturbărilor de acest gen se realizează ori printr-o ecranare adecvată, ori prin alegerea frecvenţei în aşa fel ca să nu lucrăm într-o bandă radio. Această alegere se poate controla cel mai simplu conectînd o cască de telefon după detector şi preamplificator. Casca de telefon se poate folosi şi la per­ceperea semnalelor de rezonanţă.
(Intrat în redacţie la 2 octombrie 1967)
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П РО СТ О Й  Д Е Т Е  К ТОР ЯМ Р И Э П Р С Т РА Н ЗИ СТ О РА М И  (Резюме)Показано, что данный детектор, применённый сначала к Э П Р, можно приспособить к ЯМР и в этом случае используется в качестве детектора чувствительности для ЯМ Р.
A S IM P L E  N M R  A N D  E S R  D E T E C T O R  W IT H  T R A N S IS T O R S  (S и m m a r y)The detector proposed for N M R  by Yu-tung (5) can also be used in E S R . I t  is shown that this detec­tor applied first to E S R  can be fitted for N M R  and in this case it can be used as sensibility detector for NM R.
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R E C E N Z I I

I .  M a r u ş c i a c ,  Teoria algoritmilor. Ed. did. ped., Bucureşti, 1967. — Teoria algoritmilor aste astăzi, cînd s-au dezvoltat metodele de in­vestigaţie în fundamentele matematicii şi în acelaşi timp s-au dezvoltat maşinile de calcul, unul din domeniile de cea mai mare actualitate în mate­matică. Este meritul autorului de a fi dat litera­turii de specialitate primul manual în limba ro­mână care prezintă teoria algoritmilor. Cu toate că noţiunea de algoritm este veche, totuşi o teorie a algoritmilor este recentă. Autorul care indubi­tabil a dat un impuls puternic dezvoltării acestei teorii este A . A . Markov şi orice manual privind această teorie trebuie să se bazeze pe lucrările iui Markov.în  primul capitol autorul face o prezentare a aoţiunilor introductive, a teoriei operatorilor alfa­betici şi algoritmici. Aceasta este prezentată de o manieră foarte clară, clasică am putea zice, de cînd teoria grupurilor libere a devenit un auxiliar preţios în diferitele teorii matematice.Capitolul 2 este destinat studierii algoritmilor îormali. Importanţa lui rezultă din faptul că toţi algoritmii utilizaţi sínt algoritmi normali. Aceştia sínt definiţi prin scheme de substituţie. După aceea se tratează compunerea algoritmilor, extin­derea şi închiderea lor. Capitolul este ilustrat cu exemple, ceea ce face această teorie aridă mai accesibilă.Capitolul 3 este consacrat studiului funcţiilor recursive. Se expune în acest capitol tot ce este aecesar înţelegerii capitolelor următoare. Se enunţă teza lui Church.Capitolul 4 tratează teoria maşinilor Turing, aşa cum trebuie s-o cunoască orice matematician care lucrează cu maşini electronice de calcul. De aceea ponderea în tratarea acestui capitol cade pe latura practică.Cartea se termină cu capitolul 5 în care sínt prezentate cîteva probleme nerezolvabile algorit­mic.Autorul a reuşit în cadrul puţinelor pagini puse a dispoziţie de editură să prezinte cele mai impor- ante părţi ale teoriei algoritmilor. Cartea este

scrisă cu un real talent pedagogic, uşor accesibilă tuturor acelora care au o oarecare cultură mate­matică. E a  este foarte utilă pentru toţi care fie în cercetare, fie în practică se lovesc de algoritmi. O recomand cu căldură tuturor care se interesează de progresele realizate de matematică, cercetători­lor şi, fireşte, studenţilor. G H . P IC
Proceedings of the Second Australasian Con­

ference on Hydraulics and Fluid Mechanics. Prin­ted by University of Auckland, 1966, 899 pp. — The Second Australasian Conference on Hydraulics and Fluid Mechanics was held from the 6 th to the 11 th December, 1965 at the University of Auckland, New Zealand. I t  was carried out under the auspices of the University of Auckland and the New Zealand Institution of Engineers, being mainly devoted to the problems in connec­tion with Hydraulics and Fluid Mechanics.The publication is divided in three groups of problems. The first two, designated by A  and 
B , contain 46 papers, which have a pronounced theoretical and experimental character. So we mention here some of them : "Extension of the Hele-Show Analogy”  ( J . H . Preston), “ Energy Dissipation Through Hydraulic Ju m p ”  (R. M. Advani), “Turbulence and Vorticity in Loose Boundary Hydraulics“ (A. J .  Raudkivi), “ Some Problems Associated with the Measurement of Turbulence" (G. S. Harris), “ Development of an Experimental Technique for Measuring Local Heat Transfer from a Sphere“ (K. R . Lawther), " E x ­periments on the Suspension of Spheres in Inclined Tubes“ (G. F . Round and Ja n  Kruyer) etc.The third group, noted C, contains 14 papers dealing with the problems of mathematical orien­tation, especially : “ Stokes p'low in Pipes and Channels of Varying Cross-Sections”  ( J . C. Burns), "A  Quasi-Stable Density-Stratified Flow in a Saturated Porous Medium ”  (E. Jo h n  List) "Therm al Boundary Layers in Laminar and
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Turbulent Flow”  (T. C. Chawla and G . de Valii Davis), "On Convection in a Porous Medium” (A. McNabb) etc.The theoretical and experimental results are either given in tables or in graphs, and in most of the cases the technical devices are carefully shown.The published papers point out the applicative features and the practical interest which lies at their base. The results obtained are of a great theoretical and practical importance for Hydraulics and Fluid Mechanics.The variety and diversity of the tackled problems and their treatment give the volume a high scientific level.The publication is recommended to be used in the problems of scientific research by the engi­neers and research workers in the branch of H y­draulics and Fluid Mechanics. IO A N  POP

L i e  v e n  V a n  G e r v e n ,  Lijnvormen in 
paraiuaguetische rezonantie. Interuniversitair Insti- tuut voor kernwetenschappen. Monografie nr. 11, 1967. Brussel, Egmontstraat 11.The book has 168 pages and is divided in 7 chapters. Chapter 1. (General introduction) is devoted to the phenomenon of paramagnetic reso­nance and expecially to the PR  line shape which are investigated from a general point of view.Chapter 2 (Experimental problems) gives a minute description of the experimental arrangement used during the measurements. The author pays a special attention to the fidelity of the apparatus and the measuring techniques — an essential require- m ent in the study of the line shapes. The author u sed a radiospectrometer with a marginal oscillator as well as a visualization system of the resonance signal by means of an oscilloscope.The next chapter (General measuring methods) deals with the calibration of the magnetic fields, using the phenomenon of magnetic resonance.In chapter 4 (Theoretical study of the experi­mental lines) the characteristics of some experi­mental curves of magnetic resonance are investigated in a general and theoretical way. A new method to determine the line width is given.In chapter 5 (Measurements on the paramagnetic resonance in DPPH) the author gives many details concerning the E P R  measurements on D P P H , at a frequency of 30 MHz in a temperature ranging from 300°Kto 1,5°K. Theline shape was graphically studied. The parameters : Landé factor, the line width, as well as the two relaxation times have been measured.Chapter 6 — the main part of the book — having the title “ General classical theory of the paramagnetic resonance” discusses on the general

theory the expression of the line shape in an arbi­trary magnetic field.The author suggested and analyzed several methods for the solving of the Bloch equations.In the last chapter (Some preliminary measure­ments to check the classical general t heory) we find some experimental data which prove the general theory for the case H  >  0.The book has also a list of symbols, a bibliogra­phical note with 23 titles, 21 photos and a summary in English.The work presents a special interest for the physicists working in magnetic resonance and espe­cially in electron spin resonance.The author is a well-known specialist in the field of electron spin resonance. His mentioned book, as well as his investigations are known and appreciated within the framework of Solid State Physics Labo­ratory of Babeş-Bolyai University, headed by Prof. I . Ursu. Lieven Van Gerven treats the problems in an interesting and attractive way, succeeding by this book, to fill a void in the literature on electron spin resonance. A L E X A N D R U  B Ó D I
H . P f e i f e r ,  Elektronik für den PhysikerAkademie-Verlag, Berlin, 1966—1967.Die Arbeit in 6 Bänden Elektronik f  ür den P hy­

siker ist im Grunde genommen das Lehrbuch, nach dem Prof. H . Preifer zehn Jahre lang den Studenten seine Vorträge hielt. Professor H . Pfeifer ist ein hervorragender Spezialist für Probleme der Elektro­nik in der magnetischen Resonanz, als solcher anerkannt auch im Ausland, und natürlich ist er auch dem Corp Solid-Laboratorium der Clujer Universität wohl bekannt.Band I (187 Seiten, 55 Abbildungen und 11 Tabellen) erläutert die mit der Theorie der linearen Bauelemente der Schaltungen verbundenen Pro­bleme. Band I I  (100 Seiten, 28 Abbildungen und 9 Tabellen) behandelt die Elektronenröhren. Schal­tungen mit Elektronenröhren bilden den Inhalt des dritten Bandes (170 Seiten, 67 Abbildungen and 3 Tabellen). In Band IV  (200 Seiten, 59 Abbildungen und 5 Tabellen) werden Leitungen und Antennen behandelt. Band V  (131 Seiten, 42 Abbildungen und 3 Tabellen) bringt einen Über­blick über Probleme der Mikrowellenelektronik. Band V I — zugleich letzter Band — (217 Seiten, 81 Abbildungen und 19 Tabellen) gibt einenüber­blick über elektronische Halbleiterdispositive.Die Arbeit Prof. H . Pfeifers zeichnet sich auch eine genaue mathematische Erläuterung, eine ein­heitliche Behandlung der theoretischen, experi­mentellen und angewandten Probleme aus und enthält ausserdem die Grundprobleme der klassi­schen und modernen Elektronik. E in  anderer Vorzug der Arbeit ist der reiche und güt begründete Inhalt, verhältnissmässig kurz gefasst. Die Erläuterung der



RECENZII i s iProbleme ist methodisch und zeichnet sich durch reelle pedagogische Eigenschaften aus. In  diesem Sinne ist die wohlerwogene Behandlung des physi­kalischen Phenomens bemerkenswert : die reiche Literatur eines jeden Bandes, die Beispiele am Ende der einzelnen Kapitel, sowie das Stichwortverzeich­nis in weichem auf grundlegende Werke und Einfüh­rungen, wo das Stichwort auffindbar ist, hingewiesen wird, sowie die Seitenzahl im vorliegenden Buch für das entsprechende Stichwort.Ш  obengenannten Eigenschaften empfehlen die Professor H . Pfeifers Elektronik fü r den 
er allen Studenten der Physikalischen Fakul­tät als ein sehr nützliches Buch. Dieses Werk wirdbei uns viel von den jungen Forschern des Corp Solid- Laboratoriums im Rahmen des von Prof. I . Ursu geleiteten Seminars verwendet. E . T Ä T A R U

G. L a n c a s t e r ,  Electron Spin Hesouance in 
Semiconductors. Hilger & W atts Ltd ., London 1966), 152 pp.Dr. Lancaster’s book is the most recent and com­prehensive review on electron spin resonance in lemiconductors. The book is written with a distinct :ompetence and scientific strictness, the discussed .ubjects being harmoniously connected in an uni­ary treating. The book contains six chapters, in appendix, a glossary and an index. The first diapter "Energy bands and impurity states in emiconductors”  contains a general presenta- ion of the possibilities to use the electron -pin resonance in the study of semiconductors, ollowed by a concise presentation of the energy lands and shallow and deep impurity states

theory in silicon, germanium and group I I I —V  compounds. In the second chapter "Group V  impu­rities in silicon” , the hyperfine interaction and g value theory for the shallow donors in un­strained and strained crystals is given. The results regarding non-localized electrons, relaxation times, as well as the results obtained in the study of the shallow acceptors in silicon are also presen­ted. In  the third chapter "Deep-lying states in sili­con”  the main data regarding E S R  of the transi­tion ions introduced in silicon are presented and explained. The fourth chapter "Radiation dama­ged semiconductors”  points out the excellent resources of the E S R  method in this field of research. The fifth chapter "Electron spin resonance in germanium and group I I I  —V  compounds”  pre­sents the results regarding the shallow donors in germanium and bound and non-localized electrons in group I I I  —V  compounds. In  the sixth chapter ,,Application of electron spin reso­nance in semiconductors”  some of the main applications of E S R  i n semiconductors are presen­ted : study of the electron transfer processes in silicon, surface states, nuclear polarization schemes, investigation of the hyperfine structure anomaly, the measurement of nuclear magnetic moments, a two-level maser. In appendix, the Wannier functions and shallow donor-impurity states are treated.The author is a well-known and appreciated specialist.The high-level treating and the richness of the presented data, give Dr. Lancaster’s book a particular interest for all those who work in the electron spin resonance or in the field of semi­conductors. V O IC U  L U P E I
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• u c e ld e  al X III- le a  an de apariţie (1968) Studia Universităţii Babeş—Bolyai cuprinde 
seriile :îatematică—fizică (2 fascicule) ; aimie (2 fascicule) ;3gie—geograf ie" (2 fascicule) ; iologie (2 fascicule) ;rzofie ;X u te  economice; sihologie—pedagogie ; juridice ;torié' (2 fascicule) ;ng'-istică — literatură (2 fascicule).

ia XIII году издания (1968) S tu d ia  U n iv e rsita tis  B a b e ş— B o ly a i  выходит следующими сериями: 
атематика—физика (2 выпуска); 
амия (2 выпуска); 
ю/югия—география (2 выпуска); 
яология (2 выпуска); 
влософия; 

комические науки;
<ология—педагогика; 

одические науки;
:тория (2 выпуска);

дознание—литературоведение (2 выпуска).• s leur X lII-m e  année de publication (1968) les S tu d ia  U n iv e rsita tis  B a b e ş-B o ly a i  comportent séries suivantes:thématiques—physique (2 fascicules) ; mie (2 fascicules) ; éologie—géographie (2 fascicules) ; uvdogie (2 fascicules) ; milosophie ; sciences économiques ; isychologie—pédagogie ; ciences juridiques ; listoire (2 fascicules) ; inguistique—littérature (2 fascicules).
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