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КОНЕЧНЫЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ДРОБИ (II) 
Целые непрерывные дроби

Э. ДАНИ

1.1. Понятия, употреблённые в работе [1] сохранятся. Множество всех 
целых непрерывных дробей составляет группу 0., тождественную с группой 
матриц второго порядка с нормой-целой единицей, определённой над кольцом 
целых чисел. Названия: положительная целая непрерывная дробь и натураль­
ная непрерывная дробь будут употреблены в том же смысле. Отрицательная 
целая непрерывная дробь — ^-противоположна положительной целой неп­
рерывной дроби Z. Абсолютное значение \Z\ положительной или отрицательной 
целой непрерывной дроби Z получится переходом к абсолютному значению 
элементов. Целая непрерывная дробь, не являющаяся ни положительной, ни 
отрицательной, назовём смешанной целой непрерывной дробью.

1.2. Группу 0  можно интерпретировать как область операторов Z  в 
смысле внутренних автоморфизмов, Z Y Z  1 — Л', т.е.

Автоморфная эквивалентность целых непрерывных дробей X  и У, опреде­
лённая таким образом, является собственной, соответственно несобственной, 
поскольку автоморфизм Z-собственный, т.е. N(Z) — 1, соответственно -несоб­
ственный, т.е. N(Z) =  — 1.

1.3. ф, соответственно т (в работе [1] Т) обозначают оператор перехода 
от данной целой непрерывной дроби Z к противоположной Z? соответствен­
но к транспонированной ZT. Эти два оператора порождают группу {1,ф,т,фт} =

1.4. Умножением соотношения (1) справа на целую непрерывную дробь /  \

I — (0)(1)(— 1)(1), имея в виду, что I Z I X = N(Z)Z~Z, получим соотношение 
XI  lN(Z)Z ' =  ZY I х. Это выражение, если напишем вместо X I ~ x N(Z), 
соответственно У/ -1 коротко X , соответственно У, примет форму XZ~Z =  ZY,  т.е.

X Z  =  ZY. ( 1 )

( 2)

X  =  ZYZY. (3)



8 Э. Д А НИ

В смысле соотношения (3) Q  можно интерпретировать, как новую групп)' 
операторов, именно симметрических преобразований. Преобразованное обоз­
начим Y z = X. Замечаем, что симметрические преобразования Z с преобразо­
ваниями X коммутативны.

Симметрическая эквивалентность X  ~ У, в зависимости от симметрического 
преобразования, является, как и автоморфная эквивалентность, собственной, 
соответственно несобственной.

2.1. Полугруппа Ж> натуральных непрерывных дробен с точки зрения 
делимости ведёт себя, как свободная полугруппа.

2.2. Натуральная непрерывная дробь P{Z) кратчайшей длины со свойством, 
что степень её равна натуральной непрерывной дроби Z, называется её пе­
риодом.

2.3. Обозначим через р перестановку, которая переносит первый неприво­
димый множитель натуральной (или вообще целой) непрерывной дроби за 
последний неприводимый множитель. Преобразованное обозначим Zp. Замечаем, 
что рт тр. Перестановка р в связи с натуральной непрерывной дробью Z 
порождает циклическую группу {р} порядка L(P(Z)).

2.4. Для фиксированного X  и неизвестных Y,ZţX>,  уравнение (1)
имеет общее решение Y ~ Х Р', Z  =  P'i(X)Pi„,l(X), 0 <  т <  L(P(X)) — 1, v >  О, 
где степень Р°(Х) и частичное произведение Р(о){Х) считаются пустыми сим­
волами.

Замечаем, что индекс частичной непрерывной дроби написан в скобках, 
чтобы отличить его от других индексов, употреблённых в работе.

2.5. Тождество формы (1) влечёт за собой подобное Z ’X  — YZ', где
Z' = {Ррт{Х))(п„т]Р\Х) ,  О «с т <: Ц Р ( Х ) )~  1, v >  0.

2.6. Класс Сх автоморфно-эквивалентных натуральных непрерывных дро­
бей содержит L(P(X)) элементов формы X е , 0 • ; т <  L(P(X)) — 1.

2.7. Если N(P(X)) — — 1, тогда Сх в то же время -  класс собственно-экви­
валентных натуральных непрерывных дробей. Если N(P(X)) = 1, тогда класс 
С^-объединение двух таких классов Сх и Сх р, соответствующих двум сме­
жным классам фактор-группы {р}|{р2}.

3.1. Множество всех целых непрерывных дробей с элементами-неотрица- 
тельными целыми числами составляет полугруппу 5Ц>, в которой каждый элемент 
имеет однозначное разложение в одну из форм (0), Е, Z , (0)Z, Z(0), (O)Z(O), где 
Z-натуральная непрерывная дробь. На основе канонической формы нату­
ральной непрерывной дроби умножение производится соответственно формуле 
(?')(<>)(?") =  (?' +  ?")•

3.2. Целую непрерывную дробь Z можно преобразовать, пригодно выбран­
ным оператором, 6 € {± х}, в целую непрерывную дробь Z0, которая или элемент 
из Ж0 или, учитывая только знак элементов, имеет форму

:  :)• l4i
Замечаем, что каждый элемент нуль выбран с соответствующим знаком.
3.3. Изучим тождество XZ  =  ±  ZY,  где X ,Y  и Z ç ёЦ Имеет место 

следование 2ÍZ =  ±  ZY <—> ^*Ze =  ±  Z°lr*, где можно предположить, что
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{ х \  Y*}e {{X, Y], {Y, X}], 0 ç Yh 1, ДД}, когда X 0 и{Х*, Y*} € {{X. Y), {Yy X %
0 £ ÍZ), когда Zu й Xfl. Обозначим снова пару (Х ",)’*} натуральных непрерыв­
ных дробей через {Л", Yj и изучим тождество ХДи Д Z°Y. Пусть по предпо­
ложению Z0 й Ж>0. Умножением изучаемого тождества справа на /  '' выведем 
XZJ'I
f: ЩУ)

N(Y)Z 1 \  Из X, У 6 ж,, ХУ еХо следует Х Г Г ' Г  ç X. итак,
1 и Tri Ç 3(>. Однако натуральная непрерывная дробь Zzl  не 

может иметь и отличную вторую каноническую форму XZüI " lY'\ откуда сле­
дует, что Zü ç 3('ху Следовательно соответствует только знак плюс во втором 
члене тождества и Z0 = Е или Zu ç 30.

3.4. Для фиксированного X о 30, и неизвестных Y 6 30 и Z е ёД общее ре­
шение уравнения (1) -это Y = Хр , 7, — +  Р''(Х)Р{т)(Х), О Щ т < i ( / J(X)) — 1, 
v-целое.

•4.1. Для данного X ç ±  X  й X. X Д  +  /, можно определить положи­
тельное или отрицательное ядро Y, i Y € X, как и соответствующее партику­
лярное симметрическое преобразование .4 у <Т, .Y = Y '.

Обозначим (сравнить с обозначением (2) [1])

Пусть 1 — 1, для ад şz£ 0 или хг — х4 =  0, г =  4 для лд =  0, х4 -jí 0; 
8 =  1 для X(.Y) =  1 или \х{\=Х0, 8 = 2 для Х(Х) =  —1, и \х(\ =  1 ; 
q — I Q min {.г'2 sgn x„ дг_, sgn лу}:|.т,Ч 4- S для .г, () или xt ÿZ. 0 и q — 1
для яу =  д4 =  0.

Можно проверить, что

Y =
X., 1ЭТ D* .i лу/

X " 2

у : (_ Д  х.ц 
2

г- (к X-Oq -Г ДД/г
(6)

-положительная или отрицательная целая непрерывная дробь, которая вместе 
с А =  (0)‘ ’(—Д(0) удовлетворяют уравнению (3).

Чтобы включить и случай Д X ç X, возьмём Y  — X  и А =  Е.
4.2. Целые непрерывные дроби X == Д I  позволяют только сами себя, 

как ядро, так как соотношение (3) удовлетворено тождественно с Y =  Х(Д)Х 
и с любым Z = А.

5.1. Для данного минимального ядра К о 30), D(K) = —k: & >  1 для 
N(K) =  I и к 3 для N(K) =  1, можно определить ядро GI ç ёД G ç X  
формы (4), как и соответствующее партикулярное симметрическое преобра­
зование F, К  =  (G1)1’.

Согласно характеристикам {н, щ — q„,qn- il натуральной непрепывной дроби 
К  == (д) . . . (qtl), значения F и G можно найти в таблице 1. Тождества К = 
= {Giy таблицы 1 можно построить индуктивным путём на основе результатов 
работы [1] (на основе леммы 4, которая даст нам форму минимальных ядер на­
туральных непрерывных дробей), но их можно проверить и дедуктивно, 
вычислением.
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Таблица I

К  =  FGIF~

К =  (? j ) ' ' ( ? „ >
G

?1  - « V  1

<) ^ 3 ( ? ,  -  1) ( 0 ( 7 ,  -  7а -  21

1 <7,Н -  1 )(0 ) Ы

3

> 3

1 ( 7 ,  +  0 ( 7 ,  -  7 з )

( ? , } (7а -  0 ( 0 ( 7 ,  -  Ч-л ~  0

4

1 > 2 ( ? , ) (  -  0 ( 0 ) (7а ' г  0 ( 7 : ,  -  0

5 , 2 1

t e l )

(7а 2 -  0 ( 7 ,  -  74  -  0

^ 2 > 2 fiy.,) . . . (''/н —üH ^ íí — I 1 ) П Н (/1 ~  ^

5 1 1 ( ? , ) (  -  <ь -  0 ( 0 ) (7а 'Т 7з  +  1)

> 5

1 > 2 ( 7 , К “  0 ( 0 ) (7а +  0 ( 7 ; , )  ■ ■ • ( 7 » - a ) ( 7 „ - i  0

5> 2 1 ( í . ) (7а) ■ • ■ ( 7 « - з ) ( 7 > 1 - а + 0 ( 7 1  - 7 „ - 0

> 6 1 1 ( î i ) (  -  Ч п - г  -  0 ( 0 ) ( ? а л ' 7 « - а + 0 ( 7 з )  • • ■ ( ? и - з )

Таблица 2

77 F G I F '  G I  =  Н С 1 Н ~

К F G H

(?,) 7 i =  0 (mod 2) (Ÿ) u 0 IV' 
± ! ,  „

(?,) 7 , =  1 (mod 2) 1Ч> (l:i
(?i)(7i)

(7i)

n i n  n  л  o> | 0 - 1 V
’ , I , v f {(),!,2,3)

■■ U  0 '  ' о  - 1  ' ' 1 0 j

(7i)(7i -  0 n / 0 - 1  V
( ,  , 1 ' ^ ° .......... 5>

(? ,)(7i 2) | ° - M
U  2

(D -  1 iv

(7,)(7a)(0(7i -  0 f I(72 +  l l j

/1 0\v
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5.2. Если L(G)g>'2, G -- (q)G\ то имеет место соотношение

Ч (7)

Минимальные ядра /С, для которых L(G) — 1, т.е. G — (k) соответственно 
L(G) > 2  и £4=Л, т.е. G =  ( 1 )(Л- — 2). принадлежат тому же классу симметрически- 
эквивалентных натуральных непрерывных дробей, который называется главным 
классом. Остальные минимальные ядра не принадлежат этому классу. Множе­
ство минимальных ядер Д', принадлежащих главному классу, как и их транс­
понированные для неопределённого к, -это множество натуральных минималь­
ных ядер-многочленов от к с элементами - многочленами, определёнными над 
кольцом целых чисел, которые для к где к0 фиксировано от случая к случаю, 
принимает значение в К> (см. теорему 2 [1]).

5.3. Элементы g 2 и натуральной непрерывной дроби G'-нуклеоны, но ни 
один из них не является обязательно пуклеоном минимального ядра К (см. 
теорему 1 [1]).

6.1. Для данного минимального ядра К, Я(А') =  — к\ к -= 0 для N(K) — 
=  — 1 и k = 0, 1, 2 для N(K) =- 1, имеем только типы таблицы 2.

6.2. Целые непрерывные дроби К, G и F  таблицы 2 удовлетворяют тож­
деству К --= (Giy

6.3. Целые непрерывные дроби Н таблицы 2 составляют общее решение 
уравнения симметрической автоэквивалентности целой непрерывной дроби GI, 
GI =  (GI)H.

7.1. Приведение целых непрерывных дробей состоит в способе, по которому 
данная целая непрерывная дробь X  выражается ядром V, представительным 
элементом класса Сх, определённым единственным образом. Соответствующее 
общее симметрическое преобразование обозначим через Z = Z UH, X  = Vz, где 

„-партикулярное симметрическое преобразование, а Я-общее решение урав­
нения симметрической автоэквивалентности, связанной с целой непрерывной 
дробью V , V =  Vм-

7.2. Целые непрерывные дроби X = ±  I  составляют единственный класс
и, взяв, как представительный элемент V =- I  в соотношении X  -- F ' целая 
непрерывная дробь Z  выполняет единственное условие N(Z) == 1 для X  =  /  
и N(Z) =  -  1 для X  = -  I.

7.3. Для любой положительной или отрицательной целой непрерывной
дроби У, jYj ç Д  согласно канонической форме |У|, можно определить единст­
венным образом ядро U, минимальное в абсолютном значении, как
и партикулярное симметрическое преобразование В =  Е или В Ç 76, У =  Un■

7.4. Для любого положителього или отрицательного ядра U, \U\ ç Ж, мини­
мального в абсолютном значении, можно определить единственным образом 
определённое ядро V, представительный элемент класса Сс, как и партикуляр­
ное симметрическое преобразование С, U =  Vе.

7.5. Построим целые непрерывные дроби V, С и Я в случае k >  1 для 
N(U) =  — 1 или к ^  3 для N(U) — 1.

Обозначив а = - “ (1 +  sgn D(\U\)), ß =  (1 — sgn U), можно написать

UHJTa
=  К. Таким образом, согласно таблице 1 U = (Gx а/ ) фа+Р/,'/а
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Обозначив через т, О . : т : L(P(G)) — 1, показатель, для которого 
(Ста)ря-первое в взятом лексикографическом расположении, согласно убываю- 
щему расположению неприводимых множителей G , молено написать гож
дество (Г“/  =  ((( f - y ni r {̂ \  где ~ (1  -  ( - 'H -

Из установленных выражений следует U i(G~ )р I ) ’'* 
Обозначив

ф(*F ( (С У П У  

где S = 4 - ( l  — N(P(G))), можно написать U

-у,{1
(8)

Д* 1 Г- ■ '()&]■■

л 5 i>(y I )Имеет место тождество V — F v * ' и следовательно, обозначив <•>
1 / /  -,\а ' &у\ гг у/3-7-Xí(i"rа)(ш)Рс’( Г/ ‘о х1 — (— 1) )> следует I: ^  V

Имея в виду, что j VI {(*■
между II и V можно обозначить через

С -= F F  (G'a) (!В) Р8м( (G’a)pm)

, показатель последнего соотношения

(9)
и следовательно построили симметрическое преобразование С, для которого 
имеет место соотношение U ------ Vе.

Чтобы показать, что ядро V определено единственным образом, будем 
основываться на факте, что | V I " 1 j-натуральная непрерывная дробь. Из симмет­
рической эквивалентности V ~ V  следует автоморфная эквивалентность 
VI  1 =  ZF I  1Z~1N(Z), где Z-соответствующее симметрическое или автоморф- 
ное преобразование. Имея в виду лексикографическое расположение \ V F l\ = 
— \ v ’l ~ l\, откуда следует, что Z =  ±  P v( V I !), v-целое. Если 8 — 0, т.е. 
N ( P ( \ V I =  1 -* N{Z) =  1, то из автоморфной эквивалентности VI~l =  
= ZV'r~xZ~l следует у =  фа  ̂ и таким образом V I 1 — V ' l 1, итак,
V — V . Если 8 =  1, т.е. Л^РфЕМ1:)) =  — 1 -> N(Z) = — 1 для нечётного v и 
N(Z) — 1 для чётного v, тогда 1 ß-nf)(i -s) _  фи' t í-thu- so _  j выбором знака 
ядра (8) и следовательно соответствует только случай, когда, iV(Z) — 1, т.е. 
v-чётное и, как раньше V F 1 — V F 1 -* V = V.

Так же на основе связи между симметрической и автоморфной эквивалент­
ностей следует, что

H = ±  P!1-:s)v((GTУ "), (Ю)

v-целое.
7.6. Построим целые непрерывные дроби V, С и II в случае k ----- 0 для 

N(U) = — 1 или k =  0, 1, 2 для N(U) — 1, U ±  I.
Можно проверить вычислением, что формулы (8), (9) и (10) -действительны 

и в данном случае, если условимся в том, что при первых двух целых непреры-
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вных дробей G таблицы 2 имеем т — 0, а — 0, a при последних четырёх 
целых непрерывных дробей имеем разложение:

(1)(-1)(1)(0),  (1)(-1)(1)(1),  (1)(-1)(1)(2),  (?s + l ) ( 0 ) ;

в случае х 1 вместо П напишем Я т; P(Gr*) = G^.
7.7. Из предыдущих результатов следует, что Z 0 -- ЛВС 

но диаграмме (11).
У.1. Приведение целых непрерывных дробей приме­

ним, в первую очередь, к установлению симметрической 
эквивалентности целых непрерывных дробей. Целые непре­
рывные дроби А" =  V'Z»H\  X "  — V"2»'11" тогда и только 
тогда являются симметрически-эквивалентными, когда 
V  = V". В случае эквивалентности, обозначив X ’ — X " Z«H, 
где Z0 представляет партикулярное симметрическое пре­
образование, а Я общее решение автоэквивалентности целой 
непрерывной дроби X", X ” — X"".  имеем Z0 — Z'ÜZ{’ 1 и 
Я А"Я"АГА

получится соглас­

ен)

© ^ - ® ~  ©

8.2. Знание симметрической эквивалентности, согласно следованию X  — 
■ ZYZ 1 — .V/ - ZY IZ'N(Z), -эквивалентно со знанием автоморфной эквива­

лентности.
9.1. Представление натуральных чисел е арифметическими квадратичными 

формами ах2 +  Ьху п сг2 с дискриминантом Г) >  — 4,

с —.ах2 д- Ьху Д- су2 ( 12)

-другое применение приведения целых непрерывных дробей.
9.2. Решим уравнение (12), включив его, как составляющую часть, в одно 

уравнение симметрической эквивалентности целых непрерывных дробей.
Пусть к -второй компонент основной единицы г =  ~ {k~ f /\/Я ) порядка

Ü (который не должен быть главным) целых квадратичных иррациональностей 
с положительным дискриминантом, отличным от квадрата, и 1 = 1  в противном 
случае. Уравнение Л --- alx2 +  Ыху f  ely2 эквивалентно с (12). Классическим 
способом [4], какое бы то ни было фиксированное решение ! .v • :,„,v • - ,
(г<и> zoi) — 1- можно ассоциировать с тождеством el =  alzh -f blz01z02 +  clz%i 
собственную симметрическую эквивалентность X'  ----- X n/\  N(Z0) = 1, где

el -  (fl 
2

^ ( f l  + k)

k)\

gl
(13)
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-целая непрерывная дробь с первым элементом el, который является предста­
вляемым числом, и с N(X') ~  Л7(г), которое соответствует тождеству / 2 — D = 
=  4eg соответственно сравнению

а

/ 2 =  D(mod 4е),

al -1 ( Ы  -  к )  
2

/г) с/

(14)

(15)

-целая непрерывная дробь, связанная с коэффициентами данной форм ы, которой 
осуществляется представление.

Элемент el целой непрерывной дроби Х \  пара элементов {%, :о2} целой 
непрерывной дроби Z{) и целая непрерывная дробь X"  -инварианты класса 
('птомеу Таким образом, Z0 можно выбрать так, чтобы X ’ была натуральная 
непрерывная дробь. Число основных решений уравнения (12) равно числу 
классов С/(ЩО(32е), для которых имеет место симметрическая эквивалентность 
Л"' =  Х ”у". Общее решение {Z = ZaH } уравнения (12) получим из множества 
j Z0} основных решений умножением каждого основного решения на симметри­
ческое преобразование Я симметрической автоэквивалентности целой непреры­
вной дроби X " , X"  — Х " н.

9.3. Чтобы проиллюстрировать способ применения полученных результа­
тов, определим общее решение уравнения 9 — 17д2 32ху +  14у2 (см. задачу 
17 литературы [1, стр. 205] первой части данной работы [1]).

Имеем Я =  72, е =  17 -г- 2 \jl2. Таким образом, к = 34, / 4 и можно
перейти к эквивалентному уравнению 36 =  68-v2 4- 128.yv r  5íiv2, к котором)' 
присоединится целая непрерывная дробь (15)

/68 47 
Л 181 56)

Согласно 4.1. для X "  можно вывести А" — (—1)(0) и положительное ядро 
У" -= (2) (5) (4) (2) (1) (1).

Имея в виду, что У" -минимальное ядро, согласно 7.3. следует U" =  Y" 
и В"  =  Е.

Согласно 7.5., имея в виду, что а — 0, ß =  0, следует, что U" =  К". В 
таблице 1 найдём Я" — (2)(—3)(0), G" — (8)(4). Так как G''-первая натураль­
ная непрерывная дробь в фиксированном лексикографическом расположении, 
имеем т =  0 и следовательно у =  0- Имеем ещё 8 0. Итак, V" = (8) (4)/
и С" = (2)(—3)(0) (сделаны сокращения типа (?')(())(g") =  (q’ +  //'')).

Согласно диаграмме (11) ZÖ = ( ! ) ( —3)(0) и Я " =  ((8) (4))v , v-целое (10).
Чтобы найти натуральные непрерывные дроби (13), надо принять во вни­

мание решения 42еС6(МП(и8) и 30е Cio(,«,„í 18) сравнения (14) f* — 727== Q(mod 36) 
для которых получим ТС' (2)(1)(4)(6)(1)(1) и X', =  (2)(7)(5)(1).

Подобно случаю X " , приведением получим: V, — (8)(4)7, Z'w ■- (2)(—7)(0): 
У'г = (8)(4)7, Zio =  (2)(—1)(0).
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Имея в виду, что V, =  V" и V'2 = V", для эквивалентности Х[ X " Z,°H°, 
соответственно Х!> = Х " /г°н" получим основные решения Z 10 =̂ (2)(—4)( — 1)(0), 
соответственно Z 20 =  (2)(2)(— 1)(0) и Я„ =  +  Х"1.

Вычислением пар значений {л1Ш, zm }, г + { 1,2}, получим множество {{5, 
— 4}, {—1,2]} основных решений данного уравнения. Отсюда выведем общее 
решение умножением каждого основного решения на преобразование Н п = ± Х "1 .

10.1. Пу сть С* -  -G* lim (У'-бесконечная периодическая правильная непре-
V X

рывная дробь, соответствующая вещественной квадратичной иррациональности
,. _ h -  - -  h ■- \+  „„ , „; = ---- —---- или с — -----—-----, которая удовлетворяеттождествуа;"+о;+с=0.
Как раньше, предполагая известной основную единицу г, перейдём к эквивалент­
ному тождеству я/;2 +  W? +  cl =  0, к которому присоединится целая непре­
рывная дробь X" формы (15), которую в дальнейшем будем обозначать через X.

На основе словаря: „упорядоченные комплексы целых чисел —♦ целые 
непрерывные дроби (в смысле матричной записи), действие | <—■ целая непрерывная 
дробь / (с обычным оператором умножения справа и слева), и т.д.” , можно ис­
пользовать соотношение ((7*/)*°>'Щ — +  „Y, соответствующее формуле (28) работы
[2]. Целая непрерывная дробь X, согласно формуле приведения, имеет форму 
Р , где индекс m не считается в смысле лексикографического расположения, а 
фиксируется, m = m*, вместе с целым показателем v, v =  v*, так, чтобы иметь
G* = Р ( { ( ? у т') и с ;  =  ±  (0)IZ*, т.е.

G* = ±  (0) I А ВРГ(С'Х) 7JV‘ ( ((т~У“*). (16)

Из знаков плюс и минус выберем тот, для которого Gq правильная неп­
рерывная дробь.

10.2. Например разложим в правильную непрерывную дробь квадратич­
ную иррациональность у (— 16 — У18) :17 или ; — (— 16 + У18) : 17, для ко­
торой имеем тождество 17 + +  32; +  14 =  0. В 9.3. имеем вычисленные зна­
чения А =  (-1)(0), В = Е, F (2)(—3)(0), G = (8)(4), х =  0, т.е. (0) IABFP =
=  (1)(— 1)(1)(1)(— 3)(0) и Р{СА ) =  (8)(4). Следовательно, в форме общей пра­
вильной непрерывной дробя с конечным числом отрицательных множителей 
бф — ±  (1)(— 1)(1)(1)(— 3)(0) lim ((8)(4))\ Взяв m* — 1, v* =  0 и знак минус,

V—
согласно формуле (16), получим (7Jj =  (— 3)(1)(4) и G* =  (4)(8). Итак, G* =  
= ( —2)(1)(4) lim ((4)(8))v. Употребив формулу (25") (2], следует, что сопряжен-

v—>»
пая иррациональность ; будет иметь разложений' G* — ( —1) (3) lim ((4)(8))v.

V—> ОС
Сравнив полученные разложения, следует ;< с ,  следовательно ; = ( — 16— \/18): 17.

10.3. Построение формулы (16) при помощи натуральных непрерывных
дробей G, данных в таблице 1, связано с работой [3], посвящённой 
изучению взаимнооднозначного соответствия между квадратичной иррациональ­
ностью ; и её „ядром“ Е, Вклад данной работы связан со стороной Е-*\.

(Поступило 16 мая 1966 г.)
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FRACŢII CONTINUE FINITE (II)
Fracţii continue întregi 

(R e z u ui a t)

în  aceasta a doua parte a lucrării se studiază grupul fracţiilor continue întregi. Fracţie continuă 
întreagă se numeşte fracţia continuă finită cu cituri parţiale numere întregi în notaţie matricială. Se con­
struieşte un procedeu de reducere a fracţiilor continue întregi bazat pe scrierea canonică a fracţiilor conti­
nue naturale, l'racţie continuă naturală se numeşte fracţia continuă regulată finită cu primul 
cit parţial pozitiv în notaţie matricială. Cheia procedeului constă în folosirea tabelelor 1 şi 2, care 
ne permit citirea directă în funcţie de im nucleu minim, legat de fracţia continuă întreagă de redus, atît 
a fracţiei continue întregi reduse cit şi a transformării simetrice prin care se face această reducere. Con- 
trucţia, în ipoteza cunoaşterii imitaţii <îe bază a ordinului pătratic corespunzător, permite ca să rezol­
văm în mod efectiv, în limitele fracţiilor continue finite, următoarele probleme : reprezentarea numerelor 
prin forme pătratice aritmetice de dicriiuinant mai mare sau egal cu —4 şi dezvoltarea iraţionalităţilor 
pătratice reale în fracţii continue regulate infinite periodice.

FRACTIONS CONTINUES FINIES (Hi
Fractions continues entières 

(R é s n m  é)

Dans cette deuxième partie de notre travail on étudie le groupe des fractions continues entières. 
On appelle fractions continues entières les fractions continues finies à quotients partiels nombres en­
tiers en notation matricielle. On construit un procédé de réduction des fractions continues entières fondé 
sur la forme canonique des fractions continues naturelles. On appelle fraction continue naturelle la frac 
tion continue régulière finie ayant le premier quotient partiel positif en notation matricielle. Ea clé du pro­
cédé consiste dans l’emploi des tableaux 1 et 2 qui nous permettent de lire directement — en fonc­
tion d’un noyau minima lié à la fraction continue entière à réduire — aussi bien la fraction continue 
entière réduite que la transformation symétrique par laquelle cette réduction a lieu. Dans l’hypothèse 
de la connaissance de l’unité de base de l’ordre quadratique correspondant, cette construction nous per­
met de résoudre d’une manière effective — dans les limites des fractions continues finies — les problèmes 
suivants : représentation des nombres par des formes quadratiques arithmétiques à discriminant supérieur 
ou égal à —4 et développement des irrationalités quadratiques réelles sous forme de fractions continues 
régulières infinies périodiques.
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par

W LADYSLAW  WIIOYA (Bydgoszcz)

Dans cette note je généralise le résultat d e l l i e  T o r s á n ,  lequel est donné 
dans la Note [1]. Je donne aussi les formules récurrentes, que j’applique pour le 
calcul des valeurs minimales des rayons des cercles de G e r c h g o r i n  [2], qui 
contiennent les zéros du polynôme.

I. Considérons le polynôme
f(z) =  zn -f- a1zn~~l J- й22и_2 +  . . • +  я„~iZ -f- an (1)

aux coefficients complexes. Les zéros du polynôme

F(z) = (z — x)/(z) =  z" '•1 +  {лг — o-)zn +  (д2 — xajz"-1 
+  . . . + -  (a„ — aan~l)z — aa„ (2)

sont égaux aux zéros du polynôme (I). La valeur quelconque du paramètre a. est 
aussi le zéro de (2).

Les valeurs caractéristiques de la matrice

а
ß ß2 f:n - l ß”

ß 0 0 0 0

0 - ß 0 . . 0 0

0 0 fj■■ . . 0 0

0 0 0 - ß 0

où ß est un nombre complexe quelconque, se situent dans le domaine vyj réunion 
des deux disques d’équations

77<‘> . u  W '
'*) : \Z +  «1 — *! <  \аг— y.«i ! -jiy +  . . .  +  \an — oca„_i

И. : г| <  |ßj.
(4)

2 — M atbem atica-Physica 2/1967
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Ses valeurs caractéristiques sont les mêmes que celles de F(z). Nous écrirons la 
première inégalité sous la forme suivante :

rt '■ \z \ <  \ai — a | +  \a4 — aai! ~  +  • • • +  Iя» — — 11 +  |аЯи! yyy

Н-Ф1 <  IPI
Ne rayon de cercle rt dans (5), nous le transformerons en appliquant l’inégalité de 
H ô l d e r  [3, p. 37] et nous aurons alors

r i ' ■ z  p   ̂Ck — + • . + \ ™ H \ r l q

i1 _ ;gjn p ~  P

1

qmkj < |ß:
1 - —L ik J

(6 )

Que X( (i = 1 ,  2, . . .  n) soient les zéros du polynôme (I) et que ßj =  max |X,j =  
=  \z] >  1, alors (6) nous pouvons écrire :

kl <  {l +  [«1 — y.\ +  \<h — »»il* + • • ■ ■ +  an — a«„ -i;1 f  \y.a„[q\l,'>y  . (7)
De cette façon nous avons obtenu l’estimation donnée dans [I].

Posant dans le (4) y. =  1, ß =  1 nous aurons une modification certaine de la 
localisation des zéros du polynôme, qu, a donnée M. P a г о d i dans le [4].

j j W  u m

II. Maintenant nous calculons les valeurs des paramètres a et ß. Nous transfor­
mons le rayon du cercle rt dans (4) en appliquant l’inégalité de Hôlder :

j r i '■ \z  +  a i

l u :  |z| <  1
ax\ -j- \ал а., +  к a„- i! ■a„

(8)

\a о — /xa1 \олп\ ф,  <  Lk — *«i!v +

Soit

1 q .4- ..- к  
ßk ' ‘ ißi’k

i IP (9)

l’expression

’•a., — x.aíj’ 4- . . .  -|- j a,, — %a„- ij’ +  1 ад,,'1' (10)

ak - ,  qk - f  ihh et p =  q =  2. (II)

De (10) et (11) nous avons

K? s +  'k ) y(f/i +  ihx) i2 +  \{q.j +  ih3) -  a(q2 +  ih2)|2 +  . . . +  \a.{qH +  ih„)'2 --
n H n

y-2Y^(F  -f ]h) -  2* ]C (2№ + i +  hkhk+i) +  Y j (?* +  Ä*)-
к- l  A- =  1 A=2
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I /expression (10) réalise son minimum, si

a =

n — 1
E  (qkqk+i + hkhk+i)k=l

E  ^  + A*>k=i

(На)

Calculant les valeurs du paramètre ß, nous nous bornons au cas où il existe la valeur 
réelle et positive du paramètre ß pour laquelle les cercles (4) n’ont pas de points 
communs, c’est-à-dire :

A „ -  Ê - Î > P .  où
f c i  ß'

( 12)

0̂ a l> Ai J  j i l 1, 2, ....... n -  1), A„ ля*
ha résolution de l’inégalité (12) est équivalente à la double localisation des zéros. 
Si nous calculons deux valeurs extrémales de paramètre, alors les cercles (4) seront 
tangents.

Nous écrirons l’inégalité (12) dans la forme suivante :

ß2 ~ Ä 0ß + A l <  - E ^  (13)
«=1 p

Alors l’inégalité (13) est satisfaite, si

< -  4^i < E
1 Г '

Par transformation nous avons

A 0 >  2 Vu où а =  E (14)

Considérons deux fonctions

“ (ß) = ß2 -  A0ß + A,  et Q(ß) =  -  ■ <15)
i  ™  2 p

Nous désignons des zéros de la fonction to(ß) par wq et m2. Au cas où А г =  0 
nous remplaçons la valeur m1 par m[ telle que

m[ <  — At) et >  O (ml).

Admettons que (14) soit satisfait, alors les fonctions co(ß) et Q(ß) ont deux points 
communs, dont nous désignons des arguments par gj et g2(gi < g 2).
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Maintenant nous nous occuperons de l’inégalité
ß- -  .l„ß +  Aj — £2(ß) <  0. (14

Il faut calculer la valeur ß, pour laquelle
ß2 -  ,l„ß +  .1, - O(ß) --- 0. (17

La plus grande racine de l’équation (17) est

ß === I  (a 0 +  У Л Г ^ ^ Й Г ^ О Д ]) -

Soit ß0 -  Ай, alors

En conséquence

?2== (A„
№

4 г A,

ß, -  \  (An -- y.i;; - 4M, -  ü(ß, 7) 7  (i 0,1.2, . . . ),  % -  ‘ , i ;l (1S 

Parce que y.a — 1 ,ln, alors -- ü(ß„) <  — il (g.,).
D’où ß0 <  ß, <  g.,. Parce que aussi -- ü (ßn) > - t^ßP > — ü(g.,),

alors ß0 <  {iL <  ß, < ---- <  ß, <  ■ • • <  g->- (19
La suite (19) est croissante et bornée, alors elle possède une limite. Nous noton: 
que la limite de cette suite est g.,, parce que

; ' U„  ;^^4^“ 4ГЛ"Г“ й Ж 1 ).

Pour toute valeur ß,, définie par la formule (18), l’inégalité (16) est satisfaite, alor 
(12) est vrai.
Ees zéros du polynôme (I) dont les coefficients remplissent la condition (14) s 
situent dans la réunion des cercles :

I i (5) [y, : ;• i- Æ, - .1,, • ß ,,,,,
U  jp : E| -< ß,

Pour calculer la plus petite racine de l’équation (17), nous menons la ligne droit.
I 1 1u о  J < l I " Q ( m i >

■j(ß) ------i ’--------- (ß -  mi) +  £!(«;,). (21

par des points A(iH[. Q(«îj)) et B A tt
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Nous remplaçons l’équation (17) par l’équation

«(ß) ---•= Ф(Р). où

ß -1  íi
n (ßT A° ) _ nù«i)
i ß A, -  Q(mj) 4

■ Í 1 1n 1 7  л 0 J -  npKj ni,

1
0. (22)

Nous calculons maintenant la plus petite racine de l’équation (22)

=  7

/ * >J -  no

. 1 - т л

í 1
° ? " ') il {ni,)

■ î  о 1

ü ( m ,

n | : ; ,p Cl(m g

— A 0 -  Inl

Pour calculer ß] nous remplaçons en (21) le point Л0, G0jj par le point

C'(ß!, i l ( ß ( ) ) .  lui conséquence nous remplaçons le point C par le point Z)(ß], 
□ (ßß)), e.t.c. Généralement nous pouvons écrire

U  + о(э; . ,) -  ÿ ü ô T o^ ï^ - à i â ; - 1 }

où 0(ß) =  , {j =,  0 , p  2, . . . ) ,  ß0 =  I  Л 0. (23)
b — ni, 2

L’examen des formules (15), (21) et (23) montre que si j  -+■ со, alors -* gl. Utili­
sant des valeurs ß;- définies par la formule (23) nous pouvons fixer le domaine Usii 
dans lequel se trouvent les zéros du polynôme (I)

I i !lî) =  l ri ; !* +  Л !  <  Л  -  ß.

De cette façon nous avons démontré le théorème suivant :

(24)

TiiHORKMK. Les zéros du polynôme (I) qui a les coefficients complexes satisfaisant 
à l’inégalité (14) se situent dans la réunion des cercles

i i  =  jr( : |.v -1- A 0\ <  A 0 — ß,.
lu : |~| <  ß;

où ßt et ßj sont définis par les formules (18) et (23), mais nous calculons Л 0, A z,
---- - A n par des formules (II), (II a) et (12).

De cette note et du théorème de B r a u e r [3, p. 71] nous tirons les consé­
quences suivantes:
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Corollaire 1. Si les coefficients du polynôme (1) satisfont à la condition (14), alort 
f(z) a un zéro dans le cercle

y) :| 2 +  A0\ .< A„ -  ß,
et n — 1 des zéros dans le cercle

y ■ И <  ßi-
Le corollaire 1 généralise et améliore les résultats respectifs de M. P a г о d i 

la note [5] et de A. O s t r o w s k i ,  de la note [7].
Corollaire 2. Si les coefficients du polynôme (I) sont entiers et satisfont à l’iné­
galité

«
^ > i +  £ a  (25;i --1

alors f(z) est le polynôme irréductible dans le corps des nombres rationnels.
En effet : le polynôme aux coefficients entiers est irréductibile si n — I de ses zérót 
se situent dans le cercle au rayon r = I  et un zéro se trouve en dehors de ce cercle 
[6 ].
Si les coefficients du polynôme sont entiers et que

c’est-à-dire

to(l) <  iü(l) et A 0 > 2  oû
co(ß) =  ß* -  A0ß +  A

« A.
а д  = - 5 А

1 — A 0 +  A x < -  f ^ A i ,
i = 2

d’où

>  1 +  £  4̂ i,Í-- 1
alors le polynôme f(z) est irréductible.
La condition (25) est la généralisation du résultat analogue de P e г г о n [6] e‘ 
de P a г о d i [5] concernant le critérium d’irréductibilité des polynômes.

(Manuscrit reçu le 28 février 1967
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DESPRE O METODĂ DE LOCALIZARE A ZEROURILOR UNIT POMNOM
(R e 7. u in a t)

în  această lucrare se dă o îmbunătăţire a rezultatelor obţinute de I. T o r s á n  în Г'. 
Fie f(z) polinomul

t(x) --- x I- a , X i- a.2x ■

definit peste corpul numerelor complexe. Fie cc un parametru

• l 0 ^  ■«> -  - I,  ;«i i , -  ««;!(' -  1. 2. . . H -  1). -■!„ -  ( M , !

11 —- 1

Y * — *-

"  ( t ) ‘

ak - 4 ' lhk
EK+*Î)

Se arată că :
Teoremă. Dacă coeficienţii ti; satisfac inegalitatea

.1 o >  2 у/ a

atunci rădăcinile polinomului f(x)  sínt situaţi în reunirea cercurilor

( 1 )

(14)

|r +  A„\ К  T 0 -  ß; şi M- s t ß/
unde

ßo =  Şi ß i  =  7  ( d o  +  -  n ( ß y ) )  Şi

ßj :•!.•• -!- e(ßy_i) -  y/[.-;0 F Otß/^.,)]2 -  1 1 ,  ~  Щ А  г « A ß i - i ) }

■A d,; 0(3) -  П(ш.)şi H(ß) — — > , W(ß) — — :--------------- , iar »ИJ este rădăcină a polinomului ß* — .T0ß +  A x.
f~ü> ß* * ' ß — »D

Consecinţe ale acestui rezultat sínt :
Corolar 1. Dacă coeficienţii polinomului (1) satisfac condiţia (14), atunci f(z) are o rădăcină în cercul

O- . ! . Л ' A  O ■e . -1 o: -s • ' 0 Vl
şi и -- 1 rădăcini în cercul

И < ßi
Acest rezultat generalizează şi îmbunătăţeşte rezultate ale lui M. P a r o d i  5 ’ si A. O s t r o w ­

s k i  [7].
Corolarul 2, Dacă coeficienţii polinomului (1) sínt numere întregi şi satisfac inegalitatea

П
d„ <  1 • £ d ;

t 1
atunci f(z) este ireductibil în corpul numerelor raţionale.

Acest rezultat generalizează rezultate ale lui M. P a r o d i  [5] şi O. P e r r o n  [6].
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О МЕТОДЕ ЛОКАЛИЗАЦИИ НУЛЕЙ МНОГОЧЛЕНА 

(Резюме)

Автор даёт улучшение результатов, полученных И. Т о р с а н о м  в |1]. 
Пусть f (x)  многочлен

f(x) =  хп 4- а1х п~ 1 +  а гхп'~2 +  . . .  +  а„ 

определяемый над телом комплексных чисел. Пусть а параметр

А 0 =- ! а у — a!, Ai =  |я.;+ , — аа, | (г

а
Ai

ak = 4  + ihk

1,2, п — 1), A n =  ]ая„|
«~1
Е  (^A+i + *à +i)А = 1_____________

Е  W + *ï)
А- l

Показано, что:
Теорема. Если коэффициенты я̂  удовлетворяют неравенству

Л0 < 2 \/ а
то корни многочлена f{x) расположены в объединении кругов

+ А„ ßi и \z\

(1),

( И ) ,

где

ßo — ~2 ~  ̂ ß* ~~2 ^ V^o 4[Лг n(Pj_x)] ) и

ßi =  j U ,  +  ©(ßi-х) -  ] / [А0 +  © (ß i-i)]2 -  4 [ ^  -  n fw j  +  w i© (ßy-i)] }

■A  Ai  fi(ß) -  П(т)
и П(р) =  — > -7 ~ r , 0(ß) = -------------------а «х -к ор ен ь  многочлена ß2 — H0ß +

ß ß -
Этот результат имеет следующие следствия:
Следствие 1. Если коэффициенты многочлена (1) удовлетворяют условию (14), то /(?) имеет 

один корень в круге

\z ~т А 0\ А  о ßj

и и — 1 корней в круге Ц .< ßy
Этот результат обобщает и улучшает результаты М. П а р о л и  [5] и А. О с т р о в с к о г о  [7]. 
Следствие 2. Если коэффициенты многочлена (1) целые числа и удовлетворяют неравенству

П
А° > 1 +  Е  А ‘»=i

то /(г) несокращаема в теле рациональных чисел.
Этот результат обобщает результаты М. П а р о д и [5] и О. П е р р о н а  [6].



CONSIDÉRATIONS DIRECTES SUR LA GÉNÉRATION DUS NOEUDS (II)

|)iir

t iK O ÎU i i :  ( \ ! Л  I-AIUÎ V M
île r  Vciidómii' île la lSépüliliijiie Socialiste  de itouiiiaisie

Dans un travail antérieur f l  i nous avons montré que chaque noeud N  de 
S3 peut être tracé sur une surface fermée S orientable et en position normale 
dans S3, de manière que N  divise S en deux domaines disjoints. On dit que S est 
en position normale dans S3 si S est plongée dans S3 de manière à diviser S3 en deux 
domaines lioméomorphes entre eux. Dans ce qui suit, nous voulons indiquer un 
procédé de construction des courbes fermées simples Ar qui divisent une telle sur­
face S en deux domaines, en utilisant des systèmes tie courbes simples qui ne divisent 
pas la surface S. Ce procédé résulte aussi d’un théorème de II. Z i e s c h a n g  
[2, p. 38] ; nous y établissons un équivalent de la seconde partie de ce théorème 
par des moyens directs.

1. Courbes fermées simples séparatrices. Graphes complémentaires. N  étant un 
noeud de S3, de type quelconque, il existe une surface fermée orientable 5, en 
position normale dans S3, sur laquelle N  se trouve tracé de manière à diviser 
cette surface en deux domaines. Nous dirons que .Y est une courbe simple sépara­
trice sur 5. Le type de N  étant donné, le genre p de 5 ne pourra être inférieur à 
une valeur minima p0 (N), que nous appelons genre 
normal de N. Supposons N  tracé sur une surface S de 
genre po(N) (coussin à p 0 trous). Nous pouvons pren­
dre S sous une forme canonique, cette surface étant 
placée symétriquement par rapport à un plan П qui 
coupe 5 suivant p 0 -)- 1 courbes fermées C0, CIt . . ., CAi 
(fig. 1). Déplus, on suppose S placée symétriquement 
par rapport à un second plan ГГ orthogonal à II, et 1Г 
coupant S suivant p№-]-l courbes fermées C0,Ci,. . . ,Cp„- 
Dans ces conditions, N  étant tracé sur S, N  devra 
traverser effectivement chaque courbe Ch i =  0, 1, . 
n’était pas traversée par N, le trou de S correspondant à pourrait être comblé, 
donc supprimé, et le genre p 0(N) pourrait être diminué, contrairement à sa 
définition. De même, on voit que N  doit traverser chacune des courbes 
Ci,i  — 0, 1, . . . ,  p 0, sans quoi le genre p 0(N) pourrait encore être diminué en 
pratiquant dans S une coupure (hachurée sur la fig. 1) par deux plans parallèles 
et rapprochés, orthogonaux à П, de manière à supprimer un trou de S. Désignons

p 0, car, si une courbe Сг
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par S t la partie de S qui se trouve au-dessus de П, et par S., la partie située 
au-dessous de IL

Le noeud N  divise .S eu deux domaines disjoints. Soit A l’un de ces domaines 
(hachuré sur la fig.2, a). Le plan П divise A en plusieurs domaines Ak situés sur 
5 j ou S 2- La frontière de l’un de ces domaines est formée d’un certain nombre d’arcs

appartenant à N, et d’un 
certain nombre d’arcs ap­
partenant aux courbes C,. 
Chacun des arcs apparte­
nant à N  joint un point 
d’une courbe C t à un point 
appartenant à une C,-. Dans 
chaque domaine ДА choisis- 
.sons un point intérieur Pk, 
et sur chaque arc apparte­
nant à une courbe C,, situé 
sur la frontière de Д.,, choi-

У i !

sissons un point Ql. Joig­
nons chaque Ql à Pk par 
un arc dans Ak, deux de ces 
arcs ayant en commun le 
point Pk seulement. Les 
points Ql seront les mêmes 
pour les domaines Ak appar­
tenant aux deux moitiés 
5 j  et S a de S (fig. 2 ; b, c). 
Les arcs ainsi construits 
forment alors un graphe Г 
intérieur à A (fig. 2; d), 
qui est un rétracte de dé­
formation de A. Un graphe 
analogue peut être cons­

truit à l’intérieur du second domaine que N  détermine sur S, et ces deux graphes seront 
appelés „graphes complémentaires de N  sur S “. Dans ce qui suit, il suffira de considé­
rer l’un quelconque de ces graphes, que nous désignerons par F. Alors S — F forme 
un domaine unique, dont le bord est une courbe fermée isotope (sur S) à Ar. Cette 
propriété n’est pas altérée si l’on supprime, sur F, chaque arc ayant une extrémité 
libre. De plus, si F possède plusieurs points de ramification (points en lesquels se 
rencontrent un nombre ^  3 d’arcs simples appartenant à F), ou peut déformer 
F de manière qu’il possède un seul point de ramification. A cet effet, choisissons 
un point de ramification de F, soit m (fig. 2 ; d, e). Si, à partir de m, on parcourt 
un arc de F qui mène à un autre point de ramification m', on pourra raccourcir 
auccessivement l’arc mm' sur S (et rallonger en conséquence les arcs qui aboutissent 
en m’) de manière à amener m' en m. Cette opération ne change pas la classe d’iso- 
topie du bord de Г. En effectuant cette opération pour chacun des arcs qui partent 
de m, on obtient un graphe F à un seul point de ramification m (fig. 2 ; e, / ) .  F se 
compose alors d’un certain nombre d’arcs tracés sur S, ayant leurs extrémités en m.

Si l’on remplace chacun de ces arcs par un ruban mince placé sur S, on obtient 
une surface de Seifert dont le bord est une courbe isotope à N, avec cette différence
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que notre surface est placée sur une surface fermée orientable en position normale 
dans S3.

Si Гоп a en vue d’obtenir un procédé de construction des noeuds de S3, on peut 
donc se limiter à la formation des graphes Г situés sur S, et formés de courbes 
simples sur 5, concourantes en un point m et deux-à-deux disjointes en dehors de ni. 
Nous appellerons gerbe sur S un tel assemblage de courbes.

2. Gerbes admissibles. Une gerbe sur S détermine un noeud unique si son bord 
ne se décompose pas en plusieurs courbes. Nous dirons donc qu’une gerbe Г est 
admissible si son bord est une courbe unique. Cherchons les conditions nécessaires 
et suffisantes pour qu’une gerbe soit admissible.

Si une gerbe admissible Г est formée de n courbes simples C. passant par m 
et disjointes en dehors de m, il est clair que chaque courbe C, prise séparément 
ne divise pas la surface S, puisque Г ne doit pas diviser S. Mais cette condition néces­
saire n’est pas suffisante pour que Г soit admissible. Soit y une courbe fermée sim­
ple qui est la frontière d’un petit disque sur S, contenant le point m à son intérieur. 
Choisissons un sens positif de parcours sur y et marquons par les indices 1,2, .. ., 2n 
les points d’intersection des courbes C; avec y, l’oidre de succession de ces points 
sur y coïncidant avec l’ordre naturel des indices. A chaque k de cette suite il corres­
pond un indice rp(k) si l’on convient que к et o(A’) représentent les deux points 
d’intersection de la courbe Ck avec y, pour к =  1,2, . . ., 2n.
'^’application 9 est une permutation de la suite 1,2, . . ., 2n 
et se décompose en cycles binaires (à deux éléments), 
donc 99(k) =  k. Marquons, au voisinage de y, les bords de 
chaque Ck des signes +  et —, ces signes se suivant alter­
nativement le long de y (fig. 3). On voit alors que, en 
parcourant le bord de Г dans un sens convenable, on 
sort de y sur le bord +  de Ck et l’on rentre dans y sur le 
bord — deCç(i), on ressort de y sur le bord -|- de C ^ - i  
et l’on rentre sur le bord — de Cçr?ja-) - n, etc. Ku posant
(o —  1. 1\ =  9 ( ?u)> h  =  1) ú  — ?(h)> U -= l ;t • • • <
Asb 1 =  ?(ds), ds 2 =  î2s+i — 1, •••■ on voit que, si le bord 
de Г est une courbe unique, la suite i lt i 2, doit
épuiser deux fois la suite 1, 2, . . ., 2n, les deux bords de chaque C,: devant être 
parcourus, chacun une seule fois. En posant у (к) = k — 1 pour к >  1, *(1) — 2 n, 
la suite ii, i 2, . . ., iln se décompose en

9(1), 9*9(1), . . .  o(v?)*(l) ••• (1)

V9(l). (v?)2(l), (-y?Ÿ ‘(1) (ФфГ(1)-
Cette suite doit contenir deux fois chaque nombre naturel de 1 à 2n. On voit 

que la seconde ligne de (1) donne les points-sortie sur les bords +  des Ci: tandis 
que la première donne les points-rentrée sur les bords —. Chacune des deux 
lignes de (1) doit alors épuiser la suite 1, 2, . . . .  2n (mod. 2n). Or, puisque 
ф(/е) =  k — 1, il suffit que l’une de ces lignes vérifie cette condition pour que 
l’autre la vérifie aussi. Ku regard à la seconde ligne de (1), cela signifie que la 
permutation 99 doit former un cycle unique. Posons P =  99, 9 =  *_1P. Si 
P — («!«» • • • U.i). les я,- étant des nombres naturels distincts, entre 1 et 2n, on a

a, a., . . .  a n " l a . 2 • . ■ «34
a . >  -1- 1 «3 -Г 1 . . .  «i -. . a
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Tl s’agit donc de trouver les cycles P à 2w éléments tels que la permutation 9 
correspondante se décompose eu n cycles binaires. Donnons les conditions nécessai­
res et suffisantes pour qu’il en soit ainsi. Si 9 se décompose en cycles binaires, soit

+ 1 «ii 1
un de ces cvcles. On a

b'+i +  1 (mod. 2и), Uj 1 (mod. 2w).

(2 )

(3)
A chaque i entre 1 et 2n il doit correspondre un j  entre 1 et 2n de manière que

(3) soit vérifiée. Cette condition suffit pour que 9 se décompose en cycles binaires. 
Da détermination des permutations P  jouissant de cette propriété peut être intéres­
sante, mais l’application d’une autre opération, de caractère plus géométrique, 
nous dispense de poursuivre ce problème sur les permutations, dont les solutions 
sont assez nombreuses.

Da construction d’une gerbe admissible Г comporte deux étapes distinctes. 
Da première consiste à grouper les points 1, 2, . . ., 2n marqués sur y en n couples 
(k, <o(k)), où 9 vérifie la condition ci-dessus. Toute solution de ce problème déter­
mine une indicatrice admissible pour la gerbe Г. En joignant m aux points 
marqués 1 , 2 , . . . . ,  2n sur y par des rayons sur S, l’indicatrice fait correspondre 
à chaque rayon k  un rayon conjugué ш(/с). Da seconde étape consiste à joindre les 
extrémités des rayons conjugués par des arcs de courbes tracées sur S , de manière 
que ces n arcs soient deux-à-deux disjoints. Da gerbe Г ainsi construite sera admis­
sible, car 5 — Г est alors un domaine unique.

Nous définirons une opération, appelée opération A, telle que, étant donnée 
une indicatrice admissible, l’application de A noirs permet d’en déduire une autre 
indicatrice admissible ; de plus, toute indicatrice admissible (pour n fixé) peut 
être déduite de l’une d’elles par application répétée de l’opération A.

Soit Г une gerbe admissible, et {i, j), j  — 0(1) un couple d’indices conjugués. 
Des extrémités des rayons i et j  se trouvent donc joints par un arc simple sur S, 
situé à l’extérieur du disque y.

Remplaçons le rayon i — 1 par un arc de courbe intérieur à y qui joint le point 
I — 1 (sur y) à un point P  du rayon i (fig. 4 ; b) sur le bord — de ce rayon, puis, 
en faisant glisser le point P sur la courbe qui joint / à j sur S, prolongeons l'arc 
(i — 1, P) par une courbe sur S assez voisine de la précédente pour qu’elle 11e 
rencontre aucune courbe de la gerbe. Da point P arrivera sur le rayon j  (fig. 4, c) 
et, finalement, sera ramené en m, le rayon i — 1 se trouvant déplacé entre les 
rayons j  et j  +  1. Il est clair que cette transformation de la gerbe F entraîne une 
déformation isotope du bord de F, et la nouvelle indicatrice ainsi obtenue est encore 
admissible. Telle est notre opération A. Hile peut être appliquée aussi en prenant P  
sur le bord P  du rayon i, ce qui pernient de déplacer le rayon i -j- 1 entre j  — 1 et j.

Remarquons que si F
✓ * est admissibile, et i, j  sont

conjugués, il existe entre i 
et j  un indice k dont le 
conjugué n’est pas entre i 
et j, sans quoi le bord 
de Г ne formerait pas une 
courbe unique, et F ne se­
rait admissible. Supposons,

7 7r ' \  Y 2 Г/í b ,  V 2 Y7/  \ A / ' \ /  p  '  \/у/ j  \ \ /  A ' '  \/ /  i*! \ j*1 \
a) b) 0)

F i g .  4.
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pour fixer les idées, i <  k < ; .  Si<p(Æ) <  i, déplaçons successivement les rayons i — 1 , 
i — 2, . . .  , o(k) +  1 entre j  et j +  1 par l’opération A. Il ne restera alors aucun 
rayon entre ‘ q[k) et i (fig. 5, a). Déplaçons ensuite les rayons i +  1, i +  2, . . ., 
k — 1 sur le bord -[- du rayon i, ce (pii amène ces rayons entre ;  — 1 et ; (fig. 5, b), 
et continuons avec les rayons situés entre k e t ;  que nous déplacerons sur le bord +  
de k, ce qui amène ces rayons entre <p(k) — 1 et q(k) (fig. 5, c). On obtient de cette

i, ; aucun rayon n’existant plus entre o(k) et i, 
entre •/ et k, ouditre. k et;'. Des rayons k, q(k) se trouvent joints par une cour- 

S, de même que les

manière un quadruplet k 
ou
be sur 5, de meme 
rayons i. et j. D’ailleurs, notre 
hypothèse q(k) < i peut tou­
jours être réalisée par un 
changement circulaire des in­
dices 1, 2, . . ., 2n. Kn laissant 
inchangé le quadruplet déjà 
formé, on pourra ensuite re­
prendre les opérations sur les 
rayons restants, ce quadrup­
let permettant le passage du 
point mobile P d’un côté 
ou de l’autre du quadruplet

'Ч :.'

F i .

à la formation de plusieurs 
finalement un couple de ra-

On arrivera ainsi 
quadruplets et, si n était impair, on obtiendrait 
yons consécutifs conjugués, donc joints par une courbe sur S. Mais alors le bord de 
Г serait composé de plusieurs courbes, et Г ne serait pas admissible. Il en résulte 
que n est nécessairement un nombre pair si Г est admissible.

Ainsi, une gerbe admissible est formée d’un nombre pair de courbes C; et, par 
application répétée de l’opération A, l’indicatrice peut être ramenée à la forme 
canonique d’une suite de quadruplets (k , k [- 2), (k -j- i, k +  3), les indices entre 
parenthèses étant conjugués. On peut aussi employer une autre forme canonique 
[k, k +  n), k — 1, 2, . . ., n, qui a l’avantage de posséder la symétrie de rota­
tion autour de m. Dans ce cas, deux courbes quelconques Cf, Cj de la gerbe se tra­
versent au point m.

Il en résulte que chaque courbe simple séparatrice sur appartient à une
classe d’homotopie de la forme w ûû̂ . . . nu,pub W'Zq , 1 » w2q represen-
tant des classes d’homotopie qui contiennent des courbes simples, et ces courbes
pouvant être choisies de manière à passer par un point m de S, sans avoir deux- 
à-deux un autre point en commun. On peut encore caractériser ces courbes 
par w{W£d)Pxwpx . . . 'w-zq-i’W-zq’wP̂ iWoq , ce qui nous ramène au théorème, cité de 
II. Z i e s c h a n g.

lîn ce qui concerne le choix de l’indicatrice, on voit que l’on jpeut toujours se 
contenter de l’indicatrice symétrique (k, k Jr ‘2q), k =  1, 2, . . . ,  2q, sans perte 
de généralité. Si S est de genre p, toute gerbe admissible à 2p courbes forme un 
système de coupures canoniques de S, S — Г étant homéomorphe à un disque.

Pour la construction effective des gerbes admissibles un second problème se 
pose : joindre les extrémités des rayons opposés de l’indicatrice par des arcs sim­
ples de 5, deux-à-deux disjoints, et cela de toutes les manières possibles. Da solu­
tion de ce problème est fournie par les résultats de M. D e h n  [3] sur les rétro- 
sections (Selbstverbindungen) d’une surface fermée de genre p avec un bord (la 
courbe y).De même que le problème des classes d’homotopie de S qui contiennent
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des courbes simples, ce problème revient à la détermination des automorphismes 
du groupe fondamental 7̂ (5 ). En représentant ce groupe à l’aide de 2p générateurs 
gv g2, ■ ■ ■, goP> liés par la relation symétrique

a  a  a  o'~  1 p"~ 1 p — 1 —  Ifelöl * * * fe2̂ fel 02 * 1 ‘ Ьчр
nous avons donné [4] les conditions nécessaires et suffisantes pour que le mot 
h — g*lg*‘ ■ ■ ■ g*n représente une classe d’homotopie de S contenant des courbes1 2 N?
simples. Ces conditions sont données par n{n — l)/2 inégalités de nature arithmé­
tique concernant les suites d’eutiers iu L, ..... ia ; a,, a,, . . . ,  x„. Or, la méthode 
qui nous a conduit à ce résultat s’étend sans modification essentielle au problème 
de la détermination des automorphismes de 7q(S) ; l’étude de ce dernier problème 
fera l’objet de notre prochain travail.

(Manuscrit reçu le 20 février 1967)
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COXS1DURAŢII DIRECTE ASUPRA GENERĂRII NODURILOR (II)

(R e z u m a t)

Intr-o lucrare anterioară 1 s a arătat eâ orice nod N din S3 poate fi trasat pe o suprafaţă închisă 
orientabilă S în poziţie normală în S t astfel incit, N să o (lividă în două dom mii disjuncte. S este 
în poziţie normală îu S3 dacă S dir idé spaţiul S:! în două domenii omeomorfe. Se dă aci un procedeu de 
construcţie a curbelor închise simple N care divid suprafaţa S în două domenii disjuncte, regăsindu-se 
astfel şi o parte a unei teoreme datorite lui II. 7. i e s c li а и g 2 ; prin mijloace mai directe. Se definesc 
grafele complementare unui nod trasat pe S ca retracte de deformare ale celor două domenii comple­
mentare lui N pe S. Se introduce apoi noţiunea de jerbă admisibilă, caracterizată prin indicatrieea cores­
punzătoare. Analiza proprietăţilor acestor indicatrice conduce direct la procedeul de construcţie căutat, 
şi permite determinarea claselor de omotopie din -,(>3) care conţin curbe simple separatoare pe S.

НЕПОСРЕДСТВЕННЫЕ СООБРАЖЕНИЯ О ГЕНЕРИРОВАНИИ УЗЛОВ (II)

(P e з ю м е)

В предыдущей работе (1) показано, что любой узел Л’ из .V3 можно начертить на ориенти­
руемой закрытой поверхности S  в нормальном положении в А3 так, чтобы .V разделял её на две 
непересекакициеся области. 5 находится в нормальном положении в А3, если А разделяет простран­
ство S 3 на две гомеоморфные области. Даётся способ построения простых закрытых кривых .V, 
разделяющих поверхность S на две непересекакициеся области и, таким образом, снова находится 
и часть одной теоремы Г. П и ш а  и г а  (2) более прямыми средствами. Определяются допол­
нительные графы одного узла начерченного на S как деформационные ретракты двух дополни­
тельных областей кривой N  на 5. Вводится затем понятие допустимого пучка, характеризующегося 
соответствующей индикатрисой. Анализ свойств этих индикатрис непосредственно приводит к 
искомому способу построения и позволяет определить классы гочотоппи из (S), содержащие 
разделяющие простые кривые на S.



DESPRE UNELE PROPRIETĂŢI AŢE STELELOR FAMILIILOR
DE MULŢIMI

de

l'E T E R  KESSLER

§ 1. Cu S vom nota o mulţime oarecare de elemente şi cu cp[S) mulţimea păr­
ţilor lui S. Elementele lui S' le vom nota cu litere mici, elementele lui rp(S) cu litere 
mari, iar elementele lui Ţ)2(S') cu litere rotunde. Prin familie de mulţimi se înţelege 
orice submulţime a lui p ( S ) .  Acoperire a lui S va fi orice familie de mulţimi a căror 
reuniune este S. O acoperire formată din mulţimi două cite două disjuncte o vom 
numi partiţie.

Pentru două familii de mulţimi 77 şi CQ se defineşte e-ineluziunea în felul urmă-
e

tor : 7i C 7> dacă pentru orice U ç 77 există un V € 77, astfel încît U С V. Cu 
ajutorul e-incluziunii se poate introduce o relaţie de echivalenţă între elementele
lui <p2(S) îu felul următor : 77 ~ 77 dacă 77 С V şi 7) C 77.

Dacă M Ç 7j (S)şî 77 € rP2{S) atunci prin steaua mulţimii M  în raport cu familia 
de mulţimi 7/ înţelegem următoarea mulţime :

St(M, 77) =  U {Uç  77: U П М ^ Ф } ,
deci reuniunea tuturor mulţimilor din 7/ care intersectează M. în cazul cînd M  se 
reduce la un singur punct M  =  {p} se notează mai scurt St{{p}, СЩ == St(p, 77). 

Se notează cu Si (77) şi Si* (77) următoarele familii de mulţimi :
Si(77) =  {St(p, OA) : p e S }

St*{Of) -  {St(U, 77) : Г/ € 77}
numite steaua, respectiv steaua mare a familiei de mulţimi 77.

în cazul particular, cînd 7/ este o acoperire al lui S, atunci şi Si(77) şi Si* (77) 
sínt din nou acoperiri ale lui S.

Lucrarea de faţă se ocupă cu proprietăţile stelelor şi stelelor mari ale familii­
lor de mulţimi.

La început vom enunţa unele proprietăţi simple care sínt folosite pe parcurs. 
Teoremă 1.1. Pentru orice familie de mulţimi 77 au loc relaţiile:

77 C St[OL) C Si* (77)
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T e o r e m a  1.2. Daca M 1 şi sínt două mulţimi din fy{S) şi M t C M 2, atunci 
pentru orice familie de mulţimi din f^ (S) are loc incluziunea

St(Mlt OL) C St(M2, 4P)
e

T e o r e m a  1.3. Dacă 4P. şi Ф sínt două familii de mulţimi astfel incit 4P C ® , 
atunci pentru orice mulţime M din f-'(S) are loc incluziunea

St(M, 4P) C St(M, W)
Din ultima teoremă rezultă că dacă 4P. .şi 4) sínt două familii de mulţimi echi­

valente, atunci pentru orice mulţime M  are loc egalitatea St(M, 41) — St(M, 4)). 
Reciproca ultimei afirmaţii nu este adevărată.

T e o r e m a  1.4. Dacă 41 şi 4) sínt două familii de mulţimi echivalente, atunci 
au loc relaţiile :

St(QL) =  St(4))
St* (4/) =  St*(4J)

Reciproca teoremei 1.4 nu este adevărată.
§ 2. Steaua, respectiv steaua mare a unei familii de mulţimi este din nou o 

familie de mulţimi. Se pot deci defini doi operatori St şi St* în mulţimea PD(S), 
care ataşează fiecărei familii de mulţimi 41 steaua St(4P), respectiv steaua mare 
St*(4L). Putem să ne întrebăm atunci care sínt elementele fixe ale acestor opera­
tori. Vom numi o familie 41 pentru care St (4L) = 41 un invariant stelar, iar o familie 
41 pentru care St*(4P) =  4L un invariant tare stelar. în  acest paragraf ne vom ocupa 
cu familii invariante faţă de operatorii St şi St*.

Da început vom da două condiţii simple care caracterizează invarianţii stelari, 
respectiv invarianţii tare stelari şi vom căuta să găsim acele familii de mulţimi care 
sínt în acelaşi timp invarianţi stelari şi invarianţi tare stelari.

T e o r e m a  2.1. Familia de mulţimi 4P este un invariant stelar atunci şi numai 
atunci cînd pentru orice U £ 4P. şi orice q £ U are loc egalitatea

St(q, 4P) =  U
1) e in o n s t  r a ţ  i e. Fie 4P. un invariant stelar şi să presupunem că există un 

U £ 41 şi un q £ 41 astfel îucît St(q, 4P) A  U. Dar deoarece q £ U, rezultă că 
UdSt(q,  4P). De aici ar rezulta însă că U ф  St(4P), contrar ipotezei că 4P. este un 
invariant stelar.

Invers, să presupunem că 4P este o familie de mulţimi care verifică proprieta­
tea că pentru orice U £ rtP şi orice q e U are loc St(q, 4P) =  U. Atunci rezultă uşor 
că St(4P) = Ж, deci este vorba de un invariant stelar.

O proprietate analogă se demonstrează pentru steaua mare a unei familii de 
mulţimi.

T e o r e m a  2.2. Familia de mulţimi 4L este un invariant tare stelar atunci şi numai 
atunci cînd pentru orice U £ 4P. are loc egalitatea

St(U, 4P) = U
D e m o n s t r a ţ i e .  Fie 4P un invariant tare stelar. Presupunem că există 

un U £ 4P astfel încît St(U, 4P) şA U. Atunci rezultă U C St(U, 4P) şi U ф  St*(4P), 
contrar ipotezei,
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Invers, fie U £ <71, atunci St(U, 4L) - U .şi deci U £ St*(4L). Dacă U* £ St*(4L), 
atunci există U £ <Ж, astfel incit 17* =  St(U. 4L.) =  U £ 41 şi deci U* £ 41. Cu 
aceasta am demonstrat că Y7 este un invariant tare stelar.

Orice familie de mulţimi două cite două disjuncte este atît un invariant stelar 
cit şi un invariant tare stelar. Următoarea teoremă arată că are loc şi proprietatea 
inversă.

T e o r e m a  2.3. a) D a c ă  r IÂ , e s t e  u n  i n v a r i a n t  s t e l a r ,  a t u n c i  e s t e  f o r m a t ă  d i n  ' m u l ­

ţ i m i  d o u ă  c i l e  d o u ă  d i s j u n c t e .

b) D a c a  4 L  e s t e  u n  i n v a r i a n t  t a r e  s t e l a r  a t u n c i  e s t e  f o r m a t ă  d i n  m u l ţ i m i  

d o u ă  c i l e  d o u ă  d i s j u n c t e .

De m o ii s t r a ţ i e. a) Fie deci 4 4  un invariant stelar şi să presupunem că 
exista două mulţimi ( f  şi U2 din 4 L  astfel incit Ul =7 L', şi Í7, f~| U 2  4 =  Ф. Fie atunci 
p £  î ’i П U 2 . Din teorema 2.1 rezultă că St(p, ' l l ) =  U i t  deoarece p  £ U i t  şi 
S t ( p ,  4 L )  = L\,, deoarece p £ U 2 şi deci Py = U.2, contrar ipotezei.

Afirmaţia b) se demonstrează analog.
Din ultima teoremă rezultă următorul corolar :
Co r o l a r  2 .4 . F a m i l i a  d e  m u l ţ i m i  4 4 ,  e s t e  u n  i n v a r i a n t  s t e l a r  a t u n c i  ş i  n u m a i  

a t u n c i  c î n d  e s t e  u n  i n v a r i a n t  t a r e  s t e l a r .

Acoperirile invariante faţă de operatorii S t  şi St* sínt exact partiţiile.
§ 3. Steaua respectiv steaua mare a unei familii de mulţimi fiind din nou 

familii de mulţimi, putem aplica şi lor operatorii S t  şi S t * ,  ise definesc astfel Fera­
tele stelare şi tare stelare ale unei familii de mulţimi.

Pentru orice ordinai nelimită x -}- 1 se defineşte steaua de ordinul x --- 1 a 
unei familii do mulţimi 7/ cu ajutorul următoarei formule de recurenţă :

S F  ' ( 4 4 )  =  S t ( S F ( 4 / ) )

respectiv steaua mare de ordinul x 1 ea fiind
St*7- '(4L) -■ St*(St*7(41),

Pentru un ordinal limită у sa defineşte steaua de ordinul y a unei familii dc 
mulţimi 4 L  cu ajutorul formulei :

S F ( 4 i )  =e: (J S t f  i i )

7. - .. V

respectiv steaua mare de ordinul у ca fiind
S t * ' f 4 L )  — U S t * 7 ( 4 L )

7. . Y

Familiile de forma Stx(St*i-)(4L) şi Si*7(St:>(4L)) unde x şi 3 Aut ordinale, le vom
numi_ stele mixte de ordinul x -j- [Í ale familiei de mulţimi 4 4 .

în acest § ne vom ocupa cu proprietăţile acestor iterate stelare.
T e o r e m a  3.1. P e n t r u  o r i c e  n u m ă r  n a t u r a l  n  ş i  o r i  е е  f a m i l i e  d e  m u l ţ i m i  4 L  a r e  

l o c  r e l a ţ i a  :

S t * " ( 4 4 )  C S t "  l ( 4 L )

D e m o n s t r a ţ i e .  Vom proceda prin inducţie iu raport cu n. Fie deci 4 4  

o familie de mulţimi oarecare şi n =  1. Dacă M  £ St*(4L), atunci există un

3 — M athematica-Physica 2/1967
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i/o £ 'II, astfel încît St(Ut, 'U) =  M. Fie p ç L\ arbitrar. Vom arăta că Sl( l \ ,  СЦ) C 
C St(p, St ('ll)). Pentru orice q £ Uu St(q, СЦ) conţine Ux, şi deoarece St(( 'll) = 
=  U St(q, 'll) orice II care intersectează Ul este conţinut într-un St(q, 'll) unde 

«eu,
q £ UL. Din aceste observaţii rezultă că St(U, 'll) C St(p, St(U)) £ St2('ll). Prin 
urmare St* ('ll) C St2(7l).

Presupunem că proprietatea este demonstrată pentru k V X,  deci
St*h('ll) C Stk "l('li) şi să arătăm că are loc şi pentru к — n -f- F Fie M  £ St*" 1 (V/),
atunci există un U*n £ St*"( 71), astfel încît M =  St(U*n, St*”(U)). Fie p £ U*n. 
Se arată, la fel ca şi în cazul n 1, că St(U*”, St*n(7,l)) C St(p, St" '(' //))  £ 
£ Stn 'r2('U), şi cu aceasta teorema este demonstrată.

Despre stelele de ordinul и +  1 se demonstrează următoarea proprietate :
Teorema 3.2. Pentru orice familie de mulţimi '11., S P +X('U) şi St*(i "l(7-l) sini 

invarianţi stelari şi are loc egalitatea
SP  • ■( H) = St*"'-1 ('ll)

D e m o n s t r a ţ i e :  Arătăm mai îutîi că St0' 1 ('ll.) este un invariant stelar. 
Fie V  şi U" £ SP  1 l’('U) şi U' П U" ^  Ф. Vom arata că atunci cele două mul­
ţimi coincid, deci U' = U".

Există două puncte p şi q, astfel încît U’ — St(p, SP('ll)) şi U" =  St(q, SPf/l)),  
dar St(p, SP('ll)) =  St(p, U Sth('ll)) =  U St(p. Stf'll)). Da fel St(q, SP('ll)) —

k-i
— U St(q, S t f  '/P)). Fie p x £ S, astfel încît />, £ U' П U". Fie r£  P', există

к- 1
atunci un număr natural k, astfel încît r £ St(p, Stk( '/()). Deoarece р г £ V ,  există 
un număr natural h, astfel încît p , £ (/;, Stf'll)). Fie m — max (i, h), atunci 
evident r, p x £ St(p, St"‘('ll)). Deoarece p x £ U", există un număr natural n, astfel 
încît p x £ St(q, St”('ll.)). Fie j  — max (m, n). Au loc atunci următoarele incluziuni : 
St(px, SP((Ol.)) D St(p, SP('l')) si St(pr, St1 ('ll)) D St(p, St,„('//)), dar atunci 
St(q, Sti':1("U)) D St(pu S ti ('ll)) D St(p, St"‘( 'll)) şi deci r £ .S7(î/, SP 1 Ц7Р)) prin 
urmare r £ U". De aici rezultă că V  C U". Da fel se constată că U" C U’ şi 
deci U' = U". Deci orice două elemente din St0' ' (' ll ) cu intersecţie nevidă coincid, 
este vorba, prin urmare, de un invariant stelar.

Pentru a demonstra complet teorema este suficient să dovedim egalitatea 
S P +l((7l) = St*0' 11 ('ll). Pentru aceasta demonstrăm că oricare ar fi p £ S şi oricare 
ar fi U*k £ St*k(c/P) pentru к arbitrar, astfel încît p £ U*k. are loc egalitatea
U St(p, SH('H)) =  C St(U*k, St*i('ll)). Intr-adevăr, dacă q £ U St(p, Sti('/l)),
;'“-i _ i 1
atunci există un m natural, astfel încît q £ St(p, St'n(7l)), dar atunci, deoarece
st(p, s tm('/l)) c  St(U*k, SP(7/)) C St(U*k, St*m(ai)) rezultă că q £ Ú St(U*k, St*i('lt)).

! 1 
CC

Invers, dacă q £ ţj St(U*k, St*i('ll)), atunci există uu n natural, astfel încît
qţSt(U*h, St*n('ll)), dar pe baza teoremei 3.1 avem St(l!*k, St*"('ll)) C St(p, St" • 1 ('ll)) 

00

şi deci q £ U St(p, S ti (Cil)). Vom folosi acum această egalitate pentru demonstrarea
3 = 1
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egalităţii Sta~A{7i) — St*1'’ ‘( 7/). într-adevăr, fie M  Ç Stu>+l{Ti), atunci există un 
punct p ç S, astfel încît M = St(p, SP{7i)) =  St(p, (J Stk{7i)) = (J St{p, SU {Ti)) =

k=I i=i
cc со

u  St{U*h, St*i{7i)) =  St{U*k, и  St*î{Ti)) =  St{U*k, St*<*{Ti)) =  M*. Ultimele 
. j= i

egalităţi demonstrează complet egalitatea dorită. Cu aceasta teorema este demon­
strată.

Ne vom ocupa în continuare de stelele mixte ale unei familii de mulţimi. înain­
te de a demonstra teorema principală enunţăm următoarea proprietate :

T e o r e m a  3.3. Pentru orice familie de mulţimi 77 şi pentru orice pereche de 
numere naturale m şi n au loc următoarele relaţii.

Stm{Stn{7i)) =  Stn{Stm{Ti)) =  Stm+”{Ti)

St*m{St*H{Ti)) = St*"{St*m{7i)) =  St*n+m{7t)

Putem acum demonstra următoarea proprietate :
Teorema 3.4. Pentru orice familie de mulţimi rii şi orice pereche de numere 

naturale m şi n are loc egalitatea

St" [St*™ {77)) =  St*m{StK{7l))

D e m o n s t r a ţ i e :  Vom proceda prin inducţie în raport cu m şi n. Fie 
m — n — 1. Atunci vom arăta că St{St*{Tl)) =  St*{St{Ti)). Mai precis, vom arăta 
că pentru orice p ţ  S are loc egalitatea St(p, St*{77)) = St(St{p, 71), St {Ti)).

Fie într-adevăr r Ç St{p, St*{7/)). Aceasta înseamnă că există o mulţime 
U* ç St* {Ti), astfel încît p, r € U*. Dar deoarece U* 6 St*{Ti), există o mulţime 
U 6 rH, astfel încît U* — St{U, 7i). Există atunci mulţimile Ul si U2, astfel încît 
p 6 L\  şi r ç U2 şi U1 Г) U yâ Ф, U2 n  U — Ф. Fie atunci qx Ç U1 f) U şi q2 € 
€ U2 D U- Avem St{q1, D Ux (J U şi St{q2, rli) D U2 (J U, de unde rezultă că
St{p, Ti) П St{q2, 71) pi: Ф şi deci St{q2, 71) C St{St{p, 71), St{7i)), şi de unde 
rezultă că r Ç St{St{p, rli), St{7i)). Avem deci St{p, St*{Ti)) C St{St{p, Ti), St{7i)). 
Invers fie r Ç St\St{p, Ti), St{7i)), atunci există un q £ S, astfel încît St{q, Ti) Г) 
n St{p, Ti) pi Ф şi r £ St{q, Ti). Există mulţimile C/1 şi U2 din Ti în aşa fel încît 
p € Ux şi q ç U2 şi U1 П U2 pă Ф. Fie atunci mulţimea St{U Ti). Avem p, r € 
6 St{Ux, Ti) şi deci r Ç St{p, St*{Ti)). Avem deci egalitatea dorită. Cu ajutorul 
ei se demonstrează imediat că are loc şi egalitatea St{St*{U) — St*{St{7i)).

Presupunem acum că pentru k <  n şi j  <  m — 1 avem Sth{St*>{Ti)) — 
— St*i{Sth{7i)) si pentru k <  n — 1 şi j  <  m are loc aceeaşi egalitate, atunci 
Stn{St*"‘{7i)) =  St{Stn~-l{St*m{7i))) =  St{St*m{Stn-\U))) =  Si*”>{St{SP~t{U))) =  
=  St*m{Stn{U)) şi cu aceasta teorema este demonstrată.

O proprietate analogă poate fi demonstrată pentru steaua de ordinul со.
Teorema 3.5. Pentru orice familie de mulţimi rH are loc egalitatea

St{St*«{U)) =  St*{Sta{7i))
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D e m o n s t r a ţ i e :  Din teoremele 1.1 şi 3.1 rezultă că 5/*“(77) ~ St0'{77), 
dar atunci din teorema 1.4 avem

St{St*°'{77)) =  5/®' '('//)
SP{St°'{77)) = Si*0' : ‘(77)

şi aplicând teorema 3.2 rezultă afirmaţia ultimei teoreme.
§ 4. Kxistă o striază legătură între familii de mulţimi şi relaţii binare. Oricărei 

familii de mulţimi 7! îi putem ataşa în mod univoc o relaţie binară în S, 77 [7/j ■■■
— 'U{17 ; V. V f  77:. Relaţia 7007] este simetrică; în cazul unei acoperiri ea 
este şi reflexivă, iar clacă familia de mulţimi este un invariant stelar, atunci este şi 
tranzitivă.

Ne vom ocupa îu acest paragraf cu relaţiile binare care se ataşează stelelor unei 
familii de mulţimi.

Teorema 4.1. Dacă familiei 7Í i se ataşează relaţia binară 70 / / \  alunei 
stelelor Stn{77) şi St*r{;/i) li se ataşează relaţia 70”[771 respectiv 773”[77 .

I) e m o n s í T a ţ i e. Vom proceda prin inducţie îu raport cu n. Pentru n — 1 
fie pR St{7() ~q ; aceasta înseamnă că există un Г f 5/(77). astfel îneît />, ц f 17. 
Există un r ç S, astfel îneît U St{r. 77), dar atunci pR\77 r şi r R f / i  q .şi deci 
p{R\777\ ' R[77))q. invers, dacă p{R '■///.] ° R 7/7)q. atunci există un r ç ,S\ astfel 
incit pR ]77.]r si rR [7/]q_, dar atunci p,q £ St(r, 77) şi deci pR[St{7i)]q. Prii: 
urmare 77 157(7/) ! =  R 777 ° 77 ?7 [ — R- 71]. Presupunem proprietatea adevărată 
pentru ti, deci R'Sl’’{ 77)] =  70";7/]. Atunci 7?[S7"+I(77) ' ---- Ri St{Si"{7/))"\ —
— R \Stn{7[) > R \ S!"(7f)] -  70” [7/ţ v 70"[77j ----= 70” M [77].

Pentru steaua mare se procedează la fel. Cu aceasta teorema este demonstrată. 
Stelelor _S7“(77) şi Sl*°‘{ 77) li se ataşează relaţia 77“ [77] — R ]St°'{ 77) ] —

— U 70” [ 77. :, respectiv' R*°'DI] //7S7*“(77) U Re1' [77 j . Din teoremele 1.1
/; ■ 1 ' ' ' s l

şi 3.1 rezultă că 70°''7/j —  77*“ [ O ' ,  Pară nici o greutate se constată că 77“ [ 7 / j  este 
o relaţie de echivalenţă în mulţimea S t -= (j {[O 17 Ç 77}. Dacă 77 este o acope­
rire a lui S, atunci IR']/77 este o relaţie de echivalenţă în 5. Acestei relaţii îi core­
spunde atunci o partiţii' a mulţimii .S, pe care o vom nota rf j ^ .  Are loc următoare!'
proprietate :

Teorema 4.2. Pentru orice familie de mulţimi 77 are loc egalitatea
epq( =  S R f  77)

I) e m o n s t r a l i  e. Pic V 6 f-'-p şi R € St0' 1 (77) şi presupunem eă 17 f | R /
gzt Ф. Vom arăta că atunci O --- p'ie p Г\ Г . Există atunci un r ţ  S. astfel îneît 
17 == St{r, 37“(77)) r. |j  St(r, Stk{77)). P'ie acum q ç P, atunci pR°'\777'şq, deci există

un k, astfel îneît />70*07 7/ deci p, q ç l;k ç Stk{77). Dar p € 17, deci h, astfel îneît 
p  Ç St{r, S t h { 77)). P'ie in - - max(7>, h). Atunci q ç St(r, St1" ;1(77)) şi deci q (- V 
Avem deci P C R . Dacă q ç l , atunci, deoarece p £ U, rezultă că pR[77]q, şi dec 
q Ç / ’. Prin urmare Г -= P. .Aceasta este suficient pentru a demonstra teorema

Unirii/ în rcdciclu In 20 jrhymrrir 1907
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ЗВЁЗД СЕМЕЙСТВ МНОЖЕСТВ

IР е з io м е)

В произвольном множестве С через посредство понятия звезды одного множества М  из Г(Н) 
по отношению к семейству множества 77 из CCS), которая является объединением всех элемен­
тов из 77, пересекающих множество ,1/, определяются операторы Sí и Si*, которые присоединяют 
к каждому семейству множеств 77 два семейства множеств .57(77) .•= {st(p. '/,/): p p s}, соот­
ветственно .57* (77) .- ( s t { r ,  ТУ): С (- 7 /] .  названные звездой, соответственно большой звездой 
семейства.

Данная работа занимается' свойствами этих операторов. Она состоит из четырёх частей.
В первой части работы, имеющей вводный характер, устанавливаются использованные понятия, 

а также некоторые простые свойства звёзд, необходимые для остальных четырёх параграфов.
Вторая часть работы занимается звёздными инвариантами и твёрдо звёздными инвариантами 

т. с. семействами множеств 77, выполняющими условие .5/(77) - 7 /, соответственно St*{''IL) — 77. 
Показывается, что они являются cai, pai семействами множеств попарно непересекающимися.

Последовательным применением операторов S! и S7* определяются звезды высшего порядка. 
Показывается, что звезда ночника м 1 (где м-первып бесконечный ординал) равна большой 
звезде порядка ы \ и констатируется, что эти два семейства множеств являются звёздными 
инвариантами. Показывается также, что операторы .57" и .37®'" являются коммутативными в том 
смысле, что не имеет значения порядок п\ применения к семейству множеств.

Последняя части работы занимается бинарными отношениями, которые присоединяются к 
звёздам семейства множеств, исходя из бинарного отношения, присоединённого к семейству множеств, 
к которому применяются звёздные операторы. Если к семейству множеств 77 присоединяется отно­
шение lt['/L\, то звезде S/( 77). соответственно большой звезде .57*(77), соответствуют бинарные 
отношения с I I  \ 7 /  ! соответственно A’_77j ® А’, 77 j » И  77 у

Звёздам порядка о> соответствует отношение эквивалентности.
Показано, что деление, соответствующее этому отношению является как паз Si1'1 ’ ’(77).

SER С F, R TA IXIС S PROPRIÉTÉS DES ÉTOITKS DES ЕЛ MITEES D'EXSEMBI.ES

(R é s u ш c)

Dans un ensemble quelconque S, par l'intermédiaire de la notion d'étoile d'un ensemble Д/ de P(S) 
en rapport avec une f a i l l e  d’ensembles /7 de P'HS), qui est la réunion de tous les élments de 77 
interseetanl l'ensemble 1/. on définit les opérateurs S! et .57* qui attachent à chaque famille d’ensembles
77 deux familles d’ensembles St {'LL) ----- \Sl{p. 'IL) : /> f S'|, et .57* ( 77) {.57 ( f ,  77) : V  y 77.} respec­
tivement nommées édoile de C  et grande étoile (le 7/.

I,e présent article s’occupe des propriétés de ces opérateurs. Il comprend quatre parties :
Dans la première, de caractère introductif, ou défiait les notions employées et l’on établit certaines 

propriétés simples des étoiles, nécessaires pour les trois autres paragraphes.
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La seconde partie traite des invariants stellaires et stellaires forts, c’est à dire des familles d’en­
sembles QL qui remplissent respectivement la condition St(QC) = 0/L et la condition Si*('2l)  =  rLi, 
Pour ces familles on démontre qu’elles sont exactement les familles d’ensembles disjointes deux à deux 

Dans la troisième partie, par application successive des opérateurs St et St*, on définit les étoile,1 
d’ordre supérieur. On montre que l’étoile d’ordre со -|- 1 (or'i со est le premier ordinal infini) est égale è 
la grande étoile d’ordre co ----- 1 et l’on constate que ces deux familles d'ensembles sont des invarianţi 
stellaires. On montre de même que les opérateurs Stn et St*”‘ sont inversables, au sens ou l ’ordre de 
leur application à une famille d’ensembles ne compte pas.

La dernière partie de l’article s’occupe des relations binaires qui s’attachent aux étoiles des familiei 
d’ensembles, en partant de la relation binaire attachée à la famille d’ensembles à laquelle s’appliquent les 
opérateurs étoile. Si à la famille d'ensembles (IL d’ensembles U on attache la relation R \flC \, alors à 
l ’étoile S t(ri l )  d’une part et à la grande étoile Si*('IL) d’autre part correspondent respectivement les 
relations binaires R \fU (\ ° R \ rll~] et R \flC \ ° R \flL(\ ° r [/1€\.

Aux étoiles d’ordre со correspond une relation d’équivalence. Ou montre que la partition corres­
pondant à celle-ci est précisément Sth>+1((LL).



DESPRE REZOEVABIIJTATEA PROBLEMEI EA LIMITĂ GENERALĂ
ÎN SEMI SPAŢII

de

CAROL K Á LIK

în lucrarea de faţă extindem unele rezultate publicate în [1]. Autorul acestei 
lucrări, G. í v  S i 1 o V, formulează o problemă de tip Dirichlet pentru semi- 
spaţiu si pentru o clasă largă de ecuaţii cu derivate parţiale fără să pretindă 
ca ecuaţia considerată să fie de un tip fixat. Noi studiem probleme la limită 
asemănătoare, înlocuind însă condiţiile la limită de tip Dirichelt cu condiţii 
la limită generale.

Pentru precizarea problemei şi a rezultatelor obţinute, în prealabil, intro­
ducem unele notaţii. Vom nota cu R'l, Щ respectiv A"--1 şi cu R’l~l spaţiile 
euclidiene cu n respectiv cu 11 — 1 dimensiuni, avînd ca elemente punctele cu 
coordonatele reale x =  (.rlt . . xn), £ =  (J-1( . . cn) respectiv x1 = {хъ . . #n_a)

1 dşi E — (ix, . . . .  Notăm de asemenea : Dk =  — —  , D =  D x ■ D z . . . Dn,i dxh
D' D x- D2. . ,D„ _t iar cu F' transformarea lui Fourier relativă la variabila x' :

F'j,{x) = (2n)

Я-1
unde <  x', Ţ >  =  E  xi • ~r

3 = 1

Vom considera, în semispaţiul xn >  0, o ecuaţie oarecare de forma

-1
2  ̂ e~l'"x * " ' u(x)dxf

m -1
P(D)t,(x) =  D”u{x) -  E  Pk{D’)DÎ u{x) (,r„ >  0) (1)

к - 0

unde pk{D') sínt operatori diferenţiali liniari cu coeficienţi constanţi. Ataşăm 
acestei ecuaţii cu derivate parţiale următoarea ecuaţie algebrică, numită ecuaţia 
caracteristică a lui (1) :

m — 1
т " - Е д а  =  о

Ä = Q



40 CAROL KÁLIK

Ke т3(Р), . . . .  rădăcinile acestei ecuaţii. Un rol însemnat în cele ce urmează,
o să aibă un şir de mulţimi:

R a 1 D Ox D Q2 D . . .  Э ilm.

Iată cum definim aceste mulţimi: pentru fiecare i , ' ţR”7l renumerotăm, la nevoie, 
rădăcinile ecuaţiei caracteristice astfel încât să avem :

■ . . .  . Imx j ţ ' ) .
Atunci

iik -r. R’r~l : 1тхк{1') > 0}  (k = 1, m)
Regate de ecuaţia (1) sínt şi poliuoamele în c :

P l+ { 1 ' ,  x )  =  II (t -  M l ' ) )

h - -1

de care ne vom servi mai jos.
Vom considera următoarele condiţii la limită :

F'{B‘(D)u(x)\Xir0} = (i-'e Q, ; ./ • 1.1; / 1, m) (2)
unde B7.JJ) sínt nişte operatori diferenţiali liniari cu coeficienţi constanţi, iar 

sínt funcţii date pe mulţimea Q,.
Observăm, că pentru Q, =  =  . . .  — O,. =  R'B~l şi й ,_ г =  . . . =  iim ~  {()),

ceea ce se realizează, dacă ecuaţia (1) este de tip eliptic sau parabolic, condiţiile 
la limită (2) se pot exprima intr-o formă mai obişnuită :

f,(x') (V elO r1 ; j  =  1, r)

Pe lingă condiţiile la limită (2) precizăm şi comportarea funcţiei u(x) pentru 
A. —► +  oc. Vom cere ca funcţia u(x) să nu crească mai rapid decit o putere a lui xn :

\u{x)\ 0 (.V) cinci xn -> 4- 00 (3)
P r o b l e m a  l a  l i  m i t  a s t u d i a t ă  î n  l u c r a r e a  d e  f a ţ ă :  Să 

se găsească funcţia u(x) care să satisfacă la condiţiile (1), (2) şi (3).
Precizăm clasa de funcţii în care se caută soluţia problemei la limită formu­

lată. Vom nota cu 76-,, mulţimea acelor distribuţii f(x') care se pot reprezenta
sub următoarea formă : f(.x') =  (/ — :’_)h f{x') unde f(x ')çL2(R"r1)- Ke 76 =  (J 76.-,,.

к - и
Notăm IL-,. =  F'70-k. Se vede fără greutate, că H - k este un spaţiu Hilbert format 
clin acele funcţii definite pe ic-ţ-1, pentru care

f -lisai 
J (1 + < 00

Notăm II —- (J IR-,., şi considerăm în acest spaţiu H  topologia indusă de spaţiile
mo

II-,,. Relaţia II =  F'7ù ne permite să topologizăm şi spaţiul 76.
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îu sfîrşit, vom nota cu (i „fHi spaţiul acelor funcţii u(x', xH) care aparţin lui 
l i  pentru fiecare xn v- 0 fixat, iar în raport cu ,v„ sínt continue şi derivabile în 
mod continuu de m ori în topologia lui l(i.

Soluţia problemei la limită enunţată mai sus o căutăm în spaţiul 
Pentru a putea formula rezultatul nostru, încă o importantă noţiune : c o c  r- 

c i v i t a t e a  e c u a ţ i e i  ( 1 ) cu  c o n d i ţ i i l e  l a  l i m i t ă  (2) .| Vom spune 
că ecuaţia (1) este coercivă cu condiţiile la limită (2), dacă poliuoamele în t :

b \{V, ri, t)

sínt liniar independente modulo P . ( t) pentru Lit şi diferit de zero (1 = Í, m). 
Pentru a explicita condiţia de eoercivitate să notăm

Щ1', t) -•= C j('\ t)(mod P (P- -))

Atunci condiţia de coercivitatc înseamnă că poliuoamele

t), t)

sínt liniar independente pentru orice Ç O: şi - =ь 0 (l — 1, m).
Menţionăm că ecuaţia (1) este întotdeauna coercivă cu condiţiile de tip 

Dirichlet. într-adevăr, deoarece condiţiile de tip Dirichlet sínt de următoarea 
formă :

F'\n{x:, 0)! -  ri(P), i;i Í áll
()лп

/•' à'
дх{ bl'(Г)

( ''€  i \  ; I =- 1, m), avem В)(¥, -) — ri-1  (/ = 1 , 1 ;  I =  1, m). Poliiiomul Pi.(P, т) 
fiind de gradul /, rezultă că f ' ( E ' ,  t ) т) t v 1, iar şirul 1, т, т2,
т;~ 1 este liniar independent.

Rezultatul de bază al acestei lucrări îl formulăm îutr-o teoremă :
Tkortdia. IJacă ecuaţia (1) esle coercivă cu condiţiile la limită (2), atunci 

problema la limită (1) — (2) (3) are soluţie unică în spaţiul C„fK> şi această soluţie
depinde în mod continuu de funcţiile g'fc,').

Demonstrarea se face prin reducerea problemei la limită (1) — (2) — (3) 
la o problemă de tip Dirichlet studiată în [11.

Aplicînd transformarea lui Fourier F' asupra ecuaţiei si asupra condiţiilor la 
limită (2), obţinem următoarea problemă la limită echivalentă cu (1) — (2) — (3) :

m - 1
P (ÎP , x„) EEE D ’ţţud',  v j  -  £ a ( î ' ) ^ 1 ( ? '  x n) =  и (xn >  0) (4)

k -U

B]{c, xn) l n,0 = g ‘(V) (Г€42г; j  1,1: I :• l7m)

Inlfcf, x n)\ =- 0(хУ) c în d  +  (X)

(5)

(6)
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Este uşor de constatat că problema (4) - (5) - (в) este echivalentă cu urmă­
toarea problemă la limită :

l r: ( V  A , ! / ! ( - ' ,  Xn) -  0  (.v„ >  0) (7)

Д О  I>n)û(Z'. х п) \ ,н .о = Д О  (7е Í2, ; ./ 1, 1 ; / =  1. m- (8)
într-adevăr, deoarece pentru fiecare Ç'çii, fixat (4) este o ecuaţie diferenţială 

liniară cu coeficienţi constanţi, orice soluţie a ei este o combinaţie liniară formată 
din funcţii de forma :

Rk(xn)
unde Rk{xn) este un polinom, care depinde de multiplicitatea rădăcinii т*(£'). 
Condiţia (6) ne arată, că pentru -'çQ „ în expresia lui û(ç xn) pot figura numai 
rădăcinile v^t;'), . . . ,  тД^'), ceea ce înseamnă că mulţimea soluţiilor ecuaţiei
(4), care satisfac coxrdiţia (6) coincide cu mulţimea soluţiilor ecuaţiei (7).

Observăm de asemenea că problema (7) — (8) este echivalentă cu problema :
Д О Д Д О Д О )  = 0  {xn >  0) (9)

Cj(7, £>„)«( 7, = ДО) (7 (0  ; ; -171; / = i, ш (io)
deoarece £>](!;', т) =  С|(5'> т) (mod , т)).

I- 1
Să notăm Cj( E.', -r) =  ^  4 1 7 ) 7 .  Cu această notaţie condiţia (10) se poate 

scrie sub forma
i-i

>, = -0

E 417)Д О 7, x«)k-o = 4(7) (7e Ц: ;• - 1,/: / I, m)
Л =  0

( 10)

Fie l — 1. Avem cî(H,', т) =  cj’ü(7)- Finiar-independenţa, la acest caz, se 
reduce la cj'°(7) =£ 0 pentru i; '=£ 0 şi <;'€ Oj. Din cî’°(7K17> 0) = 7 ( 7 )  rezultă

Íi(í\ 0) s
ДО') (7€ÎE)

în  genera], pentru un 1 <; l <; m oarecare fixat, liniar-independenţa polinoa- 
melor în T :

£ 4 1 7 )  7, £ 4 1 7 )7 ,  ..., £ 4 1 7 ) 7
X=U X =0 л - o

înseamnă că

ă e t \ : c f W ) \ ^ 1 0

pentru orice iî; şi diferit de zero. Prin urmare sistemul

£  417) ^  ДО', „̂)U =0 = 4(7) (; = 1, I)X=0 M
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are soluţie unică pentru orice g'(ç'). Notăm soluţia acestui sistem cu

J ) U ( c ,  -V„) 1(Г o - ■ h]{V) U  =  1. /)

Acest raţionament ne arată că condiţiile (10) sínt echivalente cu condiţiile de tip 
Dirichlet :

л-„) o =  /?)(;') ( - 'е Ц ;  j  l, l; l --=■ i, m) (11)

unde /;'(£') sínt combinaţii liniare de gjU") [j —' 1, m)-
în  concluzie putem afirma că problemele (9) — (10) şi (9) — (11) sínt echi­

valente.
Pe de altă parte, în A) se arată că (9) — (11) este echivalentă cu problema la 

limită de tip Dirichlet formată din ecuaţia (1), condiţia (3) şi condiţiile la limită

И у - 7 ^ 1  I -■ hj(l') ( ; 'e  li, ; ;  -- Î7T; l =  ГГш) (12)

care, după cum se demonstrează în aceeaşi lucrare, are soluţie unică în clasa Cm7t> 
şi aceasta depinde în mod continuu de condiţiile la limită. Astfel am ajuns la con­
cluzia, că problemele la limită (1) — (2) — (3) şi (1)— (12) — (3) sínt echivalente 
din punctul de vedere al rezolvabilităţii lor, ceea ce demonstrează teorema.

(Intrat în redacţie la 30 martie 1967)

B I B L I O G R A F I E

1. G. E. S i l o  V, O horyektnîh kraievîh zadaci v poluprostranstvc dlia lineinîh uravnenii v ciastnîh proiz- 
vodnîh s postoiamitmi koeffiţientami, „Uspelii matematiceskili nauk”, XIX, 3 (117) 3 — 52.

О РАЗРЕШИМОСТИ ОБЩЕЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ В ПОЛУПРОСТРАНСТВАХ

(Р е з ю м е)

В работе изучается граничная задача, данная следующими условиями:
m — 1

p(D)u(x) =  d ; > m  -  ркт К и(*) =  о  ( * »  >  ° )  з )

£ — 0
Е ’{в'(В )«(.р[Ги=0} =  e n  -, j  = TJ; I = Гдн) (2)

|ií(a')| =  0(*)() когда х п ~* -г »  (3),

где все рассматриваемые дифференциальные операторы являются линейными с постоянными коэф. 
фициентами. Множества £! с  В ”Г 1 определены корнями характеристического уравнения урав­
нения (1).

Доказывается следующая теорема:
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Теорема. Если уравнение (1) является коэрципным с граничными условиями (2). го граничная 
задачи (1)-(2)-(3) имеет единственное решение в классе С,„ и решение непрерывно нтисп; ог гра­
ничных условий (2).

Следует отметить, что уравнение (1) является коэрцивным с граничными уелоння-ш (2; если1
многочлены т ) |# линейно независимы модуле I ’1 (IT-)---- II (т  — т ( ; ’)) ■ где т (î'i-

/(1
определённые корни характеристического уравнения (1).

SUR LA RESOLU BI LITE DU PROBLEME GENERAL AUX LIMITES DANS
LES DEMI-ESPACES

(R é s u m é!

L’auteur étudie le problème aux limites données par les conditions suivantes :
m -1

P(D)uix) ti: D > (.t) -  J 2  PkVr )»*H" H  -  0 (a , 0) (1)
Z: - ij

F '{ B 3(D)U(X)|v = 0 } =  gj(5’) ( r  € a,  ; j  -  U  ; l =  Щ  (2)

• 4(x)\ = 0 ^ 1 )  quand л п -y  ■ x

où tous les opérateurs différentiels considérés sont linéaires et à coefficients constants. Les ensembles 
C  АД, 1 août déterminés par les racines de l’équation caractéristique de l'équation (1).

On démontre le théorème suivant :
Théorème. Si l’équation (1) est coercive avec les conditions aux limites (2), alors le problème 

aux limites (1) — (2) — (3) a une solution unique dans la classe CmW, et la solution dépend de façon con­
tinue des conditions aux limites (2).

Nous mentionnons que l’équation (1) est coercive avec les conditions aux limites (2) si les polv-l
nômes sont linéairement indépendants modulo P 1. (£', t) - -  Il ( t — т;Дс')), où ~k(Z')

к 1
sont certaines racines de l’équation caractéristique de l'équation (1).
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OPERATORI ITERATIVI (IV)

(to

S T IÍI 'W  I. MCZK'k

Fie X  şi Y doua spaţii Banach şi fie T un operator care aplică sfera închisă 
S(x0, r) din X  în Y, de trei ori diferenţiatul în sens Gâteaux pe S(x„, r) cu derivata 
de ordinul întîi continuă inversahilă pe această sferă.

Fie ecuaţia operatorială
Tx  =  0 (1)

Se introduce operatorul

<Da.(-v) -■= X  -  I /  J- -! Г(х)Т"(х)Г(х)Т(х) +  i  rr(.r)7'''(:r)]VT(v)7(r)v' \'(x)T(x) 
l - - !

( 2)

unde Г(я) =  j_lf'(.v)]~ care aplică sfera .S(v0, r) în ea însăşi.
în  particular dacă în (2) se neglijează ultimul termen, se obţine operatorul 

de tip Cebîşev
<M*) -  A -  j /  +  i  Г(х) T"(x) 1 ( V ) T(x) I Г (л-) T(x) (3)

studiat atît pentru ecuaţii operatoriale generale [1 — 5], cît şi pentru ecuaţii
funcţionale [6 — 10].

Dacă se neglijează şi termenul al treilea, se obţine operatorul de tip Newton- 
Kantorovici !11 13

-!.va(a: Л r(.r)7(.V( (4)
Diîfixiţik. Se spune ей Фл. este im operator iterativ simplu A_ ataşat,

ecuaţiei (1), dară soluţia .v* a ecuaţiei (1) este punct f ix  pentru operatorul Ф,,, 
şi Her aii a

x„ ! Фл.д-„ (n 0. 1, 2, . . .) (5)
converge către x* ç S(xn, r).

Pe lîngă aceşti operatori se mai consideră şi modificatele lor, de exemplu 

ФЙМ(.Г) =  x j /  i- [Г07'"(v) ! i V„T(x)". +  ‘ [ r n7 " ( x ) \X r (lT (x ) ) j  ГnT(x) (6) 

unde s-a notat cu Г0 =  Г(л'0).
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în  cele ce urmează se vor da condiţii suficiente pentru ca operatorii de mai 
sus să fie operatori iterativi simpli.

P'ie funcţia reală /(-/;) definită pe intervalul [t)0, tj' "I unde r\ — r(0 -f- r' <  
<  rl0 +  r, de trei ori derivabilă pe acest interval şi cu derivata întîi continuă 
inversabilă.

Fie ecuaţia
((r,) -  0 . (7 )

Analog operatorilor de mai sus se pot introduce funcţiile

9 r > <?c > ? . \ 7 o  ? r m -

Se poate enunţa principiul general majorant :
(PM) Se spune că ecuaţia (7) majorează ecuaţia (1), dacă
1) ц г * „ ц < * ы ,
2) yé 0 şi are loc relaţia ]|Г0И <  ---- -1— .

3) \\T”x 0\\ <  Г Ы  şi \\T"'xH <  T"(rt), pentru \ x ~ x 0\\ <  | yj —  vj0I ' \’п!~  rt«I.
în cele ce urmează se admite că (7) are rădăcină pe intervalul (•/)„, •/]'). Se 

va nota cu yj* cea mai mică rădăcină al lui (7) din acest interval.
Teorema i . Dacă are loc (PM), atunci <pK este o funcţie iterativă simplă 

ataşată ecuaţiei (7), iar Ф este un operator iterativ simplu ataşat ecuaţiei (1) şi
\\x* -  xf i  <: îrp -  rlH (n = 0. 1, 2, . . .) (8)

D e m o n s t r a ţ i e .  Din (2) si (5) rezultă

\ Х Л Х а ■ I',, / 'v„ ■ Г„7 a „ Г aT" X, i i г  T r i : 2! ! а1 -Hi I

• Г fíT x „\I
2 1(Ъп¥" (rïa) +  т; /'( Т)„Р

(9)

' ^(rio)2̂  (r/o)“
*>'(Uo)

Ъл ~ '4 о

Se va arăta în cele ce urmează că 1) — 3) din (PM) rămîn Amiabile prin 
trecere de la x 0 la xlt respectiv de la rl0 la y]v

a) în  baza formulei lui Taylor generalizate [12]

Tx = Ту +  T'y(x

unde x ,y  ç S(x0, r), 

Tx

Г0Тх0)ЦГ0Т"хи

— у) +  ~ T"y(x -- y )2 +   ̂ T'"(y)(x — y)hix
V

у = у  +  Q(x — у), 0 <  0 <  1 şi (2) — (5) rezultă 

г =  { I  +  Ţ [ГоT x f  ■ Г„У"Л„ +

л\
J2} Г0'/"л„ 2 ; Г„'/'л'0 У"л-0 + 1 $ 7...( * ) ( * ,  -  -Y0)®d*

( 10)

Ag
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de aici rezultă evident că

1 Д' 1 — ( 11)

adică 1) din (PM) rămîne valabil prin trecere de la ,vn la .r, respectiv de la r(0 la тр.
b) Din inegalitatea

T ' x  1 -  7 '.v„ - :\T'xl i; -  I ' л „
rezultă

) T"(x)<t.\ ^ t ' , (r l) d r l

\  -T(x
Г'{хи, 1 +  ^

î(r.) '
şi deci

í'(z,
Deci 2) din (PM) rămîne valabilă pe ap respectiv rn

c) Pentru a arăta că 3) din (PM) rămîne valabil prin trecere de la x„ la x lt 
res])ectiv de la yj0 la rn trebuie arătat că

S'(v,, r/ — rl}) C S(xl), -q — r(0)

Intr-adevăr

\\x  ~  x o,\ \\x — .V ] I i -j- 11 .V, — .v„ ; r ’ — r(, +  •/)l — r, „ — r ’ — rj0

Prin inducţie completă se arată că 1) -3) rămîne valabil pentru orice iterată.
în plus,

i(x,n) -0 şi 'Txn.'i <Zt{rln) {>i = 0, 1, 2, . . . )  (12)

întocmind tabelul de variaţie al funcţiei /  pe [r(0, -/)'], rezultă în baza condi­
ţiilor 1) — 3) din (DP) că

rm <  X* in =  1, 2, . . .)

si din (12) rezultă că există -q lini rln. Din continuitatea lui <pK rezultă că:
,! — ,  X

r <7; ■( *'l =_.a 'i •
Trebuie arătat că -q = -q*. Pentru aceasta se arată că -q este soluţie a ecuaţiei 

(7). Demonstraţia se face prin reducere la absurd. Din (12) rezultă că t(-q) =5 0 
Admiţînd că este exclus cazul de egalitate, aplieînd <pl{ lui -q se ajunge la conclu­
zia că <рй(т)) <  -q ceea ce contrazice egalitatea ~q =  <pR(q) care rezultă în baza 
continuităţii lui oR şi din (2) — (5).

Cum Tj* este cea mai mică rădăcină din [yj0, r/] rezultă că cpÂ este o funcţie 
iterativă simplă cu centru de iteraţie -q*. Analog cu (9) se poate arăta că

11*» i-l • xnII |r]«+i qnI {tl = 0, 1, 2, • . .)
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şi deci
IIХ„лр — x„i ■ \rin4, — 7)я| (n == 0, 1, 2, . . . ; / > — 1, 2, . . .) (13)

de unde rezultă că şirul {xn} este un şir Cauclw şi deci există x* =  lim xn.
n—>co

Din (12) în baza continuităţii lui T şi t rezultă j|7'v*i <  t(rp) şi deci teorema 
este demonstrată.

Evaluarea (9) a erorii se obţine din (13) făcîml p -> x.
Trorkma 2 Dacă are loc (PM), atunci o km este o /mutic iterativii simplă, 

iar Фдаг este im operator iterativ simplu şi

!> -  d.IdS I V -  < . (« — 0, 1. 2, . . . )  (14)
unde у  =  ФЯД/ {x) pentru .rgS(.rn, r).

Demonstraţia se face analog cu demonstraţia teoremei 1 eu observaţia că
Vn

T'xn = Tx„  -i- J Y"(.vuh (n = 1, 2, . . .)

C o n s e c i n ţ a .  Dacă au loc următoarele condiţii:
1- ц г 0| |< : - в 0
2- 11Y x 0\I ş i po
3. II T " x 0\\ <) M 0 şi и Y’"*|| <  N  pentru .y(|S(.y0, r), unde /?„, p0 şi .1/,, sínt 

constante, iar cea mai mică rădăcină pozitivă rp  a ecuaţiei

1(r,) N T  Ф rt 1~ Po (15)

nu depăşeşte pe r/, atunci cpR şi 9km sínt două funcţii iterative simple, iar 
Фк şi. Фя.и sínt operatori iterativi simpli şi

|V* -  %n\ \ <  rp  ̂ rin {n =  0, 1, 2, . . .)

Observaţie. Se poate remarca uşor că teoremele 1 şi 2 rămîn valabile pentru 
operatorii de tip Cebîşev şi Newton-Kantorovici. în  acest ultim caz se pot modi­
fica însă condiţiile principiului (PM), în sensul simplificării lor. Astfel T  şi t 
este suficient să fie doar de două ori derivabile în sens Frédiét pe sfera S(v0, 
7)' — 7]g), iar condiţia 3) din (PM) se poate înlocui cu

3. \\T"x\\ <, t"{r\) pentru I x — v0!| <Ş jr( — rin 7/  - yi0

în  acest caz şi ecuaţia (15) se reduce la

f (V = ~ M 0-rp - j - r ,  -p ?„ - Ü (Ш)

unde s-a schimbat doar semnificaţia lui M n, adică M„ este o constantă astfel ca 
|1Г"*|| pentru xçS(x0, r).

(Intrai în redacţie la 20 decembrie 19661
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ИТЕРАТИВНЫЕ ОПЕРАТОРЫ (IV)

(P e 3 io ,\i e)

Пусть Л' и У два пространства Банаха и Г—один оператор, применяющий закрытую сферу 
(д'0,г) из X в У и являющийся трижды дифференцируемым в смысле Gâteaux, с непрерывной 
неопрокидывающейся производной первого порядка на S (x0,r).

Пусть операторное уравнение (1). Вводится оператор Ф определяемый (2). Из этого можно 
получить оператор Чебышева (3) и оператор Ныотона-Кантопонича (4).

Определение. Молено сказать, что Ф — простой итеративный оператор (4), присоединённый 
к уравнению (1), если решение х* уравнения (1) является неподвижной точкой для оператора Ф 
и итерация (5) сходится к х* с условием ха, лу, . . . .  » (  Х( 1 0, / ).

Можно сказать, что уравнение (7) мажорирует уравнение (1), если имеют место 1° —3» из (РМ).
Теорема 1. Если уравнение (7) мажорирует уравнение (Г), то ? является итеративной функцией 

а Ф—  итеративным оператором и имеет место (9).
Теорема 2. Если уравнение (7) мажорирует уравнение (1), то y RM является итеративной функ­

цией, а ФА>1/—итеративным оператором и имеет место (14).
Следствие. Если имеют место 1)-3), то уравнение (16) мажорирует уравнение (1), а •? и <ţRM 

являются простыми итеративными функциями, а Ф и ФАИ — простыми итеративными операторами.
Замечание. Теоремы, аналогичные 1 и 2, имеют место для оператора Чебышева и для опера­

тора 11ыотона-Канторовича.

4 - - Muthemdticd-S’hysica 2/19b>
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ITERATIVE OPERATORS (IV)
(S u m m a r y)

Let Ar and V be two Banach spaces and T  the operator which maps the closed sphere S (v0, r) 
from X  in Y, three times differentiable in tile (lâteaux sense, possessing a continuous inversable l s/ order 
derivative on S(.r0, r).

Consider the operatoria! equation (1). The operator is defined by (2). Hence the Tchebyshev’s 
operator (31 and Xewtou-Kantorovich s one (4) can be obtained.

IlEEIXITIOX. The operator Ф is said to be one-point iterative operator (4) attached to equation 
1) if solution X *  of equation (1) is a fixed point for the operator Ф and iteration (5) converges to x* on 
condition that x 0, .v,............r Ç ,S'(r0, f).

We say that equation (7) majorizes equation (1) if the conditions 1) —3) from (PM) are satisfied.
THEOREM 1. If equation (7) majorizes equation (1) then <j> is one-point iterative function and 

Ф is one-point iterative operator and (9) is valid.
THEOREM 2. If equation (7) majorizes equation (1) then <ţ is one-point iterative function 

and Ф is iterative operator and (14) takes place.
COROLLARY. If the conditions 1)—3) are satisfied then equation (15) majorizes equation (1) ; 

<p and ç are one-point iterative functions; and Ф;)д/ are one-point iterative operators.
Remark. Theorems analogous with 1 and 2 can he stated for Tchebyshev and Xewton-lvantoro- 

vich operators.
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1. Introducere. Se ştie în baza teoremei lui Weierstrass, că o funcţie f(x) 
definită şi continuă pe un interval finit şi închis poate fi aproximată oricît de 
bine cu un polinom. Un polinom cu această proprietate este polinomul lui В e r n- 
s t e i u  [1 ], care pentru funcţia f(x) şi intervalul [0, 1 ] are expresia

Д ( 1 )

unde

A,,:W =  [ ” )**( 1 -  Я)»-'. (2)

Ordinul de aproximaţie al funcţiei f(x) prin polinomul Bn(f; x) se exprimă cu 
ajutorul modulului de continuitate al acestei funcţii

ЦЯ) =  max ' f{x) — f(v)], (3)
v!<S

conform inegalităţii

m  -  B Â f ’> .v):u 1, (4)

unde K  este o constantă independentă de f(x). Pentru prima dată această ine­
galitate a fost dedusă în 1935 de acad. P o p o  v i c i u  T. [6] care găseşte
pentru К  valoarea -- . b o r é n  t /. G. G. [3], în 1953, găseşte pentru constanta

К  o valoare egală cu ~ , iar în 1958 D i V e n-ţ i n [2] obţine pentru această

constantă valoarea — . Această constantă a fost încă îmbunătăţită în 1959 de

S i k k é  ma  P. C. [7J, care găseşte pentru ea valoarea 1 +  (20983\J6 — 47022) 
/46656 — 1,093785. . . . Deoarece s-a demonstrat că această constantă este mai 
mare decît 1, rezultă din cele de mai sus că există o valoare optimă a acesteia, 
care este cea mai mică valoare a lui К  pentru care inegalitatea (4) subzistă
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pentru f(x), funcţie continuă oarecare. Această chestiune a fost elucidată di 
S i k k é  ma  P. C. într-o interesantă lucrare [8] publicată în 1961. El găseşti 
că valoarea optimă a acestei constante este

837-^~ =  1,0898873 . . .  (55832

In  1964, i l  i г а к i a n O. ăl. [4] găseşte de asemenea o valoare pentru cons 
tanta К  egală cu 1,1761..., dar deja se cunoştea valoarea optimă a aceste 
constante.

în  lucrarea [8 1 S i k k  e m a F. C. menţionează de asemenea că în inegali 
tatea

:/ ( * )  — # „ ( / ;  x ) \  <

constanta

К . -:= 1 4~ SUp ^2 Vn  X P,,X (7
ГОЛ J / - 0  . I<

pentru fiecare n dat este o constantă optimă, în acelaşi sens cu constanta K. 
Demonstraţia este făcută pentru cazul n — 6, care de fapt furnizează constanta 
optimă К  independentă de n şi de /(.r). Pentru restul cazurilor metoda de demon­
straţie se poate repeta.

Presupunînd că funcţia f(x) satisface condiţia lui Ripschitz
'f(x) — f(y) <  A\x — _vj* {A > 0 ,  0 <  X <  1) (8

unde .4 este constanta lui Ripschitz, şi dacă ţinem seama de proprietatea modu­
lului de continuitate egű) . . 14', inegalitatea (5) devine

\f{x) JUf :  ,v)| <  K„A [3=]* (9

Observaţie. Constanta lui Lipscliitz, A, în inegalitatea (8) este o constant; 
optimă, adică este cea mai mică constantă care încă menţine sensul inegalităţi 
scrise. Dacă /(.v) este derivabilă şi derivata sa este mărginită atunci a — 1 si A - 

sup \f{x)K 
[ 0 , 1]

Este clar, din cele precizate pînă aici, că membrul drept al inegalităţii (9 
reprezintă o valoare minimă (pentru fiecare n dat) care menţine această inegali 
täte adevărată pentru orice x.

în cele ce urmează vom indica un algoritm pentru determinarea gradulu 
minim al polinomului lui Bernstein ce aproximează o funcţie lipscliitziană d 
ordinul a, deci şi continuă, pe intervalul [0, lj  (pe scurt scriem aceasta astfe 
f(x) € {Qo.i] Л Up a a}), cu o eroare dată s. Această problemă a fost de fap 
menţionată în [5].

2. I n  ak|oii(ni pentru determinarea ((radului minim. 2.1. Relaţia 1 r A„ ; / 
este adevărată pentru orice ii, după cum s-a precizat în paragraful precedent 
iar egalitatea K„ =  K  are loc numai cînd n =  6. Cele două valori 1 şi К  repre 
zintă cea mai mică şi respectiv cea mai mare valoare a constantelor K n.
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înlocuim în membrul drept al inegalităţii (9) pe /\„ cu К şi determinăm 
din relaţia următoare AM 3 cea mai mică valoare a lui и care mai
menţine sensul acestei inegalităţi. Notând această valoare cu nx avem

( 10)

liste evident că pentru orice n >  nx avem

!/(*) -  В Д ; x)\ < e, (ii)
dar această inegalitate este adevărată şi pentru valori n <  nv

Pe de altă parte, dacă înlocuim în membrul drept al inegalităţii (9) pe K„
cu 1 din inegalitatea Л j —  . >  г rezultă o valoare a lui n' у и !

«o =  [ ( - ( ’ (12)

astfel incit pentru orice n M n0 să avem

!/(*) -  /?„(/; x)\ > z. (13)

Rezultă prin urmare, că inegalitatea (11) începe să fie adevărată pentru o valoare 
a lui n cuprinsă între şi n lt n0 <  n -< nx.

Notăm

H n -  K nA (14)

adică membrul drept din inegalitatea (9) şi formăm şirul

Hn., H „ ' < ЯЯ1. (15)
2.2. Valoarea minimă a lui u, Ti, pentru care are loc inegalitatea (11) se

obţine calculînd termenii şirului (15) şi primul termen al şirului, A„n-1(i poate
lua una din valorile 0, 1, . . . ,  nx — n0) cu proprietatea f / , , . <  s ne furnizează
valoarea lui Ti =  n a 4- i. în acest caz, evident, s-ar putea să existe valori n >  n 
astfel ca inegalitatea (11) să nu fie adevărată.

2.3. Pentru calculul celei mai mici valori n a lui n pentru care H n M s ori­
care ar fi n >  n, se începe cu calculul ultimului termen din şirul (15), adică 
se determină termenii şirului H , h , . . . .  H „ n. Comparînd aceste mărimi
cu valoarea lui г, vom ajunge la un moment dat la inegalitatea H,H-j >  г. 
Dacă acesta a fost primul termen al şirului care satisface această inegalitate, 
atunci n = n x — y -f- 1 (j poate lua una din valorile 0, 1, . . ., n x — n 0 4- 1).

3. Calculul constantelor I \ n. în paragraful precedent s-a pus în evidenţă 
şirul (termenii căruia trebuie calculaţi) pentru stabilirea lui Ti şi n. Calculul
termenilor acestui şir implică calculul constantelor K n definite de relaţia (7). 
Vom stabili în acest paragraf algoritmul de calcul al acestor constante.
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Evident, e suficient să stabilim acest algoritm pentru

tf„ = stiPê |  v»[0, 1] ( = 0 j
p„: i(x) deoarece

1 -1- K„. ( 1 6

Întîi să observăm că putem restrînge intervalul de variaţie a lui .v, [0, 11 la subinter 
0, -i- , aceasta pentru că funcţia a cărui supremum se calculează, est<valul

simetrică faţă de — . Acest lucru rezultă imediat, înlocuind pe r  cu 1 -  x. Dec 
ne ocupăm de algoritmul de calcul pentru

sup £

ОгГ
V n  X Pn.iix)- (17

Mărimea ] V« e constantă, pentru fiecare i dat, cînd x variază într-ui
1anumit interval. Deci există o diviziune a intervalului 0, astfel ca pe fiecan

subinterval al diviziunii mărimea y/t
un i dat. Fie această diviziune următoarea:

să ia valori constante peutrt

0 =  x l -sC x 2 ^  xs 1 1
2

( 18.

Nodurile acestei diviziuni se obţin calculînd expresia
k

V«
(19

pentru k =  0, db 1» • • •. i  [Vй! ; i =  0, 1, . . ., n şi alegînd acele valori care sîm 
cuprinse între 0 şi ~ . De ordonăm şi primim şirul (18).

Funcţia p n,i(x) pe fiecare subinterval al diviziunii (18) este monotonă. Valo­
rile maxime ale acestei funcţii se obţin pentru x -  (*= 0, n \

n
2

care sínt, d<
fapt, noduri ale diviziunii (18).

Pentru calculul mărimii K n vom proceda în felul următor : vom determin; 
valoarea funcţiei

П P n , M (20

în fiecare nod al diviziunii (18), iar pe urmă supremumul acestei funcţii pe sub 
intervalele diviziunii (18). Obţinem un şir de valori, şi cea mai mare dintr< 
acestea va reprezenta pe K n. Calculînd valorile funcţiei (20) pe nodurile diviziuni
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(18) şi supremuinul aceleiaşi funcţii pe subintervalele determinate de diviziunea 
(18). se vor obţine unele rezultate egale, dar acest lucru nu influenţează rezul­
tatul final.

Pentru a calcula supremuinul funcţiei (20) pe subintervalele diviziunii (18), 
se calculează valoarea lui în cele două extremităţi ale subintervalului,
se alege valoarea mai mare dintre acestea, iar apoi aceasta se înmulţeşte cu
mărimea calculată pentru x situat la mijlocul acelui subinterval.

't. Descrierea algoritmilor de determinare a lui n  şi n  în limbajul algorit­
mic international Al,GOL, -60. lim bajul algoritmic internaţional ALGOL — 60 de 
programare automată la maşinile electronice de calcul se foloseşte tot mai mult 
în lucrările de analiză numerică pentru descrierea algoritmilor de calcul ai dife­
ritelor procedee numerice [9]. în cele ce urmează vom descrie în limbajul 
ALGOL —60 algoritmii de calcul stabiliţi în paragrafele precedente pentru determi­
narea lui n şi îi. Pentru aceasta vom da întîi un procedeu pentru calculul constan­
telor 1\., iar apoi procedeele corespunzătoare pentru determinarea lui Ti şi n.

4.1 Denumim procedeul de calcul al constantelor К prin identificatorul К  iar 
valoarea sa o notăm cu Kn.
p ro c e d a re  K ( t t ,  K n ) ;  i n te y e r  v ;  гоп! K n ;  

beyin in tey e r  l ,  s ;  a r r a y  a 7 : 2  n

e u t in '  ( sqr t (u) j - ,  /  s ■ Л ;

comment : So caiculea/.a 
cu ajutorul cărora se 

1
intervalului 0, 

narea constante
2

i Kn

ce

t e rm e n i i  ş i ru lu i  1 x r! 1’ ţ Ml
fo rm eaz ă  o d iv iz iu n e  a 

se foloseşte la de te rm i-

beyin real xik, temp;  inteyer h, i, j ,  k; s: 0 ;
for ;. 0 slop 7 nulii n »lo
far k; -- 0 ,  I; , 7 u l i i le  kjsqri(u )  -]- ijn .< 7/2, 

H i /■ 0 Ilton -entier (sqvt{u)) Hsc, к \ 1 while  
/ 0  kk<qyl(n) - i j n )  Л (kjsqrt(n) ■ i i u  ' f !2 )  tin 

beyin xik: -- kjsqvt(u) - i n; 
ii ( 0  x i k )  A { x i k  <  t ‘2 )  then  
beijin л . 5 / ;  x  s ; - x i k  end
»•ml: ,v s ... / : 12 ;

c o m m e n t :  O rd o n a m  şiru l  .J,v t j * 1. p e n t r u  a p u t e a  
s ta b i l i  su b in te rv a le le  c.' ne  i n te r e se a z ă  ; 
ior  h :  J s lop  / u n t i l  s do
for j :  h  b 7 s t e p  7 u n t i l  s / do

if a [h" x~j  1 then
beyin innp : --  x ÏJi ] ; x[JC_; a ' /

,v j "  ; --- t e m p  

en d
en d  ;
for l :  1 s tep  / u n t i l  s •)- 7 do
beij in i n te g e r  7, r e a l  y ;  a r r a y

C n \ 0 :  v  , p u ,  p p n .  qn, qqu, r n ,  r r n ,

in, Un [Ö: n, - 7; A ;
i n  -  /, 0  : t i n  ' - 7 ,  0  _ : -  0 ;

for i :  0  s te p  7 u n t i l  n  do
beij in C n \ o ]  : / ; p n U ,  x U  : — C  n  "i x  ( x [ l ]

f  I) a  i t  - л , /  ) î iw -  i) ;
С и  / : ! " : [ n  i )  L  и  г l ( i  4- 7) ;
if ( p n  l ,  A /1 ■ G p i !  i ,  Л / 7 Г) \  (/ X s )

thon p u  i , l  p u  i ,  x  I  — l 11 else
ii i t  th en  yo to R  else =
p u  i ,  x  i  ; v: — (a _! ] -■ x  J  -j- 7 _ ) , 2  ; 

rn i ,  / sq i t ' n )  a b s l y  - -  i p i )  ;
if r i T i ,  i - - e n t i e r  [ r n [ i ,  Г) К  0  

t h e n  a u  i .  I ■ : e n t i e r  ( n i  1 ,  /])
else q n  / ,  1 » : r n  x Г.  —  7 ;

t u p ,  ! : - p u  i , ! .■ q n  i ,  / ; 
i n \ p ,  I : t u  i - /, / : t u  p , / ;

R  : p p n  i ,  / ! : ------ p n  I x x  ! i ) ;
m m .  / ; : • s q y t i u )  a b s ( x  / — i j u )  ;
if r r n  i .  ! - e n t i e r  ( n  u  i .  I ) 0

t h e n  q q n  i . l  ■ : --  e u t i e r i m i  i .  /_) 
else q q n  i , l  : - r r n  i , l  - -  7;
U n  i ,  l  : - p p n  i ,  Г.  q q n  p ,  C_ \ 

en d  г ;
T u  " Г  : ------ t u  и , Г  ;
T n l  v  s ]  : t t n ' n ,  1\  ; 

e n d  l  ;
hejfiii i n t e y e r  /, real  t e m p ;

for  j :  - 7 s te p  / u n t i l  2 x s do
if T u  j '  >  T n \ j  '■ 1 then

hepin  t e m p :  - T n [ j '  ; T n ' J \  : — 1  m  j  -r / j ;
T u  rj  -j 1 ] : - t e m p  

en d
e n d ;

K n ;  - - 7 : T u  ‘ 2  x  s - Г  ;

en d  p H ' c e d u e e

4.2. Acum vom descrie în limbajul ALGOL —60 procedeul de calcul al mărimii 
n în care vom folosi procedeul, descris mai sus, de calcul al constantei K n.
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pro ced u re  nhara (A, alfa, epsilon К, Н и ! ; 
value  A. alia, ep'ilon : 
rea l  .1, a l / a ,  epsilon, H n  ; 
rea l  p rocedure  K ;

c o m m e n t :  nhara reprezintă "radul minim al poli- 
nomului lui Bernstein ataşat funcţiei /(.г) £ 
£ {C[n Л Lip  !«}, care aproximezi această func­
ţie cu o eroare dată epsilon.  Bot fi valori 
r ■ nbara pentru care inegalitatea 
f(x) - 11 y j f  ; V ; •' e să nu fie adevărată;

begin intejier n, nsero, nhara:
nsero:  - entier ( ( A ’epsdon ) *~ (4 alfa i i : 
n : —  n:ei •> :

R: K(n. K n j :
II,i: .-  Kn  .4 X ( Ijsqrtf n ) j  )  alto . 
ii Hn > epsilon then

liejiin n: n I: <|o to R end
else nbara: n

end

4.3. în  fine, în cele ce urmează vom descrie în limbajul Л1ЛЮ1У—60 prove 
deni de calcul al mărimii li. Vom folosi de asemenea procedeul К  descris la 1.1

pro ced u re  «ondulat (A, alfa, epsilon. K, l in ) :  
v a lue  Л, alfa, epsilon: 
rea l  A, alfa, epsilon, Hn ; 
rea l  p ro ced u re  К  ;

c o m m e n t :  «ondulat reprezintă gradul minim al 
polmomnlui lui Bernstein В ( / ; x) ataşat func­
ţiei /(v)£[C|-0 j 1 Л Lip aj. care aproximează aceas­
tă funcţie cu o eroare dată epsilon. Inegalitatea 

jf(x)  — B Jf- ,  x)\ <  z este satisfăcută pentru 
orice n >  «ondulat; 

begin in te j ie r  n, nunii, r  n-reni:
«unu:  — ii  ( 1.0898873 X Aţepsilon) f

( Halfaj-iutier ((1.0898873  X Ajepsilon) ţ  
(21 alfa)) -s o  th e n  entier f  (  1 .0898873  : A  'epsilon , 

\ ( Halfaj) • / else , / . 0898873 ■. A  epsilon) ]  
(2!alfa) : 
n: -, niiiiu;

11: К(н,Кп);
H n: -:= Kn  >: Л x ( 1 jsqrt(n)) ^ alfa; 
ii Hn <  epsilon then

b eg in  n  : — n  — / ;  go to  R  e n d  
else nandudat: ---- n 7

en d

(Intrat în redacţie la 27 marti, 1967}
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APROXIMAREA PRIN POLINOAMELE LUI BERNSTEIN 57

ОДНА ЗАДАЧА АППРОКСИМАЦИИ ПОСРЕДСТВОМ МНОГОЧЛЕНОВ
БЕРНШТЕЙНА 

(Р е з ю м е)

В работе указывается алгоритм для определения минимальной степени многочлена Бернш­
тейна, аппроксимирующего функцию f(.г) типа Липшица порядка а и постоянной А, с данной пог­
решностью е. Алгоритм состоит и вычислении терминов последовательности {Я  , где Я =-

Данный алгоритм описан в международном алгоритмическом языке A lp in i, (io,

UN PROBLEME D'APPROXIMATION PAR UES POLYNÔMES DE BERNSTEIN
(R é s u m é)

I / auteur indique un algorithme pour la détermination du degré minimum du polynôme de Bern­
stein approximant une fonction lipschitzienne d’ordre a et de constante A, f(x),  avec une erreur donnée

e. L'algorithme consiste dans le calcul des termes de la série ! H i"1 , ou H -- K AЬ I ninv П П

L’algorithme respectif est décrit dans le langage algorithmique international ALGOL-60.





O FORMULĂ DE CUADRATURĂ CU 5 NODURI CU GRADUL
DR RXACTITATR 5

»Ic
(iii. MICITĂ

Se caută o formulă de euadratură de următoarea formă

f{x)d.v -  A„f(xa) -[ A J ix J  j A , 4- A J (x 3) + A4/(x4) +  R ( 1 )

care să aibă gradul de exactitate 5, iar nodurile să fie situate astfel
•   • ------ • ------ • ------- •
a .tj ,v2 x 3 b

x 0 =  a, XI = X j -- kh, x„ , .a.» --= x2 4- kh, x4 — b, k ç (0, 1), h — b ^ - ,

iar f( x )çCe[a, b].
Prof. D. V. l o u e  s e u  [1] a făcut un studiu amănunţit al formulelor 

de euadratură cu nodurile a, b şi încă două noduri simetrice faţă de mijlocul 
intervalului (a,b). De asemenea A. C o ţ i u  ([3] a studiat cîteva cazuri de astfel 
de formule de euadratură.

Aplieînd metoda întrebuinţată de prof. D. V. Ionescu se ataşează intervalelor 
[a, Xj], [vj, x.2], [x2, x 3], [x3, b] funcţiile <fi(x), 92(v), y 3{x), <р4(я), care satisfac 
următoarele ecuaţii diferenţiale

<pf>(.r) =- 1, ?w(x) --=■ 1, =  1, 9f)(v) =  1 (2)

şi condiţiile la limită
‘Р'/’И  =  0. Ф^,(и) = ^ ( х к), =  0 (3)

unde i =  0, 1, 2, 3, 4, к = 1, 2, 3.
Integrala (1) se poate scrie astfel
b -'i л 2 x3 b

^/(.r)d.r =  Ç <pW(x)f(x)dx +   ̂ 9f  (v)/(v)dx +   ̂<?f{x)f{x)dx +   ̂<?f>(x)f{x)dx
a a x x x t x t
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Aplicîud fiecărui termen din membrul doi, formula generalizată de integrare prin 
părţi, si ţinînd seama de condiţiile la limită (3), se obţine

/•
$/(*)d.v -  -  <pf’(«)/(«) f  [<p{5,(*i) - V? ( * ,№ , )  -Í- ;?Ş?V2) -  ?f(.v2)j/(-V2) ;•
a b

[ ф ^ з )  - -  ?40)(a-3) ] / ( . v3) +  c? i ](b)f{h) +  J ? ( -v ) / l<il(.v)dA- (4)

a

unde funcţia cp(.r) coincide pe rînd cu ф^л'), ф.,(л;), ф3(.т), ф Д.г) ])е intervalele 
[я> г]» [A’l> X2j> lx 2> хаЪ [л'з> ]̂-

Soluţia sistemului de ecuaţii diferenţiale (2) cu condiţiile (3) este următoarea :

9 l (.v) -
(-V - a)6

4-
h 5A2 -  3 (x -  «)•■

в t 15 1 .. - /g 5 !

9 2( v ) = (A a)‘
+

h 5A2 -  3 (.r — я)6 ‘2/, 1 (л-
6 1 15 1 -- A2 5 ! 15 Л-2fX -  А’2)

9a(x) = (* — a)«
+

A 5ft2 -  3 (Л — ж)5 -h 1 (.g,
6 ! 15 1 -  A2 5 ! 15 А2(1 -  А2)

9  i { x ) =
(b — ,r)6

+
h 5A2 -  3 (b -  ж)5

6 ! 15 1 -  A2 5 !

Formula (1) devine

b

Ç / ( * ) d *  - i { -  5p f - ’  № )  +  m  I +  g "  № • >  +  A * J 1  4

-  -  — — j + 5  <?{х)/(б)( Ф х
a

unde funcţia 9 (ж) coincide, pe intervalele considerate, cu funcţiile 9 i(.v), ? 2(-v)>
фз(*), ф 4 ( л : ) .

Studiul restului. Restul formulei de cuadratură (5) este dat de expresia

R  =  J 9(.v;/-!-(.i;dr (6)

Din expresiile funcţiilor 9,-(#), г =  1, 2, 3, 4 se observă că funcţia y(x) 
este simetrică faţă de dreapta x — Graficul funcţiei 9(я) este dat în fig. 1.

Discuţia restului (6) se face în funcţie de parametrul k.
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I. Se observă din grafic, că funcţia <p(.v) este de semn constant pentru 

0 < k  <  0,6404 şi  ̂ <  1- Pentru aceste valori ale parametrului k, se
aplică formula mediei, integralei (6) :

h b

R — / ,tí,( ;) C 9(.v)d.v, ; e («, />) sau ’A’ 1 et .1/ f ç(\ ;d.v. Л/ —̂ sup |/(K)(.v) ,
J J (îl. h)

înlocuind în formula de cuadratură (5)
f(x) = - (-V - a){.x -.v,)(.v - .v,)2(.v - x 3)(x~-h)h

se obţine Ç o(x)ăx [l k 2 — 31
' J 18.900

a
Deci restul are evaluarea

R : M —  7/,- -  31
18.900

2. Pentru 0,74487 <  k Vî funcţia
о, (л) intersectează axa Ox în punctul

2A ?:fi2 -  3V I ./ --------------5 1 - *«

în acest caz restul va avea următoarea evaluare |i?J <  M  J \ ̂ {x)\âx, iar

и
A7 2» /5А* - 3 7

H 4 |d r  -  », 5ГГ*-It — ьт (
4 3 SA* _ 2
15 1 -  k‘l 7

sau
A, M /:'

6 !
unde cu E s-a notat expresia din paranteză.

(lazuri particularo, a) Pentru k — se obţine o formulă de cuadratură de
tip ( rauss (fl pag. 284)

h h
/̂(:v)d:v -  '••L5/(.rl) 9 . 8/(;V,) +  5/(v3) ] +   ̂ф ) / [Ь1{х) d.v 

b) Pentru k se obţine formula de cuadratură a lui Côtes ([11 pag. 239)

Ь b

$/(*) -  ^ { 7 [ /И  f(b)] !- 32 [/(.V,) +f (x , )  ) +  12/(.Vj) : +  $ ^(.v)/:6;( v) d.v
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c) Pentru k ^  se obţine o formulă de tip Gauss (ГГ pag. 314)

b b

J/(*) dx = ~ [ M  +  5/(.Vi) +  5/(.r3) + f(b)] +  J <?{x)fm(x) dx
a a

Cazuri speciale, a) k în acest caz rezultă 0 deci R — 0.

Prin urmare formula de euadratură (5) este exactă pentru orice polinom de 
gradul 6. .Se poate verifica, că formula (5) este adevărată şi pentru orice polinom 
de grad 7.

Formula de euadratură, în acest caz, are gradul de exactitate 7 şi devine

a
dx = ~[9f(a) -r 49f (xx) +  64/(.r2) -|~ 49/(.v3) 9 / { b )

b) k =  0. îu  acest caz nodurile xu х г, x 3 sínt confundate în mijlocul inter­
valului (a, b), deci avem nodurile a, a -g b (triplu), b. Intervalelor a,

li se ataşează funcţiile <pi(x), <p2{x) soluţiii ale ecuaţiilor diferenţiale

? f 4 x) — =  1
care satisfac următoarele condiţii :

<р(*>(л) =  0, ф№(й) =  o

unde k =  0, 1, 2, 3, 4 şi h =  0, 1, 2. Atunci

dx — ?(,5) («)/(«) + -  <p(5) Í a T b 
2 i o

b

f  (b)f(b) +   ̂cp{x)f{e\x) dx

Se găseşte că

? i ( x )

(x — a)6 
6 !

h (x — я)6 
5 5 ! <?ЛХ) (b - х)в 

6 !

h [b - а)'" 
5 5 !
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Se obţine următoarea formulă de cuadratură :

+  /(*) +  R

unde
h

R , 5 9(.v)/(,iV ) d:v

c) k — 1. Nodul X1 coincide cu a, iar nodul .v3 cu b. Prin urmare avem 
nodurile a (dublu), , b (dublu).

Se consideră funcţiile 9 i(v), y 2(x) soluţii ale ecuaţiilor diferenţiale
<pf'(:v) ^  1, rpW(x) = 1 

şi care satisfac condiţiile la limită :

?f(a) ^  0, (a~ )  =  ^ \ a~ )  * =  0, k = 0,1, 2, 3.

Se obţine următoarea formulă de cuadratură :
b

$/(*) d-v =- ~ [/(a) J /(ft)l +  ~ [ / > )  • ^ ' . / f  2 ţ )  +  R
a

unde
г.

R -  $ ?( v)/"i:(-v) <l v

Funcţia 9(v) fiind pozitivă se obţine următoarea evaluare a restului R
b b

■ / ,<>!(с) ( 9(.v) dv, c, ç (a, b), unde C 9(л:) dx = — , şi deci 
J J 4725

Iii! <  M-
4725

Aceasta este o formulă de cuadratură de tip Gauss ([2] pag. 112)
(Intrat în redacţie la :!3 ianuarie 1967)
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ОДНА КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА С 5 УЗЛАМИ Ö-OÍÍ СТЕПЕНИ ТОЧНОСТИ

(P е :i ю м е)

a Ь
В работе изучается одна квадратурная формула с узлами а. Ь. ------- . ,г„ х :1, где х г и .г

и : h
являются симметричными по отношению к узлу —  —  , но переменными, следовательно х

a I h
о

а b
kit, V, —-—  . hU, где

остаток згой формулы 5-ой 
ко)-да к - 0 и к 1. Для 
увеличивается.

h b — а
— -—  , а параметр к колеблется между О Рассматриваете!

степени точности по значениям к. Изучаются и специальные случаи 
определенных значений к степень точности квадратурной формул!

A QUADRATURE KORMUUA WITH 5 NODES HAVING ТИК DK GREK OK EXACTNESS í

(S u m m a r y )

The author discusses a quadrature formula with the nodes a, b, — —  , x x and x 3, the last

a +  b a -y h a +  b
two being variable but symmetrical with regard to —-—  . Hence .v, — -— kli, x 3 = - - — -)- kh

b — a
where h =  —-— , the parameter к varing between о and 1. The remainder of this formula with tht

degree of exactness 5 is discussed according with the different values of A. The special cases к — 0 and
A =  1 are studied as well.

For certain values of к the degree of exactness of the quadrature formula increases.
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ON THE REMAINDER OF SOME GAUSSIAN FORMULAE

by
PABASCIIIVA PAVEL

1. In his work [5] P. T u r á n proved the following theorem : I f  k is a non- 
negative integer and f(x) is a polynomial of degree U (2k +  2) n — 1, then there 
exist some coefficients A {/ } independent of f(x), such that the following formula 
is valid

/(•V) 2 к

Vr г=1/—Ü ( 1 )

О. K i s s  [4] found a simple expression for the coefficients Ap’which occur 
in (1). His result is stated in the following theorem: I f  g(t) is an even trigonome­
trical polynomial of degree <  2(/í-j-1) n — \, then

\ i m -
и

(2)

where sA_v(v = 0, 1, . . . ,k )  denotes the symmetrical elementary polynomials with 
respect to the numbers 1,4, . . ., k2, i. c. sh =  1, s* , =  1 -f 4 4- . . .  /г2, . . ., s0 =  1 • 
■ 4 . . .  k2

Because f(x) is a polynomial of degree f f ‘2 ( k J 1) n — 1, /(cos t) is a trigonome­
trical polymial of degree <  2(Ä-J-1) n — 1 and

\ y / i ^ h î dx "= $ /{cost) dt.
-1 0

Consequently
I * sn n

p  - p- y v -^r /( cost) 
di2p t —2y —1 TZ

(3)

Our purpose is to find the remainder of the quadrature formula (4) in the form of 
an integral by making use of general method given by D. V. I о n e s c u [1].

5 — M athem atic a -P hysica  2/1967
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2. Supposing that/(.r) f C{2k ■ 2)n, we want to find a quadrature formula of degrei 
of exactness (2Ä+2) n — 1 of the form :

\  v n ;S =  Ê È j æ + " ' <*

To this end we shall divide the interval ( —1,1) in n subintervals through the point 
x lt xn and attach to each interval (xi, a function 9; : j such that.

</I2/i : 2)>lV/ . [VO

: 2)” Vr ; i — 0,n

The integral of the left-hand side of (4) may be written :

1 V-l
J ÿ ~ r tix -  £  J 2К(*)/(•'■) dx: i„ -= - l .  /„ , - i .
- 1 1-0 .r;

Apply to each integral of the right-hand side the generalized formula of integra 
tion by parts [9j :

•'/ : 1
S ? f l \ ' ^ (x ) / (x )d x  =  4x)f(x) -  9^ V 2)n- 2 (x)f'(x) • . . .

? ,.1(.v)/‘2i'21' ' 1 (.г-)т,и +

Adding all these equalities and imposing the conditions

?,( 1: b ? ; ( - ! )  = 0  . . .  ( — 1) =  0
9 l ( v , )  =-= ? , ( . v , )  9 ; ( . v , )  -= < ? ; ( * , ) .  ■ ■ : »  ( * , )  =  ф р - 0 ( *  И)1 ( ^ )

9„(-0 --■= ? „ . i(-v„). (*,,) == ,(*„) • ■ • <ptr(',_1)(*11):(*») ^  ?Ляг 1)(*■ " W  (<■

. 1 ( 1 ) “ 0 ? ; , . , ( ! )  = 0  . . .  -  0.

we get the quadrature formula (4) where
e lf  ^  9f ^ m - r {Xj)

/ I f  -  9f * : "" ' - (a.) -  of* : Ч»--’’ (#.) (1

<pf*
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The remainder is

R j ? % ) -

i2̂ nf(x) dx. (8)

The solutions of the differential equations (3) with the conditions (6) are :
X

9iM  =   ̂ ------------ T ^ = d s

? 2(*) =  Ç

P«mW =  Ç

( X -
s)(2A+2)«-l 1

[ 2 k  + - 2)и -  Г  !

[x - ^(2А+2)»-1 I

№  -!-- 2 ) я  -  1 ]  ! V^nry»

[ X  -
s)(2A-|-2)«-l 1

2A + 1 /S1)(X -  * Т 2* + 2*Я~‘
ds + У '  ------ У---------

h i  d2A + 2)я -  »']!

2A+1
,____ds +  V  X 2------------------

[(2A +  2) и -  1] ! / l  -  5» 4 - ţ  [(2A +  2}я -  »] !

+  . . .  +  e > ^ .
h i  h2* + 2)« -  <] 1

(1 )  ( X  -  X i )
(2h + 2)n~i

+
(9)

Taking into account the remaining conditions from the point x =  1 we are lead 
to the system of equations

4 '  +

>4 \  l — x j) -j- xi>1 -t-( 1 )

>42) + +  Xi(»} ( 10)

ds

Vi

Xi (1 — x 2) +  X2 +  • • • +  Xi (1 — xh) -f- X2
1

^”4

1 — s ds

(»)

-1
1 ! V1

+  x< « I ^ i  +  x<» +  xro Í I ^ a +  x® +  хи 4- 
2 ! 1 ! 2 ! ' 1 !

1
4  i ?  ( n ) ( l  -  X n Y  J _  -, ( « )  ( 1  -  x n )  . .  ţ n )  _  _  Ç  ( 1  -  S ) *  d *

1 2 ! >2 1 ! 3 J 2 ! yiTTli

y -‘ ) <» 0 -  -r,)<2*+2)"-* , X(2) О -  та)<^+2)"-‘' , , x<«) (* - , я)^+2) - '
*—>■ ' \ (2 k • 2 )« — 2] ! h i  * n ‘yh 9' “ n  1 ’ ’ ’ 'Z[ [(2A -f 2)n -  i] ! [(2A +  2)n -  »] I

(x -  s)<2* + 2>"-' 1
Ц2А +  2)n -  1 ] ! V 1 -  s*

ds.
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The solution of this system fully determines the formula (4) with its remaimle 
(5). It is readily seen that this system is equivalent to the system which one migh 
obtain by writing down that (4) is exact for 1, :v, . . xl-k ' h

3. In general, the algebraic system (10) is difficult to be solved, so the folio 
wing remark may be useful.

be where .r,, a,, are the nodes of formula (4), for the indetermiiied inonun
and write that this formula is true for :

where u> (a) — x" -r cIxn' ’ + . . .  c„, then the conditions of the form (12) ar
necessary and sufficient for the existence of the minimum of functional (13)

S. N. B e r n s t e i n  [a ; has proved that the minimizing polynomial fo 
(13) on the class of polynomials of degree n is Tchebyeheff’s polynomial :

the system (12), that is the nodes of the quadrature formula (4)
The coefficients Af'  may be determined by substituting in (4)/(.v), suceesn 

vely by xh со1 (x), h = 0, 1, . . ., n — 1 ; /= 0 , . . ., 2k. We notice that the coefficient 
may be found as in [4],

4. In the sequel we shall disscuss the function tp(x). It is easy to see that th 
function

is positive together with its derivative, in the interval ( — 1,1). On the other ham 
the function

Let
ы{х) =  (a- -  A,) . . .  (A (11

ааоу(л ), h . = 0, 1, . . ., n -  1 ; I =  0, 1, .... 2к у  1
We obtain :

(12

This is an algebraic system having a ,, a 2, . . .,  a „ as unknowns.
Recall the following result due to T). J а с к s о n ! 3 : 

Consider the functional

(13
-1

Tn (a) — cos n arccos a . (14

Thus the roots of the Tchebycheff polynomial, x, cos -----, are the solutions о

is decreasing and positive on (a„, 1).
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Lemma In the interval (xlt xn) the function ç (v) has a single extremum.
Indeed, by the previous result, one can see that the number of the extrema of 

о (л) must be odd. Assume it has 3 extrema, e. g. the derivative 9 ' (.v) vanishes in 3 
points, bet us show that this is impossible. Applying Rolle’s theorem and by condi­
tions (3) in X - -  —- 1 ,  x = \ ,  this would mean that 2>и 4{-2k l2y(x) vanishes in the 
(2/e +  2) n--2k points Ei, c2, . . .  Ерл : 2* (-W #»)• In an interval (хк, хк.-.г) there
can not exist 2/г +  З points, since «рЗ2* : ->"T(.v) would vanish in a point from (xk, xk 
This is impossible because of (2).

Therefore, in each interval (xl:, xk ,) there exist at most2/e-f2 points in which 
о a-* .--г (д;) is zero. But there are n— 1 intervals so, 2 points E, do not belong
to any interval. This is a contradiction, consequently our assumption is false. This 
completes the proof.

From the above it immediately follows that ç(v) is positive.
•1. The positivness of function 9 (,v) on ( — 1,1) makes it possible to estimate 

the remainder given by (8). We have
1

l e ( — 1, 1)
- 1

To calculate the integral in the right-hand side we replace in (1)

/(v)
№

1
.)l«” 1)(2L : : Tl  n

and obtain

that is

(2h -pi)!! tt
(2k -| 11 o (r t 1 2)

where

M {2k - :
1 (2 k .. Г)! !

: (2/í +  2))/_ ! (2k ~  2j! ! 2in
(15)

31(22 .)„= sup Î/S2* -К(д:)|.
( - M )

Thus we have determined the remainder of (4) by (8) and we estimated it by 
formula (15).

( Received Xuvcmbcr 24th, 1900)
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ASUPRA RESTULUI UNOR FORMULE DE CUADRATURA DE
TIP GAUSS 

( R e z u m a  t)

Autorul studiază restul formulei de cvadratură (4) servindu-se de metoda prof. D. V. Ionescu [1 
şi demonstrează că acest rest poate fi pus sub formă de integrală definită (8).

Arătîndu-se că funcţiunea o(x) determinată de ecuaţiile diferenţiale (5) şi condiţiile la limită (6 
este pozitivă în intervalul (—1, 1) se obţine evaluarea (15) a restului formulei de cuadratură (4).

ОБ ОСТАТКЕ НЕКОТОРЫХ ФОРМУЛ КВАДРАТУРЫ ТИПА ГАУССА
(Резюме)

Автор изучает остаток формулы квадратуры (4), используя метод проф. Д. В. Ионеску |1]. 
и показывает, что этот остаток можно поставить в виде определённого интеграла (8).

Доказывая, что функция ? (х), определяемая дифференциальными уравнениями (5) и гранич­
ными условиями (6), является положительной в интервале (—1, 1), автор получает исчислент 
(15) остатка формулы квадратуры (4).



ASUPRA PERIOADELOR BINARELOR FOTOMETRICE
AB CA SSIOPEIAE, CC HERCULIS  ŞI E T  ORION ÎS

de
l o w  T o i i o i m

Binarele fotometrice A B  Cas, CC Her şi E T  Ori fac parte din programul de 
observaţii al Observatorului din Cluj pentru determinarea momentelor minimelor 
şi urmărirea modului de variaţie al perioadelor lor. Din prelucrarea datelor obser- 
vaţionale ale acestor stele se constată că pentru A B Cas există o creştere uniformă 
a perioadei, la CC Her se pune în evidenţă o descreştere considerabilă a perioadei 
iar la E T  Ori dispersia observaţiilor este mai mare decit anumite presupuse oscilaţii 
ale perioadei sale.

AB Cassiopeia«. Variaţia perioadei stelei A B  Cas a fost examinată de sub­
semnatul [17] în anul 1959, cînd, avînd la bază elementele liniare din Catalogul 
general de stele variabile [4],

Min. bel. =  J. D. 2425486,4256 +  l',‘366863.E (1)

am determinat elementele parabolice

Min. hei. -  J. 1). 2425486,4254 -;- lj‘3668562.E +  1?262.lO"9.E2 (2)

Aceste elemente erau obţinute pe baza a 26 minime proprii şi 15 minime obser­
vate de alţi autori, iar în prezent dispunem de 110 minime observate dintre care 
60 sínt proprii şi 50 au fost publicate de alţi observatori.

Minimele individuale sínt date în tabelul 1 iar gruparea lor în minime normale 
se găseşte în tabelul 2. Diferenţele 0 — Cx sínt raportate la elementele lineare (1) iar 
diferenţele 0 — C2 sínt calculate cu elementele parabolice (2).

Reprezentarea grafică a diferenţelor 0 — Cx în funcţie de numărul de perioade 
(E) se găseşte în fig. 1, de unde se constată că prin punctele obţinute se poate duce 
un arc de parabolă, fapt care este justificat şi de diferenţele O —C2 din coloanele 
respective ale tabelelor 1 şi 2. De asemenea, se poate constata că deoarece nu dis­
punem de minime observate în jurul vîrfului „parabolei” respective, punctele gra­
ficului ar putea fi împărţite în două categorii, fiecare dintre acestea putînd fi repre­
zentate prin clemente liniare corespunzătoare.

Dacă admitem elemente lineare pentru cele două categorii de observaţii, atunci 
în jurul anului 1940 (E ~  3000) perioada trebuie să fi suferit o variaţie bruscă — un 
salt, — iar dacă se admit elementele parabolice, atunci înseamnă că perioada este



72 IO A N TODORAN

supusă unei creşteri continue. 
Prin urmare, în prezent, mi 
putem decide care dintre cele 
două ipoteze ar fi mai apro­
piată de adevăr. Din această 
cauză, steaua A B Cas este 
recomandată a fi inclusă în 
planul de observaţii pentru 
determinarea minimelor şi 
constatarea la timp a unor 
eventuale abateri ale diferen­
ţelor O —C de la aspectul 
actual al diagramei respec­
tive.

Pentru a uşura progra­
marea noilor observaţii, am luat în considerare minimele situate pe ramura ascen­
dentă a diagramei din fig. 1 ( +  5000< -}- 10000) şi am determinat elementele
lineare

Min liel. T "  о т : ,о е о -гл ( ld°'J D. 2425486,350 +  1,3668761.К
± 6  ' ± 8

(3)
cu ajutorul cărora sînt calculate diferenţele O — C.ţ din tabelele 1 şi 2.

Tubei 1

Min. hei. 24 . . .  , n В u©
i1

0 - c 2 0 - C 3 Observatori şi surse

25486,425 17 0 0rf0006 0',00()4 "Wachmann [23 •
25497,361 19 8 ДЮ05 41008
25501,461 10 11 — ,0001 00O0
25966,192 7 351 — 0025 — ,0001
26693,361 23 888 __ 0046 4- ,0006 d
32472,4575 5111 — ,0049 ,0029 f  0,0038 Pagaczewski [7 ,
32673,392 5258 _L ,0007 ,0018 +  ,007 vSzczepanowska ; 13 j
33001,422 5498 — ,0164 _ ,0169 -  ,013 }>
33053,382 5536 ,003 ,002 +  ,006 14’
33068,417 5547 -j- ,002 + .002 +  ,005
33187,334 5634 -U ,002 ,001 +  ,004
33437,474 5817 ,006 + ,003 +  ,006
33515,385 5874 + ,006 + ,003 +  ,005
33686,244 5999 -f ,007 ,003 +  ,004
33858,470 6125 -- ,009 _i_ ,003 -Í- ,004 Pohl 2
33858,469 6125 -f_ ,008 ,002 4 -  ,003 Domke
33888,538 6147 ~г ,006 ,000 4- ,001
33888,540 6147 ,008 -I- ,002 4 -  ,003 Jahn Í2!
33899,479 6 î 55 + ,012 -r ,006 +  ,007 Domke [2 ;
33899,480 6155 + ,013 ~T ,007 4- ,008 Pohl [2]
34603,417 6670 ~r ,015 ,005 4- ,003 Szczepanovska .15]
34726,4265 9 6760 -f- ,0070 J _ ,0045 -  ,0059 Todoran [17]
34733,2565 4 6765 + ,0027 - ,0089 -  ,0103 , ,
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l'abri / (cuntinuarc)

Min. hei. 24 . . .  , 11 H 0 С , 0 ■ 2̂ О с . ( tlw-rvatori şi siirsr

34998,4350 8 6959 ,0098 ,0038 ,0058 Todoraii [17
35032,614 6984 ,017 ,003 • ,001 WhittleV i 24
35356,5600 4 7221 ,0167 ,0002 -  ,0023 Toi lor au 171
3.5423,5400 2 7270 ,0264 - .0093 : ,0068 ,,
355,->5.K:6 7352 ,026 ,008 ,005 Whitnev 24'
35553.393 7365 ,02 1 ,003 ,00! S/.e/A-pauowsku ! 6
35732,4500 6 7496 ,0194 ,000-} ,0032 Toi !i iran 17
35743,3825 6 7504 ,0169 _ ,0028 ,0058
35743,389 7504 ,023 ,004 1 ,001 Szczepanowska 16
35747,4833 10 7507 ,0172 ,0027 ,0056 Todoran Í17"
35799,4307 14 7545 ,0238 ,0035 .0005
35825,3915 8 7504 ,0142 -- ,0064 ,0093
35859,576 7569 ,027 ,006 ,0033 Whitnev 124
35881,4345 ft 7005 ,0158 _ ,0052 - ,0082 Todoran [171
35974,388 7673 ,023 ,001 ,002 Szczepanowska f 16
36064,5965 1 7739 ,0181 ,0045 ,0076 Totlorau [17]
36079,6395 6 7750 -ь ,0256 г ,0028 - ,0003
36086,4810 10 7755 + ,0328 + ,0099 -Í- ,0065 Xeekel Г51
36123,3910 10 7762 4 ,0375 ,0013 г ,0112 Todoran [171
36127,4800 8 7785 Л- ,0259 ,0027 . .. ,0004
36131,5785 4 7788 ,0239 4 ,0005 ... ,0026
36138,4120 13 7793 4- ,0230 — ,0004 -  ,0034
36149,3430 10 7801 + ,0191 — ,0044 -  ,0075
36164,3807 14 7812 -г ,0213 — ,0027 - ,0054
36220,4155 4 7853 4- ,0148 _ ,0094 -  ,0125 ,,
36231,3635 6 7861 + ,0279 -L- ,0036 -4 ,0005 ,,
36410,426 7992 ,021 4- ,005 ,002 Rudolph ГГ
36410,431 7992 -и ,036 + ,010 +  ,007 Dörr M1
36451,431 8022 4_ ,030 -1 - ,004 : ,001 danser l l ]
36477,4005 1 1 8041 + ,0295 4 ,0028 -  ,0002 Todoran "17]
36488,3300 13 8049 + ,0241 — ,0028 -  ,0057 ,,
36507,470 10 8063 ,0280 + ,0011 _  ,0020 ,,
36540,2675 7 8087 ,0208 _ ,0065 - 0,0095
36540,2740 8 8087 4- ,0273 ,0000 -0 ,0030 Todoran Г171
36712,503 8213 -4 ,032 -4 ,002 ,0000 Rudolph 11]
36712,512 8213 -6 ,041 "Г ,011 Т- ,009 Grauenhorst 1]
36868,332 11 8327 - f ,033 4- ,007 ,005 Todoran [18]
37133,502 10 8521 ь ,037 + ,003 h ,001 Todoran [191
37148,536 11 8532 + ,035 ,002 -  ,001
37163,572 4 8543 4 - ,036 ,002 -  ,001 ,,
37174,508 16 8551 4_ ,037 2- ,003 ,000 „
37185,440 10 8559 _!_ ,034 ,000 -  ,003
37196,375 15 8567 4 - ,034 ,000 -  ,003 ,,
37211,413 4 8578 -г ,037 + ,002 ,000
37226,448 9 8589 + ,036 •!- ,002 -  ,001
37319,393 8657 + ,037 — ,003 -  ,003 I’ohl 181
37319,393 8657 л_ ,037 — ,001 -  ,003 Gerhart [8]
37509,396 11 8796 4- ,043 -4 ,006 ! ,004 Todoran , 19 ~
37524,427 9 8807 -L ,039 4 ,001 -  ,001 „
37528,526 4 8810 ,037 — ,001 -  ,002
37539,457 11 8818 4- ,033 ,005 -  ,006 ,,
37565,435 10 8837 4- ,041 ,003 4- ,001 ,,
37565,434 8 8837 + ,040 + ,002 ■1- ,000
37576,368 4 8845 + ,039 Л- ,001 -  ,001
37580,477 25 8848 + ,048 4 - ,008 4- ,007 Popa [21]
37893,481 6 9077 •г ,040 - ,002 -  ,003 Todoran [19]



7 4 lOAN TODORAN

Tabelul I (continuare)

Min. hei. 24 . . И P О C'i О -  С, о - с ( Observatori si surse

37900,31« 9082 ; ,041 -  .003 ,003 Kizibirmak 8
37900,313 9082 ,038 -  .006 ,006 Aslan 8
37900,306 9082 ,031 - ,015 .013 P.ozkurl S
37908,518 в 9088 ,041 ■ ,001 ,002 Todoran 19
37915.354 11 9098 ,043 001 ,000
37930,394 6 9104 ■ ,048 - 005 ,004
37941,322 7 9112 : ,041 -  ,002 - ,003
37949,526 16 9118 - ,044 ,001 ,000
38045,2031 fi 9188 ,040 -  ,0036 ,0045 Todoran
38247,5008 13 9336 : ,042 -  ,0041 -  ,0045 ,,
38269,390 25 9352, ,062 г .012 4 ,015 Popa 21
38288,51 9366 -  ,046 - ,001 -  ,000 Kordvlewski 8
38310,395 12 9382 -- ,061 ,014 ,013 Popa 21
38753,2468 24 9706 -, .049 -, ,0036 - ,0026 Tudorán
38776,4840 8 9723 ■ .049 -  ,0036 -  ,0023
38981,5164 13 9873 , ,052 -  ,0033 - ,0013
38981,527 30 9873 4 ,063 +  ,007 4- ,009 Popa 441
38988,3552 11 9878 -{ ,057 -f ,0012 ,0031 Tudorán
39014,3260 9 9897 4- ,057 .0044 , ,0032
30922,5330 10 9903 4 ,063 -s- ,0069 : ,0090
39022,534 24 9903 4- ,064 -4 ,008 ,010 Popa 21
39022,5225 8 9903 - ,053 -; .позе -  ,0015 Todoran
39033,4555 4 9911 -г ,051 -  ,0057 -  ,0035
39067,633 9936 -|- ,057 -, ,001 4- ,0021 Baldwin 9 1
39074,4600 7 9941 ! ,049 -  .0076 -  ,0053 Todoran
39086,773 9950 4 ,061 -, ,003 4 ,0058 Baldwin 9a '
39093,608 9955 -, ,061 -  ,004 ,0064
39148,2850 6 9995 -г ,084 -  ,006 ,0084 Todoran
39183,819 10021 - ,049 4- ,001 - ,004 Jlonske 10"
39186,550 10023 -г ,057 -  ,002 4- ,001
39201,593 10034 -1 0,064 4-0,005 : 0,008 ..

T a b d  2

Mill. hei. 24 e.m.
4- 0,70001

îl lî 0 C, O - C„ 0 --C .

25497,3602 7 3 -■■8 oS xhkî 0,г0000
25966,1920
26693,3610

1
1

4-351 
4 883

- 4)025 
-  ,0046

- ,0001 
. ,0006

32472,4575 7 ; 5111 - ,0049 -  ,0029 : (So038
32997,3361 37 5 : 5495 -  ,0017 ,0022 - ,0019
33768,2567 8 9 . 6059 ,0082 ,0033 ,0044
35169,2945 29 10 - -7084 . ,0114 - - .0035 - ,0058
35885,5408 18 11 ■ 7608 - ,0215 ,0004 ,0026
36187,6210 22 9 ; 7829 ,0250 ,0010 ,0(»20
36570,3484 22 10 : 8109 ,0307 - ,0031 ,0001
37207,3112 4 10 j 8575 ; ,0354 ,0011 — ,0014
37547,6650 18 8 4 8824 . ,0403 ,0022 4 ,0003
37927,6532 14 10 4-9102 -: ,0406 -  ,0019 -  ,0031
38660,3050 23 10 4-9638 4- ,0536 -  ,0023 -  ,0031
39096,3384 14 12 -•-9957 -r 0,0579 ; ,0007 0,0031
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CC Hereulis. Variaţia perioadei stelei CC Hcr a fost pusă în evidenţă de către 
V. P. T s e s e V i c li [221 care a arătat că pentru reprezentarea observaţiilor 
sínt necesare două perechi de elemente lineare, iar subsemnatul a arătat 20 că 
pentru observaţiile cuprinse între anii 1954—1959 erau necesare alte elemente 
lineare.

Fluctuaţiile rapide observate ale perioadei stelei CC Her au pus în evidenţă 
necesitatea examinării stadiului actual al variaţiei perioadei. în  acest scop am plecat 
de la tabelul de minime publicat anterior [20] pe care 1-anr completat cu încă 21 
minime observate dintre care 19 sínt proprii iar 2 au fost observate de către alţi 
observatori. în  tabelul 3 sínt date minimele observate între anii 1954—1966, iar 
gruparea lor în minime normale este dată în tabelul 4.

Diferenţele О — C, sínt raportate la elementele liniare date de V. P. T s e- 
s e v i c h  [22]

Min. hei =  J. D. 2426120,415 +  1 ['7340314.К (4)

iar reprezentare grafică a acestora, cit si a celor din tabelele publicate anterior 
[20], este dată în fig. 2.

o-c, ^

C c h!>r • * *
•  *

0,020 ■

0000r *

0.020

0,0h0

£Ю00

V  i g. 2.

Aspectul actual al diagramei O —C din fig. 2 arată că în ultimii ani perioada 
.stelei CC Her suferă o descreştere considerabilă. De aceea, pentru programarea 
noilor observaţii este nevoie de o nouă serie de elemente lineare. în acest scop, din 
tabelul 4 am obţinut

Min. hei. =- J. D. 2426120,718 -, 1 ['733986.E 

cu ajutorul cărora am calculat diferenţele O —C2 din tabelele 3 şi 4.
(5)
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iah,-/

Min. hei. 243. . . , U IC О -С , о - с а Observatori <i Mir-.-

3023,511 5 5711 -0*043 -o * o o i Szczepanowska 16
6056,4475 4 5730 -о ,0326 - ,0103 Todoran r 20
0335,6275 9 5891 +  ,0335 -- ,0020
0337,3530 14 5892 ,0250 - - ,0105
0349,5035 10 5899 .0378 ,0021
0349,501 10 5899 ,0348 ,000 Szczepanowska 16
6375,5065 7 5914 ,0298 -  ,0047 Todoran r20
0389,3845 8 5922 ,0355 ,0014
0401,5170 17 5929 • • ,0298 ,0040 ,,
0727,523 12 6117 ■ ,038 ,013 Szairaniec 12
0753,5260 10 6132 - ,0305 • ,0058 Todoran r2ü
6760,4617 15 6136 ■ ■ ,0300 ~ ,0056 ,,
0807,2810 8 6163 - ,0305 -1- ,0073
0819,4140 11 6170 ; ,0253 ,0024
0833,2917 20 8178 -  ,0307 ,0082
7464,449 5 6542 -1- ,001 -  ,005 Todoran 19
7483,524 6 6553 -f- ,001 - ,004 ,,
7523,410 8 6576 -t  ,005 ,000
7556,353 7 6595 ,001 -• ,003
7790,445 8 6730 -  ,001 ,001
7835,526 9 6756 -  ,005 -  ,001
7882,349 5 6783 -  ,001 ,004 , ,

8135,505 6 6929 -  ,014 -  ,002 Todoran
8194,464 5 6963 -- ,012 -!- ,001 ,,
8267,294 9 7005 -  ,011 ,004
8506,577 6 7143 -  ,024 - ,003
8546,461 32 7166 -  ,023 -  ,001 Oburka ”6"
8586,343 11 7189 -  ,024 ,000 Todoran
8638,365 8 7219 -  ,023 - ,002
8938,353 8 7392 -  ,022 Г ,010 ,,
9030,250 9 7445 -  ,029 г ,006 ,,
9316,351 4 7610 -  ,043 ,000
9382,235 6 7648 — ,052 -■ ,008
9401,310 6 7659 -  ,051 - ,007
9408,248 14 7663 -0 ,0 5 0 - 0,005

Tabel 1

Miu. hei. 243. . . , e.m
0*0001

n IC <>-64 ( ) — С a

6040,8462 1 2 5721 ■ 0*0376 - 0*0057
6363,3708 16 7 5907 - ’,0323 -  ,0025
6781,2708 16 6 6148 ,0308 ■ ,0069
7504,3330 9 4 6565 - ,0019 ,0031
7835,5286 13 3 6756 — .0025 , 0 0 1 2

8199,6657 8 3 6966 — ,0120 : ,0012
8567,2690 4 4 7178 -  ,0234 -  ,0005
8983,4345 47 о 7418 -  ,0254 ,0084
9375,3019 21 4 7644 -0,0491 -0 ,0051
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ET Orion is. în anul 1958, V. Г. T s e s e v i c l i  [22] publică tabelul mini­
melor observate ale stelei ET Ori si ajunge la concluzia că perioada acestei stele 
are variaţii neregulate. El consideră că observaţiile respective sínt reprezentate 
prin elementele lineare

Min. hei =  J. D. 2426684,283 +  0‘,'9509356.E (6)
Pentru examinarea stadiului actual al variaţiei perioadei acestei stele, am 

pornit de la tabelul minimelor publicat de V. P. T s e s e v i t c h  [22] pe care 
l-am completat cu 15 minime proprii eajo sínt date în tabelul 5 şi încă două minime 
observate de S z a f r a n i e e  ]11 . în tabelul 6 sínt date minimele normale

Tabel 5

Min. hei. 243___ n 0 1 o E

5424.3244 3 -  of0072 9191
5730,5423 з -L- ,0092 9513
6119,4759 / ,0099 9922
6120.4268 10 i ,0098 9923
6139.4306 4 -  ,0051 9943
6549,2800 7 -  ,0089 10374
6587,3258 10 - ,0005 10414
6588,2871 3 6 ,0098 10415
6603,4957 3 - ■ - ,0035 10431
6604,4455 8 •f- ,0023 10432
7940,5083 13 -!- ,0006 11837
7961.4377 12 -1 ,0094 11859
8100.2733 5 ■1 ,0084 12005
8777.3389 17 • ,0079 12717
8816.3291 10 30,0097 12758

Tabel Ö

Min. hei. 24 . . .  , ! îl E j  O - C , o - c 2

26656,708 1 1(1 29 - 0,002 0,002
27477,358 : n . 834 -  ,005 -  ,006
28213,390 i в 1608 • ,003 Í -  ,002
28523,396 7 4 1934 -  ,004 !- ,002
29501,903 -s 2963 -  ,002 -  ,004
30397,686 1 i -  3905 -  ,001 -  ,003
30725,760 1 4250 r ,001 -  ,002
31453,266 ‘> c 5015 ,ooi -  ,002
31830,748 1 : 5412 -  ,002 -  ,002
32473,588 1 6088 ,009 • ,005
32614,323 1 c 6236 -  ,006 c ,002
32862,522 1 s 6497 ■- ,010 ,007
33682,233 : 1 - 7359 1- ,015 -  ,011
34500,028 3 : 8219 -  ,005 ,000
35054,424 2 : 8802 -- ,006 1- ,001
35416,7186 > 3 - 9183 -  ,0060 -  ,0115
35795,2065 ! 3 - i -  9581 ,0095 - ,0038
36126,1274 1 3 с 9929 ; ,0048 -  ,0011
36586,3766 ' 5 10413 ,0012 - ,0051
38000,4228 i 3 11900 -(- ,0062 -  ,0010
38791,6039 i 12732 - 0 ,0088 s 0,0012
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care completează tabloul primelor 15 minime normale din lucrarea lui V. P. T s e -  
s e V i t  c h [22]

Reprezentarea grafică a diferenţelor O —Ct în funcţie de numărul de perioade 
lî este dată în fig. 3, de unde se vede că elementele (6) pot fi corectate. în acest 
scop, din tabelul 6 am obţinut corecţiile

T =  +  0d0002 ±  0?0020, P -- +  (>‘.'00000057 ±  0,'00000028 
pe care aplicîndu-le la elementele (6), rezultă noile elemente

Min. hei.  -  J. P. 2426684,283 +  0,9509362.К (7)

Cu ajutorul acestor ultime elemente au fost calculate diferenţele O ^C 2 din 
tabelul 6.

Din analiza diagramei O —C rezultă concluzia că, în prezent, eventualele osci­
laţii ale perioadei stelei ET  Ori sínt mai mici decît dispersia punctelor din graficul 
respectiv.

finirai în redacţie la 5 aprilie 1967)

B I B h  I O G R А Г I U

1. B r a u n e  W., O u e s t  e r  W., A. N. 280, 209, 1982.
2. D o m k e  IC., P o h l  F,.. A. N. 281, 113, 1983.
3. K o r  d y l e w  s k i  К., В. V. S., ИЗ, 1963.
4. K u k a r k i n  В. V. , Ра г е и a g  о P., Р., E f r e m o v  I. I., I I o l o p o v  P. N., Obşcîi ha- 

talog perem niîh zvczd,
5. N e c k e l  T h . ,  Nacliricliteublatt der Astr. Zentralstelle, XI, 9, 30, 1957.
6. О b u r k a  О., B. A. C., 10. 213, 1964.
7. P a g a c z e w s k i  J., A.A. c .l., 150, 1930.
8. P о 11 1 E., K i z i l i r m a k  A., A.N., 288. 70, 1964.
9. R o b i n s o n  L., B.V.S., 119, 1966.
9a. R o b i n s o n  L., B.V.S., 129, 1966.

10. R o b i n s o n  R., B.V.S., 154, 1966.
11. S z a f r a n i e c  R., A.A., 8, 190, 1958.
12. S z a f r a n i e c  R., A.A. 10, 69, 1960
13. S z c z e p a n о w s к a A., A. A., 4, 113, 1954.
14. S z c z e p a n о w s le a A., A.A. 5, 74, 1955.
15. S z c z e p a n о w s к a A., A. A., 6, 144, 1965.
16. S z c z e p a n o w s k a  A., A.A. 9, 47, 1959.



AB Cos, CC /for  şi E T  O r i 7 9

17. T o d o r  a И E, Studii şi eercet. de astr. .şi seism., IV, 369, 1959.
18. T o d o r  a I I E, Studii şi cercel, de astr. şi seim. V . 329, 1960.
19. T o d o r  a I I E, Studii şi eercet. de astr. VIII, 243, 1963.
20. T о d о r a I I T., Studia Cuie. llabeş-Bolvai, Series Math.- l’liys , Fascie
21. T о d о r a 11 E. P o p a  E. li.V.S.,' 187.' 1967.
22. T s e s e V 1 c h P. V., Peremennîe zvezdî, I I .  411, 1958.
23. \V a c h  m a n n Л. A., A. X. 25«, 295, 1932.
24. \V h i t n e V 11. S., A.J. 62. 371,1957.

О П ЕРИ О Д А Х  Ф О Т О М Е Т Р И Ч Е С К И Х  Д В О Й Н Ы Х  В В Ё ЗД  А Н  C a s s i  р е п с е  
С С H t  r a l l i a  и H T  O i  i o n i

(P e :s ю M e)

Даны новые минимумы и рассматривается современное состояние вариации периодов звёзд 
А Н  C a s , C C  H c r  и H T  Ő r i .

Д л я  A H  C a s  даны 12 новых минимумов. Ив анализа диаграммы О-С полученной из 10 миниму­
мов, наблюдённых различными авторами в 1928-1960 гг., автор статьи приходит к выводу, что соот­
ветствующие наблюдения можно представить как параболическими элементами, так и двумя сериями 
линейных элементов. Д л я  наблюдений, произведённых в 1940-1966 гг., даны элементы

Min. hei. =  ,/. /). 2425486, 350 +  i f 3668761.Г

Для звезды С  С  H e r  даны 12 новых минимумов и выявлено быстрое убывание периода. Д ля  
наблюдений, произведённых в 1954-1966 гг., были установлены элементы

Min. hei =  J. H. 2426120,718 i f  733986.E

В случае звезды E T  O r i  даны 15 новых минимумов и устанавливается, что возможные колеба­
ния вариации периода меньше, чем дисперсия точек диаграммы О-С. Из всех имеющихся наблю­
дений были установлены элементы

Min. Hel. - J. Г), 2426684.283 0'.‘9509362. E

SER LES PÍÍRTODES DES 1SIXAIRËS PIIOTOM ÉTRIQEES I H CA SSIO HEIA E, CC H E R C U U S
ET E T  O l t r o X lS

(R é s u m é)

D’auteur donne de nouveaux minima observés et examine le stade actuel de la variation des péri- 
odes pour les étoiles A H Cas, CC Her et E T  Ori.

On donne pour A H Cas 12 nouveaux minima et, par l’analyse du diagramme 0 —C de 110 minima 
observés par différents auteurs entre les années 1928 et 1966, on arrive à la conclusion que les obser­
vations respectives peuvent être représentées non seulement par de éléments paraboliques mais aussi 
par deux séries d'éléments linéaires. Pour les observations d’entre les années 1940 et 1966 on donne 
les éléments

Min. bel. * J.T).2425486,350 1Д1668761 • K

Pour l’étoile CC Her ou donne 12 nouveaux minima et l’on met en évidence une décroissance rapide 
de la période. Pour les observations d’entre les années 1954 et 1966, ou a établi les éléments

Min.hcl ^  J . l».2426120,718 - ^733986 ■ K

Pour le cas de l'étoile HT Ori on donne 15 nouveaux minima et l’on constate que les oscillations 
éventuelles de la variation de la période sont plus faibles que la dispersion des points du diagramme 
( ) -  C. Toutes les observations existantes ont permis d’établir les éléments

Min.bel. J.D.2426684,283 -- 0^9509362 ■ E





APUCAREA PROBLEMEI PUI MAYER-BOLZA LA OPTIMIZAREA MIŞCĂRII
RACHETEI

de
i ' i v i i u :  п н Л п е л х г

I. Fie Оххх.г planul vertical al Pămîntului în care se mişcă o rachetă, asimi­
labilă din punctul de vedere al comportării mecanice, cu un punct de masă varia­
bilă. Vitezele, masa şi poziţia rachetei la momentul t se notează astfel :

*1 =  Чъ *г =  Ч2. »1 =  qs, % =  q4, x2 =  q.
Pentru tracţiune considerăm următoarea formulă şi condiţie

P =  -  ».ра'Днр -f »2/) (1)
0  C  — m  =  11.} C  U . j =  II3  щах

unde in <  0 este debitul gazelor expulsate, u L şi иг sínt cosinuşii directori ai trac­
ţiunii relativ la axele 0 x x şi 0 x 2 iar w e — const. >  0 este viteza de expulzare a 
gazelor.

Ecuaţiile mişcării rachetei vor fi de forma

gi =  (/, +  F(qbq2,q,f,qvq-„t) -  weiii =  0, i =  1,2 (2)

Sa =  4a +  ua = 4i =  <h -  ţ/i ^  Ss =  4r, ~  Чг =  0, t0 <  t <  T 
la care adăugăm condiţiile

«2 - 1 = 0 ,  h2 =  (U3 — Ma)îi3 -  И4 =  0 (3)
si de asemenea condiţii la momentele arbitrare tQ şi T

Fi =  F*k \qt(/0), . . . , qü(t0),t0,qi(T), . . . .  q5(T),T\  =  0, k =  1,2, . . . r <  12 (4)
A doua formulă (3) rezultă din (1) şi conţine un nou parametru necunoscut 

n 4. In ecuaţiile (2) —(3) se găsesc nouă funcţii necunoscute. Dintre acestea n x şi 
и o vor juca rolul variabilelor independente de reglare care reprezintă, din punct 
de vedere mecanic, regimul de dirijare a direcţiei tracţiunii rachetei şi respectiv 
regimul de funcţionare a motorului rachetă. Determinarea variabilelor de reglare 
и 1 şi и 2, ca parte esenţială a problemei, se face cu condiţii suplimentare impuse 
de optimizarea mişcării rachetei. Variabila ua, după (1), ca şi variabila ux (şi it2)

6 M u lhem aticd -P hysica  2/1967
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au valori mărginite. Se mai admite, în plus, eă variabilele и.,, şi u3 pot poseda 
un număr finit de discontinuităţi de speţa I-a şi că aparţin unui domeniu U deschis.

Problema fundamentală, pe care o formulăm, constă în rezolvarea ecuaţiilor 
2() —(3) —(4) cu condiţia ca funcţionala (t0 şi T fiind variabile)

G =  G'ih (ln), . . . .  q d Q A M T ) ,  ■ ■ ■ . qs(T),T] (5)
să admită uu extrem (maxim sau minim). Această problemă variaţională este 
identică cu aceea relativă la funcţionala

./

1

+  X/ y-J'k +  $ (X  A;1 J i X  lVb)d/ 1

unde /.,(/), y.j (t) şi y.k sínt multiplicatorii nedeterminaţi ai lui bagrange, si se în­
cadrează în probleme variaţionale de tija Maver-Bolza I I 1.

2. Kcuaţiile lui Kuler-bagrange vor fi

/, (dl',  ̂ . <>/•', _
U .  " + A ' :

i- . U ,  -  II 1,5 (6 )

X,- — wt +  2 pp/, — 0, X.< 
<b

М л — |jl2( î 7. j — Чи.,) — 0, 2 а 2г/4 — 0,г — 1,2 (7)

unde

----- X4, Д /,  -  >.5, .1/., -  -  - }.,it2), M4 = 0 ,  .1/- -- o
4

Din ultima ecuaţie (7) si din (3) rezultă că sínt posibile soluţiile

a) ; i ,  0, H4 == 0, A A U 3 ( t r a c ţ i u n e  v a r ia b i lă )

b) IJ... yzi (), li 4 =  0 “ л =  
sau

( t r a c ţ iu n e  m a x im ă )

(8)
C) [A 2 - -  0, 11 4 == 0 ii.. -- 0 ( t r a c ţ iu n e  n u lă ,  m —  co n s t . )

iar din primele două ecuaţii (7) avem

aL — ±  A| , n 2 ±  — sau и3 — 0 (9)A “ A

Formulele (8) şi (9) determină valorile posibile ale parametrilor u lt и şi a. 
şi arată că traiectoria optimală este formată, în general, din arce de curbă pe caro 
sínt realizate soluţiile de mai sus a), b) şi c).

Pentru a determina riguros funcţiile u t şi u3, care extremează funcţionala 
G, si a vedea care din cazurile de mai sus se realizează, vor trebui încercate condiţr 
mai puternice de extrem, ca de exemplu, condiţia lui Weierstrass şi condiţia întă­
rită a lui begendre-Clebsch. în acest scop se introduce funcţia

H-, ; (Хр/, -I- X.,//,)
Lia

— AAa +  Xp/, G<]î
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Condiţiile lui Weierstrass şi Legendre-Clebsch trebuie, după expresia funcţiei 
#>., să fie verificate numai de funcţie

l i , V
L?3 ( \ ui +  — 3̂ ( 10)

Se verifică uşor că aceste condiţii nu pot fi folosite pentru determinarea exactă a 
variabilelor u Y şi u 2, deoarece ele sínt verificate, cu sensul egalităţii, pentru ambele 
semne ale variabilelor n x şi u 2 din (9). Condiţiile lui Weierstrass şi Legendre nu pot 
fi folosite nici pentru precizarea parametrului u 3. Se observă că funcţia #* depinde 
linear de u 3, aşa că ţinînd seamă de a treia ecuaţie (7), în presupunerea că u.â ^  0, 
la orice moment t şi oricare ar fi u 3, avem

%Hl/du3 =£ 0, d2Hbjdu3 =  0

Funcţia H* nu are extrem în intervalul deschis (O, U3). Această concluzie se men­
ţine şi în cazul pu =  0, deoarece în acest caz H* =  0.

Din punctul de vedere al îndeplinirii condiţiilor de extrem (maximum) tre­
buie ca funcţia L* să aibă un maxim absolut în raport cu u3 pe intervalul închis 
:.0, 1 3 pentru orice t £ [/„, T] (principiul maximului al lui Pontreaghin). Această 
condiţie este posibil de realizat dacă pu =£ 0, căci în caz contrar funcţiile L* şi H* 
sínt identic nule în [70, Т].

Se vede că funcţia L* admite un maxim, pentru orice t Ç \t0, T], pe intervalu 1 
[0, L 3] pentru

U3 dacă ы — X., — — -p X2îî2) >  0 

0 dacă co <  0
(П)

Pentru a merge mai departe în studiul problemei, pentru a determina semnul func­
ţiei oi şi a calcula parametrii и, se fac ipoteze asupra funcţiilor F x şi F3, se precizează 
funcţionala G şi condiţiile la limită. Aceasta înseamnă a restrînge clasa de probleme 
considerate, eventual, pînă la cazul unei probleme concrete.

3. Mişcarea rachetei în cîmp gravitaţional plan constant. Avînd deci F x =  0, 
F 2 =- g, presupunem că la momentul fixat t =  T  combustibilul rachetei a fost 
complet consumat şi că de la acest moment racheta se mişcă ca un corp cu masa 
constantă. Se cere determinarea parametrilor u 1, u 2 şi u 3 pe intervalul [0, T] în 
aşa fel ca bătălia rachetei să fie maximă.

Formula bătăii se deduce din integrarea ecuaţiilor mişcării pe partea pasivă 
şi are forma

G[?(T) ] =  qx{T) +  ^  [q2(T) +  (12)

Considerăm condiţiile la momentul t =  t0 — 0, unde q°k sínt mărimi date

Fl =  0*(O) - 9 2  =  0, k =  1,2,3,4,5

Pentru t — T mărimile pot fi date sau să se calculeze din condiţiile de optimizare.
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Condiţiile de transversalitate şi condiţiile lui Weierstrass-Frdmann, în cazi 
acestei probleme, sínt

w >  ■■

},,(t

d q t { T )  ’

0) ^  >,(/* 0)

(И

E ( v / ,v - o  =  E ( v / ,> - o  (cii i
unde se presupune că variaţiile Дг/ДГ) sínt arbitrare şi unde t ----- t* este momenti
de discontinuitate pentru parametrii и,. Fvident, se poate admite că nu exist 
un astfel de moment sau că există mai multe. Momentul t =  t* ------ T  este un moinei
de discontinuităţi' pentru debitul şi acceleraţia rachetei.

în  cazul acestei probleme şi ?.. sínt constante şi după (13) de forma

aşa ca
_дп_

>u

(/ -  T)

OG

<?<7i {?')

< it ;

d4 l (T)

OG

OG ■{t -  T) c)G

d q J J )
( 1 -

Deoareee derivatele parţiale ale funcţiei G, din (14) sínt pozitive în [0,7'ţ înseamn 
că Xj şi X2 sînt negative în !(), 7": De aceea, în expresiile (9) vom lua semnul minu: 
în  consecinţă,

м(г/, ?.) ■-= X3 -1- V>î - >4 (C
<h

Din j63) rezultă că ?,3 <  0 pe partea activă a traiectoriei şi X3 =  0 pe ее 
pasivă. Funcţia ?.:!(/) este monotonă necrescătoare în [0, T] iar după condiţia (13 
continuă, şi în consecinţă s-ar putea anula cel mult odată în [0, T). Presupunln 
că masa </.,(7') nu este dată, avem condiţia X3(T) — 0. Din ecuaţia diferenţia 
(63) rezultă că ?.3(/) este o funcţie pozitivă în [0, T j care se anulează pentru t — 

Funcţia со este continuă în I), 7'], multiplicatorii Xx şi X2 fiind liniari, 
are derivata

=  d- V x f + l |(1/ (/., (1/
Ne convingem uşor că w(/) -- 0 pentru l = T < a unde a >  0. Deci ы nu 
anulează şi nu-şi poate schimba semnul în (0, 7'j. Funcţia w(i), după (15) 
deoarece ы <  0, este continuă, descrescătoare, pozitivă şi neiiulă în interval 
mişcării active.

în concluzie, regimul optim de funcţionare a motorului se reduce la

«o =  U-л (1

Aceasta înseamnă eă pentru obţinerea unei bătăi maxime motorul rachetă trebui 
în condiţiile admise, să funcţioneze continuu în intervalul (0, T] eu debit maxii
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După calculele relativ simple, folosind (9) şi (14), regimul de dirijare optimă 
ia forma

u M T )  =  tuiqt( f )  \ ЧЧвСТ), Щ b «Ş =  1 (18)
Formulele (18) au fot găsite printr-mi alt procedeu în lucrarea )3 în cazul 

и3 const., IF. -- const. In lucrarea de faţă se arată că uz =  const. — Cz cores­
punde unei funcţionări optime.

în formula (18) mărimile qlt q.lt q& se determină în urma integrării ecuaţiilor 
mişcării pe partea activă (0, 1'), unde sínt valabile formulele (17) şi (18) şi a apli­
cării iutregralei găsite, în acest mod, la momentul t — T . Astfel de calcule sc găsesc 
în lucrările [3(, r4], [5).

(Intrai în redacţie la 31 martie 1967)

Ii I  II Г Л  O O R  A 1' Г П

1. V. A. T r o i ţ k i i ,  РИЛ, 4, 1961.
2. O. L e i t  m a n n ,  РЛШ, 6, 1961.
3. I). L a w d e n ,  Ob. iskust. sputnik, zenit (sbr.st.) Moscova, 1959.
4. 1’. l í r á d o n  n u , Stud. cerc. mec. apt, Acad. RPR, 3, 1963.
5. P. Il r â d e  a n n , I. P ă v à 1 o i u. St iul. cerc. mec. apt Acad., RPR., 4, 1963.

ПРИМЕНЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ МАЙЕРА-БОЛЗА К ОПТИМИЗАЦИИ ДВИЖЕНИЯ РАКЕТЫ

(I3 е з io м е)

Автор формулирует проблему оптимизации плоского движения ракеты в рамках вариацион­
ной проблемы Майера-Болза и выводит условия оптимизации функционирования ракеты и упра­
вления тягой. Результаты применяются к вычислению максимальной дальности действия ракеты 
в плоском гравитационном плане Земли.

A P P L I C A T I O N  D P  P R O B L È M E . D E  M A Y E R - B O I .Z . \  A L 'O P T I M I S A T I O N  
lu :  M O U V E M E N T  D ’U N E  FUSÉE

(R é s u ш  c)

I . ’a u t e u r  fo rm ule  le p ro b lè m e  de l 'op t im isa i  ion du  m o u v e m e n t  p lan  de la fusée d a n s  le c ad re  d u  
p ro b lè m e  v a r ia t io n n e l  de  M ayer- l io l / .a  e t  d é d u i t  les cond i t io n s  d 'o p l lm i s a l i o n  du  fo n c t io n n e m e n t  de  
la fusée e t  de  la  d i rec t ion  de la t r a c t io n .  On app l ique  les r é s u l t a t s  ail calcul de la d is ta n c e  m a x i m a  de 
la  fusée d a n s  le c h a m p  g ra v i ta t io n n e l  p la n  de  la. Terre.
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DESPRE POLARIZAREA PARTICULELOR CU SPINUL UNU

(le
Z. (iAlIOS

Sínt cunoscute diferite încercări de a construi evadriveetorul potenţial al 
cîmpului vectorial clin funcţii de undă ale câmpurilor spinoriale [4]. în  lucrare se 
studiază unele consecinţe ale acestui punct de vedere, referitoare la polarizarea 
bozonilor cu spinul unu şi cu masă de repaus diferită de zero.

1°. Fie m0 masa de repaus şi p |/>, / —j evadriimpulsul cuantei câmpului vecto­
rial. Presupunem că pentru acest cîmp soluţia de undă plană corespunzătoare impui- 
sului p poate fi obţinută din funcţia de undă a particulei (cu impulsul px şi cu

-f
masa de repaus m 01) şi a antiparticulei Dirac (cu impulsul p 2 şi cu masa de repaus 
w02). Particula şi antiparticula au viteza comună

în reprezentarea de elieitate pentru particula respectiv antiparticula Dirac
avem

V
Z

unde

P =  Pl +  P- C 1

unde

'f)\m, p > , (1)

Numerele X, p, m sínt consecutiv valorile proprii ale operatorilor

2
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Şl

AT B c\p\
{y-, ß, y) =  r  "”r

(Folosim condiţiile de normare n-ji-,. — — vpvp 1.)
Pe baza ipotezei făcute, în cazul cel mai general

avem

unde
Ли{х) = Лрр)е!'х,

А,x{p) == if^j'{vu +  -^/a^TixYv — YvYn) upv (3)
Este evident că funcţiile astfel definite sínt soluţii de undă plană ale ecuaţiei

□  A ß — m l A =  0

şi totodată satisfac condiţia
dAu.— !f =  0.
0*»

Să notăm cu X elicitatea particulei şi cu л elicitatea antiparticulei. Pentru 
fiecare pereche de numere (X, X) expresia (3) ne furnizează un cvadrivector poten­
ţial. Utilizând (1), (2), (3), în urma unor calcule simple obţinem următoarele rezul­
tate.

Considerînd cazul X =  X =  f- ajungem la cvadrivectorul corespunzător elici- 
tăţii rezultante X — 1 :

V2 ( / t +  гт0с/2)сЦ)

Vectorul elf  are componentele
1 >—= e V2

(— cos 0 cos o -f- i sin o, — cos 0 sin 9 — i cos ç, sin 0 , 0). (4)
Cvadrivectorul corespunz.ător elicităţii rezultante X =  —1 se obţine punînd

X =  X — — — . Găsim 2

. i ' r 1’ =  V 2  (fi +  imoс / г ) 4 - 1 > -
Vectorul е{уР1) are componentele

-f— e ltf (cos 0  cos 9 +  i sin 9, cos © sin 9 — i cos 9, — sin 0, 0). (5)
V 2

Cele două combinaţii posibile care rănim X — — X =  —, X =  — X = --- *-
ne conduc la un singur cvadrivector potenţial, la cel corespunzător elicităţii rezul­
tante zero :

A»' = (fi +  «яос/2)е{10).
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Vectorul are componentele

- sin 0 cos 9 , -  sin (-) sin o, b
COS <-), t — (6)

Expresiile (-1), (5), (6) coincid eu cele stabilite pe alte căi, ceea ce este un 
argument în favoarea ipotezei de bază pe care ani adoptat-o |7 :.

Vectorii de bază satisfac condiţiile

2°. Definim matricea covariantă de polarizare a particulelor eu spinul unu 
în felul următor

Mărimile ct c* sínt elementele matricii de densitate p care are trei linii şi trei coloane. 
Putem ajunge la expresia matricii p în felul următor. Considerăm sistemul de refe­
rinţă legat de particulă. Dacă alegem baza (8) matricea D are următoarea struc­
tură

(elementele din rîndul patru si coloana patra sínt nule, iar elementele din primele 
rînduri şi primele trei coloane ne furnizează tocmai matricea 0).

Pentru a nu complica calculele vom utiliza pentru expresia ivy u. Rezul­
tatele obţinute mai sus arată că neglijarea termenului al doilea din (3) nu restrînge 
generalitatea rezultatului obţinut. în  urma unor calcule simple obţinem

Prin transformarea

У 2 у 2

vectorii pot fi înlocuiţi cu alţi trei vectori de bază

ei,;’{Db,e^), l, / =  1, 0, - 1.
—►

în cazul special \p\ =  0, 0 =  0, 9 — 0 avem

yy'D, 0, 0, 0), 40)‘(0, 1, o, 0), e\rty(0, 0, 1, 0).

- —= -7= иУ -  V -
u  =  0 0 1 (7)

(8 )

1) — 1 4
Cvadrivectorul A tl poate fi exprimat cu ajutorul vectorilor de bază

4 — C e(!>-71 jj. ■— ^
prin urmare

D v» =  S p { P a'(ll. P p y v), y v =  Y4YvrÎ4> (9)
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unde
( / ’//U =- i t (x)u($),  (P„)^ v(v.) V (ß) =  (YaP^y^aß- (10

în  sistemul legat de particulă, pentru particula respectiv antiparticula Dirac aven

^  =  y ( 1 +  y4)(i -  * K y 5). (и;4

P»== j (  1 -  y4)(1 -  îfYY5). ( 12;

—* f)unde ç  respectiv E este vectorul Stokes al particulei respectiv al antiparticulei 
Utilizînd (9), (10), (11), (12) găsim

unde

(S, l

2 p =  l +  51E1. + i - S 1.; Çl7 - | - i - ^ ,

/, k. m -  1, 2, 3, Si} =  S :Sj +  SjS; ■ W m

& =  # + &  l i j  =  l a>lP, +  Zj ' J
WIŞi AG;

Dacă impunem condiţia că Spp =  1, obţinem pentru matricea de densitate expre­
sia

2 p 1 ço~p\— k-.kPk) 
3

1
o S l} (13)

care are forma indicată de A. S a n k a r a n a r  a y a n a n ЧУ. Ceea ce am obţinut 
în plus este că vectorul de polarizare E şi tensorul de polarizare cvadripolară E,
se poate exprima cu ajutorul vectorilor Stokes .

în  continuare vom face o comparaţie a rezultatelor obţinute ca cele găsite prin 
utilizarea tensorilor sferici [2], [5]. Matricea de densitate p a particulei cu spinul 
S se defineşte prin

£9(<M)C&,mP 5, . . . ,( ) , . . . , S, (14;

unde ф(5, l) este un scalar care depinde de 5 şi l. Сшт sínt coeficienţii Clebscli- 
Gordan, iar P ^ m este tensorul sferic de polarizare de rangul l.

Dacă avem o particulă cu spinul unu expresia lui p poate fi descompusă în 
trei termeni

E
Făcînd înlocuirile [1] :

Pi 0)0 =  p[ 1)0 j: />(1)1 P<‘> -1 =  1 . ? . unde E :
У-

pi 2)0 '1? ?
Vio

P ( 2)±1 =  =p V̂ "(5
V20

pm -. V)
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şi avînd în vedere valoarea coeficienţilor Clebseh-Oordan găsim
до .s; £

(2 )
p '  OC s;s; -  s;s; -  ^ s'ks'ks 4/ '»t >̂k ij

unde

,s; =-_ I ' s, ( '
(oc este semnul de proporţionalitate, U este matricea dată sub (7)).

Structura expresiilor (13) şi (14) este deci identică.
Avînd expresia lui p şi expresiile (4), (5), (6) ale vectorilor de bază, se poate 

calcula matricea D în sistemul de laborator.

(Intrat îu redacţie ta 7 martie 1967)
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О ПОЛЯРИЗАЦИИ ЧАСТИЦ С ЕДИНИЧНЫМ СПИНОМ 

(P е з io м е)

Автор получает ковариантную матрицу поляризации частице единичным спином, предполагая, 
что волновую функцию для таких частиц можно построить из спинориальных волновых функций.

ON ТИН POLARIZATION OF ТНК SPINK ÓNK PARTICLKS 

(S il m m a r y)

The author comes to the covarient matrix of polarization of the spine one particles assuming 
that for these particles the wave function can he made of spinorial wave functions.





PROBLEMA RELATIVISTĂ A MOMENTELOR MULTIPOLARE
(le

O. (ilIKKM.W, (ill .  STF.IMIHECHEH

îutr-o scrie de lucrări ' 1] —r6] s-a pus problema calculului cîmpului electro­
magnetic generat de un mediu material aflat în mişcare relativistă. Problema fun­
damentală este să se extindă forma ecuaţiilor lui Maxwell, bine cunoscute în cazul 
nerelativist şi pentru acest caz.

în lucrarea de faţă se va demonstra că ecuaţiile Maxwell se pot scrie sub forma :

Ù/A, -  / Г  +  £  dv dP; . . . (0 .1/ “'./ • ■ ( 1)
к

unde $  este curentul „macroscopic” iar mărimile -1// '/ ?A' depind de proprietă­
ţile mediului respectiv. Ele sînt simetrice în indicii superiori şi asimetrice în indicii 
inferiori.

Demonstraţia o facem utilizînd formalismul lagrangian. Presupunem, că mediul 
este format din sarcini punctiforme, ele fiind grupate în formaţii stabile, astfel că 
distanţa între sarcinile din cadrul aceleiaşi formaţii este mult mai mică deeît dis­
tanţa dintre formaţii („atonii”).

„Atomii” îi vom indexa cu litera k, iar particulele componente ale atomului 
cu indicii ,,//’ si Aşadar ek, este sarcina particulei ,,/” din atomul ,,k” 

ia r /(*') sínt coordonatele spaţio-temporale ale ei; prin rW notăm cvadrivectorul :
—*(/•)(л ‘ , ix0), x0 fiind timpul în sistemul laboratorului.

Mărimea x£" — v^eare în sistemul de referinţă al particulei ,,/e” are forma
( y ( k , > , 0) este mică în comparaţie cu x f ?  . у ^ г) este mărginit şi mic în raport cu % l k )  

în orice sistem de referinţă.
Cu aceste notaţii, expresia acţiunii este :

A =  5, ÇJ
(ki))dx£(ki) (2)

cu
Prin Яц(.г) s-a notat potenţialul vector al cîmpului „atomic”. Ne vom ocupa 
primul termen.

Avem : L f’ -- y (kt -j- x \ , d x (k,] dy'^] +  d x ^  iar pe
ati(x{k,)) îl putem dezvolta în serie ;

( U  ) =  « u ( u )  +  у  —  ( у Р д - Г а ^ х * ) (3)
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Prin expresia: (y\ '* д-,)т s-a notat operatorul diferenţial în care nici un d-Ak nu este 
urmat de vreun j'x '1 ; analog prin (д-,,у\г))т se va nota operatorul ordonat astfel îneît 
nici un dA nu este precedat de vreun vi,*'*. Adăugind la 5 expresia :

-  T e*<Y: — 1—  f
m +  ')

care nu schimbă ecuaţia cîmpului, găsim, din (2) şi (3) 

S =  J  -L Ç  eki J  я,Д.Vs У  .vi

d-t) ”‘av.(xk) ; (4)

! > '  E
î

(m +  1) !
{dxţ] yjf0 — d x ' f y ^ i y x 1’ (b.) (5)

X dPali(*|,')) + E / -  -  dy'p''E " )(у>:"дАУ" 1 âPaJ x{k>)
m 1 ) • J

Evident, toţi x̂ > şi yjf') depind de un parametru. Drept parametru se va lua timpul 
in „sistemul laboratorului” , x n.

în  formula (5) vom trece de la integralele simple la integralele extinse pe 
întreg spaţiul eoadridimeusional :

<7:

 ̂ ?(xo)dy f ] у  ^ 9(^»)d,i;:) {x)dil

^ ? (*o) dx\ki' j   ̂cp(x0)Jjf) (x)dLl

<ki)-> -> (1v '
unde : i)j“] ( x )  — S 3( x  — x k j — e,

jW (*) = $,(* -  xk)k\ M-
dx„

eki

(6)

(6')

(7)

(7')

Din (5), (6) şi (6'), mărginindu-ne la aproximaţia de ordin N, avem :

5 «  5.V =  î  J/îv dll +  Ç a^x) |Ç.Â, (.г )

\ EJ k i

díl-\~

k i

l,N
E

É  ( E 'E "  — - f
ni * ' • (8)

m Л
■ţiki) ..... i,{ki) yik,) () 1 Л y,

i v M- -  P \ i  * /. P !-

Presupunînd că au(.v) se anulează la infinit cu toate derivatele de ordin N, 
prin integrări prin părţi se găseşte :

S.V =  d  d i l  g  1 Jj a . J x }  [ d m ^ l  d Q (9)
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unde am notat :

P Е Е
с - , ,

m,lv
m ■ 1

и

=■- /V<
,ki\m ( ,j(ki) у (/vi)

ti -} V
m )y^ )

( 10)

( И )

« - - Е Е ,
1)л/
■ 1 ) !

/'(*•') у(*>)

ь ( х) =  E i i! , к
(Л ч)и

Din expresia lui S’v se poate deduce ecuaţia cîmpului :

( 12)

(13)

î)~Jliv -- d-,»hiv +  ii'. (14)
Se observă eă j.L are semnificaţia unui curent macroscopic, iar ;«|Jtv caracteri­

zează contribuţia sarcinilor şi curenţilor „subatomiei” .
Se observă că poate lï pus sub forma :

л/ .., f  do МЦ, + (15)

urnle toţi Mii, "л satisfac condiţiile enunţate.
Mai mult decit atît, avîud un număr finit de termeni, se poate da o altă dez­

voltare a lui ;и.„, analogă cu (15), dar în care toţi tensorii care intră sub derivate, 
sínt tensori ireductibili, care se exprimă prin combinaţiile liniare ale derivatelor
lui:

«uv ■ d/ : fp. 'V/ dp, ■ ■ • dpv.///M (16)

unde:.///,')!, 'A an proprietăţile de simetrie ca şi МЦ!, P,i, dar sínt ireductibile 
faţă de grupul Forentz general. Faţă de grupul propriu, ele se descompun în două
componente ireductibile : JH,Z P‘ P>:, care satisfac relaţiile :

Е Е ± (17)

Vom numi mărimile J)[v,v  P,< densitate de multipol de ordin (k +  1). în
cadrul lor se înglobează atît multipoli electrici cît şi magnetici, utilizaţi în calcule 
nerelativiste.

Pe de altă parte, este clară semnificaţia lui şi w|iv, introduşi; cîud atomii 
sînt în repaus, ei modifică numai cîmpul electric, respectiv magnetic.

Să studiem acum proprietăţile analitice ale transformatelor Fapiacé ale lui
JM\Í, Pl Ev) (pentru prescurtare, vom omite indicii, fiind neesenţiali). Raţiona­
mentul de mai jos este valabil doar pentru a descrie fenomenele de polarizare 
induse, care încetează după un interval finit de timp (la un moment dat

к i IV (.v0); devinezero, sau JH(x) mediat tinde la zero repede). Se obsservă că în acest 
caz M(x)eh ç S'x dacă şi numai dacă k" £ Г.г, unde prin S ’r s-a notat spaţiul di­
stribuţiilor temperate, iar prin Г , conul luminos superior. Această proprietate
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este ü consecinţă a faptului că v*‘ sínt mărginite, împreună cu derivata lor, i;
I Л ^IА дгц I <  x0.

De aici rezultă imediat că transformata Laplace a lui jH\x), l.k( /̂}L{x)i 
=  Fk'{e~'k"xJH(x)) este o funcţie olomorfă de k' +  k" în tubul de olomorf
тг+ = {k = k' + ik"ik‘ e fi4, k" e r p .

Se mai observă, că funcţiile Lk(M(x)) se mai pot prelungi în afara tubului t 
olomorfie iniţial, (vezi [7]), utilizînd proprietăţile tensoriale ale lui: L k(M(x)) - 
--- M(k), extinse şi pentru grupul Lorentz complex. Noul domeniu va fi tubul extii 
T[{ 7].

Utilizînd faptul că se poate demonstra că jH(k) nu creşte mai repede dec 
o anumită putere a lui k, pentru k —► со, putem să-i dăm o reprezentare integral 
utilizînd teorema lui Bargman [8 c Aceasta afirmă că, dacă , ///(/e)j <  Cze'z i”" i, cîi: 
Imk  -+• cc, are loc relaţia următoare în condiţiile proprietăţilor analitice amintite

J1{k) : = $ К (к -  k’)Jl(k '  -f io) d'/d (li

în cazul domeniului nostru K(z) este dat de relaţia :

K{z) -.= [ = ----------• — , (P

Putem găsi o serie de relaţii de dispersie pentru considerînd diferite subdt
menii ale domeniului iniţial.

Astfel, luîiul 1 mh -- 0 găsim o reprezentare de tip Cauchy pentru : jH\k, z

care ne dă relaţiile de dispersie :
X —̂

T> М П  ч 1 f  l » t  J } l \ h , z ' ) d Z
R e J H { k , z )  — — V — — ------ (2

i m j u l z ) -  1 Ï  X ‘ M Î  x : (21

Acestea trebuie utilizate combimnd cu relaţia :

JH.{k,z) — J/î.( — k, —z) (pentru k şi г reali)

Analog, menţinînd k.2 şi k3 reale, găsim următoarea reprezentare (formula Barj 
man pentru n =  2)

ж (ц,ч (Зге) S o
dk Q(Jk !

(*o ô)‘
M(k0 -{- /О, Аг “p io) (2:
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Kste foarte plauzibil ea proprietăţile analitice de mai sus să fie valabile si 
pentru o distribuţie arbitrară, dar loealizată, de sarcini. Aceasta ar putea conduce 
la rezultate interesante în cadrirl electrodinaniicii cuantice. Pe de altă parte, rela­
ţiile de mai sus sínt valabile şi pentru medii la care dependenţa polarizării de câm­
pul exterior este ueliniară.

(Intrat în redacţie la 4 aprilie 1967)
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РЕЛЯТИВИСТСКАЯ ПРОБЛЕМА ПУЛЬТИПОЛЯРНЫХ МОМЕНТОВ

(P е a io м с)

Используя (формализм Лагранжа, анторы показывают, что уравнения Максвелла для поля, 
генерированного движущейся материальной средой, можно написать в виде (I), в котором

Р . р
Д/^ А' завпеиг от свойств среды. Л и т р ы  изучаю! за'!ем пкжетвя  аналитичности преобразовании 
Таплаеа дтнх величин, приводящих ív дисперсионным отношениям (21). (2Г).

R K L A T I V I S T  L R O IIL U M  ОТ T U IÎ  М Г Г / П - P( >LA R M O M liN T S  

(S u m  m a r yi

b s in g  th e  L a g ra n g e ’s fo rm alism ,  th e  a u th o r s  show I h a t  .Maxwell 's e q u a t io n s  for a field g e n e ra te d  

b y  a m a te r ia l  m e d iu m  in m o v e m e n t  m a y  be w r i t t e n  as ( 1 ) in which  d ep e n d  on  th e  p ro p e r t ie s  of
th e  m ed iu m . T he  a n a ly t i c i ty  p ro p e r t ie s  of L a p lace  t r a n s fo rm s  of these  m a g n i tu d e s ,  are also M tidied 
teach in g  to  t h e  d ispe rs ion  re la t io n s  {2 1 ). (2 lb .

7 M ath em at ica -P h y s ica  2/1967
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DEPLASAREA DK FRECVENŢĂ DATORITA INTERACŢIUNILOR 
1NTRAMOLKCULARK ŞI INTKRMOLKCULARK DIPOL— DIPOL

de
I). ш:мсо

Introducere. Analiza deplasării liniilor de rezonanţă datorită mişcării termice 
a ambianţei moleculare, învelişului electronic al atomilor etc., permit relevarea 
mecanismului de interacţiune şi a comportării dinamice a gradelor de libertate 
relativ la sistemul de spin şi baie. Vom studia deplasarea de frecvenţă ее apare 
din cauza mişcării browniene de difuzie a moleculelor prin intermediul interacţiunii 
spin — baie.

К u b o - T o m i t ă  [1 ], utilizând o teorie liniară a proceselor ireversibile, obţine 
expresia părţii neseculare a deplasării de frecvenţă Larnmr. în  cazul unui lichid 
izotropic, îu care relaxarea magnetică nucleară apare ca urmare a interacţiunilor 
intramoleculare dipol-dipol, se calculează expresia concretă a deplasării de frec­
venţă, în ipoteza că linia principală este departe de sateliţi, Folosind metoda din 
1 , Seroţki şi Kokin 2 , calculează deplasarea de frecvenţă în cazul unui 

lichid izotrop şi omogen ce are moleculele compuse din doi nudei identici cu mo­
mentele magnetice diferite de zero (I -- 1/2). Expresia obţinută este analizată în 
cazul interacţiunii de translaţie dipol-dipol intermoleculare în ipoteza cîmpurilor 
statice puternice şi slabe. Corecţia, ce apare la factorul giromagnetic nu este deter­
minată de interacţiunea spin-orbită, ci depinde de caracterul mişcării termice a 
momentelor magnetice ее modulează interacţiunea dipol-dipol. Ambele metode 
sínt aplicabile departe de saturaţie şi nu iau în considerare descentralizarea nuclei- 
lor în molecule poliatomice, sensul deplasării de frecvenţă Larmor fiind diferit.

Deplasarea de Îreevenjă iu aproximaţia Dorn cea mai joasă, Utilizînd metoda 
lui H u b b a r d [3j, privind forma semiclasică şi cuanto-mecanică relativ la teoria 
operatorului de densitate a relaxării, se efectuează în [4] o nouă renormalizare a 
..selt'-energiei” sistemului de spin, ceea ce permite obţinerea deplasărilor de frecvenţă 
markovieue în aproximaţia Born cea mai joasă. Se consideră că relaxarea apare 
ea urmare a interacţiunilor dipol-dipol ее au loc într-un sistem de N spini nu­
cleari identici 1/2, eu factorul giromagnetic y. Nucleii se găsesc îu poziţii echi­
valente în moleculele sferice ale nuni lichid izotrop. Dacă nu luăm în considerare 
corelaţiile încrucişate în condiţiile unui cîmp transversal foarte slab în jurul rezo­
nanţei pentru deplasarea de frecvenţă Larmor obţinem:

â  =  4 / 2, _ 2 ( — 2 w 0) — 4 j [ [ _ x ( —  w 0) (1)
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unde jiu reprezintă pertea imaginară a densităţilor spectrale, ;№(ы) =  _/,'*■ (w! 
F«(f0)> definite astfel:

hu —  E  0  îi)]\‘iH4iL i(0)

unde :

juii"~nlk (w ) ^  ("Uji0nll:{ - ) e U (•'■

o
Funcţiile de corelare în (3) sínt date prin :

Ciuи.-»'*!')— <  +  (‘
unde :

Un* = ( V ' Y 1 M ' V  i)*i7*(0«,?ó) ^  (;
Y * sînt funcţiile sferice normalizate, iar mărimea vectorului de poziţie r'n a nuclei 
lui i relativ la nucleul /, este dată prin r '( si unghiurile lui polare (0 ',-, o,',).

Metoda lui Hubbard nu consideră cîmpul rotitor ca o perturbaţie astfel că 1 
saturaţie apare o dependenţă a deplasării de frecvenţă Farmer de tăria cîmpulv 
transversal si o deplasare de frecvenţă suplimentară S,, relativ la or,, ce ar 
forma :

— 3.v [s-jgu( - -2o/) -f- 2c1],K)( ■- to') . (t
în care s =  ; c =  л»/ы' unde Д0 ci w0, — or iar or' =  (Д| -f~ orf)

Soluţiile staţionare ale ecuaţiilor de evoluţie ale magnetizărilor depind il 
mărimea şi frecvenţa cîmpului rotitor, într-un mod mult mai complicat ca ecuaţii 
Bloch. Modul de absorbţie poate fi însă adus la forma ecuaţiilor fenomenologic* 
dacă definim pe lîngă timpii de relaxare şi o deplasare de frecvenţă Barmor efectiv 
Y, independentă de frecvenţă, dar depinzând de mărimea eîmpului rotitor. î 
condiţiile rezonanţei (Д,,, =  0 ) din [4 , avem :

H )2
Yóo(°) - l0?í, ,(-'»(.) !- Щ 2ы0) i- :pó,

nţ;,
iar

3_/ou( 2 o,)
Cantităţile Y S, şi Y date de (1), (7) şi (8) pot fi scrise ca suma a doi fermei 

care conţin, respectiv, efectele interacţiunilor intramoleculare dipol-dipol, şi iute 
moleculare dipol-dipol.

unde :

(«') i l l t r . l . (f̂ )intr: . e :

H  = (  A l m i r a . +  ( S )  i n t e r . (!

Y  = (  b  1 ) i n t r a . “ Г  (  ^  l ) i i î t c T . ( ! '

Y  - , (  ri ' )  inu г. " í  (  ^  ) i n t e r . ( 1

E í W á ' é  •;
с  , ( . . .

-  2 П т } У  ’ (  “ о ) : ( « '

(  ă i )  iu I,;,. ~ - ^ E E é u E V  2 t ó l ) . ( 1 '

, , ; i ü ’0 ( ( ) :  u ţ
/ 1.

' (  - ^ { i j v j i î "  "  Y -  - M ») z J m J " ' 1
- 2 ( d ,

б /  ..0,0' ' Y ) , ) 1 E / . o c ' - ' i  - " Y - "  F c i ţ â - Y  2 c„ „ i

(1
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Simm E  es ê liiíitíl dupa toţi nuclcii <Hn aceeaşi moleculă exceptînd nucleul j. Î11

nmd absolut analog putem defini contribuţiile intermolceulare ale deplasărilor 
de frecvenţă, în care apare însă suma E  după toţi nucleii din molecule diferite
în afară de nucleul j.

In vederea calculării densităţilor spectrale să considerăm că mişcarea rotaţio- 
nală a moleculelor şi cea de translaţie sínt independente. Mişcarea moleculelor sfe­
rice se presupune a fi o difuzie i/.otropică cu coeficientul de difuzie I) ---■ кт;в-яп pen­
tru mişcarea de translaţie şi /)' •' pentru cea de rotaţie, unde k cons­
tanta Boltzanmnn, i  temperatura, 7, ■ - coeficientul de viscozitate al fluidului, 
iar 2 a este distanţa minimă dintre două molecule independente.

După cum se arată în |51, în cazul considerării descentralizării nueleilor, spre 
deosebire de 1 şi 12], pentru contribuţia iutermoleculară, obţinem

E ' E E  ' ( - / ^ 0) М г Ь ) 2(-1 )  ' E  \  C>> >P) ^  XC <lK* d~ .(15)
l Л -0 J‘ 0

unde ii reprezintă numărul spinilor pe unitatea de volum. Ne mărginim numai la 
primii doi termeni în suma după p, primul ce nu depinde de mişcarea de rotaţie a 
moleculelor fiind

Е Е )  3 Л* !;'*-) а д  (16)

iar al doilea ce ia în considerare această mişcare :

a ! E )  =  s_/,a- Ж сг21У -■ <;,(-) (17)
în formulele (16), (17) apare funcţia GL (v), ce depinde de funcţiile Bessel de speţa 
întîia 7/j 1 ;p,

CC

G, ( -) =  (2a) 2L 1 J exp [h. ,̂ (») г и • du (18)
O

în care b este distanţa fiecărui spin de la centrul moleculei în care este conţinut, 
iar timpul de corelare t(i este definit

Dacă moleculele lichidului efectuează o mişcare relaţională, funcţiile de core­
lare relativ la contribuţia intramoleculară în cazul moleculei ce conţine doi nudei, 
după '51 este:

ExeriE) -  а E / E yE E )  e(--l)' e x p ( ~ E ;) (19)
unde с, =3 (6/7')-l este timpul de corelare corespunzător acestei mişcări.

(lonlribulia iiUramoleculiiră., Utilizând (3) si (19) obţinem pentru partea ima­
ginară a densităţilor spectrale

•'«") -  ( E K r i W / E l - l ) n i x
/<d„7.ţ

1 -i- (/B,»,)1
(20)
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Deplasarea de frecvenţă Darmor (12) devine :

5  1 ' ( c . ) 0 7>.,V 1 • 4 { to,, Ъ )
(21

şi coincide cu rezultatul din [1] obţinut printr-o altă metodă. Deplasarea de fret 
venţă efectivă, (14), din (20) şi (21) în ipoteza câmpurilor slabe (ы„т < 1), devine

■ ( (i’limr.i.

f j  ( î’b)' X
J

( S ) , „ l ra .
3

4
(Y 2 h ) s E > Ó O

i
(2 Î

Ы 0 т 2 > 1 , « t  <  ы 0) :

4 «Г) t,“ * 1 1 ( 1  ■ 4 to“ "Dp 4 (0p 6)J ~Í
( 2 :'  ///

- в to" -Ту : 11(1 -- 4 to“ t“)
(D0)

Pentru a putea analiza în diverse cazuri concrete valoarea deplasării de frec 
venţă relativ la co1( din (13) obţinem:

( & i ) i,ltra- ^  ,4, E  (r <:2. U i 1 a 4
(2Z

Dacă reprezentăm grafic mărimea '(S)]iI1(I.a. co0 funcţie de ы„т2 obţinem o curb 
similară cu cca din [2] de unde observăm că îueepîud din domeniul со0т2 ~ 1 avei
! ( S ) i n , r a . |

Timpul de relaxare efectiv introdus în [3j

1/K  =  l/Tă, -  3 [fafi(0) -  j U  -  2со,)] 

cu ajutorul lui (2), (3) şi (19) devine:

i 3 '

(2î

(1/П),, ( r b ) 2D ^ '( r i ;) 6
1 T («o 1

3----- !----- 12 1 1 (2Wit2}2|
(“(

1 1 (2<,>0t2P
în condiţiile cOiT» -v 1 din (26) obţinem (l/7’2)- (l/7’2),iIltra unde (7'2)iuua. coincid 

cu cel dat în [5].
Contribuţia intermoleeularc. Pentru calcularea densităţilor spectrale în acei 

caz vom utiliza (15), (16) şi (17). Aplicând teorema reziduurilor [6], putem evalu 
integralele ce permit calcularea contribuţiei intermoleeularc de translaţie (/„) : 
de prim ordin în rotaţie ( / j) la densităţile spectrale. Ele au forma :

/„3 Jc ,, „ „ (ф  — ,0  -  ( CC U '-i (,v2 -- Ax — 2) cos.c ■ sin ,г(д2 2)

±  г

(40 Dal ţ

. (— 2л-* 4 3.V2 -г- 6) 4- Зе—4 (л 2 — 2) cos х — (л* +  4л 2) sin х

i t :

(21
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/1 = { c lt ,W(z)e- rfT =  ( ^ - )
J 1 32a3 Dj

X

g(ţ), r) 1 ß(9, >') ■ r(9, )-) . . X £(?. -_f(_?> 9
*’7/. "  2 X/, i

(28)

unde
79

rX'OS
39 r •cos o7.(0,r) -, — 9 cos ' Y -■ 3r cos '2 2 2 ' 5

ß(<p,r) =  (9 cos 7? -r 15 r eus -ţ- r2 cos -J +  18 r"  cos З9 -j-

f  Br 1 cos 2cpjc 2r 1 ",s 2 cos 2̂r '• sin " J

y(<p,r) =  — [9 sin -9 |- 15r sin ~Y -f r2 sin '̂ y +  1 8 r2 sin З9 +

sin |2r'2 * sin 9 j

(29a)

(29b)

43/  Ï  • I r  '•* c o s

-f 6r sin 29 j c
(29 c)

4?.r)
-■I1 - r  C O S  O  ( (  2 s • . O 9  2  З9 q  791-------- ------------'---------  1 У cos 9 +  3/ COS -- — Y 2 COS------ 9 COS —

X 1 -  2rA2 cos ■ f! 5 2 2 2 !

4* e~ 2r 2 ™V 118r * cos З9 4- 6r cos 29 +  9 cos +  15 r cos 4- 

r2cos'i?i cos l'ir'1 sin 9 ] — c ~r "LUS ̂  {18/ ■ sin З9 +  6 r /a sin 29 4- (29d)

59

9 sin — 15/ sin 2,9 4- r2 sin — j sin l2r - sinO <) o ' \
? i

(?, n
} si n 9

Л4 -  Чу, 12 cos o r 2 5

• З9, ..МП ‘ l e n  
О

r ■ i i )  ' 9  л  •  v' 9r ■ Slll о +- őr s i n ----- r2 sin 9 sin —

4- 118 r"  sin З9 -4 6/4'1 sin 2o 4 - 15/ sin ~  4' /2 sin +  9 sin X

c -'-x x-os -f cos 12yu sin - - <> 18 r'- cos З9 4- 6/ /a cos 29 4- 15 /cos ^  4~

— r2 cos - 9 4- 9 cos c -r !cns jr sin |2 /’'a sin -^-jj (29e)

în formulele de mai sus, semnul plus şi minus corespunde la l <  0 respectiv la

/ > 0, iar .r =  V2 m * W  4- - V-l' X- (i*|) а>0т0)*, tg 9 =  şi Л2
4a*D'

3 D
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Daca ne mărginim numai la termenul corespunzător interacţiunii de translaţii 
intenünk culară din (27), (15) şi (1), obţinem pentru deplasarea de frecvenţă 3 ît 
cazul ( oj0 t„) <§ 1 :

Win
ф
120Y".

пж (у2Ь)2 a > V ( < (30

iar pentru w0tu> 1 :

• W -  (yW 2 « 3 [Щь>ф  1 -  3 (1 +  \/2)(<«)0t(i) (31IЫ)
Rezultatul obţinut diferă de cel al lui S к o r ţ к i si К o k i n ,  (2), atît prr 

coeficientul numeric ce corespunde cazului a doi nudei identici 1/2 din molecul 
în stări de triplet şi simplet, cit şi prin semnul deplasării de frecvenţă. Dacă repre 
zentăm grafic dependenţa deplasării de frecvenţă banner funcţie de co0t0, se ved 
că valoarea maximă este atinsă în domeniul <оцт(| ~ 1.

Considerarea în deplasarea de frecvenţă şi a termenului (28) corespun/.ăto 
rotaţiei intermoleculare conduce la o valoare mai mare a deplasării de frecvenţ 
decit cea obţinută în tratamentele anterioare, în care nucleii au fost consideraţ 
în centrul moleculelor sferice.

Termenii de ordinul doi ce descriu rotaţia interni oleculară şi care sínt mult nu 
mici în comparaţie cu primii (l> <  a), pot fi calculaţi îiitr-o manieră similară cu (28' 
obţinîndu-se o expresie foarte complicată. Analog timpilor de relaxare, 5b coutri 
buţia determinantă la deplasarea de frecvenţă Larnior datorită interacţiunile 
intermoleculare o are mişcarea de translaţie. Utilizând (27), (28) şi (15), putem obţin 
imediat şi expresiile pentru X,, 3’ şi T',,.

în condiţiile cîmpului transversal lent rotitor [4j, timpul de relaxare longitu 
dinal şi transversal dec in egali şi se exprimă prin relaţia :

1/Го =  20;(),о(О) (32

Utilizând (20), (27), (28), (15) şi [51 obţinem pentru Tăl expresia dată prin para 
metrii moleculari ai lichidului sub forma :

To 1 3
O У -в н-( y2h) 

5  f )  a
0,23 -p (33

Concluzii. Rezultatele obţinute în cazul contribuţiei iniermoleculare permi 
a da expresia timpului de relaxare transversal şi longitudinal (3) în tot domeniu 
de variaţie a lui <o0t„. Faptul acesta generalizează rezultatele din [2] şi [5]. Rxpresiil 
obţinute pentru deplasările de frecvenţă sínt valabile numai iu ipoteza „băii răpi 
fluctuente” şi corespund la o micşorare a frecvenţei de rezonanţă.

în  cazul lichidelor, deplasarea de frecvenţă barinor în aproximaţia Born -ce 
mai joasă, poate fi principial detectată experimental, fiind facilitată de îngustime 
liniilor de rezonantă. Pentru apă pură, cunoseîud că у -•= 2,67 • IO4 gauss” 1 • sec 
a = 1,38 A, h -  0,95 A, !7 ! iar la 20 aC avem t.. - 3,2 10 10 sec, n =  0,3 IO23 cm 2 
[2], pentru oj(1 То ~ 1 obţinem că rV/co0 este de ordinul de mărime 1 0 '10 ceea c 
se plasează sub limita de măsurare a spectrometrelor. Apa zeolitieă are timpul <1 
corelare în condiţii obişnuite, în jur de IO-7 — IO-8 sec., [8h Zeoliţii au un volui 
liber accesibil apei în jur de 0,2 — 0,5 ems per cm3, de cristal, [9]. Utilizînd datei 
de mai sus pentru | §|/w0 în domeniul w0tu~ 1 obţinem valori în jur de IO" 3 — 10
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ev pot fi puse in evidenţă experimental. Deci, în lipsa unui ,.spectru alb” relativ 
la interacţiunea dipol-dipol, deplasarea de frecvenţă Larmor este măsurabilă. For­
mula (24) ne permite a arăta că în ambele cazuri de mai sus deplasarea de frecvenţă 
relativ la co1 este foarte mică.
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OU-lllEt П1Е ЧАСТОТЫ ЬДЛГОДЛРЯ Bl 1 N'T Pi 1Л\< VIE К NAI Я Pil ЫЛ\ И Л\КЖМОЛЕКУ-
ЛЯРНЫМ ВЗАИЛЮДЕПОТВИЯМ д и п о л ь - д и п о л ь

(P е a io м е)

В случае ядерпои релаксации посредством внутримолекулярных и межмолекулярных взаимо­
действий дшюль-дииоль вычисляются выражения смещений частоты, применимые и к полиатомыым 
молекулам, причём даются и условия их экспериментального наолюдения.

ERKOT'KXCV STUFT BY THE Г X T R A M О Id t С Г F A R A XI) 
IXTERMOId-CEEAR. ШРОТ-ШРОТ INTERACTIONS

(S u ni m a r vi

In the occurrence of nuclear magnetic relaxation through the intermedium of the intramolecular 
and intermolecular dipol-dipol interactions there are calculated the expressions of the frequency shifts 
also applicable to the polyatomic molecules, showing their conditions of experimental observation.
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O METODA DE IMPELS DE CALDERA RENTRE MASI'RAREA
p r o p r i e t ă ţ i l o r  t e r m ic e  ale  p r o b elo r  scurte

.11'
1. ki:i.i:\iK\ şi V. \i:i»\

Inlrodiioore. In unele corpuri solide, mai ales la temperaturi ridicate, prin încăl­
zire sau prin menţinerea îndelungată a unui gradient de temperatură, se produc 
anumite schimbări structurale sau variaţii fizieo-chimice, în asemenea cazuri este 
mai avantajoasă aplicarea metodelor nestaţionare, de încălzire de scurtă durată 
— în locul metodelor staţionare la studiul conduetibilităţii termice şi al altor 
mărimi termice 'ÎL

Pentru măsurarea difuzivităţii termice, în ultimii ani au fost elaborate mai 
multe metode de impuls de căldură sau de unde termice (vezi ;2i). La corpuri de 
probă cu dimensiuni mari, prin metode de încălzire de scurtă durată, îti afara difu­
zivităţii termice, se pot determina în acelaşi timp şi alte mărimi termice, cum sínt 
coeficientul de conduetibilitate termică şi căldura specifică ;3, 4L însă la corpuri 
de probă cu dimensiuni reduse, determinarea simultană a mărimilor menţionate 
este mai dificilă şi în această privinţă nu s-au făcut decit puţine încercări. Pentru 
probele metalice eu dimensiuni mici o metodă de impuls de căldură a fost descrisă 
şi aplicată în jurul temperaturii camerei de |5 ,. Metoda aceasta însă necesită o 
instalaţie experimentală modernă, eu care se pot înregistra variaţii mici de tempera­
tură şi de durată scurtă.

în lucrarea de faţă vom arăta că prin metoda impulsului de căldură dezvol­
tată de noi pentru măsurarea difuzivităţii termice se mai pot determina simultan 
(deci printr-o singură experienţă) şi alte mărimi termice, căldura specifică, coeficien­
tul de conduetibilitate termică, precum şi coeficientul de transmisie de căldură în 
cazul convecţiei naturale. Dispozitivul experimental şi procedeul de măsurare 
este relativ simplu. în forma actuală metoda se poate aplica la studiul proprietă­
ţilor termici- ale izolatorilor şi ale semicoiuluctorilor care u-au o conduetibilitate 
termică ridicată.

Formulele de bază ale melodei. După cum am arătat în (î . dacă pe suprafaţa 
frontală a unui corp de probă de lungime L şi cu secţiunea transversală S, se încăl­
zeşte brusc un strat subţire de grosimea L, atunci la suprafaţa posterioară, 
unde el este în contact cu un mediu infinit, variaţia temperaturii în funcţie de timp 
este descrisă de ecuaţia :

'IV-, l) //) exp (1)4 • a • t
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Aici q este cantitatea de căldură transmisă corpului (prin impuls de căldură) pi 
unitate de suprafaţa, v căldura specifică, a difuzivitatea termică şi p densitate; 
corpului ; coeficientul b  caracterizează transmisia de căldură prin suprafaţa lateral; 
a corpului si este dat de relaţia :

b  h  ■ — Í —
ţ - c - S

unde h este coeficientul de transmisie de căldură, p perimetrul, S secţiunea transver­
sală a corpului. Mărimea 11 depinde de trecerea căldurii de la corpul de probă îi 
mediul cu care el este in contact la suprafaţa posterioară, fiind dată de 4D prii 
relaţia ;

unde

11

(4;

Aici prin a şi К  sínt notate difuzivitatea şi conductibilitatea termică a corpului di 
probă, iar prin an şi K0 aceleaşi mărimi pentru mediul menţionat.

Variaţia temperaturii în funcţie de timp (înregistrată la un corp de prob; 
(HgTe) este redată în fig. 1. Din ecuaţia (1) pentru timpul /„, în care T{L. t) atingi 
valoarea maximă, se obţine

Vd'"
L- 2 - b - t „

Dacă corpul de probă este mărginit îr 
fiecare parte a suprafeţei lui de acelaşi mediu 
atunci coeficientul b se poate determina pi 
baza ramurii A B a curbei T(L, t) dii 
fig. 1 Г7 1.

b
P - L 1оя„ T , ; T . («

unde S0 este aria suprafeţei întregi a corpului 
iar (/2 - - /,) intervalul de timp în care tempe­
ratura scade de la 1\  la 7V Variaţia expre­
siei log,, 7'/7'H în funcţie de timp reprezintă < 
dreaptă (fig. 1).

Dacă corpul studiat este un solid şi si 
găseşte îutr-un mediu gazos, atunci în for­
mula (4) Ka este cu 2 — 4 ordini de mărimi 

mai mic decit K, iar an mai mare sau de aceeaşi ordine de mărime ca a (deci K 0< A
şi a0 5> a). In acest caz, practic, 
sticlă-aer la 20°C, avem: K -  
°K, a 4,4 X 10 3 cm2/s şi a

8 -  0, iar H = - (De 
= 7,5 X IO” 3 W/cm. 'JK,

exemplu pentru căzu 
2,5 X 10 4 W/cmKa

o 2,13 X 10 1 cm2/s, astfel 8 — 4,8 X 10 3 rv (
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şi Я -  0.991 с* I.) Lnîiid îl] consideraţie acest fapt. din ecuaţia (1)
T(L, /„,) -= T„, rezultă 1

pentru

c - s - l . • T»1
2(2btm : i) • t'xp (2 - h i 1/2) j , Л' (/>/,„) (7)

Variaţia mărimilor adimensioiiale .1/ şi /V din (5) şi (7), în funcţie de mărimea 
- ■ ■ tm, de asemenea adimensională, este reprezentată. în fig. 2.

0 002 0.05 Û.1 0.2 0.5 Í-0 2 S Í0 20 50

2btm —

F i si. 2.

Priii înregistrarea unei curbe T(L, t), timpul lm şi temperatura Tm se pot 
măsură în mod simplu. Astfel dacă se cunoaşte cantitatea de căldură q transmisă 
corpului de probă pe unitatea de suprafaţă, atunci pe lingă difuzivitatea termică 
se poate determina şi căldura specifică din expresia

i p • л ■ 7
iar conductibilitatea termică din relaţia

(7a)

К - - c • z ■ a -- • -------------  (8)
 ̂m Í m ' I 'l'b 't m}

In mod asemănător, folosind relaţiile (2) şi (6) se poate calcula si coeficientul de trans­
misie de căldură, h.
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Dispozitivul experimentai. Partea principală’ a dispozitivului experimenta 
este schiţată în fig. 3. Nodul .S, al cuplului termoelectric este sudat pe o plăcuţi 
de argint de 0,3 mm grosime. Corpul de probă P eu suprafaţa lui posterioară esti 
lipit cu pastă de argint de această plăcuţă si este ţinut de firele cuplului termoelec 
trie, în centrul tubului de sticlă (' în care se găseşte aer sau un gaz inert. Poziţi;

F i e .  3.

probei în interiorul tubului (' se poate regla cu ajutorul unui şurub P, legat de tubu 
de porţelan E. Sudura S 2 a cuplului terinoeleleetric 7'eb este introdusă în blocu 
de cupru sub formă cilindrică B, care asigură stabilitatea temperaturii punetulu 
de referinţă, precum şi în interiorul tubului C. ba măsurători sub temperaturi 
camerei, blocul В împreună cu C este aşezat în vasul de sticlă .1 care are pereţ: 
dubli, şi este vidat între pereţi, pentru ca să asigure o izolare termică bună. Prin reg 
larea curentului de vapori de azot, se poate stabiliza temperatura blocului B la o va­
loare dorită. Pentru măsurarea temperaturii blocului В serveşte cuplul termoelectric. 
Te2, avînd sudura 5 introdusă în blocul B. în experienţele noastre producerei 
impulsului de căldură s-a realizat prin iradierea suprafeţei frontale a probei, ci 
ajutorul lămpii I de mare putere, care este fixat solid de vasul A . Durata т a im 
pulsului de căldură se poate regla cu ajutorul declanşatorului sau prin licărire; 
lămpii 1. Diafragma I>2 se reglează în aşa fel, îneît proba sâ fie iluminată numa 
pe suprafaţa ei frontală.

Aparatul folosit pentru înregistrarea curbei T = f(t) şi celelalte părţi ale dis 
pozitivului experimental, nemenţionate aici, sínt descrise în r21.

Măsurători şi rezulliile. Am arătat deja în j7 j , că pe baza formulelor (5) ş 
(6) se obţin rezultate corecte pentru difuzivitatea termică, la temperaturi mai mar 
decît 20°C. Cu ajutorul dispozitivului experimental, schiţat în fig. 3, am făcu 
mai întîi măsurători cu o serie de corpuri de probă confecţionate din Al, Cu, h'e 
grafit, etc. pentru verificarea experimentală a formulei (7a). .Suprafaţa frontali 
a corpurilor de probă a fost acoperită cu un strat subţire de negru de fum, prin cari 
s-a asigurat aceeaşi putere de absorbţie la fiecare corp. Cantitatea de căldură t 
s-a determinat luînd ca etalon un corp de probă confecţionat din cupru, ba tem 
peratura camerei diferenţa între valoarea măsurată şi cea luată din literatură la cor 
purile studiate, nu a fost mai mare de 3—4%.
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Pentru a studia posibilitatea determinării simultane a celor patru mărimi 
menţionate (a, c, K, şi h), cu dispozitivul experimental descris, am ales un corp 
de probă de HgTe avînd lungimea de L — 9 mm şi secţiunea transversală 
8 =  4,7 X 5,8 mm2.

în fig. 4, sínt reprezentate valorile căldurii specifice şi ale coeficientului de trans­
misie în funcţie de temperatura absolută, măsurate pentru proba menţionată. L,inia 
continuă pentru căldura specifică (c) corespunde valorilor calculate pe baza legii 
Neumann-Kopp din căldurile specifice a elementelor Hg şi Te, luate din [8j. Dife­
renţa între valorile calculate şi măsurate, la o temperatură dată, nu întrece 5%, 
diferenţă care se poate considera că se datoreşte erorilor experimentale.

Valoarea obţinută pentru coeficientul de transmisie //, la 20 CC este aproximativ 
de două ori mai mare decît valoarea măsurată prin alte metode, la un corp cu sec­
ţiunea transversală circulară [2], însă trebuie să se observe că coeficientul h depinde

- .O  

. ^

în mare măsură’de forma corpului, (respectiv de forma secţiunii transversale), pre­
cum şi de culoarea şi structura suprafeţei lui. Forma corpului de probă fiind parale­
lipipedică, astfel datorită muchiilor, coeficientul de transmisie este mai mare decît 
la un corp cu suprafaţă circulară. în  mod asemănător şi culoarea neagră a probei 
contribuie la mărirea coeficientului de transmisie.
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Valorile obţinute pentru difuzivitatea termică (a) şi comluctibilitatea termic 
(K) sîut reprezentate în fig. 5 în funcţie de 1/T.

Curba K(C) reprezintă variaţia conductibilităţii termice ’a HgTe ilupă datei 
obţinute de r9 |, iar A'â(W, R) şi K 2(W • R) de [10 la două ]>robe diferite.

Diferenţa între valorile măsurate de 9] şi de noi este aproximativ 16% la 80 ' b 
şi 13% la 300 °K. Pentru temperaturi mai mari de 20 °C, eonductibilitatea termic; 
am determinat-o şi cu o metodă staţionară, dar nu am observat o diferenţă mai mari 
de 5% între valorile obţinute prin această metodă şi prin metoda impulsului de căi 
dură. De aceea trebuie să presupunem că diferenţa între valorile lui K, măsuraţi 
de noi şi de [9], respectiv [10], provine din deosebirea strcturală a problor studiate 

Surse de erori. Conform ipotezei, pentru difuzivitatea termică se obţin rezul 
täte corecte din formula (5), dacă î; < L, respectiv ~ < tm. Dacă se consider; 
că b =  0, deci nu se ţine seamă de transmisia de căldură, eroarea sistematică prove 
uită din durata finită a impulsului de căldură se poate aprecia pe baza ecuaţie
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2.0 ------ °_a_
о  о

dată de [1]. Dacă тjtm~* 0, din această ecuaţie rezultă o formulă echivalentă cu (5) 
pentru cazul 6 =  0. în  schimb, în cazul eînd тjtm >  0, membrul drept în (9) devine 
mai mare decît 1/2. (De exemplu, la тjtm — 0,1, valoarea acestui membru este 0,53.) 
Prin urmare, în cazul acesta se obţine o valoare mai mică pentru a din formula (5), 
decît în cazul cînd —>■ 0. Experienţele
arată însă că în realitate cînd b >  0, va­
loarea lui a calculată din (5) nu variază 
esenţial cu raportul т/tm, aproximativ pînă 
la т/г1,,, == 0,25 — 0,30, dacă timpul tm se 
înlocuieşte cu t'm — tm — t / 2  în această for­
mulă (v. fig. 6). Aceasta înseamnă de fapt 
că tm trebuie să fie măsurat nu de la înce­
putul impulsului de căldură, ci de la t / 2 .

Dacă maximul curbei T(L, t) este pro­
nunţat, determinarea timpului tm se poate 
face cu o precizie de eca. 3—4 %. în  
schimb, cînd maximul lui T(L, t) este ate­
nuat, precizia este mai mică. în  cazul 
acesta, pentru a obţine o precizie mai mare
în determinarea lui tm, se aplică formula (3) F i„ 6
dată în [7 ].

a  Í.8

1.6

0.1 0,2
T/L

0.3

Durata finită (mai lungă) a impulsului de căldură nu produce eroare sistematică 
observabilă la determinarea căldurii specifice, şi a coeficientului de transmisie. în 
schimb, la măsurarea temperaturii maxime Tm, deci şi la determinarea lui C, o 
eroare considerabilă poate rezulta din cauza oscilaţiei tensiunii electrice aplicată 
asupra lămpii I, cu care se produce impulsul de căldură. O altă abatere poate pro­
veni de la reglarea diafragmei l).,. în  mod asemănător, dacă contactul între plăcuţa 
de argint şi suprafaţa posterioară a probei nu este bun, precum şi dacă stratul de negru 
de fum pe suprafaţa ei frontală nu este compact, din cauza reflexiei luminii pe 
această suprafaţă, se obţine o valoare mai mică pentru Tm. Toate acestea influenţează 
precizia la determinarea căldurii specifice. însă primele două dintre aceste surse 
de erori se pot elimina dacă se aplică o sursă de lumină punctiformă şi o tensiune 
electrică bine stabilizată asupra ei, la producerea impulsului de căldură. Trebuie 
remarcat ea sursele de erori menţionate mai înainte, cu excepţia contactului între 
probă şi plăcuţa de argint, nu influenţează de loc precizia la determinarea difuzi- 
vităţii termice.

(Intrat în redacţie la 5 aprilie 1967)
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.МЕТОД ТЕПЛОВОГО ИМПУЛЬСА ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЯ ТЕРМИЧЕСКИХ 
СВОЙСТВ КОРОТКИХ ОБРАЗЦОВ

( Р е з ю м е)

В работе описан простои метод теплового импульса, которым можно одновременно определит 
температуропроводность, удельную теплоёмкость, теплопроводность и коэффициент теилопередач 
в случае естественной конвекции на нзоляюрных и полупроводниковых образцах небольшой 
размера. В рамках измерений, при постоянной температуре, лобовая поверхность пробного тел 
подвергается кратковременному облучению пучком света и прослеживается изменение температур: 
в зависимости от времени на задней поверхности пробного тела. Измеряя максимальное значепи 
температуры н время, при котором достигают этого максимума после передачи теплового импульс 
и зная количество теплоты, переданное телу импульсом, термические величины можно определит 
на основе установленных в работе формул.

А НК AT PEKSK METHOD ОЕ MEASERRYG THE THERMAE PROPERTIES 
OK THE SMART SA1IPRKS

( S n m in a r y)

The authors describe a simple heat pulse method which gives the possibility to determin 
simultaneously the thermal diiiusivity, the specific heat, the thermal conductivity and the heat train 
mission coefficient in the case of natural convection, at insulator samples and semiconductors havin 
reduced sizes.

During measurements, at a constant température, the front surface of the sample is irradiated fc 
a short time with a beam ot light. The temperature variation depending on time at the rear sir 
face of the sample is observed. Measuring the maximum value of the temperature and the time ill whic 
this maximum is reached after the transmission of the heat pulse and knowing the quantity of he; 
transmitted to the body by the pulse, the authors determine the thermal quantities based on the fo 
mulae suggested in the present paper.



DAS STUDIUM EINIGER ELEKTRISCHEN UND MAGNETISCHEN 
EIGENSCHAFTEN DES SYSTEMS Cr20 3- I , i 20

OLIVIA J'OP, !.. STAAESCU und I I  LIU POP

Einleilunjj. Zum Studium des elektrischen Eeitmigsmeclianismus der Oxyde 
von Übergangsmetalleil wird die Methode des ,,Doping” des Grundoxydes mit 
Kationen von verschiedener Wertigkeit verwendet [1—6]. Solche Studien wurden 
auch mit Cr20 3 durchgefülirt. H a u f f e und B l o c k  [6] hoben ein Anwachsen 
der elektrischen Leitfähigkeit des Cr20 3 bei einem Zusatz von NiO hervor, ein 
Anwachsen das durch die Annahme der Bildung von Cr4 '' Ionen erklärt werden 
kann [7 ]. Dasselbe Oxyd wurde auch durch „Doping” mit ТЮ2 [7], Li20  [S, 9] 
und mit BeO [10] studiert. Bezüglich des Einflusses des Li20  stimmen die Anga­
ben in der Literatur nicht überein. So fanden F i s c  h e r und L e r e n t z  [8] bei 
einem Zusatz von 1,5 Mol — %Li20, dass kein Anwachsen der Leitfähigkeit des 
Cr20 3 stattfindet, hingegen stellt H a g e l  [9: ein merkliches Anwachsen der Leit­
fähigkeit (ungefähr eine Zelmerpotenz) bei einem Zusatz von 2,5 Mol —%ЕДгО fest. 
Bei 10 Mol — % hi20  ist das Auwachsen der Leitfähigkeit unbedeutend und die 
roentgeuographische Analyse zeigte das Entstehen einer neuen Parse an (LiCrOa).

In dieser Arbeit wollen wir ein detaillierteres Studium dieses Systems, in einem 
grösseren Konzentrationsbereich, durch Bestimmung der elektrischen Resistivität, 
der magnetischen Suszeptibilität und mit elektronischer Spinresouanz, durchführen.

Yorsucliscrjjohiiisse. Zubereitung der Proben. Die polykristallinischen Proben 
wurden aus Cr20 3 p.a. und Li2C 03 p.a. zubereitet. Die Substanzmüchuiig wurde 
mit doppeltdestilliertem Wasser behandelt, um ein Zersetzen des Karbonates her­
beizuführen. Nach dem Trocknen in einer Etuve und ihrer Homogenisierung wurden 
die Proben in Luft, bei einer Temperatur von llOlLC, 4 Stunden lang kalziniert. 
Um die parasitäre RES-Absorption unter TN auszuscheiden, wurden die Proben 
einer supplimeutäreu Kalzination bei einer Temperatur von ungefähr 1000°C [11], 
die 14 Tage lang anhielt, unterzogen.

F]s wurden folgende Mischungen zubereitet, die in Molprozenten ausgedrückt 
in Tabelle 1 angegeben sind.

Tabelle I

Probcuzahl 1 ■> 4 5 6 7 8 9

) 0,5 1 О 2,5 3 4 6 30 50
c'r 20  3 99,5 99 98 97,5 97 96 94 70 50
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Die Proben mit einem kleinen Lithiumgelialt, hatten eine grüne Farbe, di< 
für das Cr20 3 charakteristisch ist; jene mit einem Li20 -0ehalt von 30 und 5( 
Mol —% hatten eine dunklere Farbe. Die letztgenannte Probe zeigte ein rein kris 
tallisches Aussehen.

Die Proben wurden bei p — 7 t/cm2 zu Pastillen gepresst. Hernach wurdei 
die Pastillen bei einer Temperatur von 1300 'C, 5 Stunden lang gesintert, abge 
schliffen und durch Verdampfen im Vakuum versilbert. Der Versilberungspro 
zess wurde so lange wiederholt, bis der Widerstand der Silberschichte 0,2 Olm 
nicht überschritt.

Elektrische WiderstandsmessiiHgen. Die Widerstände wurden mit einer Prä 
zisionsbrücke ORION TR 2102 und einem Megohmmeter TFSLA B.M. —283 gemes 
sen, hingegen wurde für die Temperatur der Proben in der Anlage ein Thermo 
element Pt —PtRh und ein Potentiometer PPTN—1 verwendet.

Es wurde die Abhängigkeit des Widerstandes von der Temperatur festgestell 
und die Abhängigkeit der log p-Funktion von 10:i/T graphisch dargestellt (Abb 
1, 2) .

Aus den Abbildungen ist ersichtlich, dass bis zu einer gewissen Temperaţii 
(ungefähr 700°K) eine liniare Abhängigkeit vorliegt. Bei höheren Temperaţii 
ren ist bei dem grössten Teil der Proben ein langsamerer Abfall der Resistivitä 
mit dem Anwachsen der Temperatur feststellbar, der mit einer entsprechende 
Änderung der Neigung veranschaulicht ist. Diese Neigungsänderung ist für da 
Cr20 3 charakteristisch [12, 13J. Probe Nr. 7 (mit 6 Mol — %Li20) ist die letzt 
wo diese Neigungsänderung noch feststellbar ist, hingegen verschwindet diese Änd« 
rung im Falle grösserer Konzentrationen (Proben 8 und 9). Aus den sémik

w
T

T

Л 1, b. 1.
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Л Ы )  2.

garitlnnischen Geraden (Abbildung 1, 2) wurden die Aktivierungsenergien mit 
der nachfolgenden Oleic'hung berechnet :

In Abbildung 3 sind die Isothermen (20, 100, 250, 5000C) wiedergegeben, 
die die Abhängigkeit des log p von der Komponentenkonzentration darstellt. Es 
wird eine leichte Neigung zum Abfall des log p bei einem Zusatz von Ei,0 bis zu 
einer 4 molprozentigen Iyi20-Konzentration festgestellt. Wie es zu erwarten war 
[14], zeigt log p bei einer entsprechenden 1ДСгО..-Zusammensetzung einen Höchst­
wert. Zum Unterschied von K i s c h e r und E о r e n t z [8], die keine Resisti- 
vitätsänderung bei EGO-Zusatz feststellen, fanden wir einen Abfall von einer 
halben Zehnerpotenz bei einem 4 molprozentigen EiaO-Zusatz. Dieser Abfall ist 
aber kleiner als der von H a g e l  bei einem 2,5 molprezentigen Ei 20-Zusatz fest­
gestellte.

Aus den semilogatitlmiisehen Geraden (Abb. 1, 2) wurden mit Hilfe der 
Gleichung (1) die Werte der Aktivierungsenergien für die beiden Neigungen 
der Geraden berechnet. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4 dargestellt, wo die 
mit А/Íj bezeichnete Kurve den tiefen Temperaturen und jene mit АE 2 bezeich- 
riete den hohen Temperaturen entspricht.

So wie es zu erwarten war, geht aus der Abbildung hervor, dass die Akti- 
vierungsenergien, die dem tiefen Temperaturbereich entsprechen (AEJ, eine

AE =  0 , 1 9 8 ^ ^ g’E ( 1 )

WO

(2)
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viel grössere Abhängigkeit von der Konzentration aufweisen, als jene die dem hohei 
Temperaturbereich (Ä£'2) angehören. Umso mehr können wir in Anbetrachl 
der für ДE 2 bei reinem Cr20 3 gefundenen Werte, die zwischen 0,29—0,32 eV [13 
variieren, behaupten, dass die Werte für AE2 aus Abbildung 4 der Eigenleitfähig­
keit des Cr20 3 entsprechen (unsere Werte des AE 2 sind zwischen 0,29—0,33 eV 
enthalten).

Wir nehmen an, dass sowohl aus den Ergebnissen unserer Bestimmungen wie 
auch bei H a g e l  [9] die Erklärung des Resistiv itätsabfalles bei einem Ui20-Zusat; 
nicht im Erscheinen von Crli Ionen zu suchen ist, da in diesem Falle die Änderunj 
viel grösser wäre, so wie es der Fall bei einem NiO-Zusatz [6, 7] ist, wo cli( 
Änderung von der Grösse einer 3 - 4 - maligen Zehnerpotenz bei einer 2 molprezen 
tigen NiO-Konzentration festgestellt wurde. Wenn die Substitution des Cr 3 mi' 
1Д zur Induktion von Crs —Ionen führen würde, müsste kein merklicher Resistivi 
tätsabfall auftreten, da der Elektronenaustausch zwischen Ionen desselben Elemen 
tes, die sich untereinander mit mehr als einer Eadung unterscheiden, energetiscl 
nicht günstig ist [15]. Wenn aber anderseits keine Bildung einer Substitutions 
lösung, sondern nur eine mechanische Mischung zwischen zwei verschiedenen Phasei 
stattfindet, müsste die Beweglichkeit der Träger beeinflusst sein, was zu einen 
leichten Anwachsen der Resistivität führen würde. Folglich ist die Art, wie das Ki»C 
die elektrische Eeitfähigkeit des Cr20 3 beeinflusst, noch ein offenes Problem.

Magnetische Messungen. Die magnetische Suszeptibilität wurde in einem Tem 
peraturiutervall zwischen 100—1200 °K mit Hilfe einer Suszeptibilitätswaage mi 
mechanischer Kompensation, wie sie in [16] beschrieben ist, gemessen.

Alle Proben weisen in dem studierten Temperaturintervall ein antiferromag 
retisches Betragen auf, mit einer stark ausgesprägten Anomalie in der Nähe de
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Néelsehen Temperatur, die für das Сг.,Оя charakteristisch ist. In Abbildung 5, 
wo die Abhängigkeit der reziproken Suszeptibilitöt 1/ 7 (T) von der Tempera­
tur dargestellt ist, sieht mau, dass in der Nähe der Néelsehen Temperatur ein Bereich 
von ungefähr 100° auftritt, in welchem die Suszeptibilität sehr wenig von der 
Temperatur abhängig ist.

Im Falle des Cr20 3 ist die Suszeptibilität in diesem ganzen Bereiche vom mag­
netischen Feld abhängig, eine Tatsache, die eine besondere Struktur über die Néel- 
sche Temperatur voraussetzt. Im paramagnetischen Bereich weist die rezip roke 
Suszeptibilität eine liniare Abhängigkeit von der Temperatur auf und folgt somit 
dem Curie-Weiss'scheu Gesetz.

у. —
T  lg,

wo C die Curie’sche Konstante, T die absolute Temperatur, und 0̂  <  0 den para­
magnetischen Curie’schen Punkt darstellt. Alle untersuchten Proben wurden einer 
ionischen Diamagnetismuskorrektur unterworfen, die einen Wert von ungefähr 
0,038.10- « cm3/g hat.

Aus den Curie’scheu Konstanten wurde der Wert des effektiven magnetischen 
Momentes pro Cr31 Ion berechnet, der mit dem bis über 10 Mol-%L,i20-Zusatz 
ein beträchtliches Anwachsen aufweist, wie aus Abbildung 6 ersichtlich ist, wo die 
Abhängigkeit des effektiven magnetischen Momentes von der Konzentration dar­
gestellt ist. Die Kurve weist ein Maximum zwischen 6—10 Mol-% IvigO auf. Bei 
grösseren Verdünnungen als 30 Мо1-%1д20  und für die chemische Verbindung
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1дСг02 (50 Mol-%) kehrt 
das magnetische Moment zu 
dem Wert von 3,1\iH zurück, 
das dem Cr3+-Ion eigen ist. 
Diese Anomalie des magne­
tischen Momentes deutet eine 
zusätzliche Interaktion zwi­
schen den Komponenten de­
ren Beschaffenheit noch nicht 
völlig geklärt werden konnte, 
an, umso mehr da der 1д20 - 
Zusatz bis zu 10 Mol-% die 
magnetische Suszeptibilität 
nicht verändert. Der Abfall 
der magnetischen Suszepti­
bilität macht sieh erst bei 30 
Mol-% bemerkbar, als Folge 
einer starken diainagneti- 
schen Verdünnung, wie es aus 
Abbildung 7 ersichtlich ist, 
wo die Abhängigkeit der mag­
netischen Suszeptibilität bei 
Zimmertemperatur (293 °K) 
von der Konzetitration, dar­
gestellt ist.

Die paramagnetische 
Resonanzabsorption wurde 
mit einem JE S —3B Spek­
trometer (X — Band) im 
Temperaturbereich 11° — 
— 423 °K studiert. Als Folge 
der thermischen Behandlung 
ist das „parasitäre” Signal 
im antiferromagnetischen Be­
reich ganz verschwunden, die 
Absorption beginnt erst in der 
Nähe der Néelschen Tempe­
ratur. Aus der Abhängigkeit 
der Amplituden der RRS- 
Spektren von der Tempera­
tur konnte der Wert der Né 
elschen Temperatur, der un­
gefähr bei 313°K liegt, für 
alle Proben genauer begrenzt 
werden, so wie es aus Abbil­
dung 8 ersichtlich ist, wo 
diese Abhängigkeit für die 
Probe mit 50% EbO darge­
stellt wurde.A b b .  8.
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Diese Tatsache wird auch 
durch die Abhängigkeit der Linien 
breite AH, die einen starken Air 
fall bei dem Néelsehen Punkt zeigt, 
von der Temperatur bekräftigt, 
wobei auch das Verschwinden der 
Austausehinteraktionen, das haupt­
sächlich zur Verbreitung der Linie 
beiträgt, angezeigt wird (Abbil­
dung 9).

Zusanimeniassuiuj.
— Die Resistivitätsbestim-

DHţpj,;1

7Ю .
rnuugeu hoben den Einfluss des 
Li20-Zusatzes hervor, der einen 
Höchstwert bei 4 Mol-'’,', Li20
erreicht.

— Es wurde festgestellt, dass die Änderung der Neigung bei hohen Tempe­
raturen, die auch beim Cr20 3 gefunden wurde, der Eigenleitfähigkeit zugeschrie­
ben werden kann.

— Die Abhängigkeit der magnetischen Suszeptibilität von der Temperatur 
zeigt, dass der LEO-Zusatz bei den untersuchten Proben keinen merklichen Ein­
fluss auf die antiferromagnetische Interaktion hat.

— Die Probe, die der Verbindung LiCrO, entspricht, und in der Form von 
dunkelfarbigen Kristalliten, völlig verschieden von den übrigen Proben erhalten 
wurde, zeigte antiferromagnetische Eigenschaften mit einer Néelsehen Tempe­
ratur die sich jener des Cr20 3 nähert.

— Ein ausführlicheres Studium dieser Verbindung soll in der Zukunft erfol­

« <50 l°C
A b b. 9.

gen.
( Hingegangen am 7. April 1967)
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STUDIUL UNOR UROPRIETĂŢI ELECTRICE ŞI MAC.XETICE A SISTEMULUI
Cr20 3 — LisO

(R e z u m a t)

S-a studiat sistemul Cr20 3 — Li20  în intervalul de concentraţii 0,5 --5U",, mol Li2() prin (loterii 
nări de rezistivitate electrică, în intervalul de temperaturi 293 -  900°K. S-a discutat influenţa ada 
suini de IJ2U şi mecanismul conductibilităţii la temperaturi ridicate.

Studiul magnetic efectuat de la temperatura 7 7 1 2 0 0  K a pus în evidenţă caracterul autifer 
magnetic al sistemului.

Cu ajutorul determinărilor RKS s-au stabilit unele caracteristici antiferomagnetice mai ales pent 
proba corespunzătoare compusului LiCrOz.

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ И МАГНИТНЫХ СВОЙС ТВ
СИСТЕМЫ 0 20 3- / , ; . ,0  

(Р е з ю м  е)

Авторы изучили систему СгаОа — Ы гО в интервале концентраций 0,5-50" > моль L i p  посре 
ством определений удельного сопротивления в температурном интервале 293-900'А'. Исследовало 
влияние прибавки Ы гО и механизм электропроводности при высоких температурах.

Магнитное исследование, проведённое в интервале температур от 77”-1200 К, выявило антнфе 
ромагнитнын характер системы.

При помощи определений ЭПР были установлены некоторые антиферромапштные характера 
тики, главным образом для пробы, соответствующей соединению LiCrO.,.



DINTR-UN CAIET DE SCOARÂ AE EUI PÁPAI p ARIZ FERENC

de
\ I ( [ ( ) 1 1  M A I l lW

Biblioteca Academiei Republicii vSocialiste România, Fâliala Cluj, posedă dife­
rite caiete de şcoală din secolul al XYII-lea, ale lui Pápai Páriz Ferenc din timpul 
cînd era elev al Colegiului reformat din Aiud sau student la universităţile din Apus. 
Unul din ele cuprinde lecţiile de fizică, dictate de profesorul său Enyedi Sámuel 
în anul 1665.

E n y e d i  S á m u e l  (1627—1671) s-a născut probabil la Aiud, unde şi-a 
făcut şi primele studii. Plecînd în străinătate a studiat la Utrecht şi Franeker, 
treeîndu-şi doctoratul în medicină cu Regius1 la Utrecht, cu o teză tipărită acolo 
în 1651. După ce s-a întors în patrie a funcţionat ca profesor apoi ca medic la Oradea 
pînă ce acest oraş a fost ocupat de turci. Cîtva timp a trăit la curtea lui Rhédey 
din Hust, de unde în 1664 a fost chemat ca profesor de filozofie la Colegiul refor­
mat din Aiud, unde a funcţionat pînă în 1669, cînd a trecut ca paroh la Yinţul 
de jos. Enyedi a tipărit lucrări de medicină, teologie şi pedagogie.

P á p a i  P á r i z  F e r e n c  ( 1649 — 1716)2, născut la Dej, şi-a început studiile 
la Tîrgul-Mureş şi le-a continuat la Aiud. Fiind trimis pentru completarea studiilor 
în Germania, a audiat cursuri la universităţile din Eeipzig. Frankfurt, Marburg, 
Heidelberg şi, Basci,unde şi-a luat doctoratului medicină. Întorcîndu-se în ţară, în 1680 
a fost numit profesor la Colegiul din Aiud, devenind apoi şi directorul acestuia. In 
acelaşi timp a funcţionat ca medic.

Pápai a fost un erudit, oeupîndu-se cu probleme de teologie, istorie, lingvis­
tică, etc. Deşi a predat fizica la Colegiu, probabil în sens cartezian, totuşi nu a 
rămas de la el nici o lucrare tipărită sau manuscris care să se ocupe cu această 
disciplină.

După distrugerea Colegiului lui Bethlen, din Alba-Iulia în 1658, profesorii 
şi elevii acestuia s-au refugiat la Cluj, unde au fost găzduiţi pînă în 1662, cînd prin­
cipele Apaffi Mihály a dispus transferarea lui la Aiud. Reorganizarea şcolii a început 
în acelaşi an sub conducerea directorului Vásárhelyi Péter. Sub noua sa formă Cole­
giul cuprindea o şcoală primară, un gimnaziu cu 6 clase, un curs de filozofie de 
3 ani şi unul de teologie de doi ani.

1 M. Z e in p 1 V n J o l á n ,  A fi: iha története M agvaror$:ág<4t, l.mhipest, vol. I, 1961, p. 294.
2 P. S z a t h ui а г V K á r ó l  v, A zviilafehcreári-nagvenredi Bethleni-Fotanoda történtté, Naifv- 

piiyud, 1868, p. 152.
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Enyedi a funcţionat la Aiud ca profesor de filozofie, care cuprindea în sin 
a fît fizica cit şi matematieile, după cum se vede dintr-un alt caiet de şcoală г 
lui Pápai I’áriz, din 1666/7.

Caietul de şcoală care conţine lecţiile de fizică ale lui Knyedi face p oie dir 
tr-un coligat manuscris, legat în piele, de format 1Ü0 X 160 mm, scris în latine.}! 
cu cerneală neagră, cu litere mărunte, greu de citit, şi are 397 de pagini numere 
täte. El poartă titlul Physica seu Philosophia Naturális quam ex Professions Clarii 
sinii ac Doctissimi Dni Samueli Enyedi Md. Doct or is in hanc seriem dclincavit A 
1665. In Coli. N. Enycdiaisi Francisons Pápai. Manuscrisul are cîteva note margi 
nale (de asemenea latineşti) scrise cu altă cerneală, care abia se mai pot descifra 

Materia fizicii lui Knyedi este împărţită în 27 de capitole, avînd următoa 
t oarele titluri :

I nu are titlu. Cap. XIV De Stirpibus.
II De rnotu. XV ,, Animalibus.

III ,, aspect abilis Mundi XVI ,, Actionibus Ani
Fabrica. malium.

IV ,, Coelo primo nostro XVII ,, Respiratione
ej usque Planetis, Co­ ,, XVIII ,, Distributione Aii
metis et Solis rnacu- menti.
lis. XIX ,. Xutritione Anima

V ,, Tellure. lium.
VI ,, Kun a XX ,, Generatione Ani

VII ,, Ecelipsibus Solis et malium.
Kuiiae. XXI ,, Actionibus Ani

VIII ,. Aqua et Terra. malium sensitivi
IX ,, Aestu Maris. et motivis.
X ,, Generatione et Cor- ,, w A. 11 ,, Bestiis.

ruptione, Tempera- „ XXIII ,, H omine.
mentis et Qualita- ,, XXIV ,, Judicio.
tibus. XXV ,, Affectionibus Ani

XI ,, Meteoribus. mae.
XII ,, Fossilibus. ,, XXVI ,, Voluntate.

X III ,, Corporibus Yivis. ,, XXVII ,, Sexu ct Aetatibus

Aceste titluri ne revelă conţinutul lecţiilor : ele cuprind nu numai fizica îi 
înţelesul de azi, ci şi astronomia, meteorologia, ştiinţele naturale şi psihologia, car 
aparţineau pe atunci fizicii. în  acest studiu ne vom mărgini numai la primele dom 
capitole, care tratează chestiuni de fizică.

Fizica adoptată de Enyedi este cea carteziană, ca şi a lui Apáczai Cseri János 
Dar spre deosebire de acesta din urmă, care s-a ghidat şi după Principia Philoso 
phiae a lui Descartes, diu 1644, Enyedi îl urmează numai pe Regius.

Henri Le Roy (1598—1679), cunoscut mai ales sub numele latinizat de Henri 
eus Regius, medic olandez, se număra printre primii adepţi ai filozofiei lui Descar 
tes. în  eurînd însă, influenţat de Gisbertus Voetius, şi-a schimbat atitudinea, publi 
cînd îu 1646 Elementa physices, în care interpretază filozofia lui Descartes intro 
ducîud elemente materialiste cum este explicarea psihicului ca o particularitab 
specială a materiei. Marx îl caracterizează drept iniţiateoral filozofiei care avei 
să ducă la materialismul francez al secolului al XYIII-lea.
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Regius nici în fizică mi I-a urmat în mod riguros pe Descartes. Nu numai felul 
său de expunere este diferit de al maestrului său, cartea sa avînd mai mult carac­
terul de manual didactic care rezumă fizica lui Descartes, ci se deosebeşte de Prin­
cipia philosophiac şi prin anumite concepţii diferite de ale maestrului. Astfel în 
statică Regius reintroduce vitezele, pe care Descartes le înlocuise cu deplasări. 
Apoi Regius susţine descl i.- mişcarea diurnă a Pămîntului, pe eare Descartes o 
camuflează prin mijlocirea vârtejurilor sale.

O simplă confruntare a textelor ne lămureşte în ce măsură a folosii Knyedi 
cartea lui Regius. Fie de ajuns să comparăm primele propoziţii ale cărţii lui Regius 
cu cele din caietul lui Pápai.

R e y i u *
Piivsica ed doctrina îvriiiu, quae natura suni 

prat'd it a atejue propterea naturales dicimtur.
wem-raîis oumip:, rermn naturaiium t st afiee- 

tio ; quae pro eommunissima remin Iepe haberi 
potest; quod per i i i ’, inain concumntem polen- 
tiain, unumquodque ad iilas pertiuens, quantum 
polest, in eodein inaneat statu dome hide ab alio 
deturbetnr. Nihil eiiim sibi ipsi adversatur : nee 
quiequam nisi ah adversarii) suo destituitur.

Aşadar legea generală a naturii este principiul inerţiei, exprimat de Descartes 
sub forma de conservare a stării de repaus şi a celei de mişcare rectilinie şi uni­
formă, din eare însă atît Regius cît şi Knyedi menţin numai pe cea dinţii.

Natura este definită ca un „principiu intern şi corporal de a acţiona, lucra şi 
gîndi” . Mintea, deşi nu este propriu-zis corporală, totuşi e un principiu intern, 
corporal, „fiind strîns unită cu corpul, şi îşi îndeplineşte operaţiile prin organele 
corpului” . Natura este dublă : materia lucrurilor naturale şi forma lor. „Materia 
este corpul considerat simplu sau universal ; din ea sínt alcătuite toate lucrurile 
naturale prin singura dispoziţie a diverselor părţi, cum sínt : apa, rădăcinile, ani­
malele, etc.”

Esenţa materiei constă numai în lungime, lăţime şi afimzime, nu în celelalte 
calităţi. „Da extensiune trebuie să distingem modurile extinderii, care nu silit 
altceva decit anumite mărimi ale corpului extins” . După ce se resping obiectţiile 
împotriva acestei definiţii carteziene a materiei şi se neagă existenţa vidului, se 
adaugă : „Această materie este substanţă, fiindcă există prin sine, şi tot ce este sub­
stanţial în lucrurile naturale, provine din această materie” .

Materia este substanţă perfectă şi se împarte în părţi sensibile şi insensibile. 
Insensibile sínt acelea pe care din cauza micimii lor nu le putem percepe cu simţurile, 
ci numai cu intelectul, cum slut creşterea ierburilor şi animalelor. „Aceste particule 
nu sînt atomi în sensul lui Democrit, fiindcă nu au aceeaşi mărime şi formă, prin 
urmare sînt divizibile” . Părţile sensibile sînt alcătuite din multe particule insensi­
bile, cum este o picătură de apă, un deget, etc.

„Forma lucrurilor naturale este aceea prin care se constituie eu materia lucrurile 
naturale şi prin care se deosebesc de altele” . Ka este generală sau specială. Cea 
generală, numită şi materială, cuprinde mişcarea sau repausul, poziţia figurii şi 
mărimea părţilor lucrurilor naturale care convin constituţiei lor. Această formă 
pretinde şi existenţa accidentelor, fiindcă cuprinderea numai a uneia sau alteia nu 
e suficientă, de exemplu micimea particulelor de apă nu este suficientă să formeze 
apa, ci se cere ca de să fie alungite, subţiri, sensibile şi să se agite în mod diferit. 
Aceste principii ale formei materiale nu sînt numai suficiente, ci şi necesare „fiindcă

P a p a î
1. Phy.sk'a est sciencia renuii Naturalului; 

have deîinilio sumitur i-x objecto.
2. Lex eommunissima rerum Naturaiium est 

quod per divinum concurreiitem potential!! ununi 
quodque cum suis ad se pertiiientibus maiiét in 
illo statu in quo est. donee ab alio inde disturbetur. 
Ratio quia nihil sibi adversus, sive quisquam nisi 
ab adversario suo distruitur.
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prin ele se explică cu claritate nu numai calităţile oculte, ci şi cele evidente. Aceasi 
formă a materiei este accidentală, însă esenţială lucrurilor naturale, deoarece 
constituie şi le distinge de celelalte. De exemplu forma orologiului este accidenta: 
pentru fier fiindcă fierul poate să nu aibă acea formă, dar pentru orologiu este esei 
ţială, pentru că fără ea nu se poate numi orologiu . ,,Aceste principii sínt modu 
sigure ale substanţei corpului, căci prin ele nu se adaugă sau se scade din corp, < 
acela, adică corpul numai cîştigă moduri diferite de constituţie” . Capitolul se înche 
cu respingerea obiecţiei că modurile nu sínt entităţi.

Capitolul II începe cu definiţia carteziană a mişcării. „Prin mişcare, potrivi 
definiţiei formei, înţelegem numai mişcarea locală, fiindcă alta nu există în corpuri.

In consecinţă toate celelalte mişcări ca: generarea şi distrugerea, creşterea, scăderer 
etc. nu sínt deeît mişcări locale. Astfel încălzirea se naşte prin aceea că particulei 
în repaus care se mişcă încet se pun în mişcare rapidă. Enyedi adaugă de la sir 
următoarele: „Astfelîn generarea de ex. a caşului în putrefacţie [părţile] se orîndt 
iese prin mişcare locală în viermi”.

„Mişcarea corpului este translaţia din loc în loc adică din vecinătatea nuc 
corpuri în vecinătatea altora”. Aici Kiivedi se simte iarăşi obligat să adauge : „pri 
impulsul (impetus) imprimat şi inerent!“ ceea ce nu se afla la Regius; Alai mull 
Knyedi defineşte impulsul astfel: „Prin impulsul imprimat şi inerent se înţeleg 
acea forţă care există în corpul mişcat, .şi după cum acea forţă devine mai mar 
sau mai mică, la fel corpul se mişcă mai mult sau mai puţin”, reintroducînd astfe 
impetus-ul medieval.

în ce priveşte natura mişcării, se spune: ./Inimică] materia universului a fos 
creată de Dumnezeu şi orîuduită [în starea] în care se găseşte, din legea imuabili 
tăţii naturii [urmează că] ea răniîne perpetuu în aceeaşi cantitate; căci nu exist; 
nici un motiv pentru care Dzeu să anihileze vreo parte a naturii, căci altfel nu poat 
pieri, fiind substanţă”. Intercalarea în această propoziţie a principiului raţiuni 
suficiente este iarăşi a lui Knyedi. Tot el formulează apoi, independent de Regius 
principiul conservării cantităţii de mişcare scriind : „Astfel mişcarea în crearea diver 
selor părţi ale materiei universale (Universae) a fost introdusă într-o anumită cauţi 
täte şi se conservă în ele datorită aceleiaşi legi a naturii şi în aceeaşi cantitate“ .

După cum nici un corp nu se poate mări sau micşora decit prin adaus sau pier 
dere a materiei ce exista înainte, la fel nici un mobil nu începe sau încetează să Si 
mişte fără a primi sau ceda mişcare ce exista mai înainte. Prin urmare, după cur. 
părţile materiei se pot transfera, iar dacă nu se transferă rămîn pe loc potrivit legi 
naturii, la fel şi mişcarea poate trece de la un mobil la altul sau răniîne în el. De aie 
se trage concluzia că mişcarea nici nu se naşte nici nu se distruge, ci numai trees 
de la un corp la altul. Aşadar nu numai materia universului se conservă, ei si miş­
carea ei. Pentru ilustrarea acestui principiu Enyedi aduce următorul exemplu es 
nu se găseşte la Regius: „Tăietorul de lemne de aceea oboseşte, fiindcă mişearee 
sa se comunică securii, lemnului” .

în  ce priveşte comunicarea mişcării se expun legile mişcării după Descartes 
„Mişcarea se transmite printr-un impuls efectuat destul de intens, asupra altu 
corp ce-i stă în cale sau care-1 opreşte. Impulsul este destul de intens dacă poate 
învinge repausul sau mişcarea înceată a altui corp.”

Se deosebesc următoarele cazuri :
1. Corpul mişcător îşi transmite întreaga mişcare, astfel că el ramme în repaus 

iar cel mişcat primeşte o viteză egală.
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2. Corpul mişcător comunică jumătate din mişcarea sa altuia care se află în 
•epaus, astfel că ambele se mişcă cu jumătatea vitezei ce a avut-o primul corp.

3. Corpul mişcător nu comunică nici o mişcare obstacolului, cum e cazul mingii 
:are loveşte un perete, sau al razelor solare care cad pe suprafaţa apei sub un unghi 
■gal cu cel de into arcere.

Corpurile mai mari îşi imprimă mai uşor mişcarea celor mai mici decit invers. 
) mişcare transferată de unul sau mai multe corpuri altui corp este proprie aceluia 
■are o primeşte, chiar dacă vine de la mai multe corpuri.

Enyedi clasifică mişcările după cum urmează :
1. Mişcarea este simplă ca : o ascensiune, coborîre sau progresiune simplă.
2. Compusă, fie din coborîre şi progresiune, fie din ascensiune si progresiune."
Ca exemple se dau pentru cazul întîi: căderea unei sfere pe un plan înclinat, şi

ti unei sfere lăsată să cadă din vîrful catargului unei corăbii. Iar pentru cel de al 
loilea : urcarea pe un plan înclinat, sau pe coasta unui munte.

Mişcarea unui cor]) mic poate fi rapidă dar nu intensă, după cum mişcarea unui 
:orp mare poate fi intensă chiar dacă e înceată. Prin urmare un corp mare ce se 
nişcă încet lovind un corp mic poate să-i dea o viteză mare, cum face apa care,cur­
ând încet pe un spaţiu larg, ajungînd la o strîmtoare, poate produce o mişcare rapidă 
i vîrtejurilor. Invers, viteza mare a unui corp mic ce se mişcă pe un spaţiu mare 
>oate produce asupra unui corp mare pe un drum scurt o mişcare mare dar înceată, 
■um se întîmplă la pîrghie, scripeţi şi roata cu sul. Urmează legea generală potrivit 
■ăreia „cu cît creşte încetinirea corpului mişcat şi viteza celui mişcător, cu atît se 
mprimă corpului mişcat o mişcare mai intensă prin viteza celui ce mişcă. ” în  
:onsecinţă, fiindcă în maşini raportul vitezei corpului mic faţă de încetinirea celui 
nare poate varia la infinit, cu o maşină orice viteză a corpurilor poate fi mărită. 
Je aici trage concluzia : „Corpurile mai mari se pot potrivi în aşa fel cu cele mai mici 
neît corpul mai mic nu poate primi o viteză mai mare de nimicire de la corpul mai 
nare, nici corpul mai mare nu poate primi o mişcare mai mire de nimicire de la corpul 
nai mic, de unde rezultă că potrivit legii naturii rănim în repaus, căci nu există o 
■auză suficientă pentru mişcare.”

Pentru exemplificarea celor de mai sus se arată condiţiile de echilibru ale eîtorva 
naşini simple. Remarcăm că aici întîlnim pentru întâia dată în Transilvania tratate 
ihestiuni de fizică experimentală. Enyedi le-a luat de la Regius, care le-a împru- 
nutat din manuscrisele lui Descartes. Dar în timp ce Regius tratează pe larg pîr- 
;hia, planul înclinat, scripeţii, roate cu sul, şurubul şi pana de crăpat, Enyedi se 
icupă cu ele numai succint şi fără a se folosi de figuri. Cel puţin aşa rezultă din 
aietul lui Pápai.

Pîrghiile sínt de două genuri : întîiul şi al doilea. O pîrghie poate ridica o greu- 
ate cu atît mai mare cu cît viteza braţului mai lung este mai mare decît a celui 
nai scurt, de care atîrnă greutatea. Această regulă nu e de loc în spiritul lui Des- 
artes.

Ea planul înclinat se consideră cazul simplu eînd lungimea planului este de două 
iri mai mare decît înălţimea lui. Spre deosebire de Regius,care dă o demonstraţie 
>azată tot pe viteză, Enyedi afirmă, fără a demonstra, că o greutate de două livre 
loate fi ridicată pe planul înclinat de la baza acestuia pînă la jumătatea înălţimii 
ui, cu ajutorul unei greutăţi cu ceva mai mare de o livră, ce cade vertical din vîrf 
iînă la baza planului înclinat, cele două greutăţi fiind legate eu o funie care trece 
ieste un seripete situat în vîrful acestuia.

Ea scripetele mobil, unde un capăt al funiei ce-1 susţine este fixat de tavan, 
ar celălalt e susţinut de mînă, raportul dintre viteza mînii şi a greutăţii este de 2
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la 1, deci mina poate ridica o greutate de două ori mai mare. Dacă folosind u 
sistem de mai mulţi scripeţi facem ca acest raport să fie de 3 la 1 sau 4 la 1, oft 
raportul dintre forţa aplicată a mînii şi a greutăţii va deveni de asemenea de 3 1 
1, sau 4 la 1, etc.

De aici se trage concluzia că cu ajutorul celor trei maşini menţionate mai su 
se poate explica funcţionarea roţiii cu sul, penei de crăpat, şurubului şi a altor maşir 
asemănătoare. Astfel roata cu sul conţine la intervale egale o seamă de pîrgh 
fixate perpendicular pe circumferinţa unui cilindru (roţii), iar paua de crăpat est 
un plan înclinat, cu două laturi, care fiind lovit cu un ciocan cu miner lung nu nu 
mai crapă lemnul, ci şi înaintează în el. Viteza înaintării e cu atît mai mare, cu eî 
pana e mai lungă. Apoi cu cit mişcarea adunată la mişcare este mai mare şi ma 
frecventă, cu atît creşte viteza. Aceasta este cauza pentru care o piatră ce cad 
de la o înălţime, mai întîi se mişcă încet, apoi din ce în ce mai repc-de, şi o sabi 
lungă loveşte mai bine decît una scurtă.

Trecîndu-se la mişcare se afirmă că „orice mişcare tinde spre o linie dreaptă 
niciodată spre una curbă”, ceea ce conţine partea întîia a legii a doua. a lui Descartes 
Ca exemplu se dă un corp ce roteşte eu praştia fiindcă seăpîml din ea îşi urmeaz; 
drumul tangenţial la cerc, adică în linie dreaptă. Mişcarea curbilinie e cauzată di 
corpurile înconjurătoare care se opun mişcării rectilinii. Aceasta se observă la vîr 
tejurile apei care iau naştere prin aceea că apa loviudu-se oblic de un obstacol nt 
poate curge în linie dreaptă, ci pe orbită; de aceea nici rîurile nu curg în linie dreaptă

„Mişcarea nu este niciodată contrară mişcării, ci numai determinarea ei est' 
contrară determinării, fiindcă acestea se distrug reciproc, ele însele însă niciodat; 
nu se nimicesc sau diminuează.” Ca exemplu se dă mingea care lovind peretel 
nu-şi pierde mişcarea fiindcă se întoarce cu aceeaşi viteză, ei îşi schimbă mima 
determinarea din progresivă în regresivă. „Determinarea este direcţia corpalu 
mobil ce tinde spre un anumit termen (terminus). Şi după cum mişcarea se naşi», 
din corpul mişcător, la fel determinarea îşi are originea în situaţia suprafeţei corpu 
lui mişcător”. Ca exemplu se (lă o minge ce cade pe o plasă sau pa un perete.

Determinarea este simplă sau compusă. Determinarea simplă este aceea prin cari 
mobilul mergând pe o linie spre obstacol, se întoarce pe aceeaşi linie. Ca exemplu 
se dă o minge ce cade la pămînt şi sare în sus. Determinarea compusă este acces 
cînd incidenţa este oblică şi o parte a mişcării, anume cea descendentă trece în aseea 
dentă, pe cînd determinarea celei progresive rămîne întreagă. Acesta este căzu 
ciocnirii oblice de un perete fix, cînd mobilul se întoarce sub un unghi de reflexii 
egal cu cel de incidenţă. „Iar dacă mobilul loveşte obstacolul cil o viteză mai mare 
astfel că pierde jumătate din mişcarea sa, atunci reflectîndu-se spre cealaltă parte 
are o mişcare ascendenta cu jumătate de viteză, astfel că descrie o linie asemănătoan 
în două momente, pe care la coborîre o parcurgea intr-un moment, şi mergînd ma 
departe unghiul de reflexie va fi mai mic decît cel de incidenţă.”

De la ciocnire se trece la refracţia luminii în sens cartezian : „Refracţia esti 
deviaţia într-o parte a razei de lumină ce trece printr-un obstacol, din cauza viteze 
mărite sau micşorate în acesta” . De ex. lumina ce vine din aer în sticlă se refract: 
în sticlă spre perpendiculară, fiindcă viteza luminii devine mai mare în sticlă. Cauz; 
este că sticla este mai solidă (dură) şi are pori mai mici decît aerul, din care cauz: 
prin porii sticlei razele se mişcă mai repede. Fenomenul este invers cînd lumim 
trece din sticlă în aer. Fnyedi tratează aceste fenomene foarte pe scurt, spre deo 
sebire de Regius care foloseşte figurile şi demonstraţiile iui Descartes.

Revenindu-se la mişcare se afirmă că orice mişcare a corpurilor este în ceri 
deoarece spaţiul fiind plin, iar corpurile impenetrabile, nici un corp nu se poati
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mişca decit dacă este deplasat un alt corp din locul său şi'el ocupă locul celui deplasat, 
astfel că un vas nu se poate umple cu vin decit dacă aerul iese din vas, iar locul 
lui îl ocupă vinul. Prin urinare cînd schimbarea circulară a locului nu se poate face 
corpul nu se poate mişca, ba fel e mişcarea unei pietre legate de o sfoară. Aceasta 
este de acord cu teoria vârtejurilor lui Descartes.

Se combate apoi diviziunea mişcării în naturală şi violentă, fiindcă orice miş­
care este naturală, avînd loc după legile naturii, .şi în acelaşi timp violentă pentru 
că provine de la forţa imprimată. De exemplu o piatră lăsată din mînă cade în mod 
violent, iar aruncată în sus se mişcă tot violent. Mişcarea unui mobil de aceeaşi 
mărime sau este mare, şi după ce se separă de cel mişcător cîtva timp îşi păstrează 
mişcarea, sau este mică şi atunci mobilul încetează de a se mişca deodată cu impul­
sul, cum e cazul boilor care trag carul. Întîia se numeşte mişcare proprie, a doua 
străină. Aceasta din urmă este de trei feluri : transportare, împingere, tracţiune. 
!,a tracţiune şi împingere aparţine învîrtirea, cum se vede la un cilindru, care fiind 
tras şi împins se învârteşte. Presiunea este o împingere frecventă invizibilă a unui 
corp, care prin aceasta nu se mişcă vizibil din locul său, ci numai se clatină încoace 
şi încolo în mod sensibil, cum e cazul miei pietre mari aşezată pe umăr. Tracţiunea 
nu poate avea loc decît dacă cel care trage este legat de corpul tras. Aşadar este 
greşit spus că magnetul trage fierul.

Repausul este răminerea corpului în acelaşi loc : acest repaus este unica legătură 
prin care părţile corpului dur sínt unite între ele (cohaerens) şi rezistă separării 
lor. în adevăr, deoarece părţile corpului dur sínt în repaus unite între ele, datorită 
legii imuabilităţii naturii tind să rămână în starea de unire şi de repaus şi nu pot fi 
scoase de acolo decît printr-om mişcare suficient de mare”.

Potrivit teoriei lui Descartes mărimea propriu-zisă este însăşi extensiunea 
corpului. Cît de eficace este aceast ă mărime ne arată fie fierul brut, fie cel prelucrat 
în sabie sau în cuţit, cu ajutorai cărora se crapă corpurile cele mai dure.

,,Situaţia este însăşi poziţia corpului între corpuri; eficacitatea acesteia apare 
în balanţa greutăţilor, în care din cauza variaţiei poziţiei greutăţile se ridică sau 
se coboară, sau rămîu în echilibru.”

După tratarea acestor forme generale se trece la cele speciale. „Forma specială 
este mintea omenească, care este o substanţă spirituală, fiindcă uu-şi poate trage 
originea din mişcare, repaus, mărime, poziţie şi altă dispoziţie a părţilor” . Aceste 
adevăruri sínt exprimate prin următoarele două versuri, care cuprind principiile 
lucrurilor naturale :

, , M n ? s ,  M e n s u r  a ,  Q u i  e s ,  M o t  и. s,  P o s i  t u r a ,  J u g  и  r u  

S u n t  a m t  M a t e r i a  c u n c t a r u m  e x o r d i a  r e r u m " .

Versurile, care nu se întîlnesc la Descartes, le-a introdus Regius urmîiid metoda 
scolastică, fiind uşor de memorizat.

Aici prin măsură se înţelege numărul şi mărimea, prin poziţie situaţia corpu­
lui. în consecinţă se respinge existenţa materiei, care este o pură putinţă, nefiind 
inteligibilă, şi nefiind corp nu poate constitui un corp, căci ceea ce nu este nimic 
nu poate da nimic. De asemenea se resping formele substanţiale, care derivă din 
putinţa materiei şi pot reveni în aceeaşi materie în mod indirect. Deci ambele prin­
cipii fiind necunoscute şi inexplicabile trebuiesc respinse, deoarece avem principii 
mai clare.

în  favoarea existenţei formelor substanţiale s-ar putea aduce următoarele 
argumente.

1. „Dacă formele lucrurilor nu sínt substanţiale, nu există nici o cauză pentru 
care apa caldă să revină la starea rece de mai înainte ; dar forma substanţială a

9 — Mathematica-Physica 2/196?
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apei alungă căldura ca pe un inamic, în timp ce frigul revine la ea ca o calitate le­
gată de ea”.

Faţă de aceasta, poziţia carteziană expusă de Regius şi Enyedi este următoarea : 
„Nu aceasta este cauza pentru care apa mai întîi trece în vapori şi apoi revine la 
frig, ci deoarece căldura care este un accident al apei agită particulele aceleia mai 
vehement la foc de unde se detaşează comuuicînd mişcarea particulelor aerului în­
conjurător şi altor corpuri, particulele apei se mişcă mai încet, şi astfel ea devine 
lichidă”. în urma acestei comunicări a mişcării, neprimind o mişcare nouă îşi 
pierde toată mişcarea şi astfel se răceşte.

2. „Dacă nu există forme substanţiale în lucruri, nu va fi nici un motiv pentru 
care părţile corpului să rămînă unite, şi să fie conţinute multe calităţi într-un subiect”.

Ea acest argument se răspunde că este suficient ca subiectul să fie în stare să 
primească calităţi diferite şi să le menţină datorită legii imuabilităţii naturii, pînă 
ce nu vor fi deranjate de altul.

3. „Tot ceea ce uneşte între ele în acelaşi subiect calităţi contrare care se res­
ping, este substanţă ; aceasta însă o fac formele substanţiale. Aşadar formele sínt 
substanţe”.

Răspunsul cartezienilor este că în acelaşi subiect, datorită legilor opoziţiei nu 
există calităţi contrare. Ca exemplu se dă un amestec de apă fierbinte şi rece, care 
ne dă apă caldă. Aceasta nu înseamnă că în acest caz în apă se găsesc două calităţi 
contrare, ci deoarece părţile apei fierbinţi îşi comunică mişcarea părţilor apei reci, 
şi astfel îşi pierd din mişcările lor, care fiind primite de părţile apoi reci, acele miş- 
cîndu-se mai încet produc vapori.

„Din numărul principiilor fizice se elimină şi privaţia. Aceasta se defineşte 
ca fiind absenţa formei din materia care are aptitudinea de a o primi în ea” . 
Cauzele acestei eliminări sínt două, si anume :

1. Ka nu constituie esenţa lucrurilor naturale.
2. Fiindcă materia tuturor corpurilor naturale este aceeaşi, ele pot primi în 

urma unei cauze eficiente orice formă cu condiţia ea această cauză să aibă forţe sufi­
ciente, deşi nu este la fel de uşor ea din orice să se poată face orice. De exemplu din- 
tr-o vergea subţire de fier cu mult mai uşor se poate face o coardă de liră 
(Cithera;, decît o ancoră de corabie.

In si’îrşit se respinge definiţia vulgară (aristotelică) a mişcării : ,,motus est 
actus cutis in poteiitia qimteiuis in potentia”, eonsiderînd-o obscură şi contradic­
torie. în adevăr „actul presupune o entitate care să fie în act. Dar într-o entitate 
care este în putinţă nu poate fi nici un act” .

Treoîmlu-se la noţiunea de h>c, acesta se defineşte astfel : „Duerurilor naturale 
li se atribuie pentru desigilarea distanţei diferite de la celelalte corpuri, un loc”. 
Docul este fie intern, fie extern. „Docul intern este mărimea oricărui corp, sau împrej­
muirea de care este înconjurat, şi prin care într-uu anumit mod este distanţat 
de alte corpuri, din care cauză se numeşte îndepărtat sau apropiat. Aşadar locul 
intern nu este сели extins în lăţime, lungime şi adîueime”, fiindcă în acest fel ar fi 
corp şi mi ar putea conţine alt corp, din cauza impenetrabilităţii dimensiunilor. 
„Docul extern este suprafaţa oricărui corp, îneonjurînd un alt corp oarecare, după 
cum într-un anumit fel e depărtat de alte corpuri, din care cauză se zice îndepărtat 
sau apropiat” . Ca exemplu se dă o corabie ancorată la o anumită distanţă între 
două ţărmuri opuse, care păstrează acelaşi loc extern, deşi aerul şi apa ее o înconjoară 
se schimbă într-un fiind aduse de vînt şi de rîu. „De aici rezultá că localitatea sau 
esenţa locului constă numai în relaţia sa privitoare la suprafaţa corpului, pe care o 
are faţă de vecinătatea sau distanţa altor corpuri”.
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I,a întrebarea dacă locul este imobil se răspunde că nu este, fiindcă un om ce 
sade într-o corabie în timp ce aceasta se mişcă, nu rămîne imobil faţă de ţărm. Ra 
o altă întrebare, dacă există spaţiu vid în natură, răspunsul e negativ, deoarece 
existenţa lui implică contradicţia că spaţiul este şi nu este extins în lăţime, lungime 
si afunzime. A treia întrebare este că dacă dumnezeu ar anihila aerul dintr-o cameră, 
acolo ar rămînea un spaţiu vid, fiindcă pereţii camerii rămîn imobili? Răspunsul 
este iarăşi negativ, fiindcă ueexistînd între pereţii camerii nici o extensiune nu poate 
să existe nici distanţă şi în consecinţă pereţii ei trebuie să se atingă. Aici Envedi 
face observaţia : ,,în fizică nu se cercetează ce ar putea face Dumnezeu în mod extra­
ordinar, ci ceea ce faci' în mod obişnuit prin legile naturii” . Se menţionează apoi 
că de obicei se cheamă vid aceea căreia îi lipseşte corpul, primirii căruia îi este des­
tinat; de cx. o pungă goală.

Din cele de mai sus se trage concluzia că nici o mişcare nu poate avea loc din 
ea uza groazei de vid, şi nici natura nu-1 poate evita sau fugi de el, fiindcă vid nu 
poate exista. Toate mişcările ce se atribuie groazei de vid îşi găsesc explicarea în 
aceea că un corp este alungat de altul care ii ocupă locul. Ca exemplu se dau funcţio­
narea sifonului, cucurbetei, foalelui etc.

Termometrul este prezentat ea un exemplu de dilatare şi condensare a aerului. 
Knyedi descrie, după Regius confecţionarea şi funcţionarea unui termometru cu 
apă, fără însă a da schiţa aparatului, cum face acesta.

7'impui este de asemenea definit în sens cartezian ca durata, sau permanenţa 
în existenţă a lucrurilor naturale. Această durată este prezentă, trecută sau viitoare 
si se măsoară prin mişcarea cerului şi rotaţia Pămîntului în jurul axei sale. „Prin 
urmare se poale admite sentinţa lui Aristotel care spune : Timpul este măsura miş­
cării şi a repausului potrivii antecedentului şi consecventului” . Timpul tuturor 
lucrurilor este unul şi acelaşi, dar durata depinde de rotaţia cerului şi Pămîntului, 
astfel că la mai multe rotaţii corespunde o durată mai lungă, la mai puţine una 
mai scurtă. „Timpul prezent mi e-'-te un moment indivizibil, ci are părţi indefinite 
(indefinita), fiindcă im există nici o particulă reală a ei care să nu aibă cantitatea 
sa de durată, astfel că în continuu se poate divide într-una mai mică”.

In continuare se afirmă dualismul în natură spimîndu-se eă „lucrurile naturale, 
chiar cele lipsite de minte, acţionează în scopul universal al autorului naturii, pe 
care oamenii nu-1 pot întrezări exact,” şi după legi stabilite de dumnezeu, care 
sînt sigure şi infailibile. Întîmplarea sau norocul nu sínt altceva decit necunoaşterea 
conexiunii cauzelor necesare producerii unui efect oarecare.

Rumurile naturale sînt fie spontane fie arbitrare. Spontane sínt acelea care 
acţionează, suferă sau încetează peste voinţa omului. Acestea se numesc naturale 
prin excelenţă, cum sini plantele şi animalele. Arbitrare sînt acelea care operează 
prin intervenţia omului, si de aceea se numesc artificiale. Dar şi acestea sînt natu­
rale fiindcă : 1. sînt înzestrate eu natură, avîud principiul intern de a acţiona, suferi 
şi înceta ; 2. oamenii cînd le produc nu fac altceva decit aplică naturalele active la 
cele pasive, cum fac la semănarea griului, cultivarea viei, etc. 3. artificiul omenesc 
urmează şi imită mersul naturii.

între lucrurile naturale şi cele artificiale există însă diferenţa de mai mare 
şi mai mic, precum şi cea de perfecţiune. Cele artificiale sînt şi ele făcute după legile 
naturii, dar cu oricîtâ artă ar fi confecţionate, cum sînt automatele, nu pot atinge 
perfecţiunea celor naturale. Aceasta apare la oroloage, ale căror roţi foarte puţine 
şi artificiale nu se pot compara cu nenumăratele oase, vene, nervi, artere, ect. ale 
celor mai nemernici purici.

Capitolul se încheie cu respingerea următoarelor obiecţii.
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1. Lucrurile artificiale se mişcă clin cauze externe, deci nu au principiu intern. 
Răspunsul cartezian este că si lucrurile naturale îşi primesc mişcările din cauze ex­
terne, de ex. de la soare, aer, foc, etc. ; aceasta însă nu înseamnă că nu posedă prin­
cipiu intern.

2. Lucrurile artificiale sînt entităţi accidentale (per accidens), prin urmare 
pot acţiona de sine, de aceea nu au principiu intern de acţiune.

Răspunsul este că lucrurile artificiale fiind entităţi prin sine (per se), deoarece 
orice entitate simplă sau compusă este prin propria esenţă ceea ce este, urmează 
că şi lucrurile artificiale sínt prin esenţa lor ceea ce sínt, căci un lucru poate proveni 
din altul dar nu poate fi constituit în esenţa sa de altul. Rezultă deci că „distincţia 
entităţii în per s e  şi p e r  a c c i d e n s  este sterilă” .

Ca o concluzie a celor de mai sus se poate spune, că după cum Regius a expus 
în cartea sa Fundamenta Physices fizica lui Descartes sub forma unui „Descartes 
de buzunar” , la iei Ivnyedi a scos din Regius părţile esenţiale, pe care le-a dictat 
elevilor săi, după cum i s-a părut mai convenabil. în tot cazul lînvecli are meritul 
de a fi predat şi cîteva chestiuni practice de statică şi căldură, deşi probabil fără a 
face experinţe, ba poate chiar nici desene pe tablă : cel puţin aşa rezultă din caietul 
lui Pápai Páriz Ferenc.

(luirai ht nih'c/u la 6 ianuarie 1967J

О ШКОЛЬНОЙ НАГРАДИ ПАПАЙ ПАРША ФКРР.ПЦА 
(P e :i io M e)

Следуя примеру Amman Мере Яноша, который ввёл течение финики Декарта и реформат­
ских коллежах и Алба-Юлия и Клуже, профессор Эньеди Шамуел следа i го же с о; г,- и Люде.
Доказательством является школьная тетради его ученика Папаи Парила Фе|п :ща. относящаяся 
к 1965 I. п озаглавленная P h y s i c a  seu philos tphia tutfue.i'is с форматом 100 ' 160 мм и с 597 
страницами. Названная тетрадь хранится в Библиотеке Клужского филиала Академии Социалисти­
ческой Республики Румынии. Уроки Эньеди являются свободным переводом книги Лё. Руа 
(Региуса): Fundamenta Physices (1646 г.), в которой последний резюмирует физику Декарта.

В настоящей статье подробно анализируются главы 1 и 11 школьной гетра ш Папай Н ар т а  
Ференца, отражающие содержание соответствующих глав книги Региуса и занимающиеся вопросами, 
принадлежащими в боль ней и и  в меньшей степени нынешней физике. Эти гл ты занимаются в 
особенности м перием. движением, покоем, вакуумом, иное грамотном, временем и т.п. Эдьедч впер­
вые преподавал в Т рат  п и,намни понятия eia гики; он описал водяной термометр. ч то яв ляется 
первым началом зкеперммеиталытн ([»пики.

OX AX KXERCISlMil М Ж Ш'Л.ОХПТХО ТО PAPAI PÁRIZ l'KRHXC

(S u m m a r y)

Following the example of Apáczai Csere János who introduced Descartes’Physics to the Refor- 
med Colleges in Alba-Iulia and Cluj, prof. Ivnyedi Sámuel made the same tiling in Aiud. An exercise 
- book, belonging to Pápai Páriz Perene -- prof. Iínyedi .Samuel’s school-boy -- -proves that. Dating 

from 1665 and being entitled : Physica sett philosophia n a t u r a l i s t  the above exercise-book has the size 
100 . 160 mm and 397 pages. This is preserved in tile I.ibrarv of the Academy of the Socialist Repu­
blic of Romania, Cluj Branch. Euyedi’s lessons are free translations from he Roy’s (Regius: Fttudu- 
mrula J ’hysiccs, 1646 in which Descartes’ book is summarized.

The present paper analyses in details Chapter I and II of this exercise-book in which the corres­
ponding chapters from Regius are to be observed. Among the problems treated in these chaptcrs-belon- 
ging more or less to our present day Physics -  we mention : matter, movement, rest, vacuum, space, 
time etc.

It was Tlnyedi who taught lor the first time in Transylvania notions of statics and described a 
water thermometer taking by this a first step in experimental Phy-sics,
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Activitatea ştiinţifică a profesorului Antoniu Abt

de

MARIA r o n g e r  şi EVЛ (iAIJGEH

încev>iiturile cercetărilor de fizică la Cluj coincid în timp cu data înfiinţării 
Universităţii în anul 1872 si sínt legate de numele lui Antoniu Abt, primul profesor 
al acestei Universităţi.

Antoniu Abt şi-a desfăşurat activitatea la Universitatea clujeană timp de 30 
ani, adică pînă în 1902, aiuri morţii sale, activitate pe care o putem urmări prin 
articolele publicate în această perioadă. Activitatea lui A. Abt a fost de pionierat, 
el punîiul bazele învălanunţului universitar al fizicii la universitatea nou înfiinţată 
si totodată lui i se datoreste înfiinţarea şi înzestrarea primelor laboratoare atît didac­
tice cît şi de cercetare. Ca o anexă a acestor laboratoare în anul 1878 a fost înfiinţat 
atelierul mecanic condus de mecanicul .Süss, atelier în care s-au construit şi aparate 
de fizică necesare laboratoarelor. Ca profesor al acestei Universităţi Abt a elaborat 
un manual de fizică cu titlul Fizică experimentala care în intervalul 1863—1887 a 
apărut îu şapte ediţii, manual mult apreciat la timpul său şi care a fost tradus şi în 
limba română de profesorii I. Hossu si E. Viciu în 1891. Întrucît activitatea didac­
tică a lui Abt a constituit obiectul unui alt articol, în lucrarea de faţă vom prezenta 
munca de cercetare a profesorului Antoniu Abt.

Activitatea sa ştiinţifică s-a axat îu special pe studiul magnetismului pe lîngă 
care a mai studiat şi alte probleme cum sínt : „Determinarea constantelor elementelor 
galvanice”, „Efectele şi teoria radiometrului” , „Compoziţia cromatică şi efectul 
termic al luminii” , „Coeficienţii de dilatare lineară a diferitelor tipuri de fier şi oţel”, 
„întrebuinţarea aneroidului înregistrator..” şi „Forţa electromotoare a unor com­
binaţii a oxizilor metalici cu sulfiţi metalici şi cu metale simple la o diferenţă de 
temperatură de 100° la suprafaţa de contact” .

în lucrarea cu titlul „Constantele elemenctelor galvanice” Abt determină rezis­
tenţa internă a elementelor galvanice printr-o metodă de comparaţie folosindu-se 
de o busolă de tangentă. Determinările le face legînd elementul de studiat în circuite 
a căror mărimi sínt cunoscute. Observînd unghiurile de deviaţie determină rezistenţa 
internă a elementului precum şi forţa electromotoare a sa.

în lucrarea „Descrierea aneroidului înregistrator Richard —Frères” arată impor­
tanţa pentru cunoaşterea fenomenelor meteorologice a variaţiei în timp a mărimilor 
ce le determină, în special a presiunii atmosferice. în  consecinţă dă descrierea ane­
roidului înregistrator şi modul de funcţionare a lui, precum şi observaţiile făcute
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de el în perioada 9. II —4. III. 1886, în care perioadă constată o diferenţă de presiune 
între 750 — 704 mm Hg, variaţie de presiune ce nu a mai fost observată din 1865 
şi care a fost determinată din înregistrarea aneroidului folosit.

Ducrarea „Compoziţia cromatică, luminozitatea şi efectul termic al luminii 
becului Auer şi compararea ei cu lumina becului Argand şi cu a becului electric“ 
constă din cinci capitole : 1. Proprietăţile şi avantajele luminii Auer, 2. Observaţii 
proprii, 3. Observaţii spectroscopice, 4. Măsurări fotometrice, 5. Radiaţia termică, 
în  primul capitol menţionează următoarele avantaje ale becului Auer faţă de 
becul Argand : consum de gaz mai mic de două ori la presiune de 26 mmHg a gazului, 
intensitate de patru ori mai mare, ridicarea temperaturii mediului înconjurător 
şi producerea de C 02 de două ori mai mică, durată de funcţionare de la 500—1000 
ore fără întrerupere şi culoarea alb-verzuie fără ca flacăra să palpiteze. Păcînd ob­
servaţii spectroscopice, avîncl ca reper culoarea portocalie, dă următoarele date 
pentru domeniile ocupate în spectru de diferitele culori :

Becul Violet Albastru Verde Galben Portoca­
liu Roşu

Auer 4,08 2,08 2,08 1,01 1 1,38
Argand 2,45 1,54 1,41 0,75 1 4
Electric 4,78 3,46 2,41 0,85 1 1,38

De aici se vede că lumina becului Auer este mai bogată în culori cu lungime de 
undă scurtă, ceea ce explică culoarea alb-verzuie a sa. Din măsurările fotometrice 
ale sale a rezultat că intensitatea luminii becului Auer este de 2,82 ori mai marc 
decît a becului Argand.

în  lucrarea „Despre coeficientul de dilatare lineară termică a diferitelor 
tipuri de fier şi oţel fabricate la Reşiţa“ determină la cererea fabricii din Reşiţa 
coeficienţii de dilatare lineară la 22 de probe, arătînd că în intervalul între 20 —50°C 
variaţia coeficientului este foarte mică, astfel că în întrebuinţări tehnice ea poate 
fi neglijată.

Articolul cu titlul „Scurtă prezentare a efectelor şi teoriei radiometrelor şi a 
celor mai noi experienţe ale lui Crookes” prezintă o lucrare de sinteză în care Abt 
expune cele trei teorii care caută să explice fenomenul radiometric şi anume : 1. 
teoria cinetică, care explică fenomenul prin diferenţa de viteză a moleculelor gazului 
rarefiat din balonul radiometrului, teorie susţinută de Tait, Dewar, Thomson, 
Maxwell, Clausius şi Finkener ; 2. teoria de evaporare a lui Osborne, Reynolds si 
Govi, în baza căreia rotaţia paletelor se datoreste evaporării la suprafaţa caldă 
şi condensării la cea rece a umidităţii din balon .şi 3. teoria emisiei electrice, sus­
ţinută de Zöllner, confirmată şi de experienţele lui Crookes, conform căreia în urma 
iradierii termice Ja naştere un fenomen secundar : emisia electrică, ce provoacă miş­
carea paletelor. în  articol sínt prezentate argumentele lui Zöllner în favoarea teoriei 
sale, argumente bazate pe experienţe, după care autorul prezintă şi experienţele 
lui Crookes, care de asemenea confirmă teoria lui Zöllner.

în  articolul „Forţa termoelectromotoare a unor combinaţii a oxizilor metalici 
cu sulfiţi metalici şi cu metale la o diferenţă de temperatură de 100° pe suprafaţa 
de contact” , după ce face un istoric al efectului termoelectric, dă rezultatele obţi­
nute din măsurări proprii făcute asupra 55 de termoelemente, rezultate din com­
binarea unor oxizi metalici cu sulfiţi metalici sau metale între ele. Din rezultatele 
obţinute deduce că cuplurile studiate dau forţe electromotoare apreciabile chiar
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şi pentru diferenţe mici de temperatură. Astfel, de exemplu, din tabelul dat în articol 
desprindem linul din rezultate : dacă forţa electromotoare a cuplului bizmut-anti- 
mon la intervalul de temperatură 98 99 “C este considerată ca unitate, atunci
pentru cuplul pirită-calcopirită obţinem valoarea de 7,62 iar pentru cuplul pirită- 
piroluzită valoarea de 4,67. Lucrarea se remarcă prin numărul mare de cupluri studi­
ate şi prin faptul că din valorile date se poate alege cuplul cu f.e.m. ce corespunde 
nevoilor practice.

Lucrările elaborate de Abt în domeniul magnetismului pot fi grupate în jurul 
a două probleme : cele ce se ocupă de magnetismul terestru şi cele în care studiază 
proprietăţi magnetice ale unor minereuri .şi probe de fier şi oţel. Din prima grupă 
fac parte următoarele lucrări: „Determinarea constantei busolei de tangentă” , 
,,Determinarea înclinaţiei magnetice la Cluj” şi „Determinarea aproximativă a 
componentelor eîmpului magnetic tereştrii” .

în  lucrarea „Determinarea constantei busolei de tangentă” determină con­
stantele busolelor de tangentă marca Siemens-Halske şi Meyerstein, aflate în colecţia 
Catedrei de fizică. în determinarea constantei busolei Siemens-Halske foloseşte 
o metodă chimică, prin măsurarea masei de gaz ce se dezvoltă într-uu voltametru 
cu care este legată în serie busola studiată. Constanta e dată astfel de relaţia C ■=
— — .. ; unde m — masa gazului, t -  timpul de trecere e curentului, a — unghiult ■ tiţ a
de deviaţie a busolei. Cu această metodă obţine în urma a 12 determinări valoarea 
medie C — 1, 58183 în unităţi chimice, sau C =  1,81524 în unităţi magnetice. Con­
stanta celei de a doua busole o determină printr-o metodă de comparaţie, legîiul 
în paralel busola studiată cu cea a cărei constantă a determinat-o anterior. în

C  ■ t"' иacest caz C  — — ----- =  77,5955.
tg a'

„Determinarea înclinaţiei magnetice la Cluj” o face studiind separat compo­
nenta verticală şi orizontală a înclinaţiei prin curentul indus de către eîmpul mag­
netic terestru la rotirea unei bobine în jurul unei axe verticale, respectiv orizontale. 
Ca rezultat obţine pentru componenta verticală 2'1 Г41", iar pentru cea orizontală 
1°9'6" de unde pentru înclinaţie din raportul tangentelor acestor unghiuri stabi­
leşte valoarea de 62°30’23'' în anul 1874.

Lucrarea „Determinarea aproximativă a componentelor câmpului magnetic 
terestru”, după aprecierea autorului e importantă nu pentru precizia măsurătorilor, 
ci mai ales pentru că demonstrează că determinarea acestor mărimi se poate realiza 
cu o aparatură destul de simplă şi anume o busolă Weber şi un magnet, a căror mă­
rimi caracteristice au fost în prealabil determinate. Prin această metodă autorul 
a determinat componentele magnetismului în două localităţi din ţară, la Ţuşnad 
şi Vîlcele.

Celelalte lucrări ale lui Abt sínt grupate în jurul problemei determinării pro­
prietăţilor magnetice a unor minereuri, magneţi naturali, probe de fier, nichel 
şi oţel de la Reşiţa.

în  lucrarea „Asupra magneţilor naturali ce se găsesc în zăcămintele de fier 
de la Moraviţa ” Abt studiază trei minereuri: magnetita (I'e:t( ) p i r o t in a  (Fe S ), 
heaiatita (Fe20 3). El determină în cazul acestor minereuri magnetizarea specifică, 
magnetismul remanent şi momentul magnetic în funcţie de conţinutul de fier. Ш 
face observaţia că raportul dintre cantitatea absolută de fier şi momentul magnetic 
este aproape constant pentru diferite minereuri. Totodată arată eă clacă se consi­
deră magnetizarea specifică a oţelului egală cu unitatea, atunci a magnetitei este 
de 2,3, a pirotinei de 0,66 şi a hematitei de 0,21.
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Lucrarea „Despre magnetismul oţelurilor Bessemer, Puddling şi Martin fabri­
cate la Reşiţa” are ca obiect studiul proprietăţilor magnetice ale acestor oţeluri. 
După prezentarea sumară a metodelor de elaborare a acestor tipuri de oţel, aulorul 
urmăreşte cu un magnetometru cu oglindă procesul de magnetizare a probelor din 
aceste trei tipuri. Din datele experimentale deducem că raportul momentelor inaguc: 
tice relative pentru oţelul Bessemer, Puddling şi Martin la saturaţie, adică la 
36, A, este 7,5 :21,5 : 38, iar dacă valoarea pentru oţelul Bessemer o luăm ca imitate 
obţinem 1 :2,866 :5,06. Pentru determinarea valorilor absolute a momentelor mag­
netice, compară influenţa oţelului Puddling eu a unei bare de oţel a cărui moment 
magnetic e cunoscut şi apoi influenţa magnetică a celorlalte două este comparată
cu a oţelului Puddling, momentele magnetice fiind date de relaţia M  =  M p
unde Mp şi <?p reprezintă momentul magnetic şi unghiul de deviaţie a magnetome- 
trului pentru oţelul Puddling, iar M  şi o valoarile corespunzătoare pentru oţelul 
studiat.

Lucrarea „Asupra comportării magnetice a oţelurilor noi în curent staţionar 
în comparaţie cu fierul moale” reprezintă una din cele mai importante lucrări ale 
lui Abt. Ocupîndu-se de o problemă practică şi anume înlocuirea miezului de fier 
moale al electromagneţilor fabricaţi la Reşiţa prin oţel moale, Abt rezolvă cu mult 
succes această problemă, arătînd că prin înlocuirea menţionată electromagneţii 
astfel fabricaţi au avantaj faţă de cei cu fier moale, în special în ceea ce priveşte 
duritatea mai mare a oţelului faţă de fier. Pentru a demonstra că nu se alterează 
calităţile electromagneţilor construiţi cu miez de oţel moale, el determină intensi­
tatea cîmpului magnetic creat de cele două tipuri de electrouiagneţi şi obţine ca 
rezultat valori foarte puţin diferite între ele.

în  cadrul lucrării „Confirmarea şi determinarea stărilor magnetice a unor mi­
nereuri” Abt eu ajutorul unui magnetometru cu oglindă confirmă magnetizarea 
a şapte minereuri în cîmpul unui electromagnet. Minereiirile studiate sínt : calco- 
pirita, minereu de nichel, siderit, pirită, hernatită, pirolusită şi limonit. El arată 
că după încetarea cîmpului magnetic, toate minereiirile studiate, în afară de piro­
lusită, îşi pierd proprietăţile magnetice. în a dona parte a lucrării reia studiul mine­
reului de nichel, piritei, pirolusitei, caleopiritei şi sidcritului, pentru care calculează 
momentele magnetice. Din măsurările efectuate rezultă că pentru curenţi relaţii* 
mici (0,5 A) se observă o magnetizare pronunţată.

în lucrarea „Comportarea magnetică a magnetitei de la Moraviţa şi a oţelului 
de aceeaşi duritate eu sticla în cazul forţelor mari de magnetizare şi valoarea abso­
lută a momentelor magnetice a lor” autorul compară rezultatele a două serii de măsu­
rători făcute cu magnetită şi oţel pentru compoziţii diferite (conţinut de fier diferit) 
la un curent între 8 — 40 A. Calculează momentele magnetice şi magnetizarea speci­
fică a probelor şi constată eă pentru magnetită magnetizarea specifică este de 2,3 
ori mai mare decit pentru oţel, că această mărime depinde de lungimea probelor 
şi că aceste două valori sínt proporţionale. în  încheiere arată că rezultatele sale 
sínt în contradicţie cu ale lui Holtz, care susţine că la forţe mari de magnetizare 
magnetita ar atinge mai repede valoarea maximă a magnetismului remanent decît 
oţelul.

în  articolul „Compararea unor oţeluri între ele, cu nichel şi eu magnetita de 
la Moraviţa..” se determină momentul magnetic, magnetizarea specifică a şase 
tipuri de oţel şi anume : oţel elaborat în creuzet, oţel de diamant, oţel de wolfram, 
oţel Bessemer, Puddling şi Martin. Din rezultatele obţinute se constată că oţelul 
de w elfi cm are proprietăţi net superioare faţă de celelalte toate.
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în lucrarea „Proprietăţile magnetice ale hematitei” Abt arată că curba de 
magnetizare a hematitei nu are punct de inflexiune ea în cazul oţelului, nichelului 
şi nmgnetitei. Studiind magnetizarea specifică constată că şi la hematită ca şi la 
maguetită această mărime depinde de lungimea probelor. Comparim! magnetizarea 
specifică a hematitei cu cea a pirotinei şi a rnagnetitei ajunge la următorul raport : 
1:1,423:5,294. Din măsurătorile făcute, Abt deduce că comportarea hematitei 
depinde de conţinutul de fier şi de structura cristalină a diverselor substanţe.

în lucrarea „Proprietăţile magnetice ale rnagnetitei de la Moraviţa şi a oţelului” 
Abt compară două tipuri de maguetită ce deferă prin compoziţia lor chimică cu două 
tipuri de oţel ce diferă între ele prin călire. Din rezultatele măsurătorilor efectuate, 
el trage concluzia eă magnetizarea specifică a rnagnetitei este de 3,5 ori mai mare 
decit a oţelului şi depinde de compoziţia chimică, diferenţă de structură şi conţinut 
de fier. Studiind demagnetizarea probelor, el constată că magnetismul obţinut la 
un curent de 95,5 A se pierde la aplicarea unui eurent de sens opus de 38 A, şi eă demag­
netizarea rnagnetitei se produce mai repede decit a oţelului.

Tema lucrării „Proprietăţile magnetice ale pirotinei” constituie reluarea expe­
rienţelor anterioare efectuate asupra rnagnetitei. Determină momentul magnetic, 
magnetizarea specifică şi studiază demagnetizarea. Comparînd rezultatele obţinute 
pentru pirotină eu cele pentru maguetită constată că magnetizarea specifică pentru 
cel de-al doilea este de 3,7 ori mai man.' ceea ce reise şi din graficele trasate la magne­
tizarea şi demagnetizarea probelor.

Analizáld articolele publicate ele profesorul Abt, se constată ca activitatea sa
a fost îndreptată spre probleme stilus legate de necesităţile practice, el abordîud 
probleme eu caracter mai mult aplicaţii-. Meritul său ştiinţific constă îndeosebi în 
faptul că a pus bazele cercetării de fizică la Universitatea din Cluj.
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НАМ \Л 0  ПРЕГЮД\ВЛН!1Я ФИЗИКИ В КЛУЖСКОМ УНИВЕРЕ! ITETE 
НАУЧНАЯ ДЕЯТЕЛЬНОСТЬ ПРОФЕССОРА АНТОППУ .ЛУГА

(Р с ! io м е)

В работе представлена научная деятельность Лптониу Лота в период 1874-1900 гг., когда 
fai функционировал в качестве профессора в Клужском университете. Авторы анализируют наиболее 
важные труды Лбта, которые большей частью рассматривают вопросы магнетизма, а именно 
исследование земного магнетизма и магнитных свойств руд из залежей страны, а также некоторых 
сталей, сделанных в Решице.

THE BEGINNING OF TEACHING PHYSICS AT CLEJ UNIVERSITY  
PROP-. ANTHONY ABT'S SCIENTIFIC ACTIVITY

( S u m in a r y)

The authors deal with Anthony Aht's .scientific activity between 1874—1000 the period when he 
worked as professor in Cluj Univirsily. It is tile purpose of this paper to discuss the most important 
works belonging to him, in majority treating problems of magnetism. Among them eve mention those 
regarding the terrestrial magnetism, the magnetic properties of minerals from our country’s deposits 
as well as the steel made in Reşiţa.





EEEKT RONEN S PT N RESONANZ FINI GER CU(II)- 
CHEEATVERBTNDUNGEN DER (EDI KETONE

(Kurzer Bericht)

МГ.ОЬЛК VEZENT.W

Elektronenspinresonauzuntersuchuugen an Cu(II)-Chelatverbindungen wer­
fen zahlreiche Fragen auf, deren Eösung noch viele experimentelle Versuche 
und theoretische Erforschungen benötigt, um die experimentellen Tatsachen zu 
systematisieren und zu erklären.

Bisher wurden im allgemeinen Probleme behandelt, die bei den mit entsprechen­
den diamagnetischen isomorphen Substanzen magnetisch verdünnten Einkristallen, 
sowie beim verdünnten oder niehtverdünnten pulverförmigen Zustand oder in 
flüssigen bzw. eingefrorenen Eösuugen Vorkommen.

Es wurde durch jede dieser Methoden bestrebt, die magnetischen Parameter 
möglichst genau zu bestimmen, indem man Temperatur, Eösungsmittel, Zähigkeits­
und Substituenteffekte untersuchte, um eine Auflösung des Spektrums bis zu den 
theoretisch vorgesehenen Komponenten nachzuweisen, welche die Genauigkeit 
und Fülle der Auskunft, die durch Bestimmungen dieser Art erzielbar ist, gröss­
tenteils bedingen [1, 2, 3, 4, 6, 7].

Anderseits sind verhältnismässig wenige Veröffentlichungen erschienen, die 
eine Übertragung der durch EPR gewonnenen Resultate auf die chemische Struktur 
behandeln. Ihre Zahl hat allerdings in letzter Zeit merklich zugenommenu.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde eine Gruppe von Cu(II)-Chelatver- 
bindungen mit ähnlicher chemischer Struktur untersucht, um mit grösster Wahr­
scheinlichkeit die Unterschiede die in den EPR-Spektren oder in optischen Eigen­
schaften entstehen, den Unterschieden in der Struktur und Zusammensetzung dieser 
Substanzen zuschreiben zu können [9, 10, 12].

Die chemische Strukturformeln dieser Substanzen sind in Abb. 1—7 angegeben.
Die Untersuchung ergab die Bedingungen für die optimale Auflösung in Abhän­

gigkeit von der Temperatur, dem Eösungsmittel und der Konzentration der ent­
sprechenden Substanzen.

Es konnte ebenfalls ein bestimmter „Parallelismus” zwischen dem Verfahren 
an den diamagnetiseli verdünnten eingefrorenen Eösuugen und demjenigen mit 
diamagnetiseh verdünnten Einkristallen in Pulverzustand beobachtet werden.

Abb. 8, 9. stellen das Spektrum der Substanz III (siehe Abb. 3) dar. Abb. 8 
ist das Spektrum in diamagnetiseli verdünnten Einkristallen (in Pulverzustand) 
nach H. P. F r i t z  und B. G о 11 a [8].
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А 1) b. I. Bis-(Moiiothiodiben7.oyhnet!mnato)-Cu(II). (Fp. 154— 155 С). 2. Bis- 
(Iminodibcnzoyl-methanato)-Cu (II). (Fp. 221—223 C). 3. Bis-(Acetylaceton- 
äthylendiiminatoi-Cu (II). (Fp. 144 X ). 4. Bis-(Benzoylpiko!inoylmethanato)-Cu 
(II). (Fp. 229 — 231 "C). 5. Bis-(ísomkotmoylbenzovh!iethanaío)-Cu (II). (Fp. 
242 —244 °C). 0. Bis-(a-piko1ylphenylketouato)-Cu (II). (Fp. 164'C). 7. I'.is-
(x-pikolylcydoliexylketonato)-Cu (II). (I'p. 166 — 166,5CC). if. Spektrum der
Subst. Kr. 3 in magnetisch verdünntem Pulver-Zustand nach H. P. Fritz, B. 
Golla [8]. 9. Substanz Nr. 3 in Chloroform 80,Jo -f Toluol 20%. Konz. 7, 
83.10- * g/cm*, Mod. 3 Gauss, t - 77 °K. 10. Spektrum der Snbst. Nr. 7 in 
Pulver-Zustand bei 77 °K. 11. Spektrum der Subst. Nr. 1 in Benzol. Konz. 
3,10_ * g/cm*, t ; - — 79°C. 12- Spektrum der Subst. Nr. 1 in Benzol. Konz. 
ЗЛО-3  g/cm3, bei t =  — 50°C. 13. Spektrum der Subst. Nr. 4 in Pulver-

Zustand bei 77 CK.
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Dieser „Parallele nms” hängt sowohl von der Substanz, wie auch vom Lösungs­
mittel ab.

Es scheint gleichzeitig n oghch Temperaturbeiliugungen festzustellen, in Abhän­
gigkeit von der Substanz und vorn Lösungsmittel, die zu einein ,,Parallelismus”

и _ h

/4
V  V

V,

16

1*

л Л
fi I I \

V \ V 'V

y N w  ' f  ' > v i.

15 ff

19

Ül.m >---

18
А b b. 14. Spektrum (k r Subst. Nr. (S in Xylol. Konz. 1.10—3 g/cm3, bei -f25°C. 
Mod. 3 Gauss. 15. Spektrum der Subst. Nr. 7 in Xylol. Konz. ЗЛО-3  g/cm1, 
bei t •= 25‘C. Mod. 5 Gauss. 10 1!(. Spektrum der Subst. Nr. 1 in Benzol.
Konz. 3. IO-3 g/cm3, t = -I 19°C, +  84 C, u. -16"C . 19. Spektrum der Subst. 

Nr. 4 in Xylol bei 77°K. Konz. l(W3/cm3 Mod. 2 Gauss.

zwischen den .Spektren des unverdünnten Pulvers und der eingefrorenen Lösung 
führen (Abb. 10, 11, 12, 13).

Man kann einen Vergleich zwischen Abb. 12 und 13 machen.
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Die Substitution des Phenyl-Radikals in Substanz Nr. 6 durch Cyclohexy] 
(Substanz Nr. 7), hat als Folge eine Verschmälerung der Hyperfinnstrukturlinien. 
die zu einer besseren Auflösung der Digandenhyperfeinstruktur führen (Abb. 14, 15;.

A b h . 20. Spektrum der Subst. Kr. 5 in l’yridiu. Kunz. 4,5.10“ 2 g/cms 
t =  4-91 °C. Mod. 4 Gauss. 21 — 22. Substanz Nr. 5 in Dimethylformamid 
80% 4- Toluol Konz. 6,2.10“ *. Mod. 8  Gauss, t  —• 4-28 ”C, -  166 C, Mod. 9 
Gauss. 2,‘i. Substanz Kr. 4 in Xylol. Konz. 1.10“ 3 g/cui3. Mod. 2 Gauss, 
t =  4-25°C. 24. Substanz Nr. в in Pyridin. Konz. 6,5.10“ 3 g/cm3. Mod. 5 
Gauss, t =  77 °K. 25. Substanz Nr. 3. in Xylol. Konz. 3.10“ 3 g/cm3. Mod. 7 
Gauss, t  — 77 “K. 20. Substanz Nr. 2 in Dimethylformamid - Tetrachloridkoh- 
lenstoff, 4- Chloroform, 4- Toluol. Konz. 1,58.10“ 2 g/cm3 t - 77 K. 27. Substanz 
Nr. 3 in Tetracliloridkolilenstoff 72%, 4 - Äthylalkohol 28°,,. Konz. 1.Ю“ 3 g/cm’, 
Mod. 5 G, t  =  4-25°C. 28. Substanz Nr. 2 in Chloroform. 50% 4 - Tetrachlorid- 

kohlenstoff 50%. Konz. 1.76.10“ 3 g/cm3. Mod. 2 Gauss, t — r 25°C.
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Ausserdem entstehen Unterschiede zwischen den Formen der entsprechenden 
Absorptionslinien in Pulverzustand und zwischen den optischen Eigenschaften 
der Kristalle.

Im Falle der »Substanz Nr. 1 in flüssiger Lösung, sowie bei niedrigen Tempe­
raturen im Falle der Substanzen Nr. 1 Lind 4, ergaben sich zusätzliche Signale, 
die vermutlicherweise „verbotenen” Übergängen zuzuschreiben sind. »Signale dieser 
Art wurden bisher bei Cu(II)-Chelatverbindungeu in der Lösung noch nicht fest- 
gestellt. (Abb. 16, 17, LS, 19).

Mit Hilfe der Ligaiulenhyperi'einstruktur konnten wir Unterschiede in der 
Metall-Ligandenhinduiig ties »Stickstoffkerns feststellen, in Abhängigkeit von der 
Lage des N-Atoms in Ligande n (sterische Effekte). Die »Substanzen Nr. 4 und 5 erge­
ben keine Ligandenhyperfeinstruktur (Abb. 20, 21, 22, 23).

Die »Substitution der S(tliio)- durch die N(imino)-Funktion hat eine Linienver­
breiterung zur Folge (siehe Abb. 1, 2, 16, 18, 28).

Wir bemerken auch Unterschiede zwischen den optischen Eigenschaften und 
den Röntgenspektren beider Substanzen.

Es ist möglich auf Grund der EPR-Spektren eine Ähnlichkeit zwischen den 
zwei- und vierzälmigen Cu(II)-Chelatverbindungen festzustellen, wenn diese »Sub­
stanzen in bestimmten Lösungsmitteln und bei »Stickstofftemperatur gemessen 
werden (Abb. 25, 26, 27, 28).

In manchen Fällen ergab sich eine Ligandenhyperfeinstruktur, die eine Koor- 
diiiationszahl von 5 oder 6 des Cu(II) aufweist. (»Siehe Abb. 26, 24).

Das Verhalten in der Lösung der »Substanzen Nr. 1 und Nr. 3 lässt einige 
Isotopie-KfiVlcte in Erscheinung treten. (Siehe Abb. 15, 16, 17, 18, 21, 22, 2Э.)

Die Untersuchungen bei »Stickstofftemperatur (77 °K) weisen die Existenz 
zweier Komplexe auf |8 i, die entweder ,,Cis-Trans”-Lsomerie einerseits, oder Dimer­
zustände anderseits sein können.

1 )ie Temperatiirabhängigkeitsiintersuohungen weisen einen Unterschied zwischen 
den Ilyperfeininstrukturlinien, der Linienform, der Aufspaltungskonstaute, der
Linienbreite und Amplitude, ihrer Abhängigkeit von der Zähigkeit und der
kern magnetischen (luanteiizahl auf.

Die Asymmetrie der Linien und die Gestalt der Spektren kann in manchen 
Fällen auf Grund der Rotationalspinwechselwirkungen erklärt werden. (Siehe 
Abb. 17, 20, 30, 31, 32, 33). ”2

In Abb, 11, 12. 16, 17, 18, 32, 33 sind einige Spektren dargestellt, in denen die 
Hyperfeinstruktur, die Isotopenhyperfeiustruktur, die zusätzlichen »Signale (Abb. 
16, 18, 19, 29) und die Temperaturabhäugigkeit im Falle der Substanz Nr. 1,4 
sichtbar sind. Ein Vergleich zwischen Spektren von Abb. Nr. 33 u. 34 weist auf 
die Relaxationsabhängigkeit von der kernmagnetischen Qnautenzahl, den verschie­
denen Lösungsmitteln entsprechend hin.

Die EPR-Spektren wurden in einer Reihe von reinen Lösungsmitteln niedriger 
und hoher Zähigkeit, sowie in Solventgemischen bei Zimmertemperatur, Stick- 
stofftemperatur, und in einigen Fällen in einem grösseren Temperaturbereich unter- 
und oberhalb der Zimmertemperatur aufgenommen. Die Substanzen, die mit dem 
Polarisationsmikroskop untersucht wurden, zeigen Struktureigenschaften, die mit 
den EPR-Ergebnissen übereinstimmen.

Die Messungen wurden im X-Band der JES-3 В und 3 B—Q Spektrometern 
mit 100 kHz Modulation durchgeführt.
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A b b . 2!l. Substanz Xr. 1 in Xylol -j- Pyridin. Konz. 1.10 " 3 gent', .Mod. 5 
Gauss, t - 77 °K. dll :ll. Substanz Nr. 1 in Dimethylformamid. Konz. 
1,7.IO"2 у/cm3, Mod. 4 Gauss, t  =  + 1 0 5 ° C  u. -f 21°C . 112. Substanz Nr. 1 in 
Pyridin, Konz. 1,46.IO-2  g/cm3, Mod. 4 Gauss, t  = +  125°C. d:l. Substanz Nr. 1 
in Tetrachloridkohlenstoff 75% -f- 25% Chloroform. Konz. 5 ,6 5 .1 0 “ 8 g/cm* 
t =  — 75°C . 114. Substanz Nr. 1 in Benzol. Konz. 3 ,1 0 - * g/cm3. t - — 36°C.

Das Magnetfeld wurde mit einem Autodynkernresonanzverfahren gemessen. 
In einigen Fällen wurde DPPH als Vergleichsprobe benutzt1.

Die ausführlichen Resultate und die Interpretation der Spektren werden in 
späteren Veröffentlichungen erörtert.

(Eingegangen am 10. April 1941)

1 Für die Unterstützung dieser Arbeit danke ich Prof. A. Bösche und der 1ÎPR- Gruppe, Dr. H- 
Schmidt vom Physikalischen Institut ; Dr. Ii. Uhlemann, Dr. H. Henuig vom Chemischen Institut 
der Karl-Marx-Universität in Leipzig; Prof. I. Ursu und der Gruppe des Festkörperslabors der Babeş- 
Bolyai Universität in Cluj.
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KHZONANŢA ELECTRONICĂ DE SPIN EA UNII COMPUŞI CHELATICI AI Cu(II)
CU ß-DICETONE

S-au studiat prin metoda RPE un grup de chelaţi ai Cu(II) eu ß-dicetone. Măsurători Röntgen 
şi cristalo-optice au dus la rezultate concordante cu cele obţinute prin metoda RPE.

S-au determinat condiţiile optime de rezolvare a spectrelor în funcţie de solvenţi, concentraţie 
şi temperatură.

S-a pus în evidenţă structura hiperfiuă, hiperfină de liganzi extrahiperfină structura izotopică 
şi nişte semnale suplimentare care sínt atribuite unor tranziţii ,,interzise”.

Dependenţa relaxării de temperatură şi nr. cuantic magnetic nuclear a fost studiată într-un inter­
val larg de temperaturi pentru mai mulţi solvenţi şi substanţe.

S-a găsit o corespondenţă între metoda de cercetare RPE în pulbere de m onocristal magnetic diluate 
şi măsurătorile în soluţii îngheţate. S-a pus de asemenea în evidenţă în anumite condiţii de temperatură 
un paralelism între măsurătorile RPE în pulbere magnetic nediluată şi măsurătorile efectuate la tempe­
raturi joase în diferiţi solvenţi în funcţie de concentraţie.

Efecte de hidrogenare a nucleului benzenic, de substituire a funcţiei S cu N, indicaţii asupra coor- 
dinării suplimentare aCu(II), „efecte sterice de liganzi”, paralelism între chelaţii bidentaţi şi tetradentaţi 
etc., în sensul aplicării metodei RPE în chimie, au fost de asemenea urmărite şi studiate.

(Comunicare preliminară) 

( R e z o  m a t)

urmărită şi în unele cazuri poate fi

interpretată cu ajutorul interacţiunii spin rotational.
Spectrele au permis determinarea parametrilor magnetici.
Interpretarea detaliată a rezultatelor va urma în comunicări ulterioare.

10 M uthem atica-P hysico  2/1967
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ЭЛЕКТРОННЫЙ ПАРАМАГНИТНЫЙ РЕЗОНАНС НЕКОТОРЫХ ХЕЛАТНЫХ 
СОЕДИНЕНИЙ Cu(II) с ß-ДИ КЕТОНАМИ 

(Письмо в редакцию)

(Р е з ю м е)

Методом ЭПР изучена группа хелатов Cu(II) с ß-днкетоначи. Рентгеновские п крнсталло.ш 
тические измерения привели к результатам, соответствующим с результатами, полученными мето­
дом ЭПР.

Определены оптимальные условия решения спектров в зависимости от растворителей, концен­
трации и температуры.

Автор выявил сверхтонкую, гиперсверхтонкую и изотопную структуру п дополнительные сиг­
налы, приписываемые некоторым ..запрещённым” переходам.

Зависимость релаксации от температуры н ядерного магнитного квантового числа была изучен; 
в широком температурном интервале.

Установлено соответствие между методом исследования ЭПР в порошке магнитно разбавлен­
ных монокристаллов и измерениями в замороженных растворах. Выявлена также в определённых 
температурных условиях параллельность между измерениями ЭПР в магнпто концентрированном 
порошке и измерениями, произведёнными при низких температурах в различных растворителях 
в зависимости от концентрации.

Изучены также эффекты гидрогенизации бензолового кольца, замещения функции А функцией 
N,  получены сведения о дополнительной координации Cu(II), о ,.стерическнх лигандных эффектах” ,
о параллельности между бидентатными и тетраденттнымп хелатами и тли. в смысле применении 
метода ЭПР в химии.

Зависимость ширины линии и амплитуд была также прослежена и в некоторых случаях

её можно интерпретировать с помощью спин ротационального взаимодействия. 
Спектры позволили определить магнитные параметры.
Подробная интерпретация результатов будет дана в последующих сообщениях.
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J о а с h i in L a ni 1) и к, Let-lures он Biiijjs 
auri Modules. Blaisdell Publishing Company, Walt­
ham, Massachusetts, Toronto-London. 196в. VITT 
- 184 pp.

The stated inti nt of the author is an i n t r o ­

duction to the theory of associative rings and to 
the homological algebra, h'roni the author's intro­
duction : “The introductory Chapter One attempts 
to cover enough of the fundamental concepts of 
algebra to make tinse notes self-contained. Chap­
ter Two contains selected results in the case of 
Boolean and other commutative rings, even if 
some of these results are treated in greater gene­
rality later. Chapter Three deals with the classical 
structure theory of associative rings, anything 
that can be done conveniently without the con­
cept of “injectivity”. In Chapter Four, injective 
modules and rings of quotients are studied in some 
detail. Chapter Five offers an introduction to 
homological algebra, culminating in a new tech­
nique for chasing squares.” A more defruled idea 
of the contents of the book is given by the chapter 
titles and principal topics in each chapter. I. P'uii- 
daiuental concepts of algebra. 1. Rings and rela­
ted algebraic systems; 2. Subrings, homomor- 
phisms, ideals ; 3. Modules, direct products, and 
direct sums; Classical isomorphism theorems. IT. 
Selected topics on commutative rings. 1. Prime 
ideals in commutative rings; 2. Prime ideals in 
special commutative rings; 3. 'The complete ring 
of quotients of a commutative semiprime ring ; 
4. Rings of quotients of commutative semiprime 
rings; 5. Prime ideal spaces. TII. Classical Theory 
of associative rings. 1. Primitive rings; 2. Radi­
cals; 3. Completely reducible modules; 4. Com­

pletely reducible rings; 5. Artinian and Noethe- 
rian rings ; в. On lifting idempotents ; 7. Local 
and semiperfect ring's. IV. Injectivity and related 
concepts. 1. Projective modules; 2. Injective mod­
ules ; 3. The complete ring of quotients; 4. Rings 
of endomorphisms of injective modules; 5. Regular 
rings of quotients ; 6. Classical rings of quotients ; 
7. The Faith-Utumi Theorem. V. Introduction to 
homological algebra. 1. Tensor products of modu­
les; 2. llom  and @ as functors; 3. Exact sequen­
ces ; 4. Flat modules ; Torsion and extension prod­
ucts. The book also gives a brief exposition of 
some recent work by Passmann and Connell on 
tile group ring (Appendix 2) and includes an appen­
dix by Connell himself (Appendix 3). This was 
published for the first time in book form. The 
same observation refers also to the concept of 
the complete ring of quotients of an arbitrary 
associât ire ring, which has emerged from the 
work by Johnson and Utuini. That has been ap­
plied to Goldie's Theorem on Noetherian prime 
rings. Each paragraph contains many exercices 
which contribute to the understanding of the 
theory and add to the theory itself. The book 
contains also a list of 182 references. The proofs 
are rigorous and elegant. The style is clear. The 
presentation is compact. Therefore the reading of 
tile above book n quires a great attention. Very 
few minor errors wire encountered, all of a typo­
graphical nature. Although the author désignés 
this book primarily for graduate students, it may 
be utilized in t h e  research, too. The book has 
many special methodic and scientific qualities.

I. GY. MAURER





C R O N I C A

DIţ/, VOLTAK KA tX SUR! H IXTRK \G .\  A IXYKRSKI UNUI РШЛ XOM
Rezumatul disertaţiei susţinute la 10 mai 1906, la Universitatea ..Bnbeş . liolyai” din Cluj, 

de NICOLAK V. GIIIRCOiAŞIU pentru obţinerea titlului de doctor în matematici

Se consideră dezvoltarea în serie după puterile variabilei r a inversei unui polinom P(x) de gradul 
ii, cu coeficienţi reali

1 1
P(x) (1 — £t ! Д,-) ( 1 - . . .  (1 anx)

p xx -r р гх г p rx< ( 1 )

unde a v a2.........an sínt inversele rădăcinilor polinomului P(.v), iar />, este funcţia simetrică şi omogenă
de gradul r

p ,  T ,  a \ ' < o  . . .  и ’, : ’ -

suma extinzîndu se la toate valorile ini regi ncnegative ale indicilor iŢ.........i H, aşa ca i ,  — i» г . . .
. . . r  t„ - r.

Rrohlemele fundamentale din lucrare sínt de a găsi condiţiile ce trebuiesc impuse numerelor a ,,
.........«n pentru ca toţi coeficienţii p r să fie pozitivi ilicepîlid cu un anumit rang.

C o n d i ţ i a  x . Condiţia necesarii pentru ca sn ia  de puteri (11 să aibă cnrjîncutii  nenegativi, este ca 
una dintre rădăcinile cu cel mai mic modul ale polinomului Г f.v; f u  po.iţiră.

"Rezultatele mai importante se obţin eu ajutorul unui sir de teoreme, dintre care amintim 
T i  iO R FM .A  Д. Daca rădăcinile pot imunului ! i{x) '.ini toate rente ei Cooidiţia X  esh1 îndeplinită, din dez­
voltarea, (1) se poate scădea mi p :dinom astfel incit .oria rămasă sa nit>a nnwai cort arienii neneoativi. Se 
dă o metodă pentru determinarea g radului podi,nunuloi care se sanie.
I  F Ó R U M A  B. Dacă pentru fioUnoniul .Pix) este îndeplinită Condiţia X. din dezvoltarea (D se poate 
scădea un polhnoii, astfel incit  seria rămasă să aibă numai coeficienţi иепецаСоХ, dacă invemete lădăci- 
nilor complexe ah polinomului t he)  ,s< <;ăsrsc îidr-o vecinătate a vripinii.

în  ultima parte a lucrării se dau aplicaţii referitoare la convergenţa seriilor cu termenii daţi de 
o relaţie de recurenţă liniară, rezolvîndu-se şi problema nr. 4698 propusă în ..Gazeta matematică” Bucu­
reşti (1935) de către acad. T. P o p o v i c i u, de la care a pornit lucrarea. Se generalizează de asemenea 
unele rezultate referitoare la rădăcinile secţiunilor seriei (1), rezultate obţinute de !.. a g u e r r e, ăl. 
G h e r m ă u e s c u, N. O b r e c h к о f f, T. Г о p о v i c i u şi B. T c h a к a 1 о f Í.

CONDUCĂTOR ŞTIINŢIFIC :
A cad . prof.  G IvO R G K  C Ă Ţ U G Ă R 1 ÎA X U  
R R F F . R F N T Í  :
- - Prof. dr. KI.KNA MURGULKSCU

(Institutul politehnic Bucureşti).
Prof. dr. docent DUMITRU V. 
IOXFSCU (Universitatea din Cluj).

-  Prof. dr. docent ADOLF IIAIMO- 
VICI (Universitatea din Iaşi).
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Şedinţe  de c o m u n ică r i  a le Fac i l i ta ţ i lo r  tie Mate-  
ina tiea - i i ieean iea  şi Fizica in 1ÍM5K.
/ 1 ianuar i e

P. Mocanii, Despre stelaritatea şi convexi- 
latea funcţiilor oloniorfe.

I. Stan, I. Pop, Mişcarea unui fluid viscos 
in prezenţa unui cîmp magnetic.
23 februarie

AL P>6(ii, O nouă metodă de măsurare a 
constantei dielectriee în ghizi de microunde.

M. Cristea, !. Stan, Ï. Pop. Influenţa varia
1 iei tâmpului magnetic asupra undelor Al íren.

M. Popescu, Asupra manualului de fizică al 
lui Enmnoil Bacaloglu.
2 martie

l. Pop, I. ('■><ma. Antiferomagnetismul alia­
jelor de Ni —Cu.

A. Moţii/, /.. Stăuescu, L. Maxim,  Studiul 
structural al sistemului de Be(>- Cr.,0...

0 .  Cristea, Compuşi semiconductor! din crupa
• w v -
ii martie

p. Constanţinescu, Г. Militam,  Producţia de 
entropie în fenomenul de polarizare dinamică a 
electronilor.

Cristen G., Semiconductor! de grupa A///P*j• 
(Preparare sub formă de monocristale).
/7 martie

Gh. Pic, Despre o teoremă a lui Yl. Dial*. 
/. Munleanu . Aplicaţii complet compacte 

intre spaţii uniforme.
/6 mai (ie

1, Vr<:\  I. Barbar, Studiul prin rezonanţă 
electronică tic spin a defectelor produse prin ira­
diere дат а  în compuşi cu azot şi sulf.

P. Gioarâ, Lucrul de extracţie. Informare. 
23 martie

Ii. Magyan, l. Läufer, O problemă referi­
toare la teoria câmpului.

G. Cristea, Semiconductor! din grupa Л //;В Г. 
Preparare sub formă de monocristale.
30 martie

V . Pus/rAs, G. llonca, O instalaţi!.- pentru 
măsurarea rezistentei electrice si a constantei Ilall 
la semiconductor!, in regim de impulsuri.
V aprilie

/•'. Padó, Citeva probleme din teoria ţesu­
turilor.

t'. Kálik, P. Szilágyi, Probleme Dirichlet de 
tip Xocther.

,/. Kolumbien, Despre citeva probleme de 
aproximaţie optimală.
13 aprilie

V. Mercea, Consfătuirea internaţională de 
s p e c t ro m e t r ie  de masă (Viena, 28. I I I -  2. IV. 1966). 
20 aprilie

V. Cristea, Creşterea monocristalelor de rutil 
aliat cu niobiu şi studiul proprietăţilor lor elec­
trice (Expunere. Teza de doctorat susţinută la 
Universitatea din Leningrad în 1965).

■ I mai
Al. Podi, P. Paican. Măsurarea constantei 

dielectriee complexe şi a susceptibilităţii magne­
tice complexe iu cavităţi de rezonant:' dreptun­
ghiulare la frecvenţe foarte inalte.

Г. M ihäilescu, C. Cristea. AL Xicula, Influ­
enţa câmpului cristalin asupra despicării nivelelor 
energetice a ionului de Y3 U

Л. Cişmau (Universitatea Timişoara), Feno­
mene de stratificare spontană la pături subţiri 
depuse electrolitic.
6 mai

A. Lösche (Universitatea ,,Karl Marx” din 
Leipzig), Paramagnetic Investigations of Dopped 
Crystals.
13 mat

/). Stanca, Limbaje «le programare automată. 
M. Padulescu, Proprietăţi ale primitivei.
M. Ja/obeauu, \snpra ordonării parţiale a 

grupurilor.
20 mai

C. A. Hogarth (Colegiul Brunel-Londrag Dcz 
voltarea învăţanunţului ştiinţelor fizice la Cole 
giul Brunei.
/ iunie

l. (Ö og Unele aspecte ale cercetărilor de 
fizică din R. S. P. Iugoslavia.

I. Parbm, Lucrările celui de al li-lea .Sini 
pozion de chimia radiaţiilor, Tihany (Ungaria). 
1968. J

F. Kelemen, P. C m r a m i  (J.F.B.u I. Л7da,
D. Xiculcscu (I.F.B.). t « »nductivilateu Srmică şi 
electrica a CdTc şi a unor soluţii Ce C-’Tc. CdS. 
CaTe, Cd Se. 
в iunie

T. Pop, G. l/oaca, Efectul Ilall în aliaje de 
Ni-Sn.

P. Paican, C. Păli ntfţi, A. !h -d i , Măsurarea
mior parametri ni feritelor de tipul a
: bfCr.O,) X,(XiO) XdZnO) in 1

(I-'e.ăb) • 
*amla X.

10 iunie
G. Ctii Найт ап ii, Asupra separate 

supra feţe închise.
»arelor pe

I. Hu<. Asupia problemei lui 1 iiricblel.

21 iuUu
1). lit iţii e . Deplasarea de frecvenţ:s în a pro-

ximaţia Ibru cea mai joasă.
]). Demro, P. C> nstunliuescu, Relaţii de dis­

persie timpi de relaxare, deplasări de frecvenţă.
L. Constanţi nescu (I.P.A.-Cluj), Intensitatea 

liniilor tranziţiilor interzise.
7 7 noiembrie

G. Călugăream!, Congresul Internaţional al 
Matematicienilor de la Moscova.

Gh. Chiş, A. PAI, T. Oproiu, Variaţia cle­
mentelor orbitale ale sateliţilor artificiali.

L  Kvlumbdn, Despre o teoremă a lui I .Sin­
ger.
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!) decembrie
COMEMORAREA PROFESORILOR N. 

AIIRAMESCU ŞI OH. RRA'1'Г. Au luat cm in­
tui acad. prof. G. Călugăreanu, acad. prof. C. la, ol, 
prof. !). Г. Ionosat, prof. Ch. Chie.

I. C'y. Mtimrr.  Despre o afirmaţie a lui 
I). van Dantzig.

/. Pop, Asupra stratului limită nestaţ ii m al­
din jurul nuni corp.

Piirlifiiiări la maniieslări şliinliiicc din slrăiiiâlale 
in Itllili. ( lacul lalea de iiialemalieă-meeanii ă | .

COLOCVTEL ПК КСТАТИ FUNCŢIONA I.K 
DIN MISKOLC (R. P. UNGARĂ), 23- 25 MAI.

Prof. I ». Г. leneseit, Sur quelques exten­
sions de l’équation fonctionnelle de I). Poinpeiu

Lcct. /. (a . Mu tirer — asist. Л/. Saho.vi. 
Uber eine Entergruppentopologie der Operator 
gruppen.

CONORF,5ГL INTERNAŢIONAL AL MA 
TEMATICI EN I LOR DK LA MOSCOVA. H! 2d 
A KOKST.

Acad, prof, li. Călugărea и и , .Sur les courbes 
fermées tracées sur une surface fermée orientable.

Acad. prof. T, Popodéin, Conservation de 
Failure des fonctions par interpolation.

Couf. P. Mocano, Sur les propriétés d’étoi- 
lement de la représentation conforme.

Coni'. E. Popoeic’, Sur l’étude comparative 
des ensembles iuterpolateurs.

Lect. A. AVy, Fu processus infini généralisé 
et ses applications an calcul numérique.

COLOCVII’I, KOKADIFF-2. I1RATI SLA V A, 
1 7 SEI’TEMli RIK.

Acad. prof. T. Popoint'ut, Remarques sur 
mi critère <>e comparaison des équations différen­
tielles ordinaires au point de vue de leurs propri­
étés interpoîatoires.

C'OLOCViri, DK TKORIA KKXCŢIILOR 
ŞI TOPOI.OOIK, CRACOVIA. SEPTEM II RIE.

Coût. P. Moranti, Sur les fonctions nuira
lente..

SIMPOZIONUL INTERNAŢIONAL ÍX 
PROBLEMA „CERCETĂRI ŞTIINŢIFICE CF 
A Н 'TORl’L OBSERVĂRII SATELIŢILOR AR 
TÎKICIALI AI PĂMÎXTULUT", POTSDAM, 21 
28 OCTOMBRIE.

Prof. C,h. Cillé, couf. A. Pál, cercet. T. Opruiit, 
Oprcdclcuic nekotorîh elemeutov orbiţi sputiiika 
Kosmos-44 iz uabliudenii, provedonîh v programe 
..Interobs". *

Prof. J). I’. Imiescu a ţinut următoarele
conferinţe iu R .S. Cehoslovacă, mai 1988 :

— Reprezentarea diferenţelor divizaţi prin 
integrale definite (19 mai, Kniversitatea din l’raga;.

— Resturile formulei de cuadratură a lui 
Gauss şi P. Túrán (20 mai, Universitatea din 
Brno).

Conf. C. Kalih a fost ín IVR.S.S., pentru 
documentare, între 15 septembrie—15 noiembrie.

Asist. 1. Vindea a fost la Universitatea din 
Moscova, pentru specializare, intre 22 octombrie — 
22 decembrie.

Asist. /. A. Rus a fost trimis pentru specia­
lizare la Universitatea din Inmd (Suedia), pe 
tinin de 8 luni (octombrie 1988- iunie 1987).

Pai  (ii iliâri la m anilV slăr i  ş l i in l i i ice  din Iară

SESIUNEA DE COMUNICARI ŞTIINŢI­
FICE ÎNCHINATĂ CELEI DE А -15-Л ANIVER­
SĂRI A P.C.R.. CLUJ. 8 MAI.

С. Calugai ca и и . A-uipra unor tranxfoimări in 
spaţii metrice.

I). Г. loiuéfii, Aplicarea unor formule re 
cubatură îa calculul cu aproximaţie dată а ши i 
integrale duble.

P. Mocanii, Asupra proprietăţilor de coli 
vexitate şi stelaritate a transformărilor conforme.

/•’. Radii, Despre o schemă generală de calcul 
privind o clasă de problemă de optim.

A DOUA SE.S1EXE ŞTIINŢIFICĂ A TI 
N K R E T U L U r .  BUCEREŞTÎ, 2 0 - 2 2  MAI.

I. Pop, Scurgerea nestaţionară din jurul 
unui disc rotitor în prezenţa unui cîmp magnetic.

1. Pnrdea. Generalizarea produsului a două 
relaţii binare.

SIMPOZIONUL DE CIBERNETICĂ OR­
GANIZAT DE FILIALA DIX CLUJ A S.Ş.M. 
LA TIMIŞOARA, MAI.

Ii. Pope,viciu, Aplicaţiile matematicii in me­
dicină.

SESIUNEA ŞTIINŢIFICĂ A INSTITU­
TULUI PEDAGOGIC DE 3 AXI DIX ORADEA. 
14 -1 5  MAI.

А. \< у. Despre serii în spaţii ordonate.
/. M amşciac, Infrapolinoame şi legătura lor 

eu derivata unui polinom.

AL III-LKA CONGRES IXTKRBALCANTC 
AI, MATEMATICIENILOR. BUCUREŞTI, 12 
19 SEPTEMBRIE.

G. Călugăream!, Sur les générateurs du groupe 
d’un noeud.

T. Poţi,O,- ICI n, Eue formule de moyenne de 
N. Ciorâiiescu et certaines généralisations de la 
formule de Simpson.

Gh. Chiş, Aspecte ule îuvăţămmtului astro 
Horniéi în liceu.

Gh. Pic, Sur la notion de complement dans 
les réticules (lattices) distributifs.

C. Ráüli - P. Süliig vi, Despre problema lui 
Diriddel pentru sisteme (are eliptice.

P. Mocana, Sur la géométrie de la repré­
sentation conforme.

li. Popoviciu, Observations sur Papproxima 
tion des fonctions continues.
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F. Radó, fí. Orbán, Interprétation géomé­
trique (le quelques propriétés extréuniles et appli­
cation à l’étmle de l’erreur globale des nomogram- 
nies à points alignés.

F. Radó, Le demi-anneau des endomorphis­
mes d’un semigroupe et son application à la réso­
lution d’un problème d’ordonnancement généra­
lisé.

A. Taint, T. Petrilâ, Sur les vibrations dans 
les châteaux d ’équilibre.

P. Fugitif, R, Sandovici, M. 'Ţarină, Sur 
le groupe des mouvements des espaces Vyvqui 
admet X champs de vecteurs isotopes parallèles.

.1/. Prcnkcl, Contribuţii la studiul unor poli­
noame mininiizante.

I. Maruşciac, Infrapolinomî i ekstrenialnîc 
re.şenia differeutialnîh uravnenîi.

I. (iy. Maurer, / .  Virág, Sur le théorème 
de Cayley concernant les groupes finis.

/. O y. Maurer, M. Szilágyi, Sur quelques 
topologies définies sur l’ensemble des applications 
univoques d’un ensemble dans un groupe d’opé­
rateurs.

1. Munteanu, Sur la convergence quasi-uni­
forme.

Л. Ney, Sur la rapidité de convergence de 
quelques compléments concernant la théorie clas­
sique des séries.

M. Rădulescu, Ob odnoi obobşenii ponatie 
integrali.

li. Schechter, Convergence Considerations for 
a Second Order Method of Approximate Solution 
of Parabolic liquations.

M. Ţarină, Kspaces A„ sous-projectifs à 
groupe maximum de mouvements.

/ .  Kolumbáи, Despre o problemă de apro­
ximaţie optimală.

Gr. Moldoeau, Asupra aproximării funcţiilor 
de două variabile prin polinoamele lui Hornstein.

P. Pavel, Asupia unei formule de cuadra- 
tură de tip Túrán.

I. Pop, Asupra stratului limită nestaţionar 
din apropierea unui disc rotitor.

M. Schechter, Relations de préordre.

SESIUNEA GENERALĂ ŞTIIN'ţTElCĂ A 
ACADEMIEI REPUBLICII SOCIALISTE RO­
MÂNIA CU OCAZIA CENTENARULUI ACA­
DEMIEI, BUCUREŞTI, 2 1 -2 4  SEPTEMBRIE.

T. Pupoviciu, Asupra unor probleme de ana­
liză numerică.

/Г. Pnpoviciu, Mulţimi de funcţii care au o 
proprietate de interpolare.

COLOCVIUL „MODELE ŞI METODE MA­
TEMATICE APLICABILE ÎN PRACTICA”, BRA­
ŞOV, 23-2(5 SEPTEMBRIE.

D. V. lonescu, Metode matematice noi d( 
integrare a ecuaţiilor diferenţiale de tip Adams

F. Rad'), O generalizare a problemelor d( 
ordonanţare.

E. Scheohler. Metode explicite şi impliciţi 
pentru integrarea numerică a ecuaţiilor de ii] 
parabolic.

Gh. Mintia. O formulă de cvadratură cu 
cinci noduri cu gradul de exactitate 5.

COLOCVIUL „APUCAŢII ALE TEORIEI 
FUNCŢIILOR COMPLEXE ÎN MECANICA ME 
DIILOR CONTINUE”, SINAIA, (5 9 ОСТОМ
BRIE.

I. Pop, Asupra stratului limită periodic tri­
dimensional.

SEMINARUL „.METODE MATEMATICI 
ÎN ORGANIZAREA ŞTIINŢIFICĂ A PRODUC 
Ţ IEI”, BUCUREŞTI,’ 1 4 -1 7  NOIEMBRIE.

F. Radó, !.. Kémeit, Programarea în timp 
a fabricaţiei.

Vizite.

Facultatea de Matern.itică-mecanică a fost 
vizitată îti anul 19(5(5 de următorii oameni d( 
ştiinţă din străinătate.

3 iunie
Cotii. dr. A mir,is Kása (Budapesta!.

3 — h iunit
Coni. dr. Sándor Cacsdtyi (Debreţin), 
g’onf. dr. Udai l.dar.v (Budapesta).

17--79 iunie
Prof. I. I). Jnngalovici (Leningrad).
Dr. Г. U. I.aviloviki (Observatorul astrono 

mic Pulkovo).
Dr. Г. M. Salmler lObservatoru! astronomii' 

Pulkovo).
74 oclonibiie

Prof. dr. Iosif Kitel ue  (Pragai.
19 octombrie

Prof. dr. Ákos Császár (Budapestei.
22 - 26 decembrie

Prof. dr. M. Allmann (Varşovia).
Cerc. dr. 1. Plonk a (Wroclaw).
Asist. .S'. Pajllowic: (Wroclaw).

în trep rin d e re a  Poligrafică Cluj 4(jg 1967





Abonament anual: 20 lei seria, 160 lei toate seriile. Abona­
mentele se fac la oficiile poştale, prin factorii poştali 

şi difuzorii voluntari din întreprinderi şi instituţii.

Preţul 10 lei


