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KOHEYHBIE HETIPEPLIBHBIE IPOBU (1)
llenpie HenpepbiBHbIE ApOGH

3. JAHH

1.1. ITousitus;, ynorpeGaéuusie 8 paGote [1] coxpansTca. MHOXeECTBO BCeX
neJblX HENpephlBHBIX JApofell cocTaBadeT TPynny ¢, TOMKIECTBEHHVIO C TPYTIIONi
MaTpHI{ BTOPOro MOPSIAKA € HOPMOIi-UeJ0H eluHHueld, onpe1e éHHON HAL KOJBUOM
ueapx yuced. Haspauus: noJoxkutesabHasi nenasi HenpepsisHas Apo0b M HaTypanb-
Has nenpepsipHasl JpoOs OVAYT ynorpeGaeHnl B ToM ke cmplcae. OTpuuaresbHas
fes1as HenpepniBHast Apolh - Z-NPOTHUBONOJOXKHA TOJOXKUTEJbHOA Hea0H Helnl-
pepuiBHoOll Apo6u Z. AGcomoTHoe 3HaueHne |Z| MOJOKUTENbHOR HAH OTPHUIATENbHOM
ue.10i1 HenpepnBHON ApoOH / [CJAYUYUTCS TepeXoAoM K abcoMIOTHOMY 3HAYeHHIO
saemenToB. lletas nenpepwiBHast 1po6b, He SIBASIOMIAACS HU IIOJOXKHTEJAbHON, HH
OTpHLATEAbHOI, HA30BEM CMeWaHHOIl 1ea0li HenpeprBHON ApPOoObIO.

1.2. Tpynny & MOXKHO HHTEpHpeTupoBaTh KakK o06JacTe onepaTtopos Z B
CMBICIE BHYTPEHHHX aBromopdusnes, ZYZ ! = X, T.€

XZ =27Y. (1)

ABTOMOp(hHAsA 3KBHBAJIEHTHOCTL NEJbIX HenpepuiBHBIX 1pobeit X u Y, onpege-
JEéHNnasg TakuM o6pas3oM, sBJSIETCs COOCTBEHHOH, COOTBETCTBEHHO HECOBCTBEHHOH,
NOCKOJIBKY aBTOMOpP (u3M Z-coOcTBennbtii, T.e. N(Z) = 1, COOTBeTCTBEHHO -HeCOl-
cTBeHHolll, T.e. N(Z) = — 1.

1.3. ¢, coorBerctBenHo t (B paGore [1] T) ofo3nadaioT oneparop mepexona
OT JaHHOIl 1eJoli HenpepuiBHOil APOGH Z K NPOTHBOMOJAOKHOI Z} cooTBeTcTBeH-
HO X TPaHCHOHHPOBaHHOII Z . DTH ABa omnepartopa MopoxKiaiT rpynmy {1,7,7,01} =
= )

1.4, ¥auokennesm cooTHoulenust (1) cnpasa Ha uesayio HenpepsiBHYO Apobs 171,

]:(0 1]’ @)

-1 0

I = (0)()(—1)(1), umes B Buay, uro IZI ' = N(Z)Z ", noayumm COOTHOIIEHUE
XIT'N(@Z)Z " =ZYI'. Do Bblpakenue, ecau Hanmmem BMecto X1 N(Z),
coorserctBenno YI ™! koporko X, coorercTBenno Y, npumeT popmy XZ T = ZY, T.e.

X =2YZ7" (3)



8 3. DAHH

B cmbicae cooTHomenus (3) €4 MOXKHO HHTEPIPETHPOBATH, KAK HOBYIO TDYMNY
ONepaTopoB, HMEHHO CHAMMETpPHUeCKHX mnpeobpasopanuil. IlpeotpasoBanuoe 0H03-
HaunM Y’ = X. 3ameuaem, 4TO CHMMETpHUeCKHEe npeoGpasoBanus Z ¢ npeodpasn-
BAHHUSMH ¥ KOMMYTaTHUBHEL

Cummerpuueckas 3KBHBAJEHTHOCTb X ~ Y, B 3@BHCHUMOCTH OT CHMMETPHUECKOro
npeobpasoBaHusi, SBJIETCS], KaK H aBTOMOD(hHAsT 3KBHBAJNCHTHOCTB, COOCTBEHHOIH,
COOTBETCTBEHHO HECOOCTBEHHOIL.

2.1. Tlonyrpynna # HaTypaAbHbIX HENpepuBHbIX po6eil ¢ TOYKH 3peHus
JeJUMOCTH BeA€T cebsl, xakK cBOGOAHAA MNOJYIpPYNNa.

2.2. Harypaabuas HenpepuiBHasi Apo6b P(Z) Kpartuaifiueii IJHHB CO CBOIICTBOM.
uTO CTeneHb €€ paBHA HATypasbHOII HempepuiBHOH ApoOH Z, HasbiBaeTcsi eé mne-
PHOJOM.

2.3. O6oznauuM yepe3 ¢ MEpecTaHOBKY, KOTOpasd NEPEHOCHT MEepBLIi Henpuso-
JUMBIT MHOXKHTENb HaTypaabHOM (uau Boofue uenoit) HenpepuiBHOi ApoOu 3a
MOCJIe IHUIT HETPUBO AMMBLT MIOKETeIb. [IpeoGpasopannoe o6o3kaunnm £°. 3azeuaen,
uTo pT 7 vp. IlepecTaHoBKa p B CBSI3M € HaTYDPaJbHON HENpepuBHOI poipw 7
MOPOIKIAET HUKJIHUECKYIO rpynmy {¢} mopaaxa L(P(Z)).

2.4, Nas duxcuposanuoro X € 6 u HeusBecTHHX Y,Z € 4, ypaBHenre (1)
umeer ofwee pewenne ¥ = X° |, Z = P'(X)Pu(X), 0 <<m < L(P(X))—1,v =0,

rie crenedb P°(X) u vacTuuHoe npousBejieHne Py (X) cudTaiorcsd NMyCTHIMH CHM-
BOJIaMH.

3ameuaeM, YTO WHJAEKC YACTHYHOII HENpepbBHOIl Apo6M HamucaH B CKOOKax,
uyTo6bl OTJIHUHTE €0 OT APYIUX HHJEKCOB, ynorpebaéHHBIX B pabore.

2.5. TompaectBo dopmer (1) Baeuér 3a cofoit momobroe Z'X ==YZ', rae

! m
Z = (P (X)) w-mP'(X), 0 <<m < L(P(X))—1, v = 0.
2.6. Knace Cy aBTOMOP(HO-3KBHBaJEHTHBIX HATYPa/bHLIX HEIPEPLIBHBIX JDO-
[T} m
Geit comepxkut L(P(X)) saenentos dopmet X°, 0 << m << L(P(X)) — L

2.7. Ecau N(P(X)) = —1, torga C, B TO :Ke BpeMs — KJjacC COGBCTBEHHO-3KBHU-
BAJNEHTHBIX HATYpaJbHBIX Henpepoisubix apobeit. Ecau N(P(X)) = 1, Torga xaacc
C,-o0bennuenne JABYyX TakuX kKnaccoB C, u C,s, COOTBETCTBVIOLLMX JBYM CMe-
JHBIM KJaccasm ¢akTop-rpynnsl {o}]{e?}.

3.1. MHoXecTBO BCEX LEJBX HenpepuiBHBIX Apo6ed ¢ 3/JeMeHTAMH-HeOTpHLa-
TEJBHBIMH ICIABIMH YUCJAAMH COCTABJSET NOJNYTPYINY Ay, B KOTOPOI KarKABIH 3/1eMentT
HMeeT OJHO3HAauHOE pasJokexue B oauy us dopum (0), E, Z, (0)Z, Z(0), (0)Z2(0), rae
Z-natypaJabHasa HernpepuiBHas Apobb. Ha ocHOBe KaHOHMUECKOH (opMet  1ary-
panbHOWt HeNpephBHOH APOGH YMHOMKEHHE NPOU3BOIUTCH COOTBETCTBEHHO (opnyJIe

7 144 ! 17
@)O") = (@ + ¢

3.2. Leayio HenpepriBHy0 Apo6b Z MOKHO NMpeo6pasoBath, NPHTOJHO BhOpaH-
HHIM OMepaTopoM, 0 € {4 %}, B LeJYI0 HempephIBHYIO ApoGhb Z', KOTOPAs UM 3J1€MeHT
W3 5, HJH, YUHTBIBAs TOJBKO 3HAK 3JEMEHTOB, MMeeT (opMy

)

3aMeuaeM, 4TO Kaxblil 3J€MEHT HYJb BBIGDAH € COOTBETCTBYIOLIHM 3HAKOM.
3.3. Msyuum Toxpectso XZ = L ZY, rpe X, Ye X u Zeg. Nmeer mecTo

* S
caefoBanue XZ = 4+ ZY - X778 = 4 Z°Y") rpe MOXKHO TNPEANOJIONHTb, YTO

X
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* L% o >

IX* Y e (X, V1,4V, X1, 0ef1, -4}, xorna Z° e, 70;4.1\ Ve {{X. v, {vT, X7,

el Koria AR Ty Oéoanaumt CHOBA mapy 5( Y HATVPadbHBIX HO TPePRIR-
o > " 4]

1ax Apotelt gepes (X, Y H o u3vauy toniectso XA == %/0 [Tvers no npeo-

Aoxenno Z° & T, YMHOKCHHEM H3VUaeMOro TOJKIECTBA ClpaBa Ha [ BLIBECM
NZ'T WE =t NOOVZUT Y Ms X, Y e, Z°T P e, caenyer XZ°IT'YT e w0, wrak,
SN(Y) =1 u Z%7 e k. Oauako wuartypadbeas menpepuisHas  Apo6s Z°T 7 me
MOZKET HMETh M OTJMUHYIO BTOpVIO Kanonuueckyio dopmy XZ°T7'Y", oTkyna cie-
aver, uro 7% e Jy. Cle10BaTepHo COOTBETCTBVOT TOJBKO 3HAK [/I0C BO BTOPOM
gaene towiectsa u £ = L uau Z'e A

3.4, ILna dukcuposanunoro X € J, u HeusBecTHbIX Y € J0 U £ € &, obliee pe-
wieHue vpapuenus (1) -3mo Y o= S g PP(X) Py (X)), 0«2 < L(P(X))—
Y- ue Joe.

. Has aannoro X € f, 4 X & 4, X ¢ <4 [, MOKHO OnpeaeduTh 1010 KH-

TeJABHOE HJAH OTDUIATEALHOC SN0 Y, ;S L€ 0, KAX U COOTBETCTBVIOIUEE TAPTUKY-
-~ - >l
IApHOE CHMMeTpIHeckoe npeobpasopanne oL € ¢, XN =1}

O6o3nauum (cpasuuth ¢ obosznadennem (2) [1])

X = ( ). (5)

RERRT Y
ITycty ¢ = mm 70w xy =x,=0, {=4 pas x; =0, x47z:0
S=1 mnna N (X) win (x| 320, 3=2 aa1 NX) = —-1, u |x] = ;

g = |[ min{x, sgn .xl, rosgn o xvtiiyy 18 pasm 20 wam a2 0 v g ==
AN Xy = X =

Mo>xHo nposepurs, uto

v - i (6)
Ko l(lbl ey P L "-’3)(1 <+ vt ,

-NOJOKUTEILHAA HJAH OTpHUATeIbHAad 1e]as HenpepniBias 1polbb, KOTOpas BMeECTe
¢ A= (0)7"(—g¢)(0) y:},osneTBopmor ypaBHeHUw (3).

Urober praouuts u cayuall - X € 0, Bosbmén ¥ = X u A = F.

4.2. lleavie nenpepniHbIe [Lpo(\u X = 4+ 1 mno3poasiorT TOJBKO camMu cebs,
Kax f4po, Tak Kak coorHomenue (3) yioBaeTsopeno ToxJaecTBeHHOo ¢ Y = N(4)X
H ¢ JmobsM Z = A.

3.1. Has  paunoro MunmMadabHoro siapa Ke Ji, D(K) = —k: k=1 pas
NKEK) = —1uk =3 naa N(K) =21, moxuo onpegeaurs sapo Gle g, Gek
dopmpl (4), Kak M COOTBETCTBYIOINEE NAPTUKYJSIPHOE CHMMETpHUeCKoe Tmnpeobpa-
sopanue F, K = (GI)".

Comacno xapamopmmxa\x {1, ¢1 — ¢y, Gu--1} HATYPAJBHON HENpENbIBHOI ApOGH
K ={(q)...{¢g,), 3nauenus F u G wmoxuo naiitu B tabauue |. Tompectna K =
= (GI)F Ta()JIHLLbI I Moxk10 II(*CTpO'Hb HHYKTHBHBIA [YTEM HA OCHOBE Pe3yJanLTaToB
paborsl [1] (Ha ocxoBe Jsenabl 4, KoTOpas aact naM GopMy MHHHMAJABILIX SACp Ha-
TYPAJIBLHKHX HENPEPBIBHBIX npoow), HO HX MOJKHO IPOBepPHUTH H HAEAYKTHBHO,
BBIYHCJICHUEM.
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Ta6Ganna |1

K = FGIF®
K= (q).--(q,)
[; (l
n 9, = 4, 4,
= >3 (g — 1 gy = g9 — 2)
1 (g — H{(O) (g2)
3 1 (g + 1 (91 — 73}
>2 -
=2 {41) (g2 — D gy — g, — D
1 >2 (g0 = 10} (go =+ Dlgy — 1)
4 _ _
>2 1 (g2 -+ gy —~ ¢4 — D
(1)
24 22 /2 (‘];‘) e ({/n—z)(‘/nml - 1)(1)(‘f1 = qn = 1)
5 1 1 (@) = g5 — 1) (g2 - gy + 1)
1 >2 (g0 — 1)(0) (@s+ V@) (@n- D D)
>5
=2 1 (7,) (qa) - -« (4a r~3)((ln-—2+1}(‘]1 gy —1)
>6 1 1 (@) — gn—sy — 1(O) (2t Gnat 1){q5) - - (gu-d)
TatGmua 2
K = FGIF® | GI = HGIH®
K ] F } G \ H
A 1 0 0 1y
=0 d 2 (*-- ( €L ) L vedln 1t
(7:) 04 (mo ) 9 } L0 —IJ o ! | 0 el 1y
gy — 1 (1 0 1—2v
- AT Y + WIS
(71} 9. = 1 (mod 2) { 5 }( )] 1 1) joss (0 wl] , ver0.1}
0 -1 0 1 1 ()‘ 0 —1)v
a0 . . ) Le0,12,3
(g:)(q1) (1 O} - (1 O} 'A(Oﬂl, | 0) L }
1 0—1 0—1v ]
(g, — 1) / (1 i ﬂ:_‘(l ]’,VE{;...,O}
{q4)
. 0—1 0 —1v \
(41) (g, 2) (1 2] + | 2) L VvELD, 1, 2 2,00}
@) (D — 1) o DO e, 212y
[/ q, — v ) 2,
71192 ‘A (q2+1 1 (1 ]J , + 1+




KOHEUYHbBIE HENPEPBIBHDBIE JIPOBH (IT) 11

5.2. Ecan L(G) =2, G = (q)G', TO HUMeeT MeCTO COOTHOLIEHHE

P
g o (7)
o4

Munumadabhbte spapa K, aasg xoropuix L(G) =1, T.e. G == (k) COOTBETCTBLHHL
LIG) = 2u gi=1, 1.e. G=(1)(k —2). npunaiiexkar TOMY e KJacCy CHMMETDHUECKH~
3KBHUBAJCHTHLIX HATYPaIbHLIX HEMPCPHIBHLIX Jpobell, KOTOPbIH Ha3bLlBAETCS I 1aBHBIM
waaccoM, OcTaabHble MUHMMAJAbHBIE #1pa He HpUHajiexaT 3ToMY KJaccy. MHOKe-
CTBO MHHHMAILHLIX fjep K, IpUHaLIcKAIHX FAaBHOMY KJaccy, Kak ¥ HX Tpauc-
ITOHUPOBAHKLIE AT HEOTpPeaeaéHHOr0 £, -3TO MHOIKECTBO HaTYPaIbHLIX MHHHMadb-
HBIX SIAEP-MHOrOUJEHOB OT £ ¢ 3JCMEHTAMH - MHOIOUJCHAMH, OHPEIRJAEHILINE Ha)
KOJIBIIOM LeJLIX UHCeJ, KOTopbie 1aa k 2k, TAe ko GUKCHPOBAHO OT ¢.1ydas K ¢y 1alo,
NPUHUMAeT 3HAYeHHC B 4 (ca. Teopemy 2 [1).

5.3. DaeMeHTbl g, U g, HATYPAJbLHOIT HENpepuiBHOI APOOH G-HYKJEOHB, HO HH
OJAMH M3 HHUX He ABJsieTcs 00s3aTe/NbHO HYKJCOHOM MHHHMaJAbHOro saiapa K (cm.
teopemy 1 [1]).

6.1. Dua aanworo sunumanenoro siapa K, D(K) = — k& = 0 qaa N(K)} =
= -1y k=012 11 NK) = 1, uneem ToJbKO THOBI TabJ uih 2.

6.2. lleapte nenpepoiubie agpotu K, G u I 1abanmsl 2 VIOBICTBOPSIOT TOXK-
aectBy K = (GI)”

6.3. Lleavie nenpepuiBubie 1pobu H Tabauupr 2 cOCTaBAdIOT obi(ee peileHHe
YPABHCHUS CHMMETPHUECKOI aBTO3KBHBAJEHTHOCTH I1C/I0H HempepuisHoit apodu G/,
GI = (GI)H.

7.1. [lpuseenue ueaniX HeHpepuLBHLIX ApoOGeil COCTOUT B crocobe, Mo KOTOPOMY
naHHas uesaast HenpepwiBHas ApobGb X Boipakaercda siApoM V, NpeJCcTaBHTEIbHLIM
naemeHTOM Kiacca Cy, ONpeJeJEHHBIM cAUHCTBCHELM 00pasor. CooTBeTCTByoLlee
obliee cUMMETpHUEcKoe npeobpasoBanue ofozHauuM uepes £ = ZH, X = V%, rae
Z-MapTHKYJSpHOE CHMMETpHYecKoe rpeobpasopanune, a f-ofmee pewenve ypas-
HEHHUS CHMMETDHUECKOll AaBTOIKBHBAJIEHTHOCTH, CBS3aHHOI ¢ LEJ0IT HEOPepLBHOM
apobeio V, V = V7

7.2. Leasie uenpepoiBuble apo6u X = 4 I COCTaBASIOT €JIMHCTBEHHBIA KJ/acc

o -Z
H, B35B, KaK INIpeACTAaBHTC/AbHbLIN 3JEMEHT V == I B coornomwenuu X == V° uenasd

HenpepuiBHas ApoObL 7 BuUIIOJIAET ejunctBenHoe yeaosue N(Z) =1 paa X =/
W NZ)=—1pgma X =— 1.

7.3. Has mo6oil noJo:kuTeAbNOi WJAM OTPHIATENbHOI 1eJ0il HeNpepulBHOR
apo6u Y, |Y| € A, cornacuo Kanouuueckoii dopme |Y], MOXKHO ONpeieuTb eJuHCT-
BeHHbIM oOpasoM siapo U, [U] €/, MuHuMa/apHOE B a0COJIOTHOM 3HAYEHHH, Kak
U NapTHKYJASIPHOE CHUMMeTpuueckoe npeobpaszopavue B = F nau Be A, Y = U”.

7.4. Jl11 moGoro mosoKHTeAbOro WaH otpuunareasioro sapa U, [U| € &, munu-
MaJbHOrO B a0COJIOTHOM 3HAUEHKHH, MOXKHO OIpEIEJIHTh €JHHCTBEHHLIM 00pasoM
onpejenaénnoe siapo V, npeacraBuTeabHbil 37eMedT Kaacca Cp, KaK H TMapTHKYJIsp-
HOe cuMMeTpHueckoe npeofpasosanue C, U = V.

7.5. Tloctpoum wmeJwle Henpepuishpie apoou V, C u H B cayuae k =1 nas

NU)=—1wm k>3 aaa N(U) = L.
Obosnauus o :%(1 +sgn D(UJ), p= i) (1 — sgn U), MOXKHO HamucaTb
U = K. Taxkum o6pasow, coraacuo Tabmuue 1 U = (G*“I)¥*" ",
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O6o3uayns uepes m, O < m << L(P(G)) — 1, noxasareab, A1 KOTOPOro
(G*)*" -niepBOe B B3ATOM JIEKCHKOrPa(HUCCKOM PACTOMOKEHHI, COMIACHD 1\ IiBaio-
IEMY DPACHOJIOXKEHHIO HEMPUBOJMMBEIX MHOKHTeJIel G, MOKHO HAmMCATL 10K
nectso G = ((GV"D)¥ 600, rre v o L (1 — (—1)").

. r (N R TG ()
M3 ycraunomaenubix Bhipaxeuuii caeaver U = ((G7)° I)” Jom

O6o3HauuB
Moy lE e B v B
| (A , (8)
1 - . . Lolo v B )8 (i T™)
rae 3 = (1 — N(P(G))), moxkno wuanucatn U = 17 o
> F8p(rrt) _
HMseer mecto Toxaectso Vo= 1 H CIe10BaATeNLHO, 0003HAYNB o
1 TEELYY F1G™ )y pdo (i~ 1)
= (1 - (=1 ), caeayer U =V { .

[ =Xy ) )
Nmess B Buay, uro VI f:((j ¥, noxasaTeab MOCJIENHErO COOTHOIICHUSI
MexaAy U u V MoxHO 00603HAYUThL yepes

C = FI'G") i P ((G7)") o

H CJeJ0BaTeNbHO IMOCTPOHIH CHMMETPUUEcKoe IpeofpaszoBaHue C, JJId4 KOTOPOro
HMeeT MecTo cootnomenue U = V.

Utofbl NoKasarb, uTO AP0 V' oupeseieHo eJMHCTBEHHBIM 00pasor, Oyjem
OCHOBLIBATBCS Ha (paxre, uto EV]"IE-}riaTypaJlbz-laﬂ HenpepoizHas Apo0n. Ha cumaer
pUYeCKOil 3KkBUBanentHocTH V ~ V' caenyer aBTOMOp(QHas 3IKBHBAJICHTHOCTD
VIl = ZV'I”Z“IN(Z), rjlle Z-COOTBeTCTBYIOLLEE CHMMETPUUECKOe HJAM aBTOMOD()-
noe mnpeotpasosanue. Myes B BUAY JeKcuKorpaiueckoe pacrnosokenne ‘;VI“] =
=|V'I7', otkyna caenyer, wro Z = -+ P'(VI™')), v-neace. Ecau d =0, e
N(P(lV]”W) =1-— N(Z) =1, 10 u3 apromopuoii sKkBuBajentHocry VI ' =
=ZV'I'Z7" caenyer ° Y = &Y i rakun ofpasom VI = VI wrax,

V="V.Ecm 8§=1, rre. N(P([VI"1) = —1->N(Z) =— 1 aaa neuérnoro v u
N(Z) = 1 anas w€THoro v, torja ¢ &rnl-8 — GO & IU-3) = 1 BuGopon sHAKA

siapa (8) M caenoBaTeAbHO COOTBETCTBYET TOJALKO cayuyaii, korja, N(Z) =1, T.e.
v-4€THOE M, KaK panblie V-1 = V'I-1 5V =17,

Tak xe Ha OCHOBE CBA3H MeXKIY CHMMETDPHUECKOI H aBTOMOP(DHOIT SKBHBAJCHT-
HOCTEIT cJiejlyer, 4To

H =1 pt b‘)v(((fq)o”‘) 0

3

v-11eJ10e,

7.6. IToctpoum wedavie Henpepeisusie japobu V, C uw H B cayuae k =0 juad
NWU)=—1um k=0,1, 2 gpaas NU) =1, U=+ L

Mo:xHo npoBepuTh Bbluncaenuem, yto dopmyant (8), (9) u (10) -gelicTBHTENBHB!
H B JJAHHOM CJyyae, €CJIH yCJA0BHMCA B TOM, YTO HPH NEPBbIX ABYX LEJbIX HEMPeph-
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BHBIX Apobeit G tabauuer 2 umeeM wm =0, « =0, a NpH NOCAETHHX YeTBIPEX
eJdbIX HeMpephBHLIX Apo0eil HMeeM pasJoKeHHe:

(D= DMO), (= DO, M= 1HM@), (g + HO);

~g% %
T T

B cayuae z == 1 Bumecro F wanuuem HY;, PG7) = G
7.7. VI3 upeiblAyniux pesyanTaTtoB caeayer, uto £, = A BC noayaures coraac-
HO anarpamae (11).
8.1. Tlpupenennic neanix HempepuiBHLIX Apofeil npuMe-
HHUM, B IICPBYIO ouepelb, K YCTAHOBJACHHIO CHMMETpPHUECKOIi )
SKBHBAACHTHOCTH UEJLiX HenpepbiBHbIX 1poGeit. Lleanie Hempe- @

. , 7ty e Z N
puiBHble Apodu X' = VA y X7 = V%" rorna n toapko | L

TOTIA  SIBJASIOTCH  CHMMETDHUECKH-3KBHBAJIEHTHBLIMH,  KOTJa (c
V' = V. B cayyae 3KBUBaJIeHTHOCTH, 0003HauuB X' = X%,

rie Z, mpejicTaB/sieT NMapTHKYJASIPHOE CHMMETpPHUYECKOoe Ipe-

obpasoBanue, a H obiilee peienue aBTO3KBUBAJEHTHOCTH Le01 @6_@"‘_& (L)\
nempepuiBHoit ApoGu N7, X' = X"H umeenm Z, = Z¢Z) ' m N~ : =/

1 rrogtt—1
H = Zn H ~0 '
8.2. 3uanue CHMMETPHUYECKOI 3KBHUBAJACHTHOCTH, COTJIACHO CJe0BaHuUio X =

= ZYZY s N o ZY IZ7N(Z), -3KBHBAJSHTHO CO 3HalHeM aBTOMOD(HOHX KnHBa-
JICHTHOCTH.

9.1. Ilpeacrapaende HaTypadbHpiX YHCEN ¢ apM(PMETHUECKHMH KBaJADaTHYHBIMH
dopmamMy ax? 4 bxv b cv? ¢ guCKpuMuHantom D = - 4,

¢ = ax? - hyv 4 ¢yt (12)

-APYroe lpUMEHEHHE NPUBEAEHUR Le/bIX HelPepbhIBHbIX ApoGed.
9.2. Pemnt vpasuenue (12), BKIIOUUB €ro, KaK COCTaBJISIOULYI0 4acTh, B OJHO
ypaBHeHHE CHMMETPHYEeCKOii 3KBUBaJEHTHOCTH UeJbIX HelpepslBHEIX JApobeit.

r =3 1 Fa)
[Tycts + -BTOpPOii KOMHOHEHT OCHOBHOH €IHHHUL & = S (k + 1\{D) nopsaaxa

(2 (KoTopulil ne JoJzkeH ObITh IV1ABHBIM) HEJLIX KBAAPATHUHLIX HPPAUHOHAILHOCTEl
C NOJIOMAKHTENbHBIM JUCKPUMHHAHTOM, OTIHYHEIM OT KBaApara, ¥ / = 1 B NpOTHBHOM
cayuae. YpasHenne ol = alx? + blxy + cly® sksusajentho ¢ (12). Kaaccuueckum
criiocoboy [4], Kakoe Onl TO HH OLIIO (PUKCHPOBAHHOE pelleHHe { X == %5,V = Zg},

2 2
(201, %pg) == 1, MOIKHO ACCOILIHPOBATBL ¢ TOMIAECTBOM el == alzg, + blzgyzge + cl2oe

el -:_ (fl — k)
N = (13)
S+ R g
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-uesasl HenpepulBHasA 1poBb C MEPBBIM 3JEMEHTOM e/, KOTOPbIi sIBJISIETCSl INpejcTa-
BJISI€MBIM UMCJIOM, B ¢ N(X') == N(¢), KOoTOpoe COOTBeTCTBYET TOXKIeCTBY f2 — D =
= 4eg COOTBETCTBEHHO C)HABHEHHIO

J? == D{mod 4e), (14)

a al ~ (bl — k)
X7 s (15)
(A

[

-nesiast HempepniBHaa Apo0b, CBA3AHHAs ¢ KOPIULHCITANMH (aH1U0 (OPASL, KOTODOi
OCYIHNECTBJSIETCS NPeACTaB/AeHHE.

Auiement el nenoil HenpepulBHOI Apodu X', 1apa 3eMEHTOB {Zy, %} UEJ0H
HenmpepelBHOI ApoGU Z, M uestas HenpepsiBHAd 1pobbp X'’ -MHBADHAHTHL KJacca
Crmoaze TAKUM 00pa3dom, Z, MOKHO BulOpaTh Tak, 4roOol X' Osija HaTypadbHad
HenpepeiBHAsA ApoOb. Yucao oCHOBHBIX peileHHil vpaBHeHHs (12) paBuo yucay
K/1accoB Crimnasey, AJS KOTOPBIX HMEET MECTO CHMMETPHUYEeCKash 3KBUBAJEHTIIOCTL

= X'""%, Qobigee peuienue {Z = Z,H} ypaBuenus (12) noayuuM U3 MHOXKECTBA
,/0} OCHOBHBIX PeUICHHH YMHOXKEHUEM KaJKA0r0 OCHOBHOIO PEHICHH HA CHMMETPH-
yeckoe mipeofpazoBaHue M CUMMETPHYCCKOT aBTOIKBHUBAJEHTHOCTH HEJOH HENpephl-
BHoit gpodu X', X' = X"4

9.3. Uro6bl NpoHMLTIOCTPHPOBATL €NOCO0 NPUMEHEHUS (0J1YYCHHBIX Pe3y.abTd-
TOB, OMNpeRegHM ofLlee pelleHue ypasueuus 9 = 17x% + 32xv + 14y? (can 3ajauy
17 aurepatypel {1, CTp "Oo} nepBou UacTH JaHHOH pd()om (.

Mmeem D = 72, ¢ == +— 2y /72. Taxuwu obpazoMm, k=34 /=4 U MOKHO
lepeilTH K aKBMBaJIeHTHO.\I)' ypasHenuio 36 = 68x? + I128vv 4 56v?, K KOTOpPOMY
NPHCOAUHHTCS 1eJasi Henpepoisias ipodn (15)

688 47
- (31 56)'

Coryacto 4.1, aasa X" wmoxno peiBecTH A" == (—1)(0) u nosoxuTeabHOe AP0
Y = (2)(3)(4)(2)(1) ).

Fmess B BuAy, uTo Y -MHHHMa/JbHOE AP0, cordacHo 7.3. caepyer U =YY"

B" =F.

CorsacHo 7.5., mmes B BHAY, uTo « = 0, 8 =0, caeayer, uro U" = K".
tTabauue 1 uaiiném I = (2)(—3)(0), G = (‘3)(4). Taxk kaxk G"-nepBast Harypadb-
Hasi HernpepoiBHAs ApoOb B LJpI/IKCH])OBBHHOM JEKCHKOrpa(huuecKon paciioaoKeHuy,
umeeM m == 0 u cjaepoBareabHo v = 0. Mmeem euré § = 0. Mrax, V' = (8)(4)]
u C" = (2)(— 3)(0) (cmenranst coxpaiwenus tuna {g)(0)(¢'") = (¢’ + ¢")).

Cormacuo guarpamme (11) Zy" = (1)(—3)(0) u H" = 4 ((8) (4))¥, v-uenoe (10).

YtoObl HaiiTH HaTypaJbHble HemnpepbiBHBe Apobu (13), HaALO NPHUHATL BO BHHU-
manue pewteHnss 42€ Cepuoz1sy U 30€ Ciopnor1s) cpaBrenust (14) f2 — 72 7= O(mod 36)
a8 xoropeix noayuum X = (2)(1)(4)(6)(1)(1) u X2 = (2)(7)(5)(1).

[TopoGuo cayuaio X, npusenenuem moavuum: Vi = (8)(4I, Zi, = (2)(—7)(0):
Ve = @)(4)1, Zz = (2)(—1)(0).
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- > > > 122 H,
Hmest B Buay, uro Vi = V" u Vi = V", pis 3KBUBAJEHTHOCTH X; = X',

7 ~r1Z50H >
COOTBeTCTBeHHO X == X' moayuun ocnoBHble peinenus Z,, = (2)(—4)(— 1)(0),
COOTBETCTBEHHO £,y == (2)(2)(—1)(0) v Hy = + X"'I.

BolugcaenneM mnap sHadenuil {z1, 2oz}, ¢€{1,2), noayuuMm MHOKeCTBO {{5,
—43, {—1,2}} ocuoBHBIX pemienuii jpanHoro ypasuenus. Orcioja BoiBegeM obiiee
pelieHHe YMHOXKEHHEM KaXk 10r0 OCHOBHOTO pelleHus Ha npeodpasosanne H,=-+X""1,

10.1. ITyere GF = G2 lim G*’-GecKoHeunast NEePUOLUYECKAs! MPABHAbHAS Henpe-

Vs
poiBHas ApOO0b, COOTBETCTBVIOULAS BEUIECTBEHHOH KBAaAPaTHYHON HPPALMOHAIBHOCTH
. b =D . b - VD . .
Z = m—--,—)—»l ~ LI g = »—V—TUV—, KOTOpaa y A0BJJAETBODSIET TOXRACTRY a2 +bZ +c=

Kak panbiue, npeioaras H3BeCTHOIT OCHOBHYIO €THHHILY <, NEPeiiiéM K 3KBHBAJICHT-
HOMY T())K[LGCTB\' a]'f" 4= DIZ 4 ¢l =0, K KOTOPOMY MPHCOEAUHHUTCS lleaas Henpe-
poiBHag Apodn X dopyer (15), xotopyio B naabHeiiines Gyjaem 0603Hadats uepes X.

Ha ochoBe caoBapsi: , vIOpsiIOUeHHbIe KOMILIEKCH HLEABIX  UHCET « IleJbie
HenpepouiBHbie Apodu (B CMbICIe MATPHUHOI 3aNUCH), jeiicTBue | — wesast HenpephiBHast
ApoOb [ (¢ OOLIUHLIM OIEepPaTOPOM VMHOMRCIET CHpaBa M cJaeBa), H T.7."7, MOMXKHO HC-
MOJb30BATH COOTHOMICHUE (GHI)O°0 = 4 X, coorBercTByomee Gpopy.e (28) padoTul
[2]. Leaasn nenpepuiBuas 1podb X, coraacno (opmy.e NpuBeeHusi, HUMeeT GopMy
V*, riae MHAGKC m He CUMTAeTCS B CMbICAe JIEKCHKOrpa(uyeckoro pacroJoxKeHud, a
(uKcHpyered, m = m*, BMECTE C UeJbIM roKazarej eM v, v == v¥ Tak, uToOn HMeThb

# = P(GTP") u Gf = L (0)IZ%, e

Gy = o () LABEI(G™) oy P ((G7)P"). (16)

M3 3nakoB nmoc u MHHYC BHIOEPeM TOT, A4t KOTOporo Gy iIpaBuibHas He-
pepuiBHAs gpo0b.

10.2. Hanpusep pas.iowkum B IIpaBrl/Alj'lbllle HelpepulBHYIO jpo0b KBajpartuu-
HYIO HPPAUHOHATBHOCTD 2o (=16 — \18) 117 nam % = (— 16 4 V18) :17, 11 Ko-
TOpOH mmeeM Toxaectso 1722 -+ 325 + 14 =0. B 95 UMeeyM BbI4UCACHHBIE 3Ha-
yeHng 4 = (—1)(0), B=FE, F = (H)(—~—3)(()), G = (8)(4), a=0, 1e. (0)IABFI* =
= (I){— 1){1)(1}{— 3)(0) u P(G’i) = (8)(4). CuepoBareqanto, B dopme obuei npa-
BHJLHOH HEMpPepbhiBHOH JApo0it ¢ KOHEUHBIM YHCJOM OTPHIATETbHBIX MHOYKHTESEH
G, o=+ (D)= DD Q)(—3)(0) lim ((8)(4))*. Basas m* =1, v* =0 u 3HAK MUHYC,

coraacuHo ¢opmyae (16), IIOII\’;I—’PIVI Gy = (—3)(1)(4) un G* = (4)8). Hrak, G
= (—2)(1)(4) lim ((4)(8))*. YnotpeGus dopnmyay (25”) [2], caenyer, 4To COmpsiKeH-

Y0

Ha# MPPALHOHAIBHOCTL % OVIET UMeTh pasaoxkenu: G:-= (1) (3) hm ((4)(8))>.

CpaBHEB 1101y YEHHBIE PA3JI0KEHAS, CACAVET %< &, c1e10BaATeNbHO * —(»lbw\/18) 17.

10.3. Tocrpoenue dopmyasl (16) 1npH NOMOULH HATYpPaJibHBIX HENPEPBIBHBIX
apo6eit  (r, janHbiXx B Tabauue |, cpasamo o padoroit [3], noceAuEnHON
H3VUCHHIO B3aUMHOOAHO3HAUHOTO COOTBETCTBUS MEX Ay KBaJpaTHYHON HPpPALHOHAJb-
nocreto Zueé , aapon E, Z— E. Bkaaj gaunoit paGotsl cBasad co cropoHoil E— £,

(lTocmynuao 16 maa 1966 2.)
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FRACTII CONTINUE FINITI (I
Fractii continue intregi

(Rezumat)

In aceasta a doua parte a luerdrii se studiazi grupul fractiilor continue intregi. Fractie continui
intreagi se numeste fractia continud finitd cu cituri partiale numere intregi in notatie matriciald. Se con-
struiegte un procedeu de reducere a fractiilor continue intregi bazat pe scrierea canonicd a fractiilor conti-
nue naturale, Tractie continuid naturald se numeste fractia continud regulatd finitd cu primul
cit partial pozitiv in notatic matriciald. Cheia procedeulni constd in folosirea tabelelor 1 ¢i 2, care
ne permit citirea directd in functie de un nucleu minim, legat de {ractia continud iutreagd de redus, atit
a fractiei continue intregi reduse cit i a transformarii simetrice prin care se face aceasti reducere. Con-
tructia, in ipoteza cunoagterii unitdtii de bazd a ordinului pitratic corespunzitor, permite ca sid rezol-
vim in mod efectiv, in limitele fractiilor continue finite, urmitoarele probleme: reprezentarea numerelor
prin forme pitratice aritmetice de dicriminant mai mare san egal cu —4 si dezvoltarea irationalitatilor
pitratice reale in fractii continue regulate infinite periodice.

FRACTIONS CONTINUES FINIES (IT:
Fractions continwes entiérves

(Résum é)

Dans cette deuxiéme partie de notre travail on étudie le groupe des fractions continues entiéres.
On appelle fractions continues entiéres les fractions continues finies 4 uotients partiels nombres en-
tiers en notation matricielle. On construit un procédé de réduction des fractions coutinues entiéras fondé
sur la forme canonique des fractions continues naturelles. On appelle fraction continue naturelie la frac-
tion continue régulidre finie ayant le premier quotient partiel positif en notation matricielle. La clé du pro-
cédé consiste dans 'emploi des tableaux 1 et 2 ¢ui nous permettent de lire directement — ea fone-
tion d’un noyau minima lié a la fraction continue entidre & réduire — aussi bien la fraction continue
entiére réduite que la transformation symétrique par laquelle cette rédnction a lieun. Daus Uhypothese
de la connaissance de l'unité de base de I'ordre quadratique correspondant, cette construction nous per-
met de résoudre d'une maniére effective — dauns les limites des fractions continues finles — les problémes
suivants : représentation des nombres par des formes quadratiques arithmétiques & discriminant supérieur
ou égal & —4 et développement des irrationalités quadratiques réelles sous forme de fractions continues
réguliéres infinies périodiques.



SUR UNE METHODE DE LOCALISATION DES ZEROS D'UN POLYNOME

par

WLADYSLAW WRONA (Bydgoszez)

Dans cette note je généralise le résultat de Ilie Torsan, lequel est donné
dans la Note [1]. Je donne aussi les formules récurrentes, que j’applique pour le
calcul des valeurs minimales des rayons des cercles de Gerchgorin [2], qui
contiennent les zéros du polyndéme.

1. Considérons le polynéme

f&) =2 4 @ a4 L+ Gt +a, (1)

aux coefficients complexes. Les zéros du polynéme

F@) = (2 — a)f() = 21 + (a5 — a)2" + (g — aa)s +
4+ .4+ {a, — xa" Nz — ag, (2)
sont égaux aux zéros du polyndme (I). La valeur quelconque du paramétre « est

aussi le zéro de (2).
Les valeurs caractéristiques de la matrice

G —a O ﬁs aa, _52% R _mﬁ,l_l ,.«;‘a,,
—f 0 0 ... 0 0

4 = 0 —B 0 ... 0 0 (3)
0 0 s 0 0
0 0 0 -8 0

N . . (1 o
oit B est un nombre complexe quelconque, se situent dans le domaine U}, réunion
des deux disques d’équations

1
il 4 ay—al < [aQwaali—’a + e, — adn_|

1 1
. — = e
Ul = g ! El (4)

ez <L

2 -— Mathematica-Physica 2/1967
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Ses valeurs caractéristiques sont les mémes que celles de F(2). Nous écrirons la
premiére inégalité sous la forme suivante:

. | ; 1
. i)zl < lay — ol Fjay —oay — 4 .. e, — alyo| —— F |aa,]
U 8] [z !'
G T i
pile] < [B]
Le rayon de cercle v dans (5), nous le transformerons en appliquant l'inégalité de
Holder [3, p. 37] et nous aurons alors

P

i, (5)

[

L
T 2 [Ci j + __%_ 0d { ]f’/q .__.h_?ﬁi{)_f)
+(3) : - ;
Uni=)" - ‘ _ L ®)
8
wilzl < B
Que », (1 =1, 2, ... n) soient les zéros du polvnoéme (I) et que B = max |x,] =
== |z| > 1, alors (6) nous pouvons écrire:
. ; P 1ip
[2‘ \<\ {1 + [(ll - g‘|q + EaZ — xallq + e Jig (l“ — oAd; —I‘;I '{" ;jan\ VV‘]JI . (7)

De cette fagon nous avons obtenu l'estimation donnée dans [I7.
Posant dans le (4) » = 1, B = 1 nous aurons une modification certaine de la
localisation des zéros du polyndéme. qu, a donnée M. Parodi dans le [4].

i

) _JTI:‘Z +ay - <oy —ay Flay —a + o e, —a] - e

e :

1I. Maintenant nous calculons les valeurs des paramétres o et 8. Nous transfor-
mons le ravon du cercle v dans (4) en appliquant Uinégalité de Holder:

@y — xay \fl G+ aa:m < llay — aay" -+
4 { e
ek ;m,,:t‘}"qh;—‘p 4o ﬁﬂl (9)
Considérons l'expression
ay, —aa,)’ o la, — aae |t laa,)” (10)
Soit
@y = g, iy et po=g =2 (11

e (10) et (11) nous avons

gs + iho) — (g, + b+ g, + ihy) — alge + )P + .+ |og, + ih)E —

- 722 gi + 1) - Z°‘> (Qk(/kﬂ + Iphy) 2 g + 1)

=1
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I expression (10) réalise son minimum, si

n—1
k};l (1041 T Ryhrin)
== ”

I

k=1

o

(I1a)

Calculant les valeurs du parametre B, nous nous bornons aut cas ol il existe la valeur
réelle et positive du paramétre $§ pour laquelle les cercles (4) n’ont pas de points
communs, c’est-a-dire:

n A,
Ay — 2_@3> B, ot " (12)
i=1
Ag=la, — |, 4, =ty —aag;ii =1,2, ...., n—1), 4, = |aa,l|.

La résolution de l'inégalité (12) est équivalente a la double localisation des zéros.
Si nous calculons deux valeurs extrémales de parameétre, alors les cercles (4) seront
tangents.

Nous écrirons 'inégalité (12) dans la forme suivante:

n A
Bo— Aoff + 4y < — 30—~ (13)

=gt
Alors l'inégalité (13) est satisfaite, si

2
A NI

4 =2 (A, i1
)

_ 3 A
4,> 2 Vo on ":;(ﬁ)f—r (14)

2

Par transformation nous avons

1

Considérons deux fonctions
[ Ai
(B) = B — Aop + 4y et QF) = — 3 = (15)
Nous désignons des zéros de la fonction w(f) par m, et m,. Au cas ot 4, =0
nous remplagons la valeur m, par my telle que

my < —;—AO et w(m) > Q (mi).

Admettons que (14) soit satisfait, alors les fonctions w(B) et Q(B) ont deux points
commuuns, dont nous désignons des arguments par g et gy(g, < g4}
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Maintenant nous nous occuperons de linégalité
B2 — A8+ A,— Q(B) < 0. (15
11 faut calculer la valeur B, pour laquelle
B2 — 4,8 4 Ay — Q(B) = 0. (17

La plus grande racine de 'équation (17) cst

8 = — (4, +VAZ =4I, —QE)])-

1o | =

" 1
Soit By = > A,, alors

1 2
31:'5(A0+\/A0"4

A= Q (‘12"‘4“ ”

8= L (4, + VA AL ) )
8o (A, SV AL OB DD, (=002, By= A (13
Parce que «, = t Aq, alors — QBy) <7 — L (g,).
Dot 8, < 8, «ci‘g._). Parce que ausst -~ Q(B,) > —Q(B) > — Qv
alors By << By << By <0 oo 1B <L < g (19

La suite (19) est croissante et bornde, alors elle posséde une lmite. Nous notomn:
que la limite de cette suite est g,, parce que

I N e = = :
o == N (Ay -VA; — 4LAI - Q‘(g_’) 1)
Pour toute valeur B,, définie par la formule (18), I'inégalité (16) est satisfaite, alor
{12) est vrai.
Les zéros du polyndme (I) dont les coefficients remplissent la condition (I4) s
situent dans la réunion des cercles:
A (RN

Pour calculer la plus petite racine de l'équation (17), nous menons la ligne droit

1 A
€ ( - .-X“J ~ Q)

«

o)

UB) -

(B — my) - Qmiy). (21

[CHIESE A

Ay = niy

par des points AQmn;, Q(m,)) et B(—;« A, Q(]E AO)J.
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Nous remplacons 1'équation (17) par 'équation

(@)~ UB). ot
1
Q ( 5 AO) — Q) ]VQ (; Ao) — Q(ml)] "y
B et e | By — Q) 4+ = 0. (22)
P Ay =y V"2- Ay — g

(! ! .
| Ql:.f‘,i - Qi g
C Sy L S — —— —
[l 2 0 1
*:)— 1, "y
TN N L |
/ ( 0 ‘ A Ao Q) Q (:; A[,' — Qmy) |,y
e e = Q) .
i
; ,j Iy "t EAn—ml / I

, . 1 (1 .
Pour calculer 2 nous remplagons en (21) le point B (T Ay, Q4 = ;’10)) par le point
C(B1, Q(B]). En conséquence nous remplacons le point C par le point D(85,

Q(B2), e.t.c. Généralement nous pouvons écrire

[%:§L%+0ml)mvmo+w@mﬁ~4wl—nma+mmwgﬁ}

(23)

Im‘l 0E) = 208 0, 1,2 ), g =1
1 iy 2

L'examen des formules (15), (21) et (23) montre que si j - oo, alors B, — g,. Utili-

e . . G
sant des valeurs B; définies par la formule (23) nous pouvons fixer le domaine %)
dauns lequel se trouvent les zéros du polynome (I)

(6) nioole 4+ A < A, — 8
U — ! (I 0 <= <lg i (24)
T [T P 3.
De cette fagon nous avons démontré le théoréme suivant :
Traroream. Les zéros du polynéme (I) qui a les coefficients complexes satisfaisant
a I'inégalité (14) se situent dans la réunion des cercles

U _ JYA: vk Aol << Ay — B
wo Jur < g

olt B, et B; sont définis par les formules (18) et (23), mais nous calculons 4, .1,
., A, par des formules (II), (II a) et (12).
De cette note et du théoreme de Brauer [3, p. 71] nous tirons les consé-
quences suivantes:

~
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CoroLLAIRE 1. Si les coefficients du polyndéme (1) satisfont a la condition (14), alor:
flz) a un zéro dans le cercle

i 24 A < A, — 8,
et # — 1 des zéros dans le cercle

welzl < By

Le corollaire 1 généralise et améliore les résultats respectifs de M. Partodi
la note [5] et de A. Ostrowski, de la note [7].

CoroLLAIRE 2. Si les coefficients du polyndéme (I) sont entiers et satisfont a I'iné
galité

A>1+434, (25,

i=:1

alors f(2) est le polyndme irréductible dans le corps des nombres rationnels.
En effet ; le polynéme aux coefficients entiers est irréductibile si # — I de ses zéros
se situent dans le cercle au rayon r = I et un zéro se trouve en dehors de ce cercle
[6].
Si les coefficients du polyndme sont entiers et que

of) = B° — 48 + 4,

nooA,
Q(ﬁ) = - ; gim1

o(l) < Q1) et 4, > 2 ot

c’est-a-dire

L= Ao+ 4, < =34,
1=2

Ag> 1+ 24,

==

alors le polyndéme f(z) est irréductible.
La condition (25) est la généralisation du résultat analogue de Perron [6] e
de Parodi [5] concernant le critérium d’irréductibilité des polynémes.

(Manuscrit vegu le 28 févvier 1967
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DESPRE O METODA DI LLOCALIZARE A ZEROURILOR UNUI POLINOM

(Rezumat)

In aceastid lucrare se di o imbunititire a rezultatelor obtinute de I. Torsamn in 1.
Fie f(z) polinomul

- " Ho— n—2
) = v b agx Vb agn .o ta

definit peste corpul numerclor complexe. Fie o un parametru

Ay =iay — ol s ey~ ua{[([ =1,2 ..,n—=1, 4 = jaa | (1)
-1
" 4 2 (2405 01+ 2ilix 1)
G == 1}:{-1—7: a, g, z’zk o = Py . .
( 20) ; (z]k - llk)

Se aratd cd:
Teoremd. Dacdl coeficientii «; satisfac inegalitatea

4, > 2v/s (14)
atunci ridicinile polinomului f(x) sint situati in reunirea cercurilor

b Ay s Ay - B s el By
unde

«

1 1
Bo= Ao st Bi= (4o £ VAf — 44, — Q@) s

Bj = 7{/40 4 O(Bq) — \/[Ao EOBf) ]2 Ay — QOny) F 7”19(@'—1)}
k23
A; QBY — Q)
i QB) == — —, O(f) = ——————— {ar m, este raddcind a polinomului B2 — 4,8 + 4.
IZ;/_) 5 1 (8) 5 m, 1 I 3 0 1

Consecinte ale acestui rezultat sint:
Corolar 1. Daci coeficientii polinomului (1) satisfac conditia (14), atunci f(z) are o r&dicind in cercul

T Ay Ay — By

i

i # — 1 radécini in cercul
lo] 2 By

B

Acest rezultat generalizeazi si imbunititeste rezultate ale Iui M. Parodi 5751 A Ostrow-
ski [7].
Covolarul 2. Dacd coeficientii polinomului (1) sint numere intregi i satisfac incgalitatea

"
Ag< L4y 4,
P

atunci f(z) este ireductibil in corpul numerelor rationale.
Acest rezultat generalizeazd rezultate ale lui M. Parodi [5] i O. Perron [6].
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O METO/E JIOKAJIM3ALLMK HYJIEM MHOTIOUJIEHA

(Pesome)

ApTtop naér yayuulenwe pesysbTaToB, nosydensnlx . Topcanowm B[]
ITyets f(#) MHOTOUMEH

:

f®) = 4™+ aa® 1 a4 L+ oay

onpejenseMblil Haj TEIOM KOMILIeKCHBIX yuces. ITvers « napamerp

Ay =lay — al, 4y =la;4, —eal (=12, ...,n—1), 4, = luay,

n (94241 + Mty y1)
A; . k=1
a, = qk -+ zhk o = "

= a0t )
1z

-

IMokasano, yro:
Teopema. Ecnu k03pdHUMEHTE @; YIOBJIETBOPSIOT HEPABEHCTBY

4, < 25 (14),
TO KODHH MHOrouJeHa f(+) pacrogoxeHol B 06beAMHEHHH KPYIOB
lz 4 Al < 4o — B ¥ 2] < of
rie
1 1
By = ;AD " B = _2' (Ao + \/Ag — 4[4, — Q(Bi-—l)}) d
1
B = —2'{/10 + 0851 — \/[Ao + O(Bj—-1) 17~ 4[4, — Qimy) + "’16(5_7'—1)]}
" A; Q(B) — Q)
u Qf) = — Bl m= —— a m,—KopeHib MHOrousjeHa B%-— A,B + 4,.
{=1 8 g — my
3TOT pe3vabTaT HMeeT CeiAVIomHe CIeLCTBHS:
HMeer

Caedemeue 1. Ecan oaduuuentst MHOTOUeHa (1) yjosiersopsior yeaosHio (14), To f(2)
OJHMH KOP€HbL B Kpyre

12+ Aol << 4o — B

H n — 1 KopHeii B Kpyre |z} < Bf
2rtoT pesyaprar obobwaer u yayumwaer peayasratht M. [Tapoau [5] u A. Ocrposckoro [7].

Caedemeue 2. Ecan xosdduinentst MHorousena (1) wesible uucaa M yIOBJETBOPSIOT HEDABEHCTBY
n
Ag>1 4> 4
i=1

70 f(5) HecoKpallaeMa B Tele PAUHOHANBHBIX YHCEN.
Jror pesyasrar obobuwaer pesyastatsl M. [Tapoau [5] n O. [Teppoua [6]



CONSIDERATIONS DIRECTES SUR LA GENERATION DS NOEUDS (I1)

par

GEORGE CALUGIREANU
de PAcadémie de Ia Républigue Socialiste de Boumanie

Dans un travail antérieur [1! nous avons montré que chaque noeud N de
S3 peut &tre tracé sur une surface fermée S orientable ¢t en position normale
dans 53, de maniére que N divise 5 en deux domaines disjoints. On dit que S est
en position normale dans 52 i S est plongée dans S* de maniére a diviser 5% en deux
domaines homéomorphes entre eux. Dans ce qui suit, nous voulons indiquer un
procédé de construction des courbes fermées simples N qui divisent une telle sur-
face S en deux domaines, en utilisant des systémes de courbes simples qui ne divisent
pas la surface S. Ce procédé résulte aussi d’un théoréme de H. Zieschang
[2, p. 38]; nous v établissons un équivalent de Ia seconde partie de ce théoréme
par des moyens directs.

1. Courbes fermées simples séparatrices. Graphes complémentaires. N étant un
noeud de S3, de tvpe quelconque, il existe une surface fermde orientable S, en
position normale dans S3, sur laquelle N se trouve tracé de manicre a diviser
cette surface en deux domaines. Nous dirons que N est une courbe simple sépara-
trice sur S. Le tyvpe de N étant donné, le genre p de S ne pourra étre inférieur a
une valeur minima p, (N), que nous appelons genre
normal de N. Supposons N tracé sur unc surface S de
genre p(N) (coussin 4 p, trous). Nous pouvouns pren-
dre S sous une forme canonique, cette surface étant
placée symétriquement par rapport & un plan [l qui
coupe S suivant p, + 1 courbes fermées C, Cy, ..., Cp,
(tig. 1). De plus, on suppose S placée symétriquement
par rapport a un second plan 11’ orthogonal a 11, et 11’

. . ot .
coupant S suivant p,+1 courbes fermées Cy,Cy,. . .,Ch. Pig. 1.
Dans ces conditions, N étant tracé sur S, N devra
traverser effectivement chaque courbe €, ¢ =0, 1, ... p,, car, si une courbe C,

n’était pas traversée par N, le trou de S correspondant a C; pourrait étre comblé,
donc supprimé, et le genrc po(N) pourrait étre diminué, contrairement a sa
définition. De méme, on voit que N doit traverser chacune des courbes
Ci/,i=0,1,..., p, sans quoi le genre p,(N) pourrait encore étre diminué en
pratiquant dans S une coupure (hachurée sur la fig. 1) par deux plans paralleles
et rapprochés, orthogonaux a II, de maniére 2 supprimer un trou de S. Désignons
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par S; la partiede S qui se trouve au-dessus de 11, et par S, la partie située
au-dessous de II.

Ie noeud N divise S en deux domaines disjoints. Scit A U'un de ces domaines
(hachuré sur la fig.2, a). Le plan Il divise A en plusieurs domaines A, situés sur
S, ou S, La frontiére de 'uu de ces domaines est formée d'un certain nombre d’arcs
appartenant 4 N, et d'un
certain nombre d’arcs ap-
partenant aux courbes C,.
Chacun des arcs apparte-
nant a N joint un point
d’une courbe C; & un point
appartenant a une C;. Dans
chaque domaine A, choisis-
sons un point intérieur £,
et sur chaque arc apparte-
nant a une courbe C;, situé
sur la frontiere de A,, choi-
sissons un point Q. Joig-
nons chaque @, a P, par
un arc dans A, deux de ces
arcs avant en commun le
point P, seulement. Les

points Q} seront les mémes
pour les domaines A, appar-
tenant aux deux moitiés
S, et S,de S (fig. 2; 0, ¢).
Tes arcs ainsi construits
forment alors un graphe I’
intérieur & A (fig. 2; d),
qui est un rétracte de dé-
formation de A. Un graphe
analogue peut étre cons-
truit & U'intérieur du second domaine que N détermine sur S, et ces deuxgraphes seront
appelés , graphes complémentaires de N sur S*. Dans ce qui suit, il suffira de considé-
rer 'un quelconque de ces graphes, que nous désignerons par I'. Alors S — [ forme
un domaine unique, dont le bord est une courbe fermée isotope (sur S)a.N. Cette
propriété n’est pas altérée si 'on supprime, sur I', chaque arc ayantune extrémité
libre. De plus, si I' posseéde plusieurs points de ramification (points en lesquels se
rencontrent un nombre > 3 d’arcs simples appartenant a I'), on peut déformer
I' de maniére qu’il posséde un seul point de ramification. A cet effet, choisissons
un point de ramification de T, soit m (fig. 2; d, ¢). Si, & partir de m, on parcourt
un arc de I' qui meéne a un autre point de ramification m’, on pourra raccourcir
auccessivement 'arc mm’ sur S (et rallonger en conséquence les arcs qui aboutissent
en ') de maniére a amener m’ en . Cette opération ne change pas la classe d’iso-
topie du bord de I'. En effectuant cette opération pour chacun des arcs qui partent
de m, on obtient un graphe I' & un seul point de ramification m (fig. 2; ¢, /). I se
compose alors d'un certain nombre d’arcs tracés sur S, ayant leurs extrémités en m.

Sil'on remplace chacun de ces arcs par un ruban mince placé sur S, on obtient
une surface de Seifert dont le bord est une courbe isotope & N, avec cette différence
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que notre surface est placée sur une surface fermée orientable en position normale
dans S?%,

Silon a en vue d'obtenir un procédé de construction des nocuds de 5%, on peut
donc se limiter a la formation des graphes [I' situés sur S, et formés de courbes
simples sur S, concourantes en un point m et deux-a-deux disjointes en dehors de .
Nous appellerons gerbe suy S un tel assemblage de courbes.

2. Gerbes admissibles. Une gerbe sur S détermine un noeud unique si son bord
ne se décompose pas en plusicurs courbes. Nous dirons done qu'une gerbe I est
admissible s1 son bord est une courbe unique. Cherchons les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'une gerbe soit admissible.

Si une gerbe admissible 1M est formée de # courbes simples ( ; passant par
et disjointes en dehors de m, il est clair que chaque courbe C; prme séparément
ne divise pas la surface S, puisque 1" ne doit pas diviser S. Mais cette condition néces-
saire n'est pas suffisante pour que 1" soit admissible. Soit + une courbe fermée sim-
ple qui est la frontiere d’un petit disque sur S, contenant le point m 4 son intérieur.
Choisissons un sens positif de parcours sur v et marquons par les indices 1,2, ..., 2#
les points d’intersection des courbes C; avee v, Votdre de succeession de ces points
sur vy coincidant avec l'ordre naturel des indices. A chaque & de cette suite il corres-
pond un indice u(/v) si 'on convient que & et o(k) représentent les deux points
d’intersection de la courbe C, avec y, pourk = 1,2, ..., 2n.
L’application o est une permutation de la suite 1,2, ..., 2n
et se décompose en cycles binaires (& deux éléments),
done @o(k) = k. Marquons, au voisinage de v, les bords de
chaque C, des signes - et —, ces signes se suivant alter-
nativement le long de v (fig. 3). On voit alors que, en
parcourant le bord de I' dans un sens convenable, on
sort de y sur le bord -+ de C, etl’onrentre dans v sur le
bord — de Copy, on ressort de vy sur le bord -+ de Cyy
et on rentre sur le bord — de Cerppy-1y, ete. I‘ 1 poaant
fo=1, 1, = o(i), i =1, — 1, 7’3:9(32)'14"75#“1
Tose1 = olls), o5 2 == Ggssq — 1, .... 00 voit que, i le bord Fig 3.
de F est une courhe unique, la suite 7, 7,, ..., 1, doit
épuiser deux fois la suite 1, 2, ..., 2%, les deux bords de chaque C; devant étre
parcourus, chacun une seule fois. Iin posant &(k) = k& — 1 pour & > 1, H(1) = 2n,
la suite 7, 7., ..., 4, se décompose en

o(1),  edp(l), .. o) (1) ... oalde)™ (1)
Yo(l). (el . () (1) L ().

Cette suite doit contenir deux fois chaque nombre naturel de 1 a 2n. On voit
que la seconde ligne de (1) donne les points-sortie sur les bords - des C,, tandis
que la premiere donne les points-rentrée sur les bords —. Chacune des deux
ligues de (1) doit alors épuiser la suite 1, 2, ..., 2u (mod. 2n). Or, puisque
D(k) =k — 1, il suffit que Tune de ces lignes vérifie cette condition pour que
lautre la vérifie aussi, Tu regard A la scconde ligne de (1), ccla signifie que la
permutation ¢p doit former un cvcle unique. Posons P = g, ¢ = y 'P. Si
P o= (aa, ... a,,), les a; étant des nombres naturels distincts, entre 1 et 21, on a

gy A Ay ay) iy u, L gy
© = Yo { wm .
Nty dy Ly ay -+ 1 oag 4+ 1 o0 ay -1

~

(1)
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I1 s’agit done de trouver les cvcles P a 2n éléments tels que la permutation ¢
correspondante se décompose en 1 cveles binaires. Donnons les conditions nécessai-
res et suffisantes pour qu'il en soit ainsi. Si @ se décompose en cycles binaires, soit

(a; aj )
igy + 1 a1
un de ces cvcles. On a
a; = a;;; + 1 (mod. 2#n), a; = a, , + 1 (mod. 2n). (3)

A chaque 7 entre 1 et 2n il doit correspondre un j entre 1 et 2x de maniére que
(3) soit vérifiée. Cette condition suffit pour que ¢ se decompo%e en cycles binaires.
La détermination des permutations P jouissant de cette propriété peut étre intéres-
sante, mais l'application d'une autre opération, de caractére plus géométrique,
nous dispense de poursuivre ce probléme sur les permutations, dont les solutions
sont assez nombreuses.

La construction d’'une gerbe admissible ' comporte deux étapes distinctes.
La premiére consiste a grouper les points 1, 2, ..., 2n 11’11rqués sur v en n couples
(k, o(k)), olt o vérifie la condition ci-dessus. Toute solution de ce pmbleme déter-
mine une indicatrice admissible pour la gerbe 1. Iin joignant s aux points
marqués 1, 2,. , 2n sur vy par des rayous sur 5, I'indicatrice fait correspondre
a chaque ravon E un rayon con]uvue o(k). La seconde étape consiste a joindre les
extrémités des rayons con}ugues par des arcs de courbes tracées sur S, de maniere
que ces # arcs sojent deux-a-deux disjoints. La gerbe I’ ainsi construite sera admis-
sible, car § — 1" est alors un domaine unique.

Nous définirons une opération, appelde opération A, telle que, étant donnée
une indicatrice admissible, 'application de A nous permet d’en déduire une autre
indicatrice admissible; de plus, toute indicatrice admissible (pour » fixé) peut
étre déduite de l'une d’elles par application répétée de lopération 4.

Soit ' une gerbe admissible, et (7, j), 7 = «{i) un couple d’indices conjugués,
Les extrémités des ravons 7 et 7 se trouvent donc joints par un arc simple sur S,
situé a l'extérieur du disque v.

Remplagons le ravon i — 1 par un arc de courbe intérieur a vy qui joint le point
7 — 1 (sur v) & un point P du ravon 7 (fig. 4; b) sur le bord — de ce rayon, puis,
en faisant glisser le point 7 sur la courbe qul joint 7 aj sur S, prolongeons arc
{t — 1, P) par une courbe sur S assez voisine de la préc édente pour qu ‘elle ne
rencontre aucune courbe de la gerbe. La point P arrivera sur le rayon j (fig. 4, ¢)
et, finalement, sera ramené en sm, le rayon ¢ — 1 se trouvant déplacé entre les
rayons 7 et 7 -+ 1. I est clair que cette transformation de la gerbe I' entraine une
déformation isotope du bord de I', et la nouvelle indicatrice ainsi obtenue est encore
admissible. Telle est notre Opers ation A. Elle peut étre appliquée aussi en prenant [
sur le bord - du ravon ¢, ce qui perment de déplacer le rayon ¢ 4 lentre j — let ;.

I\emarquons que si I’
est admissibile, et 4, j sont
conjugués, il existe entre 7
et 7 un indice £ dont le
conjugué nest pas entre z
et 4, sans quoi le bord
de I ne formerait pas une
courbe unique, et I' ne se-
rait admissible. Supposons,

(2)
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pour fixer lesidées, 1 < k < j. Sig(k) <z, déplagons successivement les rayons ¢ — 1,
1— 2, w(k) 41 u1tre jetj+4 1 par Popération 4. Il ne restera alor< aucuin
rayon entre o\k) et ¢ (fig. 3, a) l)eplagon% ensuite les rayons ¢ 1, 7+ + 2, ..

E — 1 surle bord - da ravon ¢, ce qui améne ces rayons entre j — 1 L‘t] (f10 3, b)

et continuons avec les rayons situcs entre & et 7 que nous déplacerons sur le bord -+
de %, ce qui améne ces rayons entre o(k) — Let g(k) (fig. 5, ¢). On obtient de ce‘cte
maniére un quadruplet £, w(k), i, j aucun rayon n'existant plus entre (k) et 7,
ou entre 7etk, ouentre ketj. Lesrayonsk, g/(/e) se trouvent joints par une cour-
be sur S, de méme que les

ravons ¢ et 7. D’ailleurs, notre
hy pothe%e o(k) < i peut tou-
jours étre réalisée par un

clnn<relne11t urcul{mg des in- N
dices 1 ..., 21, En laissant AR
mchange le quadmplct déja ’ !
formé, on pourra ensuite re- 4

prendre les opérations sur les
ravons restants, ce quadrup-
let permettant le passage du
point mobile P d'un  ¢oté
ou de lautre du quadruplet. On arrivera ainsi a la formation de plusieurs
quadruplets et, s # était impair, on obtiendrait finalement un couple de ra-
vons conséeutifs conjugués, done joints par une courbe sur S. Mais alors le bord de
I" serait composé de plusieurs courbes, et I’ ne serait pas admissible. I en résulte
que 7t est nécessarvement un nombye pair si 1" est admissible.

Ainsi, une gerbe admissible est formée d’un nombre pair de courbes C; et, par
application répétée de lopération A, l’indicatrice peut étre ramenée a la forme
canonique d’une suite de quadruplets (%, 2 Es 2y, (& + 1, &+ 3), les indices entre
parenthéses étant conjugués. On peut aussi emplover une autre forme canonique
(b, h+mn), k=1,2 ..., »n, qui a Pavantage de posséder la symétrie de rota-
tion autour de m. Dans ce cas, deux courbes quelconques C;, C; de la gerbe se tra-
versent au point .

N

Il en résulte que chaque courbe simple séparatrice sur & appartient & une
classe d’homotopie de la forme w,w, ... @y, Tt w;}l, Wy, ..., Wy représen-
tant des classes d’homotopie qui contiennent des courbes simples, et ces courbes
pouvant étre choisies de maniére & passer par un point m de S, sans avoir deux-
a-deux un autre point en commun. On peut encore caractériser ces courbes
par wy w,w, lwat L. '&73,?,,17ﬂ‘2<1w5;1_.1w:qé1, ce qui nous rameéne au théoréme cité de
H. Zieschang.

¥u ce qui concerne le choix de I'indicatrice, on voit que 'on jpeut toujours se
contenter de lindicatrice symétrique (b, & -+ 2¢), £ =1, 2, ..., 2¢9, sans perte
de généralité. Si S est de genre p, toute gerbe admissible & 2p courbes forme un
systéme de coupures canoniques de S, S — I' étant homéomorphe a un disque.

Pour la construction effective des gerbes admissibles un second probléme se
pose: joindre les cxtrémités des rayons opposés de Uindicatrice par des arcs sim-
ples de S, deux-a-deux disjoints, et cela de toutes les maniéres possibles. La solu-
tion de ce probléme est fournie par les résultats de M. Dehn [3] sur les rétro-
sections (belbbt\erbmduncen) d’une surface fermée de genre p avec un bord (la
courbe y).De méme que le probléme des classes d’homotopie de S qui contiennent
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des courbes simples, ce probléme revient a la détermination des automorphismes
du groupe fondamental =,(S). En représentant ce groupe a Vaide de 2p générateurs
81> 8y - - - &y liés par la relation symétrique

—1gg—1 -1 ]
&8y - L8788 = 1
nous avons donné [4] les conditions nécessaires et suffisantes pour que le mot
ho=glg™ ... g représente une classe d’homotopie de S contenant des courbes
to e 7

simples. Ces conditions sont donuées par n(n — 1)/2 inégalités de nature arithmé-
tique concernant les suites d’entiers 7y, 7, ..., 4, %, %, ..., %,. Or, la méthode
qui nous a conduit a ce résultat s’étend sans modification essentielle au probléme
de la détermination des automorphismes de =,(S); I'étude de ce dernier probléme
fera 'objet de notre prochain travail.

{ Manuscril vecu le 20 féurier 1967)
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CONSIDERATIT DIRECTE ASUPRA GENERARII NODURILOR (II)

(Rezumat)

Intr-o lucrare anterioara 1 s a aritat ¢ orice nod N din 33 poate {i trasat pe o suprafatd inchisi
orientabilda 8 in pozitie normalda in 8%, astfel incit N sa o dividd in doud dom-enii disjuncte. S este
in pozitie normald in & dacd 8 divide spatiul 82 In doud domenii omeoniorfe. Se di aci un procedeun de
constructie a curbelor inchise simple N care divid suprafata 8 in doud domenii disjuncte, regisindu-se
astfel si o parte a unei teoreme datorite Iui H. Zieschang 2] prin mijloace mai directe. Se definesc
grafele complementare unui nod trasat pe S ca retracte de deformare ale celor doui domenii comple-
mentare lui N pe 8. Se introduce apoi notiunea de jerbd admisibild, caracterizatii prin indicatricea cores-
punzitoare. Analiza proprietatilor acestor indicatrice conduce direct la procedeul de constructie ciutat,
si permite determinarea claselor de omotopie din =(8) care contin curbe simple separatoare pe S.

HETIOCPEACTBEHHBIE COOBPAYKEHMSI O '’EHEPHPOBAHWNH V3J0B (i)

(Peswowme)

B npeaprtyinefi paGore (1) moxaszauio, u4To JI0060H y3ea N H3 S* MOMKHO HAYEPTHTL HA OpHUEHTH-
pyeMoil 3akpeITOll NOBEPXHOCTH S B HOPMAALHOM NOJOKeHHH B S* rax, yrofsl N pasieqas1 eé ua Ape
Henmepecekawlecd 061acTH. S HAXOIUTCSH B HOPMAJIBHOM TOJOMEHIIT B S3, ecau S pasjesser npocTpan-
¢80 S* Ha ape romeomopdHbie obsactH. [laérca cnocof MOCTPOEHIS! MPOCTHIN 3AKPBITBIX KPHBLIX N,
pasfiensuoliX JIOBEPXHOCTb S Ha Be Hemepecekalol(iecs o6J4CTH H, TAKHM 00pas’oM, CHOBA HAaXOHTCH
# 4acTb ool Teopemel I. 1lnmuramra (2) Godee upsubiMH  cpefersasu. Onpeieasiorcs A0noJ-
HUTEIbHbIE FPAdBl OJHONO V314, HAYePUeHHOro Ha S KdK JedopMALMOHHBIE PETPAKTH ABYX AOMOJHH-
Tebubix obaacTelt kpupofi N Ha S. Bpoaurcd satem NOHSTIE JOHNYCTHMOrO I1VUKe, XapAKTePU3YIOWErocs
COOTBeTCTBYIOIEH HMHAuKaTpHCOll. AHain3 cBOMICTB 3THX HMHIAHKATPHC HEMOCPEACTBEHHO NPHBOJHT K
UCKOMOMY €noco0y NMOCTPOGHHS M I103BOJSET ONPeAe]UTh KIaccel roMotomiy u3 (S), coaepikaiide
pasjieJsnoliie pocThle KPHUBEE Ha S.



DESPRE, UNELLE PROPRIETATI ALE STELELOR FAMILIILOR
DE MULTIMI

de
PETER KESSLER

§ 1. Cu S vom uota o multime varecare de elemente si cu 2(S) mulfimea pér-
tilor Iui S. Elementele lui S le vom nota cu litere mici, elementele lui 72(S) cu litere
mari, iar elementele Iui 22(S) cu litere rotunde, Prin familie de multimi se Intelege
orice submulfime a lui - (5). Acoperire a lui S va fi orice familie de mulfimi a céror
reuniune este S. O acoperire formatd din mulfimi doud cite doud disjuncte o vom
numi partifie.

Pentru doud familii de multimi 7/ s1 @ se defineste e-incluziunea in felul urma-
tor: U C ) dacd pentru orice U € U existd un V ¢ 7), astfel incit U C V. Cu
ajutorul e-incluziunii se poate introduce o relatie de echivalenta intre elementele
lui @%(S) in felul urmitor: % ~ @ dack % C V si 0 C ‘U

Daca M € P(S)si U € P*S) atunci prin steaua mulimit M in raport cu familia
de multimi 7 intelegem urmitoarea multime :

SHM, ) = UiUed:U N Mz0},
deci reuniunea tuturor multimilor din 7/ care intersecteazi M. In cazul cind M se
reduce la un singur punct M == {p} se noteazd mai scurt St({p}, ) = St(p, U).
Se noteazd cu SH) si SI*(U) urmitoarele familii de mulfimi:
St(U) = {St(p, U):p €S}
Sty = {SHU, ) : Ue
numite steaua, respectiv steaua mare a familiei de multimi /.

in cazul partmular cind 9/ este o acoperire al lui S, atunci si SHH) st SE*(U)
sint din nou acoperiri ale lui S.

Lucrarea de fatd se ocupd cu proprietatile stelelor si stelelor mari ale familii-
lor de mulfimi.

La inceput vom enunta unele proprietdfi simple care sint folosite pe parcurs,

Trorpard 1.1. Pentru orice familie de multimi 2 au loc relatiile :

U C SHAU) C SH(U)
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TroriyMa 1.2, Daca M, si M, sint doud multimi dwn (£(S) st My C M, atunci
pentry orice famalie de multimi din (*(S) are loc incluziunca .

SHM,, U) C St(M,, U)

(4
TroreyMa 1.3, Dacd U i O sint doud familiv de mulfimi asifel incit U C @,
atunci pentrie ovice multime M din 7(S) are loc incluziunea

SHM, 7t) C SHM, V)

Din ultima teoremd rezultd cd dacd 7 si 0 sint doud {familii de multimi echi-
valente, atunci pentru orice multime M are loc egalitatea S{M, Z) = St(M, ).
Reciproca ultimei afirmatii nu este adevarata.

TroreEMA 1.4. Dacd 7 si O sint doud familii de wmultimi echivalente, atunci

au loc velatiile:
St(d) = St(0)
St*(U) = St (V)

Reciproca teoremei 1.4 nu este adeviratd.

§ 2. Steaua, respectiv steaua mare a unei familii de mulfimi este din nou o
familie de multimi. Se pot deci defini doi operatori S¢ si S¢* in mulfimea £2(S),
care ataseazd fiecdrei familii de mulfimi 7/ steaua S#(7(), respectiv steaua mare
St*(7U). Putem sd ne intrebdm atunci care sint elementele fixe ale acestor opera-
tori. Vom numi o familie 7/ pentru care SH{@) = 7{ un invariant stelar, iar o familie
U pentru care S#*(7/) = 72 un invariant tare stelar. In acest paragraf ne vom ocupa
cu familii invariante fatd de operatorii St si St*.

La inceput vom da doud conditii simple care caracterizeazii invariantii stelari,
respectiv invariantii tare stelari si vom cduta sd gdsim acele familii de mulfimi care
sint in acelasi timp invarianti stelari si invarianti tare stelari.

TrorpyMa 2.1, Familia de multvmy U este un invariant stelar atunci si numaq
atunci cind pentri ovice U € U si orice g € U are loc egalitatea

St(g, U) = U

Demounstratie. Fie @/ un invariant stelar si s presupunem cid existd un
Uedl si un ge i astfel incit St(g, %) 7= U. Dar deoarece ¢ € U, rezultd ca
UC St{g, 7). De aici ar rezulta insd ca U g S¢(), contrar ipotezei cd 7/ este un
invariant stelar.

Invers, sid presupunem cid Z este o familie de mulfimi care verifica proprieta-
tea cd pentru orice U € % si orice ¢ € U are loc St(g, ) = U. Atunci rezultd usor
cd SH{) = U, deci este vorba de un invariaut stelar.

O proprietate analogd se demonstreazd pentru steaua mare a unei familii de
mulfimi.

TroreMA 2.2. Familia de multimi 7 este un invariant tare stelayr atunce st numai
atunci cind pentru orice U € U are loc egalitatea

SyU, ) =U
Demonstratie Fie 7 un invariant tare stelar. Presupunem cd existi

un U € 7 astfel incit St(U, ) = U. Atunci rezultd U ¢ SHU, ) si U d& St*{(A),
contrar ipotezei.
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e

Invers, fie U € 7, atunci S{(U, /) —= U sideci U e St*(7U). Daca U* e St*("/),
atunci existd U € @, astfel inclt U* = S{(U. ) = U el st deci U*e 7. Cu
aceasta am demonstrat cd 7/ este un invariant tare stelar.

Orice familie de multimi doud cite doud disjuncte este atit un invariant stelar
cit i un invariant tare stelar. Urmitoarea teoremd aratd ¢ are loc $i proprietates
mversa,

TroreMa 2.3, a) Dacd U estc un invariant stelar, atunci este formald din mul-
{iint doud cite dond disjuncte.

D) Dacd 7/t cste wun dnvarianl lave stelay atunci esle formatd din muiiimi
doud cile dowd disjuncle.

Demonstratie. a) Iie deci %/ un invariant stelar si si presupunem ca
existd doud multinmi {74 i U, din %/ astfel incit U, 2= U, 51 U; N U, 32 &, Fie atunci
pelyN U, Din teorema 2.1 rezultd cd Stp, ) = U,, deoarece p¢ U, sl
Si(p, ) = U, devarcce p e U, ¢ deci Uy = U,, contrar ipotezcei.

Afirmatia b) ¢ demonstreaza analog.

Din ultima teoremd rezultd urmdtorul corolar:

Cororar 2.4, Familia de mulfimi M este un invarviant stelay atunci $i numai
atunci cind esle un lnvariant tare stelar.

Acoperirile fnvariante fatd de operatorii Sf st S* sint exact partitiile.

§ 3. Steaua respectiv steaua mare a unei familii de mulfimi fiind din neu
familii de multimi, putem aplica i lor operatorii Sf s1 St*. Se definesc astfel itera-
tele stelare i tare stelare ale unei familii de mulfimi,

Pentru orice ordinai welimitd « - 1 se defineste steaua de ordinul « - 1 a
unet familil de multimi // cu ajutorul urmitoarel formule de recurengi :

SeHAN = SE(StE (7))
respectiv steava mare de ordinul z - ca fiind

St U e SE(SEH(H )

Pentru un ordinal mitd v se definesfe steann de ordinal - a unel familil de
mulfimi 7 cu ajutorul formulei:

Se(Uy = U St

respectiv steaua mare de ordinul v ca fiind

SE(H) U SR

N SV g 3 IS AN /4 SRS BRI U8 N ilaie, 1e 1
Familiile de forma Se*(St*#)(4/) =i H72t)) unde =5 G osint erdinale, Ie vom
numi_stele mixte de ordinul « 4 3 ale familiei de mulfimi /7.

In acest § ne vom ocupa cu proprietifile acestor iterate stelare.

TrorpMaA 3.1, Pentru orice nmumdr natuval no st ovice familic de multimi 4 are
loc relatia:

SERUY C SP

Demonstratie Vom proceda prin inductie n raport cu ». Fie deci 74/
o familie de multimi oarecare $i » = 1. Dacd M ¢ S*(7), atuncl cxisti un

3 - Mathiematica-Physica 2/1967
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U, € 7, astfel incit SHU,, /) = M. Iie p € U, arbitrar. Vom ardta ca S/(U, U) C

C SH(p, Si{7et)). Pentru orice ¢ € U, Si(g, (//) contine Uy, si deoarece SHU,, YU) =

= |J St(gq, ) orice U care intersecteaza U, este wntmut intr-un St(g, 7/} unde
gel’y

g € U,. Din aceste observatii rezultd ca S{U, %) C Stp, StU)) € St2("U). Prin

urmare St*(U) C / St2(72).

Presupunem cd proprietatea  este  demonstratd pentru A < N, dea
Stk () C Ste1(7f) si s ardtdm ca are loc si pentru b = n + 1. Fie M ¢ St™ (),

atunci existd un U™ ¢ S (%), astfel incit M = S{(U*", St**(U)). Iie pe U
Se arata, la fel ca si in cazul n =1, cd& SHU™, St™(7)) C St(p, St {4)) €
€ Stt2(7)(), i cu aceasta teorema este demonstrati.

Despre stelele de ordinul o + 1 se demonstreazd urmatoarea proprietate:

TrorEMA 3.2. Penlru orice familie de mulfimi 7, Ste+1(U) sv St*e () sint
invariantl stelari si are loc egalitatea

Ste 1 (%) = St (77l

Demonstratic: Aratdm mail intli cd St@ (%) este un invariant stelar.
Fie U’ si U eStori(7i) st U'N U 5= @ Vom arata cd atunci cele doud mul-
timi coincid, deci U’ = U"".

Existd doud puncte p si q, astfel incit U’ = St p, Ste(7il)) st U = Si{q, Ste()),

dar St(p, St(U)) = St(p, H}swmn = u St(p. St(U)). La fel Sty Sto(Ul)) =

«©

= U St(g, S#(i)). Tie p,e S, astlel nclt p, e U' N U". Tie re ', existd
k1

atunci un numdr natural &, astfel inclt » € St(p, St*('4)). Deoarece p, e U, exista
un numér natural /, astfel incit p, € (p, SE(U);. Fie m = max (k, #), atunci
evident », p, € SHp, SE*(If)). Deoarece p, € U, existd un numir natural u, astiel
fncit p, € St(g, St"(7¥)). Fie j = max (m, n). Au loc atunci urmitoarele incluziuni:
St{py, SU{U) D St(p, St st SHp,, SECU) D St(p, St (7)), dar atunci
St{g, SEHUY D SHpy, SECU) D SHp, SEHH) st deci v e St(g, StHI(M)) prin
urmare 7 € U, De aici rezultd ca 7' C U’ La fel se constatd cd U C U’ «
deci U’ = U"”. Deci orice douil elemente din S¢¢ (/) cu intersectie nevida coincid,
este vorba, prin urmare, de un invariant stelar.

Pentru a demonstra complet teorema este suficient sa dovedim egalitatea
Ste+l Q) = St*e+1(7f). Pentru aceasta demonstram ci oricare ar {i p € S si oricare
ar fi U™ e St** (7)) pentru k arbitrar, astfel lncit p e U, are loc eg’xhtatea

U St(p, SH(U)) = C St(U**, St*i(#)). Intr-adevar, daci ¢ € U bf(j) Sti(711)),
atunu existd un m natural, astfel Incit ¢ e St(p, S"(/)), (L\l uunu deoarece

St(p, SE(U)) C SHU*, SI(U)) C SHU*F, St () rezultd cd g € u SHU*, St 1)),

Invers, dacd ¢ ¢ U SHU**, St*i(7H)), atunci existd un n natural, astfel fncit
ge St(U*, St*”(”//)) (hr pe baza teoremei 3.1 avem SH{U**, St* (7)) C St(p, St 1(“U))

si decl g € U Si(p, Sti(U)). Vom folosi acum aceastd egalitate pentru demonstrarea
j=1
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egalitatii Sto+1(U) = St*e+1(77(). Intr-adevir, fie M € Sto+1(}/), atunci existi un
w 8

punct pe S, astfel Incit M = St(p, Ste(%)) = St(p, U St} (U)) = U St(p, Sti(U)) =
k=1 j=1

= U St(U*k, St*i(U)) = St(U**, U Stri(U)) = St({U**, St*e()) = M*. Ultimele
cgahtatl demonstreazd complet egahtatea doritd. Cu aceasta teorema este demon-
stratd.

Ne vom ocupa in continuare de stelele mixte ale unei familii de mulfimi. Inain-
te de a demonstra teorema principald enunfdm urmitoarea proprietate:

Troruya 3.3. Pentru orvice familie de wmultimi ) si pentru orice pereche de
nuwmere maturale m st woauw loc wrmdtoarele velatis.

SE(SE(U)) = SP(SENU)) = StmH(aL)
St*m(Sﬁ*n(/%)) — St*"(St*"‘((%)) — St*”+’”(([[)
Putem acum demonstra urmditoarea proprietate:

TroreMA 3.4. Pentru orice familie de multimi U sv orice pereche de numere
naturale m si n are loc egalitatea

St (SE(H)) = SE(SE(90)

Demonstratie: Vom proceda prin inductie in raport cu m si n. Fie
m o= n == 1. Atunci vom aridta cd SiSt*(7U)) = St*(St(7%)). Mai precis, vom arita
cd pentru orice p ¢ S are loc egalitatea St(p, St*("%)) = St(St(p, @A), St{'i)).

Lie intr-adevdr » € St(p, S"(//)). Aceasta Inseamnd cd existd o mulfime
U™ e St*(7U), astfel Incit p, » € U*. Dar deoarece U* € St*(7U), existd o mulfime
U e N, astfel incit U* = St(U, ). Existd atunci multimile U, si U,, astfel incit
pelU,sirvelU,siU NU#O, U, NU=30. Fieatunci g, e U; N U si gy €
eU,NU. Avem St(q,, %) D U, U U si St{q,, %) D Uy U U, de unde rezultd cd
SHp, U) N SHgs, U) 7= @ si deci St(g,, U) C SHSLp, U), St(U)), si de unde
rezultd cd » € SI(SE(p, ), St(2)). Avem deci Si(p, SE(U)) C St(St(p, ), St{U)).
Invers fie » € SI(St(p, U), St(2)), atunci existd un ¢ € S, astfel incit St(g, %) N
N St(p, U) = D si 7 € St(g, ). Existd multimile U, si U, din @ in asa fel incit
peUisiqgelU,ysi U N U, . Fie atunci mulfimea SHU,, ). Avem p, 7 ¢
€ SHU,, U) si deci 7 € SH(p, St*(72)). Avem deci egalitatea doritd. Cu ajutorul
el se demonstreazd imediat cd are loc si egalitatea St(St*(U) = St*(St(U)).

Presupunem acum ci pentru k< n si j<<m —1 avem SH(StY(%)) =
= St(St(2U)) si pentru E<<n — 1 i j< m are loc aceeasi egalitate, atunci
SESE™MAL)) = SHSe~ 1(St*”’(/é( ) o= SHSEH(Se-IU)) = SE(SHSt-H(U)) =
= St"(St"(U)) si cu aceasta teorema este demonstrata.

O proprietate analogd poate fi demonstratd pentru steaua de ordinul w.

TroreMA 3.5. Pentru orice familie de multimi 7l are loc egalitatea
St(Stre(U)) = St*(Ste(U))
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Demonstratie: Din teoremele 1.1 si 3.1 rezultd cd St*o(7/) ~ Sto(u),
dar atunct din teorema 1.4 avem

SUSEe(H)) = Ste (/)
SE(SI(U)) = St W)

<t aplicind teorema 3.2 rezultd :11\i1'1na‘,£i:1 ultimei teoreme.

’§ 4. Existd o strinsd legaturd fntre familii de mulfimi si relatit binare. (‘iricflrvi
familil de multini 7/ it patem atasa 111 mod univoe o lelajtle binari in S, X A
= (U U, U e/t Relatia R/ este simetrica ; in cazul unci acoperiri ca
este si reflexivi, iar dacd Familia de umljf,imi este un invariant stelar, atunci este s
tranzitiva.

Ne vom ocupa in acest paragral cu relatiile binare care se atagseazd stelelor unei
familii de mulfimi.

Trortaia 4.1, Dacd familiei 1 se alaseazd velatia binard R/, alwier
steleloy Sty si St ) 1 se alaseazd relatio R¥ T respectio RY 14

Demonstratie Vom proceda prin inductie in raport cu . Pentru o = 1
file pIR S‘/(///)‘c]; aceasta Inseamnd cd existd un e SI(7/). astfel incit p, q € U.
xistd ml y € S, astlel incit 7 = SHr. //) d b3 a‘u:‘« 1 PRI st v R g st dec
PR = RU ). ln\cxs dacd p(R 4o R 7/ 50, atuncl cxistd un r € S, astfel
inclt j‘)R /// vl rR[7 g, dar atunct p, (Je Sz(‘ f) stodect pRISHT) g Priv
urmare R f_Sz‘(’//), = 1\ // o R M = [R* 4. Presupunem propno’mtea adevarat?
pentru #, deci RIS? (//, ] = R¥ U] Atunei RISt e RISHSPUINT =
= RIS, - RISE(H)] = \))”L//; . 2t U = RZHIUNA

Pentru steaua mare se procedeazd la fel. Cu aceasta teorema este denmonstrata,

S‘co]elm Ste(7fy st Stre{ 4} 11 sc ataseazd re 1atiu Re[7 = R St () =

R4 vespectiv Reo 7] RISEo{) - U R¥ {741, Din teoremele 1.1
k=1
s1 3.1 rezultd cd ReI7/ | = R#=[U | Fard nici o {neutat( se constata ReTY | este

o relatic de echivalentd in multimen S| == [J {U: U € %/}, Daci // ebta 0 acope-
rire a lai S, atunci R/ este o relatie de echivalentd in S. Acestei relatit # core-
spunde atuncl o partitic a multimii S, pe care o vom 1nota //J///. Are loc urmatoares

‘proprietate :

Trorrva 4.2, Pentrie orice familic de mulfomd o are loc eealitalea

/P/// = Slf‘”" I(///)

Demonstratie Fie 2 ¢ oy st U0 e S0 1(4f) st presupunem ca U N L2
s @, Vom arita ci zif"lll(‘i U= P Fie p N U, Existd atunci un 7 € S, astfel fnelt
U == Sty, Sto(71)) U St{r, St*(*il)). Fie acum ¢ € P, atunci pR@ |/ 1g, deci existd
un &, astlel incit /‘)]”’f // g deci p, g € Ut ¢ St*(7Uf). Dar p € U, deci £, astfel ncit
p e St{r, SI/0)). Fie == max{(k, h). Atunci ¢ € St{r, St (7)) si deci ¢ ¢ U

Avern deci /" C U Dacd g e U, atuucd, deoarece p € U, rezultd cd pR[7/ g, ¢i dec
ge I’. Prin urmare { == . Aceasta este suficient pentru a demonstra teorema

{({ntral in redaclic la 20 jebruarie 1967
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Ho ). Kowalsky, Topologische Réiwme. Birkhiuser-Verlag, p. 93,
2OM T Schechtuer, Préordres of fquival

(Brno) b (1965), p. 39 —356.

s dans Pensemble des Jamiles 2w enscmble, Arel. Math,

O HEKOTOPBLIX CBOHCTBAX 3BE3L CEMEHMCTB MHOMKECTB

(Pesmwae)

BB 0poHssolpion SuoKecTse S Uehed HOCPEICTBO NOIBITHS 3Be310 00ro MHoxecTsa M us P(S)
no oTHOHERIO K cevelleTsy unomecTna A w3 PAN) KoTopas sBAseTcs 0GbeluHeHlUEM BCEX dleMel-
TOB H3 "///, NePeCeRdiNUuIX MHOWECTBO VM, olpel@nores u"“lmm'\m St SEF, KOTOphIe TPHCOE THHSIOT
KORARCIOMY  COMEICTBY MOozectn iz S84 CeMellCTRA MU HECTB (//) ,,S/(/?, /f/):p € \} COOT-
serersenno S(A) oo (Se() M) U e Y wasranime 3nenIof,  COOTBETCTBENHO GOMBLIOH 3BE31CH
cevelicTna.

Jansast padoTa sansvaeTes ¢sofieTRaMU 3THX onepatopos. Oua COCTOHT 13 ueThIPCx uacTeil.

B peproit vactn padoter, naeiciiell BBOAUb XapaKTep, VOTANABIUBAIOTCH HCNOAL3OBAHHBIE TOHATHS,
4 TAHMKE HeROTOpBe NPOCTRIe epofletBa 38631, HEOOXOLHMbe 118 OCTAALHLIX YeThpeéx nmaparpadgos.

Bropast wactp paGoThl sanis4eTes apéa LI HHBAPHANTANM W TBED A0 3BE3.1HLIMH HHBAPHAHTAMA

Y S 7 )
1. 00 ceveficTas wnameern AL amnotusonum veaosie Si(7L) = A, conrsetcracuuo see(U) = U
Tokaspipaerest,  yro out ApIsIores KAk pas CedelleTBAMH  MHOKeCTB HOHADHO HEMePeceK alomHAMHCS.

Hocae 10Barea b b LpinieiclIECN GHepatopon St SI5 onpeiedsioTes 380316 BLICHIETO TTOPsIKA.
Toxasupaercst, wto s3pesia nopaika w |1 (rie w-ilepsbil GeckoHedHbUT Op/ihiilaa) panHa SOALUIOH
3Be3sle nopsiika o - 1 M KOHCTATUPYETCH, UTO 3TH ABa cexelicTsa MHOMXKECTB  #BJSTIOTCSl 3BE3IHBIMU

o it B .
unpapuantTamu. [lokaswpaercs Taroke, uro oneparopst SE u 5% gBAMOTCA KOMMYTATHBHBMH B TOM
CMBICAC, YTO HE HMEET 3HAYelnsl HOPSAOK 1IN JIPHMEHeHHS K CceMelicTBY MHOMeCTB.

Hocaeanss wacTn padorpt 3auinvaercss OHIADHBIME  OTHUHENHAMUE, KOTOPbIE FPHCORAHKRMOTCH K
3BE33aM cerelieTBA MHQMHCCTE, HCXO LT H3 GHHADHOIO OTHOUICH!H, NP ICOe BIHEHHOTO K CeMeICTBY MHOMECTS,
K KOTOPOMY IIPIMEHSHOTCst 388 1upe oneparopn. B k ceefiotsy amosects 2 mpucoejiniusiercs oTHo-

. . " waf S ~
menne R[], 1o sneste Si(7). coorper BEUHO wwn)wm anerte Se(7), coorseretsyior Ginapibie
otaomenus: RUH T e rUH
3BE30aM NOPHIKE © COOTBETCTBYET OTHOWIEHIEE IKBIBATCHTHOCTIL.
- by it
Moxazauo, uTo J1edcHie, CCOTHETCTBVIONIES FT0MY OTHOWICH IO Huiseres xax vay S {7/,

comraeretsenno it /e RO o kU

SUR CERTAINTS PROPRITITS DES LTOILES DES TFAMILLES D'INSEMBLES

(Ré¢sum )

Dans un ensemble queleonque S, par Vintermddiaire de la notion ' étoile Q'un ensemble 7 de P(S)
en rapport avec une famille d’ensembles Yode PUSY, qui est la réunion de tous les élments  de U
intersectant Vensemble A, on définit les opérateurs S7 et St* qui attachent 2 chaque famille d’ensembles
U deux familles d’ensembles Sz’( //) == (.\/<, . /() €5), et St* (7/) E= ‘L\(/ '///) S e A respec-
tivement nonuudées étoile de O ¢t grande ¢toile de //.

Le présent article s’occupe des propri¢tés de ces opérateurs. II comprend quatre parties:

Dans la premitre, de caractére introductif, on définit les notions employées et 'on établit certaines
propriétés simples des ¢toiles, nécessaires pour les trois autres paragraphes.
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La seconde partie traite des invariants stellaires et stellaires forts, ¢’est i dire des familles d’en-
sembles (2 qui remplissent respectivement la condition Si(»/%) = (L et la condition St*(?[) = .

Pour ces familles on démontre qu’elles sont exactement les familles d’ensembles disjointes deux a deux
Dans la troisiéme partie, par application successive des opérateurs St et St*, on définit les étoiles
d’ordre supérieur. On montre que ’étoile d’ordre o - 1 (olt o est le premier ordinal infini) est égale &

la grande étoile d’ordre @ -+- 1 et l'on constate que ces deux familles d’ensembles sont des invariants

: P H ~ .
stellaires. On montre de méme que les opérateurs St” et Si*™ sont inversables, au sens ou ordre de
leur application & une famille d’ensembles ne compte pas.

La derniére partie de 'article s’occupe des relations binaires qui s’attachent sux étoiles des familles
d’ensembles, en partant de la relation binaire attachée & la famille d’ensembles a laquelle s’appliquent les
opérateurs étoile. Si a la famille d’ensembles (X d’ensembles U on attache la relation R[], alors &
I’étoile St(/ %) d’une part et 4 la grande étoile St*(’%) d’autre part correspondent respectivement les
relations binaires R[(//[] o Rl/%] et R[(%] ° R[@[] ° R[(%].

Aux étoiles d’ordre « correspond une relation d’équivalence. On montre que la partition cotres-
pondant & celle-ci est précisément St@+1(Z().



DESPRE REZOLVABILITATEA PROBLEMEI LA LIMITA GENERALA
IN SEMISPATII

de
CAROL KALIK

In lucrarea de fatd extindem uncle rezultate publicate in [17. Autorul acestei
lucrdri, G. K. Silov, formuleazd o problema de tip Dirichlet pentru semi-
spafin si peutru o clasd largd de ecuatil cu derivate partiale fard sd pretindd
ca ectiatia consideratd si fie de un tip fixat. Noi studiem probleme la limitd
asemdandtoare, inlocuind fnsd conditiile la limitd de tip Dirichelt cu conditii
la limitd generale.

Peutru precizarea problemei si a rezultatelor obtinute, in prealabil, intro-
ducem unele notatii. Vom nota cu R, R} respectiv Ry ' si cu RE' spatiile
euclidiene cu n respectiv cu # — 1 dimensiuni, avind ca elemente punctele cu

coordonatele reale x = (x,, ..., %,), 2 = (&, ..., &,) respectiv &' = (xq, ..., %,-1)
. y i
st 2 == (%, ..., §,_4). Notdm de asemenea: D, = — o D =D,.-D,...D,
4 Yk
D' = D,.D,...D,_; iar cu I'' transformarea lui Fourier relativd la variabila x":
-1
Fru(x) = (2r) ° S em T u(x)dy!
R
s~ 1
unde < &', &' > = > x . %,
i=1
Vom considera, In semispajiul x, > 0, o ecuatie oarccare de forma
-1
i k
P(Dyu(x) = D)u(y) — 2, pu(D)Dru(x)  (x, > 0) (1)
K=-0

unde p,(D’) sint operatori diferentiali liniari cu coeficien{i constanfi. Atasim
acestel ecuatii cu derivate partiale urmitoarea ecuatie algebricd, numitd ecuatia
caracteristica a lui (1):

m—1

5 ) =0
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2, ..., 7e(%) riddcinile acestel ecunatii. Un rol fusemuat in cele ce urmearza,
s aibd un ¢ir de wmulfimi:

RM'DO,2Q,0...00,.

w « . . . . . 1 Y .
Tatd cum definim aceste mulfimi: pentru fiecare £'€ R% ™ renumerotdm, la nevoie,
rdddcinile ecuafiei caracteristice astfel incit sd avem:

Imry(8) = Imty(E) > ... 2 Iint,(5)).

Atunct

Q = (2 eRE  Dng(8) =00 (k=1, m)

Legate de ecuafia (1) sint si polincamele in ~:
!
AEI Y R
LS

de care ne vom servi mai jos.
Vom considera urmitoarele conditii la limitd.-:

FY{BUD)u(x) s o} = g(%) (F€y; j = 1;1=1, m (2)

7

unde B sint niste operatori diferentiali liniari cu coeficienti constanti, iarv

&%) sint functii date pe mulfimea €,
« w - _—1 -
Observim, cd pentruQ, = Q, = ... =Q, = R 51Q,_ = ... = Q = {0,
ceea ce se realizeazd, dacd ecuatia (1) este de tip eliptic sau parabolic, conditiile

la limitd (2) se pot exprima intr-o formad mai obisnuita:
-1 -1 A 1.
B]-(].))z;,(;\:m”,,g = fi{x") (x'€eR*'; j=1,7)

Pe lingd conditiile o limitd (2) precizéim si comportarea functiei u(v) pentru
¥, =+ o, Vont cere ca functia #(x) sd nu creascd mai rapid decit o putere a lud x:

fe(x)] = O(xY) cind x, = 4+ (3)

Problema la limitd studiatd in lucrarea de fata: ba
R X . R IR
se gdseascd functia wu(x) care si satisfacd la condifiile (1), (2) si (3).
Precizdam clasa de functii In care se cautd solutia problemei la limitd {formu-
latd. Vom nota cu #_, mulfimea acelor distribufii f(x') care se pot reprezenta
w

sub urmitoarea formd : f(1') = (I — )" f(x) unde f(x)eL (R ). Fie 0 = U X .
ket
Notdm H _, = F'H_,. Se vede {ard greutate, ¢d H _, este un spatiu Hilbert format

o - .. " ne e 1
din acele functii g(&') delinite pe R, pentru care

o0
Notam H = {J H_,, gi considerdm 1In acest spatiu H topologia indusi de spatiile

k=0
H_,. Relatia H = F'Jy ne permite si topologizdm si spatiul 7.
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In sfirsit, vom nota cu WA :p'ztiv acelor funetii w(x’, x,) care apartin lui
H pentru fiecare x, = 0 fixat, iar in ravort cu v, sint continue si derivabile in
mod continuu de m ori In topologia lui 7.
Solutia problemei la Hmitd enuvufatd mai sus o cautdm in spatiul €%
Pentru a putea formula rezultatul nostru, ined o importantd vofiune: ¢ o e 1-
civitatea ccuatici (I) cu conditiile la limita (2)] Vom spune
cd ecuatia (1) este coercivda cu conditiile la limitd (2), dacd polinoamele in <:

s ol
Bi(Z, =), ..., BUE, 5
sint liniur independente modulo P (27, =) pentru 2'¢€ £ st diferit de zero (1 == 1, m).
Pentru a explicita conditia de coercivitate sa notdm

BAZ, =) (%, =)(mod P’ (%, )

Atunci conditia de coercivitate Inseamnda c¢d polinoamele

ooy «l
(g 7)o GlE, =)
sint lindar independente pentru orice ¢ Q s 2 =0 (I =1, m).
Mentiondm ci ecuatia (1) este iutotdeauna coercivd cu conditiile de tip
Dirichlet. Intr-adevir, deoarece conditiile de tip Dirichlet sint de urmdétoarea
forma :

=t Y = e f Jie b o jot!
P, 0y =gz, B0 L ey e L

()X’l E!.rn U! - d")u ‘A\”—r”’
(7€ [ == 1, m, avem B(z D)= w1 (j=1,1; /=1, m). Polinomul ¥ (¥, =)
fiind de gradul /, rezulta ca C{E', <) == Bj(¥, =) = w1, iar girul 1, 7, =%, ...,
i1 este liniar 111(10])011(1@11‘[.

Rezultatul de bazd al acestel lucrdri il formuldm intr-o teoremd:

TroreMA. Dacd ccratia (1) este coercivd cu  conditiile la limitd (2), atunce
problema la limitd (1) — (2) — (3) are solufic unicd in spatiul C,70 st aceastd solufie
depinde in mod continuu de functiile gi(Z').

Demonstrarea se face prin reducerea problemei la limita (1) — (2) — (3)
la o problemd de tip Dirichlet studiatd in [17.

Aplicind transformarea lui Fourier F’ asupra ecuatiei si asupra conditiilor la
limitd (2), obtinem urmdtoarea problemi la limitd echivalentd cu (1) — (2) — (3):

2l -

P(z” Dn)l;(il, .'\f”) = 1)';1‘/(( Z])k z, Dﬂ”( ) = U ('xn > O) (4)
BYE, D)i(Z, x,)|, 0 = (%) ('€ =11 1=1m) (5)

G(Z, x,)] == 0(x?) cind %, > + oo (6)
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Este ugor de coustatat cd problema (4) - (5) — (6) este echivalentd cu urma-
toarea problema la limitd:

P(E DY, %) =0 (v, > 0) (7
B, D)a(E, x)], 0 = giE) (3 j=1,1;1=1 m) (8)

Intr-adevir, deoarece pentru fiecare £’¢ (), fixat (4) este o ecuatie diferentiald
liniard cu u)efluenp constanti, orice solu‘;le a el cste o combinatie liniara formata
din functii de forma:

> /. ST (80,
]\k(;\'fz) ek '
unde R,(x,) este un polinom, care depinde de multiplicitatea rddacinii =,(&").
Conditia (6) ne aratd, cd pentru £'¢ Q,, in espresia lui #4(Z’ x,) pot figura numai
raddcinile «,(8'), ..., 7,(%), ceea ce Inseamnd cd mulfimea solutiilor ecuafiei
(4), care satisfac conditia (6) coincide cu multimea solutiilor ecuatiei (7).
Observidm de asemenea cd problema (7) — (8) este echivalentd cu problema :

P, DT, x) = 0 (v, > 0) (©)
CUE, DYi(E, 2,0 = G(E) (Be 5 [ =T1,1; 1 =T, mj (10)
deoarece Bj(Z', ©) = Cj(¥, %) (mod P’ (¥, 5)).
Si notam Ci(¥', <) = 5 cy*()<". Cu aceastd notatie condifia (10) se poate
scrie sub forma "
Z MDA, )0 = G(E) (FeQ; j= LT 1= Tm)  (10)

Fie I = 1. Avem ¢j(€', t) = ¢'(£)). Liniar-independenta, la acest caz, se
1,0, » . . 1,0 L 1/ N <
reduce la ¢ (£) 5= 0 pentru &' 50 si £'€ Q,. Din ¢/ (£94(%,0) = g(2') rezultd

¥

A(E,0) = S = () (FeQ)

In general, pentru un 1 <! < m oarecare fixat, liniar-independenta polinoa-
melor in 7

i—1 I—1 I—1
2(11,7(&/)1_7\: ("Iz,l(g/)}:}) , 2 Ci?(yl)_?
A=0 A=0 20
inseamnd ci
L A=
det || (27T = 0

pentru orice &€ €, si diferit de zero. Prin urmare sistemul

i—1

26 (E) D%, 50 = 6(2) (=110
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are solutie unicd pentru orice g/(&'). Notam solufia acestui sistem cu

DRz, w0 HE) (=T

Acest rationament ne aratd cd conditiile (10) sint echivalente cu conditiile de tip
Dirichlet :

Dia(E, x) . o= h(3) (PeQ;j=1,1;1-=1m) (11)

unde AY(E') sint combinatii lintare de g{(2') (j = 1, m).

In concluzie putem afirma cd problemele (9) — (10) si (9) — (11) sint echi-
valente.

Pe de altd parte, fn {1 se aratd ca (9) — (11) este echivalentd cu problema la

limitd de tip Dirichlet formatd din ecuatia (1), condifia (3) si conditiile la limita

e 7( }‘“'”f(iﬁ (FeQj=111=1m (12)
v, =0

l()\

care, dupd cum se demonstreaza in aceeasi lucrare, are solutie unici in clasa C,J%0
si aceasta depinde in mod continuu de conditiile la limita. Astfel am ajuns Ia con-
cluzia, cd problemele la limitd (1) — (2) — (3) si (1)— (12) — (3) siut echivalente
din punctul de vedere al rezolvabilitatii lor, ceea ce demonstreazi teorema.

(Intrat in redactie la 30 martie 1967)

BIBLIOGRAFIE

1. G. E. Silov, O korrektnih kraievth zadaci v poluprostranstve dlia lneinih wyravnenii v ciastnih proiz-
vodnilh s postoiannimi hocffifientami, ,,Uspehi matematiceskilh nauk”, XIX, 3 (117) 3—52.

O PASPEHIMMOCTH OBUIENM TPAHUUYHOM 3AJIAYH B MOJIYIIPOCTPAHCTBAX

(Pesonme)

B pa60Te H3yuaerCs rpaHHyHdas 3dja4a, AauHasl CJEAYIOUHME YyCIOBHIMIL

m—1
P(D)u(s) = Du(x E PpD)DEu(x) =0 (x,>0) ()
F{BI(D)u(x . :0} =g eQ;j=T101=1Lm) (2)
(x| = O(x;) Korsia v, = -+ w 3),

rle BCE paccmaTpHBaeMble AH(Qepenuianbuple OnepaTopsl SIBISIOTCS JIHHEHHBIMI ¢ OCTOAHHBIME K03(¢-
dunuentamu. Muoxectsa Q, C Rgfl OnpeeIeHbl KOPHAMH XAPAKTeDHCTHYeCKOTO yDAaBHEHHS ypas-
Henus (1).

JokaspiBaeTca cielyiouas TeopeMa:
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Teopesa. Ecan ypasuenue (1) siBAsieTcst KOIPUUBHLIM € FPAHUUHBIMY VCIOBHSIMIL (2), To
sajada (1)-(2)-(3) uaeer eIHHCTBeHNOE pellerite B Kjaacce C,, 4. 1 Pellene Hempepsiig 1ai1ic
HHUHBIX YC0BIE (2).

C/eAveT OTMEeTHTh, 4TO ypaBHenHe (1) ABAHETCS KOIPLHBHBIN € IPAHUUHBIIL YO TR {2) eciin

THiunas
ar I'pa-

I
. ; - D 5
MHOTOUJIeHbE {Bj(i_’, ‘,)}7. 77 CHHEHHO HE3ABHCHMBL MOAYAO [ (%7 <) = 1 (7 AL oorae < (5
T kol '

OlpeJeséHHble KOPHH XapaKTePHCTHHECKOro VpasHeuns (1)

SUR LA RESOLUBILITE DU PROBLEME GENERATI AUX LIMITES DANS
LES DEMI-ESPACES

(Résumé)

I auteur dtudie le probleme aux limites donndes par les counditions suivantes:

m—1
P(DYuixy sz D2 ilx) — Z PRl DRy =0 (i, ) (
k=0
, Lo { s o B
F {Bj(l'))u(x)!x”:=o} =) (8 e j— 115 1 =1m) (2
L] = O(X:'L) quand 1 — -

ol tous les opérateurs différentiels considérés sont linéaires et & coefficients constants. Les eusembles
9 Rgfl sont déterminés par les racines de I'équation caractéristique de Péquation (1).

On démontre le théoréme suivant:

Théoréme. Si I'équation (1) est coercive avec les conditions aux limites (2), alors le probléme

aux limites {1) — (2) — (3) a une solution unique dans la classe Cp, %, et la solution dépend de fagon comn-
tinue des conditions aux limites (2).

Nous mentionnons que I'équation (1) est coercive avec les conditions aux limites (2) si les poly-
!

noémes {B}I-'(i'.":)}juﬁ sont linéairement indépendants modulo Pl_ﬁ,,(g’, e | (2~ 7,(3), ot 7 (E)
' k=1

sont certaines racines de I’équation caractéristique de 1'équation (1).
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OPERATORI ITERATIVI (IV)

de

STEFAN L NICZKY

Fie X si Y doud spafii Banach si fie 7" un operator care aplicd sfera inchisd
S(x,, 7) din X In Y, de trei ori diferentiabil in sens Gateaux pe S(x,, 7) cu derivata
de ordinul intii continud inversabila pe aceastad sferd.

Fie ecuatia operatoriald

Ty =20 (n

Se introduce operatoral

D) o X ):[ b :17’ T T ()T T (x) + L (x) 7"’(;\'4)}3[[‘(,%)]"(,\')'}3.. () T(x)
t 2 2 ;
(2)
unde I'(x) = [77(x) ]!, care aplicd sfera S(w,, #) in ea insagi.

In particular dacd in (2) se neglijeaza ultimul termen, se obtine operatorul
de tip Cebisev

D () = X — {1’ + L

P(x) 7" (x) () T(x)} I'(x) T(x) (3)

studiat atit pentru ccuatii operatoriale generale [1 — 5], cit si pentru ecuatii
functionale [6 — 107,
Daci se neglijeazd si termenul al treilea, se obtine operatorul de tip Newton-
Kantorovier 11 - 13
Dylx) = v — DT () 4)

DppINtris. Se spune ci D, este un  operator iterativ simplu 4 atagat,
ccuatict (1), dacd solutia x* a ccuatiei (1) este punct fix pentru operatorul ©
st tteratia

Xy == Opa, (=012, ...) (5)

converge cltre x* € S(x,, 7).
Pe lingd acesti operatori se mai considera si modificatele lor, de exemplu
i R s . - 1

e as I 1 Il N B .
Dpy(x) = x - ’ll Ty (DT () T ()

9

13T PO () B P T (6)

unde s-a notat cu I'y = [(x,).
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In cele ce urmeazd se vor da conditii suficiente pentru ca operatorii de mai
sus sd fie operatori iterativi simpli.

Fie functia reala {() d'efin'gt?t pe intervalul [7y, '] unde 7): = 1y + r <
< 1y 4 7, de trei ori derivabild pe acest interval si cu derivata intfi continui
inversabild.

Fie ecuatia

t() == 0. (7)

Analog operatorilor de mai sus se pot introduce functiile

Prs Por Paks PrRM-

Se poate enunfa principiul general majorant:
(PM) Se spune cd ecuaiia (7) majoreazd eccuatia (1), dacd

1) [1Txo|| < 4(n0),
2} £{ne) 720 i are loc relatia |l << — —»
3) NT"xoll < (o) $1 T 5]| << 17" (n), pentru 1w — x]| << [ — 0] << 10" — 74,

In cele ce urmeaza se admite ca (7) are radacind pe intervalul (4, 7'). Se
va nota cu * cea mai micd radacind al lui (7) din acest interval.

TrorEMA 1. Dacd are loc (PM), atunci ¢, este o funciie iterativd simpld
atasatd ecuafier (7), iar O, este un operator itevativ simplu atasat ecuatier (1) si

ar — 2l < |7* — 0, (0=0.1,2 ...) (8)

Demonstratie Din (2) si (5) rezultd

Xy — %0[|,<:[1 + 3 T T x0T x| - ,;“E'[‘«)/”"'o ~-5{I‘0Tx,0§iz}'

L O | ., 1 i
Tl = — '1 T L)t (n0) + gl ©)
ofr 2 t{ny
()% (0)? _fﬂ =Ny e
(1)

Se va ardta in cele ce urmeaza c¢d 1) — 3) din (PM) ramin valabile prin
trecere de la x, la x,, respectiv de la 7, la 7.
a) In baza formulei lui Taylor generalizate [12]

Tx = Tv+ Tylx —y) +=T"y(x — )+

S|
=

{77 —yar o)
unde x,y € S(xg, 7), v =v-+0(x —y), 0<0 <1 g1 (2) — (5) rezultd

1 : Al £’ A AT N 7] 2 g 7] ar iy A b
g IO TR IO 2 0Ty P T T % 4 3 (17 () (s — o)

A
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de aici rezulta evident ci
Txy = () (11)

adicd 1) din (PM) rdmine valabil prin trecere de la vy la 1, respectiv de la 7, la 7,.
b) Din inegalitatea

e Ty g = T v — T x
rezultd
Y Tiy
§ s § 17 (ny
Tl = 1T vy V1 e 2 () LT -
I (xg) ()
si deci
::[\ i 1
= — ,
t("’n)

Deci 2) din (PM) rdmine valabili pe x; respectiv 4,
¢) Pentru a ardta cd 3) din (PM) ramine valabil prin trecere de la x4 la x,
respectiv de la 7, la 7, trebule ardtat ca

Sy, 4 — 1) C S(xy, 1" — 14)
Tutr-adevir

e — gl < |

- . i fas PR NG . i . ., — -
I Y e R e/ el Tl T M 1

Prin inductie completd se aratd cd 1) - 3) rdmine valabil pentru orice iterati.
In plus,

LTS W t(fm) ‘ 0 51 ‘l'\:n;i = t("}n

) (n=0,1,2 ...) (12)

Intocmind tabelul de variatie al functiei f pe [7o, '], rezultd in baza condi-
tiilor 1) — 3) din (LD) cd

M = (=0, 1, 2, ...)

si din (12) rezultd cid existd 7 —= lim 7, Din continunitatea lui ¢, rezultd ci:
n—rxz
=
Trebuie ardtat ci 4 = »*. Pentru aceasta se aratd ci v este solutie a ecuatfiei
(7). Demonstratia se face prin reducere la absurd. Din (12) rezultd cd #(5) =0
Admifind cd este exclus cazul de egalitate, aplicind ¢, lui % se ajunge la conclu-

zia cd gg(n) < 7 ceea ce contrazice egalitatea 4 = pg(n) care rezulti in baza
continuitatii lui ¢, si din (2) — (5).

Cum 7* este cea mai micd raddcind din [n,, '] rezultd cd o, este o functie
iterativa simpld cu centru de iteratie 4*. Analog cu (9) se poate ardta cd

¥ — 20 =< [y — 7,0 (0 =0, 1,2, ...)
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si deci
s = 000 sy — ) (=20, 1,2, . p=1.2 .. (13)
de unde rezultd cd sirul {x,} este un gir Cauchy si deci existd x* = lim x.
o~y 0

Din (12) in baza continuitatii lui T $i ¢ rezultd || 7 xv*l; << #(+*) si deci teorema
cste demounstrata.

Evaluarea (9) a erorii se obtine din (13) fdcind p — .

TrorrMA 2 Dacd are loc (PM), atunci opy este o fuictic iterativd  simpld,
tar Dy este un operator iterativ simplu §i

;~>' v « T o TR ¢ 3
= = =t (=0, 12, ) (14

unde v = Ogy (1) pentru xeS(xg, 7).
Demonstratia se face analog cu demonstratia teoremei 1 cu observatia ci

X
H

T'x, = T'xy S T"(xdy (n =1, 2, ...

H

Yy
Consecinta. Dacd au loc urmitoarele conditii:
Il =< B
Tl = po

HT"xoll == My si \tl"’xf, << N pentru veS(xg, ), unde B, g, si I, sint
gonstantn iar cea mai mica radicini pozitivd #* a ecuatiet

] C1 ; 1
6 2 By
nu depdgeste pe 7', atunci ¢p si gry sint doud functii iterative simple, iar
O si. Bgy sint operatori 1t&,rat1v1 simpli si

1?;'1"’* - xn” g‘fl* — Y (’}’l = 0’ 1’ 2’ o \)

Observagie. Se poate remarca usor cd teoremele 1 si 2 ramin valabile pentru
operatoru de tip Cebisev si 1 Newtor- Kantorovici. Tn acest ultim caz se pot modi-
fica insd conditiile pr1nc1p1u1u1 (PM), in sensul simplificdrii lor. Astfel 7% si ¢
este suficient sd fie doar de doud ori derivabile in sens Fréchet pe sfera S{x,,
7' — 1,), lar conditia 3) din (PM) se poate inlocui cu

7

3. "% £ ¢'(m) pentru | x — xol| < |r, — 70 < 1) 7,
In acest caz si ecuatia (15) se reduce la
1 , | v N
t(/‘) = j) JJO'/" o “/" f‘ -+ ;n 8 0 (1(‘)

unde s-a schimbat doar semnificatia 1ui M,, adica M, este o coustantd astfel ca
Mo = |!T"x]] pentru xeS(x,, 7).

(Intrat in reducire la 20 deconbrvie 1966 )
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HTEPATHBHBLIE OHEPATOPLL (1V)

(Pezome)

MMyer X uw Y apa npoerpaucrsa Banaxa u T--0AHH OHepPATOP, NPHMEHSIOUW 3aKpptTyio chepy
ety U3 N B Y o asssuonutfics TpHALL AilddepeHnupyeMbM o ocMbicie Giteaux, ¢ HeNpepuiBHON
HEONIPOKH ApiBalolieficd MPOU3BOAHON 11eDBOro HOPs,AKa HA S(¥,.7).

Ttycrs onepatopuoe ypapuenue (1). Bpo,urress oneparop @, ouperensenstt (2). Ha store moxuo
noayunth onepatop UYefwuuesa (3) u oneparop Hpiotona-Kauroposina (4).

Onpedeaenue. MoXHO €KasaTe, 4YTO <I)K~npocroﬁ ureparisupii oneparop (4), nupucoe \HEHHBIT
K ypasuenno (1), ecau pewenne x* ypaBHenus (1) apisiercs] HeloIBHIKHON TOYKON ATst onepartopa o,
n wurepaimusa (5) cxomutes Kk #F ¢ yenopuem ¥y, xy, ..., ¥ € S(vy, 1)

MozHo cKkasath, 4TO ypaBHenue (7) MaAopupyeT ypasieHnue (1), ecan numeior secto 1°-3% u3z (PM).

Teopena 1. Ecan ypasseniie (7) Maxopupyer ypasueune (1), 10 5, SIpageTcst HTepatHanoll gyaKime
4 @, - HTepaTHBHLIM OI1ePATOPOM H IHMeeT vecto (9).

Teopesa 2. Ecan ypasuenue (7) Maxxopupyer vpanuenue (1), 10 7 ., nnI9TCH HTEPATHBHOI (yHk-
uuedt, a @p, —HUTEPATHUBHLIM ONEPATOPOM H HMeeT mecTo (14).

Caedemeue. Ecau umetor Mecto 1)-3), o ypasuenue (16) maxopupyer ypasueute (1), a o M PRy
ABASIOTCS, IPOCTHIMH HTEPATHBHBINH QYHKIHAMH, & @ i @ pyr — IIDOCTEIMH HTEPATHBHBIMH ONIEPATOPAMI.

Jameuanue. Teopempl, anazoruunple 1 u 2, nveor mecto Adst onepatopa YebGepnuesa u 11a onepa-
topa Hslotona- Kanroposuua.

4 — Mathematica-Physica 2/1967
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ITERATIVE OPERATORS (IV)

(Summary)

Let X and Y be two Banach spaces and 7" the operator which maps the closed sphere S(x, 7)
from X in Y, three times differentiable in the Gaiteaux sense, possessing a continuous inversable 154 order
derivative on S(xg, ).

Consider the operatorial equation (I). The operator is defined by (2). Hence the Tchebyshev’s
operator {3} and Newton-Kantorovich's one (4) can be obtained.

DEVINITION. The operator @ » is said to be one-point iterative operator (4) attached to equation
1) if solution x* of equation (1} fs a n\od point for the operator @ o aml iteration (3) converges to ¥* on
condition that xy, vy, ..., v € Sy, 7).

We sayv that equation (7) majorizes equation (1) if the conditions 1) —3) from (PM) are satisfied.

THEOREM 1. If cquation (7) majorizes equation (1) then N is one-point iterative function and
@, is one-point iterative operator and (9) is valid.

THEOREM 2. If equation (7) majorizes equation (1) then L, is one-point iterative function
and (I)IWI is iterative operator and (14) takes place. )

COROLLARY. If the conditions 1)—3) are satisfied then equation (15) majorizes equation (1);
% and G OT€ one-point iterative functions; (DP and (DI,V are one-point iterative operators.

A9 {9

Remark. Theorems analogous with 1 and 2 can be stated for Tchebyshev and Newton-Kantoro-

vich operators.



O PROBLEMA DE APROXIMARE PRIN POLINOAMELE LUI BERNSTEIN

de
GR. MOLDOVAN

1. Introducere. Se stie In bhaza teoremei lui Weierstrass, c¢i o functie f(x)
definitd si continud pe un interval finit ¢i inchis poate fi aproximatd oricit de
bine cu un polinom. Un polinom cu aceastd proprietate este polinomul lui Bern-
stein [1], care pentru functia f(x) st intervalul [0, 1] are expresia

¢ ~—-Zf( )i (1)

unde
Puat) = 7 Jp(L = 2 @)

Ordinul de aproximatie al functiei f(x) prin polinomul B,(f; x) se exprimd cu
ajutorul modulului de continuitate al acestei functii

»(8) = max ' f(x) — f(+)], (3)
fr—yld

conform inegalitdfii
S0 = Bfs ) < Ko (=], 4

unde K este o constantd independentd de f(x). Pentru prima datd aceastd ine-
galitate a fost dedusd in 1935 de acad. Popoviciu T. [6] care giseste
pentru K valoarea j ILorentz G. G. [3], in 1953, gaseste pentru constanta

K o valoare egald cu —, iar in 1958 1,i Ven-tin [2] obtine pentru aceastd

ST

o 19 % = A A wixgies A
constantd valoarea o Aceastd constantd a fost incd lmbundtadtitd in 1959 de
6

Sikkema P. C. [7], care giseste pentru ea valoarea 1 -+ (209836 — 47022)
/46656 == 1,093785.. .. Deoarece s-a demonstrat cd aceastd constantd este mai
mare decit 1, rezulta din cele de mai sus cd existd o valoare optimd a acesteia,
care este cea mai micd valoare a lui K pentru care inegalitatea (4) subzisti
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)

pentru f(x), functie continud oarecare. Aceasta chestiune a fost elucidatd &

Sikkema P. C.  intr-o interesantd lucrare (8] publicatd in 1961. El gisest
cd valoarea optimd a acestei constante este

1306 -+ 837 V6 : — -

4306 - 857 V§ == 1,0898873 ... 5

3332

In 1964, Mirakian . M. [4] glseste de asemenea o valoare pentra cons

tanta A egald cu 1,1761..., dar deja se cunostea valoarca optimd a aceste
constante.

In lucrarea (81 Sikkema P. C. mentioneazi de asemenea ¢a in inegali
tatea

S — B,(f; ) < K ‘°(\/n,’ "

constanta

N

N, ==1-+sup E ]\/ﬁ\
=0 .

i0,1]

[l P
,‘l.
pentru fiecare » dat este o constantd optim’x I acelagl sens cu constanta A
Demonstrafia este fdcutd pentru cazul # = 6, care de fapt furnizeazd constants
optimd K independentd de » si de f(x). Pentru restul ,1/,ur110r metoda de demon:
strafie se poate repeta.

Presupunind ¢d funct,:ia f(,r) satisface conditia lui Lipschitz
)= J(v) - v —wvi* (4>0 0<a D (&

unde 4 este constanta lui Lipschitz, si dacd finem seama de proprietatea modu
lului de continuitate ©{8) -7 48", inegalitatea (5) devine
[ C
- B0 < K, 4(\/} ©
n

Olservatie. Constanta lui Lipschitz, 4, In inegalitatea (8) este o coustant:
optimi, adicd este cea mai micd constantd care incd mentine sensul inegalitiifi
serise. Dacad f(x) este derivabild si derivata sa este mirginitd atunci « = 1 gi A
== sup | f(x)i

0,13

Este clar, din cele precizate pind aici, cd membrul drept al inegalitdfii (9
reprezintd o valoare minimi (pentru fiecare n dat) care mentine aceastd inegali
tate adevidratd peutru orice a.

In cele ce urmeazd vom indica un algoritm pentru determinarea gradulu
minim al polinomului lui Bernstein ce aproximeazd o functie lipschitziand d
ordinul %, dect ¢ continud, pe intervalul [0, 1] (pe scurt scriem aceasta astlc
f(x )efC[on Ilpioc) cu o eroare datdi =z Aceastd problemd a fost de fap
nlentlonata in [5°

. Un algoritm pentru determinarea gradului minim. 2.1, Relafia 1< K, -/
este adevarat'l pentru orice #, dupd cum s-a precizat in paragraful 1)rcc dent
iar egalitatea K, == K are loc numai cind # = 6. Cele doud valori 1 si K repre
zintd cea mai micd si respectiv cea mai mare valoare a coustantelor K,.
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Inlocuim in membrul drept al inegalitdtii (9) pe A, cu A si determinim

. . y . 1o . o . .

din relatia urmatoare N} (\7,} “z cea mal micd valoare a lul n care mai
n

mentine sensul acestei inegalitdti. Notind aceastd valoare cu #, avem

—* [+ L (10)
Iiste evident ca pentru orice n >> n, avem

Jx) = B,(f5 0l < e, (11)

dar aceastd inegalitate este adevaratd si pentru valori n < n,.
Pe de altd parte, dacd inlocuim in membrul drept al inegalitatii (9) pe K,

> ¢ rezultd o valoare a Iul »

o

cu 1 din inegalitatea Li(

(12)

, ”-
A
Hy = (—’
g
astfel Incit pentru orice n < 7, s avem

f(x) — Bu(f: 0] > = (13)

Rezultd prin urmare, ¢ inegalitatea {11) incepe s fie adeviratd pentru o valoare
a lui n cupriusd iIntre ny st u,, #, < n < #,.

Notam

H, = KA (7‘-__) (14)

adied membrul drept din inegalitatea (9) si formdm sirul
I{nu; Hn(p:-i re ey ]-[711‘ (15)

2.2, Valoarea minimd a lui #n, %, pentru care are loc inegalitatea (11) se
obtine calculind termenii sirului (15) si primul termen al sirului, H, ../ poate
lua una din valorile 0, 1, ..., #; — n,) cu proprietatea H, ; << ¢ ne furnizeazi
valoarea lui 77 = n, 4- <. In acest caz, evident, s-ar putea si existe valori # > 77
astfel ca inegalitatea (11) sd nu fie adeviratd,

2.3. Pentru calculul celei mai mict valori % a lui # peutru care H, < = ori-
care ar {1 # > %, se incepe cu calculul ultimului termen din sirul (15), adicd
se determind termenii sirului H,, H. ., ., H,. Comparind aceste marimi
cu valoarea lui =, vom ajunge la un moment dat la inegalitatea H, _; > =.
Dacd acesta a fost primul termen al sirului care satisface aceastd inegalitate,
atunci # = n, — j -+ 1 (j poate lua una din valorile 0, 1, ..., n, — 54 + 1).

3. Caleulul constantelor K,. In paragraful precedent s-a pus in evidenfd
sirul {H,})} (termenii caruia trebuie calculati) pentru stabilirea lui # si #. Calculul
termenilor acestui sir implicd calculul constantelor K, definite de relatia (7).
Vom stabili in acest paragraf algoritmul de calcul al acestor constante.
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Evident, e suficient s stabilim acest algoritm pentru

K, = sup é] Ve

10,1 i=0

X — = | {p,,, (%) deoarece
n

K,=1+K,. (16

Intli si observdam cd putem restringe intervalul de variatie a lui v, [0, 1]la subinter

1 o . I o
valul [O, —], aceasta pentru cd functia a cérul supremum se calculeazi, est
2

. . y 1 .. A . :
simetricd fatd de 5 Acest lucru rezultd imediat, inlocuind pe x cu 1 — x, Dec

ne ocupdm de algoritmul de calcul pentru

[?n = sup ]\/E‘x - i i\ {pzmt(x)' (17
[0, I_.Iiuo ‘ n |
2.

. - i o . . N e oA
Mirimea ] Vo lx — 2 1 [ e constantd, pentru fiecare 7 dat, cind x variazd Intr-ur
”

. L C . . 1 .
anumit interval. Deci existd o diviziune a intervalului [O, #4] astfel ca pe fiecan
2

. TSR — i . . .
subinterval al diviziunii mdérimea ]\/n X — —|| sad 1a valori constante pentrt
n

un ¢ dat. Fie aceastd diviziune urmétoarea:

1
O: x] < xz < PN <x§%—1:‘§" (18
Nodurile acestei diviziuni se obtin calculind expresia
k i ;
Ve o 19
Va T n (

pentru £ =0, + 1, ..., + [\/n] ;1=0,1,...,5# si alegind acele valori care sint

. . . < e
cuprinse intre 0 si 3 Le ordonidm §i primim sirul (18).

Functia p, (¥) pe fiecare subinterval al diviziunii (I18) este monotond. Valo-

rile maxime ale acestei functii se obtfin pentru » = — (z:O,
n

ki A
) care sint, d¢
2

fapt, noduri ale diviziunii (18).
Pentru calculul miarimii K, vom proceda in felul urmétor: vom determin:
valoarea functiei

ki

> |V } x—t \ |20 (20
i=0 ”

in fiecare nod al diviziunii (18), iar pe urmd supremumul acestei functii pe sub
intervalele diviziunii (18). Obtinem un sir de valori, si cea mai mare dintr
acestea va reprezenta pe K,. Calculind valorile functiei (20) pe nodurile diviziuni
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(18} si supremumul aceleiasi functil pe subintervalele determinate de diviziunea
(18}, s¢ vor obtine unele reznltate cgale, dar acest lueru nu influenjeazd rezul-
tatul final.

Pentru a caleula supremumul functiel (20) pe subintervalele diviziunii (18),
se calculeazd valoarea lui p, (x) In cele doud extremitdti ale subintervalului,
s¢ alege valoarea mai mare dintre acestea, iar apol aceasta se inmulfeste cu
mdarimea J\/n X — i[ [ calculatd peutru x situat la mijlocul acelui subinterval.

nol

4. Deserierea algoritmilor de determinare a lui # si 7 in limbajul algorit-
mie international AL GOIL 60, Limbajul algoritmic mternajaonal ALGOIL 60 de
programare automatd la masinile electronice de caleul se foloseste tot mai mult
in lucrdrile de analizd numericd pentru descrierea algoritmilor de calcul ai dife-
ritelor procedee numerice [9]. In cele ce urmeazi vom descrie in limbajul
ALGOL —60 algoritmii de calcul stabiliti in paragrafele precedente pentru determi-
narea lui # st 7. Pentru aceasta vom da intfi un 1)rocedeu pentru caleulul constan-
telor I, iar apoi procedecle corespunzidtoare pentru determinarea lui 7 sl 7.

4.1 I)enumim procedeul de caleul al constantelor A prin identificatorul K iar
valoarea sa o notdm cu K.

procedure K(u, Ku); integer u; real [n. for i: 0 slop 7 until »n do
hegin  integer 4, s array .2 v ow hegin Crn 0] = 75 prli, x[107: = Crli] ¥ (x[{]

endier (sqrt{n))l, ITnl1:2 o s 11,

commment: NS¢ caleuleazd  termenii sirutui Ly v

151 ]
cu ajutorul cirora  se formeusd o (11\![IIXIIL, a then pnli, [ prid, - 1” else
7 if 7 =35+ 7 then go to R else pnli, il =
intervalului ](), | ce s foloseste Ta determi- pri w0 v e (v 0 T 102,
narea constantei "Kn N _m:z’, a o sqriln) \/‘},‘.'b‘y;(-“ L
i yuli, Dentier (ruli, 1) 3 0
hegin real xik, temp, integer I, i, 7, k50 = 0 then qufi, [ == entier (rnli,1])
for o == 0 step 7 until 2 do else q;a'{',];:' il —
for ko= 0, b - 7 while Rkjsqri(n) 4 ifn -2 1)2, i, 17 ,,f,,,",',[‘ c g 17
i1 4 0 then -enficr (sqri(n)) (*Is(l I3 ‘f/ while I A TP R S RV TR A
(0 Chlsqei{n ) -ifn) N(Rlsgriin) Vifn D120 do g ff)lf;n,z}l‘r::—% puli, vy S
hegin xik: = klsqrt(n) - ijn; venli, 7; — sqrt(n) ab‘.{(.\'flf — i)
it (0 ¥ik) N (xik <2 1:2) then i, Deentier (mnii 1) 2 0
hegin 50w s - 1) X s T0 s wikoend then gquii Il - zntm(nn i1
end: ol - e 102 else t‘/z]n'i 1o i 1
comment: Ordondm sirul ,1"‘;?1, pentru o putea i, = ppn il g 1
. e o - : . end i
stabili subintervalele ¢: ne interescazi; Tu Dt et o, 1
for /. 7 step 7 until s do N “/1 w
for 70 = b -+ 7 step 7 until s - 7 do . Lo T
i vA7 - x7j] then end Zo ‘
hw]ili e TR rh v hegin mtu;or 7. real fomp, o
el T e temh - : for j: == 7 step [ until 2 < s do
G‘I/Nl]" ! WLl Telgt 70 then o )
end: hegin temp: . Tnig’; Tnijic==Tuig-+1};
’ Tufj - 170 = temp
for [: == 1 step 7 until s 4 7 do ond
hegin integer 4, real y; array ends
Cn{0:wl, pu, ppn, gn, qqn, o, viu, Ku; =1 Tu'2xs ~17;
tm, tn [0 n,- 1087 end procedinye

ti 1, O i 1,070 =0;

4.2, Acum vom descrie in limbajul AL GOL —60 procedeul de caleul al mdrimii
7 In care vom folosi procedeul, descris mai sus, de calcul al constantei K,.
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procedare nhara (A4, alfa, epsilon
value 1. alra, cpsilon
real A, alja, epsilon, Hn,
real procedure X ;

K, Hni;

comment: nbara reprezinti gradul minim al poli-
nomului lai Bernstein atasat functiei flx} &
E{C{“J]A ].:’p“la?, care aproximezd aceastd fune-
tie cu o eroare datii epsilon. Pot fi valori
1 e wbara pentru care inogalitatea
f{x) — Bu(fix)) < e s nu fie adeviratd;

bhegin integer », nsero, nbara’
nzere s s entice ((Alepilion ) M (2 alfa)
" poero
R: K(n, Kn):
Hii: = Kn

A < {///"SA[Vt()I)/ T difer,

i Hn - epsilon then
hegin - wos 1) ot Koend
else nbara: = n

end

4.3. In fine, in cele ce urmeazd vom descrie In limbajul AIGOL —60 proce-
deul de calcul al mdrimii 7. Vom folosi de asemenea procedeul K descris 1a 4.1,

procedure wondulat (A4, alfa, cpsilon. K, Huj:
value 1, alfa, epsilon
real A, alfa, epsilon, Hn;
real procedure K ;

comment: wondulat reprezintd gradul minim  al
polinomului tni Bernstein I’Jn(f; x) atasat func-
tiei f(x)& {C[“’” /\LipA «} carce aproximeazi aceas-
td functic cu o eroare datid epsifon. Inegalitatea
[fl) — B (1 1] < e este satisficntd pentru
orice n > nondulat;

bhegin integer 12, nunu, wnondulaf;
nunu . = il (1.0898873 x Ajepsiion)

(2lalfa)-entier ((1.0398873 w Alepsiln)t
(2lalfa}) =0 then enticy ((1.0898873 - dlepsilon
Y 2/alfa)) 1 else (1OXORS73 . Hdiepsilon) t
(2lalfa);
oo RUNU
R:K(nJn):

Hn: = Kn > A < (1[sqri(n)) talfa;

it Hn < epsilon then
begin 2: = n — 7, go 1o R end
else wondulat: = n -+ 1

end

(Intrat {n rvedactie la 27 martic 1967 )
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OJIHA 3AJAYA ATHTPOKCHMATLHE TIOCPEJICTBOM MHOTOWTEHOB
BEPHUITEMMA
(Pezwowve)

B paGore YK43bIBAETCS a1rOPHTM UIST OUPEIedeHHs MUHHMAABROM CTENEHH MuorodwlcHa Depriu-
Tefina, ANTIPOKCHMIPVIONEr0 (PVHKIMIO f{x) Tuita JMMuUHNA NOpsiAKa « 1 NOCTOsHHON A, ¢ JaHHoil nor-

POUIHOCTHI0 & AATOPUTM  COCTONT B BBIMICJEHHH TePMHHOB nocieiosateasnocTn {H 4. rtae H o=
* o

. 5 o #
1y AV KA
G | —:) cod oy e )x oy —")a - 1.
" \/n J 1 e =

HHHHHﬁ AATOPHTI OHHCAH B NMeAUIVHAPOAHOM aATOPHTMHYCCKOM H3LIKC ALGOT, - 60,

UN PROBLEAME D'APPROXIMATION PAR LES POLYNOMES DE BERNSTEIN

(Résuméj

I auteur indique un algorithime pour la détermination du degré minimum du polynéme de Bern-
stein approximant une fonction lipschitzienne d’ordre w et de constante A4, f(x), avec une erreur donnée

1 =
. I/algorithume consiste dans le calcul des termes de la série [H Vi on H, =KA (\F y Mg =
n

niy '
A 2 KA 2
| — {AY—
) e Jet
€ \

I algorithme respectif est déerit dans le langage algorithmique international AL.GOL-60.

€






O FORMULA DE CUADRATURA CU 5 NODURI CU GRADUI,
DE EXACTITATE 5

de

GH. MICULX

Se cautd o formuld de cuadraturd de urmatoarea forma

b

Sf(x)d-’“ = A flxg) -+ A f(v) - Auf(x) 4 Apf(wy) + A, flvy) + R (1)

o

care sd aibd gradul de exactitate 5, iar nodurile sd fie situate astfel

b—a

’

Xy o==d, Xy = X, — kh, ¥, == Q?-If, Xy == Ay 4 RR, x =0, ke (0, 1),h =

iar f(x) € C%{a, b].

Prof. D. V. Tonescu [l] a facut un studiu amdnuntit al formulelor
de cuadraturd cu mnodurile a, b si fncd doud noduri simetrice fatd de mijlocul
intervalului (a, b). De asemenca A, Cotiu ([3] a studiat citeva cazuri de astfel
de formule de cuadraturi.

Aplicind metoda intrebuintatd de prof. D. V. Ionescu se ataseazd intervalelor
[a, x,7, [xy, xs], [%a %3], [xy 6] functiile o,(x), @4(%), 0s(%), @,(%x), care satisfac
urmdtoarele ecuatii diferentiale

FO) = L () = 1, o) = 1, o) = 1 @
si conditiile la limitd
ei'(@) = 0, ¢ () = ¢ (v,), 9{(0) =0 3)

unde ¢ =0, 1, 2, 3, 4 k=1, 2, 3.
Integrala (1) se poate scrie astfel

[Aar = (e arar + {epinds + § epsnds + | pimas

a @ E EN X3
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Aplicind fiecdrui termen din membrul doi, formula generalizatd de integrare prin
parti, si tinind seama de counditiile la limitd (3}, se obtine
b
A+ (5) ‘ 3 B) N ) L TS Sy
Sf("')d-‘ = — o (a)f(a) + E’?gﬂ(?‘fl) b (v0) 1S (xq) -+ L5 (xg) — 5 (o) /()
@

Lol (va) o) ) 4 (00 + (o (vdx (4
unde functia ¢(x) coincide pe rind cu 9,(x), 7.(x), 94(x), 2,(x) pe intervalele
[a, v,], [xy, %2], [%s, %3], [xg, B].

Solutia sistemului de ecuatii diferentiale (2) cu conditiile (3) este urmditoarea :

(v — a)® Rk Bkt 3 (v — &)

o (v) = T D .
#1(¥) P PR
(v — a)8 h Sk* — 3 (x — a)® 24 1 (v a)®
Po(¥) = ———m L T STl e
61 15 1 —% 5! 15 k31 — k%) 51
(h— % B OSE—3 (h—x¢ 2 1 (xy — )3
72 B AL A =
#a(¥) e T 15 1—4 51 15 k1 — &) 51
(b— 8% | k5K —3 (b )
X} == e — e —
#al%) 6! +151~k2 51
Formula (1) devine
b
(fwds = 212222 fa) 4+ /0] 4+ —2— [fr) + Sl ] +
15 | — a2 k21— k)
a
b
O AER — ) Vo ) ’
v (CRI R {e(n/@(dx

unde funcfia ¢(x) coincide, pe intervalele considerate, cu functiile o,(v), 9.(x),
es(%), Pa(¥).
Studiul restului. Restul formulei de cuadraturd (5) este dat de expresia

b
R = S o (¥)/O (x)dx 6)
Din expresiile functiilor (%), ¢ = 1, 2, 3, 4 se observd cd funcfia o(x)
este simetricd fatd de dreapta x == qw-;—r—é. Graficul functiei ¢(x) este dat in fig. 1.

Discutia restului (6) se face in functie de parametrul £,
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l. Se observa din grafic, ¢d functia ¢(v) este de semn constant pentru
, Ny 3 . .
0 <k < 0,6404 s /;— <2 k < 1. Pentru aceste valori ale parametrului £, se
B

aplicd formula mediei, integralei (6):

h b
R~ [™(3) S o)y, fe(a b) sau 'R -2 MS@(_mlx, M o= supl fO(x) .
vez {(a, iy
i o
Inlocuind in formula de cuadraturid (5) pere? 5 ,
: ! ) . 5 -
flx) = = (v —a){x— ) (v )2 (v —xg) (v D)
: 6 S b
5*'(’-3(%«'1/» Q@ ey z VI
. L .
se ne \ g(x)dy = -~ [7h* — 3
se obtine S w(x) oo b ] kgD el N b
@
Deci restul are evaluarea PP - sl 2\ - b
W
Ri<i M Tk — 3] / Lx\
18.900 ' ourk\t o IS A0
. _ ? ) . . \/g . L./I: b
2. Pentru 0,74487 = % < S functia E 2 5
ol
o(x)  intersecteazd axa Ox in  punctul EREETRE - ro
2 Ak -3 ‘ :
Yy =d PR Fig. 1
b

In acest caz restul va avea urmitoarea evaluare |R|<C W[Slcp(x)!dx, iar

b

h? 23 {Ski - 37 4 3 _ 3k 2}

lp(a)idy = " T =y -
S“O() g1ier .5 1 15 1~k 7

“

sau

Rl < MYE
6!

unde cu £ s-a notat expresia din paranteza.

Cazuri particulare, o) Pentru % = '\/% se obtine o formula de cuadraturi de
tip Gauss ([1 pag. 284)

& b
VAndr = L3y - 8tvd + 5f(a) i+ {0/ (v) dx

b) Pentru & = 71‘ se obtine formula de cuadraturd a lui Cétes ({1] pag. 239)

§700 dx = 470 < AT = 3200 S+ 12f(w0)} + (o) (x) da

a a
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¢) Pentru % = \/1? se obfine o formuld de tip Gauss ([1° pag. 314)

[ dr =& ) + 51t + 3/ + 7071 + (o095

Cazuri speciale. a) % -= v;— . In acest caz rezulta S/g(,\‘)(l,y == () deci R = 0.

Prin urmare formula de cuadratura (3) este exactd pentru orice polinom de
gradul 6. Se poate verifica, ca formula (5) este adeviratd si pentru orice polinom
de grad 7.

Formula de cuadraturd, in acest caz, are gradul de exactitate 7 si devine

13 b
S flx)dy = q%[Qf(a) 4 d9f(xy) + B4f(v.) - H49f(xy) - YD) - S o) (x) dx

b) & = 0. In acest caz nodurile x,, %, ¥, sint confundate in mijlocul inter-
a4 b

1

valului (@, ), deci avem nodurile a, Qif—b (triplu), . Intervalelor [a,

[‘Li‘-—b?, b} 1i se atageazd functiile oq(%), @,{x) solutiii ale ecuatiilor diferentiale

o

W) = 1, g (x) = 1
care satisfac urmitoarele condifii:

4 b b
p{(a) =0, soéh'(“ 2 ) - ‘Pih)(g_o VVVVV [ oefi(h) =0

unde £ =0, 1, 2, 3, 4 si 2 =0, 1, 2. Atunci

{10 = — spiaio) + [ — o1

2

[ - s ) )

&

N nob o \)’
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Se obtine urmitoarea formuld de cuadraturi:

12

Sf(x) dy = %

i

9 9
2 K 2

fla) - 87 = 2 () ]+ R

unde

¢y k=1. Nodul x, coincide cu g, iar nodul v, cu 4. Prin urmare avem
nodurile a (dublu), ,‘"__;;’i’ b {(dublu).
Se considerd funcﬂtiile w4(x), @u(x) solutii ale ecuatiilor diferentiale
o) = 1, w(s) = 1

si care satisfac conditiile la limita:

@ =0 e () = e ) e0) =0,k =0.1,2,3

Se obtine urmdatoarea formuld de cuadraturd :

15 15 2

b
Sﬂx) dyv = fla) + f(h)7 + ihé[f’(a) —f(d) -+ "f’.’f{u) + R
unde

R = { o)) ax

Functia 4(x) fiind pozitivd se obtine urmatoarea evaluare a restului R =
b b

= 1) g o(x)da, £€(a,b), unde S o(x) dx = —h—2: si deci

<
“ a

\ I
|IR| << M —
4725
Aceasta este o formuld de cuadraturd de tip Gauss ({2] pag. 112)

(Intrat in vedactie la 23 ianuarie 1967)
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OAHA KBAZIPATNPHAST GOPMYJIA C 5 ¥3/1AMH 5-0H CTEINEHI TOYHOCTH

(Pesiowve)

a h
B padore H3yuaeTcsi oJHA KBAAPATYPHAsh QOPMYJd © yaAaMH a, b =TTy ¥ rle Ay Moo
) ) 3 o
a b a - b
HBJASIOTCS ('H\l,\lt"l‘])”qH}JMH 1O OTHOWICHHIO K yaayv ""’;" » HO TIEPeMEHHLIMH, Cle loBATeNILHO vy = —— -
bo—a

kh, v, ki, rie h P a napaverp k wkodebiaerca sealy 0 u 1. Pacemarpusaercs

GCTATOK 3TOH QOPMYJbl 5-0if CTelHeHH TOMHOCTH 1o 3HaueHHsiM 4. ll3yvumorcs n cremua’dbhble ciaydau

KOraa & == 0 u k- 1. Hasg oupelenénupix apademiii & cTenedb TOUHOCTH KBAJApaTypHOi dopmyar
VBE THUHBAETCA.

A QUADRATURE FORMULA WITH 5 NODES HAVING THE DEGREE OF EXACTNESS ¢

(Summary)

a - b
The aunthor discusses a (uadrature formula with the nodes a, /4, T on and x;, the lad
' . . . a -+ b a-+bh a4+ b
two being variable but svinmetrical with regard to Hence v, = T kh, x, = 5 + kh

b—a
where = o the parameter & varing between o and |. The remainder of this formula with the

degree of exactness 5 is discussed according with the different values of 4. The special cases & == 0 and
k = 1 are studied as well.

Por certain values of & the degree of exactness of the quadrature formula increases,
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ON THE REMAINDER OF SOME GAUSSIAN FORMULAE

by
PARASCHIVA PAVEL

1. In his work [5] P. Turdn proved the following theorem: If k is a non-
negative integer and f(x) is a polynomial of degree - (2k + 2)n — 1, then there
exist some coefficients AV independent of f(x), such that the following formula
is valid

1 ”

S A EZA AC )

O. Kiss [4] found a simple expression for the coefficients 4 'which occur
in (1). His result is stated in the following theorem: /f g(f) is an even trigonome-
trical polynomial of degree < 2(k+1) n—1, then

§f (dt = — ,QL L e (“‘” »), 2)

48,%
[¢]
where sp_,{v=0, 1, ... &) denotes the symmetrical clementary polynomials with
respect to the numbers 1, 4, ..., k%, 7. e 8, =1, 5., == 14+ . & ... s,=1.
Y SO

Because f(x) is a polynomial of degree == 2 (% 1) n—1, f(cos ¢) is a trigonome-
trical polymial of degree ={2(k+1) n—1 and

1

IO, Vdt.
S b Sof(cost ¢

V1i— a2
-1
Consequently
1 . .
f(x) d I k bp i d-*
i Ay = e —— f(cost 3
Slvl T at wk lzpz% P20 (ngf( ) - 2_\;':} n ( )

Our purpose is to find the remainder of the quadrature formula (4) in the form of
an integral by making use of general method given by D. V. ITonescu [1].

5 — Mathematica-Physica 2/1967



66 PARASCHIVA PAVEL

2. Supposing that f(x) € C* 2" we want to find a quadrature formula of degre
of exactness (2k+42) n—1 of the form :

1

Flr) ] w2k . ‘ )
S Vi dx = El jZ%‘l(;)f(ﬂ’f) + R (4

To this end we shall divide the interval (—1,1) in » subintervals through the point
Xy, ..., x, and attach to each interval (xf, x,.1), a function ¢y, such that

o

{2k 2)n »
d ) i 1

d,\,(!k o _ \/T—:—Ti sl = O’n (D

The integral of the left-hand side of (4) may be written:

1 i

S \—/—l‘ﬂ{} Sdv o= ( () flx) dy s dy = - 100, = L
- i=0 v
-1 v

Apply to each integral of the right-hand side the generalized formula of integra
tion by parts [9:
IR |
S (‘P;(-i;\ijr_)),, ( )/< )[Z\ — ’L<P Y- (k)f(,l) L Q;('ﬁyllcl:.’_))ﬂ— 2 (\)/l(\) ;

kS
1

F S @ (g () ()

Adding all these equalitics and imposing the conditions
¢ (—1)=0 p(—=1) =0 ... i@k (1) =0

@l(xl) = fglj(,\fl) ?;(j\,l) @2(‘/1) . @fi'_’(lz—-l)(k oD (/\,,1) — Cpgl(n~l)(h 1)) (xl)

Cpn(xn) = i{)n - l('\jn)r ?:1(’ ) == ’T)n . 1( ) A @is(’lrirl)(kll) ( ) = @;; ;l-—l) ('X;r:) <(
9, (1)=0 (1) =0 co R e () = 0,

we get the quadrature formula (4) where
1\)! - l}u—lf( ) _(1) (k hn— 1)(/")

13

‘,/111] — (P,;‘_Z(Ic Pl 2 (XI) C.’) (/» tlin— (xi) (’;

Ty
i

‘A]lju . (?‘2!( - 2k-1 ( ) e (r’ A tyon— 2k — 1(1,[).
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The remainder is:

12(E+ )

2k+1)n

R = S Px)

—1
The solutions of the differential equations (3) with the conditions (6) are :

X

dx

e 5221 1 p
#il) = S 2t m 1 o

(r — 2k}2)n 1 1 2%k 41 7\(-”(34 _ x,)(2k+2)”_‘
e d + 2
nl) = S [k + ‘M—IJ' Vi—e o Z:: [(2h + 2)n — 4]
. . g ktn—1 2k+1 oo (22—
Qn L](X) = S (x__i)______:t: ds + Z )\gl) (# *;) : +
J 1@kt nn -1 JIi— s ] [(2k 4 2 — i) 1 ©)

2k+1

ST DR K

e [(2k + 2)n — i)

)(2h+2)m=i

Taking into account the remaining conditions from the point x» = 1 we are lead
to the system of equations

!+ W+ . + A= (10)
1
— S 4
o Vi- s
-1
M=) 4 A+ W —x)) + 2+ A —x) + 0 =
1
o 1 —5 ds
- S 1! \/_1_—: 58
-1
_— 2 2 K — D
AP E o IS ) 4l Loty e
- d
{1 — xy)* (1 — ) | o (L -9 s
A Ay — Ay o= o— | e e
T TR e B val_s,
—~1
S T SR e B R (e
gk s om =it T r@k e -t T T 2k 2m — ]

_ (2k+2)n—3
= — S ¥ = ) _.1___- ds.
2k + 9n—171 YT = s
-1
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The solution of this svstemt fully determines the formula (4) with its remainde
(5). It is readily seen that this svstem is equivalent to the system which one migh
obtain by writing down that (4) is exact for 1, v, ..., @2 1

3. In general, the algebraic system (10) is difficult to be solved, so the Tollo
wing remark may he useful.

Let
w(x) == (x — xy) .. {v -y (11

be where v, ..., x, arc the nodes of formula (b, for the indetermined momen
and write that this formula is true for:

oi(x), h=01, ...,on~—1;71=0,1, ..., 2k + 1
We obtain:

1

1 or -
S e RN (W) Aty =0 he=0, 1, o, —1 (12
AV S

1

This is an algebraic svstem having x,, x,, ..., v, as uitknowns,

Recall the following result due to D. Jackson [3
Consider the functional

1 a0
e () dy, k0, (13
S _\/1 2 [} (1) s =
-1 '
where o (¥) = ¥ ¢y 4o 0, b ¢, then the conditions of the form (12) ar

necessary and sufficient for the existence of the minimum of functional (13}
S.N., Bernstein {al has proved that the minimizing polyvuomial fo
(13) on the class of polvnomials of degree n is Tchebycheff’s polynomial

T, (x) = cos n arccos x. (14

Thus the roots of the Tchiebycheff polynomial, x, == cos® L;wl' , are the solutions o
Zn
the system (12), that is the nodes of the quadrature formula (4)

The coefficients A" may be determined by substituting in (4) f(¥), successi
vely by 2% o (x), =0, 1, ..., n—-1; I[=0, ..., 2k We notice that the coeflicient
may be found as in [41,

%4, In the sequel we shall disscuss the function p(x). It is easy to see that th
function

. P 1 -
w(x) i e e e ffs ) v € (—1, Xy
7l S f2k s m o T e ( t
1

is positive together with its derivative, in the interval (—1,1). On the other ham
the function

. 2k R —1
FUR 1 N
Fn () S : ' preme—ds ) X € (X, 1)
2% - 2 1]!\/1 — - /

N

-1

is decreasing and positive on (x,. ).
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Lemma In the interval (x,, x,) the function ¢ (v) has a single extremum.

Indeed, by the previous result, one can sce that the number of the extrema of
< (1) must be odd. Assume it has 3 extrema, ¢, g. the derivative ¢ {v) vanishes in 3
points. Let us show that this is impossible. Applying Rolle’s theorem and by condi-
tions (3) in x==—1, x¥=1, this would mean that ¢ @t=2m-iZ+2(x) vanishes in the
(2k+2) n-—2k points &,, Z,, ... Zpriom-ae (%, %,). In aninterval (x,, x;.,) there
can not exist 2k--3 points, since ¢, #"(x) would vanishin a point from (v,, x, ).
This is impossible because of (2).

Therefore, in each interval (x,, x. ;) there exist at most 22--2 points in which
o o2l (y) s zero. But there are n—1 intervals so, 2 points Z; do not belong
to any interval. This is a contradiction, consequently our assumption is false. This
completes the proof.

T'rom the above it immediately follows that ¢(x) is positive.

5. The positiviess of function o (v) on (—1,1} makes it possible to estimate
the remainder given by (8). We have

To calculate the integral in the right-hand side we replace in (1)

A 1 1 22 (4
o= vy D)
and obtain
1
. 2k + 1)1 =
S(‘Q('x)(h T 2k o1 2l DR
1

that is

1 2k - D!
R < M o - .

- N . o -
2k 4 20t (2h = 2y 2l

where

Thus we have determined tlie remainder of (4) by (8) and we estimated it by
formula (15).

( Received November 24th, 19606)
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ASUPRA RESTULUI UNOR FORMULE DE CUADRATURA DE
TIP GATUSS

(Rezumat)

Autorul studiazd restul formulei de cvadraturd (4) servindu-se de metoda prof. D. V. Ionescu [1’
si demonstreazi ci acest rest poate fi pus sub formi de integrali definitd (8).

Aritindu-se cd functiunea o(#) determinati de ecuatiile diferentiale (5) si conditiile la limitd (6
este pozitivd in intervalul (-1, 1) se obfine evaluarea (15) a restului formulei de cuadraturd (4).

OB OCTATKE HEKOTOPDLIX ®OPMYJI KBAJAPATYPbHI THITA TAYCCA
(Peswwme)

ABTOD H3yuaeT 0CTaTtoK (BOPMyJH KBaipaTypsl (4), ucnoawnsys metrox npod. L. B. Howecxy [1].
M MOKasblBaeT, YTO 3TOT OCTATOK MOJXKHO INMOCTAaBHTb B BHIe onpeleténHoro Hurerpana (8).

JokasbiBas, uyTo yHKUMA ¢ (X), onpenensemas IndepeHUHaNbHBIME ypABHEHHAMH (5) M rpaHuu-
HeIMH  ycnosusiMu (6), fIBAsleTCSl MOA0KHTeIbHON B uHTepBase (—1, 1), aBTOp mosyyaer wucUHCILHHE
(15) octatka Qopmyssl KBajxpaTtypul (4).



ASUPRA PERIOADELOR BINARELOR FOTOMETRICE
AL CASSIOPEIAE, CC HERCULIS SI ET ORIONIS

de
TOAN TODORAN

Binarele fotometrice 4B Cas, CC Her gi ET Ori fac parte din programul de
observatii al Observatorului din Cluj pentru determinarea momentelor minimelor
si urmdrirea modului de variatie al perioadelor lor. Din prelucrarea datelor obser-
vationale ale acestor stele se constatd cd pentru .4 B Cas existd o crestere uniforma
a perioadei, la CC Her se pune in evidentd o descrestere considerabild a perioadei
iar la ET Ori dispersia observatiilor este mai mare decit anumite presupuse oscilatii
ale perioadei sale.

ADB Cassiopeiae. Variatia perioadei stelei 4B Cas a fost examinatd de sub-
semnatul {177 in anul 1959, cind, avind la bazid elementele liniare din Catalogu!
general de stele varialbile [4],

Min. hel. = J. D. 2425486,4256 -- 1'366863.E m
am determinat elementele parabolice
Min. hel. = J. . 2425486,4254 -~ 1'3668562.F, + 11262.10° E? (2)

Aceste elemente erau obtinute pe baza a 26 minime proprii si 15 minime obser-
vate de alti autori, iar in prezent dispunem de 110 minime observate dintre care
60 sint proprii si 50 au fost publicate de alfi observatori.

Minimele individuale sint date in tabelul 1 iar gruparea lor in minime normale
se glseste in tabelul 2. Diferengele O— C, sint raportate la elementele lineare (1) iar
diferentele O—C, sint calculate cu elementele parabolice (2).

Reprezentarea graficd a diferentelor O —C in functie de numdrul de perioade
(E) se glseste in fig. 1, de unde se constatd ¢l prin punctele obtinute se poate duce
un arc de parabold, fapt carc este justificat si de diferentele O—C, din coloanele
respective ale tabelelor 1 si 2. De asemenea, se poate constata ¢d deoarece nu dis-
puncm de minime observate fu jurul virfului ,,parabolei’” respective, punctele gra-
ficului ar putea {i impértite in doud categorii, fiecare dintre acestea putind fi repre-
zentate prin clemente liniare corespunzdtoare.

Daci admitem elemente lineare pentru cele doudt categorii de observatii, atunci
in jurul anului 1940 (£ = 3000) perioada trebuie sa fi suferit o variatie bruscd — un
salt, — lar daca se admit elementele parabolice, atunci inseamnd ca perioada este
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supusi unei cresteri coutinue.
Prin urmare, in prezent, nu
putem decide care dintre cele
doud ipoteze ar fi mai apro-
piatd de adevdr. Din aceastd
cauzd, stecaua AB Cas este
recomandatd a fi inclusd iu
planul de observaiii pentru
determinarea minimelor si
constatarea la timp a unor
eventuale abateri ale diferen-
telor O—C de la aspectul
actual al diagramel respec-
tive.

Pentru a usura progra-

marea noilor observatii, am luat in considerare minimele situate pe ramura ascen-
dentd a diagramei din fig. 1 (435000<C E<¢ 4 10000) si am determinat elementele

lineare

Min hel. = J. D. 2425486,350 + 13668761.K (3)

+8

cu ajutorul cirora sint calculate diferentele O —C, din tabelele 1 si 2.

Tabel 7
Min. hel. 24. .., n I 0-¢, 0--C, 0—-C, Observatori §i surse
25486,425 17 0 —0%0006 —0%0004 Wachmann [23
25497,361 19 8 4 0005 0008 .
25501,461 10 11 — 0001 0000
25966,192 7 351 — 0025 - 0001 '
26693,361 23 883 — 0048 4+ ,0006 d '
32472,4575 511t — ,0049 — ,0029 40,0038 Pagaczewski (7
32673,392 5238 - 0007 -+ 0018 -+ ,007 Szezepanowska [13]
33001,422 5498 — L0164 — 0169 — ,013 "
33053,382 5536 4,003 4,002 -+ ,006 . REY
33068,417 5547 -, 002 -+ 002 -+ ,005 '
33187,334 5634 -, 002 - 001 - 004
33437,474 5817 - ,006 -4 ,003 - ,008 '
33515,385 5874 - ,006 + ,003 - ,008 ,
33686,244 5999 -+ ,007 -4 003 -+ 004 .
33858,470 6125 -+ ,009 -L,003 - ,004 Pohl {2
33858,469 G125 - ,008 -~ 002 -+ ,003 Domke ,,
33888,3538 G147 - ,006 L6oo - ,001 .
33888,540 6147 ,008 -4 002 -k ,003 Jahn (2]
33899,479 6135 -+ 012 Lo 006 -+ ,007 Domke {2}
33899,480 6135 -+ 013 + ,007 -+, 008 Pohl [2]
34603,417 6670 -+ ,015 4,008 -+ ,003 Szezepanowska (157
34726,4265 9 6760 40,0070 - ,0045 — ,0059 Todoran [17]
34733,2565 4 6765 ,0027 — ,0089 - ,0103 '
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Tabel 1 (continuare )

Min, hel, 24000 1 I I, 0., O -, Observatori §i surse
i
34998, 4350 8 6959 - 0098 - 0038 0058 Todoran [17,
35032 614 (G984 - 017 -,003 ,001 Whitney 24
56,5600 4 7221 L0167 ,0002 — 0023 Todoran {177
IR 2 7270 0984 - .0093 L0068 y
7352 L,026 ,008 005 [ Whitnev 1247
: 7363 -0 003 001 [ Nrerzepawiowska 18
33752 4500 6 7496 0194 L6004 0032 0 Todoran 17
35743 3825 6 7504 16O — ,0028 058 »
35743,389 7504 - ,023 - ,004 ,001 Srzezepanowska 16
357474833 10 7507 0172 0027 0056 | Todoran {177
35799,4307 14 7343 L0238 L0035 L0003
35825,3915 8 7a64 0142 0064 L0093 .
35859,576 7589 - ,027 -, 006 - ,0033 Whitney [24°
358871,4345 9 7605 - 0138 — 0032 - ,0082 Todoran {17]
35974,388 7673 - 023 L0001 002 Szezepanowska (167
36064,5965 4 7739 0181 — ,0045 - 0076 Todoran [17]
36079,6395 6 7750 + ,0256 - ,0028 - ,0003 v
36086,4810 10 7735 4+ 0328 4+ ,0099 - ,0065 Neckel [51
361233910 10 7782 - 0375 - ,0013 - 0112 Todoran [17)
36127,4800 8 7785 0259 - ,0027 L0004 "
36131,5785 4 7788 + 0239 + 0005 L0026
36138,4120 13 7793 -+ ,0230 — ,0004 — ,0034
36149,3430 10 7801 + ,0191 — ,0044 — 0075 .
36164,3807 14 7812 4 ,0213 — ,0027 - ,0054 .
36220,4155 4 7853 -+ ,0148 — ,0094 — 0125 .
36231,3635 6 7861 + ,0279 + ,0036 -+ ,0005 .
36410,426 7992 -+ 021 -+ ,005 4= 0,002 Rudolph 17
36410,431 7992 -+ ,036 + ,010 4,007 Dore 117
36451,431 8022 - ,030 4,004 i ,001 Ganser (1]
36477,4005 11 8041 + ,0295 L ,0028 — ,0002 Todoran [17]
36488,3300 13 8049 4+ ,0241 — ,0028 - ,0057 .
36507,470 10 8063 -+ ,0280 4 ,0011 — 0020 .
36540,2675 7 8087 -+ ,0208 — ,0065 --0,0095 ,,
36540,2740 8 8087 + ,0273 ,0000 —10,0030 Todoran [17]
36712,503 8213 -+ ,032 4,002 L0000 Rudolph [1]
36712,512 8213 + 041 + ,011 + ,009 Grauenhorst 1]
36868,332 11 8327 -4 ,033 -4 ,007 - 005 Todoran [18}
37133,502 10 8521 - ,037 -+ ,003 -+ ,001 Todoran [19]
37148,536 11 8532 + ,035 -+ ,002 — ,001 .
37163,572 4 8543 4,036 -+~ ,002 - ,001 .
37174,508 16 8551 + ,037 + ,003 ,000 "
37185,440 10 8559 -+ 034 ,000 — ,003 .
37196,375 15 8567 4,034 ,000 — ,003 ,
37211,413 4 8578 -+ ,037 -+ ,002 ,000 '
37226,448 9 8589 4 ,036 4,002 — ,001 v
37319,393 8657 + ,037 - 0083 — ,003 Pohl [8]
37319,393 8657 4,037 — ,001 — ,003 Gerhart [8]
37509,396 11 8796 + 043 4,006 4,004 Todoran {197
37524,427 9 8807 -+ ,039 = ,001 — ,001 .
37528,526 4 8810 + 037 — 001 — 002 .
37539,457 11 8818 4+ ,033 - ,005 — ,008 .
37565,435 10 8837 4,041 - ,003 -+ ,001 .
37565,434 8 8837 4+ 040 +,002 -+ ,000 .
37576,368 4 8845 4,039 -+ ,001 — ,001 '
37580,477 25 8848 4,048 -4 ,008 4,007 Popa [21]
37893,481 6 9077 + 040 - ,002 — ,003 Todoran [19]
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Tabelid 1 (eontinnuare)

Min. hel. 24 .. .. 1 I Oy 0—-C, O—C, Observatori siosurse
37900,316 9082 041 - .003 003 Kizibirmak '8
37900,313 9082 L038 — 006 L0086 Aslan 8
37900,306 9082 L031 - 015 013 Bozkurt 'S
37908,518 6 9088 J041 001 002 Todoran 19
37915,354 11 HOO3 L0438 BRI LH00
37630,394 6 9104 L0448 - 005 004
37941,322 7 9112 ,041 — 002 003
37949526 16 9118 044 -,001 000 .
38045,2031 6 9188 J040 — 0036 L0045 Todoran
38247,5008 13 9336 L042 — 0041 -— 0045 L
38269,390 25 9352, L0062 - 012 015 Popa [21
38288,51 9366 -~ 046 — 001 — ,000 Kordylewski '3
38310,395 12 9382 2o, 061 014 - 013 Popa 21
38753,2168 24 9706 - 049 - .0036 -, 0026 Todoran
38776,4840 8 9723 049 — 0036 — 0023
38981,5164 13 9873 =052 — ,0033 — ,0013 .
38981,527 30 9873 063 -+ 007 4,009 Popa 121
38988,3552 11 9878 4,057 0012 - ,0031 Todoran
39014,3260 9 9897 -~ 057 - 0044 L0032 "

30922 5330 10 9903 063 L 0069 L0090 B
39022,534 24 9903 S 064 - 008 -, 010 Popa (21
39022,5225 8 9903 -, 053 20036 — 0015 Todoran
39033,4555 4 9911 -+ 051 — 0057 — ,0035 .
39067,633 9936 - ,057 -, 001 41,0021 Baldwin 9]
39074,4600 7 9941 049 — 0076 — 0033 Todoran
39086,773 9950 061 - ,003 -, 0058 Baldwin 9a’
29093,608 9955 061 0,004 - 0064 s
39148,2850 6 9095 - 064 - 006 0084 Todoran
39183,819 10021 - 049 - ,001 - ,004 Monske 107
39186,550 10023 - 057 — 002 4,001
39201,593 10034 -+ 0,064 + 0,003 40,008 L
Tabel 2

Min. hel. 24 o n I 0o ¢y 0-C, 0-Cy

- 0R000]
25497,3602 7 3 -8 o003 070000
25966,1920 1 35 . 0025 — 0001
26693,3610 1 - 883 — 0046 0006
32472,4575 7 i 5111 L0049 — 0029 ‘ (‘v‘fﬂ().’%S
32997,3361 37 5 15495 — 0017 -, 0022 0019
33768,2567 8 9 - 6039 L0082 0033 L0044
35169,2945 29 10 7084 L0114 -, 0035 - 0038
35885,5408 18 11 7608 L0215 L0004 — 0026
36187,6210 22 9 -~7828 0250 0010 0020
36570,3484 22 10 -1 8109 0307 L0031 L0001
37207,3112 4 10 i 8875 L0354 L0011 - 0014
37547,6650 18 8 18824 0403 0022 -, 0003
37927,6532 14 10 49102 -,0406 - 0019 — ,0031
38660,3050 23 10 -- 9638 -+ ,0536 - ,0023 - 0031
39096,3384 14 12 4-9957 40,0579 ~,0007 --0,0031
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CC Hereulis. Variatia perioadei stelei CC Her a fost pusd in evidentd de citre
V. P, Tsesevich [22] care a ardtat cd pentrn reprezentarea observatiilor
sint necesare doud perechi de elemente lineare, iar subsemnatul a aratat 207
pentru observatiile cuprinse intre anii 1954—1959 erau necesare alte elemente
lineare.

Fluctuatiile I’lpld(_ obhservate ale perioadei stelei CC Her au pus in ev 1du1p1
necesitatea examindrii stadiului actual al v dxm‘;ml perioadei. In acest scop am plc
de l1a tabelul de minime publicat anterior Z()] pe care l-am completat cu incd Zl
minime observate dintre care 19 sint proprii iar 2 au fost observate de cdtre ali
observatori. In tabelul 3 sint date minimele observate intre anii 1954—1966, iar
gruparea lor in minime normale este datd in tabelul 4.

Diferentele O—C, sint raportate la elementele liniare date de V. P. Tse-
sevich [22]

Min. hel = J. D. 2426120,415 - 1° '7340314. 1% 4)

iar reprezentarc graficd a acestora, c¢it si a celor din tabelele publicate anterior
{207, este datad in fig. 2.

0-¢,

» P40t -

QU20 ¢ .

0000 ° >

aoot

Fig. 2.

Aspectul actual al diagramel O —C din fig. 2 aratd ca in ultimii ani perioada
stelei CC Her suferd o descrestere considerabild. De aceea, pentru programarea
noilor observatii este nevoic de o noud serie de elemente lineare. In acest scop, din
tabelul 4 am obtinut

Min. hel. = J. D. 2426120,718 -+ 1'733986.E (5)

cu ajutorul cdrora am calculat diferentele O—C, din tabelele 3 si 4.
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Iabel 3

Min, hel. 243.. ., 1 I 0-C, O, Observatosi =i surse
H

6023,511 3 5711 ~o%43 — 0001 Szezepanowska 16
6G056,4475 4 5730 -+ ,0328 - ,0103 Todoran 20
6335,6275 9 5891 -+ ,0335 - ,0020 .
(337,3530 14 5892 -L,0250 - 0105 .
3349,5035 10 5899 . .0378 0021 .
6349,501 10 5899 0348 ,000 Brezepanowska 16
6375,5065 7 5914 L0208 — 0047 Todoran 20
(389,3845 8 5922 i ,0333 - ,0014 .
6401,5170 17 5920 0298 — 0040 i
6727,523 12 6117 . 038 013 Szafraniec 12
6753,5260 10 ' 0132 -, 0305 - ,0058 Todoran 20
6760,4617 15 . 68136 - ,0300 - 0036 »
6807,2810 8 6163 - 0305 = ,0073
6819,-4140 11 6170 -~ 0253 - 0024
6833,2917 20 6178 -,0307 -t-,0082 .
7464,449 5 6542 -+ 1,001 — ,005 Todoran {19!
7483,524 6 6553 - ,001 - ,004 .
7523,410 8 6576 4,005 000 .
7556,353 7 8595 2,001 — 003 .
7790,445 8 6730 — ,001 -+ ,001 .
7835,526 9 6756 — ,005 — 001 .
7882,349 3 6783 — ,001 --,004 .
8135,505 6 6929 — ,014 — ,002 Todoran
8194,464 3 6963 - ,012 -4-,001 L
8267,294 9 7005 —~ 011 Lo,004 .
8506,577 6 7143 — 024 — ,003 .
8546,461 32 7166 - ,023 — 001 Oburka 67
8586,343 11 7189 — ,024 ,000 Todoran
8638,365 8 7219 — ,023 -~ ,002 .
8938,353 8 7392 — 022 0,010 .
9030,250 9 7445 — ,029 - ,006 .
9316,351 4 7610 — 043 ,000 .
9382,235 [ 7648 — ,052 - 008 .
9401,310 & 7659 — 051 — 007 .
9408,248 14 7663 — 0,030 —40,005

Tabel 1

Min. hel. 243, .., E,f'“‘ a b0 0-C, 0—C,
040001
6040,8462 1 2 5721 -00376 090057
6363,3708 16 7 5907 032 — 0025
6781,2708 16 6 6148 0308 40069
7504,3330 9 4 6565 - 0019 — 0031
7835,5286 13 3 6756 — o025 40012
8199,6657 8 3 6966 — 0120 L0012
8567,2690 4 4 7178 0234 — 0005
8983,4345 7 2 7418 0254 0084
9375,3019 21 4 7644 —0,0491 —0,0051
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ET Orionis. Tn anul 1938, V. P. Tsesevich [22] publici tabelul mini-
melor observate ale stelel L7 Ori sl ajunge la concluzia cd perioada acestei stele
are variatii neregulate. Tl considerd cd observatiile respective sint reprezentate
prin elementele lineare

Min. hel = J. D. 2426684,283 - 0'9509356.F (6)

Pentru cxaminarca stadiului actual al variatiel perioadei acestei stele, am
pornit de la tabelul minimelor publicat de V. P. Tsesevitch [22° pe care
l-am completat cu 15 minime proprii care sint date in tabelul 5 si incd doud minime

observate de Szafraniec (11, In tabelul 6 sint date minimele normale
Tabel 5

AMin, hel, 243, .., n 0-q E

54243249 3 - 0?0072 9191

57305426 3 L,0092 9513

6119,4759 7 - 0099 9922

6120,4268 10 0098 9923

61394306 4 - 0051 9943

6549,2800 7 — 0089 10374

6587,3258 10 - ,0005 10414

6588,2871 6 + ,0098 10415

6603,4957 b3 - ,0035 10431

6604,4453 | 8 40,0023 10432

7940,5083 14 0008 11837

7961.4377 12 0094 11859

8100.2733 5 L0084 12005

8777.3389 17 - 0079 12717

8815.3201 10 - 0,0097 12758

Tabel 6
f ,
Min. helo 2400 Lo Ii | 00—y Oy
]

26656,708 10 S 0,002
27477,338 Cs o 834 — 005 — ,006
28213,390 L6 1608 . ,003 +,002
28523,396 7 41934 - 004 L ,002
29501,903 4 2963 - 002 — ,004
30397,686 1 - 3905 - ,001 — ,003
30725,760 1 - 4250 -+ ,001 — ,002
31453,266 2 - 5015 © 001 — ,002
31830,748 1 4 5412 - ,002 - ,002
32473,588 1 - 6088 - ,009 ,005
32614,323 | L6236 =006 002
32862,522 1 - 6497 -+ ,010 - 007
33682,233 Lo - 7359 L 015 - 011
34500,028 | 3 8219 - 005 ,000
35054,424 3 2 + 8802 - ,006 +,001
35416,7186 Co3 L 9183 ~ 0060 — 0115
35795,2063 : 3 -i- 9581 L0093 ,0038
36126,1274 {3 L9929 I ,0048 - ,0011
36386,3766 ! 3 10413 - ,0012 - ,0051
38000,4228 L3 - 11900 + ,0062 — ,0010
38791,6039 i 2 - 12732 ~0,0088 +0,0012
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care completeaza tabloul primelor 15 minime normale din lucrarea lui V. P. T'se-
sevitch [22]

Reprezentarea graticd a diferentelor O—C, in functie de numdirul de perioade

E este datd in fig. 3, de unde se vede cd elementele (6) pot fi corectate. In acest
scop, din tabelul 6 am obtinut corectiile

pe

T =+ 070002 -1 0°0020, P — - 0°00000057 & 000000028

care aplicindu-le la elementele (6), rezultd noile elemente

Min. hel. = J. D. 2426684,283 -~ (),9509362 17, (7)
o w3 “

Q- -

C/ £‘7_ \./""\(
SR
o) .t < .

2000} : ..t

* .

-q010}-
'0 -

0 e

. s s i 4 Pl ,m e P
> > T s € - N oA %
Fig 3

Cu ajutorul acestor ultime elemente au fost calculate diferentele O—C, din

tabelul 6.

Din analiza diagramei O—C rezultd concluzia ci, in prezent, eventualele osci-

latii ale perioadei stelei E7 Ori sint mai mici decit dispersia punctelor din graficul
respectiv.

(Intyat in redactie la § aprilie 1967)
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O TIEPHOIAX GOTOMETPHUECKHIX JBONHDLIX 3BES3/L 4B Cassipeiae
CC Hevewlis w ET Orioni-

(Pezwne)

JlaHBl HOBLIE MEUMMVMBL H PACCMATPUBAETCS COBPEMEHHO® COCTOSTHYE BapHallll 11epHoloB 3BE3JL
ADB Cas, CC Her w 151 Ori.

Jas AB Cas anee 12 posuix vauvysos. M3 anaausa urarpavyer O-C noayuennoi 13 10 sumisy-
MOB, HaGMoAEHNLIN pasTHusbMH asropayt B 1928-1966 rr., aBTOp CTATHM nPHXOMT K BRIBOAY, 4TO COOT-
BETCTBYIONTE HAGMOAEHIISH MOKHO NPeICTaBHTL KaK NAapaGoInuec KM /1eMEHTAMH, TAK H JABVAST CepilsiMi
sneliapix dnevenvon. Jlas nadomoienyil, npoussealuunix B 1940-1966 rr., 1aus 31eMeHTH

d
Min. hel. = J. D. 2425486, 350 4 1 3668761.L
Jlast ases;wt CC Her anul 12 HOBLIX MEIHIMYMOB H BLISIBJeNO OpicTpoe voulBanue nepuojia. Jlaa
natmolennft, npouspe1€HHBIN B 1954-1966 1T, Oblan yCTAHOBJEHB! 3J1€MEHTHE
. . d_, -
Min, hel = J. D. 2426120,718 - 1,733986.F

B cayuae ssesabl ET Ori Jaunt 15 HOBBIX MHEUMYMOB H YCTAHABAMBAETCH, UTO BOZMOXHbIE KOJaeba-
ST BADHALIMH [1epHO1a MeHble, deM aucrepcust Todex Anmarpanmt O-C. M3 scex mwemoniuxes Habmo-
JeHHHA OLIH VCTAHOBJEHBL 9.TeMEHThI

i
Min. Hel. = J. D, 2426684,283 0(,950936'1 E

SUR LES PRRIODES DES BINAIRES PHOTOMETRIQUES 1B CASSIOPETALE, €CC HERCULIS
LT ET ORIONIS

(Résum ¢

Iauteur donne de nouveaux minima observés et examine le stade actuel de la variation des péri-
odes pour les étoiles 4B Cas, CC Her et ET Ori.

On donne pour A1 Cas 12 nouveaux minima et, par Panalvse du diagramme 0-—C de 110 minima
observés par différents auteurs entre les anndes 1928 et 1966, on arrive a la conclusion que les obser-
vations respectives peuvent étre représentées non seulement par de éléments paraboliques mais aunssi
par deux séries d'¢léments lincuires, Pour les observations d’entre les années 1940 et 1966 on donne
les dléments

d
Min, hiell == J.1D.2425486,350 - 1 3668761 - E

Pour I'é¢toile ('C Her on donne 12 nouveaux minima et 'on met en évidence une décroissance rapide
de Ja période. Pour les observations d’entre les anndes 1954 et 1966, on a établi les élénients

d
MinThel = J.D.2426120,718 - 1733986 - K
Pour le cus e Uétoile ££7 Ori on donne 15 nouveaux minima et on constate que les oscillations

cventuelles de Ia variation de la pdériode sont plus faibles que la dispersion des points du diagramme
(- Toutes les observations existantes out permis d’établir les éléments

d
Minhel. = J.D.2426684,283 - 0.9509362 - E






APLICAREA PROBLEMEI LUI MAYER-BOLZA LA OPTIMIZAREA MISCARII
RACHETEI

de
PETRE BRADEANT

I. Tie Oxx, planul vertical al Pamintului in care se miscd o rachets, asimi-
labild din punctul de vedere al comportirii mecanice, cu un punct de masi varia-
bild. Vitezele, masa si pozitia rachetei la momentul ¢ s¢ noteazi astfel:

KL= g Xy v e, W= gy, Xy =gy, Xy =g
Pentru tractiune considerdm urmatoarca formula si condifie
. g -
P o= g (141 -+ #,]) o))
O < — ==y, <7 Uy = s max

unde 1 << 0 este debitul gazelor expulsate, 2, si u, sint cosinusii directori ai trac-
fiunii relativ la axele Ox, si Ox, lar w, = coust. > 0 este viteza de expulzare a
gazelor.

Lcuatiile miscdrii rachetei vor fi de forma

8 =0+ L @atntodsl) = 2w =0, i = 1.2 (2)
=gty =0, ¢,=¢ —=0, gg=¢, —¢=0 <t <T
la care addugdm conditiile
h= u3 s —1 =0, hy == (U, — uy)uy, — 1y = 0 (3)
si de asemenea condifii la momentele arbitrare ¢, si T
Fro= Fulqty), .. ., gt g (1), oo qs(D),T] =0, k=12,...7 <12 (4)

A doua formuld (3) rezultd din (1) s$i confine un nou parametru necunoscut
4. In ecuatiile (2) —(3) se gisesc noud functil necunoscute. Dintre acestea u, si
#, vor juca rolul variabilelor independente de reglare care reprezintd, din punct
de vedere mecanic, regimul de dirijare a directiei tractiunii rachetei §i respectiv
regimul de functionare a motorului rachetd. Determinarea variabilelor de reglare
ity $1 1y, ca parte esentiald a problemei, se face cu condifii suplimentare impuse
de optimizarea migcdril rachetei. Variabila wu,, dupd (1), ca si variabila w, (57 u,)

6 — Mathematica-Physica 2/1967
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au valori mérginite. Se mai adimite, In plus, cd variabilele u,, u,, $1 1u; pot poseda
un numir finit de discontinuitiiti de speta I-a sicd aparfin unui domenia U deschis.
Problema {fundamentald, pe care o formuldm, constd in rezolvarea ecuatiilor

«

2() —(3) — (4) cu conditia ca functionala (¢, si 7 fiind variabile)

G =G, .. gl (D), . o g5(T),T] )

sd admitd un extrem (maxim sau minim). Aceastd problemd variationald este
identicd cu aceea relativa la functionala

¥

1 -
J =G4 E a5 4 S(E 28 — E wih)dl,
T

i
to

unde 72,{/ ), W (t) si 2, sint multiplicatorii nedeterminati ai lui Lagrange, si se in-
cadreazd in probleme variationale de tip Maver-Bolza (1
Fcuatiile lui Fuler-Lagrange vor fi

5 — (L”LE w4 e /) M, =0, 15 ©6)
()qi dg,

N2, 4 Qup, == 0,y ~ By — uy(Uy — 2uy) =0, 2pu,=07=12 (7
93 s

unde

M=y, My =2 My e = Sl (dquy 5 ray), My o= 000 M

‘/s

5

Din ultima ecuatie (7} si din (3) rezultd cd sint posibile solutiile
a) wy =0, wy=0, 0 <wu, << Uy (tractiune variabild)

b) u.520, w,=01wu, = U, (tractiune maximai)
sau (8)
C) o = 0, ary = 0], =0 (tractiune nula, m == const.)

iar din primele doud ecuatii (7) avem

3

% - : \
Uy =2 oob L, = 4 2R sau ug == 0 9
2. 2

r=\hiq ol

Formulele (8) $i (9) determind valorile posibile ale parametriler u,, w,, $1 1,
si aratd o trajectoria optimald este formatd, in general, din arce de curbd pe care
sint realizate solutiile de mai sus a), b) si ¢).

Pentru a determina riguros func;:ule uy si u,, care extremeaza functionals
G, s1 a vedea care din cazurile de mal sus se reah/ea/,a vor trebui incercate condm
mai puternice de extrem, ca de exemplu, conditia lui Weierstrass si condifia inta-
ritd a lui Legendre-Clebsch. In acest scop se introduce fuunctia

H; = u, [“—f’(P.,I/, 4 holty) ).;{J — Iy = A hgy ks
'R
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Conditiile Ini Weierstrass $i Legendre-Clebsch trebuie, dupd expresia functiei
H,, si fie verificate numai de functie

*

Hi = —L" =, [’;_’c(xlul - hatty) — 7\3] (10)

Se verificd usor cd aceste conditii nu pot fi folosite pentru determinarea exacti a
variahilelor u, i #,, deoarece ele sint verificate, cu sensul egalitdtii, pentru ambele
semne ale variabilelor #; si #, din (9). Conditiile lui Weierstrass g1 Legendre nu pot
fi folosite nici pentru precizarea parametrului #;. Se observé cd funcfia H; depinde
lincar de u4, asa cd {inind seamd de a treia ecuafie (7), in presupunerea ci p, 3£ 0,
la orice moment ¢ si oricare ar fi u#, avem

SHy|Ouy =0, 02H, [ou3 =0

Funcfia Hy nu are extrem in intervalul deschis (O, U;). Aceastd concluzie se men-
tine si in cazul p, = 0, deoarece in acest caz H = 0.

Din punctul de vedere al indeplinirii condifiilor de extrem (maximum) tre-
buie ca funcfia L* sd aibd un maxim absolut in raport cu #, pe intervalul inchis
[0, Uy pentru orice ¢ €[t,, 1] (principiul maximului al lui Pontreaghin), Aceastd
conditie este posibil de realizat dacd p, 5 0, cdci in caz contrar functiile L* i H»
sint identic nule in [{,, 1 .

Se vede c¢i functia L* admite un maxim, pentru orice ¢ € [¢,, T], pe intervalal
{0, U,] pentru

U, dacd o= hy — 22 (M, -+ hottg) > 0 ,
Uy = 4s (1
0 dacdl o <0

Pentru a merge mai departe In studiul problemei, pentru a determina semnul funec-
tiel w si a calcula parametrii #; se fac ipoteze asupra functiilor I, si F,, se precizeazi
functionala G si conditiile la limitd. Aceasta inseamni a restringe clasa de probleme
considerate, eventual, pind la cazul unei probleme concrete.

3. Miscarea rachetei in cimp gravitational plan constant. Avind deci F; = 0,
IF, == g, presupunem cd la momentul fixat ¢ = T combustibilul rachetei a fost
complet consumat si cd de la acest moment racheta se miscd ca un corp cu masa
constantd. Se cere determinarea parametrilor wu,, #, si 4y pe intervalul [0, 7] in
asa fel ca batdlia rachetei s&a fie maxima.

Formula bitdii se deduce din integrarea ecuafiilor miscdrii pe partea pasivi
st are forma

I - AT , , -

GlglT)) = g 7) + 25 [guT) + VaiT) + 264:(T)]] (12)

Consideram conditiile la momentul ¢ = f, = 0, unde g} sint mirimi date
Fr=9¢/(0) —¢'=0, 2=12345

Pentrut = 7 mirimile ¢; pot {i date sau sd se calculeze din conditiile de optimizare.
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Conditiile de transversalitate i conditiile lui Weierstrass-Tirdmann, in cazt
acestel probleme, sint

oG

W) = — -~ =15 (1
A1) g (T)
n(0F — 0) == (1 -4 0) (13
5 5
™~ , . - N . E
Z/ (/‘i(/i)l' g == (/‘i(/z‘)f* Lo (]\;
1 i
unde se presupune cil varatiile Ag, (7T) sint arbitrare si unde ¢ == /¥ este momentt
de discontinuitate pentru parametrii . Evident, se poqte admite ¢d nu exist
un astfel de moment sau cd existd mai multe Momentul £ = ¢~ T este un momer
de discontinuitate pentru debitul u, $i acceleratia mahetc.
In cazul acestei probleme 7, 5i 7, sint constante i dupd (13) de forma
JG G
Ny = N e
dg,\ (1) ) Dy (T)
asa cd
o7 . ot . Jdir - aG
g =t — 1) — e = ——( — 1) — - (1:

Jg (1) Og, (1 Ao (1) dq,(T)

Deoarcce derivatele partiale ale functiei G, din (14) sint pozitive in (0,7 Inscamn
Cldl Ay §i 2, sint negative in [0, 771 De aceea, In expresiile (9) vom lua semnul minuw:
In consecintd,

o

wlg, 1) = \//:Mi_-_/\) (1

Din {65) rezultd cd 25 <00 pe partea activid a traiectoriei si 7y = 0 pe ce
pasiva. Funcfia r,(f) este monotond necrescatoare in [0, 71 iar dupa condm\ (13
continug, si in consecingld s-ar putca anula cel mult odata in 0, T Prosu unin
cd masa g,(7) nu este datd, avem Ct)llditid }\3('1‘) = 0. Din ecuatia dii'u“ntia'
(64) rezulta ci 7,4(/) este o functie pozitivda in [0, 7] care se anuleazs pentru { =

Functia « este continud in 0, 77, multlphcatorn 21 s A, fiind limiari,
are derivata

do w, d
=Y+ R
df q., dt\/ 1
Ne convingem usor c¢d o(f) =0 pentru ¢ = 7 +4 a unde a > 0. Deci o nu

anuleazd s1 nu-gi poate schimba semnul in [0, T, I*um‘;m w(t), dupa (15)
deoarece o << 0, este continud, descrescditoare, pozitivd si nenuld in interval
migedrii active.

In concluzie, regimul optim de functionare a motorului se reduce la

= U, (1

Aceasta Tnseamna ¢a pentru obtinerea unei batai maxime motorul rachetd trebui
in condijiile admise, =4 functioneze continuu in intervalul [0, 7' cu debit maxir
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Dupa calculele relativ simple, folosind (9)

st (14)
ia forma

7

regimul de dirijare optimi

YL N i 2 9
¢y (1) = aty \/%(]) + 2¢¢5(1), o} Fuy =1 (18)
Formulele (lb) au fot glsite printr-un alt proceden in lucrarea (3 in cazul
ity — const., W == const. In lucrarea de fati se aratda ca 1y, = const. = (', cores-

1)undo unei functiondri optime.
In formula (lb) nnmnile g1, 92 ¢5 s¢ determind in urma integririi ecuatiilor
miscirii pe partea activd 10, 71, unde sint \qlabllc fmnmlele (17} s1 (18) s1 a apli-

cdrii intregralei gasite, 111 aust mod, la momentul £ = 7. Astfel de calcule se ¢ gdsesc
in lucrarile 3, ! f

(Iutral in vedactic la 31 martie 1967)
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MPUMEHEIHE JTTPOBJIEMBI MAMEPA-BOJ3A K ONMTHMIBALIMM ABMAEHUA PAKETDI

(Peswae)

Aprop ¢dopmyanpyer npofiaeMy ONTHMHIALMH IJOCKOTO JIBHACCHHS PAaKeThl B paMKax BapHalHol-
ioft npodaeset Mafiepa-boasa 1 BeIBOJHT YCAOBHS  ONTHMUBAWNY  DYHKUHOHUPOBAHUS pPaKeTl H ympa-
Baenitst tArofl. PesvabTarol IPHMeIoTest K BLUIICAeH O MAKCHMAALION 2aabH00TH AeflCTBHST  pakeTh
B IIIOCKOM IPaBUTALHOHHOM Naane 3esil.

APPLICATION DU PROBLEME DY MAYER-BOLZA A TOPTIMISATION
DU MOUVEMENT IVUNE PUSEE

(R ¢sum )

I auteur formule le probléme de Uoptimisation Jdu mouvement plan de Ta fusde dans Ie cadre du
probléme variationnel de Maver-Bolza et ddéduit les conditions «(opthuisation du fonctionnement de
la fusce ¢t de la direction de Ia traction. On applique les résultats au caleul de la distance maxima de
la fusée dans le chiamp gravitationnel plan de fa Terre.
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DESPRE POLARIZAREA PARTICULELOR CU SPINUIL UNU

de

7. GABOS

Sint cunoscute diferite incercdri de a construi cvadrivectorul potential A4, al
cimpului vectorial din functii de undid ale cimpurilor spinoriale [4}. In lucrare se
studiazd unele consecinfe ale acestui punct de vedere, referitoare la polarizarea
bozonilor cu spinul unu s cut masd de repaus diferitd de zero.

5 . . g . € . . A .
1°. Fie m, masa de repaus si p (/), 1 *—) cvadriimpulsul cuantei cimpului vecto-
p

rial. Presupunem cd pentru acest cimp solutia de undd pland corespunzatoare impul-
-> >
sulai p poate fi obtinutd din functia de undd a particulel (cu impulsul p; i cu
-5

masa de repaus #y;) si a antiparticulei Dirac (cu impulsul p, si cu masa de repaus
Hiy,). Particula si antiparticula au viteza comuni

—»
> cip
v o=

unde
=g

- -
b =01+ P e = g - 2,

In reprezentarea de elicitate pentru particula respectiv antiparticula Dirac
avem

unde
r | A\v '\l - |I”
Us =) > = Z %, 0> = T 1+ (=1)"""B Do, % — 9)lm, 0>, (1)
5 4
4] =@,

Vi= 10> =2 1% > = LZ B4 (— D7Dy 50,9 —o)m, s> (2)
P

.
L op,m

Numerele %, p, m sint consecutiv valorile proprii ale operatorilor

L(BF e D

2ipl
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si

- —
. g 4 mm,c? cipl 1/, iy 3, iny
N = \/«;——— B=-P Dli(e by) = (R T
2mm1c* e - mrge

(Folosim conditiile de normare 201 == — vjvg == 1.)
Pe baza ipotezei {dcute, in cazul cel mai general

avem

unde
Aulp) = iy + = [T (1uvs — Yotu) 4Py, 3)
Este evident cd functiile astfel definite sint solutii de undi pland ale ecuatiei

A, — mid, =0
si totodatd satisfac condifia

a4, _o
Ox,

I

S4 notdm cu  elicitatea particulei si cu ) elicitatea antiparticulei. Pentra
fiecare pereche de numere (2, %) expresia (3) ne furnizeazd un cvadrivector poten-
fial. Utilizind (1), (2), (3), in urma unor calcule simple obtinem urmitoarele rezul-
tate.

: a N = 1 . . o ..
Considerind cazul 7% = % = — ajungem la cvadrivectorul corespunzdtor elici-
o

taii rezultante x = 1:

(0 5 : L
Ap' =\ 2 (fy + imocfa)e,
Vectorul ¢’ are compounentele
1

v e'? (— cos ® cos o - isin @, — cos @ sin 9 — 7 cos ¢, sin @, 0). (4)
Cvadrivectorul corespunzitor clicitdfii rezultante % == —1 se objine punind
= 1 oy

A= A= ——. Gdsim

9

A = V2 amgef)e .

Vectorul e, ") are componentele

1 . . . .
o ' (cos O cos ¢ - isin ¢, cos @ sin ¢ — i cos ¢, — sin O, 0). (5)
V-
w . .. oy . o A — 1 i 1
Cele doud combinatii posibile care rdmin A = — X =—, A= — A= ——

2 2
ne conduc la un singur cvadrivector potential, la cel corespunzitor elicitdtii rezul-
tante zero:

AY = (f1 + imotfo)el.
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4 Q)
Vectorul ey’ are componentele
-
z z . B z . ‘b
- r~~5>1n O cos o, — sin O sin g, —— cos O, 1-— (6)
Higc? e et n e
Ex xpresiile (4), (5), (6) coincid cu cele stabilite pe alte cdi, ceea ce este un
argument in favoarea ipotezei de bazd pe care am adoptat-o |71
Vectorii de bazd e} satisfac conditiile

ew'pu =0, i=10 —1
Prin transformarea
(.
.\
vz V2
'Z{z)' — (—’v_g‘ii)' l/' J— 0 O 1 (7)
b
vz oye
vectorii e}’ pot fi inlocuiti cu ali trei vectori de bazd
(])ll) /l\); 1) I‘ — 1: 0; -
In cazul special [p] =0, ©® =0, o = 0 avem
e?'(1,0,0,0), ed(0,1,0,0), 50,0, 1, 0). (8)

2°. Definim matricea covarianti de polarizare a particulelor cu spinul unu

in felul urmaéator
sk

Dy = A4,
Cvadrivectorul A, poate fi exprimat cu ajutorul vectorilor de bazd

y ~ (i)
Kiu_ = (/;e“
prin urmare
5 (¥
D,, =1t c,»eu ey .

o . . * . PO . soge e . .
Mirimile ¢; ¢; sint elementele matricii de densitate p care are trei linii i trei coloane.
Putem ajunge la expresia matricii ¢ in felul urmitor. Considerdm sistemul de refe-
rintd legat de particuld. Daclt alegem baza (8) matricca D are urmdatoarea struc-

turd
, ¢! ()
b ( 070 )

(clementele din rindul patru si coloana patra sint nule, iar elementele din primele
rinduri si primele trei coloane ne furnizeazd tocmai matricea o).
Pentru a nu complica calculele vom utiliza pentru .1, expresia wy u. Rezul-

tatele obginute mai sus aratd c¢d neglijarca termenului al do1lea din (3) nu restringe
generalitatea rezultatului obfinut. In urma unor calcule simple objinem

Dy, = Sp(Prulpy), :fv = Y4Y\TY4r (9)
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unde
(Pplag = u(=)u (B), (P)xs = 0(2) 0 (B) = (Y2Ppyo)us- (10
in sistemul legat de particuld, pentru particula respectiv antiparticula Dirac aven
1 2, :
Pp=—(1+ v)(1 — iZyy), (11
Ph= 11— )l = Ty, (12

unde —é” respectiv -ZT" este vectorul Stokes al particulei respectiv al antiparticulei
Utilizind (9), (10), (11), (12) gdsim

I wpea
29 - _F Sz‘x 'i_—sﬁ“l?—l_-{;gJ‘:J’
unde
. . P 2 .
(S)gm = — iz, LEkm=1223 8;=S5S5,+5:5 ’;»SkSkS{i,
p a awp a 2 g
21 = E; + Eh E,ij = ziaj "i‘ gz =i ",; E»{: 'L]

Dacd impunem condifia cd Spp = 1, obfinem pentru matricea de densitate expre-
sia

p= (2o ) = (1 SE 8, (13

care are forma indicatd de A. Sankaranarayvanan 6. Ceea ce am obfinut

x < . 2 . . . y
in plus este cd vectorul de polarizare £ si tensorul de polarizare cvadripolara &;

=
a v[)

se poate exprima cu ajutorul vectorilor Stokes E_, .

In continuare vom face o comparatie a rezultatelor obtinute ca cele gasite prin
utilizarea tensorilor sferici [2], [5]. Matricea de densitate p a particulei cu spinul
S se defineste prin

(Ijm . . -
01 = 29 S, HCGm P, ik = — S, ..,0, ..., S, (14)
I==0 .
unde (S, /) este un scalar care depinde de S si I. Cl, sint coeficientii Clebsch-
Gordan, iar P®" este tensorul sferic de polarizare de rangul /.
Dacd avem o particuld cu spinul unu expresia lui p poate fi descompusi in
trei termeni

O

li

Al
ng

0

Facind inlocuirile [17]:

POO = 1, P00 — £, e P e e L=k

—9—> ——

3(E_E -+ £ R
PRo — JEE, — E & P@E — T ‘/ (E‘+&3 ! E':f .) PR _‘5_ E_E.
'VIO 3 ,\/é—o‘ B 20 T T




DESPRE POLARIZAREA PARTICULELOR CU SPINUL UNU 91

si avind In vedere valoarea coeficientilor Clebsch-Gordan gésim

0 i e
Mo 1, W ST

'
v v

o oc 18] - SiS1 — L SIS (88 + 5%

«

w |

unde
St = US U :

(o< este semnul de proportfionalitate, U este matricea data sub (7))
Structura expresiilor (13) si (14) este deci identicd.
Avind expresia lui ¢ si expresiile (4), (5), (6) ale vectorilor de bazd, se poate

calcula matricea D in sistemul de laborator.

(Intrat in redactie la 7 martie 1967)
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O TIOJASIPHUBAILIMM YACTHIL € EJMHHYHBIM CITTHHOM

(Peswome)

ABTOp 10JyddeT KOBAPHAHTHYIO MATPULY TTOAAPU3AIMHE YACTHIL ¢ €AHHHYHBIM CIIHHOM, Iipelnoanaras,
4YTG BOJIHOBYIO quHKHH}O A5 TaKHX YacTUIL MOXKHO JIOCTPOUTE H3 CINHHOPHAIBHBLIX BOJHOBLIX (pyHKU,HI"{.

ON TIHE POLARIZATION Ol' THE SPINE ONE PARTICLES

(Summary)

The author comes to the covarient matrix of polarization of the spine one particles assuming
that for these particles the wave function can be made of spinorial wave functions.






PROBLEMA RELATIVISTA A MOMENTELOR MULTIPOLARE

de

O. GUERMAXN, GIH. STEINBRECHER

Intr-o serie de lucrari |[17—6] s-a pus problema calculului cimpului electro-
magnetic generat de un mediu material aflat In miscare relativistd. Problema fun-
damentald este sd se extindd forma ecuatiilor lui Maxwell, bine cunoscute in cazul
nerelativist s1 pentru acest caz.

In lucrarea de fatd se va demonstra cd ecuatiile Maxwell se pot scrie sub forma:

G,

0 ’a wy == jv —1~ Z 0 . 00,53[;9;\;‘ < pp (1)

unde ' este curentul ,,macroscopic”’ iar mirimile 3%, % depind de proprieti-
tile mediului respectiv, Fle sint simetrice fn indicii superiori si asimetrice in indicii
inferiori.

Demonstratia o facem utilizind formalisimul lagrangian. Presupunem, ¢4 mediul
este format din sarcini punctiforme, ele fiind grupate in formatii stabile, astfel ci
distanta intre sarcinile din cadrul aceleiasi formatii este mult mai mica decit dis-
tanta dintre formatii (,,atomi”’),

LAtomil” i vom inde‘m cu litera %, iar particulele comporente ale atomului
LR cu indicii &7 st 07 Asadar e, e&t(, sarcina }nrtlculm .17 din atomul &7
iar 7% sint coordonatele >pa§m temporale ale ei; prin #l notdm cvadrivectorul:

(k)

-
(W, ixy), xp fiind timpul in sistemul laboratorului.

R k k A . . - . .
Miarimea v — x§'care in sistemul de referinga al particulei ,&” are forma

M < 2 . k (k k
(y( ", 0) este micd in comparafie cu xf). Mu %) este marginit si mic in raport cu x“

in orice sistem de referintd.
Cu aceste notatii, expresia actiunii este:

. S, (ki g (ki)
S=8, -8, = Evs‘e;\,uu (x5 *

ki

, j fd'x ()

Prin a,(v) s-a notat potengialul vector al cimpului ,,atomic”’. Ne vom ocupa
cu  primul termen.

(ki) (ki

Av coa Y L) ki) (k
Avem: a, =y oxy, da™ =

+¢lxu’ iar pe
ki)
ay (x9N 11 putem dezvolta in serie ;

au(w) = au(l) -+ 35— (079" au(l) (3)
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. . (ki) A . N ..
Prin expresia: (yf &,,) s-a notat opemtorul diferential in care nici un dy, nu este
urmat de vreun y§"; analog prin (951 W )’" se va nota operatorul ordonat astfel incit
nici un @, nu este precedat de vreun v{’. Adaugind la S expresia:

= f“ ).\ b
_Zl-/eh m ”I+ ,S‘d( ) ) a (X )‘ (4)

care nu schimbi ecuatia cimpului, g{xsim, din (2) si (3)

= gfuvd v Z Chy j a,(x d\ -

oz 1 . : ki 1) -
+ e [Z (dxg” v —da vy ) (05 dy)m X (5)

ki m (- 1)

% dyay (x") +2 “-!——S(dv FO NI —dy MR (vE g ) 0 a (1)
w7 (m nt
Evident, toti x si y¥) depind de un parametru. Drept parametru se va lua timpul
in ,sistemul laboratorului”, x,.
In formula (5) vom trece de la integralele simple la integralele extinse pe
intreg spatiul coadridimensional:

O S (xo)dyin = - S P(3)iH (x)dL) (6)
13
Ops S o (xg)dxi = l S ¢l (¥)d (6')
" ; :
«—) (11’ (ki)

unde ¥ (x) = 3§ (x - ) W['““-t/ (7)
) (,() 5 (;r ;}) (l'x;fjm 7'>
A () = Safr — x4 Cu
T 3 T & (

Din (5}, (6) i (6'), marginindu-ne la aproximatia de ordin N, avem:

. i
S = Sy ::S d£2+gau x [Z]“ de
& o.N |
e Fikiy apkiy )\ki? \,(/ez)) ViR ()ﬂ )», O a4 ——— % S
‘ .\;l}; (]u s e ( o S (T I ®)
L& m 1
5._ A (i(kl') \,(ki\ . i(ki) vx/s’{))( \,flrr’) ()‘)m 1 (‘),\ a
— (,“ LT wo g woo- -7 I3 £ W

Presupunind cd a,(x) se anuleazd la infinit cu toate derivatele de ordin N,
prin integrdri prin péar{i se giseste:

Sy =~ S 2 dQ | - Sau(x) (72 ] dO) 9)

1
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unde am notat:

Moy == Puy + Hgy (10)
v \ ')L l . . ; . . .
L“ — L 2 o 0 \,l\ )m(j!(fr)).im) i jyu)ygu)) (11)
Ha )
- [N ( “m . . o
My, == Z/ A : (C) \r (k1) )m - ( :f!))’\(,’“) i I/i'/\))wv&k:)> (12)

ki L,T/(”’ ot
= 27" 13)

Din expresia lui 5y se poate deduce ecuatia cimpului:

M
J ./u./ = gyl By ‘+— Ju (14)
Se observa c¢a j, are semnificatia unui curent macroscopic, iar i, caracteri-
zeazd contributia sarcinilor $i curentilor | subatomici”
Se observa cd my, poate fi pus sub forma:

ey

I3 Pyr v - -
My = Moy + 0y Mo+ o0 4 0, o 0p MO (15)

unde toti M., ™Y satisfac condifiile enungate.

Mai mult decit atit, avind un numair finit de termeni, se poate da o alti dez-
voltare a lui m,,, analogd cu (15), dar in care toti tensorii care intrd sub derivate,
sint tensori ireductibili, care se exprimi prin combinatiile liniare ale derivatelor

S ¥ o
lui: M

. & . . p\.
Myy == My + 0o Mih = ..+ O, Poy M (16)
P, 0y . .. . . . By 0y A . vy e
unde: A, F au proprietitile de simetrie ca si M, f, dar sint ireductibile
fatd de grupul Lorentz general. FFatd de grupul propriu, ele se descompun in doua
. iy (E)py - -y . .
componente ireductibile: #,, " k. care satisfac relatiile:

ESTI S L (e ey ”
‘/,[y,y ' T — :‘E T)“ suvlo-//l).c ! b (1/)

. . L. (e o, . . R
Vom numi mirimile #,, ' densitate de multipol de ordin (& + 1). In

cadrul lor se inglobeazd atit multipoli electrici cit si magnetici, utilizati in calcule
nerelativiste.

Pe de altd parte, este clard semnificafia lui p,, si n,,, introdusi; cind atomii
sint In repaus, el modificd numai cimpul electric, respectiv magnetic.

54 studiem acum proprietdtile analitice ale transformatelor Laplace ale Iui

()e - -2y . s 1 ee pes . g .

Myt H(v) (pentru prescurtare, vom omite indicii, fiind neesentiali). Rationa-
mentul de mai jos este valabil doar pentru a descrie fenomenele de polarizare
indu\‘c care inceteazd dupd un interval finit de timp (la un moment dat
e . . . X A% A
vi(x ) devmezero sau _/(v) mediat tinde la zero repede). Se obsservi cd in acest
caz M(x ) " €S, dacd si numai daca & € I', unde prin S, s-a notat spatiul di-
stribufiilor temperate, iar prin ', conul luminos superior. Aceastd proprietate
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este o consecintd a faptului cd y* sint marginite, impreuna cu derivata lor, i

%
leul < X

De aici rezulta imediat ca transformata Laplace a lui #(x), L (H(v):
= Fyple " #(x)) este o functie olomorfi de & + & in tubul de olomorf
TT =k =k 4+ ik"|k € R4, k" e I'7}.

Se mai observa, cd functiile L, (M (x)) se mai pot prelungi in afara tubului ¢
olomorfie initial, (vezi [7]), utilizind proprietatile tensoriale ale lui: L, (M(x)) -
== M(k), extinse g1 pentru grupul Lorentz complex. Noul donieniu va fi tubul extir
7]

Utilizind faptul ca se poate demonstra ca (k) nu creste mai repede dec
o anumitd putere a lui &, pentru & — <o, putem sd-i dim o reprezentare integral
utilizind teorema lui Bargman [81. Aceasta afirmi ¢, dacd | #(k)] < C.e* 7" cir
Imk — o, are loc relatia urmdtoare in conditiile proprietdtilor analitice amintite

) = § K — 1)k o) @ (1

In cazul domeniului nostru K(z) este dat de relatia:

K(z) = S R T

o

: (1¢

Putem gisi o serie de relatii de dispersie pentru _#(k), considerind diferite subd:
menii ale domeniului initial.

Astfel, luind Ik = 0 elsim o reprezentare de tip Cauchv pentru: ~,//l(}€‘), z

\//./(73, 5} S ,/l/ﬂ;_j_ ds’ o

care ne da relatiile de dispersie:
e -
Im ik z) = — 2 -

Acestea trebuie utilizate combinind cu relatia :

V/i[(%, z) = J/[(-—Z, —z)  {pentru % si ¢ reali)

Analog, mentfinind %, si £, reale, gsim urmaitoarea reprezentare (formula Bary
man pentru # = 2)

i dkodk . .
M (20, 27) —= —— oy (kg 4 0, Ry 4 ‘
B ”(20 21) (2m)® S (21 = k1)* — (29 — hy)? //( ot 0 L) (2
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liste foarte plauzibil ca proprietatile analitice de mail sus sd fie valabile s
pentru o distributie arbitrard, dar localizatd, de sarcini. Aceasta ar putea conduce
la rezultate interesante in cadrul electrodinamicii cuantice. Pe de altd parte, rela-
tiile de mai sus sint valabile si pentru medii la care dependenta polarizdrii de cim-
pul exterior este neliniari.

(Intrat in vedactie la 4 aprilie 1967)
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PEJAITUBHCTCKASY TIPOB/TEMA MYILTHITOPHBIX MOMEHTOB
(Pezwonme)

Henoassys  dopsasausy Jlarpanska, GBTOPL HOKA3BBAIOT, Yto vpasienwss Maxkcseaia Aas nods,
PEHEPHPOBAHHOIO  ABIGKYIIeficst Marepuanuiol cpeloil, yomuo nanncats B osile (1), B KoTopom
o, o . . . .
M, R 3aBlesT oFf CBORCTE Cpetnl. \BTOpLl H4VHaioT 3aTeM CBOICTBA anaTiTHUHOCTH TPeodpasonattil
Tandaca »THX Be UM IPUBOLAIGIN K (HcHepcHonus oThoteinng (211, (217,

RELATIVIST PROBLEM OF THE MULTI-POLAR MOMENTS

(Summarsy

Using the Lagrange’s formalism, the authors show that Maxwell's equations for o ficld generated
by a material medinum in movement muay be written as (1) in which l[‘l’v & depend on the properties of
the mediun The analyticity properties of Laplace transforms of these magnitudes, are also studied

reaching to the dispersion relations (21), (217,

7 Mathematica-Physica 2/1967
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DEPLASAREA DE FRECVENTA DATORITA INTERACTIUNILOR
INTRAMOLECULARE SI INTERMOLECULARE DIPOL—DIPOI,

de

D. DEMCO

Introdueere. Analiza deplasarii liniilor de rezonantd datoritd misciril termice
a ambianfel moleculare, Invelisului electronic al atomilor etc., permit relevarea
mecanismului de interacfiune si a comportirii dinamice a gradelor de libertate
relativ la sistemul de spin s$i bale. Vom studia deplasarea de frecvenid ce apare
din cauza miscarii browniene de difuzie a moleculelor prin intermediul interacfiunii
spinn —baie.

Kubo-Tomita [1], utilizind o teoric liniard a proceselor ireversibile, obtine
expresia partil neseculare a deplasirii de {recventd Larmor. In cazul unui lichid
izotropic, in care relaxarea magneticd nucleard apare ca urmare a interactiunilor
mtramoleculare dipol-dipol, se calculeazd expresia concretd a deplasirii de frec-
venta, n ipoteza cd linia principald este departe de sateliti. IFolosind metoda din
1, Serotki si Kokin "2, caleuleazd deplasarea de frecventd in cazul unui
lichid izotrop si omogen ce are moleculele compuse din doi nuclei identici cu mo-
mentele magnetice diferite de zero (I = 1/2). Expresia obtinutd este analizatd in
cazul interactiunii de translatie dipol-dipol intermoleculare in ipoteza cimpurilor
statice puternice si slabe. Corectia ce apare la factorul gitomagnetic nu este deter-
minatd de interactiunea spin-orbitd, ol depinde de caracterul miscidrii termice a
momentelor magnetice ce moduleazd interactiunea dipol-dipol. Ambele metode
sint aplicabile departe de saturatie si nuiauin considerare descentralizarea nuclei-
lor in molecule poliatomice, sensul deplasirii de frecventd Larmor fiind diferit.

Deplasarea de freeventa in aproximatia Born eea mai joasit. Utilizind metoda
lwi Hubbard [3], privind forma semiclasicd $i cuanto-mecanicd relativ la teoria
operatorului de densitate a relaxirii, se cfectueazd in [4] o noud renormalizare a
Lself-energiet” sistemului de spin, ceca ce perwmite obtinerea deplasirilor de frecventa
markoviene in aproximagia Born cea mai joasd. Sc¢ considerd cd relaxarea apare
ca urmare a interacfiunilor dipol-dipol ce au loc Intr-un sistem de N spini nu-
cleari identici 1/2, cu factorul giromagnetic y. Nucleii se gisesc In pozifii echi-
valente in moleculele sferice ale unui lchid izotrop. Dacd nu ludm in considerare
corelatiile Incrucisate in conditiile unui clmp transversal foarte slab in jurul rezo-
nanfei pentru deplasarea de frecventd Larmor obfinem :

§ = A+ Zog) = 2170 (= @) (1)
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unde 7y reprezinta partea imaginard a densitdfilor spectrale, ju(w) = ji (o)
7ji (@), definite astfel:

= Z (1 =83 en (w) (2

¢

unde :
i
.7(r11~/f”“ (o) = g (*"U'jr(f/?”’ (7>‘3!(UT"]7 (-
o
Functiile de corelare in (3) sint date prin:
. - ! ATT - :
Crijapti (7)== < Uit + 1) Up() = (<
unde :
. - L -3 ky sk .
Uiz')‘\ == (“/V/II))‘”Y- ("i,j) (— )Y, A(\O;i"{’?;) (<

-
Vi sint functiile sferice normalizate, iar mirimea vectorului de pozitie 7}, a nucler
lui i relativ Ia nucleul ;, este data prin #); si unghiurile lui polare (07, %/).

Metoda lut Hubbard nu considerd cimpul rotitor ca o perturbatie astfel ¢d 1
saturatie apare o dependentd a deplasarii de frecventa Larmor de taria cimpuh
transversal ¢1 o deplasare de frecventd suplimentard 3§, relativ la «, ce ar
forma :

= 35 [ (- 20") -+ 2% — @) (€
in care s== “/,; = '°/(.y unde Ap 7 oy — wiar o = (A% 4 of;’)‘“.

Solutiile stationare ale ecuatiilor de evolutie ale magnetizarilor depind d
marimea $i {recventa cimpului rotitor, intr-un mod mult mai complicat ca ecuati
Bloch. Modul de absorbiie poate fi insd adus la forma ccuatiilor fenomenologic
dacd definim pe lingd timpii de relaxare st o deplasare de frecventd Larutor cfectiv
5, independenti de frecventd, dar depinzind de mdirimea cimpului rotitor. 1
conditiile rezonanfet (A, = 0) din {4; avem:

1%0(‘» - 1({1;. = o) - 4}“_[' L

o= 200 + 3] (= 2o )

(3)2 == 82

Bigpl 2w m,‘)', ey 4]‘;, ol 2wy
1ar
"""" 5700(‘20)1) (i

Cantitagile 8, 8, 31 8" date de (lf, (7) st (8) pot fi serise ca suma a dol termer
care conjin, respectiv, efectele interactiunilor intramoleculare dipol-dipol. si inte
moleculare dipol-dipol.

3 = ((‘)mtm. ”f“ (B)intc\n (‘

S1 = (61)1nmx. e (Sl)imcr, (“

R (’w)mtrr. "IL (Sv)intcr. (l

unde :

ET) 2y ISR )

( T 2 ur\ i ( "‘w“) _",(;JMI)‘ ( ©y) “

. Y] U - i1

(Sl)iulm - ;Z/ ] (i) - 2&)1) (l

. 4,0 1. i R . 22, . ool [NV

(3 imtee == () Z: Sl O 10 et gy T e Sy, e
- mtra tntra l] b""v 0.0 2”) 10 T o 3 T “2( 20 :
']U/)‘/f} ' ! 1!;3{?7 E 0 ]‘u;(zj} L 0
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+ . .. . . o - . A
Suma Z este Inatdl dupd tofi nucleil din aceeast moleculd exceptind nucleul 7. In
mod abselut analog putem defini contributiile intermoleculare ale deplasarilor

- “ A A o 7 o . . » . .
de frecventd, in care apare insda suma L dupé toti nucleit din molecule diferite

in afara de nucleul ;.

In vederea calcularii densitatilor spectrale sa consideram cd migcarea rotatio-
natd a moleculelor si cea de translatie <int independente. Miscarea moleculelor sie-
rice s¢ presupune a 1 o difuzie izotropica cu coelictentul de difuzie ) == #T/eman pen-
tru miscarea de translatic st 1) “esne pentru cea de rotatie, unde ko cons-
tanta Boltzamann, 1 == temperatura, v - = coelicientul de viscozitate al fluidului,
far 2 a este distanta mwinima dintre doud molecule independente.

Dupé cum se aratd in (5], in cazul consideririi descentralizarii nucleilor, spre
deosebire de 17 31 [2], pentru contribufia intermoleculard, obfinemn

o*
E

" (o) nr(y*h)* (—1) /E S Cop /110(5) Lo e dr  (15)

H b}
i 0

unde » reprezintd numarul spinilor pe unitatea de volum. Ne marginim numai la
primit doi terment in suma dupd p, primul ce nu depinde de miscarea de rotatie a
moleculelor fiind

~iN - l\ 3” o .
CO) - s .;_;;f“)ﬂ_,(.> (16)

1ar al doilea ce 1a in cousiderare aceastd miscare :
~ 13 4 o —=2D" iz
Cow(z) = S 3b%e Gy(7) (17)

In formulele (16), (17) apare functia G, (), ce depinde de functiile Bessel de speta
intiia [,

G (7)) = (2a) Uy oo iy Pt du (18)

in care b este distanta ficcdrui spin de la central moleculei in care este continut,
1ar timpul de corelare £, este definit

=y = 2a)

Dacd moleculele lchidulul efectueazi o miscare rotationald, functiile de core-
lare relativ la contributia intramoleculard in cazul moleculel ce contine doi nuclei,
dupd 57, este:

Cinante (7) = 8 s (lye) (P25 D) S(— 1) exp (—7/5) (19)

unde <, = (6D7) -1 este timpul de corelare corespunzitor acestei miscari.
Contributia intramoleculari.. Utilizind (3) si (19) obfinem pentru partea ima-
ginard a densitatilor spectrale
rr

T et 0 wo) = CLa(yi)2(ry, ) S (—=1)

leg 7»,%
X2 (20)

I+ Loyt
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Deplasarea de frecventd Larmor (12) devine:

N 5
w0, 4 0Dy L

(21
((\)07)._.\,“

‘H”(ﬂhﬂj
si coincide cu rezultatul din [1] obtinut printr-o altd metodd. Deplasarca de frec
ventd efectivd, {14), din (20) si (21) In ipoteza clmpurilor slabe (wat < 1), devine

'7'(8’)m:rn. T (S)imm. = "" \I’Zh Z (”z] (')0’“ (2(‘

iar pentru cimpuri puternice (w7, » I, <€ ) :

-

3 . T 4ei-2 11(1 ddet ) o deiat e
"(Sl)intm. - (IB) ("{zh)Q Zl 7’;,) b[ b= . 12 - 0% 2 (‘J"\) (2:
7

(ﬁ(v)f FHT - 4ol <))

13 A\.

Pentru a putea analiza in diverse cazuri concrete valoarca deplasiirii de frec
ventd relativ la o, din (13) obtinem:

B = ) ) o) (2
(Brhisca. = 1 (20 337 07) (= 0 = ]

Dacd reprezentdm grafic mérimea (8|, o Tunctie de ©,7, obtinem o curb
similard cu cca din [2] de unde observdm ca incepind din domeniul wyz, ~ 1 avet

(2 intra] @p ~ (10 (“(241)2 Zl, (rij)—6
Timpul de relaxare efectiv introdus in 3]
VT, =1T, — 3[j60(0) — 50( — 20,)] (28

cu ajutorul lui (2), (3) si (19) devine:

‘ 3 RN L ioovee 13 5
(]/TQ)in(nL = (;’)(Yhﬂ)-‘72 }jL (7/,“,> 8 {" e "’”—'—.’_*:"2_ i

20 2 1 (e, (2(
2 3 1 }
T4 (Zoymy)? B F (207,
in conditiile w,7, < 1 din (26) obginem (1/7,) == {1/T9) o, tnnde (7 2)inra. coineid

cu cel dat in [5].

Contributia intermoleculare. Pentru calcularea densitdtilor spectrale in aces
caz vom utiliza (15), (16) si (17). Aplicind teorema reziduurilor [G], putem cvalu
integralele ce permit calcularea contributiei intermoleculare de translatie (/)
de prim ordin in rotatie (/,) la densitatile spectrale. Ele au forma:

2

. (3 w2 o Q) eV (R Ay ok 2) cosa o -osin o v{a? 23 .
Iy= SCI salF)ertierds = ( 0 Da H’“ S ; \ .
0

40 Da

41

(= 2% 0 B2 1 6) b Be (4 — 2) cos v — (x4 4u - 2) sin x}
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oo
— - t1layT, 3b2
IIZSCI‘ W (z)e e d‘r:{ . hat
32a3D
’ (28)
e st ) (3. 7) + 3 A9, 1 o ep )
. ¥? ~ 2 7/
/a “~ ¥'ia
unde :
7 . 50 S 3 2
2(9,7) = — 9cos o drcos’ T —rieos T M cos g (29a)
2 2 2 ' 5
i T, 5 > 3 vy .
B(o,r) = {9 cos /) 4 137 cos -; -+ 7? cos ~:‘9 4+ 18 » cos 3¢ +-
i 2 2 2
) , (29Db)
6 cos )fp) e cos 5 0 (271"‘ sin )
o
.7 -
y(p,7) = — (9 sin _,: + 157 sin ="+ 72 sin + 187" sin 3y 4
v (29¢)
RPN T A 3 oy ‘U‘*,'
4+ 677" sin 2!9, e 2 sin (27" sin 5) ]
A2 — 5 cos RANETS
dor) = e I(~ 7" cos ¢ + 3rcos £

3% 7
L —y2cos - — 9cos -(—?)
5 2 2 2

ot g \ 3/ 7+ - 5
degT (187 fcos 30 4 67 cos 20 + 9 cos T+ 15 7 cos j +-
5 3 5 . —1 s o %/ 15 . > My o2
L rfcos ?) cos (271" sin f) —e T (187 “sin 3 + 6 1" sin 29 + (29d)

)

.7 - . do
~9 sin? 1+ 157 sin ¢
o 9

e
i

-3

y2sin = 3 ' sin (Zr sin

&

Lo , . 54
; _y ot sin o - 3r sin =
A

S R = — sin g {‘ 0

. . 3z . 7o
: 2F  p2sin VY — 9sin =7 +
2rd?cos o - 425 2 2 2
P 3 o t = 2 B 4 .39 . 79
4 [187*sin 39 + 67 sin 20 4 157 sin = 4 r2sin - 4 9 sin 7) X
1

1

RVRE T , .
w3 Teos = eog (27/' sin -

0) - (187 cos3@+br cos 29 + 157 cos q’«}—

S l'(>

) 3 Ty e
4+ r2cos = -9 cos »—‘} e Foens
‘¥ Y

sin 127 " sin Ml} (29¢)

In formulele de mai sus, semnul plus si minus corespunde la I < 0 respectiv la
{ >0, iar x = \/Z}ZIwOTO,

r= VA 4 (1) wgmo)?

[ woBy s 4a*D’
,tgq)E—————m‘;“—b—"§1A2_:_‘ T =3.
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Daci ne marginim numai la termenul corespunzitor interactiunii de translati
intermolecularda din (27), (15) si (1), obtinem pentru deplasarea de frecventd § 1
cazul (g7 < 1

(8\“\11&?\' e nw (.;,Zh)i a 3 TU\/((O()‘:“) (‘;()

lar pentru o,t,> 1:

(3 ]‘m nw (Ph)2 @ P T16(wyr,) 1 — 3 (1 4+ V2 (wemy) (31
160
Rezultatul obtinut diferd de cel al lui Skort ki si Kokin, 27 atit pri

coeficientul numeric ce corespunde cazului a doi nuclel identic 1/‘> din molecul
in stari de triplet i simplet, cit &l prin semnul deplasirii de iruven‘;d. Dacé repre
zentdm grafic dependenta deplasidrii de frecventld Larmor functic de o7, sc ved
cd valoarca maximd este atinsd in domeniul o,<, ~ 1.

Considerarea in deplasarca de frecventd si a termenulul (28) corespunzito
rotatiel intermoleculare conduce la o valoare mai mare a deplasdrii de frecvent
decit cea obtinutd in tratamentele anterioare, in care nucleii au fost considerat
in centrul moleculelor sferice.

Termenii de ordinul doi ce descriu rotatia interm oleculara si care sint mult me
mici in comparatie cu primii (b < a), pot fi ”ilculaﬁ intr-o manierd similard cu (28
<)b11mndu se 0 expresie foarte complicatd. Aualog tlmpllor de relaxare, 137, contri
bugia determinanta la deplasarea de frocun‘;a Larmor datoritd 111temc’,tiunilo
intermoleculare o are miscarca de tmns]ayie. Utilizind (27), (28) si (15), putem obtin.
imediat st e\pw\nk pentru &, & st 1.

n C()Ildl,lll:‘, cimpulal transversal lent rotitor (4], timpul de relaxare longitu
dinal gi transversal devin egali sl se¢ exprimd prin relatia :

1Ty = 2070,0(0) (32

Utilizind (20), (27), (28), (13) si [51 obtinem pentru 75 ' expresia datd prin para
metrii moleculari ai lichidului sub forma:

Tt = e v s SRR L [0 (o)

2 S5 Da Vg [

Conecluzii. Rezultatele obfinute in cazul contributiel intermoleculare permi
a da expresia timpului de relaxare transversal &1 lonot’tuduml 31 in tot domenit
de variatie a lui o,7,. Faptul acesta gener ralizeaza rezultatele din 2]s [31.E \preslll
obtinute pentru deplasirile de frecventd sint valabile numai in 1p0te/f1 ,.bdil rapi
fluctuente” si corespund la o micgorare a frecventel de rezonanta.

In cazul lichidelor, deplasarca de frecventi Larmor in aproximatia Born -ce
mai joasd, poate fi principial detectatd experimental, fiind facilitatd de ingustime
l*'niilor de rezonanta. Pentru apd purd, cunoscind @ y == 2,67 . 10* gauss™t- scc

= 1,38 A, b =095 A, |7 iar la 20°C avem =, = 3,2 1010 se ¢, n o= O 3 10% ¢m™
[2}, pentru 0Ty ~ 1 ()bt,mcm ci 8w, este de ordinul de marime 1071 ceea ¢
se plaseazd sub limita de misurare a spectrometrelor. Apa zeoliticd are timpul d
corelare In condifii obisnuite, in jur de 1077 —107% sec., [87. Zeolitii au un volut
liber accesibil apei in jur de 0,2 — 0.5 em?® per em?, de cristal, [97. Utilizind datel
de mai sus pentru |8}/ w, in demeniul wy Ty~ 1 obtmem valori in jur de 1073 — 10
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ce pot fi puse in evidentd experimental. Deci, in lipsa unui |, spectru alb” relativ
la interactiunea dipol-dipol, deplasarca de freeventd Larmor este masurabila. Yor-
mula (24) ne permite a arata cd fn ambele cazuri de mai sus deplasarea de frecventi
relativ la o, este foarte mica,

Hotral i oredactic la 1 taniarie 19607
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CMEIHEHHE HACTOTDI BIAAATOJLAPS BHNTPHMOE RKNSIPHDBIM T MEXKMOJIEKY -
JSERPHBEM B3ATIMOTEHCTBRSEM JHHTIONb-THTTON D

(17 ¢ 20 ne)
B civyae sepnoil peTakcatid nocpeIcTsoM BHVTPHMOACKVISPHLIX U MeKMOTEKVIIPHBIX B3aHMO-

JETICTBHIT U0 b THITO b BBIMHCTHIOTC S BbIpaAeiisg CNEHEHHIT YACTOTHL, NpaMetiMble K [MOJHATOMEBIM
MOTERVITAN, HPH‘H"‘\! JAOTCS M VOB HX 9KCHSDHMEHTATBHOIO HAOMIO e HUsI.

TREQUENCY SIHITT BY TIIE INTRAMOLECULAR AXND
INTERMOLECULAR DIPOL-DIPOL INTERACTIONS

(Summary)
In the occurrence of nuclear magnetic relaxation through the intermedium of the intramolecular

and intermolecular dipol-dipol interactions there are calenlated the expressions of the frequency shifts
also applicable to the polvatomic molecules. showing their conditions of experimental observation.
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O METODA DE IMPULS DIS CALDURA PENTRU MASURAREA
PROPRIFTATILOR TERMICE ALE PROBELOR SCURTE

de

F.o KELEMEN i\, VEDA

Introduecre. In unele corpuri solide, mai ales la temperaturi ridicate, prin incal-
zire sau prin mentinerca indelungatd a unui gradient de temperaturd, se produc
anumite schimbiri structurale sau variatii fizico-chimice. In asemenea cazuri este
mai avantajoasd aplicarea metodelor nestationare, de incilzire de scurtd durata
— 11 locul wetodelor stationare — la studiul conductibilitatii termice si al altor
mirimi termice |17,

Pentru mdsurarea difuzivitdtii termice, In ultimii ani au fost elaborate mai
multe metode de impuls de cdldurd sau de unde termice (vezi [24). La corpuri de
proba cu dimensiuni mari, prin metode de incdlzire de scurtd duratd, in afara difu-
zivitdtit termice, se pot determina in acelasi timp si alte mirimi termice, cum sint
cocficientul de conductibilitate termicd si caldura specifica (3, 47, Insd la corpuri
de proba cu dimensivni reduse, determinarea simultand a mdirimilor mentionate
este mal dificila §i In aceastd privinid nu s-au fdcut decit putine incerciri. Pentru
probele metalice cu dimensiuni mici o metodd de impuls de caldurd a fost descrisa
si aplicatd In jurul temperaturii camerei de [5 . Metoda aceasta insd necesitd o
instalatie experimentald modernd, cu care se pot nregistra variafii mici de tempera-
turd i de duratd scurta.

In lucrarea de fatd vom ardta ¢a prin metoda impulsului de caldurd dezvol-
tatd de noi pentru misurarca difuzivitdtii termice se¢ mai pot determina simultan
(decd printr-o singurd experientd) si alte marimi termice, cildura specificd, coeficien-
tul de conductibilitate termicd, precum si coeficientul de transmisie de céldurd in
cazul convectiel naturale, Dispozitivul experimental si procedeul de masurare
este relativ simplu. In forma actuala metoda se poate aplica la studiul proprieta-
tilor termice ale izolatorilor si ale semiconductorilor care n-au o conductibilitate
termicd ridicata.

Formulele de bazi ale metedei. Dupd cum am aratat fn 67, dacd pe suprafata
frontald a unui corp de probd de lungime L ¢l cu sectinnea transversalda S, se incal-
zeste brusc un strat subtire de grosimea Z< L, atunci la suprafata posterioard,
unde el este in contact cu un mediu infinit, variatia temperaturii in functie de timp
este descrisd de ecuatia:

T(L, ¢y (1 H)exp

/)~t” (1)



108 I KELEMEN S1 A, NEDA

Atet ¢ este cantitatea de calduord transmisd corpului (prin impuls de cdldura) pe
unitate de suprafatd, o caldura specificd, o difuzivitatea termicd si o densitate:
corpului ; coelicientul 4 caracterizeaza transmisia de caldurd prin suprafaia laterali
a corpulud i este dat de relatia:

uude /r este coeficicutul de transmisie de caldurd, p perimetrul, § sectiunea trausver
sald a corpului. Mdrnmca H depinde de trecerea caldurii de la corpul de probd 11
mediul cu care cl este in contact la suprafata posterioard, fiind datd de 37 priv
relatia :

>

JUR (s

5 Mo \/ « (4
N Ay ’

Aici prin a s1 K sint notate difuzivitatea i conductibilitatea termicd a corpului de
probd, iar prin a, si K, aceleagi mirimi pentru mediul mentionat.

Variatia temperaturii in functie de timp (inregistratd la un corp de probi
(HgTe) este redata in fig. 1. Din ecuatia (1) pentru timpul ¢, fu care T(L, {) atinge
valoarea maximd, se obtine

=2
[

unde

M) (3

fiecare parte a suprafetei lui de acelasi mediu
A atunci coeficientul b se poate determina yx
< AN baza ramurii AL a curbei T(L, {) dir
\\ fig. 1 (7.
L log, 1T

\ I r L 108a Ly

is3d]

} Dacil corpul de probd este mdirginit ir
N

(&

N N 7 Sy £

N~ unde S, este aria suprafetel intregi a corpului
iar ({, — {,) intervalul de timp in care tempe-
5 see N\ ratura scade de la 7", la T,. Variatia expre
T AN siei log, T/7T, in functic de timp reprezinta
dreaptd (fig. 1).
Daci corpul studiat este un solid si sc
Fig. 1 eidseste futr-un mediu gazos, atunci in for
mula (4) 1\(, este cu 2—4 ()rdlm de marime
mai mic decit A, iar @, mai mare sau de aceeasi ordine de mérime caa (deci Ko<k
si a, > a). In (uest caz, ])r(’lLtlc ‘) = 0, 1ar H = --1. (De excmplu pentru cazu
sticld-aer la 20°C, avem: K ==75 x 1073 W/em. °K, K, =25 X TLU'4 W/em
K, a =44 1073 cm?s si ao = 2,13 x 107t cm?s, astfel § = 4.8 3 1073 (
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si o = 0991 e -~ 1) Luind in consideratie acest fapt. din ecuatia (1), pentru
T(L, 1) = T, rezultd
vl [?-“ff’“«-“-w“,]’*. exp (200, 1f2)) - N (M) ()
2y =

Variatia mdrimilor adimensionale 3 si N din (5) si (7), in functie de mirimea
20t de asemenca adimensionald, este reprezentatd n fig, 2.

U3 —~~:1-\ ¥

T i atm N\ ¢ceLTn
z : 2 23

N

0.4 \ \
!
| e
dJ 002 0.05 04 0.2 0.9 10 2 3 10 X 50 o)
25fm R

Fig 2

Prin inregistrarca unei curbe 7°(L, ¢), timpul ¢, st temperatura 7, se pot
wmdsura in mod simplu. Astfel dacd se cunoaste c antitatea de caldurd g transmisd
corpului de proba pe unitatea de suprafati, atunci pe linga difuzivitatea termicd
s¢ poate determina si cildura specificd din expresia

2.q-N
¢ = ’,_'..:, (7a)
sl
far conductibilitatea termica din relatia
. g N I
N = ¢. c-a = C AL R (8)

T Fy e 41 Dbty

In mod asemandtor, folosind I relatiile (2) si (6) se poate caleula si coeficientul de trans-
misie de cildurd, /.
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Dispozitivul experimental. Partea principald’ a  dispozitivulni experimenta
este schitata in fig. 3. Nodul S, al cuplului termoelectric 7', este sudat pe o placuti
de argint de 0.3 mm grosime. Corpul de proba [ cu suprafata Iui posterioard est
lipit cu pastd de argint de aceastd placuti i este tinut de firele cuplului termoelec
tric, in centrul tubului de sticlil € in care se giseste aer sau un gaz inert. Poziti:

T, = |
1 z - 1 7 T = /,/
L s Sy
Fl——pe=f i =

Te - S UM A T
! ~’l l o —— =
vapori
5/ de azot
i )
‘ E
i

Fig 3.

probei in interiorul tubului € se poate regla cu ajutorul unui surub /7, legat de tubu
de portelan E. Sudura 5, a cuplului termoelelectric Tey, este introdusa in blocu
de cupru sub forma cilindricd 55, care asigurd stabilitatea temperaturii punctulu
de referinta, precum si in interiorul tu bului €, La masurdtori sub temperatur:
camerei, blocul B impreund cu C este asezat in vasal de sticld 1 care are peret
dubli, 5 ‘este vidat intre perefd, pentru ca si asigure o izolare termicd buni. Prin reg
larea curentului de 'd})()ri de azot, se poate stabiliza temperatura blocului Bla o va
loare dorita. Pentru masurarea te mpemtum blocului B serveste cuplul termoelectric
Te,, avind sudura S introdusi in blocul B. In c\pencn;ele noastre producere:
impulsului de caldurd s-a realizat prin iradierea suprafetel frontale a probei, ct
ajutorul 1Empii I de mare putere, care este fixat solid de vasul 4. Durata ~aim
pulsului de cdldurd se poate regla cu ajutorul declansatorului D, sau prin licdrire:
lampii /. Diafragma D, se regleazd in aga fel, ncit proba sa fie iluminati numa
pe suprafata ei fl’OlltdLl.

Aparatul folosit pentru lnregistrarea curbei 77 = f(¢) i celelalte parti ale dis
pozitivului experimentﬂ, nementionate aici, sint descrise in [27,

Misuratori si rezultate, Am aritat deja in 17, ca pe baza formulelor (3) 3
{6) se obtin rezultate corecte pentru dif u/1\1ta‘rm termicd, la temper raturi mai mar
decit 20°C. Cu ajutorul dispozitivului experimental, sdutat in fig. 3, am ficw
mai intli masurdtori cu o serie de corpuri de proba confectionate din Al, Cu, Fe
grafit, etc. pentru verificarea experimentala a formulei (7a). Suprafata frontali
a corpurilor de probd a fost acoperitd cu un strat subtire de negru de fum, prin car
s-a asigurat aceeasi putere de absorbfie la ficcare corp. Cantitatea de cildurd
s-a determinat luind ca etalon un corp de probd confectionat din cupru. La tem
peratura camerei diferenfa intre valoarea masurati si cea luatd din literaturd la cor
purile studiate, nu a fost mai mare de 349,
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Pentru a studia posihilitatea determinirii simultane a celor patru mdirimi
mentionate (a, ¢, K, si &), cu dispozitivul experimental descris, am ales un corp
de probd de HgTe avind lungimea de L =9 mm si sectiunea transversald
y = 4,7 % 5,8 mm*

In fig. 4, sint reprezentate valorile caldurii specifice si ale coeficientului de trans-
misie in funcfie de temperatura absolutd, masurate pentru proba mentionatd. Linia
continud pentru cdldura specificd (¢) corespunde valorilor calculate pe baza legii
Neumann-Kopp din caldurile specifice a elementelor Hg si Te, luate din [8]. Dife-
renta intre valorile calculate si misurate, la o temperaturd datd, nu intrece 3%,
diferentd care se poate considera c¢d se datoreste erorilor experimentale.

Valoarea obfinutd pentru coeficientul de transmisie /, la 20°C este aproximativ
de doua ori mai mare decit valoarea misuratd prin alte metode, la un corp cu sec-
tiunea transversald circulard [2], insd trebuie sd se observe ci coeficientul /i depinde

o__.l-—j—‘
© o\l_o——-""“/ °
i - / s ¢ qs e
X
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Fig 4.

in mare misurd de forma corpului, (respectiv de forma sectiunii transversale), pre-
cum i de culoarea i structura suprafetei lui, Forma corpului de proba fiind parale-
lipipedica, astfel datorita muchiilor, coeficientul de transmisie este mai mare decit
la un corp cu suprafd;a circulara. In mod asemindtor si culoarea neagrd a probei
contribuie la mairirea coeficientului de transmisie.
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Valorile obtinute pentru difuzivitatea termicd (a) si conductibilitatea termic
(N) sint reprezentate in fig. 5 fn functic de /T,

Curba K(C) reprezintd variafia conductibilitatii termice ‘a HgTe dupi datel
obtinute de [97], iar KN,(W, R) i K,(W- R) de [107, la doua probe diferite,
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YFig, 5.

Diferenta intre valorile mdsurate de 9] si de noi este aproximativ 169, la 80°K
st 139% la 300°K. Pentru temperaturi mai mari de 20°C, conductibilitatea termici
am determinat-o si cu o nmetodd stationard, dar nu am observat o diferentd mai mare
de 59, intre valorile obtinute prin aceastd metoda si prin metoda impulsului de cél
durd. De aceea trebuie sd presupunem ca diferenta intre valorile lui K, masuratc
de noi si de [9], respectiv [10], provine din deosebirea strcturala a problor studiate

Surse de erori. Conform ipotezei, pentru difuzivitatea termicd se obtin rezul
tate corecte din formula (5), dacd % < I, respectiv v <{, Dacd se consider:
¢d b = 0, deci nu se {ine seamd de transmisia de cdldurd, eroarea sistematici prove
nitd din durata finitd a impulsului de cdldurd se poate aprecia pe baza ecuatie

/i

9

1
2 (1 — /) log, (1 — =/t -1
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datd de [1]. Daca =ft,, — 0, din aceastd ecuatie rezultd o formuld echivalenta cu (5)
pentru cazul b = 0. In sdnmb in cazul cind T/t > 0, membrul drept in (9) devine
mai mare decit 1/2. (De e\emplu la =ft, = 0,1, valoarea acestui membru este 0,53.)
Prin urmare, in cazul acesta se obfine o valoare mai micd pentru a din formula (5),
decit in cazul cind </t,, — 0. Experientele
aratd insi cd in realitate cind 4 > 0, va-
loarea lui a calculatd din (5) nu variaza
esential cu raportul =/, aproximativ pind
la </t == 0,25 — 0,30, dacd timpul 7, se
inlocuieste cu ¢, == ¢, — /2 in aceastd for-
muld (v. fig. 6). Aceasta inseamnd de fapt
¢d ¢, trebuie si fie masurat nu de la ince-
putul impulsului de cdldurd, ci de la </2.

Dacd maximul curbei T(L, ) este pro-
nuntat, determinarea timpului ¢, se poate i
face cu o precizie de cca. 3—4 9. In
schimb, cind maximul lui 7(L, )este ate- S SN OUR— E—
nuat, precizia este mai micd. In cazul 0 04 0.2 . 03
acesta, pentrua obfine o precizie mai mare T/
in determinarea lui £, se aplicd formula (3) Fig 6
data fu [7].

Durata finitd (mai lungd) a impulsului de cdldurd nu produce eroare sistematica
observahbild la determinarea cdldurii spcc1f1ce si a coeficientului de transmisie. In
schimb, la méisurarea temperaturii maxime 7, deci si la determinarea Iui C, o
eroare considerabild poate rezulta din cauza oscilatiei tensiunii electrice aplicatd
asupra ldmpii 7, cu care se produce impulsul de cdldurd. O altd abatere poate pro-
veni de la reOIarca diafragmei D,. Tn mod aseminitor, dacd contactul intre plicuta
de argint si supmfdpx posterloard a probei nu este bun, precum si daca stratul de negru
de fum pe suprafata ei frontald nu este compact, din cauza reflexiei luminii pe
accastd suprafatd, se obtine o valoare mai mica pentru 7,,. Toate acestea influenfeazd
precizia la determinarea caldurii specifice. Insa pnmele doud dintre aceste surse
de erori se pot elimina dacd se aplicd o sursi de lumind punctiformi ¢i o tensiune
electricd bine stabilizatd asupra ei, la producerea impulsului de cdldurd. Trebuic
remarcat ci sursele de erori menjionate mai inainte, cu exceptia contactului intre
probd i placuta de argint, nu influenjeaza de loc precizia la determinarea difuzi-
vitatii termice.

20 o
.- - -O_Q._-_o_&_._o_.b_

Q. 102 (em?fs) —m

{Inlvat tn redactie la § aprilie 1967)
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METO T TEITTIOBOIO HMITYILCA TS M3MEPEHMS TEPMITYECKIX
CBORCTB KOPOTKHX OBPABLOB

(Peswone)

B paGore onncan npoctofi MeTOL TEHAGBOrO HMITYJALCA, KOTOPBIN MOMXHO OJ1HOBPEMEHHO Olrpelesnt
TeMIIEPATYPOUPOBOXIOCTh, VI2TbHYIO TCILTOCAKOCTb, TENIONPOBOIHOCTE 1T KO3(DDULUENT Tenjonepenay
B Cayudae ecTeCTBeHION KOHBEKIM B2 H30ASIOPHBIX 1 HOJVIPOBOAHHKOBBIX 00pasuax HeGoabILor
pasvepa. B paskax mssepemudi, npu nocrosingofl Teammeparype, J060Bast NOBeHXHOCTb NMPOGHOIO T
{10ABEPFaeTCsl KPATKGBPEMOHHONY 0OJVUEHHIO HIYUKOM CBeTa 11 [IPOCTICXKHBACTCS H3MEHeHHe TeMnepaTyp:
B BABHCHMOCTH OT BpeMeHH Ha 3aineil HoBepXHOCTH 1podioro teda. Mavepsas makcAMasibHOe 3Haueny
TEMIePAaTYPBE H BPEMS, JIPI KOTOPOM JAOCTHIAIOT 3TOI0 MAKCHMYMA DOC/E Nepeladll TeMAsBOrO 1MITYILe
M 3HAST KOGHYECTBO TEIVTOTHI, TepelaHHoe TeTy HMIVIALCGM. TePMIUCCKHe BETHULIHBL MOXKIO GlipejeaT
fla OCHOBE YCTAlOBACHHLIX B padote Qopuys.

A HEAT PULSE MICTHOD OIF MEASURING THE THERMAL PROPERTIES
01 THE SMALIL, SAMPLIIS

(Summary)

The authors deseribe a simple heat pulse method which gives the possibility to determin
simultaneously the thermal diffusivity, the specific heat, the thermal conductivity and the heat trau:
mission coefficient in the case of natural couvection, at insulator samples and semiconductors havin
reduced sizes.

During measurements, at o constant temperature, the front surface of the sample is irradiated fc
a short time with a beaw of light. The temperature variation depending on time at the rear suw
face of the sample is observed. Measuring the maximum value of the temperature and the time in whic
this maximum is reached after the transwmission of the heat pulse and knowing the guantity of he:
transmitted to the body by the pulse, the authors determine the thermal quantities based on the fo
mulae suggested in the present paper.



DAS STUDIUM EINIGER ELEKTRISCHEN UND MAGNETISCHEN
EICENSCHAFTEN DES SYSTEMS Cr,0,—1i,0

OLIVIA POP, L. STANESCU und IULIU POP

Einleitung. Zum Studium des elektrischen Leitungsmechanismus der Oxyde
vou Ubergangsmetallen wird die Methode des , Doping” des Grundoxydes mit
Kationen von verschiedener Wertigkeit verwendet [1_6] Solche Studien wurden
auch mit Cr,0; durchgefithrt. Hauffe und Block [6) hoben eiu Anwachsen
der elektrischen ILeitfdhigkeit des Cr,O; bei einem Zusatz von NiO hervor, ein
Anwachsen das durch die Annahme der Bildung von Cr*" Ionen erklidrt werden
kann [7]. Dasselbe Oxyd wurde auch durch ,,Dopum” mit TiO, {71, Li,O [§, 9]
und mit BeO [10] studiert. Beziiglich des Finflusses des Li,O stimmen dl"‘ Anga-
ben in der Literatur nicht iiberein. So fanden Fischer und Lerentz [3] bai
eincmt Zusatz von 1,5 Mol—9%Li,0, dass kein Anwaichsen der Leitfihigksit des
Cr,0, stattfindet, hingegen stellt Ha gel {9] ein merkliches Anwachsen dar Leit-
fahigkeit (ungefihr eine Zehnerpotenz) bel einem Zusatz von 2,5 Mol -9 01,0 fest,
Beit 10 Mol—9Li,O ist das Anwachsen dur Leitfdahigkeit unbedeutend und die
roentge 11’)"1‘11)1115(,11(} Analyse zeigte das Eatstehen einer nea2a Pavse an (LiCr0,).

In dieser Arbeit wollen wir ein detallherteres Studium dieses Systems, in einem
grosseren Konzentrationsbereich, durch Bostimmoang der elektrischan Resistivitit,
der magnetischen Suszeptibilitit und mit elektronischer Spinresonanz, durchfithren.

Versuchserygebnisse, Zubereitung der Proben. Die polykristallinischen Proben
wurden aus Cr,0O, p.a. und Li (,03 p.a. zubereitet. Die Substanzmischung wurde
mit doppeltdestilliertem Wasser behandelt, um ein Zzsrsetzen des Karbonates her-
beizufithren. Nach dem Trocknen in einer Etuve und ithrer Homogenisierung wurdan
dl(. Proben in Luft, beil einer Temperatur von 1100°C, 4 Stunden lang kalziniert.

Um die parasitire RES-Absorption unter Ty auszuscheiden, wurden die Proben
einer supplimentiren Kalzination bel einer Temperatur von ungefahr 1000°C [117,
die 14 Tage lang anhielt, unterzogen.

Fs wurden folgende Mischungen zubereitet, die in Molprozenten ausgedriickt
in Tabelle 1 angegeben siud.

Tabelle 1
V—_wl’mbeuzahl l 1 \ 2 t 3 l 4 t ) 5 6 K 7 l 8 ‘ 9
LiO 0,5 i 1 ; 2 \ 2,5 $ 3 4 3 30 50
Cry0y 99,5 99 ! 98 I 97,5 ! 97 96 94 70 50
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Die Proben mit einem kleinen Lithiumgehbalt, hatten cine griine Farbe, di
fiir das Cr,0, charakteristisch ist; jene mit einem Li,O-Gehalt von 30 und S
Mol—9, hatten eine dunklere Farbe. Die letztgenannte Probe zeigte ein rein kris
tallisches Aussehen.

Die Proben wurden bei p =7 t/cm* zu Pastillen gepresst. Hernach wurder
die Pastillen bei einer Temperatur von 1300°C, 5 Stunden lang gesintert, abge
schliffen und durch Verdamptfen im Vakuum versilbert. Der Versilberungspro
zess wurde so lauge wiederholt, bis der Widerstand der Silberschichte 0,2 Oln
nicht iiberschritt.

Elektrische Widerstandsmessungen. Die Widerstdnde wurden mit einer Pra
zisionsbritcke ORION TR 2102 und einem Megohmmeter TESL.A B.M. —283 gemes
sen, hingegen wurde fiir die Temperatur der Proben in der Anlage ein Thermo
element Pt—PtRh und ein Potentiometer PPTN -1 verwendet.

Es wurde die Abhingigkeit des Widerstandes von der Temperatur festgestell
und die Abhingigkeit der log g-Funktion von 10T graphizch dargestellt (Abb
1, 2).

lyp

o

Abh b oL

Aus den Abbildungen ist ersichtlich, dass bis zu einer gewissen Temperatu
(ungefdhr 700°K) eine liniare Abhingigkeit vorliegt. Bei hoheren Temperatu
ren ist bei dem grossten Teil der Proben ein langsamerer Abfall der Resistiviti
mit dem Anwachsen der Temperatur feststellbar, der mit ciner entsprechende
Anderung der Neigung veranschaulicht ist. Diese Neigungsinderung ist fiir da
Cr,0,4 charakteristisch [12, 13]. Probe Nr. 7 (mit 6 Mol—9%Li,0) ist die letzt
wo diese Neigungsdnderung nocli feststellbar ist, hingegen verschwindet diese Ande
rung im Falle grosserer Konzentrationen (Proben 8 und 9). Aus den semilc
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Abb 2.

garithmischen Geraden (Abbildung 1,2) wurden die Aktivierungsenergien mit
der nachfolgenden Gleichung berechuet :

AE = 0,1985%%6V (1)
N
wo
= toesn ) @

In Abbildung 3 sind die Isothermen (20, 100, 250, 500,C) wiedergegeben,
die diec Abhingigkeit des log ¢ von der Komponentenkonzentration darstellt. Es
wird eine leichte Neigung zum Abfall des log o bel einem Zusatz von Li,O bis zu
einer 4 molprozentigen 1i,0-Konzentration festgestellt, Wie es zu erwarten war
(14, zeigt log ¢ bel einer entsprechenden LiCrO,Zusammensetzung einen Hichst-
wert, Zum Unterschied von Fischer und Liorentz [8], die keine Resisti-
vititsdnderung bei 14,0-Zusatz feststellen, fanden wir einen Abfall von einer
halben Zehnerpotenz bei einem 4 molprozentigen Li,O-Zusatz. Dieser Abfall ist
aber kleiner als der von Ha gel bei einem 2,5 molprezentigen Li,O-Zusatz fest-
gestellte,

Aus den semilogatithmischen Geraden (Abb. 1,2) wurden mit Hilfe der
Gleichung (1) die Werte der Aktivierungsenergien fiir die beiden Neigungen
der Geraden berechnet. Die Lrgebnisse sind in Abbildung 4 dargestellt, wo dic
mit AL, bezeichnete Kurve den ticfen Temperaturen und jene mit AFE, bezeich-
nete den hohen Temperaturen entspricht.

So wie es zu erwarten war, geht aus der Abbildung hervor, dass die Akti-
vierungsenergien, die dem tiefen Temperaturbereich entsprechen (AE)), eine
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viel gréssere Abhingigkeit von der Konzentration aufweisen, als jene die dem hohe:
Temperaturbereich (AFE,) angehdren. Umso mehr konnen wir in Anbetrachi
der fiir AE, bei reinem Cr,O, gefundenen Werte, die zwischen 0,29--0,32 ¢1” [18
variieren, belmupten dass die Werte fiir AE, aus Abbildung 4 der E igenleitfahig-
keit des CrQO3 entsprechen (unsere Werte des AL, sind zwischen 0,29—0,33 ¢V
enthalten).

Wir nehmen an, dass sowohl aus den Ergebnissen unserer Bestimmungen wic
auchbei Hagel [9] die Erkldrung des Resistivititsabfalles bei einem Li,O-Zusat:
nicht im I rschcmen von Crit Ionen zu suchen ist, da in diesem Falle die Andcruu;
viel grosser wire, so wie es der Fall bei einem NiO-Zusatz [5,7] ist, wo di
Anderung von der Grisse einter 3-—4-maligen Zehnerpotenz bei einer 2 molprezen
tigen NiO-Konzentration festgestellt wurde. Wenn die Substitution des Cr™% mi
Ii zur Induktion von Cr¥*-Ionen fithren wiirde, miisste kein merklicher Resistivi
tatsabfall auftreten, da der Elektronenaustausch zwischen Ionen desselben Elemen
tes, die sich untereinander mit mehr als einer Ladung unterscheiden, energetiscl
nicht giinstig ist [15]. Wenn aber anderseits keine Bildung einer Substitutions
16sung, sondern nur eine mechanische Mischung zwischen zwei verschiedenen Phase:
stattfindet, miisste die Beweglichkeit der Triger beeinflusst sein, was zu einen
Ieichten Anwachsen der Resistivitit fithren wiirde. Folglich ist die Art, wie das 1.i,C
die elektrische Leitfdhigkeit des Cr,0O4 beeinflusst, noch ein offenes Problem.

Magnetische Messungen. Die magnetische Suszeptibilitit wurde in einem Tem
peraturintervall zwischen 100—1200 °K mit Hilfe einer Suszeptibilitdtswaage mi
mechanischer Kompcnsctlon wie sie in [167 beschrieben ist, gemessetl.

Alle Proben weisen in dem studierten Temperaturintery all ein antiferromag
netisches Betragen auf, mit einer stark ausgesprdgten Anomalie in der Nihe de



ELEKTRISCHE UND MAGNETISCHE EIGENSCHAFTEN DES SYSTEMS Cr:0:—Li:O 119

Néelschen Temperatur, die fiir das Cr,0, charakteristisch ist. In Abbildung 35,
wo die Abhidngigkeit der reziproken Suszeptibilitét 1y (T) von der Tempera-
tur dargestellt ist, sieht man, dass in der Nihe der Néelschen Temperatur ein Bereich
von ungefihr 100° auftritt, in welchem die Suszeptibilitit sehr wenig von der
Temperatur abhingig ist.
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Im Talle des Cr,0, ist die Suszeptibilitit in diesem ganzen Bereiche vom mag-
netischeu Feld abhingig, cine Tatsache, die eine besondere Struktur itber die Néel-
sche Temperatur voraussetzt. Im paramagnetischen Bereich weist die rezip roke
Suszeptibilitit eine liniare Abhingigkeit von der Temperatur auf und folgt somit
dem Curie-Weiss'schen Gesetz.

c
Vo Tl e
T 4 0p
wo C die Curie’sche Konstante, T die absolute Temperatur, und 0, << 0 den para-
magnetischen Curie’schen Punkt darstellt. Alle untersuchten Proben wurden einer
ionischen Diamagnetismuskorrektur unterworfen, die eineun Wert voun ungefiahr
0,038.10~ ¢ cm®/g hat.

Aus den Curie’schen Konstanten wurde der Wert des effektiven magnetischen
Momentes pro Cr3* Ion berechnet, der mit dem bis iiber 10 Mol-9,1i,0-Zusatz
ein betriachtliches Anwachsen aufweist, wie aus Abbildung 6 ersichtlich ist, wo die
Abhingigkeit des effektiven magnetischen Momentes von der Konzentration dar-
gestellt ist. Die Kurve weist ein Maximum zwischen 6—10 Mol-9, Li,O auf. Bei
grosseren Verdiinnungen als 30 Mol-9%Li,0O und fiir die chemische Verbindung
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LiCtO, (30 Mol-%) kehrt
das magnetische Moment zu
dem Wert von 3,7, zuriick,
das dem Cr3*-Jon eigen ist.
Diese Anomalie des magne-
tischen Momentes deutct eine
zusdtzliche Interaktion zwi-
schen den Komponenten de-
ren Beschaffenheit noch nicht
vollig geklirt werden konnte,
an, umso mehr da der Li,O-
Zusatz bis zu 10 Mol-9 die
magnetische  Suszeptibilitit
nicht verdandert. Der Abfall
der magnetischen Suszepti-
bilitat macht sich erst bei 30
Mol-%, bemerkbar, als Folge
einer starken diamagneti-
schen Verdiinnung, wie es aus
Abbildung 7 ersichtlich ist,
wo die Abhidngigkeit der mag-
netischen Suszeptibilitidt bei
Zimmertemperatur  (293°K)
von der Konzentration, dar-
gestellt ist.

Die paramagnetische
Resonanzabsorption  wurde
mit einem JES—3B Spek-
trometer (X — Band) im
Temperaturbereich 77° —
— 423°K studiert. Als Folge
der thermischen Behandlung
ist das ,,parasitdre” Signal
im antiferromagnetischen Be-
reich ganz verschwunden, die
Absorption beginnt erst in der
Nihe der Néelschen Tempe-
ratur. Aus der Abhingigkeit
der Amplituden der RES-
Spektren von der Tempera-
fur konnte der Wert der N¢
elschen Temperatur, der un-
gefihr bei 313°K liegt, fiir
alle Proben genauer begrenzt
werden, so wie es aus Abhil-
dung 8 ersichtlich ist, wo
diese Abhangigkeit fir die
Probe mit 50%, Li,O darge-
stellt wurde.
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Diese Tatsache wird auch g
durch die Abhiingigkeit der Linien- N
breite AH, die einen starken Ab- 4oL ()0}
fall bei dem Néelschen Punkt zeigt,
von der Temperatur bekriftigt,
wobei auch das Verschwinden der

Austauschinteraktionen, das haupt- o
sachlich zur Verbreitung der Iinie 400
beitrigt, angezeigt wird (Abbil
dung 9). °
Zusammenfassuny.
— Die  Resistivititsbestim- kd i
mungen hoben den Einfluss des 1 . ‘
Li,O-Zusatzes hervor, der cinen 40 0 S, %0 e
Hochstwert bei 4 Mol-°, Li,O AbhDh 9
erreicht,

— Es wurde festgestellt, dass die Anderung der Neigung bei hohen Tempe-
raturen, die auch beim Cr,0, gefunden wurde, der Figenleitfdahigkeit zugeschrie-
ben werden kann.

— Die Abhingigkeit der magnetischen Suszeptibilitdt von der Temperatur
zeigt, dass der Li,O-Zusatz bei den untersuchten Proben keinen merklichen Fin-
fluss auf die antiferromagnetische Iuteraktion hat.

— Die Probe, die der Verbindung LiCrQ, entspricht, und in der Form von
dunkelfarbigen Kristalliten, vollig verschieden von den iibrigen Proben erhalten
wurde, zeigte antiferromagnetische Eigenschaften mit einer Néelschen Tempe-
ratur die sich jener des Cr,0, nédhert.

— Ein ausfithrlicheres Studium dieser Verbindung soll in der Zukunft erfol-

gen.
(ingegangen am 7. April 1967 )
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STUDIUI, UNOR ]’R(‘)I’RIETJ\TI DLLECTRICE I MAGNETICE A SISTEMUIUI
Cry04~1d,0

(Rezumat)

S-a studiat sistemul Cr,0,--Li,O in intervalul de concentratii 0,5--30", mol Li,O prin dctern
nari de rezistivitate electrici, in intervalul de temperaturi 293 —900°K. S-a discutat influenta ada
sului de Li,O i mecanismul conductibilitiitii la temperaturi ridicate.

Studinl magnetic efectuat de la temperatura 77°—1200°K a pns in cvidentd caracterul antifer
magnetic al sistemului.

[ 3 Cu ajutorul determindrilor RES s-au stabilit unele caracteristici antiferomagnetice mai ales pent
proba corespunzdtoare compusului LiCrO,.

HUCCNEOBAHUE HEKOTOPBIX 3J1EKTPUUECKHX M MATHHTHLIX CBOINCTB
CUCTEMBI Cr,04— Li,0

(PeswwMe)

Apropul usyumsn cucremy CryOy-—Liy0Q B nurepBane xounenrpaunit 0,5-50%, nmoab 10,0 nocpe
CTBOM onpejedeHuil yIeabHOro CONPOTHBJAEHHS B TeMmiepatypuon HHTepBaste 293-9007 K. HeeaedoBano
BJaHsiHMe npuOaBki Liy,0 H MeXAHH3M 3JeKTPOHPOBOJHOCTH 1IPH BBICOKHX TemrnepaTypax.

Maruurnoe ucesaeoBanue, NPoBeASHHOE B HHTEPBAJLE TeMIepATYp oT 77°-1200° K, BBIABHIO auTH(e
POMArHHTHBI1 XdpakTep CHCTeMbl.

Ilpu novomn onpeiesennilt AP O6bl1x veTaHOBAEGHBE HEKOTOPBIE AHTH(EPPOMATHUTHBIE XAPAKTEPH
THKH, TJ1aBHLIM 00pa3oM ATst npodbl, COOTBeTCTBYIOULel coeiuHennio LiCr0,.



DINTR-UN CAIET DE SCOALA AL LUI PAPATI PARIZ FERENC

de
VICTOIR MARIAN

Biblioteca Academiel Republicii Socialiste Roméania, Filiala Cluj, poseda dife-
rite calete de scoald din secolul al XVII-lca, ale lui 1’(11):11 Pariz Ferene din timpul
cind era elev al Colegiului reformat din Aiud sau student la umver&lt(x‘;llc din Apus.

Unul din ele cuprinde lectiile de fizicd, dictate de profesorul sau lnyedi Sdmuel
in anul 1665.

Envedi Sdamuel (1627—1671) s-a ndscut probabil la Aiud, unde si-a
fadcut si primele studii. Plecind in strdindtate a studiat la Utrecht gi Franeker,
trecindu-si doctoratul in medicind cu Regius! la Utrecht, cu o teza tipdritd acolo
in 1651. Dupi ce s-a intors in patrie a functionat ca profesor apoi ca medic la Oradea
pind ce acest oras a fost ogupat de turci. Citva timp a trait la curtea lui Rhédeyv
din Hust, de unde in 1664 a fost chemat ca profesor de filozofie la Colegiul refor-
mat din Aiud, unde a functionat pind in 1669, cind a trecut ca paroh la Vinjul
de jos. Enyedi a tipdrit lucrdari de medicind, teologie si pedagogie.

Pdpai Pidriz Ferenc (1649—1716)2, nidscut la Dej, si-a inceput studiile
la Tirgul-Mures si le-a continuat la Aiud. Fiind trimis pentru completarea studiilor
in Germania, a audiat cursuri la univ ersititile din Leipzig. Frankfurt, Marburg,
Heidelberg si, Basel,unde si-a luat doctoratulin medicina. Intoreindu-se in fard, in 1680
a fost numit pro&sor la Lologml din Aiud, devenind apoi si directorul acestuia. In
acclagi timp a functionat ca medic.

Papai a fost un erudit, ocupindu-se cu probleme de teologie, istorie, lingvis-
ticd, ete. Desi a predat fizica la Colegin, probabil in sens cartezian, totusi nu a
rimas de la el nici o lucrare tipdritd sau manuscris care sd se ocupe cu aceasta
disciplinag.

Dupd distrugerea Colegiului lui Betlilen, din Alba-Iulia in 1658, profesorii
si elevil acestuia s-au refugiat la Cluj, unde au fost gazduiti pind fn 1662, cind prin-
cipele Apaffi Mildly a dispus transferarea ui la Aiud. Reorganizarea geolii a Inceput
in acelasi an sub conducerea directorului Vésdrhelyi Péter. Sub noua sa formd Cole-
giul cuprindea o scoald primard, un gimnaziu cu G clase, un curs de filozofie de
3 ani st unul de teologie de doi ani.

IM. Zemplén Joldn, o ficika torténete Magvarorszigon, Budapest, vol. I, 1961, p. 294
2P Szathmdary Kdroly, A gwdafehérvdri-nagyenyedi Bethlen-Fétanoda torténcte, Nagy-
Enyed, 1868, p. 152,
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Envedi a functionat la Aiud ca profesor de filozofie, care cuprindea in sin
atit fizica et si matematicile, dupd cum se vede dintr-un alt caiet de scoald ¢
lui Pédpai Dariz, din 1666/7.

Caietul de gcoald care contine lectiile de fizicd ale lui Inyedi face porte dir
tr-un coligat manuscris, legat in piele, de format 100 » 160 mm, scris in latinest
cu cerneald neagrd, cu litere mérunte, greu de citit, si are 397 de pagini numerc
tate. Ll poarti titlul Phvsica sew Philosophia Naturalis quam ex Professione Claris
stmi ac Doctissime Dni Samuels Envedi Md. Doctoris in hawc seviem delincavit -
1665. In Coll. N. Envedicust Franciscus Pdpai. Manuscrisul are citeva note marg;
nale (de asemenea latinesti) scrise cu altd cerneald, care abia se mai pot descifra

Materia fizicii lui Envedi este fmpartitd in 27 de capitole, avind urmitoa
toarele titluri:

Cap. I nu are titlu. Cap. XIV De Stirpibus.

). ITI De motu. . XV ,, Animalibus.

. III ,, aspectabilis Mundi . NVI ., Actionibus  Ani
Fabrica. malium.

. IV, Coelo primo nostro . XVII ,, Respiratione
ejusque Planetis, Co- ., XVIII ,, Distributione Ali
metis et Solis macu- menti.
lis. . NXIX ,. Nutritione Anima

.\ V' ,, Tellure. Hum.

.\ VI ,, Luna » XN .. Generatione Ani

. VII ,, Ecclipsibus Solis et malinm,

Lunae. . NX1 ., Actionibus  Ani

. VIIT . Aqua et Terra. malium  scusitivi

. IX |, Aestu Maris. ¢t motivis.

) X ,, Generatione et Cor- XNXII ,, Bestiis,
ruptione, Tempera- ., XXIII ,, Homine.
mentis et Qualita- ., XXIV ,, Judicio.
tibus. N XXV ,, Affectionibus Ani

" XI ,, Meteoribus. mae.

s XII ,, Fossilibus., , NXVI ,, Voluntate.

,, XIIT ,, Corporibus Vivis. LN NXVII L, Sexu et Aetatibus

Aceste titluri ne reveld confinutul lectiilor: ele cuprind nu numai fizica 1
intelesul de azi, ci si astronomia, mcte()rolocla stiintele naturale si psibologia, car
aparfineau pe atunc1 fizicii. In acest studlu ne vom mirgini numai la primele dow
capitole, care trateazd chestinni de fizied.

Fizica adoptatd de Envedi este cea carteziand, ca i a lui Apdezat Cserl Jdnos
Dar spre deoscbire de acesta din urmi, care s-a ghidat si dupd Principia Philoso
phiae a lui Descartes, din 1644, Envedi il urmeazd numai pe Regius.

Henri Le Roy (15398 —1679), cunoscut mai ales sub numele latinizat de Henri
cus Regius, medic olandez, se numira printre primii adepti ai filozofiei lui Descar
tes. In curind insi, influentat de Gisbertus Voetius, si-a schimbat atitudinea, publi
cind in 1646 Elementa /)/Z)szcc\, in care interpretazid filozofia lui Descartes intro
ducind elemente materialiste cum este explicarca psihicului ca o particularitats
speciald a materiei. Marx il caracterizeazd drept initiateoral filozofiei care ave:
53 ducd la materialismul francez al secolului al XVIII-lea.
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Regius nici in fizicd nu l-a urmat in mod riguros pe Descartes. Nu numai felul
siu de expunere este diferit de al maestrului siu, cartea sa avind mai mult carac-
terul de manual didactic care rezumd fizica lui Desc'nte% ci ge deosebeste de Prin-
cipia philosophiac si prin anumite conceptii diferite de ale maestrului. Astfel in
staticd Regius reintroduce vitezele, pe care Descartes le inlocuise cu deplasari.
Apoi Regius sustine desclhiz migcarea diurnd a Pamintului, pe care Descartes o
camfleazd prin mijlocirea virtejurilor sale.

O simpld confruntare a textelor ne lmureste in ce masurd o folosit FEnvedi
(‘;11‘1(:1 Tut Regius. Fie de ajuns si comparim primele propozitii ale ciirtii fui Regius
cu cele din catetul lui Papad

Reuvius Papai
Phivsica cxt doctein recw, (uae natura sunt 1. Physica est scieneia rerum  Naturalium
pracdita atque propterea naturales  dicuntur. hace definitio sumitur ex objecto.
Generalls onmins rerim naturalinm est affec- 2. Lex communissima rerum Naturalium est
tio: uae pro connpunissima rerum lege haberi quod per divinom concurrentem potentiam unum
potest; quod per divinam concurrentem poten-  quodque cum suis ad se pertinentibus manet in

tiam, ununquodque ad illas pertinens, quantum  illo statu in quo est donec ab alio inde disturbetur,
potest, in codem mancat statu donce inde ab alio Ratio quia nihil sibi adversus, sive quisquam nisi
deturbetur. Niliil enifm sibi ipsi adversatur: nee  ab adversario suo distruitur.

quicquam nisi ab adversario suo destituitur.

Asadar legea generald a naturii este principiul inerfiei, exprimat de Descartes
sub forma de conservare a stirii de repaus i a celei de migcare rectilinic si uni-
forma, din carc insd atit Regius cit sl Lnyed1 mentin numai pe cea dintii.

Natura este definitd ca un ,,principiu intern si corporal de a actiona, lucra si
gindi”. Mintea, desi nu este propriu-zis corporald, totusi e un priucipiu intern,
corporal,  fiind strins unitd cu corpul, si iyi indeplineste operafiile prin organele
corpului”’, Natura este dubldi: moteria lu"rurllor naturale si forma lor. ,,Materia
este corpul considerat simplu sau uuiversal: din ea sint alcdtuite toate lucrurile
naturale prin singura dispozitie a diverselor parti, cum sint: apa, radacinile, ani-
malele, ete.”

Esenta materiet constd numai in lungime, lafime $i alunzime, nu in celelalte

calitati. | La cxtensiune trebuie sd distingem modurile c\tmdem care nu sint
alteceva decit anumite marimi ale corpului Textins”, Dupd ce se resping obiecttiile
impotriva acestei definitii carteziene a materiei si se neagd existenta vidului, se
adaugd : ,, Aceastd materie cste substantd, fiindcd existd priu sine, si tot ce este sub-
stanfial in lacrurile naturale, provine din aceasta materie”

Materia este substantd perfecta si se fmparte In parfi sensibile si insensibile.
Insensibile sint acelea pe care din cauza micimii lor nu le putem percepe cu simturile,
ci numai cu intelectul, cum sint cresterea ierburilor si animalelor. ,,Aceste particule
nu sint atomi in sensul lui Democrit, fiindcl nu au acecasi marime s1 formd, prin
urmare sint divizibile”. Partile sensibile sint alcdtuite din multe particule insensi-
bile, cum este o picdturd de apd, un deget, ete.

., Forma lucrurilor naturale este aceca prin care se constituie cu materia lucrurile
naturale si prin care se deosebesc de altele”. Ea este generald sau speciala. Cea
generala, numitd $i materiald, cuprinde migscarea sau repausul, pozitia figurii si
mirimea pirtilor lucrurilor naturale care convin ums‘mtujmex lor. Aceastd forma
pretinde si existenta accidentelor, fiinded cuprinderea numai a unela sau alteia nu
¢ suficientd, de exemplu micimea particulelor de apd nu este suficienta si formeze
apa, ci se cere ca ele sd {ie alungite, subtiri, sensibile si sd se agite in mod diferit.
Aceste principii ale formei materiale nu sint numai suficiente, ci si necesare ,,fiindca



126 VICTOR MARIAN

prin ele se explicd cu claritate nu numai calititile oculte, ci si cele evidente. Aceas:
formd a materiei este accidentald, insil esentiald lucrurilor naturale, deoarece
constituie si le distinge de celelalte. De exemplu forma orologiului este accidenta
pentru fier fiinded fierul poate sd nu aiba acea forma, dar pentru orologiu este ese
tiald, pentru cd fard ea nu se poate numi orologiu . ,, Aceste principii sint modu
sigure ale substantei corpului, céci prin ele nu se adaugd sau se scade din corp, «
acela, adica corpul numai Cl$t1g1 moduri diferite de comtltutle . Capitolul se inche
cu respingerea oblectiei c¢d modurile nu sint entitdti.

Capitolul IT fncepe cu dehm‘;la carteziand a miscdrii. ,,Prin miscare, pOtI‘lVl

defmme formei, intelegem numai miscarca locald, fiinded alta nu existd in corpuri.

lnu)n\camm toate celelalte miscéri ca: generarea si distrugerea, cresterea, scideres
ete. nu sint declt miscari locale. Astfel fncdlzirea se naste prin accea cia partluﬂc
in repaus care se miscdl Incet se pun in migcare rapidd. Enyedi adaugid de la sic
urmitoarele: ,, Astfelin generarea de ex. a casului in putrefactic [pirtile] se orindt
iesc prin miscare locald in viermi”

,,Miscarea corpului este translatia din loc in loc adicd din vecindtatea unc
corpuri in vecindtatea altora”. Aici Iinvedi se simte lardsi obligat sd adauge : |, pri
nnpulsul (impetus) imprimat si inerent!* ceea ce nit se afla la Regius; Mai muli
Linyedi defineste impulsul astfel: | Prin impulsul imprimat $i inerent se ingeleg
acea fortd care existd in corpul miscat, si dupd cum acea fortd devine mai mar
sau mail micd, la fel corpul s¢ miscd mai mult sau mai putin”, reintroducind astfe
Impetis-ul medieval.

In ce priveste natura miscdrii, se spune:,, Fiindcd] materia universului a fos
creatd de Dumnezeu si orinduitd [in starea] in care se gaseste, din legea imuahili
tatii naturii lurmeaza ¢l ea rdmine perpetuu in aceeast cantitate; cici nu exist
nici un motiv pentru care Dzeu sd anihileze vreo parte a naturii, ciici altfel nu poat
pieri, fiind substantd’”. Intercalarea in aceasta prop(vm\ a prineipiulul ratiuni
suficiente este iardsi a lui Easedi. Tot el formuleaza apoi, nuhp“ndont de chlt‘u
principiul conservarii cantitatii de miscare seriind 1, Astfel miscarea in crearea divet
selor parti ale materiei universale (Universae) a fost introdusa fntr-o anumitd canti
tate si se couservd in ele datoritd aceleiasi legl a naturii si in aceeasi cantitate .

Dupd cum nici un corp nu se poate miri sau micsora decit prin adaus sau pier
dere a materiei ce exista inainte, la fel nici un mobhil nu incepe sau inceteazd si s
wmigte fard a primi sau ceda migcare ce exista mai inainte. Frin urmare, dupi cur
partile materiei se pot transfera, iar dacd nu se transferd ramin pe loc potrivit legi
naturii, la fel si miscarea poate trece de la un mobil la altul san rimine in el. De aic
se trage concluzia ¢d miscarea nici nu se naste nici nu se distruge, ol numai trece
de la un corp la altul. Asadar nu numai materia universului se conservd, ¢i si mis
carea ei. Pentru ilustrarea acestui principiu Enyvedi aduce urmitorul exemnlu ce
nu se giseste la Regius: |, Taietorul de lemne de aceen oboscste, fiinded miscare:
sa se comunicd securii, lemnului”

In ce priveste comunicarea miscirii se expun legile miscirii dupa Descartes
. Migcarea se transmite printr-un impuls efectuat destul de intens, asupra altu
corp ce-i std in cale sau care-l opreste. Impulsul este destul de intens dacil poate
invinge repausul sau miscarea Inceatd a altui corp.”

Se deosebesc urmitoarele cazuri:

1. Corpul migcdtor i51 transmite intreaga miscare, astfel ¢d el ramiue in repaus
iar cel migcat primeste o vitezd egala.
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2. Corpul migcdtor comunicd jumitate din miscarea sa altuia care se afld in
‘epaus, astfel cd ambele se miscd cu jumdtatea vitezei ce a avut-o primul corp.

3. Corpul miscdtor nu comunicd nici o miscare obstacolului, cum e cazul mingii
-are loveste un perete, sau al razelor solare care cad pe suprafata apet sub un unghi
.gal cu cel de intoarcere.

Corpurile mai mari fsi imprimd mai usor miscarea celor mai mici decit invers.
D miscare transferatd de unul sau mai multe corpuri altui corp este proprie aceluia
are o primeste, chiar dacd vine de la mai multe corpuri.

Envedi clasificd miscirile dupd cum urmeazd:

1. Miscarea este simpld ca: o ascensiuune, coborire sau progresiune simpla.

2. Compusd, fie din coborire si progresiune, fie din ascensiune si progresiune.”

Ca exemple se dau pentru cazul intil: cdderea unei sfere pe un plan inclinat, si
il unei sfere lasata sa cada din virful catargului unei corabii. Iar pentru cel de al
loilea : urcarea pe un plan lnclinat, sau pe coasta unui munte,

Migcarea unui corp mic poate fi rapidd dar nu intensa, dupa cum miscarea unui
'orp mare poate {1 intensd chiar dacd e Inceatd. Prin urmare un corp mare ce se
niscd incet lovind un corp mic poate si-i dea o vitezdi mare, cum face apa care,cur-
dnd incet pe un spatiu larg, ajungind la o strimtoare, poate produce o miscare rapida
v virtejurilor. Invers, viteza mare a unui corp mic ce se miscd pe un spafiu mare
oate produce asupra unui corp mare pe un drum scurt o miscare mare dar inceatd,
um se Intimpld la pirghie, scripeti si roata cu sul. Urmeazd legea generald potrivit
drela ,,cu ¢t creste Incetinirea corpulul miscat si viteza celui miscitor, cu atit se
mprima corpului miscat o miscare mai intensd prin viteza celui ce miscd. 7 In
onsecintd, fiinded in masini raportul vitezei corpului mic fatd de incetinirea celui
nare poate varia la infinit, cu o masind orice vitezd a corpurilor poate fi maritd.
de aici trage concluzia @ ,,Corpurile mai mari se pot potrivi in asa fel cu cele mai mici
ncit corpul mai mic nu poate primi o vitezd mai mare de nimicire de la corpul mai
nare, nici corpul mai mare nu poate primi o miscare mai mre de nimicire de la corpul
nai mic, de unde rezultd c¢d potrivit legii naturii rimin in repaus, cici nu existd o
auzd suficientd pentru miscare.”

Pentru exemplificarea celor de mai sus se aratd conditiile de echilibru ale ¢itorva
nasini simple. Remarcim cd aici intilnim pentru intiia data in Trausilvaunia tratate
hestiuni de fizicd experimentald. Enyedi le-a luat de la Regius, care le-a impru-
nutat din manuscrisele lui Descartes. Dar in timp ce Regius trateazd pe larg pir-
‘hia, planul Inclinat, scripetii, roate cu sul, surubul ¢i pana de crapat, Envedi se
cupd cu ele numai succint $1 farda a se folosi de figuri. Cel putin asa rezultd din
aietul lui Papai.

Pirghiile sint de doud genuri: intliul si al doilea. O pirghie poate ridica o greu-
ate cu atit mai mare cu cit viteza brajului mai lung este mai mare decit a celui
nai scurt, de care atirni greutatea. Aceastd reguld nu e de loc fn spiritul lui Des-
artes,

La planul inclinat se considerd cazul simplu c¢ind lungimea planului este de doud
ri mai mare decit indl{imea lui. Spre deosebire de Regius,care dd o demonstratie
vazatd tot pe vitezd, Envedi afirmd, {drd a demonstra, cd o greutate de doud livre
oate fi ridicatd pe planul inclinat de la baza acestuia pina la jumatatea Inalfimii
ui, cu ajutorul unei greutdti cu ceva mai mare de o livrd, ce cade vertical din virf
Mnd la baza planului inclinat, cele doud greutiti fiind legate cu o funie care trece
reste un scripete situat in virful acestuia. ,

La scripetele mobil, unde un capat al funiei ce-l susfine este fixat de tavan,
ar celdlalt e sustinut de mind, raportul dintre viteza minii si a greutifii este de 2
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la 1, deci mina poate ridica o greutate de doud ori mai mare. Dacd folosind u
sistem de mai mulii scripeti facem ca acest raport sd fie de 3 In 1 sau 4 1a 1, et
raportul dintre forta aplicatd a minii ¢i a greutdtii va devent de asemenea de 31
1, sau 4 la 1, etc.

De aici se trage councluzia ¢d cu ajutorul celor trei masini mentionate mai su
se poate explica functionarea rotiil cu sul, penei de cripat, surubului ¢ a altor masi
asemandtoare. Astfel roata cu sul confine la intervele egale o seami de pirgh
fixate perpendicular pe circumiferinta unui cilindra (rotii), iar pana de crapat est
un plan inclinat, cu doud latun, care fiind lovit cu un ciocan cu miner lung nu nu
mai crapid lemnul, ¢i si Tnainteazd in el. Viteza fnaintdrii ¢ cu atit mai mare, cu cf
pana e mai lungd. Apol cu clt miscarea adunatd la miscare este mai mare si ma
frecventd, cu atit creste viteza. Aceasta cste cauza pentru care o piatrd ce cad
de la o Inaltime, mai Intii se mised incet, apot din ce in ce mal repede, si o sabi
lungd loveste mai bine decit una scurtd.

Trecindu-se la miscare se afirmd ¢a ,,orice miscare tinde spre o linie dreapta
niciodatd spre una curbd”, ceea ce confine partea intiia a legii a doun a lui Descartes
Ca exemplu se did un corp ce roteste cu pragtia fiinded scapind din eca isi urmeaz:
drumul tangential la cerc, adicd in linie dreaptd. Migcarea curbilinie e cauzata di
corpurile Inconjuridtoare care se opun migcdrii rectilinii. Aceasta se observi la vir
tejurile apei care iau nagtere prin aceea ¢d apa lovindu-se oblic de un obstacol m
poate curge in linie dreaptd, ci pe orbitd; de aceea nici riurile nu curg in linie dreapta

S Miscarea nu este niclodatd contrardl miscérii, i numai determinarea el est
contrard determinarii, fiinded acestea se distrug reciproe, ele insele insd niciodat
nu se mmicese sau diminueazi.”  Ca exemplu se dda mingea care lovind peretel
nu-3i pierde miscarea fiindcd se intoarce cu aceeasgi vitezdt, ¢i 15 schimba numea
determinarea din progresiva in regresivd. ,,Determinarea este directia corpalu
mobil ce tinde ¢pre un anumit termen (terminus). Si dupdt cwm rigcarea se naste
din corpul misciitor, la fel determinarea isi are originea in situatia suprafefet corpu
lui miscdtor”. Ca exemplu se dit o minge ce cade pe o plasd sau pe un perete.

Determinarea este simpld sau compusd. Determinarea simpli este aceea prin car
mobilul mergind pe o linie spre obstacol, se intoarce pe acceast linie. Ca exemplu
se dd o minge ce cade la pimnint 1 sare 1 sus. Determinarca compusid este acee:
cind incidenta este oblicd si o parte a migcérii, anume cea descendenti trece in ascen
dentd, pe cind determinarea celel progresive rimiune intreagd. Acesta este cazu
ciocnirii oblice de un perete fix, cind mobilul se intoarce sub un unghi de reflexie
egal cu cel de incidentd. ,,Iar dacd mobilul loveste obstacolul cu o vitezd mai mare
astfel cd pierde jumditate din miscarea sa, atunci reflectindu-se spre cealaltd parte
are o miscare ascendentd cu jumdtate de vitezd, astfel cd descrie o linie aseméanitoar.
in doud momente, pe care la coborire o parcurgea intr-un moment, si mergind ma
departe unghiul de reflexie va fi mai mic decit cel de incidentd.”

De la ciocnire se trece la refractia huminii T sens cartezian: ,,Refractia este
deviatia intr-o parte a razet de lumind ce trece printr-un ohstacol, din cauza viteze
mdrite sau micgorate in acesta”. De ex. lumina ce vine din aer fn sticld se refract?
in sticla spre perpendiculard, fiindea viteza luminii devine mai mare in sticld. Canz:
este cd sticla este mai solidd (durd) si are pori mai mici decit aerul, din care cauzl
prin porii sticlei razele se migcd mai repede. Fenomenul este invers cind lumin:
trece din sticld in aer. Envedi trateaza aceste fenomene foarte pe scurt, spre deo
sebire de Regius care foloseste figurile si demonstratiile lui Descartes.

Revenindu-se la miscare se afirmd ¢d orice miscare a corpurilor este In cer
deoarece spatiul fiind plin, iar corpurile impenetrabile, nici un corp nu se poat
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misca decit dacd este deplasat un alt corp din locul sdu si'el ocupd locul celui deplasat,
astfcl cd un vas nu se poate umple cu vin decit daca aerul iese din vas, iar locul
lui il ocupd vinul. Prin urmare cind schimbarea circulard a locului nu se poate face
corpul nu se poate misca. La fel ¢ miscarea unei pietre legate de o sfoard. Aceasta
este de acord cu teoria virtcjurilor lui Descartes.

Se combate apoi diviziunea misedrii in naturald si violentd, fiindcd orice mig-

care este naturald, avind loc dupid 1c<r1le naturii, si in acelasi timp violenti pentru

¢d provine de la forta imprimati. De cxcmplu ) pmtrd lisatd din mind cade in mod
violent, iar aruncatd in sus se miscd tot violent. Miscarea unui mobil de aceeast
mirinie sau este mare, $i dupd ce se separd de cel miscitor citva timp isi pastreazi
miscarca, sau este micd si atunci mobilul inceteazd de a se migca deodatd cu impul-
sul, cum ¢ cazul boilor care trag carul. Intiia se numeste miscare proprie, a doua
straind, Aceasta din urma este “de trei feluri: tmnsportam, Impingere, tractiune.
La tracfiune si hmpingere apartine invirtirea, cum se vede la un cilindru, care fiind
tras «f impins se invirteste. Presiunea este o impingere frecventi invizibild a unui
corp, care prin aceasta nu se mizcd vizibil din locul sdu, of numai se clatind incoace
si incolo in mod sensibil, cum ¢ cazul unel pietre wari asezatd pe umir. Tracfiunea
nu poate avea loc declt dacd cel care trage este legat de corpul tras. Agadar este
gresit spus ¢4 magnetul trage lierul

Repausul este riminerea corpului in acelast loc @ acest repaus este unica legdturd
prm care pirtile corpului dur sint unite intre ele (cohaerens) si rezistd separdrii
lor. In adevir, deoarece pirtile corpului dur sint In repaus unite intre ele, datoritd
lum imuabilitatii naturii tind s ramind in starvea de unire si de repaus si nu pot fi
scoace de acolo decit printr-om miscare suficient de mare”

Potrivit teoriei lui Descartes mariinea propriu-zisd este Insasi extensiunea
corpului. Cit de eficace este aceastd mérime ne aratd fie fierul brut, fie cel prelucrat
in sabic sau In cutit, cu ajutoral clrora se crapd corpurile cele mat dure,

LSitnatia este Insasi pozitia corpulul intre corpuri; eficacitatea acesteia apare
in balanta greutdtilor, in care din canza variafiel pozitiel greutdtile se ridicd sau
se coboard, sau rdmin in echilibru.”

Dupd tratarea acestor i()rmL generale se trece la cele speciale. |, Forma speciald
este mintea omeneascd, care este o substanfa Sl)lllti’ll(l filuded nu-si poate trage
originca din miscare, repaus, mirinie, pozitie si alta dispozitie a pirtilor’”’. Aceste
adeviruri sint exprimate prin urmitoarcle doult versuri, care cuprind principiile
lucrurilor naturale:

o Mens, Mensura, Quies, Motus, Positura, Figura

Sunt o Materia cunctarum exordia verum',
Versurile, care nu se Intilnesc la Descartes, le-a introdus Regius urmind metoda
scolastica, fiind usor de memorizat.

Aici prin misurd se infelege numirul §i mirimea, prin pou;u situafia corpa-
lui. In um%ecumi se respinge existenfa materiei, care este o purd putintd, nefiind
inteligibild, si neliind corp nu poate coustitui un corp, cdci ceea ce nu este nimic
nu poate da nimic. De asemenea se resping formele substantiale, care derivd din
putinta materiei si pot reveni in acecasi materie in mod indirect. Deci ambele prin-
cipii fiind necunoscute si inexplicabile trebuiesc respinse, deoarece avem principii
mai clare.

In favoarea existenfei formelor substangiale s-ar putea aduce urmitoarele
argumente.

1. ,,Dacad formele lucrurilor nu sint substantiale, nu existd nici o cauzd pentru
care apa caldd sd revina la starea rece de mai inainte; dar forma substangiald a

9 — Mathematica-Physica 2/1967
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apet alunga caldura ca pe un inamic, in timp ce frigul revine la ea ca o calitate le-
gatd de ea’.

Fatd de aceasta, pozitia carteziand expusi de Regius si Bnyedi este urmitoare:
., Nu aceasta este cauza pentru care apa mai futil trece in vapori si apoi revine la
frig, ¢i deoarece cdldura care este un accident al apei agitd particulele aceleia mai
vehement lu foc de unde se detascazd comuunicind miscarea particulelor aerului fu-
conjurdtor si altor corpuri, particulele apei se mised mai incet, si astfel ea devine
lichida™. In urma acestel comuniciri a misciril, neprimind o miscare noud isi
pierde toatd miscarea si astiel se riiceste,

2., Daclt nu exista forme substantiale in lucruri, nu va fi nici un motiv pentru
are pirtile corpulul sa ramind unite, si s fie confinute multe calitdaii intr-un subiect”’,

La acest argument se raspunde ¢d este suficient ca sublectul sd fie in stare si
primeascd calitifi diferite s sa le mentind datoritd legii imuabilitatii naturii, pina
ce nu vor fi deranjate de altul.

3., Tot ceea ce uneste Intre cle 1 acelasi subiect calitdti contrare care sc res-
ping, este substant{d ; aceasta Iusd o fac formele substangiale. Asadar formele sint
substante”.

Raspunsul cartezienilor este ca in acelasi subicet, datoritd legilor opozitici nu
existd calitiifi contrare. Ca exempla se dd un amestee de api fierbinte i rece, care
ne da apd caldd. Aceasta nu inseamnd ¢d in acest caz in apa se gisese doud calitafi
contrare, ¢i deoarcce partile apei fierhbinti {si comunici miscarea partilor apel reci,
st astfel 151 pierd din miscdrile lor, care fiind primite de partile apet reci, acele mis-
cindu-se mai incet produc vapori.

, Din numdrul priacipiitor fizice se elimind si privatia. Aceasta se defineste
ca fitnd absenta formel din materia care are aptitudinea de o o primi In ea”
Cauzele acestel elimindri sint doud, i auume:

1. Ea nu constituie esenta lucrurilor naturale.

2. inded materia tuturor corpurilor naturale este aceecasi, cle pot primi in
urma unei cauze eficiente orice formd cu conditia ca aceastd cauzil s3 aiba forte suli-
ciente, dest nu este 1a fel de usor ca din orice sd se poatd face orice. De exemplu din-
tr-o vergea subfire de fier cu mult mai usor se poate face o coardd de lird
(Cithera}, decit o ancora de corabie,

In sfirsit se respinge definifia vulgard (aristotelici) a misciivii: , motus est
actus entis in potentia quatenus in potentia”, considerind-o obscurd si contradic-
toric. In adevar ,actul presupuiie o entitate care s fie in act. Dar Intr-o entitate
carc este i putintd nu poate fi nici un act”.

Trechndu-se la notiunca de foc, acesta se defineste astlel: |, Lucrurilor naturale
I se atribuie pentru designorea distantei diferite de la celelalte corpuri, un loc™.
Locul este [ie intern, fie extern. |, Locul intern este marimea oricdrui corp, sau imprej-
muirea de care este Inconjurat, si prin care intr-un anumit mod este distantat
de alte corpuri, din care cauzd se¢ numeste indepartat sau apropiat. Asadar locul
intern nu este ceva extins 1 latime, lungime si adinecime”’, fiinded in acest fel ar i
corp $i nu ar putea contine alt corp, din cauza impenetrabilitdtii dimensiunilor.
SJocul extern este supratata oricdrui corp, inconjurind un alt corp oarecare, dupi
cum Intr-un anumit fel e departat de alte corpuri, din care cauza se zice Indepirtat
sau apropiat’”’. Ca exemplu se dd o corabie ancoratd la o anuwmitd distanta intre
doud tarmuri opuse, care pastreazi acelasiloc extern, desiacrul #i apa ce o inconjoard
se schimba intr-un fiind aduse de vint si de riu. |, De aicl rezultd ¢ad localitatea sau
esenta loculul constd numai in relatia sa privitoare la suprafata corpului, pe care o
are fatd de vecindtatea sau distanfa altor corpuri”.
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La intrebarea dacd locul este imobil se rdspunde ¢ nu este, fiinded un om ce
sade intr-o corabie in timp ce aceasta se miscd, nu ramine imobil fatd de tdrm. La
o altd Intrebare, dacd existd spatiu vid in naturd, raspunsul e negativ, deoarece
existenta lui implicd contradictia ca spatiul este si nu este extins in latime, lungime
si afunzime. A treia lntrebare este ¢ dacd dumunezeu ar anihila aerul dintr-o camer4,
acolo ar rdminea un spatiu vid, fiinded perefii camerii ramin imobili? Raspunsul
este iardgi negativ, fiinded neexistind Intre peretii camerii nici o extensiune nu poate
s existe nici distanta i in congeciuta ])mdn ¢l trebuie sd se atingd. Aici Enyvedi
face observajia:, In fizicd nu se cerceteazi e ar putea face Dumnezeu In mod extra-
ordinar, ¢f ceea ce face in mod obisnuit prin legile naturil”. Se mentioneazd apoi
cit de obicel se cheamd vid aceea careia i lipseste corpul, primirii caruia i este des-
tinat; de ex. o pungd goala.

Din cele de mai sus se trage concluzia ¢d nici o migcare nu poate avea loc din
cauza groazel de vid, i nicl natura nu-l poate evita sau fugi de el, fiindcd vid nu
poate exista. Toate migcdrile ce se atribuie groazei de vid 1si gisesc explicarea in
aceea ¢d un corp este alungat de altul care il ceupit Tocul. Ca exemplu se dan functio-
narea sifonului, cucurbetei, foalelul cte.

Termonetrul este prezentat ca un ¢ \cmplu de dilatare si condensare a aerului,
Favedr degerie, dupd Regius counfectionarca s func,uonared unui termometru cu
api, fard 1osd o da schija aparatului, cum face acesta,

Timfpad este de asemeneca definit in sens cartezian ca durata, sau permanenta
i existentd a huerurilor naturale. Aceasti durati este prezentd, trecutd sau viitoare
s1ose mdsoard prin miscarea cerulud i rotatia Pamintului in jurul axei sale. ,,Prin
urmare se poate admite sentina lai Aristotel care spune : Timpul este misura mis-
carit st a repausulul potrivii antecedentulul si consceventului”, Timpul tuturor
fucrurilor este unul si acelasi, dar durata dey inde de rotafia cerului $i Pamintului,
astlel ¢ Ia met multe rotatit corespunde o dumu mai lungd, la mai putine una
mai seurtd, | Timpul prezent nu este wn moment indivizibil, of are pirfi indefinite
{findefinita), fitnded na existd nicl o particuld reald o el care sd nu aibd cantitatea
sibde duratd, astfel ca in continuu se poate divide intr-una mai micd”

In continuare se afirma finalismul in naturd spunindu-se ¢d | lucrurile naturale,
chiar cele lipsite de minte, actioneazit in scopul universal al autorului naturii, pe
care oamenil nu-l pot fatrezari exact,” st dupld l:qx stabilite de dummnezeu, care
sint sigure sl infailibile. Intimplarea sau norocul nu =int altceva decit necunoasterea
conexiunit cauzclor necesare producerii unui efect oarecare.

Lucrurile naturale sint fie spontane fie arbitrare. Spontane sint acelea care
actioneazd, suferd sau inceteazd peste vointa omului. Acestea se numesc naturale
prin excelenta, cum sint plantele si animalele. Arbitrare sint acelea care opereazi
prin interventia omului, §1 de aceea se numesc artificiale. Dar ¢i acestea sint natu-
rale fiinded @ 1. sint fnzestrate cu naturd, avind principiul intern de a actiona, suferi
si inceta ;) 2. oamenii eind le produc nu {ac altceva decit aplicd naturalele active la
cele pasive cum fac la seminarea griului, cultivarea viei, ete. 3. artificiul omenesc
urmeazd si imitd mersul natuorii,

Intre lucrurile naturale si cele artificiale exista insd diferenfa de mai mare
s1 mad mic, precum $i cea de pcricc,jcmnc. Cele artificiale sint $i ele facute dupd legile
naturii, dar cu orieita artdd ar {i confectionate, cum sint aatomatele, nu pot atinge
perfectiunea celor naturale. Accasta apare Ia oroloage, ale cdror roti foarte putine
s artificiale nu se pot compara cu nenumiratele oase, vene, nervi, artere, ect. ale
celor mai nemernici puriei.

Capitolul se incheie cu respingerea urmitoarelor obiectii.
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1. Lucrurile artificiale se miscd din cauze externe, deci nu au prinecipiu intern.
Raspunsul cartezian este cd si lucrurile naturale 151 primese miscidrile din cauze ex-
terne, de ex. de la soare, acr, foc, ete. ; aceasta insd nu inseamna ¢d nu poseda prin-
cipiu intern.

2. Lucrurile artificiale sint entitdti accidentale {per accidens), prin urmare
pot actiona de sine, de aceea nu au principiu intern de actiune.

Raspunsul este ¢d lucrurile artificiale fiind entitdti prin sine (per se), deoarece
orice entitute simpld sau compusd este prin propria esentd ceea ce este, urmeazi
ci si lucrurile artificiale sint prin csenta lor ceen ce sint, cdei un lucrt poate proveni
din altul dar nu poate fi constituit in csenta sa de altul. Rezultd deci ca | distinctia
entitdatii In per se si per accidens cste sterild”.

Ca o concluzie a celor de mai sus se poate spune, ¢d dupd cum Regius a expus
in cartea sa I'undamenta Physices fizica lui Descartes sub forma unui | Descartes
de buzunar”, la icl Envedi a scos din Regius pirtile esentiale, pe care le-a dictat
elevilor sai, dupd cum 1 s-a padrut mai convenabil. In tot cazul Fnvedi are meritul
de a fi predat si citeva chestium practice de staticd si cdldurd, desi probabil {ird a
face experinte, ba poate chiar nict desene pe tabla @ cel putin asa rezaltd din caietul
lui Pdpai Pariz Ferenc,

{Lutral Tn vedoctic la 6 {anuaric 1967)

O HROJLHOM TETPATG FIATALL HAPH3 A GEPEHIA
(Pe3i0ae)

Caexays npivepy Ananan Hepe Suowa, woropulit spéi msyvuenne dusikn Jlenapra nopepopyar
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ON AN EXERCISE-BOOK BELONGING TO PAPAI PARIZ FRILNC
{(Summary)

Following the example of Apdezal Csere Jdnos who introduced Descartes'Pliysics to the Refor-
med Colleges in Alba-Tulia and Cluj, prof. Enyedi Sdmuel made the same thing in Aind. An exercise
— book, belonging to Papai Pariz Ferenc — prof. Enyedi Samuel’'s school-boy - proves that. Dating
from 1665 and being entitled : Physica sew philosophia naturalis the above exercise-book has the size
100~ 160 mm and 397 pages. This is preserved in the Library of the Academy of the Socialist Repu-
blic of Romania, Clij Brauch. Envedi's lessons are free translations from ILe Royv’s (Regius) Fuidu-
menta Physices, 1646 in which Descartes’ book is summarized.

The prescnt paper analyses in details Chapter T and IT of this exercise-book in which the corres-
ponding chapters from Regius are to he observed. Among the problems treated in these chapters-belon-
ging more or less to our present day Physics — we mention : matter, movement, rest, vacuuui, space,
time etc.

Tt was Lnyedi who taught for the first time in Transylvania notions of statics and described a
water thermometer taking by this a first step in experimental Physics.
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Activitatea stiintificd a profesorului Antoniu Abt

de

MARIA POPESCU si EVA GALIGER

Inceputurile cercetdrilor de fizicd la Cluj ceineid in timp cu data infiintarii
Universitdtii in anul 1872 si sint legate de numele lui Antoniu Abt, primul profesor
al acestel Univcrsitﬁti.

Antoniu Abt si-a desfAsurat activitatea la Universitatea clujeand timp de 30
ani, adicd pind in ]‘)()L, anul mottii sale, activitate pe care o putem urmiri prin
articolele publicate fn aconstd pe rinadd. Activitatea lui A. Abt a fost de plonierat,
¢l punind }m/,e?e inv av,.m.m'f‘_llm universitar al fizicii la universitatea nou infiintatd
si totodatd lui i se datoreste tafiintarea si inzestrarea primelor laboratoare atit didac-
tice cit si de cercetare, Ca o anexd a acestor laboratoare in anul 1878 a fost infiingat
atelierul mecanic condus de mecanicul Siiss, atelier in care s-au construit si aparate
de {izicd necesare laboratoarelor. Ca profesor al acestei Universitdti Abt a elaborat
un manual de fizicd cu titlul Fizicd experimentald care 1n intervalul 1863 —1887 a
apirat in \11>te editii, manual muit apreciat la timpul sdu st care a fost tradus si in
Innba romand de profesorii I. Hossu si K. Viciu in 1891 Intrucit activitatea didac-
ticd a lui Abt a constituit obiectul unui alt articol, in lucrarea de fatd vom prezeuta
munca de cercetare a profesorului Antoniu Abt.

Activitatea sa stiintificd s-a axat in special pe studiul magnetismului pe linga
care a mai studiat si alte problenie ctiw sint @, Determinarea constantelor elementelor
galvanize”, ,,lifectele si teoria radiometrului”, ,,Compozitia cromaticd ¢i efectul
termiic al luminii”, ,,Loafluuﬂ ii de dilatare lmmra a diferitelor tipuri de fiar si otel”,

., Intrebuinfarea ancroidului inregistrator..” si ,,Forta eleciromotoare a unor com-
bnm;u a oxizilor metalici cu sulh‘;l metalici si cu metale simple la o diferentd de
temperaturd de 100° la suprafata de contact”

In lucrarea cu titlul |, Constantele elemenetelor galvanice’”” Abt determind rezis-
tenta interni a elementelor galvanice printr-o metodd de comparatie folosindu-se
de o busold de tangentd. Determiniirile le face legind elementul de studiat in circuite
a ciiror mirimi sint cunoscute. Observind unghiurile de deviatie determing rezistenta
internd a elementului precum si forfa electromotoare a sa.

In lucrarea ,,Descrierea ancroidului inregistrator Richard — Fréres’” aratd impor-
tanta pentru cunoasterea fenomenelor mgteorolonce a variatiei in timp a marimilor
ce le determind, in spec1al a presiunii atmosterice. In gonsecmta da descrierea ane-
roidului inregistrator si modul de functionare a lui, precum si observajiile ficute
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de el in perioada 9. II—4. II1. 1886, in care perioadd constatd o diferentd de presiunc
intre 750—704 mm Hg, variatie de presiune ce ntt a mai fost observati din 1863
si care a fost determinatd din inregistrarea aneroidului folosit.

Lucrarea ,,Compozitia cromaticd, luminozitatea si efectul termic al lumninii
becului Auer si compararea ei cu lumina becului Argand si cu a becului electric
constd din cinci capitole : 1. Proprietdfile si avantajele luminii Auer, 2. Observatii
proprii, 3. Observatii spectroscopice, 4. Masurdri fotometrice, 5. Radiatia termica.
In primul capitol mentioneazd urmitoarele avantaje ale becului Auer fad de
becul Argand : consum de gaz mai mic de doud ori la presiune de 26 mmHg a gazului,
intensitate de patru ori mai mare, ridicarea temperaturii medivlui inconjuritor
si producerea de CO, de doud ori mai micd, duratd de functionare de la 500 —1000
ore fard intrerupere si culoarea alb-verzuie fird ca flacidra sd palpiteze. Ficind ob-
servafii spectroscopice, avind ca reper culoarea portocalie, di uvrméitoarele date
pentru domeniile ocupate in spectru de diferitele culori:

Becul Violet | Albastru| Verde Gatben Po;’itl(:c'a— Rosu
Auer 4,08 2,08 2,08 1,01 1 1,38
Argand 2,45 1,54 1,41 0,75 1 2
Electric 4,78 3,46 2,41 0,85 1 1,38

De aici se vede cd lumina becului Auer este mai bogatd in culori cu lungime de
undd scurtd, ceea ce explicd culcarea alb-verzuie a sa. Din misuririle fotometrice
ale sale a rezultat cid intensitatea luminii becului Auer este de 2,82 ori mai mare
dacit a becului Argand.

In lucrarea , Despre coeficientul de dilatare lineari termicd a diferitelor
tipuri de fier si ofel fabricate la Resita‘ determind la cererea fabricii din Resita
coeficientii de dilatare lineard la 22 de probe, ardtind ¢d in intervalul intre 20—50°C
variafia coeficientului este foarte micd, astfel ca in Intrebuin{dri tehnice ea poate
fi neglijata.

Articolul cu titlul ,,Scurtd prezentare a efectelor si teoriei radiometrelor si a
celor mai noi experiente ale lui Crookes’™ prezintd o lucrare de sintezd in care Abt
expune cele trei teorii care cautd si explice fenomenul radiometric i anume: 1.
teoria cineticd, care explicd fenomenul prin diferenta de vitezd a moleculelor gazului
rarefiat din balonul radiometrului, teorie susfinutd de Tait, Dewar, Thomson,
Maxwell, Clausius si Finkener; 2. teoria de evaporare a lui Osborne, Reynolds si
Govi, in baza céreia rotatia paletelor se datoreste evapordrii la suprafata calda
si condensirii la cea rece a umiditdfii din balon i 3. teoria emisiei electrice, sus-
tinutd de Zollner, confirmatd si de experientele lui Crookes, conform céreia in urma
iradierii termice ia nastere un fenomen secundar : emisia electricd, ce provoacd mis-
carea paletelor. In articol sint prezentate argumentele lui Zollner in favoarea teorici
sale, argumente bazate pe experiente, dupd care autorul prezintd si experientele
lui Crockes, care de asemenea confirmi teoria Iui Zollner.

In articolul ,,Forta termoelectromotoare a unor combinatii a oxizilor metalici
cu sulfiti metalici gi cu metale la o diferentd de temperaturd de 100° pe suprafata
de contact”, dupd ce face un istoric al efectului termoelectric, dd rezultatele obti-
nute din mésurdri proprii ficute asupra 55 de termoelemente, rezultate din com-
binarea unor oxizi metalici cu sulfiti metalici sau metale intre ele. Din rezultatele
obtinute deduce cd cuplurile studiate dau forte electromotoare apreciabile chiar
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si pentru diferente mici de temperaturd. Astfel, de exemply, din tabelul dat in articol
desprindem unul din rezultate: dacl forta clectromotoare a cuplului bizmut-anti-
mon la intervalul de temperaturd 98-99°C este cousideratd ca unitate, atunci
pentru cuplul piritd-calcopiriti obtinem valoarea de 7,62 iar pentru cuplul piritd-
piroluzitid valoarca de 4,67. T,ucrarea se remarcd prin numérul mare de cupluri studi-
ate si prin faptul ¢d din valorile date se poate alege cuplul cu f.e.m. ce corespunde
nevoilor practice.

Lucrdrile elaborate de Abt in domeniul magnetismului pot fi grupate in jurul
a douit probleme : cele ce se ocupil de magnetismul terestru si cele in care studiazd
proprietdti magnetice ale unor minereuri si probe de fier $i ofel. Din prima grupd
fac parte unrmitoarele lucriiri: , Determinarea constantei busolei de tangentd”
»Determinarea inclinatiet magnetice la Cluj” si ,,Determinarea aproximativd a
componentelor cimpului magnetic terestru”

In lucrarea , Determinarea constantei busolu de tangentd’” determind con-
stantele busolelor de tangentd marca Siemens-Halske si Meverstein, aflate in colectia
Catedrei de fizicd. In de‘ce rminarea constantei busolei Siemens-Halske foloseste
o metodd chimica, prin misurarea masel de gaz ce se dezvoltd intr-un voltametru
cu care este legatld in serie busola studiatd. Constanta e datdl astfel de relatia C =

[ N
== - unde m-—masa gazului, {—timpul de trecere ¢ curentului, « — unghiul
t - tga
de dev1a1;m a busolei. Cu aceastd metodd obtine in urma a 12 determindri valoarca
medie C == 1, 538183 fu unitdti chimice, sau € = 1,51524 in unitdti magnetice. Con-

stanta celei de-a doua busole o determing printr-o metodi de compqratle legind
in paralel bllsol’\ studiatd cu cea a cirei constantd a determinat-o anterior. In

T A
acest caz (' = ——7 7 = 77, 5953.
tg o

,,Determinarm inclinatiei nmgnotiac la Cluj” o face studiind separat compo-
nenta verticald si orizontald a Inclinatiei prin curentul indus de catre cimpul mag-
netic terestru la rotirca unei bobine in jurul unei axe verticale, respectiv orizontale,
Ca rezultat obtine pentru componenta verticali 2°11°41”, iar pentru cea orizontald
1°9'6"" de unde pentru inclinatie din raportul tangcntclor acestor unghiuri stabi-
leste valoarea de 62°3(0V23" in anul 1874

Lucrarea , Determinarea aproximativii a componentelor cimpului magnetic
terestru”’, dupa Z‘L])i(‘LlLI‘O” autorului ¢ 1mp\>1t(mtx nu pentru prec clzia mmuratonlor
ci mai ales pentru ¢d demounstreazd ¢ determinarea acestor mérimi se poate realiza
cu o aparaturﬁ destul de simpla si anume o busold Weber ¢f un magnet, a caror ma-
rimi caracteristice au fost in prealabil determinate. Prin aceastd metoda autorul
a determinat compounentele magnetismului in doud localitdti din tard, la Tusnad
si Vilcele.

Celelalte lucrdri ale lui Abt sint grupate fn jurul problemei determindrii pro-
prietitilor magnetice a unor minercuri, magneti naturali, probe de fier, nichel
si otd de la Resita.

In lucrarea ,,Asupm magnetilor naturali ce se gisese In zacimintele de fier
de 1a Moravita 7 Abt studiazi trei minereuri; magnetita (I ¢,0,), pirotina (Fe S,
hematita (I‘e‘, o). El determind in cazul acestor mincreuri nmunctl/(ncq specificd,
magnetismul remanent si momentul magnetic in functic de continutul de fier. Il
face obscervatia ¢ raportul dintre cantitatea absolutd de fier si momentul magnetic
este aproape constant pentru diferite minereuri. Totodatd aratd cid ducd se consi-
derd magnetizarea specificd a otclulul egald cu unitatea, atunci a magnetitel este
de 2,3, a pirotinei de 0,66 si a hematitei de 0,21,
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Lucrarea ,,Despre magnetismul ofelurilor Bessemer, Puddling si Martin fabri-
cate la Resita’ are ca obiect studiul proprictitilor magnetice ale acestor ofeluri.
Dupd prezentarea sumard a metodelor de elaborare o accstor tipuri de otel, autorul
urmdreste cu un magnetometru cu oglindd procesul de magnetizare a probelor din
aceste trei tipuri. Din datele experimentale deducem cd raportul momentelor magne:
tice relative pentru otelul Bessemer, Puddling si Martin la saturatie, adici Ia
36, A, este 7,5:21,5: 38, iar dacd valoarea pentru otelul Bessemer o ludm ca unitate
obtinem 1:2,866:5,06. Pentru determinarea valorilor absolute a momentelor mag-
netice, compard influenta otelului Puddling cu a unei bare de otel a cidrui moment
magnetic e cunoscut si apoi influenta magneticd a celorlalte doudl este comparati
toee
tg o,
unde M, si ¢, reprezinta momentul magnetic si unghiul de deviatie a magnetome-
trului pentru ofelul Puddling, iar M si ¢ valoarile corespunzittoare peuntru otelul
studiat.

Lucrarea ,,Asupra comportirii magnetice a otelurilor rel in curent statiounar
in comparatie cu fierul moale” reprezintd una din cele mai importante lucrari ale
lui Abt. Ocupindu-se de o problema practicd si amune inlocuirca miezunlui de fier
moale al electromagnetilor fabricati la Resita prin ofel moale, Abt rezolvd cu mult
stcces aceastd problemi, aritind o prin Inlocuirea menfionati electromagnetii
astfel fabricati au avantaj fatd de cei cu fier moale, In special in ceea ce priveste
duritatea mai mare a otelului fatdt de fier. Pentru a demonstra ¢d nu se altercazi
calitdtile electromagnetilor construiti cu miez de ofel moale, el determind intensi-
tatea cimpului magnetic creat de cele doud tipuri de electromagneti i obtine ca
rezultat valori foarte putin diferite intre ele,

in chm} lucrérii | Confirmarea si determinarea stirilor N rnetice a unor mi-
nereuri” Abt cu '1]utor111 unui magnetometru cu oglindd confirmd magnetizarea
a sapte minereuri in clmpul unui electromagnet. Minereurile studiate sint: calco-
pmta mineren de nichel, siderit, pirita, hU]l&tlTI pirolusitd si limonit. El aratd
cd dupa incetarea cimpulni maguctic, toate wminerevrile \tudmtk, In afard de piro-
lusita, isi pierd proprietitile magnetice. In a douva parte a luerdrii reia studiul mine-
rgu]ux de nichel, piritei, pirolusitei, calcopiritei si side ntulm pentru care calculeazd
momentele magnetice. Din misuririle efectuate rezultd ci pentrit curenti relativ
mici (0,5 A) se observd o magnetizare pronunfati.

n lucrarea ,,Comportarca magneticd a magnetitel de la Maoravita ¢i a ofelulud
de aceeasi duritate cu sticla in cazul fortelor mari de magnetizare st valoarea abso-
lutia momentelor magnetice a lor” autorul compard rezultatele a doud serii de st~
rétori ficute cu magnetita si otel pentru comporitii diferite (continut de fier diferit)
la un curent intre 8 —40 A. Calculeazd momentele magnetice si magnetizarea speci-
ficd a probelor si constatd cit pentru magnetitd magnetizarea specificd este de 2,3
ori mai mare decit pentru otel, ¢d ace asta mdrine dcpmde de lunglmea pmbelor
si cd aceste doud valori sint propor‘clonale In incheiere aratd ci rezultatele sale
sint in contradictie cu ale lui Holtz, care sustine cii la forfe mari de magnetizare
magnetita ar atinge mai repede valoarea maximid a magnetismului remanent decit
otelul.

In articolul ,,Compararca unor oteluri intre ele, cu nichel $i cu magnetita de
la Moravita..” se determind momentul magietic, magnetizarea specificd a sase
tipuri de ofel si anume : otel elahorat in creuzet, ofel de diamant, otel de wolfram,
ctel Bessemer, Puddling ¢i Martin. Din rezultatele obtinute se constatd ci otelul
de wclfrem are proprietdji net superioare fatd de celelalte toate.

cu a otelului Puddling, momentele magnetice fiind date de relatia M =M,

&0
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In lucrarea , Proprietatile magneticc ale hematitei” Abt arata ¢d curba de
magnetizare a hematitei nu are punct de inflexiune ca in cazul ofelului, nichelului
si maguetitei. Studiind magnetizarea specificd constatd ¢ gi la hematitd ca si la
maguetitd aceastd marime depinde de lungimea probelor. Comparind magnetizarea
specificd a hematitel cu cen a pirotinel si a magnetitei ajunge la urmdatorul raport :
1:1,423: 5,294, Din masuritorile ficute, Abt deduce c¢a comportarea hematitei
depinde de continutul de fier s1 de structura cristalind a diverselor substante.

In lucrarea |, Proprietitile magnetice ale magnetitei de la Moravifa si a otelului”
Abt compara dousd Hpuri de magnetitd ce deferd prin compozifia lor chimicd cu doud
tipuri de otel ce diferdl futre ele prin cdlire. Din rezultatele masuratorilor efectuate,
el trage concluzia ci magnetizarea specificd a magnetitel este de 3.5 ori mai mare
decit a oteluiui sl (.@pmde de compozifia chimicd, diferentd de structurd si confinut
de fier. Studiind demagnetizarer probelor, el constatd ¢d magnetismul obtinut la
un curent de 95,5 A se pierde la aplticarea unui curent de sens opus de 36 A, si cd demag-
netizarea magnetitel se produce mai repede decit a otelului.

Tema lucrdrii |, Proprietdtile magnetice ale pirotinei” constituie reluarea expe-
rientelor anterioare efectucte Lnll])lu magnetitei. Determind momentul magnetic,
magnetizarea specilicd §1 studiczd demagnetizarea. Comparind rezultatele obfinute
pentru pirotind cu cele pentru magnetiti constatd ¢ magnetizarea specifica pentru
cel de-al doilea este de 3,7 ori mai mare ceea ce reise st din graficele trasate la magne-
tizarea si dcmagnetuar 2a probelor.

Analizind articolele publicate de profesornl Abt, se constatd ci activitatea sa
a fost Indreptatd spre probleme strins legate de neceszititile practice, el abordind
probleme cu caracter mai mult aplicativ. Meritul sdu stiintific constd lndeosebi in
faptul cd a pus bazele cercetlrii de fizicd la Universitatea din Cluj.

nirat v oredaciic a5 oaprilic 1967)
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HANVHHAY

ABAMUSE @H3HRH B KN ACKOM VHUBFPCHTETE.
AEATETLHOCTD HRODPECCOPN AMTONIY ABTA

(Perionie)

B palere npeilcraBieHa vavwiast  desrtedntiocth  Anrtonny Adta 8 nepuoi 1874-1900 rr., koraa
OH QYHKIIONHPOBAT B KadecToe npodeccora B KAVKCKOM yuiBepenrtete. ABTOPE a1 T13HPVIOT Haudosee
BaKHBIE TPVAB A6Ta, KOTOpblE 6OABIHEN WACTHIO PACCMATPUBAIOT  BOUPOCH  MAFHETH3MA, a4 HMEHHO
HCC/I@A0BAHIIE 3@MHOIO MATHETHIMA M MAPHITURIN CBOTCTS Pyl U3 3a7exell CTpaHbl, a4 TdKKe HEeKOTODPBIX
cratelt, caeqannnix B Penme.

THE BEGINNING OF TEACHING PHYSICS AT CLUJ UNIVERSITY
PROYT., ANTHONY ABT'S SCIENTIFIC ACTIVITY

(Summary)

The authors deal with Anthiony Abt's scientific activity between 1874 — 1900 the period when he
worked as professor in Cluj University, Tt is the purpose of this paper to disciiss the most important
works belonging to him, in majority treating problems of magnetism. Among them we mention those
regarding the terrestrial magnetism, the magnetic propertics of minerals from our country’s deposits
as well as the steel made in Regita.






FLEKTRONENSPINRESONANZ EINIGER CU(IT)-
CHELATVERBINDUNGEN DER 5-DIKETONE

(Kurzer Bericht)

NMCOLAE VEZENTAN

Elektronenspinresonanzuntersuchungen an  Cu(Il)-Chelatverbindungen wer-
fen zahlreiche Fragen auf, deren Loésung noch viele experimentelle Versuche
und theoretische Erforschungen bendtigt, um die cxperimentellen Tatsachen zu
systematisieren und zu erkliren.

Bisher wurden im allgemeinen Probleme behandelt, die bei den mit entsprechen-
den diamagnetischen isomorphien Substanzen magnetisch verdiinnten Finkristallen,
sowie beim verdiiunten oder uichtverdiinnten pulverférmigen Zustand oder in
flitssigen bzw. eingefrorenen I Gsungen vorkommen.

s wurde durch jede dieser Methoden bestrebt, die maguetischen Parameter
moglichst genau zu bestinumen, indem man Temperatur, Losungsmittel, Zdhigkeits-
und Substituentefiekte uutersuchte, um eine Auflésung des Spektrums bis zu den
theoretisch vorgesehienen Komponenten nachzuweisen, welche die Genauigkeit
und Fille der Auskunft, die durch Bestimmungen dieser Art erzielbar ist, gross-
tenteils bedingen [1, 2, 3, 4, 6, 7].

Anderseits sind verhiltnismissig wenige Veroffentlichungen erschienen, die
eine Ubertragung der durch EPR gewonnenen Resultate auf die chemische Struktur
behandeln, Ihre Zahl hat allerdings in letzter Zeit merklich zugenommenu.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde eine Gruppe von Cu(II)-Chelatver-
bindungen mit dhnlicher chemischer Struktur untersucht, um mit grosster Wahr-
scheinlichkeit die Unterschiede die in den EPR-Spektren oder in optischen Eigen-
schaften entstehen, den Unterschicden in der Struktur und Zusammensetzung dieser
Substanzen zuschreiben zu koénnen {9, 10, 127.

Die chemische Strukturformeln dieser Substanzen sind in Abb. 1—7 angegeben.

Die Untersuchung ergab die Bedingungen fiir die optimale Auflosung in Abhin-
gigkeit von der Temperatur, dem I,6sungsmittel und der Konzentration der ent-
sprechenden Substanzen.

Es kounte ehenfalls ein bestimmter ,,Parallelismus’” zwischen dem Verfahren
an den diamagnetisch verdiinnten eingefrorenen ILdsungen und demjenigen mit
diamagnetisch verdiinnten Iinkristallen in Pulverzustand beobachtet werden.

Abb. 8, 9. stellen das Spektrum der Substanz IIT (siehe Abb. 3) dar. Abb. 8
ist das Spektrum in diamagnetisch verdiinnten Einkristallen (in Pulverzustand)
nach H. P. Fritz und B. Golla [8].
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el

A Db, 1. Bis-donothiodibenzoylmethanato)-Cu(Il). (Fp. 154 —-155°C). 2. Bis-
(Iminodibenzoyl-methanato)-Cu {II). (Fp. 221—225-C). 3. Bis-(Acetvlaceton-
ithylendiiminato)-Cu (IT). (Fp. 1437°C). 4. Bis-(Benzoyvipikelinovlnethanato)-Cu
(ITy. (Fp. 220-231°C). 5. Bis-(Isonikotinoylbenzovlmethanato}-Cu (II}. (Fp.
242 —244°C). 6. Bis-(a-pikolylphenylketonato)-Cu (I1). (Fp. 184°C). 7. Dis-
{a-pikolyleyclohexylketonato)-Cu (II). (T'p. 166
Subst. Nr. 3 in magnetiseh verdiinntem Pulver- and nach H. P. Fritz, B.
Golla [8]. 9. Substanz Nr. 3 in Chloroform 80v; - Toluol 209, Konz. 7,
83.10—% gfem3, Mod. 3 Guuss, t == 77°K. 10. Spektrum der Subst. Nr. 7 in
Pulver-Zustand bei 77°K. 11. Spektrum der Subst, Nr. 1 in Benzol. Konz.

166,5°C). 8. Spektrum der

3,1073 gfem?, t == —79°C. 12, Spektrum der Subst. Nr. 1 in Benzel. Konz.
31073 gfemd, Dei t = —50°C. 13. Spektrum der Subst. Nr. 4 in Pulver-

Zustand bei 77°K,
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Dieser ,,Parallelisius” hiingt sowohl von der Substanz, wie auch vom Lésungs-

mittel ab.
Es scheint gleichzeitip 1 oghich Temperatarbedingungen festzustellen, in Abhén-

gigkeit vou der Substenz uad vom LOsungsmittel, die zu einem |, Parallelismus’

oo

Y ‘//

H S A

I

B T

AL b, M. Spektrum der Subst, Nr. 6 in Xylol, Konz, 1.1073 gjems3, bei +25°C,

Mod. 3 (auss. 13, Spektrumm der Subst, Nr. 7 in Xylol, Konz. 3.1073 gjems?,

bei t = --25°C, Mod. 5 Gauss. 16—18. Spektrum der Subst. Nr, 1 in Benzol.

Konz, 3.1073 gjem?, t = -19°C, +84°C, u. —16°C. 19, Spektrum der Subst.
Nr. 4 in Xylol bei 77°K. Konz. 10~3cm® Mod. 2 Gauss.

zwischen den Spektren des unverdiinnten Pulvers und der eingefrorenen Loésung

fihren (Abb. 10, 11, 12, 13),
Man kann einen Vergleich zwischen Abb. 12 und 13 machen.
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Die Substitution des Phenyl-Radikals in Substanz Nr. 68 durch Cyclohexy]
(Substanz Nr. 7), hat als Folge eine Verschmilerung der Hypericinstrukturlinien,
die zu einer besseren Auflosung der Ligandenhyperfeinstruktur fithren (Abb. 14, 15,

Abb, 20, Spektrum der Subst. Nr. 5 in Pyridin. Kouz, 451072 g/em?®
t = 4-91°C. Mod. 4 Gauss. 2122, Substanz Nr. 5 in Dimethylformamid
809, - Toluol Konz. 6,2.1073% 3lod. 8 Gauss, t = +-28°C. +166°C, Mod. 9
Gauss. 23. Substanz Nr. 4 in Xylol. Konz. 1.1073% gjewmd, Mod. 2 Gauss,
t = -+25°C. 24. Substanz Nr. 6 in Pyridin. Konz. 6,5.1073 ¢iem? Mod, 3
Gauss, t = 77°K. 235. Substanz Nr. 3. in Xylol. Konz. 3.107% g/cm® Mod. 7
Gauss, t = 77°K. 26. Substanz Nr. 2 in Dimethylformamid - Tetrachloridkoh-
lenstoff, + Chloroform, - Toluol. Konz. 1,568.1072 g/cm?® t==77 K. 27. Substanz
Nr. 3 in Tetrachloridkohlenstoff 729, + Athylalkohol 28", Konz. 1,1073 g/cm3,
Mod. 5 G, t = +25°C. 28, Substanz Nr. 2 in Chloroform 50v{ - Tetrachlorid-
kohlenstoff 509%,. Konz. 1.76.10~2 gfem?, Mod. 2 Gauss. t = +25°C.
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Ausserdem entstehen Unterschiede zwischen den Formen der entsprechenden
Absorptionslinien in Pulverzustand und zwischen den optischen Eigenschaften
der Kristalle.

I Talle der Substanz Nr. 1 in {liissiger Losung, sowie bei niedrigen Tempe-
raturen im Falle der Substanzen Nr. 1 und 4, ergaben sich zusitzliche Signale,
die vermutlicherweise ,,verbotenen” Ubergiangen zuzuschreiben sind. Signale dieser
Art wurden bisher bel Cu(ID-Chelatverbindungen in der T,ésung noch nicht fest-
gestellt (Abb. 16, 17, 18, 19;.

Mit Hilfe der Iligandenhvperieinstruktur konnten wir Unterschicde in der
Metall-Tigandenbindung des Stickstoffkerns feststellen, in Abhiingigkeit von der
Lage des N-Atoms i Liganden {sterische Iffekte). Die Substanzen Nr. 4 und 5 erge-
ben keine ligandenhyperfeinstruktur (Abb. 20, 21, 22, 23)

Die sSubstitution der S(thio)- durch die N{imino)-IFunktion hat eine Linienver-
breiterung zur Folge (siche Abb. 1, 2, 16, 18, 28).

Wir bemerken auch Unterschiede zwischen den optischen Higenschaften und
den Rontgenspektren beider Substanzen.

Es ist moglich auf Grund der EPR-Spektren eine Ahnlichkeit zwischen den
zwei- und vierzdahnigen Cu(II)-Chelatverbindungen festzustellen, wenn diese Sub-
stanzen in bestimmten Losungsmitteln und bai Stickstofftemperatur gemassen
werden (Abb. 25, 26, 27, 28).

In manchen Fillen ergab sich cine Ligandenhyvperfeinstruktur, die eine Koor-
dinationszahl von 5 oder 6 des Cu(II) aufweist. (Siehe Abb. 26, 24).

Das Verhalten in der Lésung der Substanzen Nr. 1 und Nr. 3 ldsst einige
Isotopie-Tiffckte in Frscheinung treten. (Siehe Abb. 15, 16, 17, 18, 21, 22, 29 )

Die Untersuchungen bei Stickstofftemperatur (77°K) weisen die Existenz
zweier Komplexe auf |87, die entweder |, Cis-Trans”-Isomerie einerseits, oder Dimer-
zustdande anderseits sein koénnen.

Die Temperaturabhidngigkeitsuntersuchungen weisen einen Unterschied zwischen
den Hyperfeininstrukturlinien, der Idinienform, der Aufspaltungskonstante, der

Linienbreite und Amplitude, ihrer Abhingigkeit von der Zidhigkeit (ﬁ) und der
: P

kermmagnetischien Quantenzahl aul.

Die Asymmetrie der Linien und die Gestalt der Spektren kann in manchen
Fillen auf Grund der Rotationalspinwechselwirkungen erkliart werden. (Siehe
Abb. 17, 20, 30, 31, 32, 33). 2

In Abb. 11, 12, 16, 17, 18, 32, 33 sind einige Spektren dargestellt, in denen die
Hyperfeinstruktur, die Isotopenhypetfeinstruktur, dic zusidtzlichen Signale (Abb.
16, 18, 19, 29) und die Temperaturabhingigkeit im Falle der Substanz Nr. 1,4
sichtbar sind. Ein Vergleich zwischen Spektren von Abb. Nr. 33 u. 34 weist auf
die Relaxationsabhingigkeit von der kernmagnetischen Quantenzahl, den verschie-
denen L osungsmitteln entsprechend hin.

Die EPR-Spektren wurden in ciner Reihe von reinen Lésungsmitteln niedriger
und hoher Zihigkeit, sowie in Solventgemischen bei Zimmertemperatur, Stick-
stofftemperatur, und in einigen Fillen in einem grosseren Temperaturbereich unter-
und oberhalb der Zimmertemperatur aufgenommen. Die Substanzen, die mit dem
Polarisationsmikroskop untersucht wurden, zeigen Struktureigenschaften, die mit
den IIPR-Frgebnissen iibereiustimmen.

Die Messungen wurden im X-Band der JES-3 B und 3 B—Q Spektrometern
mit 100 kHz Modulation durchgefiihrt.
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AD b 29, Substanz Nr. 1 in Nylol - Pyridin, Konz. 11078 giem®, Mod, &
Gauss, t = 77°K. 30--31. Substanz Nr. 1 in Dimethylformamid. Konz.
1,7.10— 2 g/emd, Mod. 4 Gauss, t = --105°C u. -+-21°C. 32, Substanz Nr. 1 in
Pyridin, Konz. 1,46.10~2 g/fem3, Mod. 4 Gauss, t = --125°C. 33, Substanz Nr. 1
in Tetrachloridkohlenstoff 759, 4 259 Chloroform. Konz. 5,65.1073 g/cm83,
t = —75°C. 34, Substanz Nr. 1 in Benzol. Konz. 3,1073 g/cm?®, t = —36°C.

Das Magnetfeld wurde mit einem Autodynkernresonanzverfahren gemessen,
In einigen Fillen wurde DPPH als Vergleichsprobe benutztl.

Die ausfithrlichen Resultate und die Interpretation der Spektren werden in
spéateren Veroffentlichungen erdrtert.

(Eingegangen am 10. April 1957)

! Fiir die Unterstiittzung dicser Arbeit danke ich Prof. A. Losche und der J{PR-Gruppe, Dr. H.
Schmidt vom Physikalischen Institut; Dr. K. Ullemann, Dr. H. Henuig vom Chemischen Institut
der Karl-Marx-Universitidt in Leipzig; Prof. I. Ursu und der Gruppe des Festkorperslabors der Babey-
Bolyai Universitiat in Cluj.
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REZONANTA ELECTRONICA DE SPIN LA UNII COMPUSI CHELATICI AT Cu(II)
CU @-DICETONE

(Comunicare preliminard)

(Rezumat)

S-au studiat prin metoda RPIS un grup de chelati ai Cu(II) en B-dicetone. Misurdtori Rontgen
si cristalo-optice au dus la rezultate concordante cu cele obtinute prin metoda RPE.

S-au determinat conditiile optime de rezolvare a spectrelor in functic de solvenfi, concentratie
si temperatura.

S-a pus in evidentd structura hiperfind, hiperfini de liganzi extrahiperfini structura izotopici
si niste semmnale suplimentare care sint atribuite unor tranzitii , interzise’.

Dependenta relaxirii de temperaturd si nr. cuantic magnetic nuclear a fost studiatd intr-un inter-
val larg de temperaturi pentru mai multi solventi si substante.

S-a gisit o corespondenti intre metoda de cercetare RPE in pulbere de monocristale magnetic diluate
si masuritorile in solutii inghetate. S-a pus de asemenea in evidentd in anumite conditii de temperatura
un paralelism intre misuridtorile RPE in pulbere magnetic nedilnatd si mésuritorile efectuate la tempe-
raturi joase in diferiti solventi in functie de concentratie.

Efecte de hidrogenare a nucleului benzenic, de substituire a functiei % cu N, indicatii asupra coor-
Aindrii suplimentare a Cu(Il), ,efecte sterice de liganzi‘‘, paralelisim intre chelatii bidentati gi tetradentati
cte., in sensul aplicdrii metodei RPE in chimie, au fost de asemenea urmdirite §i studiate.

Dependenta largimii liniei si amplitudinilor de (7] a fost urmiritd si in unele cazuri poate fi
interpretatd cn ajutorul interactiunii spin rotational.

Spectrele au permis determinarca parametrilor magnetici.
Interpretarea detaliatd a rezultatelor va urina in comunieiiri ulterioare.

10 ~ Mathematica-Physica 2/1967
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S/IEKTPOHHBI MAPAMATHUTHBINM PE3OHAHC HEKOTOPBIX XEJMATHDIX
COEJIMHEHUMH Cu(ll) ¢ B-AUMKETOHAMII
(TTucsMo B pefakiHIO)

(PeszwMme)

Merojgon OIP usyuena rpynna xeraaro Cu(ll) ¢ B-ankeronavu. PeHTreHoBCKHe I KpuOTAAI0O!
THYeCKHe H3MEPEHHS NpHBEMM K Pe3yAbTaTaM. COOTBETCTBVIONIHM € Pe3yJbTaTaMH, HOAVUEIHBIMI MeTo-
aom 201P.

Onpefestensl ONTHMAJNBHEIE VCIOBHS DEIIEHHA CIEKTPOB B 3aBHCHMOCTH OT pacTsopirresdeii. Kodileil:
TPAUHH U TEMIepPAaTyPbi.

ABTOp BBISIBH/J CBEPXTOHKVIO, THIEPCBEPXTOHKYIO H U3OTOMHYIO CTPYKRTYPY 1 IOHOJHUTEILILIE CHI-
HaJbl, TIPUITHCHIBAEMBIE HEKOTOPBIN | 3anpelléHupnM’ mepexoian.

3aBHCHMOCTB PeJaKCAlHH OT TEMIEPATYPLI H SA@PHONO MarHHTHONO KBAHTOBOIO Hic/a Obldd HEVIens
B LWIHPOKOM TeMIepaTypHOM HHTepBade.

YCTAHOBJEHO COOTBATCTBHE MEM LY MeTol10oM Hecde osaunsa ITP B nopomike Marintio pastaBsicit-
HBIX MOHOKPHCTAMNIOB H H3MEPCHHSIMH B 3aMOPOMKEHHBIX pacTBOpax. Beisipiena takae B onpeleiéHHubly
TEMIIEPATYPHBIX  VCAOBHAX HAPALIETBHOCTh MeXAY uamepernisivi DTTP 8 Marunmo Kouneirs {ipusanioy
[IOpOLIKe W W3NePeHHsMH, (1POH3BeI8HHBIMH TIPH HH3KHX TEMIEPATYPAX B PABAHUNMN  pACTBODUITENSIX
B 3aBHCHMOCTH OT KOHUEHTPAUHH.

Mayuenst takxe 3pQekTel IHIPOreHN3aUun OeH30J0BOI0 KOIhLA, saMeiennss Gy S dynkuuei
N, noayuedsi cBefeHHs O AonogHHTedbHON xoopaunausun Cu(ll), ¢ . .crepuueckny sranamblX adhexrax’,
0 TIAPAJVIENBHOCTH MEMXY OWACHTATHBIMH H TETPAAGHTATHLIMII XeJATaMH i T.U., B CMLICJIE TIDIMeHenHd
meroda D[P B xumuu.

Cop
3aBHCHMOCTD LIMPHHBL JAHHHAY M AMIVTHTY L t,"j) ObL1a TakiKe IpocsiekeHa 1 B HeROTOPLIN &ivyanX
€€ MOKHO HHTEPNPETHPOBATEL ¢ NMOMOULBIO CHHH-DOTAUHOHAALHOrO B3aUMO1EHCTBHI.

CHEKTPEJI fIO3BOJTHJAM ONPeAeJUTL MarHHTHEIE TaDAMETPhI.

IMoapoGuast nuTeplpeTauHst pe3yabraTton OvieT JaHa B NOCTeLYINHN COOOUEHISIN.



Joachim Lambcek, Lectures on Rings
and Modules. Blaisdell Publishing Company, Walt-
ham, Massachuselts, Toronto-London, 1966, VITT
- 184 pp.

The stated intcut of the author is an intro-
duction to the theory of associative rings and to
the homological algebra. From the author’s intro-
duction : “The introductory Chapter One attempts
to cover enough of the fundamental concepts of
algebra to make these notes self-contained. Chap-
ter Two contains selected results in the case of
Boolean and other conunutative rings, even if
some of these results are treoted in grester gene-
rality later. Chapter Threc deels with the classical
structure theory of associative rings, anything
that can be dome convenicntly without the con-
cept of “injectivity”. In Chapter Four, injective
mocdules and rings of quotients are studied in some
detail. Chapter Tive offers an introduction to
homological algebra, culminating in a new tech-
nique for chasing squares.” A more detailed idea
of the contents of the book is given by the chapter
titles and principal topics in each chapter. I. Fun-
damental concepts of algebra. 1. Rings and rela-
ted algebraic systems; 2. Subrings, homomor-
phisms, ideals; 3. Modules, direct products, and
direct sums; Classicol isomorphisim theorems. IT.
Selected topies on commutative rings. 1. Prime
ideals in commutative riugs: 2. Prime ideals in
special commmutative rings; 3. The complete ring
of quotients of a commutative semiprime ring;
4. Rings of quotients of comunutative semiprime
rings; &. Prime ideal spaces. TIL. Classical Theory
of associative rings. 1. Primitive rings; 2. Radi-
cals; 3. Completely reducible modules; 4. Com-

RECENZII

pletely reducible rings; 5. Artinian and Noethe-
rian rings; 6. On lifting idempotents; 7. Local
and semiperfect rings. IV, Injectivity and related
concepts. 1. Projective modules; 2. Injective mod-
wles; 3. The complete ring of quotients; 4. Rings
of endomorphisms of injective modules; 5. Regular
rings of quotients; 6. Classical rings of quotients;
7. The Taith-Utumi Theorem. V. Introduction to
homological algebra. 1. Tensor products of modu-
Tes; 2. Hom and & as functors; 3. Exact sequen-
ces; 4. Flat modules; Torsion and extension prod-
ucts. The book also gives a brief exposition of
some recent work by Passmann and Connell on
the group ring (Appendix 2) and includes an appen-
dix by Counell himself (Appendix 3). This was
published for the first time in book form. The
same observation refers also to the concept of
the complete ring of quotients of an arbitrary
associative ring, which has emerged from the
work by Jolinson and Utwmi. That has been ap-
plied to Goldie’s Theorem on Noetherian prime
rings. Tlach paragraph contains many exercices
which contribute to the understanding of the
theory and add to the theory itself. The book
contains also a list of 182 references. The proofs
are rigorous and elegant. The style is clear, The
presentation is compact. Therefore the reading of
the above book roquires a great attention. Very
few minor errors were encountered, all of a typo-
graphical nature. Althoughb the author designes
this beok primarily fer graduate students, it may
be utilized in 1he research, too. The hook has
many special methodic and scientific qualities.

I. GY. MAURER






CRONICA

DEZVOLTAREA 1N SERIT INTREAGY A INVERSEI UNUI POLINOM

Rezumatul disertatiel susyinute Ja 10 mai 1966, la Universitatea | Babes—. Bolyai” din Cluj,
de NICOLAE V. GHIRCOTASIU pentru obtinerea titlului de doctor in matematici

Se considerd dezvoltarea in seric dupd puterile variabilei v a inversei unui polinom P(x) de gradul
n, cu coeficienti reali

1 i
mn —— e D I B S P L S £27 LA S (8]
i 2 . ¥ i
P(x) (1 —amy(1 — a,x) ... (1 ayx)
unde a, a,, ..., a, sint inversele radiaeinilor polinomului Py}, iar p, este functia simetricd si omogeni

de gradul »
1 Ta
b, > Jajay oo
L
suma extinzindu-ge Ia toate valorile intregi nenegative ale indicilor i, /.. by, asa ca by o+ g
A T

Problentele tundamentale din lucrare sint de o gisi conditiile ce trebuiese impuse numerelor @,
My, « .., ay pentru ca tofi coeficientii p, sa fic pozitivi incepind cu wn anumit rang.
~ o N . o oo - .. L
L()I\‘DI’;‘IA N. Conditia wecesard pentru ca seria de puteri {1V s@ aibd coeficien{ii nenegativi, csle ca
ana dindve vddacinile cu cel smai mic modul ale polinonudui Py sa fic positivd.

Rezuitatele mai importante se obtin cu ajuterul unud sir de teorveme, dintre care amintim
TEOREMA A. Daca radacinile polinomulei P(v) sint toate veale st Conditia N este Indeplinitd, din des-
woltarea (1) se poate scddea wn polinonr asifel ucll sevia vdiasd & aiba wicsal coeficien(i nenegativi. Se
dd o wetodd pevlrn determinarvea gradului polinomiiog care se scade,

Ed Y

TEOREMA B. Daca pentru polivomad Py este Tudeplinita Conditia N, din detioltavea (1Y s poale
scddea wn polinowr, astfel Tncit seriq rdmasd sé aiba wwmai cocficienti wencgativi, dacd ipecrsele yadder-
wilor complexe ale polinomudui P(x) se gdsesc [utr-o cecindtale a oviginil.

In ultima parte a luerdirii se dau aplicatii referitoare la convergenfa seriilor cu termenii dati e

o relatie de recurentd linfard, rezolvindu-se i problema nr. 4698 propusit in . Gazeta matematicd” Bucu-
regti (1935) de citre acad. T. Popoviciu, dela care a pornit lucrarea. He generalizeazd de ascmenca

unele rezultate referitoare la ridicinile sectiunilor seriei (1), rezultate obtinute de Ihagnerre, M.
Ghermédnescu, N. Obrechkoff, T. Popoviciu sl L. Tchakalofl
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Acad. prof. GIHORGE CALUGAREANU
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{(Institutul politehnic Bucuresti).
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TONESCU (Universitatea din  Cluj).

- Prof. dr. docent ADOLY HAIMO-
VICI (Universitatea din Iasi).
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Sedinte de comuniciri ale Facultitilor de Mate-
miatied-mecanicdt 5i Fizied in 1966,
1! jannarie
P Mocanu, Despre stelaritatea s
tatea functiilor olomorfe.
1. Stan, 1. Pup, Miscarca unui fluid viscos
in prezenta unni cimp magnetic.
23 februarie
A Bédi, O noudt metodd de masurare a
constantei dielectrice in ¢hizi de microunde.
M. Cristea, I. Stan, T. Pop, Tufluenta varia-
tiei clmpului magnetic asupra undelor Alfren.
M. Popescu, Asupra manualnlui de fizicd al
Ini Fmanoil Bacaloglu.

convexi-

2 maitie

1. Pop, I. Cosma. Antiferomagnetismul alia-
iclor de Ni—Cu.

A, Mofiu, L. Stanescu, L.
structural al sistemului de BeO-- Cr,0,.

(. Cristea. Compusi semijconductori din grupa
XiBye.
9 wmartic

1. Constantinescu, V. Military, Productia de
cutropie in fenomenul de polarizare dinamici a
clectronilor.

Cristea (., Semiconductori de grupa Ay By
(Preparare sub formd de monocristale).
11 martic

Gh. Fie, Despre o teoremi a lui VI Diah.

[ Munteanu, Aplicatii  complet  compacte
intre spatii uaiforme.
it omardie

LUy I. Barbur, Studiul prin rezonanta
clectronicd de spin a defectelor produse prin ira-
diere gama in compusi cu azot i sulf.

I’. Cioard, Lucrul de extractic. Informare.

23 martie

Io. Magyari, [. Laufer, )
toare la teoria cimpului.

G. Cristea, Semiconductort din grupa Ajpy By
Preparare sub formi de monocristale.
30 martic

I Pushids, G llonea, O dastalatic pentru
mfisurarca rezistentei electrice i o constantei Iall
la semiconductori, in regim de impulsuri
Noapriic

I Radd, Citeva probleme din teoria fesu-
turilor.

C. Kalik, P. Szildgvi, Probleme Dirichlet de
tip Nocther.,

I. Kelumban, Despre
aproximatie optimald.
13 aprilic

V. Mercea, Consfituirea internafionala e
spectrometrie de masa (Viena, 28. TII— 2. IV, 1966).
20 aprilie

V. Cristea, Cresterea monocristalelor de rutil
aliat cu niobin si studiul proprictitilor lor clec-
trice (Expunere. Teza de doctorat sustinutd la
Universitatea din Leningrad in 1965).

problemd referi-

citeva  probleme  de

Maxim, Studinl

CRONICA

A omai

Al Badi, I Baican, Mdsurarce constontei
dielectrice complexe si a susceptibilititii magne
tice complexe fu cavitip de rezononin dreptun-
ghinlare la frecvente foarte inalte.

1. Mikdilescu, G, Cristea, A1 Nicola, Influ-
enta cimpulud eristalin wsupra despiciirii nivelelor
energetice a ionului de V3,

A. Cigingn (Universitatea Timisoara), I'eno-
mene de stratificare spontand la paturi subtird
depuse electrolitic.

6 nac

A, Losche (Universitatea |, Karl Marx” din
Leipzig), Paramagnetic Investigations of Dopped
Crvstals.

13 mai

N Stancu, Limhaje de programare automati.

M. Rdadulescu, Proprietiti ale primitivei.

M. Jalobeann, Nsupra ordondrii partiale a
crupurilor.

20 mial

C. AL Hogarth (Colegind Brunel-Tondra), Dez
voltarea inviatimintulul stiintelor fiziee Ia Cole
ginl Brunel

7 iwnie
[0 Uiso,
fizied din R. S0 1
I Darbur, Tacrdrile celui de al I7-lea Sim
pozion de chiwia radiatiilor, Tihany (Ungarial,
1966,

Unele aspecte ale cercetarilor de

Tugoslavia,

Fo Nelowmen, B Copccane (117800 10 Nida,
D. Nicidescie (LILB). Conductivitatea fermicd s
clectrict a CFe sioa unor soludil de Cdle, Cdis,
CaTe, CdSe.

§ e

I. Pop, G.
Ni-Sn.

R. Baican, C.
unor parametsi ai
CBCTOL) M (NIO)
10 iunic

G, Calugdrean,
suproefete hichise.

I,
21 iudie

D, licinee,
ximatia Dorn ce:

D. Demeo, o Cronstantinescu, Relatil de dis-
persie timpi de relaxare, deplasivi de frecventi.

L. Constantinescie (11 A-Cluj), Intensitatea
luiilor tranzitiilor interzise.

Honen, Bfcetul Ilall in alinje de
Pdtintffi, A, £0di Masurarca
feritelor de tipul a (Fe,O)

N,(Zn() in banda N

Asupra separatoarelor pe

Rus. Asupri problemei Iui Dirvichiet.

Dieplasarca de freever in opro-

mai jeash.

71 noienibrie

G. Calugdareanu, Congresul
Matematicienilor de la Moscova.

Gh. Chis, A. Pal, T. Oproiu, Variatia ele-
mentelor orbitale ale satelitilor artificiali.

1. Koluinbdn, Despre o teoremd a lui 1.5i

International al

ger.
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Q decembrie

COMEMORAREA PROFESORILOR N,
ADRAMESCU SI G, BRATU. Au luat cuvin-
tul acad. prof. G. Cdlugdreanu, acad. prof. C. Jacob.
prot. D, V. Tewescu, prof. Gl Clus.

1. Gy, Maurer, Despre o afirmatic  a lui
1), van Dantzig.

I Pop, Asupra stratulud Tmitd nestationoer
din jural unui corp.

Participari la manifestari stintitiee din striindtste
in 1966, (Facultatea de matematici-meecanicn).

COLOCVIUL DE ECUATIH FUNCTIONALL
DIN MISKOLC (R, P UNGARAY, 23— 25 MAlL,

Prof. Do V0 Teiescu, Sur quelques exten-
sions de Uéquation fonctionnelle de Do Pompeiu

Leet., 1. Gy, JMavrer — asist. M. Scildovy,
Uher eine Untergruppentopologic  der Operator
gruppen.

CONGRESUIL INTERNATIONAT, AT, MA-
TEMATICTENILOR DE LA MOSCOVA, 16 26
AUGURT.

Acad. prof. (7. Cilugdreanu, Sur les courbes
fermdes tracées sur une surface fermée orientable.

Acad. prof. 1. Popovicin, Conservation de
allure des fonetions par interpolation.

Conf. P. Mocanu, Sur les proprid¢tés d'¢toi-
lement de la représentation conforme.

Comd. I Popovici, sur I'étude comparative
des ensembles interpolateurs.

Lect. 4. Ney, Un processus infini géndéralise
¢t ses applications au caleul numdérique.

COLOCVIUL BEQUADIFE-2, BRATISLAVA,
b7 SEPTEMBRIK.

Acad. prot. . Popoviciu, Remarques sur
un critére de comparaison des équations différen-
tielles ordinaires an point de vne de feurs propri-
Ctés interpolatoires.

COLOCVIUL, DE TBORIA FUNCTIILOR
ST TOPOLOGIE, CRACOVIA, SEPTEMBRIL

Cont. PP Meoeano, Sur les fonetions nniva
fentes,

SIMPOZIONVI, INTERNATIONAL  IN
PROBLEMA CERCETARI STTINTITICE (U
AJUTORUIL, OBSERVARTIL SATELITILOR AR
TIFICTATT AT PIMINTULUI?. POTSDAN, 2}
28 OCTOMDBRIE.

Prof. Gl Clig, conf. A0 Pl cercet. 1. Oproin,
Opredelenic nckotorih elententov orbiti sputnika
Kosmos-44 iz nublindenit, provedenih v programe

LInterobs”,

*
Prof. . 1", lowescu a tinut urmitoarelc
conferinfe in R.S. Cehoslovacd, mai 1966

—~ Reprezentarca diferentelor divizate prin
integrale definite (19 mai, Universitatea din Praga;.

— Resturile formulei de cuadratura o lui
Gauss ¢i P. Turdn (20 mai, Universitatea din
Brno}.
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Conf. €. Kalik a fost in U R.S.8., pentrn
documentare, intre 13 septembrie— 15 noiembrie.

Asist. 1. Purdea o fost la Universitatea din
Moscova, pentru specializare, intre 22 octombrie -
22 decembrie.

Asist. /. I Rus a fost trimis pentru specia-
lizare la Universitatea din TLund (Suedia), pe
timn de 8 Tuni (octombric 1966 inunie 1967).

Participari Lt manifestiri stijntitiee din tara.

SESTUNEA DI COMUNICARY STIHINTT-
FICE INCHINATL CELET DE A 454 ANITVER-
SARDL A P.CR., CLUJ 6 ML

(. Calugareanie, Asupra unor transformard in
spatii metrice.

LoV doiesen,  Aplicarea unor formule co
cubaturd la caleulul cu aproximatie datd a undi
integrale duble.

P. Mocanu, Asupra proprictitilor de con-
vexitate si ostelaritate o transformirilor conforme.

F. Radd, Despre o schemit generald de caleul
privind o clasi de problewmid de optim,

A DOUA SESIUNE ﬁ'l‘III\"l‘H“IC;X A TI-
NERETULUI BUCURESTI, 2022 MATL

I. Pop, Scurgerea mnestationard din  jurual
unud dise rotitor in prezenta unui ciimp magnetic.

1. Purdea. Generwdizarea produsului a doud
relatii binarc.

CIBERNETICA OR-
DIN CLUJ A 8.8

SIMPOZIONUL DE
GANIZAT DE FILIALA
LA TIMISOARA, MAL

E. Popovicin, Aplicatiile matematicii in -
dicing.

SESTUNEA  STHONTIFICA A INSTITI
TULUI PEDAGOGIC DE 3 ANT DIN ORADEA,
14 —185 MATL

4. Ney, Despre serii in spatii ordonate.

[. Maruseciae, Infrapolinoame si legatura lor
cu derivata unui polinom.

AL HI-LEA CONGRES INTERBALCANIC
AL MATEMATICIENILOR, BUCURESTI, 12
19 SEPTEMBRIE.

G. Calugdreanu, Sur les générateurs du groupe
A noeud.

1. Poporicin, Une formule de moyenne de
N. Cloranescu ¢t certaines géndéralisations de la
fornmle de Simpsou.

Gh. Chis, Aspecte ale inviitAmintului astro-
unomiei in liceu.

Gh. Pic, Sur la notion de complement dans
Tes réticules {lattices) distributifs.

C.o Nalile- P. Scildgyi, Despre problema lui
Dirichlet pentru sisteme tare ecliptice.

. Mocanu, Sur la gbéométrie de la repré-
setitation  conforme.

I Popovicin, Observations sur Uapproxima
tion des fonctions continues.
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F. Radé, B. Orbdn, Interprétation géomé-
trique de quelques propriétés extrémales et appli-
cation & I'¢tude de Verreur globale des nomogram-
mes A points alignés.

F. Rads, Le demi-anneau des endomorphis-
mes d’un semigroupe ct son application a la réso-
Iution d’un probléme d’ordennancement généra-
lis¢.

A Lurcw, T. Petrild, Sur les vibrations dans
les chifiteaux d’équilibre.

. Enghis, P. Sandovici, M. Tavinda, Sur
le groupe des mouvements des espaces Vuy qui
admet N champs de vecteurs isotopes paralléles.

M. Frenkel, Contributii la studiul unor poli-
noame minimizante.

/. Marugciac, Infrapolinomi i ckstremalnic
regenia ditferentialnih uravnenii.

I Gy, Maurer, I. Virdg, Sur le théoréme
de Cavlev concernant les groupes finis.

[. Gy. Maurer, M. Szildgyi, Sur quelques
topologies définies sur 'ensemble des applications
univoques 'un ensemble dans un groupe d'opé-
rateurs.

1. Munteanu, Sur la converyence quasi-uni-
forme.

A. Ney, Sur la rapidité de convergence de
quelques compléments concernant fa théoric clas-
sique des séries.

M. Rddulescit, Ob odnoi obobgeuii ponatie
integrali.

I:. Schechier, Convergence Uonsiderations for
a Second Order Method of Approximate Solution
of Parabolic Equations.

M. Tarina, Fspaces A,  sous-projectifs &
groupe maximum de mounvenents.

I. Kolumbdn, Despre o problemid de apro-
simatie optimala.

Gr. Moldovan, Asupra uaproximiirii functiilor
de doua variabile prin polinoamele lui Dernstein.

P Pavel, Asupra unci formule de cuadra-
turd de tip Turan.

I. Pop, Asupra stratului limiti nestationar
din apropierea unui disc rotitor.

M. Schechter, Relations de préordre.

SESIUNEA GENERALA STIINTIFICA A

ACADEMIET REPUBLICII SOCIALISTE RO-
MANIA (U OCAZIA CEXNTENARULUI ACA-

DEMIEIL BUCURESTI, 21--24 SEPTEMBRIE,
T. Poporviciu, Asupra unor probleme de¢ ana-
lizd numericd,
1. Popoviciu, Multimi de func{ii care an o
proprictate de interpolare.

CRONICA

COLOCVIUL [ MODELE ST METODE MA-
TEMATICE APLICABILE IN PRACTICY”, BRA:
SOV, 23—26 SEPTEMBRILE.

D, V. Toncscn, Metode matematice noi de
integrare a ecuatiilor diferentiale de tip Adams

F. Radé, O generalizare a problemelor e
ordonantare.

E. Schechier.
pentru integrarca numericd
parabolic.

Gh. Micula, O
cinci noduri cu uradul dde

Metode explicite si implicite
a ecuatiilor de i}

formuld de cevadraturi o
exactitate 3.

COLOCVIUL (APLICATII ALY TEORIE!D
FUNCTIILOR COMPLEXNE IN MECANICA ME
DIILOR CONTINUE", SINATA, 6-9 OCTOM
BRIE.

I. Pop, Asupra stratuluil Hmitd periodie tri
dimensional.

SEMINARUL | METODE MATEMATICE
IN ORGANIZAREA STIINTIFICA A PRODUC
TIEI”, BUCURESTI, 1417 NOIEMBRILE.

F. Rads, I.. Németi, Programarea in timg
a fabricatici.

Yizite.

FFacultatea de Matematicd-mecanica a {fost
vizitatd In anul 1966 de urmatorii oameni de
stiintd din strdindtate.

3 dunic
Conf. dr. Adudris Kisa {Budapesta).
G--& Quiiic
Cont. dr. Sdndor Gacesdlyt (Debreting.
Cont. dr. Lidii Ldnery (Budapesta).

1719 Gienie

Prof. I. . Jongelovici (Leningrad).
Dr. 1. V. Lavdeeski (Observatorul astrono

mic Pulkovo).
Dr. 170 M. Soboleir {Observatorul astronomic
Pulkovo).
14 octombrie
Prot. dr. losif KNleerzee (Pragay.
19 octombrie ;
Prof. dr. Akos
22226 decembrie
Prof. dr. M. Altmann (Varsovia).
Cere. dr. I. Plonka (Wroclaw).
Asist. S, Fajtlowic: (Wroclaw).

Csdszdr  {Budapestay,

Intreprinderea Poligrafica Cluj 462 1967
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