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ASUPRA GRUPULUI DF MISCARI AI, UNOR SPATII V,, CARE ADMIT
CIMI'URI DE VECTORI NULI PARALELI

de
. SANDOVICI, P. ENGHIS si M. TARINA

1. Din rezultatele Tui A. G. Walker [1] se stie ¢d spatiile 17, admit cel
mult N cimpuri de vectori paraleli nuli i, dacd acest maxim este atins, intr-un
sistenr convenabil de coordonate metrica lor se poate scrie sub forma:

dst = 2N L 2 AN g (0, L x¥)dat dat (1)

Aceastd clasd de spatii cuprinde si spatiile simetrice care au fost studiate de
citre P. A, Sirokov[2],A. 8. Fedenko!3, 4751 V. T. Vodnev [3], [6]

In lucrare prezentam citeva rezultate relative la grupul de miscdri al acestor
spatii, considerind cazul general al metricii (1), precum si citeva cazuri particulare
Pentru cazul spatiilor 17, gdsim pe Hugd spatinl cu grup maxim Gy indicat de
G.I. Krucikovici sl alte spatii cu acclasi ordin al grupului de migcdri.

2. Operatorii Af = 2%, [ ai grupulul de miscari al unui spatiu riemannian cu
tensor metric g, sc obtin integrind ccuatiile lui Killing

A
7]

gy g gy =0 (i)

In cazul metricii (1) aceste ecuaii devin
(N Nt g) 0y b dyapi =0 (2.1)
(N+2. 9 D50 A+ Dy p BV A Gy pl* = 0 (2.2)
p. 9 50,80y A QBN A Gag?p5  AENTP 4 2,587 =0 (2.3)

Din ecuatiile (2.1) rezultd:

§F e g () n N () ()
unde of = —or (4). Substituind (3) in ccuatia (2.2) avem
Do xS = Dyl 4 9y BN Saa®y = 0 (5)

Derivind (3) in raport cu V7 gisim:

VP! + Iy pn BN =0
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si alternind in raport cu indicii .V - p i N -+ 7 obfinem : 9,(¢f — o7) = 0 adicd:
of — Q) = constant. Tinind seama de (4) rezultd ¢f = C? (constante) deci:
Onsipnir s N72=0 si astfel

ENHE o Al gNtr + B (G)
unde A? si B? sint functii de !, ..., V.
In baza formulelor (3) si (6) ecuafiile (2.2) si (2.3) devin
Dg9? + Af - Cp gy = 0 (7.1)

(C7 xNFr 4+ ©*)0,8py + Lpay @ - Luglpe® +

B,APxN+r 4 0 B 4 0,495V + 3,Bt = 0 7.2)

Fcuatiile (7.2) fiind liniare in variabilele a¥*" si identic verificate, in raport cu
acestea avem:

Crd gy + 2,47 4 9,47 =0 (8.1)
Vol F Epaa?* A Gu?p9* + 9 BF 49,87 =0 (8.2)
Substituind in (8.1) valorile lui 4} din (7.1) avem:
CoDy8pr — C*0y¢,p — C*dpg,y — 20, = 0.
Am obtinut astfel relatiile:
Cylpg ol = — 9p9 9)

unde

II)QJ C‘(l = (aﬁgaq -+ aqg;@ - aagM)

1D |

sint simbolurile lui Christoffel de speta intii.
Conditiile de integrabilitate ale ecuatiilor (9) se scriu sub forma

Ryp €7 =0 (10)

unde R_,, sint simbolurile lui Riemann pentru metrica (1).

Pentru orice valoare datd indicelui r sistemul (10) admite numai solutia nuld dacd
rangul matricii @ || Rypy . R,y py Ryyyper oo Rypar]] este n—1.

Tn continuare ciutim solutii ale ecuatiilor lui Killing in cazul C = 0. Din (9)
rezultd 9,,¢" = 0 deci:

ro— g ab v
© agx’ -+ a
Din ecuatia (2.2) avem:
7 . P
Ag‘! = e aquf’ _ - {l{/
Fecuatiile (7.2) devin:

(@ + @), 8oy + Lpatly T ugp + 0B + 9,87 =0 (11)
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iar ccuatiile (3) si (6) se scriu:
EP w= Pyt 4 qP (12)
N+q . 79 N+P _§. q
ENHE = 49 gN¥P LB (12)
Astfel solutia corespunzitoare cazului considerat este de forma (12) unde func-
tiile B?satisfac ccuatiile (11).

O solutie particulard se obfine dacd luim & = a? = 0. Atunci functiile B?
satisfac ecuatia :

. .
,B? + 3,8 =0
s1 prin urmare avem:
IP . QP4 P __
BP = 3l'a? 4 P =0

unde B = — 8% (constante).
NNV T

24

Spatiul (1) admate deci grupul abelian cu ) parametri avind operatorii:

X g = Oy g X/vl - x’”?’{\”{q — 2%y, p (13)

3. Dintre spatiile (1) sd considerdm pe acelea pentru care componentele tenso-
rului metric g,, sint polinoame omogene de gradul al doilea

o .8
Ypa == Apgys¥'% (14)
Coeficientii a, = satisfac relatiile:
Apyrs = Qpss 5 Apgrs = Apgsr

Ne propunem determinarea grupului de migedri mentinindu-ne fn cazul ¢* = 0.
Tinfud seama de (14) eccuatiile (11) devin:

2(a' x4 @) Apyas ¥+ Apoyy Ay X85 F Qogys AR 4 9B — 2, BT = 0 (15)

O consecintd a acestor ecuatii este anularea derivatelor de ordinul 4,4, B =0,
deci solutia generald are forma:

» P p
BP = bya'x5xf + bata® - b, xf - bP (16)
. . .. P P oaes . PN . . ee s ..
coeficientii b,y, by, fiind simetrici in indicii inferiori.

Punind conditia ca ecuatiile (15) sd fie identic verificate de functiile (16), ob-
tinem relatiile

by B =0 (17.1)
a'q(lpqas ’{‘ bsf; + b(st == 0 (172)
S(bfsq + bzsp) JI‘ a?aﬁqm ‘%‘ CI?CIMW "']E" a: a[)ﬁus ‘{“ a; aw]rs - 0 (173)

Din relatiile (17.2) deducem :

bgs = — Aipsgla a* (18)
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unde am notat:

1
A psagx T > (am’1< ’%" aqmp - af)sly) (19)

. . .. . I . e . .. A
Simetria coeficientilor 4, in raport cu indicii inferior1, implicd pentru compa-

tibilitatea sistemuluni (I 7.3). relatiile
ary Ripy V- @l Ry 4 @/ Rypo + apRi =0 (20)

componentele nenule ale tensorului de curburd fiind :

1\,, ,‘ 1\)1-~;,: ot Ll!we yo ;13,”, 5 (21)

. . o NN - N b
Numirul relatiilor (20) independente este cel mult —> i Astfel
pentlu N = 3 sistemul (20) fu cazul general considerat admite numai selufia nuld
a, = 0. Atunci solutia (12) se scric
Zh o= gt N e A @ P DI D

Intrucit constantele a?, 11, b, (r << s) siut independente, rezultd cd spagial (1)
cu tensorul metric dat de formulele (14) posedd grupul de migcari cu operatori:

X, =09, — Z Ay p ¥ X0,
%

Y, 0y, (22)
N, = Ao — v,
avind structura:
(X, X,) == (X,Y,) (Y,Y) (YN, = (Y, N, 0 (23)
(X,N,.) = 8.Y, —8,Y,

S/mz‘iul (l) It zfc:zwml metrie (M) admile un grup de wmiscari cu cel putin
N

. Ny
= 2N - /)(mwul)z
9

9

. 1 . . N
4. Pentru cazul N == 2 relagiile (20) se reduc Ia oy - af = O g1 considerind

11 o . . . ’ S
constantele a), as, a7 independente, sp (\Lul e 17, respective posedad un grup de misedn

Gg definit de cei cinei operatori (22) si de operatorii:

Y= X — Xo = 3t — 220, — a30, +F ¥, -

1 SO (A ¥ At 24 g 20—

31 -
—2 .11,»2,/ S.VL’ } 1\1 A psi P xr Sg‘lip;,::; ,‘c').v/’x'}?{\- iy (24)
- e 1
}707 = X" — x'\wo’j‘\'}’. o ?S (’-{U'm]nx xP e

R RPN S S S 10 FVNNR LB Sl o) I SN
G % =, 5, T=1, 2,
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cuatiile de structurd ale grupului se obtin adaogind la (23) relatiile

(YY) = =Y,

(XpYpy) = 30X,
(Y0 = 8 Y,

PR P
(V.,X,) = X,
. AT SRR

Eyr
— 8,

(Y, Y1)

(X, Y1) = X, — X,

(X, V) =— 8, — 8N, - A, + 38X,
( — 3 Yp‘ — s;,y,,j 43,

S poq k11,2

Spatiile Vy cu metrica
(%) x"x° (26

ds? = 2dxtdx® - 2d3dx - Tagg, (dV)? A 2ay,, dxtda® - oa,,

posedd grupul Gg general de operatorii (22), (24) cu structura (23), (25)
Printre spatiile (26) se afld si spatiul mengionat de G. 1. Krucikovic
7, cu metrica :

(27)

ds? == 2dxtdx® 4 2dx®dnt - (xY)*{dx2)?

Spatiul (27) se obfine efectuind asupra metricii (26) transformarea datda de for-

mulele !
Xt — Wl 4%

R S A L s "

cuatiile (20) pot fi verificate pentru anumite spatii particulare (1)—(14)

o B
fard a impune condifii asupra constantelor ;. Vom scrie ecuatiile (20) sub forma
8 R [ 8 o OQ
(8 Igthsx "1“ 85 [\)z/»xr ’1 8t ]\)apsr ’%“ S;bletocsr)aﬁ - 0 (Zb}

Aceste relatii vor fi verificate pentru orice valori ale lui a dacd avem
8 8 8 —
8r Rtpsac -+ BERIPGV + St R«[)sr -+ SpRt“s' =0

ceea ce implicd faptul cd spafiul este euclidian. Dacd insd impunem alte condifii
lui a,, se pot gdsi spatii care adnit un grup de miscari de ordin mai mare decit ¢.
Astfel, dacd presupunem antisimetria coustantelor ag, deci ag -+ al == 0 relatiile
(28) vor fi identic verificate in raport cu az daci avem

8 Ripsx + 8 Ripy 4+ 8 Ropyy + 8hRiy —
p + \tp “f‘ t b pANgo (29)

— 3% Rypey — 8% Rippy — 5 Rypey — SiRiger.
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Spatitle (1) — (14), al caror tensor de curburd verificd identic velagiile (29), po-
sedd un grup de miscdri cu cel pupin g, = 2N -+ N(N — 1) = N2 - N parametri.
Un exemplu de spatin de acest fel este spatiul V,, cu metrica

N
dst = 2 D dxtdxVie 4 30 Baratdatdat L D0 [y 4 3 (e — ) ](x?)2(dx%)?  (30)
p=1

bg P
unde «, B, si y sint constante.

Intrat tn vedactie la 16 februarie 1966
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O TPYIIIE ABUXEHHNM HEKOTOPbBIX [TPOCTPAHCTB V,y, JOINYCKAIOLIKX
IOJId MAPATIJIEJIBHBIX HVYJIEBBIX BEKTOPOB

(Peszwme)

B paGore uayuwaercs rpvnna ApHmKeniii nmpoctpauncts Vyy ¢ merpiikoil (1). IToxaseipaercsa, uro
NN+ 1)
3TH TIPOCTPAHCTBa 06243101 abeeBoil Ipy Hioii o7 HapaNerpami, onpelicicHHOl onepatopait

(13). B cayuae, econ cocrasasmome METplUeCKOro teuzopa Aauul opmynaamn (14), noxaswisaercs,
NNV — 1)

4TO NMPOCTPAHCTBO AOMYCKAeT Fpyiny ABiKenuil, oGiagaoumyio no kpaiiueil Mepe p = 2N -+ s

napaMerpamH, uMmess onepatopnl (22) u vpasBHeHHS CTPYKTYpH (23).

Jna npocrpaucTs V, HaXodum Kpose npocTpanctsa (27) ¢ MakcnMadibHoll rpynnoft Gg, yKasau-
voii KpyuxoBiuuem, u npocrpancrsa (26) ¢ Tem e mopsigkoMm rpynnsl Isuxenufi. Ilpoctpancraa
(1) — (I4), Tensop xpuBH3HBI KOTOPHIX MJAEHTHUYHO YAOBJeTBOpsicT oTHouwenusMm (29), noxkaskBaor,
uTO OH¥ OGJaNaloT rpynnoit ABHKexuil, uMcioweld no kpafineil mepe p; = N3-FN napamerpos. [lpu-
MepoM fABJAETCS NPOCTPAaHCTBO ¢ MeTpukoil (30).
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SUR LE GROUPE DE MOUVEMENTS D'ESPACLES T,y ADMITTANT DES CHAMPS DE VEC-
TEURS NULS PARALLELES
(Résumé)

Les auteurs étudient le groupe de mouvements des espaces V,yy de métrique (1). Ils montrent
, S E A ,
que ces espaces possedent un groupe abélien & ———— paramétres, engendré par les opérateurs (13).
2

Pour le cas out les composantes du tenseur métrique sont données par les formules (14), ils montrent
N(N — 1)
que l'espace admet un groupe de mouvements d’au moins p = 2N - B paramétres, ayant les
2

opératoires (22) et les équations de structure (23).

Pour les espaces ¥, nous trouvons aussi, outre 'espace {27) 4 groupe maximum G, indiqué par
Kroutchkovitsch, les espaces (26) avec le méme ordre du groupe de mouvements. Les espaces
(1) — (14) dont le tenseur de courbure vérifie identiquement les relations (29) possédent, ainsi qu’on
le démontre, un groupe de mouvements d’au mwoins p; = N2 4 N parameétres. Un exemple en est
l'espace de métrique (30).






DESPRE TRANSFORMAREA PROIECTIVA A NOMOGRAMEI CU
SCARI RECTILINII

de
B. ORBAN, V. GROZE, GIH. COMAN

I. Se consideri o nomogrami N, cu puncte aliniate, formatd din trei sciri
rectilinii situate pe segmentele 4, B,, /=1, 2 3. Putem presupune cd punctele
A, aparfin unei drepte d;, iar punctele B, unei drepte d, si cd d;{|d, (fig. 1).

Alegind un reper cartezian ortogonal XOY avind ca axa absciselor dreapta
dy, vom nota cu (¢ = 1, 2, 3) abscisele punctelor 4, cu 4 distanta dintre drep-
tele dy, d, si fie n; = cotg «;, unde o, = < v4, B, - M (v, v,) fiind un punct curent
al segmentului 4; B, avem relatia:

vp=ny;+a, 0y, <b (1)

Scirile nomogramei vor fi definite prin ecuatiile
s, =AM = V(v —a) = v Vbt =V 4 alf(z), i=123 (2)

unde 2 <<z <7z, f,(z]) =0, f(zi') = b. Putem presupune ca f/(z;) >0 daca

- X
Ly SR 0%,

Se stie ci eroarea generalizati a nomogramei N, fntr-un punct M al ei de

h
cotd 2z este evaluatd de expresia: Az ~ E(M) = o unde h este o con-
Ly
! (1
s0) s
dz, G )
stantd numitd eroarea geometricd iar (2) o func- % B
tie datd (dacd ¢(z) == 1 g@sim eroarea absoluta,
iar dacil §(z) = z eroarea relativd). Froarea ge-
neralizatd a nomogramei N, este dati de for-
mula : T
i
E = max max L (3)
im=1. 9.3 g YA
i=1,2,3; zi<zi<4i i,'l( ) A‘

dz; Fig. 1.
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Fiste cunoscut ci orice nomograma cu puncte aliniate poate fi supusi la trans-
formari proiectiv Problema transformirii proiective a unei sciri rectilinii in
scopul micsordrii erorii el a fost studiata de M. V. Pentkovski [17]si rezol-
vati de F. Rado (21, [3]. In aceastid lucrare se studiazd problema, micsoririi

erorii £ a unei intregi nomograme cu trei sciri rectilinii prin transformiri proiective.

Presupunem ca scirile nomogramei Ny sint astfel situate incit intreaga nomo-
gramil este continutd in interiorul dreptunghiului A;4,0,0,, unde virfurile D,
D, apartin dreptei d,. Pentru ca transformirile proiective folosite sd nu scoata
nomograma din dreptunghiul A,4,D,D;, dar in acelasi timp Ilungimile scirilor
si fie c¢it mai mari posibile, trebuie sd presupunem cd punctele extremale 4, si
A, ramin fixe i cd dreapta d, care contine extermitdtile B; sa fie invariantd fata
de transformirile proiective folosite.

Dar o coliniatie intre punctele unui plan care admite pe 4, si A; ca puncte
unite iar pe d, ca dreaptd unitd, poate sa fie numai o omologie Q cu axa d4;, avind
centrul O* pe dreapta d,. Aceastda afirmafie rezultd imediat din faptul ca, daci
coliniatia n-ar fi o omologie, dreapta unitd d,, care nu trece prin punctul unit
A,, adici este asociatd lui, ar trebui si treaci prin celelalte puncte unite, 'deci
si prin A,, ceea ce contrazice ipoteza noastrd cd d,||d,.

Tie a si b coordonatele centrului O* al omologiei, M si M’ doud puncte cores-
poudente, M* punctul in care dreapta MM’ taie axa d; $i k= (O*M*MM’)
caracteristica omologiei. Fiindcd regiunea planului dintre dreptele paralele d,
si d, trebuie si se transforme in ea insisi, rezultd k2 > 0. Familia ) de omologi
cu centrul variabil pe d,, avind ca axd d; si de caracteristicd variabila %4 >0
depinde de doi parametrii ¢ si & §1i formeazd un grup.

Notind cu x, v respectiv cu &', ¥’ coordonatele punctelor M si A" cores-
pondente intr-o omologie din familia ) |, au loc urmitoarele relatii

o e b etk — Dy

(h— 1y +

4)
Yo Y
TSP

Transformind nomograma N, datd de ecuatiile (1) si (2) prin omologiile fami-
liei ), gasim o familie de nomograme N(a, k) determinate de ecuafiile:

= A,M = V(x — )+y”~;ﬁw~«VW¢+a—aMk—DP+NW

yo=fiz) A<z <z =123 (5)

Is

Eroarea unei nomograme din familia N(a, %) conform formulei (3) este

h
E’ = max max  e———e

=128 o <5 <2t 350
. §<E <y z)&l) )
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O nomogrami N(a;, #) din familia N(a, /) o vom numi relativ optimi,
dacd eroarea ei este mai micd decit eroarea nomogramelor vecine N{a, 4 Aa, k;
4 AZ%), unde Aa si Ak sint numere arbitrare suficient de mici. In lucrarea de
fatd stabilim o condifie necesard si suficienti pentru ca o nomogramd din familia
Nia, k) sa fie relativ optimai.

Fiindcd familia Z de omologi formeazd un grup, orice nomograma din N(a, k)
o putem considera ca nomogrami initiala. Ne putem limita deci, la aflarea condi-
tiei pentru ca nomograma datd N, si fie relativ optimi. Nomogramele din N(a, &)
tind cdtre aceastd nomogramid cind £ — 1. Deci nomograma inifiald este relativ
optimd, daci toate omologiile Q(a, #=1-¢) sau cele Q(a, k= 1—¢) din ),
unde ¢ >0 si ¢ < g transformd nomograma N, intr-o nomogrami avind eroarea
mai mare, daci ¢, este suficient de mic. In cazul cind nomograma N, nu indep-
lineste conditia de optim, lucrarea indicad o metodd de micsorare a erorii printr-o
omologie din

Pentru a putea rezolva problema propusi, trebuie si punem in evidenti citeva
proprietdfi ale omologiilor din

2. Fie P(x,;,y;) un punct al segmentului A B, si s;,=4,P,=y, \/TW.
Printr-o omologie Q din ) datd prin relatiile (4), segmentul A, B, se transformi
in segmentul A, B/, punctul P, intr-un punct P!(x’, y’) al acestui seg-

ment si avem, dupd cum am vizat la (5), relatia s = A4,

VI + (@ —a) (F— D + 0 =
Omologia Qa,%) din Y, o vom numi dilatantd in punctul M(x,, v, daci

] t

in acest punct —Z—SL >1, si contractantd dacd avem 1 * < 1. Punctul in care c:s” =1
Ly ds; ds;

il numim punct neutru al omologiei Q(a, £). Din aceastd definifie rezultd, ci daci

omologia € este dilatantd, respectiv contractanti in M, atunci vecinititile sufi-

cient de mici ale lui M se vor dilata respectiv se vor contracta prin Q. Punctul

neutru are proprietatea ci existd vecindtifi oricit de mici ale lui care 1si pistreazad

lungimile. Facind calculele gdsim :

My
bt (k= 1)y

ds! _ dst  dy, B b \/[bm F (8 —a) (k= 1)]% + b2 k2 ©)
« - 2
ds; dy, ds; [b+ (2—-1)y,; 1+ »;
. ds'i .. R A -
de unde se vede cd — variazd monoton, cind v, descrie segmentul [0, b]. Cal-
3
. ds} .
culind valoarea »' pentru care o = 1, obtfinem
S
4 7[‘[)——
Hy
\/[,2 st
*
O )

Din formulale (6) si (7) rezultd direct.

2 — Mathematica-Physica 1/1967
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Proprielatea 7. Punctul N, al segmentului A, 5, de ordonatd 1* este punctul
neutru al omologici Q(a, k). Punctul N, imparte acest segment in doud pirgi:
partea inferioard A; N, si cea superioara N, B, Dacd % > 1 atunci omologia
este dilatantd pe segmentul inferior si contractanti pe segmentul superior,

iar dacd A << 1 avem situatia contrard.
Pozitia Hmitd a punctului neutru, daci omo-

¢ " logia Q(a, k) tinde catre transformarea identici,
Ay o gdsim caleulind lim y*
k1
o Printr-un calcul direct se gédseste ci:
: 4
: w o — ajm; + b;
. Yi = lim yi T (8)
M k31 2((1 e 77’,‘)
d.
Ai Punctul 3/, de ordonatd Y, al segmentului
Fig. 2. A.B, depinde numai de pozitia centrului 0* al
> 3 1] ’

omologiel Q de pe dreapta d,.

Printr-un calcul direct se poate arata cd punctul M, este proiectia ortogonala
a mijlocului C, al segmentului O] A, pe dreapta A,B, (fig. 2). Invers, fiecirui
punct M, al segmentului 4,8, il putem atasa un punct O} (a, b) al dreptei d,,
astfel ca M, sa fie pozitia limitda a punctului neutru al omologiei Q(07, k)
pentru & — 1, cu ajutorul urmatoarei constructii: Fie (d) dreapta egal departata
de dreptele d, si d,. Perpendiculara dusd in M, pe 4,5, intersecteaza dreapta (d)

R K . . N o *
in punctul C;, iar dreapta A,(C; taie dreapta 4, in punctul cdutat O;. Punctele
. * . N . . .
M, si O, corespondente reciproc in constructia de mai sus le vom numi puncte
asociate.
. . . * - A . . .
Propietatea 2. Dacad punctul O; se deplaseazi pe dreapta d, in direcfia pozi-
tiva a axei Ox, atunci punctul M, asociat lui 0%, se deplaseazd de la A, la B;
dacd panta segmentului A,B; este pozitiva, si in directie opusd, dacd aceastd
pantd este negativa.

Demonstratia acestei proprietifi se bazeazd pe formula (8) din care se vede

ci ordonata Y, a punctului M, creste o datd cu a cind #n, = cotg v A, B >0 i
descreste cind #n; < 0.

Proprietatea 3. Daci segmentul A,B, este perpendicular pe dreapta d,, atunci
orice punct propriu O* al dreptei d, are ca asociat pe A B, chiar mijlocul acestei
segment. Un punct M, al segmentului perpendicular 4,B, nu are punct asociat
pe dreapta d,.

Demonstratie. Dacd A4,B; | d, atunci n = 0 gi proprietatea rezultid
imediat din formula (8).

Se considera acum mai multe segmente A4,B;, /=1, 2, ... n (distincte saun
confundate) cu extremitatile pe d; si d, si pe fiecare din ele cite un punct P,
Fie O; punctele asociate acestor puncte de pe dreapta d, (punctele situate pe
segmentele perpendiculare pe d; nu vor avea puncte asociate). Douid puncte aso-
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. * * . A 5 .
ciate 0;, O, ale punctelor P;, P, apartinind segmentelor 4B, 4,5, le vom numi
de aceeasi spefd dacd pantele segmentelor 4;B;, 4,B, au acclagi semn, si de
speta defirita, dacd aceste pante sint de semue contrare, Vom demoustra,

TEOREMA 1. O condifie suficientd pentru ca sd wnu existe omologii in familia
D de caracteristicd oricit de apropiatd de 1, si dilelante in toale punclele I, de pe seg-
mentul A B, i =1,2, ..., n, este ca printre punclele asociate punctelor P, de
pe A B sd existe unul cuprins intre alte doud de spefe diferite cu el.

Conditia este si mecesard dacd: a) printre punctele asociate nu existd doid
de spetd diferitd si confundate; b) Printre segmentele AB, nu cxistd un segment
perpendicular pe d, pentru cave punctul P; sd fie mijlocul lui.

Demonstratie. Mai intii ardtdm suficienta conditiei, demonstrind ca

in acest caz omologiile din 2 avind caracteristica £ =14 ¢ unde ¢ >0 f{iind
suficient de mic, sint contractante cel putin intr-unul din punctele P ale seg-
mentelor 4 .B;.

Conditia poate si fie satisficutd numai dacad existd cel putin 3 puncte P,
P,, P; pe segmentele A,B,, A4,B,, A,B, perpendiculare pe 4, si care si nu aibd
pante de acelasi semn. Presupunem cd panta segmentului A;B; este pozitiva, iar
cele ale segmentelor A,B, A,B, sint negative. Fie Of, 0., O; punctele asociate
punctelor P,, P,, P; pe dreapta d,. Conform definitiei, trebuie sa avem una dintre
ordondrile 0,, O, 0; sau 0;, OI‘, 0:. Pentru fixarea ideilor presupunem ordo-

* * * .
narea O,, O; Os (fig. 3).

Vom ardta cd, in acest caz, oriunde alegem pe dreapta d, curentul O* al omo-
logiilor din ), avind caracteristica k = 1 + ¢, ¢ < g Q wva fi contractantd in cel
putin unul din punctele P, de pe segmentele 4,B, ¢=1, 2, 3, daca ¢, este
suficient de mic,

Fie de exemplu O* pe dreapta d, la stinga punctului 05 si construim punctele
M, asociate lui O* de pe segmentele 4,B;, 7 = 1, 2, 3. Conform proprietafii 2,
pe segmentele A,B,, A4,B,, A;B; vom avea ordonirile A,, M,, P, A,, P,, M,,
As, Py, M,

Punctele neutre ale omologiilor o
Qa, k=1 ¢) unde ¢ < ¢,; conform
definifiei sint In vecinidtitile oricit de
mici ale punctelor M, 7 = 1, 2, 3. Deci
dacd luam ¢, suficient de mic, vom
avea ordondrile 4,, N,, P,, A,, P,, N,,
Ay, Py, N;. Dar atunci, conform pro-
prietdfii 1 omologiile Q(a, & = 1 -+ )
vor fi dilatante in¥punctele P, si P, si
contractante in punctul P,. Omologiile
Qa, k= 1-—¢) vor fi dilatante in
punctul P, si contractante in punctele
P, P,

La fel rationim cind O* este intre punctele Oy, Of sau intre O), 03, sau la dreapta
punctului O3. In fiecare caz gisim cd omologiile Q (a, £ == 1 <), ¢ << g sint dila-

tante cel putfin intr-unul din punctele P,, P,, P, dacid ¢, este suficient de mic.

Fig. 3.
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fn cazul cind O* == 0;, conform proprietatii 2, avem ordonidrile A, M,, P,
respectiv A,, Py, M, deci si ordon&ril(z Ay, Ny, Py As Py, N, Atunci, conform
proprietidtii 1, omologiile Q (a k=114 ¢), e < g vor fi contmctante sau in I’ sau
in Py La fel se aratd ca dacd 0* == Od, omologiile de mai sus sint contractante sau
in P, sau in P,

in sfirsit, dacii O* Of, din proprietatea 2, si din ipoteza ca 07 este intre 03,
05 si cd pantele segmentelor 4,B,, A,B, sint de acelast semn, rezultdi ordondrile :
A, M, Py, As, Py, M, Dar atunci vom avea si ordondrile: A, N,, P,; A, Py,
N,, si astfel, conform proprietdtii 1, omologiile Q(a, k= 1--¢), ¢ << g vor {i
coutractante intr-unul din punctele P, .

Deci am demonstrat suficienta conditiei enuntate Ia teorema 1.

Vom aridta acum necesitatea condifiei, adicd dacd conditia nu este indeplinita
si au loc restrictiile impuse In enuntul teoremei 1, atunci existd omologiile Q(a, & =
= 1-+¢), € < g dilatante In toate punctele P, de pe segmentele 4,5, i = 1,
2, ... n. Deosebim urmitoarele cazuri:

I Presupunem ci avem numai un singur punct P; pe segmentul 4,5, si in
cazul in care 4,B; | 4i, P; nu este mijlocul segmentului 4,5,.

Fie O] punctul asociat punc tului P, pe dreapta d,. Alegem centrul O al omolo-
giei arbitrar pe d,, astfel ca 0" = 0] si notam cu M, asociatul lui O* pe segmentul
A, B,. Atunci sau avem ordonarea A,, P, M, sau A4,, M,, P,. Conform proprie-
taplor 1 si 2 in primul caz omologiile Q (0%, 2 =14 ¢), ¢ < g, vor fi dilatante
in punctul P,, iar in cazul al doilea omologiile SZ (0%, k=1—c¢), e <<g dacd g
este suficient de mic.

II. Dacd ¢ = 2, adici dacd avem doud puncte P, si P, pe segmentele 4,5,
A,B,, distincte sau confundate, deosebim douid cazuri:

a) cind pantele segmentelor A,B; sint de acelasi semn, sau cind unul sau
amindoud sint perpendiculare pe 4; (in ultimul caz P, respectiv P, nu este mij-
locul segmentului 4,B, respectiv a lui A4,B,).

b) Cind 4,5,, 4,5, au pante de semne diferite. Fie 01, O;, punctele asociate
punctelor P, si P, de pe dreapta d,.

In ca/,ul a) vom qlegc centrul ()* al omologiei de pe dreapta d, arbitrar, da
exterior segmentului 0{05 si fie M, M, asociatele lui O* pe A131 si pe A,B,
Atunci conform proprietdtii 2., vom avea sau ordondrile 4,, P, M,; A,, P, M,
sau ordonirile 4,, M, P, A, M, P, In primul caz, conform ]>1opr1etdjc11 1
omologiile Q (0*, & = 1 -+ e)k ¢ << g, vor fi dilatante In punctele P, si P, ia
in al doilea caz omologiile Q(0*, k=1 — ¢), ¢ < g, daca g, este suficienf de mic

In cazul b) conform ipotezei teoremei 1, 07 si OF nu pot fi confundate. Vo
alege centrul 0* al omologiei intre punctele Or, O) si si notam cu M,, M, punctele
asociate lui O* pe A,B, ¢i pe A,B,. Atunci conform proprietdtii 2 vom aVea sat
ordondrile A,, P, Ml, A, P, 1112 sau ordonarile Ay, M, P;; 4., M, P, It
primul caz, conform proprietdtit 1, omologiile Q (0%, £ =1 + ), e << g vor f
dilatante si in P, si in P,, iar al doilea caz omologiile Q (0%, k=1 —¢), c <<¢
dacid g, este suficient de mic.

ITI. Dacd ¢ = 3, adicd avem trei puncte P,, P, P, pe segmentele A,D,
A,B,, AyB,, distincte sau confundate vom deosebi urmditoarele cazuri: a) Cinc
pantele segmentelor 4; B, =1 1,2, 3 siut de acelasi semn, sau cind unele dintr
ele sau chiar toate sint perpendlculare pe 4, (in acest caz insd A, P; = P;B))
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b) Cind numai doud segmente au pantele de acelasi semn. Fie Of, 0;, 05 punctele
asociate punctelor P,, P, P; pe dreapta d,.

In cazul a) vom alege centrul O* al omologlm pe dreapta d,, astfel ca punctele
0;, 05, 05 si fie de aceeasi parte a punctului O*.

Notind cu M,;, M,, M, punctele asociate ale lui O* pe Seqmentde AB,, A,B,,
A,B,, conform proprietitii 2, vom avea sau ordouqrﬂe Ay, Py, My Ao, P, M,;
Ay, Py, M, sau ordondrile Ay, M,, Py; A, M, P,; A;, M, P, In primul caz,
conform proprietdtii 1, omologiile Q (0%, £ =1 -~ s), ¢ << g, vor fi dilatante in
toate trei punctele P;, P,, P, iar in cazul al doilea omologiile Q (0%, k=1 — g),
¢ < g, vor avea aceastd proprietate daca g, este suficient de mic.

in cazul b) presupunem pentru fixarca ideilor ¢i pantele segmentelor A,B,,
A4B, sint de acelasi semn, iar panta lui A, B, este de semn contrar. “Atunci Lonform
ipotezei teremei 1, O; = Of, 0] == Oy si fiinded am presupus cid conditia teoremei
1 nu este indeplinita, O trebuie si fie exterior segmentului 05 O (fig. 4). Alegem
centrul O* al omologiei pe dreapta d, exterior segmentului 0, Oy, dar interior segmen-
telor O O, 01 Os. Tie M,, M,, M, punctele asociate lui 0* pe AB,, A,B, A,B,.
Conform proprietatii 2., vom avea sau ordondrile A,, P,, M,; A, P, M,; A3,
P,, M, sau ordonarile A,, M,, P; A, Jf[‘_., Py; Ay, M, P, In primul caz, con-
form proprietdtii 1, omolognle Q(() , =1+ ¢g), ¢ < ¢ vor fi dilatante in toate
trei puncte P, P,, P, iar in cazul al doilea omologiile Q (0%, £ =1 —¢), ¢ < g,
vor avea aceastd proprietate, dacd ¢, este suficient de mic.

IV. Dacd 7 >3, vom deosebi cazul a) cind pantele tuturor segmentelor 4, B;
1=1,2, ... n, sint de acelasi semn, sau unele dintre ele sint perpendiculare pe
d, si cazul b) cind existd segmente cu paute de semne opuse. Fie OT, O;, O
pund;ele asociate punctelor P,, P,, . P, pe dreapta d,.

In cazul a) alegcm centrul 0* al <>mologlel pe dreapta d, astfel ca toate punc-

tele Of, 02, ... Oy si fie de acee asi 1>a1te a pullctuhu O* si rationind ca in cazul

I1I, gasim cd sau omologiile Q (0*, = 1 - g), £ <C g, sau cele Q (0%, k 1 —

— g), ¢ < gy vor fi dilatante in toate punctele P, de pe segmentele 4.8, ¢ =1, 2,
. n, dacd g, este suficient de mic.

i

In cazul b) punctele 0} 1=1,2,
vor fi de spete diferite. Dar intrucit
presupunem cd condifia teoremei 1 nu
este indeplinitd, rezultd cd nici un punct
de prima spefda nu poate si fie situat
intre doud puncte de spetd 2 sau invers,
precum si cd doud puncte de spete dife-
rite nu pot fi confundate. Conform celor
spuse, daci punctele O; le numerotim
in ordinea cresterii absciselor lor, punc-
tele 07, O;, . O; vor fi de o spetd iar Pig. 4.
punctele OJ 2, O: vor fi de cealalta
spetd. Alegem centrul O* al omologiei pe dre%p‘m d, intre punctele O, Oy, sl
rationdm ca si in cazul III. b). Vom gisi cd sau omologiile familiei Q (0%, k =
=14:2)e<¢g, sau cele ale familiei Q(0*, k=1—¢), ¢ <¢, vor fi dilatante in toate
punctele P; de pe segmentele 4B, i=1,2, ..., 1, dacd g, este suficient de mic.
Astfel teorema 1 este complect demonstrata.

o AN PO - U YO o
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Obscrvatic. In cazul in care doud puncte asociate de spete diferite sint confun-
date, sau dacd exista un segment A,B,; perpendicular pe dreapta d; $i punctul P,
este chiar mijlocul lui, atunci stabilirea existentei unei familii de omologii € (0%,
k=14 ¢ =z < g dilatante In punctele P, pe 4B, =1/= 1,2, ... #n, necesitd
studiul ordondrii punctelor .4, A4, N, pe segmentul 4,5, Fiindca acest caz par-
ticular nu are mare importanta in aplicarea practicd a teoremei 1, la transformarea
nomogramelor, nu vom face acest studiu in aceastd lucrare.

3. Cu ajutorul teoremei 1, vom rezolva problema propusi in prima parte a
Tuerdrii.

Counsiderind nomogramda N, datd de ecuafiile (1) si (2), vomn numi puncte de
eroare maximéd a nomogramei accle puncte P, 7 = 1,2, ... 5, situate pe una din
scarile 4,B;, j=1,2,3, in care eroarea punctuald este egald cu eroarea nomog-
ramei definitd prin formula 3. 83 notam cu 07 / = 1,2, ... n, punctele dg pe dreapta
d, asociate punctelor 7, == 1,2, ... xn, de pe segmentele o By=1=21 23 care
pot fi de aceeasi spetd sau de spete diferite conform definijmel date.

TEOREMA 2. O conditie suficientd pentri ca nomograma Ny s(ljw relativ optimd
esle ca inlve punctele asociate O ale punctelor de eroare maximd sd existe unul cup-
rins intre doud puncte de spete diferite cu primul.

Conditia este st necesard : a) dacd printre punciele asociate nu existd doud de spete
diferite confundate, by dacd una dintve scarile 4 B este pevpendiculard pe dy, atunci
punctul de eroare maximd sd nu fle mijlocul scdrii.

Demonstratie Dacid (‘()lldltla teoremel 2 este indeplinitd, atunci conform
teorenei 1 toate omologiile Q (0%, & = 14 2), ¢ < g, sint contractante cel putin
intr-unul din punctele dc eroare maximéd P,;, dacd g, este suficient de mic. Dar
atunci, conform definitiei erori, si a omologiei contractante rezultd cd orice
nomogrami transformata a nomogramei N, prin omolopiile Q (0%, k =1+ 2), e > ¢,
au crori mai mari decit eroarea lui N, dacd ¢, este suficient de mic. Decl N, este
relativ optimd, ¢i conditia este suficientd.

Dacd conditia teoremei 2 nu este indeplinitd, din teorema 1 rezultd cid se poate
qm pe 4, un punct 0*, astfel Incit omologiile Q (0%, & =1 -4 ¢) sau Q (0*k =

=1 —2), ¢ < g, si fie dilatante.

Presupunem cd omologiile primei familii sint dilatante in punctele de eroare
maximd. Deci in transformatele acestor puncte erorile nomogramelor transformate
vor fi mai mici decit eroarea E a nomogramei initiale. Presupunem ci eroarea
£’ a unei nomograme transformate N’ = Q(N,) este atinsd de punctul Q'. Fie Q =
= Q~YQ"), unde Q nu poate si fie un punct de eroare maxima, deci E(Q) < E.

Alegem un sir de numere ¢, &, &, ... tinzind citre 0, ¢, < ¢, Atunci nomogra-
mele transformate N;, N,, N, ... prin omologiile Q(0O*, k=1 + g), Q0 k=
= 1+ ¢), ... vor tinde citre nomograma N,,. Folosind faptul cd omologia este

o transformare continud, se poate arita usor, ci eroarea nomogramei N’ in punctul
Q" tinde uniform gam E(Q). Deci E'(Q’) — E(Q) < 8. Daca ¢ este suficient de
mic. Alegind 3 == F — E(Q) > 0 gisim ca E'(Q’ ) << I£. Astfel eroarea oricdrei nomo-
grame tmnsformate prin omologiile Q(0*, &k = 1 + ¢), ¢ < ¢, este mai micd decit
cea a nomogramei N, deci N, nu este relativ optima

Astfel teorema 2 este demonstrati.

4. In sfirsit vom face citeva observatii despre utilizarea practici a teoremei

2 pentru micgorarea erorii unei nomograme cu trei scari rectilinii.
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Tiind datd o unomogrami N,, stabilim punctele de eroarec maximi ale ei si
construim punctele asociate ale acestor puicte pe dreapta 4,. Dupid pozitiile aces-
tor puncte putem vedea dacid N, este sau nu relativ optimid. Dacad nu este, sintem
intr-unul dintre cazurile I, II a), b), III a) b), IV a) b) de la punctul 2. Ale-
gind centrul O* al omologiei conform indicatiilor date in cazurile de mai sus si trans-
formind nomograma printr-o omologie cu centrul in 0% avind ca axd dreapta d,
si caracteristica k2 egald cu 1 4 zsau 1 — ¢ unde ¢ >0 este mic, nomograma trans-
formati va avea eroarea mai micd decit N,.

Un avantaj practic al acestei metode il reprezinta faptul cid transformata nomo-
gramei N, prin omologiile indicate se poate construi foarte usor (proiectind grada-
tiile scdrilor din centrul omologiei pe scirile transformate).

Intrat in vedaclic la 1 noicibric 1966
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O MPOEKTHUBHOM TPEOBPA3OBAHWY HOMOTPAMMBL C TIPSMOTMHEMHLIMU [UKAJIAMU

(Pesonme)

B p;i(’)()'re 13y4aercst nMpoexkTHBHOe I![)(",()6]){1'%()15(’1[{[{0 O HOI HOMOPPAMMBL C BEIDABHEHHBINY TOUKaMIT,
Hueouei TpH II})SII\I()JIHHGﬁHblt‘ HIKAJALL TTOCPEIACTBOM BCeX KOJAMHHed T HJOCKOCTH, C()X}!‘(H'IH}OI[Leﬁ BHYTpeH-
HIOID HACTbh IPAMOYIOJAbHHKA, B ]\'f)l‘()p(lf"! COJAePKHTCH HOMOUPAMMA, ¢ HEILIO YMEHBUICHH S eé OIUHOKH.

ITo nO3HUHAM TOUEK MAKCHMAIbNON OHIHGKT HOMOPPpaMMbl (TQX TOUEK, B KOTOPBIX olinbKa HOMOTpaNz\ibl
Joctiraer Mammlyma) YCTAaHanBaeTes HEOOXOAHMOe M JOCTATOUHOL vejoslie g Toro, yTOOLI OMIHOKA
DHCC,\IH'I'DHBHGMUI"I HOMOTUPAMMBI Obi1a MIHHMAILHON 110 OTHOLEHHIO K ]1}3906])83082]][]{&1\[ HOMOTpPaMMaM.

B Pa()OTe YKa3biBaercsl i H]\HKTI[‘[QCKIU&{ METOL AT YMOHBLUICHI S owndKU HOMOFPDaMMBI.

SUR LA TRANSFORMATION PROJECTIVE DU NOMOGRAMME A LCHELLYE RECTILIGNE

(Résum¢g)

On étudie la transformation projective d’un momogramme a points alignés ayant trois échelles
rectilignes, par toutes les co-liniations du plan conservant Vintérieur d’'un rectangle ou le nomogramme
est compris — afin de réduire son erreur.

Selon la position des points d’erreur maxima du nomogramne, notamment des points ot Uerreur
du nomogramine atteint son maximum, on établit une condition nécessaire et suffisante pour que
U'erreur du nomogramme considéré  soit minime par rapport a des nomogrammes transformds.

On indique aussi un procédé pratique pour la réduction de lerreur du nomogramme.






DESPRE TRANSFORMAREA PROIECTIVA A UNEI NOMOGRAME
CU DOUA SCARI PE O PARABOLA SI UNA RECTILINIE

de
B. ORBAN si A. VASIU

1. Pentru ca o nomogrami cu puncte aliniate si fie practic utilizabild, in
general, trebuie sd fie supusd anumitor transformari in scopul micsorarii erorii ei.
Nomograma cu puncte aliniate admite transformarile care pastreazd dreptele pla-
nului, coliniatiile planului.

Problema transformdrii proiective a unei scari rectilinii este complet rezolvati
de M. V.Pentkovskisi F. Radé [1], [2], [3], iar in ceea ce priveste trans-
formarea proiectivad a unei sciri curbilinii sau a unei nomograme intregi, se cunosc
numai rezultate speciale publicate in lucrarile [4], [5],.

In aceasti lucrare studiem problema transformirii proiective a unei nomo-
grame N, cu puncte aliniate avind doud scari pe o parabold si una rectilinie CD,
in interiorul parabolei (fig. 1) stabilind o condifie necesarid si suficientd ca o astfel
de nomogrami sd aibd eroarea minimid fatd de nomogramele transformate vecine
prin coliniatiile planului care pédstreazd arcul de parabold considerat.

2, Considerind un reper cartezian ortogomnal, ecuatiile scarilor nomograme sint:

{ % =fil) —l<r<l i=1,2 (1)

vy =1L fiz) g L2 < %

{xzfs(zs) m—\/mﬂ+4nL<x<?_¢_z_j-_\M_ 2 < 75 < 255
¥y = mfy(zs) +n 2L 2k

Suportul primelor doud sciri este parabola de ecuatie:
y = La® (2)
iar suportul celei de a treia, este dreapta de ecuajie:
y=mx -+ n

La transformarea proiectivd a nomogramei, pentru a nu iesi din cadrul hirtiei
ne vom mérgini numai la coliniatiile care pistreazi domeniul mirginit de arcul de
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parabold AOB si segmentul AB, care cuprinde iutreaga nomogrami. Teuatiile unei
proiectivitdfi iIntre punctele parabolel (2), sint:

Dacd vrem ca punctele arcului AOB
trebuie sd presupunem cd in  aceastd
a) 4 - B si B sau

by 4-> 4 si B-B

5

sd se trausforme in punctele aceluiasi arc,
proiectivitate sau:

Alegem ca unitate de misurd pe axa Ox jumatatea segmentului A B, atunci L
va fi distanta virfului parabolei la coarda AB.

In cazul a) ecuatiile (3) se scriu s

x

’

Y

iar in cazul b) ele devin:

>

v

Ecuatiile (4) reprezintd o involutie intr
zintd aceeasi involujie Inmulfitd cu o

Deoarece simetria nu influenteaza
involutiile (4). Acestea, conform teoren

ub formi:

o=

Y (4)
= Lx"?

R

R (5)
[ x'2

e puictele parabolel iar ecuatiile (5) repre-
simetrie fatd de Oy.

eroarea nomogramei, ne vom mirgini la
1ei lui Frégier genereazda In plan o familie

de omologii armonice, avind centrul in punctul 0*(, L) pe dreapta A B, iar axa polari
acestui punct in raport cu parabola, Transformatul punctului 3 al parabolei in aceasta

omologie il gasim proiectind punctul M

din O pe parabold (fig. 1). Omologiile din

Q pastreazd domeniul cuprins intre arcul AOB si dreapta 4B numai dacd |»| > 1.

My
2\ L e
o
]
<
"
o x
Fig. 1.

Punctele M(x, y) si M'(x’, »’) fiind
corespondente printr-o omologie din €,
avem urmdtoarele relatii:

I 2 Ul o L S AU S
Y e T

(6)

Notam cu N'(3) familia de nomogra-
me, obtinute prin aplicarea omologiilor din
Q, nomogramei N. In familia N'(%) regdsim
nomograma initiald abstractie facind de o
simetrie fatd de axa Oy, cind » — 4 oo,
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Tcuatiile scdrilor nomogramei transformate M'(3) le regisim din ecuatiile (1)
aplicind formulele de transformare (4) respectiv (6).

gooe et
P v =) i1, 2 @)
vows Ly
l Vo= (=122 L aumy = afme - 1) Y
(=20l - m)w - n -+ R2L T e A8 e
¥ = f) @)

I \/m2 -+ anl.
2L

SN P U P NI S T
1'\II - L - T

(20l = x4 AL

Se¢ stie ¢d eroarea absolutd a nomograniei N'(2) este datd prin formula:

E£(7) == max max -
Iy o (l’x3 (:«'L, 2

i

(8)

dr,
unde /@ este o constantd, numitd eroarea geometricdl, iar s reprezintd lungimea de
are pe scara respectivi.

Scopul lucrdrii este stabilirea criteriului pentru ca fuuctia E(3) sa aibia un
minim relativ in raport cu x. In acest caz nomograma respectivd o vom numi
relativ optima.

Pentru aceasta vom folosi teoremele 1 si 3 ale lucrdrii [4] conform cirora:
1ua v fly; Py by oo P, dix i B, dy D p, By (=), 2,000 n), dar

Fpy, po . po) == max f(x; py, ps, ..., p,), atunci o condific necesard ca funciia
ogrh
I(py, pyy oo, p,) s admitd un minim relativ in (py, />f_f, ..., pu) este ca sistemul de
uuatu
1,
N .
> Fidxs Ly Pay ooy ) 1ty = =12 ...,n (9)
l“'l
uudg Xy, X o, ;\C:LQ sint punctele in care f(x; A/)‘f, f)z, .. j),t) Isi atinge maximul,
sd aibd cel putin o solutie pozitiva (u; = 0, ] = 1,2, ..., m,y, u; >0 pentru cel

putin un j).
Conditii suficiente se obfin cerind Ld sistemul de ecuatii (9) sd admita cel putin

o solufie strict pozitivd (i; > 0,7 = 1, 2, ..., m) si ca acest sistem sd aibad rangul
egal cu n.

In cazul nostru rolul functiei v — f(x s P Py D) il joacd funcfia f(z, 2)
unde % este parametru, pe care il deéfinim mai jos. Consideram pe axa Oz urmaitoa-

rele lnterV’lk :
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si functia f(z, 2)

dsy (2 %) dacd ze&1,

Sz, 3) dsl (2, %) dacd 21,
In] > 1 T

dsy (2, 1) dacda ze&/,

Conform teoremelor de mai sus, o conditie necesard si suficientd ca functia
(10) admitd un minim relativ, adicd ca nomograma N'(2) si fie relativ optima, este
ca ecuatia:

S -
9 ds (zi .)
3 m, R (1 1)
2 f==1 (77 =0

sd admitd o solutie pozitiva si rangul ei sa fie 1. Punctele M (x,;, y;), unde x;; =
L

’

ds; {=;, »)
0 3 P " . ’ A s . .
= f.(2;;), situate pe nomograma N’(3) in care functia —- i_l — isi atinge maximul
az;
13

in raport cu z;, se numesc puncte de eroare maximi ale nomogramei.

Tinind seama de ecuatiile (7) si (7'), obfinem:

V= T (2 e = 2 P AL — 1P f17()

; dx !x—M?’

i=1,2

¥, =2 V(] 2T S =

- [#(—22L + m])‘ + n 4 AWL7? \’/ZZ - mz)k + 2m( n— 3L))\7 ( ) f‘; [f3 ( )

unde R(x) este un polinom de gradul 6 in . Efectuind calculele necesare se poate
ardta ca:

Fre 2L — DI = 9% — (1 = N (> + o)x — (1 + W I TN .
Dullult S - ¢ l == ], “, (12)
I (x-)\ Plx— A V(x = N+ 4L3(ax — 1)




TRANSFORMAREA PROIECTIVA A UNEl NOMOGRAME 209

unde
218 1
¢ = l,’/L—A <1
6Lt
sicd:
oV, [—413(1 -1 m2)28 + R,(% — [Lm(2n — 3L)3% + R,y(\)] te o
Yle :L""— L ( Hi )' VVVVV A( )]X []”( n )A - 2( ) fs[fgl(x)] (13)
o [2(~2nL + m) + u - /.2]._53 VL1 + 338 - 2m(2n — 307 + Ry(3)

unde R,(») si R,(») sint polinoame de gradul 7 in a:

Fiindca
h
o dsi I
e | (%) b ov .
—_ P L4 = — — Rl 17 = l, 2
ax i ( O )2 an
or
si factorul — »73‘:; - nu-si schimbd semnul, ecuatia (11) se poate scrie sub forma:
i
o
3
oY x
D) DEALC AR (14
pm] gl
unde
0 0 — k
vy = filzig), v = e s
%)

Vom studia criteriul pentru ca nomograma N’()) s fie optimd dup2 numirul
punctelor de eroare maxima ale nomogramei :

I. Dacid nomograma N’(2) are un singur punct de eroare maximi, avem doud
posibilitati :

a) punctul de eroare maximi M,(x,, ¥,,) se giseste pe paraboli:

b) punctul de eroare maximid M (x,, V.) se gaseste pe dreapta.
0\}’1(71' 3’11)

ox

In cazul a) ecuatia (14) are solutia pozitivd numai daci -7 =0 jarin

cazul b) cind: 0‘12(1 Fas)

= 0. Deci conform expresiei (12) si (13), pentru ca N'(3)

sd fie relativ optiméd, in cazul Ia) este necesar cd x;; si fie egal cu una din
valorile :
’ 1 — ¢ ' 1 ’ 1 4 ¢n

a; = -, Ay = —, a3 =
A—c A At
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iar in cazul Ib)

Lon(2n — 3L}AY 4+ Ro(?)
—4131 %S - Ry

)
Xy = b = - (15)
Nomograma initiald N o regasim din familia N'(7) (abstractie facind de o
simetrie) pentru x — -+ oo. Deci, in cazurile 1a si 14, conditia necesard ca nomo-
grama N si fie relativ optiind este acceasi cu conditia gdsitd pentru N’(3), numai

cd 1n locul lui 4y, a5, a3, 0 trebuiesd considerdm respectiv: a, = —¢, a, = 0,
as = ¢,
m{3L —
p = 2BL =20 (16)
4131 + m?)

Observagie. In cazurile Ta si Ib, condifia gisitd este numai necesard, fiindca
rangul ecuatiei (14) este zero.

II. Dacd nomograma N’(2) are doud puncte de eroare maximd, vom deosebi
urmdtoarele trei cazuri:

a} punctele de eroare maxima se gidsesc pe parabold;

b) punctele de eroare maximi se gisesc pe scara rectilinie;

¢) un punct de eroare maximid se giseste pe parabold, iar celdlalt pe scara
rectilinie.

In cazul Ia) ecuatia (14) devine:

_003; (h xy)vyy + _(9; (7, Xp)v1, =0 X1 < Xyp

Aceastd ecuatie admite solutie strict pozitiva v,;>0, v;,>>0 atunci, gi numai atunci,
cind:

oM o,
Mg =t %) < O
") 0, 1)
In acest caz rangul ecuatiei (14) este 1. Luind in considerare semnul i 7F (12)

on
introducind notatiile ;

[a] > 1

B - (,‘_rt_fi, 1) U (1 + o 1]
P s by _{.. c

putem formula rezultatul in felul urmator: o conditie necesard si suficientd pentru
pentru ca nomograma N'(3) si fie relativ optimd in cazul ITa este ca pentru cele
doud puncte de eroare maximid M, (xy;, Vyy) $1 Myo(¥s ¥y2) de pe parabold si
avem: x,,€4° st %, B’ sau invers,

Pentru nomograma initiald condifia rimine aceeasi, numai ci in locul multimilor
4’, B’ trebuie sd consideram mulimile :

A=1[-1 - n O ¢
B=(—c 0N (c 1)
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=

Tn cazul I7h), in"care cele doud puncte de eroare maximi My (vay, ¥o1) Mop(%ss,

o) se afld pe scara rectilinie (x,, << xy,), ecuatia (14) devine:
Mty . I,
SRR VTR 0) LS S

. — (2, Xp)Uay =0
On ox

ea are solutia strict pozitivd dacdl si numai dacd:
175 Y o
2 (n, Hgy)  —— (h, %a) << O

Jdn Jh

Fiindcd, prin ipotezd, toate punctele scérii rectilinii, CD a nomogramei se afla
in interiorul parabolei, expresia x(—21L 4 m) + n + »2L din formula (13) rdmine

e e . . OV . . y
totdeauna pozitiva in aceste puncte. Deci, semnul 1111—)—1 depinde numai de numa-
a

ritorul expresiei (13), de unde rezultd cd in cazul ITb) o conditie necesara si suficienta
pentru ca nomograma si fie optimd este ca: ¥, < 0" < x,, unde b’ este dat prin
formula (15).

Pentru nomograma inifiala N conditia devine: x,, < 0" << xy, unde b este
dat prin formula (16)

In cazul IIc) avem un punct de eroare maximd My(x,q, vy;) pe parabold, si un
alt punct M, {¥,;, v,) pe scara rectilinie. Ecuatia (14) devine:

oty . oY, .
‘l (7, ¥1)vay + ,2 (2 Xn)vy = 0
o On
. e . . .o . oT,
ea are solutia pozitivd dacd si numai dacd: p” (%, x1q) o (h, x9;) < 0.
Ut

A .
Comparind semnele expresiilor (12) si (18), ajungem la urmaétorul rezultat:
in cazul ITc) o conditie necesara si suficientd ca nomograma N'(3) sé fie relativ optima
este ca:

e’ si Koy << b’

€ B $1 Ny >0’

111, Dacd nomograma N’(7) respectiv N are mai mult de doud puncte de
eroare maxima, rezultd din cele demoustrate cd pentru ca ea si fie relativ optim4, o
condifie necesard este ca printre acestea sil existe un punct care satisface conditia
de la Ia) sau Ib), iar o conditie necesard gi suficientd este ca printre aceste puncte
sd existe doud, satisficind una dintre condifiunile stabilite la IIa), IIb), IIc).

Intrat in vedactie la 14 aprilie 71966
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5. 8. Groze, B. Orb dn, Descompunerea unei proiectivildti pe o conicd si aplicavea ei la cea mai bun
transformare proiectivd a unei scdvi agezate pe un cevc (in curs de aparitie).

O INPOEKTHBHOM TIPEOBPA3OBAHHH HOMOTPAMMBI C JIBYMH IUKAJJAMU HA
OHOM TNAPABOJIE U C OJ1HOY TIPAMOJIMHEMHOM 1IKAJIOFH

(Peziome)

B pa6ore nayuaerca npo6jeMa NpoeKTHBHOIO npeofpa3oBaHHS OAHOH HOMOTPAMMBI C BHIPAE
HEeHHBIMH TOYKaMM, HMEIOWeH JABe WIKaJH Ha Ayre napalCoJbl H OAHY NPAMOJHHENHYI0 LIKalny BHYTP
napabonel. YcranapauBaeTcss Heo6X0/JuMOe H JOCTATOYHOE YCIOBHe AJISI TOTO, UTOGH TAKOro Poj
HOMOTPAMMa HMeNa MHHHMAJLHYIO OWHOKY IO OTHOLUEHHIO K HOMOrpamaM, npeoOpasoBaHHbl
BCeMH KOJJIHHEealHAMH IJIOCKOCTH, COXpaHsiollell paccMaTpHBaeMyio Ayry napaGoJbl.

ON THE PROJECTIVE MAPPING OF A NOMOGRAM WITH TWO SCALES ON A PARABOL/
AND ONE RECTILINEAR

(Summary)

The authors discuss the problem of the projective mapping of a nomogram with aligned point
having two scales on an arch of parabola, establishing a necessary and sufficient condition that sucl
a nomogram had a minimum error with regard to the nomograms transformed by all the collinea
tions of the plane which preserve the considered arch of parabola.



ON SOLUTION OF CERTAIN PARTIAL DIFFERENTIAL FQUATIONS
BY INTEGRAL TRANSIORM

hy
M. DUTTV (Cdeutta) and L. DEBNATH (London)

1.1. Intreduction. Usually an integral traunsform [7, 10, 12, 14] is introduced
by means of an integral over a range for a class of kernels and the theory of such
transform 1s developed and applicd to solve a certain class of linear ordinary or
partial differential, difference and integral equation, under certain prescribed ini-
tial or boundary conditions occuring in various problems of Mathematical Sciences.

In this counection, mention may be made of L,aplace (11, 12], Hankel
[10], Legendre {1}, Fourier, 10, Mellin [10], Laguecrre 4], Ja-
cobi[5, Hermite 13, and other integral transforms [2, 3 which were inves-
tigated and applied convincently in finding solution of differential equations,
having structure related to that of the ditferential cquations satisfied by the kernel
of the corresponding integral transforis.

In an earlier paper (6] we have proposed a general scheme of finding the solu-
tion of a given class of partial differential equation by introducing and developing
a suitable integral transform f;(») of a function £ (x) which was defined by meauns
of the integral

b

fan) = T{F(x)} = S on(3)Kj(x)F (x)dx (1.1.1)
where K} (x) an orthogonal function associated with the weight function wa(x) ; is
defined in @ =7 & = b and the function F(v) is such that (1) F/(3) is L — integrable

in a <7 & <X b. Further the function Kﬁ(:\') is the solution of the ordinary differential
equation of the form

ay(x)y" - a (v, W A ag(, )y =0 (1.1.2)

having discrete cigen values only, where ay(2, #) is such that ay(z, #) = a,(, 2')
and otherwise arbitrary.

* Thisresearch is supported by National Professor S.N. Bose’s Scheme (92 Acharya Prafulla Chandra
Road, Caleutta, 9, India).

3 — Mathemalica-Physica 1/1967
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. . Y P . .
The function Kj(x) satisfies the orthogonal relations [9]

b
0 n = I
S(o,( VRA)K(x) dx = v (1.1.3

S 1=

a

Utilising the integral transform (1.1.1) and its basic operational properties, wi
obtained the solution of the partial differential cquation

L. [Y(x, )] = B,[Y(x, )] (1.1.4
where L, is a linear differential operator of the second order of the form
L, = a,(x) 5()2- 4 a,(x, ») —)2— {» being a constant) (1.1.5
N ax
and B, is also a differential operator of the form
B, = b (1.1.6

where b,(¢) are functions of ¢ alone such that the solution of the ordinary differen
tial equation

B,[U(t)] = cU(2) (¢ being a constant) (1.1.7
is known in advance under the prescribed initial conditions
|56 0] =6 (118
or =0

The object of the present discussion is to find out the solution of the mor
general partial differential equations of the form

a J
LY [(Y(x,0)] = Z_/) b, (1) g Y(x, ¢) (1.1.9

where L, is a differential operator of the form (1.1.5) and
Lm: .L (Lm I)

Or the more general equation of the form

P(R)[Y(x,0)] ——21) -——Y x,0) (1.1.10
r=0
where P(U) is a polynomial or an integral function of U. Xven, when P(U) i
a function having isolated singularities, the applicability of the present methoc
can be extended, provided a suitable power series representation of the functio:
can be obtained, of course with great caution.
Lastly, the solution of the general equation of the form

O(L,, By =0 (1.1.11

where Q(u, v) is a polynomial in # and v can be derived by the method advan
ced in the earlier paper and this paper.
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1.2, Expression of the Solution of the equations
L.[Y(xt)] = B,[Y(x,t)] + F(t)F(x) (L.2.1)

using first the appropriate integral transform defined by (1.1.1) and then the
Laplace transform.

With the aid of the appropriate integral transform (1.1.1) and its operational
properties, we reduce the differential equation (1.2.1) into the form

P a1 ¢
b, (t)%yx () 4+ b, () Sy )+ o) Ly, (n,0)
b dt a (1.2.2)
+ {bo(t) + )*}y;\ ('}'l, t) = Fl(t) by (n>

Assuming for simplicity &, (£) being all constants so that the Laplace transform can
be applied with much advantage. Let us define the Laplace transform ¥, (», s) of
the function y, (n,?) by the integral

o

¥, (m,8) = T{y, (n, 1)} :S e~ v, (n, 8) dL.

G

Using the Laplace transform [8], we can reduce the equation (1.2.2) as

by[s? 3, (n, 8) — sy, (n, 0F) — s#=2 31 (n, OF) ... —sylp=2(n, 07) — ylp~D(n, 0F) 1+
+ bp~l [s2=1y, (n,8) ... — P72y, (n,07) — ... — yP-A(n,0%)] + ... +
By [55, (1,8) — 2 (0, 07)] + (B + )3, (n, 8) = fy () Fuls)
(1.2.3)

In case the equation (1.2.3) be inhomogencous, the solution of the equa-
tion can be written under arbitrary initial values, as

Yo 8) =3, (n, 07) {5, QD (1) + 8, , Q2 (1) + ... + bQ'()) + 0,000) ] +
b ¥4, O%) [, Q#=2(t) + B, Q¥ (8) + ... + b, Q)] + ... +
+ ¥, 0F) [0, Q) + 8, Q)] + bp2ip=Y (1, 01) Q) + /;, (M)Q (¢) » Ia(t) =
= BQ, 3, (0,0%) +L,mQ O * 1)

where B, O, and y, (n,0%) denote matrices as
Laaed m'n e

B2 (%» Or)
B = (b, by, ..., b,), v, (n,0%) = i (n, OF)

y¢=1(n, 0%),
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and
o 0 0 0...0
Q' Q) 0 0...0
Q0 =1 Q' B Qno...0

\ Q;p“”(;) .Q";'z;(t.) é(z)

1 1

s, () = T4l 40) = 5 = 2 0, P b+ Gt 1)

Qr)F(t — ~)dr

<
=
't
il
g
<
Q
*
=
i
Gy

Hence the solution can be put into the form

V(x,0) = 35 Kaln) (3) " [ BE, (02n 0°) + /00000 + F0)]

1.3. Some Imporant Results. In our earlier paper [6], we have provec
the following theoren :

Turoreym 1. If F'(x) be continuous and F''(x) be bounded and integrable (L,
wn each of the subintervals of a < x << b and T{F(x)} exists then T{L[F(x)]} exists
and 1s given by

HLIF(x) ]} = =2, fi(n)
where L[F(x)] s the differential form
LUF()] = (o, (x) 7 £ [0(x) 7 Ki()]

We can easily deduce the following Corollaries of the theorem:

Cor. 1. If L'[F(x)], r = 1,2, ..., m — 1 and F(x) satisfy the conditions o;
the Theorem 1, then

L7 [E(%) ]} = (= 1) f0)
where m is a positive inleger.
Cor. 2. If P(2) be a polynomial in z, then
T{P(h)[F(z)]} = P(—2)f,(n).
Cor. 3. If G(2) be an analytic function of z, then
T{GR) F(0)]} = G(=2)1,
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1.4. Solution of Partial Differential Equations, We shall now solve the par-
tial differential equations

Ly[Y(x,8)] = B,[Y(x,1)]

Utilising the Cor. 1, we deduce

iy d"
(—Lynmy, (, 1) = D b,(8) ¥, (n, 8)

y=0
i, e.

i p—1
o) 5 330, ) + B, () S, )+ ) (0 B0 ) = O

where b(t) = b,(t) — (— 1)

The general solution of this equation is

where

and

A = [u(#,0), 15(n,0), ..., uf " (n,0)]

denotes the Wronskian of the fundamental set of solutions and A, is the deter-
minant obtained from A by replacing m-th column by gi(n)’ s.

Using the inverse transformation formula for y,(u, {) the solution is given by

b ?
Y(x, £) = 231 }jl%’” &2 (0)(3,) ™ K(x)un(t, 2, 7).
m=1 g=

Received Febyuary 15, 1966
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ASUPRA REZOLVARII UNOR ECUATII CU DERIVATE PARTIALE PRIN TRANSFORMARI
INTEGRALE

(Rezumat)

In lucrare se introduc transformiri integrale de forma (1, 1, 1), cu ajutorul cirora unele ecuatii
cu derivate partiale se transformd in ecuatii diferentiale ordinare. Rezolvind ecnatia diferentiali
obtinutd si aplicind transformarea inversd se obtin solutiile ecuatiilor cu derivate partiale considerate.
In cadrul lucririi aceastd metodi se foloseste pentru ecuatii cu derivate partiale de forma (1, 1, 9).

OTHOCHUTEJIBHO PEWEHUY HEKOTOPBIX YPABHEHHWIM C HACTHBIMU [MPOU3BON-
HBIMU ITPU MOMOILM UHTETPAJIBHBIX TIPEOBPA3OBAHUN

(PesmomMme)

B paforte BsogArcs inTterpasbuule npeo6pasoBanus. mvciomue dopuy (1,1,1), npw nomomu
KOTOPLIX HEKOTOPBIE YPABHEHHS € YaCTHHIMH MPOH3BOAHHIMH NpeBpalLlaloTcs B OOBIKHOBEHHbIE AH-
depenuHaIbHple ypasueHus . Peluns nonyuennoe guddepeHniatbHoe ypaBHeHie H NPUMeHKHB o6parHoe
npeofpasoBaHHe, [OJAYYAKTCS pELIEHHS pACCMOTPEHHBIX YPaBHEHHH C UYacTHBIMH IIPOH3BOILHBLIMH.
B pa6ore 310T METO HCMOAB3YETCSt VI YpaBHEHHI ¢ UACTHBIMH NPOW3BOAHBIMH, HMelomnx BHa (1,1,9).



STUDIUL GEOMETRIC AL OSCILATIILLOR AUTONOME LA SISTEME DE
TREI ECUATII DIFERENTIALE

de
MARGARETA FRENKEL-FERTIG

Introdueere. Fiind dat un sistem autonom de doud ecuatii diferentiale:

dy Q/_: oo
Lo Xy, L= ),

problema comportdrii solutiilor in vecinitatea unei solutii periodice

x =) y= ) ()

este complet rezolvatd: [1], [2], [3], [4], [3]. Se stie ca dacd (I") este o solutie
periodica izolatd (ciclu limitd), atunci orice alta caracteristicd converge asimptotic
in spirald citre aceasta, iar in cazul cind functiile X(x, v), Y(x, v) au un numir
suficient de mare de derivate partiale sau sint analitice, atunci se poate constata
dacd 1" este sau nu o solufie periodicd izolatd si se poate deduce natura acestei
solutii periodice izolate (ciclu limitd stabil, nestabil, semistabil).

In metodele folosite pentru studiul acestei probleme, joacd un rol important
faptul ¢d fiind vorba de un sistem autonom de doud ecuatii diferentiale, caracte-
ristica 1I' imparte planul in doud regiuni.

Pentru determinarea naturii ciclului I’ se studiazi termenii pina la un anumit
grad din formula sau seria Tavlor scrisd pentru functiile X(x, y) si Y(v, v).

in cazul unui sistem autonom de » ecnaii diferentiale

57: X(x) we= (4, ...1), X = (X, ..., X))
dacd 1 = 3, o caracteristicd fnchisd nu mai fmparte spatiul de fazd in doud regiuni.

Din aceastd cauzd o parte din rationamentele folosite in cazul # = 2 nu pot
fi utilizate in cazul cind » > 2 31 rezultatele obtinute in primul caz nu pot fi extinse
pentru n > 2. ok

Totodatd studiul termenilor din dezvoltirile Taylor corespunzitoare devine
mai complicat.

In nota de fatd ne propunem de a studia comportarea solufiilor unui sistem
autonom de trei ecuafii diferentiale in vecindtatea unei solutii periodice, folosind
metoda geometricd datd de M. Urabe [3] pentru studiul oscilatiilor auto-
nome.
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1. Se considerd sistemul autonom de trei ecuafii diferentiale:

dx

di

= X(x) (1.1)

unde x = {x, x,, x3) este un vector in spatiul euclidian cu trei dimensiuni F,,
N o= (X, X,, X;) o functie vectoriald in 7,

Functitle X, (1, vy, x) ¢ =1, 2, 3 ¢int continue si au derivate parfiale de
ordinul fntii, al doilea si al treillea in raport cu toate variabilele, continue intr-un
domeniun D C L,.

Se presupune cd sistemul (1.1) admite o solutie periodicd
v=gll) el = (nll 2, w)

de perioadd «, i fie [' caracteristica corespunzitoare din spajinl de fazd E,.

Pentru a aplica metoda geometricd de studiu a caracteristicilor din vecini-
tatea lui 1" [3], considerdm triedrul lui Frenet (7, v, 8) de-a lungul lui T, {ar in
sistemul (1.1} facem transformarca

ve=o(0) ke -k e (1.2)
prin care functiile x,, x,, x; se Inlocuiesc cu 0, g, o,.

Avem din (1.2)

dx dt dp ds de , dpz(5 A dv ds . d%  ds
e TTE e e\, - . e - - .
a ab  ds dv = an PR M LI
sau
- it do de, < B 020
X(o(0) - ogv 4 poB) Criae Ty g T2e g5 5 =y
(#(0) -+ pav 92‘)@ Can ! ay ! . rT +'f

ds
unde = = o.
40

Seriem formula lui Tavlor pentru functia vectoriald X(x):

X(g(0) + prv + pu) = X+ 20 2 TG4 0(pP)

unde

> AX:  OXy(5(0) ix ax; X
X=X (g(0), ) =0 o = oy (vt 8

Oxy, 0xp, dx

0X, oX, 93X,

dx,  O0x, Oy

(Qf?’_i) _|9% 0%, oX,
Oy Ox, O, O,

X, 0X, 0X,

\0x 0% 0% )
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,(Plv + paB)* ( ) (prv + 923)\

Oxp0x
=X a1 X
a 2 (p1v + paB)” (axk()x]) (p1v + paf)

(e 2297 (25 o 18

[ #X;, #X; X\
dxi  Oxy0x Oxvydx,

( X ) | X X X, X, ) L RX(5(0)
CETRNFTY Ox40x, 01 Oxydx, ((),vjaxk dxj0xy,
\ 0x10% 0x0x, 0x} )

Inlocuim expresia lui X(p(0) -+ pyv + p,8) in (1.3) si obtinem

ix
dx e

(X + U ) R R

R T T

Inmultind cu % = (7,,7,7,) $i observind cd X = 1o gisim

(Zi}'
it - i e
I X 1 9
Lo ] O 2
= . - T O00eR)

¥

N . dt . « iew e on . N S
Inlocuind pe o5 CW expresia gasitd si inmultind pe rind cu <% si, B*,

gdsim :

dt

—=1+0

% — 14 0(lp))
d ax X 1 X g X
P _P_}V*@:’E_P (1o )
a0 dx T dx? G dx dx R dx
dgo * df\ P19 * #X 2 ) ax % d)“{’ o1 dX
i S ch Btliadls S L i * B 3
IR AR e il el il Ol P M 0 (lel?)

Acest sistem poate fi scris sub forma

=14 0(le)) (13)

;; = f(6, ), e = (p1, p2)
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unde scriind

S0, 8y = (0, 005 + S0, )¢ + 0(lp)

dp
aveim
I 0fy \ ax ‘
.(Zf;l. (fn \ Pl \ /V* ‘ ‘P"‘" Pg\
a[ (6 0) | Opr 0 ! \ . dx 1 ‘
do o o | dx
e o P BT
4 1 e
r’/ o*F 6 / o* d_E‘? Pz o T . tf:\v’ " (73:' P+ dX \
W oo T e T TR
ger T RSy I e X dX ax
I“,.) \ ¥ 0o o O % 44 _ F1px 44
Oap el il Al SN PRl
[ P00 3,0, 0
( &, ) 0 Omds }
4', e A — ’
o) | #i0 0 a0
\ Opydee 0?3

Se verificd [3] cd dacd R, este suficient de mic, atunci pentru

el < R, — o0 < 0 < -} oo

transformarea (1.2) este nesingulard. Insecamni cd oricarei solutii a sistemului (1.1)
dintr-o vecindtate suficient de micd a caracteristicii I, ii corespunde o solutie a
sistemului (1.3) si invers, oricdrei solutii cu conditiile inifiale | oy | < Ry 11 cores-
punde o solutie a sistemului (1.1).
Observagie. Fie
K== a(f, x,) (1.4)

solufia sistemului (1.1), care verificd condifia inifiala x(0, x,) = x,, punctul
My(xy) filnd Intr-o vecinidtate suficient de micd a caracteristicii 1"
Din punctul My(v,) ducem planul normal la T". Acest plan va intersecta
caracteristica I' intr-un singur punct Py(p(8,)) pentru care | Mo, | <= R,.
Putem admite ¢ 0, = 0. Intr-adevir, deoarece sistemul (1.1) este autonom,
oricare ar fi < ecuatia

x = (0 + 1)
reprezintd aceeagi caracteristicd I

Presupunem deci c¢d de la fnceput am ales reprezentarea parametricd a lui
I, astfel incit punctul M 4(x,) sd-i corespundd Py(o(0)).
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Dacd notdm cu pyy, gge componentele lui p, dupd axele v si 3 avem

l\[I()l;vpm P()):;pl\/\\l\)ﬂ

Atunci solutiei (1.4) 11 va corespunde solutia 0 = 0 (¢), p = o(0(f), po) cu
couditiile initiale 6(0) = 0, 0(0, pg) == g,

51 Xo == 9(0) 4 p1ov(0) + gy & (0).
Si considerdm ultimele doud ccuatit ale sistemului (1.3):
de =
Y= (0, 1.5
=0, (1.5)
Dacd In acest sistem neglijam termenii de ordin superior obfinem sistemul

do ()f
L 1.6

carce sc numeste sistemul normal in variatii [3], [6].

S4 notdm

o= e (U po) (2.1)
solutia sistemului (1.5), care verificd condifia initiala: (0, g,) = g,
iar

X o= x(f, xy) (2.2)
solujia sistemului (1.1) care verific condifia initiald (0, xv,) = v, unde

vy == w(0) - oyv(0) 4+ £,,8(0).

Conditia necesard i suficientd ca solutia (2.2) sd fie periodicd 37 este ca si
avem

e(rnw, oo = oy, (2.3)
pentru un numdar » intreg $i pozitiv.

Dacd un asemenea numir #» nu existd pentru nici un vector p, pentru care
avem | g, | <Ry < R,, atunci in vecinitatea solutiei ' nu existd nici o solutie
periodicd, deci T este un ciclu limita.

Ne propunem sid gésim conditii in care nu existd un asemenea numdr », adici
criterii ca o solujie periodicd datd si fie un ciclu limita.

Pentru aceasta scriem intii formula lui Taylor

Je . 0% T ‘
o0, Dgo = 7% (0, )¢ + 25 (0, )& + 0 [ol) (2.4

)
£0
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unde
I dey Opq : /
; 5 (9, 0) 3:— (6, 0) eor |
=£(0, 0) 5 pe=| (2.5)
o 00 0 e
\ J 20 Jpoq h A - “
.o | ;o O, J¢, ;
{ 551 Po ! o (0,0) —— (9, 0) |
d%p 9 . i d gy 900t Opoa
=5 (6, 0)p2 = S, == I (2.6)
o Lo t d*e. G i
| Po2 Po i (8, 0) = (6, 0)
! \ Oeor Fpoe J Fo2
Conditia (2.3) se scrie
do . ' 9% 2 3 o~
(0 (ne, go) — E] po 5.2 (e, 0)ef - 0 (fpol?) =0 (2.7)
fo 0

Pentru ca aceastd egalitate sa aibi loc pentru orice p,, | po| <X R, este necesar
sd avem

e (o, py) = E.
dpo

Ne propunem deci sd-l1 calculim pe Je (n o, 0).

Po
. . .. dn - .
Se stie {3], [5] cd coloanele matricei %~ (0, 0) formeazd un sistem de solu-

Upg
fii al sistemului normal in variafii (1.6). Pentru 0 = 0, din (2.4) avem

(ﬁ (0, 0) = E| oo -+ 0(Jpg]?) = 0, deci 22.(0,0) = E.
dey Jpy
Fie « + i $i « — 1B exponentii caracteristici ai sistemului normal in variatii
1.6), atunci coloanele matricei
(o) — [ O 03 BY — D)< B (Fi(0)sin B0 + 7(0) cos 86)e”
($o(6) cos 80 — g(0) sin BO)™  (py(0) sin BO + g,(0) cos B6)e™

unde $,(0), ¢:(8), $,(6) si ¢,(0) sint functii periodice de 6 de perioadd « si
21(0) =1, p,(0) =0; ¢(0) =0, (0 =1,

sint soluii ale sistemului (1.6). Deoarcce M(0) = E rezultd cd

M) = % (9, 0)

Avem deci

de cos Brwe™® sin Brwe™”
s (n w, 0) =

- $115]

— sin Brwe cos Prwe™”
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Se vede ci dacd « == 0, atunci oricare ar fi »# intreg si pozitiv avem
5}
% (nw, 0) = E
deg
deci relagia (2.3) nu este realizabild pentru nici un numdr » Intreg si pozitiv. Am
regasit rezultatul cunoscut [3], [6]:
Dacd toti exponentiv cavacteristici ai sistemului normal in variatii aw partea
reald o == 0, atunct solutia periodicd ¥ este un ciclu limitd.
3. 5S4 presupunem ca o = (. Atunci

9s [ cos Bro sin Bue
% (he, 0) =
dgo

— sin Brw cos Bre
Aceastd matrice este egald cu matricea unitate E, dacd

cos Brnw =1, sinfrow =0

. o . . o T B o .
ceea ce se poate realiza dacd si numai dacd § = P ®, 7 fiind numir rational.
¢ ey
Deci daca 8 == 2T atunci egalitatea (2.3) nu este realizabild si deci I" este un ciclu

q (0]
limita, Rezulta:
Troread 1. Dacd exponentiv cavacteristici ai sistemulur normal in variagii

£, 2 Jiind numdy rational,

e

aun partea reald nuld, iar partea imaginard B == L
[ (9]
atunct solutia periodicd x = o(t) a sistemudus (1.1) este un ciclie limitd.
Sa presupunem cd o =0l § = &+ . =, 2 humar rational.
q

Atunci

pentru » convenabil ales condifia (2.3) se scrie, tinind seama de (2.7)

0*e
35 (10, 0)¢% + 0(lgof?) = 0. 61
Pentru ca aceastd egalitate sd aibd loc este necesar ca si avem
e 2
3¢t (mw,0)p? =0

pentru un numdr m intreg i pozitiv.
.\

. I ( .
Observatie. In general m=:n, dar daci avem % (nw,0) = F atunci

Po
de . . . % o . d%p
—— (8, 0) are pericada 7w st dacd —=Z (e, 0)e? = 0, atunci - 2
090( ) I 3 P E )es P (0, O)p2 este
functie periodica de pericadd mow, si Bg% (0, 0)g2 = 0, deci ambele egalitdti au
fo

loc pentru 6 = nmaw.
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2
o
Pentru aceasta scriem ci functia (2.1) este solutia sistemului (1.5}, pe care il
scriem sub forma

2
Ne propunem si-1 calculim pe (_7—9» (mo, 0)¢.

dg af a ;
== = (0, 0)g 4- —=— (6, 0)¢? 8.
o ap(’ )§ 092( )2 + 0(lel®)
Avem
aP O |8 == gji ap ﬂ i).p_ ? 3
£ (%ot 5% e 00l = S S p 25 48] + S S a) 4 OC1al?)
de unde deducem sistemul care il contine pe 32—; (6,0)p2:
o L\ __of Lid :
= 2
(zo(azp) d¢ (a_ p‘)) (aop) (3:2)
Din (2.4) rezultd ca Z (0, 0)g2 = 0, deci vectorul 22 (6,0)¢2
Fo fo

este solutia sistemului liniar §i neomogen (3.2), care verifici conditia inifiald

d*p : 2
— (0, 0)pf = 0.

0
Tinind cont de formulele (2.6) si de expresia lui Oi 2 calculatd in § 1, siste-
i 2 p ()92 P
mul (3.2) se mai poate scrie:

e - « Og de

[ Py Si g0 ] ’/ 9051 Po | ( 0 5o Ja Po

;‘%f =200 |+ oo TR

N Jp b, * dg* d !

\905290 | 9052.%/ \ o——F, ¢ Po |

sau

as. ()f "
D g, +-_.1_5 +09 F,
A4 e 0o Jpo ()Po

(3.3)

Sistemul (3.3) in care functiile necunoscute S;, S, sint matricele calculate ir
formulele (2.6),

/ Fe, P
‘ ‘)931 O6g; g2 \
S; = i (i =12)
)2 0%p.
e, 3

Y 2
dpoy Opoz Fppe
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47
este echivalent cu urmitoarele trei sisteme de ecuatii diferentiale :
o, af. 2, af. 2, .
f_’( ) — i, 0) 4 S e, 0) Loy mie) (3.4)
a9\ ey I g Jge Ugn
O%c. of. 2 af. 32 .
i(, i )—* 00 "o T oo Teo 4 ge  (35)
d81 dzgy dege dey degr deoy Jg. degp Jga
a { 9%, af, e af, e i
2 ( ;): £ 0,00 281 i g, 0) L8 4 Hih) (3.6)
46\ Jegy gey ey dey e
[ %%
; de,  Joy\ . | Pfn .
Hk:( ! )ﬁ,. T p—1,2; i=1,2
Oegy, ey, ey )
o
i O Oey 0, (9k de | O 092) L O 96
OFf deg Jeg dep deo \degy g degg Oepy | 0922) deo;  Ofog

Vedem deci cd elementele matricelor S; adici:

2 2 A2 ~
Py P Pey
deor Jegr Opgg Jege

2 2 2
e, 0 ey 00,

02 2
Jeoy Oegr Fpge Jege

sint solutiile sistemelor (3.4), (3.5), (3.6) cu conditiile initiale nule.

Pentru ca relatia (3.1) sa fie realizabila este necesar ca aceste solutii sa fie perio-
dice de pericadd ma. Conditia necesarad si suficientd ca fiecare din aceste sisteme

de ecuatii liniare neomogene [6] sd aiba solutii periodice de perioadd mw, este ca
urmétoarele egalititi si fie verificate :

901 H; ()
5 o (0. 0) 0 =0, k=12
5 0 H; (9)
o H5(0)
a9 1 12
\ —5— (0, 0) 6 =0
oo Hia(6)

Rezulta deci:

Troresra 2. Dacd exponentii caractevistici ai sistemului wnormal in variafii

. . . . . b h . . ,
au partea veald nuld, partea imaginard p = 2E L wmar rational, dar cel pufin
© q

q
una din egalitatile (3.7) nu are loc, atunci solutia periodicd x = (1) este un ciclu
limitd.

Intrat in rvedactie la 10 martie 1966
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o U

TEOMETPUUYECKGE HCCJIEXOBAHHWE ABTOHOMHbBIX KOJIEBAHUWM CHCTEM TPEX
OIUOPEPEHLMAJIBHBIX YPABHEHUWM

(Peswwme)

ABTOp H3yuaer noBeleRle pelieHnll aBToHoMHOIl clicTeMbl AniddepeHUHATBHEIX YPaBHeHHIl, B CO-
CeJCTBe C MEPHOAHUYECKHM peilleHHeM, HCTOAL3YA TeoMeTpHueCkHH Mmeron, Aanunit M. Ypabe.

HaxonasTcs nBa A0CTATOYHLIX ycaospst, uyTolbl JaHHOE NEPHOAHYECKOE YCJIOBHE ObLIO HHKION
npejesoM, NpHYeM 3TH YCJIOBls BHIPAJKEHB ABYMS TeopeMaMH, NaHHBIMH B paloTe.

A GEOMETRICAL STUDY OF AUTONOMOUS OSCILLATIONS FOR SYSTEMS OF
THRETL DIFFERENTIAI, EQUATIONS

(Summary)

In the present note is investigated the behaviour of the solutions in the case of an autonomonus
system of differential equations, in the vecinity of one periodical solution, using the geometrical methoc
given by M. Urabe.

Two sufficient conditions that a periodical solution be a limit cycle, are found. These conditions
are expressed by the two theorems given in our paper,



A METHOD FOR COMPUTING THE MOMENTS OI' THI MULTINOMIAIL
AND MULTIPLE POISSON DISTRIBUTIONS

hy
D. D. STANCU

1. Consider an experiment consisting of n repeated independent trials and
denote by E,, E,,...,E,, the possible outcomes of each of these trials. Assuming
that the probability of £, in each trial is p, (k = 1, 2, ..., s -+ 1), we have p; +
+ P+ ...+ Py =1 It is known that the probability that in # trials the
outcome E; will occur v, times, the outcome E, will occur v, times, ... , the out-
come E ,, will occur v, times, for any non-negative integers v, subject to the
condition vy 4 v, + ... + v, = n, is given by

n!
VS

prpy ... ;bjfj;l.

vilw oo oy !

Since
ps+1=1—P1_"'-—j)w Vo = 0 — Vg — .. Yy,

this probability can be expressed in the form

I):l"‘ EAN (]‘)1,. . a:j’s) -

2! v, R L=y
e P P (L mpye = )T
vplooovg b — v 00— vt
This formula gives the well-known multinomial distribution.
It is casy to see that formula (1) can also be written as follows
Vir o v o 3 ¥V J—
an $ (i’h fee ﬁc)
_fn) m—v R A I ) v, AN =Y
=) Jbp (L b= = p)
vl oty Vg

4 — Mathematica-Physica 1/1967



50 D. b. STANCU

2. Now let #,, 75, ...., 7, be non-negative integers. The wmoment of order
(ry, #5, ..., 7.} of the multinomial distribution is defined by
(LR r (5 P, P =
n n—y, e S Sl (3)
. N r Vis e e Y,
> Vi Vs P S(pr, ... D).
v, =0 v;,=0 v, =0

Next we shall deduce a formula for this moment, which is more suitable for
numerical calculations. It will make use of the so called differences of zero.

It is known that the difference of order £ of a function f(x), with the step 7
and the starting point a, is given by

k

k
Aﬁf(a):E(_l)t(};)f(a—{—k—zh > —1k—'( )f( + h).
1m0 1)
In the particular case f(x) = &7, & = 1, a == 0 it reduces to
k k k EY .
Mo =0 =2 (k- =2 (- ) ®
1=0 =0

which is the difference of order % of zero to the power 7.

3. Let us consider first the case of the trinomial distribution, i. e. the case
s = 2, when (3) becomes

o n—vy; . _
r,,rg ( }'71, EO EO( ) (71 . ;1) Prlp;, (1 — }51 — 1152)11«\»1—\;2 v;l V;,‘ (D)
Since
N B Y 1 fB—V;=V3—iy His
D DUNCS 101 L R P4

f-v—Vy—1y

D DI TS L P

=0 1

it follows that

”’L’l s (n pl’ . Z E\ﬂ( H) (H—‘Vl) l-‘i‘mw‘ ﬂvi" a (_ l)ix'f'”x (n - v.l - V2) .

V1 =0 vg=0 =0 iy=0 2
. (’” BRCEERCE '12)pr.+z} putin v,
%
Now it is easy to see that this moment represents a polynomial of degree
in p; and p,, that is of the form

no n—j, . )
Ty, (M5 P1, Do) = 2 > A n by by

1=0 jy=0
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Next our aim will be to determine the coefficients A4, ;. In order to do this,
we make first the remark that the terms in which the product pi: i+ occurs may

be obtained giving to the paires (vy,,4;), (v,, ¢,) respectively the following sequences
of values

(]’];0)) (jl - 1; 1): e (_]l - kl) kl): ey (1’_7.1 " ]))(01,]])
(72 0),(e — L 1), o0, (G — ko ko), o (L, 72— 1), (0, 7,).
Then if we makej, =0,1,...,nand j,=0,1,..., n — j;, we obtain
] J n wo Ry — 7
M, 1a (’ﬂ, Do Pz): L Ez(_l)l\”kz(ﬁ—kl)( Jo=— kg J

. R I S R M A L R P A N —k SO AP
( by ) ( k2 )Eb P (5 1) (Ja— k)",
But it is easy to verify that

( " ) {”'f‘kx'_jx) (”+k1+k2"j1 *‘]'2} "'"'*‘kz—jl—jz):
jx"‘kl jz_kz kl ( ke

=G GG

n o one o M (n; ]5.1: P

Accordmg to (4) we have

Therefore

)
=) = e — k|01 B

2

My, (R Pr, Pa j};ﬂjé()( )(A“ 07) (A" 07) P} Ph. (6)

Since A” 07 = 0 for m>r and(m) = { for v > m, it follows that (6) can also

¥
be written in the form

Mo (05 o3 pe) = 30 O (“.") " ;]) (AT 07) (A 07) P P (6)

J1=0 f2=0 J1

4. In the general case of the multinomial distribution (1) one finds, in a com-
pletely similar way, the following expression for the moment of order (ry, #,,...,7,):

My, m, ppe. o p) =
b2y Y B N s

Ja
(7)



52 D. D, STANCU

or
m'l""”s (no" Pl" MR ﬁs) =
SRy g g
51 =0 im0 J1 Ja Js

For s = 1 this formula reduces to

My, (15 pa) = Z(”) (A70") p, @

im0 ' n

which gives the moment of order 7, of the binomial distribution
V. ” V; H-V,
Py (py) = (v )Pll (1 = pa)™
1

Formula (8) has been established first by G. Bohlmann [1]. It can be seen alsc
in [3]. In the paper [5] we gave two new methods for finding this formula.
5. For the calcules of the differences of zero one may use the formula (4). But

more suitable is to make use of a recurrence relation given by E. T. Whittake:
and G. Robinson [6]:

Ak Or — k(Ak Or—~1 + Ak-l Or"l), (9)

which permits to build up, in a very easy way, a table which in the first line con-
tains the values of the successive differences of zero to the power » = 1, in the second
line contains the values of the differences of zero to the power » = 2, etc. Indeed,
from the relation (9) we see that the value of a difference A*Q* can be obtained
by taking & times the sum of the two numbers of the preceding line which are situa-
ted in the same column and in the preceding column, respectively. We gave such
a table in [5] for & = 1(1)20 and » = 1(1)A.

Since
(71) (n—-jl) (n—jl—-...——js_,) _ M — 1).,.(n—j1—...-—js+l)’
a7 gs PAARE N
formula (7’) can be written in the following form
Moy r (B Py ) =
4] s . . " oy i (10)
. Z nn—1) ... (n—7, — ... ~]S+1)Sj ...Sjsp{x...j):,
J1=0 J=0 ' s
where
Y — AJ O'
S; i

represents the Stirling number of the second kind.
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A*0r =0 (k > 7), we see that Sy=1, S;=0(r=1),5=1(@Fr=1), S;=10
(k> 7).

Dividing the relation (9) by & ! we obtain the following recurrence relation for
these Stirling numbers

S, = kS, + S,

k—1s

which is very useful for constructing a table of their values. A table of S} for
r = 2(1)25 abd & = 2(1)7 is to be found in [2].

6. Now let us consider the case of multiple Poisson distribution. It is defined

by
vy v
a ..as
1 - E -
P‘Il,---»,VS (alj.”"ag)-—,____‘,\,,g (@ + +as)
v, ! v, !
1 s

and can be obtained from the multinomial distribution if we assume that p, depends
on 7 in such a way that for n — oo we have np,—a, > 0 (k= 1,2, ..., s).

Considering this limit case we obtain from (10) the following expression for the
moment of order (v, ..., #,) of the multiple Poisson distribution

’ 4 s ; ; r
7”7,,...,rs(a1:"~ya3):j;)"‘]2)(1]1'...@113 55:57;,
1 s
since we have
nw—1) ...(n —71 — ... — 71, F 1) pi oo pli—oal. .. als

as H-— 0O,

The corresponding formula for s = 1 has been given, in 1960, by T. Gersten-

korn [4].

Received October 17, 1966
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0 METODA PENTRU CALCULUL MOMENTELOR DISTRIBUTIILOR MULTINOMIALZX
SI POISSON MULTIPLX

Rezumat)

In aceastd lucrare se stabilesc formulele explicite (7), (7') pentru calculul momentelor distributie
multinomiale (1). La (10) acestea au fost exprimate cu ajutorul numerelor lui Stirling de speta a doua

Prin trecere la limitd se deduce $i o formulid analogd pentru momentele distributiei lui Poisson multipl
de ordinul s.

METOA BBIUHMCJIEHHSA MOMEHTOB MVYJIbTUHOMHAJIBHOTO PACIIPEIEJEHUS 1
MHOTOKPATHOI'O PACIHPEAEJEHUA ITYACCOHA

(Peszome)

B paGore ycranogeub: iBHbIe hopMYIb! (7), (7°) AN BBIYHC/ICHHS MOMEKTOB MYJIbTHHOMHAJLHOT
pactpejeiensst (1). B (10) oun Gprin Bepaxkeus npu somoinn yncen Crupawura Broporo pojaa. Iloc
PEACTBOM Iepexojla K mpejiely BHIBOJWTCS H aHaj ornuHas GopMyaa s MOMEHTOB paclpepesie HH:
[Tyaccona, umeioulas MHOTOKDAaTHOCTL NOPSAKA s.



ASUPRA EVALUARII ORDINULUI DE APROXIMATIE A FUNCTIILOR
CONTINUE DE DOUA VARIABILE PRIN POLINOAME DE INTERPOLARE
DE TIP HERMITE-FEJER

de
FLORICA OLARIU

Se stie ca in anul 1930 L. Fejér [2] a aritat cd in cazul unei functii de o
singurdl variabild f(x), definitd si continud pe intervalul [—1, 17, in ipoteza cd no-
durile xq, Xy, ..., Xy sint rddacinile polinomului lui Cebisev Tn(x) = cos (n arccos x),
polinomul care este de grad cel mai mic si se bucurd de proprietatea ca pe noduri
coincide cu functia f(x), iar derivata sa pe noduri se anuleaza, este de grad 2n—1
si se exprimd sub forma

" 2
(

Pouo(f5 1) = = 35 (1 — wx) — 2 f(x).

! =1 (v — x;)?

In 1954 E. Moldovan [3]a aritat cd

If(x) - Pzn-—](f; X)[<\'27'C w(logn)'

n

tn aceasti lucrare ne vom ocupa de extinderea la doui variabile a acestor
rezultate.

I. Fie f(x, v) o functie definitd pe dreptunghiul D{a << v << b, ¢ <y < d]. Sa
considerdm punctele x; €la, b] (i = 1, ») si punctele y;eflcd] (j =1, m).

Polinomul care este de grad minim in raport cu x si in raport cu y, i care se
bucurd de proprietatea cd pe nodurile M, ; (x,,v;) (1==1, n, j =1, m) coincide cu
functia f(x, v), iar derivatele sale de ordinul intii se anuleazd, se afld cu usurintd
cd are forma
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56
unde
" "
g . -\2 N ) \2 '
wy (1) = IL(v — )/ — )% 0 () = TL(y — 2/ (v — i)™
v=1 =2
Conform unei definitii date de Fejér, vom numi puncte conjugate X, ale punc-
telor x, acele puncte care anuleazd expresia
7
) uix)
l — ( R 'r\fl_ __(,L, .
wp ()

In mod analog se definesc punctele Y.

Se observd cd avem
) il

Punctelor M, ; (v,;v)) le punem in corespondentd punctele M; ; (X, Y,) pe
in asa fel incit X; s& coin-

care le vom numi puncte conjugate. Alegem punctele x
cidd cu punctele conjugate armonic ale punctelor «; fatd de —1, si 1:
1 k. THED

deci

S consideram polinoanele

T (v — %) A(y) = 1L(y — ).

i1

glx) =1

Se observa ci
h(y) r
’

(%) ::[ g(x) ]2 A -—[
u;(¥;) (v — vl () v = 2)h(v})

Fejér a aratat ca in condifiile de mai sus are loc egalitatea

PR
(%) -~ Vi TF Tyl
" X — Xy

urmaitoare,

(v — v’ (x)

ande 7, (x) este polinomul lui Cebisev amintit mai sus.
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Folosind egalitdtile obfinute, polinomul de interpolare cdutat, corespunzitor

patratwlui D [—1<C ¥ < 1, —1 <{ v < 1], se scrie sub forma

) noom - T‘( x) T';zn(y)

FQnA—l,‘Zm——l(f; x, )’) - 22&1‘—"}4(1 — XX ) ( y“ ) —

i=1j=1 n%n (x — m) (y — w2
(1)
E Epfz,m ; ) f(xi’ _',\"j),
s=1 j=1
unde
Tax)  To(v
Pn m(f X, ’\') = (1 - .90\/) (1 ”—}"\") ‘~———._'i_.

ntm T — ) (y — e
Se constatd cd polinoamele F&i (f; x,v) verificd urmitoarele doudl proprietati :
LFpi(f; x ») =0; pentru x, x,€ [—1, 1], (=1, u) si v, y;€ [—1,1]
(j =1, m).

2. E Z Foi(f; v =1

i=1 j=1

Prima proprietate este evidentd; a doua proprietate rezultd usor considerind
in (¥ fla;, v) =10 =1,n;7=1,m).

Pentru evaluarea ordinului de aproximatie al functieli f(x) prin polinomul
gisit se considerd

" m

J(03) = Fanmrnsl S5 53)| = o) = 5 BTl 00 Sl 3] <
<3 DFA 9 ) — [l i)

i=1

//\

In cele ce urmeazd vom da doud evaludri ale ordinului de aproximatie utilizind
doud definifii ale modulului de continuitate.

Definind modulul de continuitate prin formula

o(d,, 4,) = max [f(x,y) — f(x;, y;) 1, (2)
Ix - xil =< An
‘y — yj' = Am

unde

Ay = sup Ezlx'x | (fs %0 9)

26 [=-1, 1] d=1 j==

2

Am == Sup Z 2 |V - ’V F;‘z’,fn:(f; X, y)

ye&[~1,1)tm=1 j=1
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si folosind urmdtoarea proprietate a acestuia

e 3) = fro | (P 2 e (4, 4,),

Ay Ay
se obtine
If(x: ,\') - 1:2n~1, 2m ~-l(f; X, _V) I < 3 (&Y} (An: "1 m)-

Sa evaluim acum mdrimile A, si A, folosind inegalitatea

Tu{¥) )2 _ = log ,

n
o 2 (¥ — x| (1 — xx;) (x )=

1 ==

n

obtinutd de E. Moldovan In [3] (vezi i [4]).

Avem
E — N\ = Fi,j' , - 1 1 Ty(v) |2 - 1
—EZIX—X,} " (f;x; ,’)’) = 4 ;{z( —y.y])‘ ) 2‘; ix_xt{(l - xxi)
temel j=1 i=1 Yy ¥i) =1 ¥
. ( Ty() |2 < mlog n ’]“ (1 . yyj) ( Ty(v) )2
x — x;) no =1 w? i

Luind y = cos 6, y; = cos 0; unde 6;€[0,n], iar pentru 0 luind delimitarea princi-
pald, se observd ca cos mb; =0 si sinb sinb; > 0.

Atunci

13

=logn 1 cos inf — cos m0;12
it - S i o - . e B ) PR —— s K
L < PR E 1: 1 cos U cos 0; 4- sin 0 sin 0;] | 7050~ cos 6

1=

f— 0
{112 e
wm Sinfa = 01
2rlogn -~ __£fTmiogn
< 2 0 n ,
”n

3]
Il esine

deoarece se stie cd
0; — 6

sin? g ————ro
kit Is]

72 o = 0 L

=1 p2gin? -1~

i

si In mod analog se giseste ci

2w log m

‘4 1 <

114
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Prin urmare

(5, 3) — Fonyomea(f %, ¥)] < 30 (lif—ilg]

K2 i

84 definim acum modul de continuitate prin formula
o(dy n) = max{fx, ¥) — flx, ¥),
[ — x| 4 |y — ;\'ji < A,,, m
unde

" ki

A, ., = sup Z 2

A (1,1} =1 j=1 n?m?

5

y&[~1,1]

Folosind proprietatea

: | — x| 4y =yl ,
S 3) = flx )| = (P o o ()

i, m

obtinem
[flx, ¥) — flx, 35) | << 20(dy, ).

S84 trecem la evaluarea lui A, , ; putem scrie succesiv

n m

SIS — x| 1y — 3D — )1 — vy (—T—Q)( T"*(”)E <

n2m? =1 j=1

1

it a3

<Ll (1 ) (L) (L)

nE =] j=1

#n 4

+ 33 by — (1 — (1 — ) (L (L

2 4 a . T
ntm?i=i =1 X — % \Y — Y

In consecintd avem

log log m
ff(%}’) - F2n—~l,2m—-1(f; X, y)] < 477("3("%i _']I" M)

W i

II. Fie f(x, ) o functie definitd si continud pe patratul D[—1 < x <C

(v — a0+ [y =y — ) (1 = yyy) (T"(x) )2(T’"('V>

o9

(3)

1, —1

<y << 1]. Sdalegem xq, x,, %, ..., x, cele n rdddcini ale polinomului Cebisev T, (x)
Vi Vo, Vg, o0, ¥, cele mn rdddcini ale polinomului lui Cebiseu T, (v); se stie cd

toate aceste raddcini sint cuprinse in intervalul [—1, 1].

Se pune problema determindrii unui polinom P(x,y) de grad cel mai mic

ce satisface conditiilor

P(x;, y;) = flxi, ) (il=1n;7=1m)
akp(’/’,';ﬁ
9yt

=0 (g+h=Fki k=12 3;i=1,#un;j=1, m)

precum si a evaludrii ordinului de aproximatie al functiei date prin acest polinom.
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O problemi analogd, dar pentru functia f(x) de o singurﬁ variabild, definitd
si continua pe intervalul ~—1, 1], a fost studiatd de D. D. Stancu [1], care
a ardtat cd polinomul cdutat poate fi pus sub forma

"

Pu(f; %) = E v (%) flx), (6)

unde

vl®) = —{(1 — @)1= W)+ (x — )[40 — D1 — xx) + 3}} (TW‘) K

nt X — ¥

In aceeasi lucrare s-a stabilit inegalitatea

[/(#) = Poi(fs 1) <20 (\/E)

Recent in lucrarea [5] noi am aritat cd
f3) = Punes (f5 1) < 4oy C ogdn 4 1)
2n 2n
unde C = (8= + 6)/3
Functia f(», y) considerati se poate aproxima prin formula

#

A, y) = 2 0(%) (%, )

§

si la rindul ei functia f(x,, y) se aproximeazd prin

xw y Z‘U] k,, y])

j=1
Deci

# "m

NEEvt xwyj)

te=] =1

unde v,(x) sint polinoamele ale ciiror expresii au fost date mai sus. Functia f(x, ¥)
se aproximeazd prin polinomul

142 m

P4n 1, dm— lf X, 3 22 x,, yj)

=] f=1

Se observa ci acest polinom satisface condifiilor enuntate mai sus.
De asemenea se verificd faptul ¢i polinomul

f—y

Py (s % ) = vi(x) vi(y) (¢t=1mn;j7=1 m)
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are urmitoarele proprietiti

a) Piilf; % 5 >0 (=1, n;j=1, m

b) D PP x ) =1

dwm] =]

Evaluind ordinul de aproximatie al functiei date prin polinomul considerat
si folosind prima definifie a modulului de continuitate, se obtine

[f(%, ¥) — Panet,am—1(f; %, ¥)] < 3w (44 4,)
unde

Ay=sup 35 1% — xfu(x)o(y),

r&[—1,1] 1=1 j=1

Ap=sup 2227 |y — plo(x)u()..

ye(-1,1] {=1 =1
fn continuare avem

k3 ”

}lex % oy (%)vi(y) < 2 vi(y Y3 1 — oy (8) = 30 Jx — i foy(x) <

pmn =] -1 t=1 Tam]

167 + 12 log2n
3 2n

2
< + =
%

Deci

16% + 12 log2#n 2
4,<tmr1lloutn 2,

3 n [

si in mod analog

16% + 12 2
Am< log 7 + 2
3 2m m
In cosecinfi obfinem
log 24 2 log 2m 2
(%, %) — Punet,am=a(f; %, ¥)| < 30)(C o +—, C—"{;’-ﬁ + '“) (7)
2n # 2m m

unde czl;%_;“_l.z_.

Folosind definitia a doua a modulului de continuitate, se obtine

(%, ¥) — Pin—r,ama(f %, )| < 20(d4s,m)
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unde

A, w xe?—lPU ;E xl A1y = 3 D (x)y(y).
VEL-1, 1]

In continuare avem

SN 167 4 12 log 21
I N 4

D0 w4 (o) + 202y — wlulauly) <t 2
1=17=1 i1 je=1

167z + 12 log 2m 2
— + =

3 2m m

_*_ -
In felul acesta se obtine evaluarea

65 3) = Pacsy w5 )| < 4 0[G (B2 E2) L L L) g

2n 2m m

unde C, =8”:6

Intrat in vedactie la 9 decembrie 7965
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O BBIUMCJEHWHM TOPAAKA HPUBJAWKEHUS HEINPEPBIBHBIX ®YHKUMH ABYX
INEPEMEHHDBIX TOCPEACTBOM MHOTOYJIEHOB MWHTEPIIOMMPOBAHHS THITA
IPMUTA-OEMEPA

(Pesome)

Iyers  f(x,y) mnenpeprBuast ¢yuxkuiss Ha npaMoyroapnuke Dia <2 <b, c<y <di
Fop—1 am—1 (f7 #, ¥) MHOTOWIeH unTepnoanpopanusi DIpmura-®Pefiepa ¢ aBofinpMu  yaaamu (1).
Hokaspipaercst HepaBeHCTBO (3), rfie o (G, Gg) — MOJAYJAL HeNPephHBHOCTH (yHKUNY f(¥, v}, onpeje-
asemerit dopmydaoi (2).

B cnyuae, ecain onpegensieM 3ToT MOLYJIh dopMyaol (4), noayuaercs Hepagenctso (D).

Bo sropoli wactn paform paccmorpen Muorousnel Thna Opmunra-Peliepa, ¢ ueTHPEXKPAaTHBIMA
vaaamu Py—1, um—1 (f;#,9) 13 (6) ¥ panm ABa BRYHCJEHUS NOpAAKa NPHOIHIKeHUs GyHKunu f(#,5)
MOCPEeACTBOM 3TOF0 MHOTOWJeHa, MCHOJAB3Ys ABa onpejlesieHus Moiy.as venpepeiBuoctH. [TosyueHnr,
COOTBeTCTBEHHO, HepapeHCTBa (7) H (8).
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SUR L'TiVALUATION DI} I/ORDRE D’APPROXIMATION DES FONCTIONS CONTINUES DE
DEUX VARIABLES PAR DES POLYNOMES IVINTERPOLATION DE TYPE HERMITE-FE JER

(Résum¢)

Soit f(x, v) une fonction continue sur le rectangle D [a«= <1 b, o<y d] et Fopuy,om—(fi2,)
le polynéme d’interpolation d’Hermite-Fejér & noeuds doubles (1). On démontre linégalité (3), ou
o (8, 3, est le module de continuité de la fonction f(r, y) détini par la formule (2).

Dans le cas ot nous définissons ce module par la formule (4) on obtient U'inégalité (5).

Dans la seconde partie du travail on a considéré le polyndéme d’Hermite-Fejér a noeuds qua-
druples Pg—y, gn—1(fi7,y) de (6) et l'on a donné deux évaluations de 'ordre d’approximation de la
fonction f(v, ¥) par ce polyndéme, en utilisant les deux définitions du module de continuité. On a
obtenu respectivement les inégalités (7) et (8).
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Variatia strdlucirii stelei TX Comae Berenices a fost descoperitd de Beliaw -
ski [1], in anul 1933, cind a ardtat ca aceastd stea este de tipul RR Lyrae, iar stra-
lucirea variazd intre limitele 12,8 si 14,0 magnitudini fotografice.

In anul 1957, N. B. Perova [2] publici 153 observatii fotografice (evaluiri
pe plici) din care determind momentele a 14 maxime si deduce urmatoarele elemente :

Max.hel. = D. J. 2435550,435 - 0:536470 . E

La Observatorul astronomic din Cluj aceastd stea a fost inclusd in planul de ob-
servatii in urma sugestiilor primite din partea profesorului V. P. Tsesevich (Odesa).
Astfel Intre 29. IV. 1959 si 24. VI. 1965 au fost obtinute 164 expuneri pe plici
Isopan ISS fard filtru si 108 expuneri pe placi Guilleminot. Aceste expuneri au fost
cfectuate, cu ajutorul reflectorului Newton (D = 50 cm.; F = 250 cm.), de catre
colectivul de la Observatorul din Cluj (E. Botez 509, 1. Popa 169, T. Oproiu 119,
1. Todoran 119, V. Ureche 89, si 1. Mihcc 49,). Fazele au fost calculate de cétre
L. Botez in proportie de 509.

Pentru determinarea strdlucirii stelei variabile, am efectuat citiri la microfoto-
metrul fotoelectric MF 2, iar stelele de comparatie au fost acelea utilizate de Pe -
rova [2]

Magnitudinile stelelor de comparatie sint date in tabelul 1, unde in prima coloani
se gadsesc magnitudinile date de Perova iar in coloanele a 3-a si a 5-a se afla magni-
tudinile corespunzitoare celor doud domenii in care au fost efectuate observatiile la
Cluj: my, pentru pldcile Isopan IS8 farda filtrtu gi my, pentru placile Guille-
minot,

Observatiile individuale sint date in tabelele 6 si 7, iar curbele medii obtinute
din acestea sint date numeric in tabelele 2 s1 3 ¢i grafic in figurile 1 si 2.

Din examinarea curbelor de lumind rezultd limitele intre care are loc variatia
stralucirii ;

Max, = 13m,19, min, = 14m 20 pentru plidcile Isopan ISS, s
Max, = 13m,37, min, = 14m 80 v ., Guilleminot,

5 — Mathematica-Physica 1/1967
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Utilizind expresia asimetriei curbei de lumind in magnitudine

o 1
G = WL}_ P— ‘2’ (mmax. -+ 7nmin.)-
2

rezultd £ = 0,41 pentru pldcile Isopan I3S ¢i & = 0,64 pentru plicile Guilleminot
Pentru asimetria curbei de lumind in timp

C Pmax. ™ Pmin.

P

rezultd: € = 0,14 pentru Isopan ISS si { = 0,18 pentru Guilleminot.

Din observatiile individuale date in tabelele 6 s1 7, am determinat momentel
a 16 maxime, iar din observatiile publicate de Perova [2] am determinat mo
mentele a 10 maxine, rezultatele fiind date in tabelul 4, unde z reprezinti eroare:
niedie patraticd a maximului respectiv.

Pentru determinarea momentelor maximelor am utilizat o nietodd itcrative
[3] care constd In aproximarea curbei de lumind prin functia

qe

aly —7)"

Ry = TR
Y 7 b(x— xg) + 1

unde valorile aproximative ale marimilor x, si ¥y se determind din graficul curbe
de lumind iar celelalte constante se determind prin calcule. Ameliorarea acestor
constante se face prin metoda celor mai mici patrate, scriind pentru fiecare punct
din vecindtatea maximului cite o ecuatie de forma

Aa by — xgi{nr — 2) — 2 ¥ — X Ay 0—-C

= _!,,‘ ( ( “) A(\/O i . S Ab + 20 —

a iy — wolb{x — x) + 1] bl — xg) + 1 Yeale — Yo Yeale = Vo

iar momentul maximului va fi
Xo = Xy + Axg.

Maximele individuale au fost grupate in 9 maxime normale care sint date In
tabelal 5, unde méarimile 0 — C, sint raportate la elementele date de Perova [2].

Tabel 1
% Pl e ‘ . My, c
(Perova) (Todoran) | (Todoran)
| ) :
o 13,48 13,24 240,02 12,64 --0,03
b 14,10 13,93 ,04 13,18 ,03
N 14,51 14,50 ,05 13,70 ,03
d 14,76 14,79 | 40,04 14,22 +0,02
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pV
13,20 Al
ok Tx COMAE
fpv)
1300 .
74,80
74,00 . o
L] * .
wawl ° - .
Fora
L 'y A i i .
-0% 0 or 02 93 qe n’s
Fig |1
Tabel Tabel 3
Faza m po. ” Faza i e 7
- h
070050 13,19 boos ;0047 13,38 4
,0134 13,20 6 L0080 13,42 4
,0206 13,25 6 L0134 13,43 4
L0313 13,29 6 L0259 13,51 4
,0418 13,38 6 ,0340 13,58 1
,0574 13,49 6 ,0423 13,70 4
,0784 13,56 6 L0508 13,73 4
,0964 13,66 6 L0628 13,79 4
,1255 13,84 6 ,0827 13,01 g
,1488 13,88 6 ,1003 14,09 4
,1701 13,99 6 ,1359 14,41 4
,1880 14,07 6 L1715 14,55 4
,2134 14,08 5 L1954 14,67 4
,2434 14,09 6 ,2350 14,70 4
,2740 14,11 6 3720 14,74 4
,3542 14,20 6 , 3990 14,67 4
,3991 14,19 [ L4112 14,70 4
,1284 14,20 6 ,4266 14,68 4
,4358 14,17 6 ,4402 14,76 4
,4457 14,15 6 ,4576 14,79 4
, 4804 14,19 6 ,4665 14,70 4
,4894 14,15 G ,4739 14,68 4
,4966 14,14 6 L4862 14,72 4
,5034 14,00 6 ,4986 14,28 1
,5118 13,59 . 6 ,3075 14,02 4
,5229 13,32 | 5 5165 13,67 5
,5308 13,23 | 5 0,5283 13,45 4
0,5356 13,20 5
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Tpy
13401 . . .
. T COMAE
13801 ¢ r9)
13,801 .
1,00} .
%00}
L]
14,40 .
100 L
. . e
L] . .
a0 f ’ .
, . an
o o at ag 03 ]
Fig 2
0-C | TX COMAE
'a/xwﬂ P .
gowo} * )
.
- qor
- 000}
£
i ! 1 1 1 1 5 1 i W
-30 -® 0 0 0 20 w0 10 Y]

Fig. 3.
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Tabel 4

Max. hel. > . Observa- Felul
243. .. € n I 0=G L tor ohservatiilor
3005,426 + 0%010 2 1 +-0°005 — 4744 Perova Tfotografic
3357,346 007 4 i, +0,000 4088 ., N
3358,407 ,008 6 { —0,012 — 4086 " .
3408,319 ,002 2 % + ,009 —38993 " .
4151,335 003 2 1 4,014 —2608 . .
4454,421 ,003 3 Ve — ,006 2043 v -
5219,440 ,005 3 78 4,007 — 617 . .
5550,437 ,009 3 % -4 ,002 000 - '
5924,369 ,009 3 Vs -+ ,014 - 697 " »e
5932,400 ,017 2 15 — 002 - 712 ' : Vs
7394,262 L0010 2 Y, — 020 --3437 Todoran : Fotovizual
7404,475 002 2 i, 000 13456 W .
7425,396 L0044 4 1 — 002 -~ 3495 ' '
7432,3614 L0012 13 & -~ 011 - 3508 ) Vs
7733,3167 L0016 11 3 — 014 L4060 B ”
7779,4600 ,0012 10 e — ,008 -1-4155 Vs .
7786,426 ,005 5 1 — ,016 +4-4168 " .
7793,408 ,005 6 1 — ,008 14181 v vs
7807,3564 ,0014 7 2 -— ,008 -1-4207 ' "
7808,422 ,006 5 1 — ,015 -- 4209 " "
8852,3962 ,0008 10 3 — ,012 --6155 . Fotografic
8876,541 ,003 5 2 - ,008 +6200 » '
8883,511 ,002 7 2 — ,012 46213 " ve
8889,4150 ,0008 11 3 — 009 - 6224 Vs 'y
8903,378 ,003 5 1 -+ ,005 ! -+ 6250 ', 'y
8932,336 | -£0,003 7 1 — 0,006 | -+ 6304 ' i ’s

Pentru amelioarea elementelor date

de Perova [2], am scris pentru fiecare

punct normal cite o ecuatie de condifie de forma
AT +AP .E=0 —C,
si am obtinut astfel noile elemente
Max.hel. = D- J-2435550,433 4- 0°,5364687 - E
+2 +5

fatd de care sint calculate diferentele O — C,.

Reprezentarea grafici a diferentelor O — C, este datd in fig. 3, de unde se
vede ca perioada stelei T.X' Comae Berenices are fluctuatii periodice, insd numdrul
mic al maximelor observate pind in prezent, nu permite o analizi amanuntitd a

acesteia.
Tabel 5

Max. hel. .

g‘;’g 'h_el c n P 0 -G 0 — C, E

3005,426 | — 1 1 407005 --0%001 —4744
3374,509 40,005 3 1 — ,004 -~ ,007 —4056
1303,683 ,010 2 1 + ,004 + ,003 —2324
5219,440 — 1 1 + ,007 + ,008 — 617
5550,437 - 1 15 1,002 -+ ,004 000
5928,653 008 2 1 -+ ,007 + ,010 + 705
7414,660 ,005 4 2 — ,008 - ,002 -+ 3475
7784,285 ,002 6 : — ,011 — ,004 +4164
8889,416 40,003 6 3 —0,008 +0,002 46224
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D J.hcl

2487 ..,

(74,3628

LA70 4
07,4843
(183,5078

,5182
083,5390
369,3854
376,3991

,4092

,4293

,4415

,4495

4648

,4724

,4800

V4877

,53046

,5127

L3403

,5283
376,5363
38,5322
394,2880

,2977

4157

, 4248

1359

4449

, 4533

,4838

,4936

,5102

,5290

5456
394,5707
104,5449
404,5588
425,3022

, 3272

, 3370

, 3453

, 3578

, 3689

, 3807

,3932

I0AN TODORAN

Placi Tsopan ISS

D. J.hel m
2487, oy
1254231 13,15
132,3215 14,14
33400 13,54
3423 113,32
,3513 13,32
L3596 13,19
L3652 13,15
,3756 13,09
L3840 13,22
L3993 13,57
4015 13,38
1094 13,42
1173 13,45
1340 13,50
TR 13,56
4506 13,75
L4390 13,62
L4673 13,70
,4756 13,72
L4900 13,90
5027 14,12
L5152 13,92
L5086 13,91
,5367 13,95
432,5452 14,02
674,4976 14,11
70,4362 14,20
723,3774 14,26
L3802 14,22
723,3996 14,21
733,2651 14,20
,2739 14,23
L2825 14,12
,2902 13,73
L3110 13,26
L3186 13,20
,3262 13,18
,3339 13,10
,3415 13,15
,3530 13,20
,3869 13,44
,3964 13,56
,4048 13,50
4124 13,66
4207 13,76
L4311 13,79
,4395 13,70
1478 13,80
,4561 13,80
4645 13,82
4728 13,89
1806 13,97
L4931 13,95
,5054 13,90
,5155 14,11

D.J.hel.
2437.. .,

733,5256
,5374
733,5450
779,3593
,3853
,3929
, 4005
,4082
, 4165
, 4249
4325
,4401
4533
,4601
,4686
,4763
,4874
,4950
,5026
,5145
779,5221
786,4290
,4518
,4594
,4773
786,4891
793,3166
,3389
,3521
,3639
,3715
,3791
,3868
,3986
,4062
,4145
793,4222
807,3174
,3249
,3371
,3458
,3535
,3611
,3721
,3874
,3972
807,4096
808,3888
,3985
,4076
,4242
,4328
,4416
808,4673

Tabel
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Tabel 7
Placi Guilleminot
{
D.J.lel D. J.hel ! 1. J . hel
:43J8, - Mg 24:%13. o e D38, " b
|

843,3493 { 14,79 871,5934 [4,66 8891033 13,43

845,3577 14,82 871,6010 14,77 172 13,41

832,2914 14,70 876,3698 14,79 LS4 13,34
,3025 14,78 3800 14,78 4325 13,41
,3109 14,82 L3899 14,74 L4464 13,51
, 3102 14,76 L3989 14,66 4554 13,70
,3289 14,64 LHO73 14,77 A630 13,75
L3400 14,60 4165 14,74 76 13,77
L3567 14,40 A6 14,70 ARG 13,83
, 3664 13,93 3341 13,17 889 5138 13,63
,3747 13,60 SRR 13,34 903,3715 13,34
, 3859 13,40 ,5531 13,50 L3805 13,41
,3942 13,11 L3628 13,52 4430 13,73
,4032 13,42 876,572G 13,54 4013 13,92
4,129 13,50 883,3909 14,72 903,1596 13,94
4338 13,65 4083 14,66 930,3249 14,54
L4414 13,75 ,4169 14,75 ,3652 14,60
,4a11 13,67 ,4256 1 14,78 930,3749 14,83
,40616 13,70 ,4340 14,79 932,3375 13,47
4720 13,93 , 4423 14,76 ,3486 13,41
L4817 14,02 ,4626 14,80 ,3569 13,44
4914 14,21 ,4708 14,78 ,5527 13,67
,3136 14,27 L4798 14,33 ,3743 13,60
,53234 14,28 ,4888 14,01 , 3826 13,77
,5359 14,42 L4971 13,75 932,3917 13,80
,5456 14,43 ,3062 13,47 934,3363 14,61
,53553 14,47 13,34 ,3474 14,65
5650 14,51 13,60 L3578 14,67

852,3900 14,59 13,67 A113 14,78

838,4895 ! 14,71 13,75 4196 14,80
,4979 14,61 883,570 13,73 L4280 14,77
,5055 ‘ 14,76 589,3471 14,64 L4384 14,27
5146 14,74 ,35354 14,58 4467 14,01

858,5222 14,69 , 3700 14,52 934,4550 13,80

871,5357 | 14,68 3832 ! 14,48 936,3357 14,79
,3857 J 14,67 3915 ¢ 13,75 936,3461 14,53

Intrat in vedactie la 15 martie 7966
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TX COMAE BERENICES
(Peswume)
Jatwtes pesyabrathl, noayueinnsle npu obpaGorke 164 gororpaduueckix skcmozinuil wa naac-

Tiukax fsopan ISS 6e3 duabrpa u 108 Qororpaduueckux KCHo3HUNIl HA nAacTHHRAX Guilleninot.

Drl1n onpefesiensl cpejfiHHe BeJHUHHLL 3Be3J] CpABHEHIIs, a TAKzKe KPUBLIE 0j0cCKa A5 COOTBETCTBYIO-
ugx o6aacrei.

H3 kpuneix Gaecka noayudcnpl CleayiolgHe npefestnl LIst sapiaiuin  Oiecka:
Max. = 13m 19, min. == 4™ 20, 1aa  naacrinuok Isopan [SS
Max. = 13837, min. == 4™ 80, xa4 naacriuuoxk Guilleminot

%] HHAHBHAY aJMbHBIX Ha6umo e Hiit onpegeqacibl MOMCHTbBI 16 MAKCHMYMOB H BhIsSIBJIeHa Bapiauns
nepHoaa. IIJIH 3(1)(‘."\1(;‘[)”,71})1 JAHBL 3JICMECHThHI

Max. hel. = D.J.2435550,433+()7.5364687 .E

AcHMMETPHYHOCTL KPHBHX Ouiecka noarsepxaaer Till RR Lyrae 37ofi 3Be3isl.

TX COMAE BERENICES
(Résum é)

On présente ici les résultats obtenus en interprétant les 164 expositions photographiques sur plaques
Isopan ISS sans filtre et les 108 sur plaques Guilleminot, On a déterminé les magnitides des étoiles
de comparaison et les courbes de lumidre pour les domaines respectifs.

Des courbes de lumiére résultent les limites suivantes pour la variation de 1’éclat:

Max., = 13®19 min, = [4™ 20 pour les plaques fsopan 1S5S, et

Max. = 137,37 min, = 142,80 pour les plaques Guilleminct.

Les observations individuelles ont permis de déterminer les moments de 16 maxime et de mettre
e évidence la variation de la période. Pour I'éphéméride on donne les éléments

Max. hel. == D.J. 2435550,433 -4 0%,5364687.

1 asymétrie des courbes de lumiere confirme le type RR Lyrae de cette étoile.



ASUPRA STRATULUI LIMITA TERMIC NESTATIONAR

de

I0AN POP

1. Fcuatiile migcirii unui fluid viscos incompresibil in stratul limitd plan ce
se formeaza in scurgerea plan-paraleld din jurul conturului unui corp, auforma [1]:

du I ;
g2 1
o T = (1)
Ju g0y O U gl O 2)
at dx ay ot dx dy?

" " 37 o LA
(Z_,___{_“Ql__{_v?__;:aaj ..)_(al) N (3)
at ax oy dy? gep \ Oy

cu conditiile la Hitd ;
o=y == () pentru v ==0, )
uw— Ulx, ) pentru v —o00;
oT
e = () yentru = (), -
Ay 1 Y } (C))
T =17, pentru vy — oo,
In aceste ecuatii U = U(x,{) este viteza migcdrii potentiale, a = L — coe-
s . . o .. g .
ficientul conductibilitatii termice, g — acceleratia gravitafioanald iar 2, ¢, ¢, $i

v — notatii obisnuite pentru caracteristicile fizice cunoscute ale lichidului, pe care
le vom considera constante.

Ecuatiile (1) —(2) cu conditiile la limita (4) au fost integrate de L. J. Watson
[2] in cazul cind viteza migcarii potentiale este de forma,

Ux, t) = At"V{(x) st Ulx, t) = AenV(x), (6)
m si # filnd numere pozitive iar A o constanta.

Din ecuatiile (1) — (2) se observa ci distributia vitezei in stratul limitd nes-
tationar nu depinde de cimpul temperaturii, in timp ce distributia temperaturii
depinde de cimpul vitezelor. Dar, cum pentru integrarea ccuafiilor (1) — (2) cu con-
ditiile la limita (4), adicd, pentru determinarea stratului limitd dinamic nestajionar
se foloseste metoda aproximatiilor succesive [1, 8], aici ne propunem si rezolvam
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prin aceeasi metodd ecuafia (3) en conditiile la limita (5) (problema termometrului),
in ipoteza ca U(w, #) arc formele (8). Astlel, presupuncem ¢d

w(x, v, O == a(x, v, ) -y, v b

o(x, v, 1) =y, v, ) S G O3

Tlx, v, O = Ly, v, ) Tyl v, 1)

La putin timp dupd Inceperea miscirii dm staven de repaus, in jurul

corpulul se formeazd un strat luntd diuvamic i oun strat Hmitd termic alo

b (7)

sint foarte subliri. Datonitd acestud fapt, In ceuatia (3) Impreand cu te rmenul
g
care caracterizeazd nestaticnaritatea ctmoulut temperaturii, termenii cef mai mari

. T . (b e f . 1 N . .
vor {1 —— [de ordivul - S J {(1’; ordinul -1, unde 8,4 s 3, este grosi-
dy? i \ 37 ’
mea stratului limitd termic respectiv o stratulut limita dinamic. Termenii con-
..oor . ar . L . . .
vectivi u -~ si v - care sint de ordinal unu se pot neglija in aproximatia de ordi-
dx dy

nul unu. Prin urmare, A,ultzu determinarea aproxima ‘;z dor de ordinul unu i doi
ale cfmpului temperaturii 7, din (3) tinind scami de (7), se obfine pentru Tune-
tiille 7y si T, sistemul de ccuatii:

aT, 3?7y v [ duy)?
'”“3"” — U —’7';— e 5—— >
di 5% gep \ 0y
: , y (8)
a7, 2y iy Juy a7l ol
Send == : el TR TP
ot A gep dvoodv dy dv
iar conditii la limita (5) devin,
Gl 0l
iz pentrua v e 0,
dy Ay - )
Ty 1y, Ty-=0 peatin v oo,

Cazul Ulx, #) = AT (x). In acest caz, aproximatia de ordinul unu a vi-
tezet este (27,

g s AV = 220 (o - Dy, (10)
unde I' — functia gama,
N = ﬁZij/th_ — variahild adimeusionala,
©L
gu(n) = —¢ S S (v — n)¥e-*dx.
\/7‘ (2 m 4 1)

Pentru simplificarca problemei, vom presupune ¢ numarul lui Prandtl o ==
v A A . N . - - . ryn
= — = 1, caz intilnit des in problemele practice. Dacd notdm prin Ty (x, v, §)
o ’ ’
solufia aproximatiei de ordinol wnu a temperaturii, atunci, din (8) si (9), tinind
seamd de (10), obtinem ecuatia

Ol O gw 2y oqy £V (11)
- - v - - g1/
0; (3),2 4g0p i3/
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care va trebui rezolvatd cu conditiile la limitd
a1, ) - .
== (0 pentru v =05 Ty = 1T, peuntru v — oo, 12)
() . 11 .
,V
Introducind in locul lui 7y functia fi () definitd astfel
. i /‘,Zm 12 R
Pu= T 82 ), (13)
atunci, din (1) i (12) rezultd, pentru determinarea functiei f), ecuatia
vt 2SSl =2 D L g e, (14)
! R " -
S (0) = fu(oe) 0, (15)
a carei solufie este
Fii o e 20l 200 b 1), L cga, (16
unde
(o Q4 ,]_{i”, “Uf’:l’{)
Temperatura corpului va fi

$2m 72

Ty =T , = A= f,(0), (17)

£p

unde

- L[ UGmy P 4 1) i
j“ < ) 2L Vi -1 172) 1

In cazul miscdrii tmpulsive (n = 0), din (16) se giseste rezultatul dedus in (4],
1

fm('f;) Bl

o

|- (’7’f~’/‘ (18)

3. Cazul Ulx, ¢) == Adem V(x). In acest caz aproximatiile de ordinul unu si
doi ale vitezei sint [27:

#y = Aem V(1 — =), |
[ A v ! ant . -n -
Uy \/n Vie[m — 1 4- e 7], \ (19)
PR G TN 5o ;
ty == A2 et e VIn L (o — [)en ]
n

Notind prin T'j, solutia aproximatiei de ordinul unu a tewmperaturii, atunci,
din (8), rezultd ccuatia :
AT T Lk '
, ’,}:' B L v e = (;1”’, (20)
ot 0y 8cp




76 IOAN POP

care trebuie integratd cu conditiilelalimitd
0Ty
dy

Dacd punem

=0 pentru y = 0; Ty, == T oo pentru y — oo. (21)

nV

Tio= T, -+ A*— > f, (), (22)

8p

atunci, pentru functia f;,, se obtfine ecuatia:
” ( 1 2 1
flo = 2f1a=— e (23)
fia (0) = frz(o0) =0, (24)

a cdrei solutie este

fua () = 2 [YZeVEn 2], (25)

Temperatura corpului este datd de formula

= 2 ¢ 2n
T, =Tq+ 4 zglp L YE— e (26)

Acum se poate scrie ecuatia pentru aproximatia de ordinul doi. Astfel, din (8)
tinind seama de (19), (22) si (25), se obtine

0?‘22 B 0%'1@2 T VeV’ J""[(l — e — \/Z -+ e~ (Vikum (\/«) — 1 7)e Vi, 1,
ot dy? &ep
(27)
a cdrei solufie o cidutdm in forma:
Tyy == nAs 12V 63”‘f o). (28)
ECp
Atunci, din (27) si (8) rezulta:
fa 3fe = (n — 4)e - \/Z + 1)e Wadm 4 (\/2 -1+ »f‘)g—\/‘fn,
(29)
fz (0) = faz (o0) = 0.
Rezolvind ecuatia (29) se giseste:
fu (1) = — = wm eV o= +—1V VR (V2 41— g)eVE
4VY3
(30)

Temperatura corpului este

Ty == 43 2V 63"’f 0y, (31)
&p
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unde

15y92 — 1243 — 6 - 18 -
fzz(o):”'v”%’ lﬂ\{z TNS IS 0.1651.

In acest fel, temperatura in stratul limitd nestationar din jurul corpului si
temperatura corpului, sint date de formulele:

T =T+ Ty=T,+ 47 WL (fro(h) + AV'er fu,(0n) Je¥s, ]

SNEE)
[f12 (0) + AVe foy (0)] €27 . ]

Intrat tn vedacfie la 2 septembrie 1966

T,=Tw+Tu=Ta+ A?“"
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O HECTAILIHOHAPHOM TEPMHUYECKOM TIIOTPAHHYHOM CJIOE
(PeswwMme)

B crarve onpezesenbl NepBbie ABA NpHOTHKEHHS TEMINEPATypHoOro NoJsS B 1eCTallHoHapHOM
TEPMHUECKOM TNOTPAHHUHOM C10e, KOTOpoe o6pasyercss B INIOCKO-TapailelbHOM TeYeHHH BOKPYT
KOHTYpA 7esia, KOTJa CKOPOCTB IOTEHIHAJILHOIO IBHIKEHHA HMeeT ¢GOpMY:

U, t) = A" V() n U, f) =A™ V).

Ypasneuue (3), ¢ rpaHHUHBIMH yCIOBHSIMIE (5) (Hpo6JgenMa TePMOMETPa) Pellie HO MeTOo10M Moce 10~
BaTteJbHbLIX npHOInKennH [1,3 .
s noas Temmeparypsl B NMOrpaHHYHOM CJ0e H IS TeMIepaTyphl Te7a YCTaHOBJAEHb (OPMYJIbI
(13), (17) n (32).

ON THE UNSTEADY TIIERMAT, BOUNDARY LAYER

(Summary)

The author determines the first two approximations of the temperature ficld in the unsteady
thermal boundary layer which is formed in the plan-parallel {low round a body, when the velocity of
the potential motion is of the following form

Ulx, 8y = A5V (x)  and U {x,0) == Ae™ V(a).

The equation (3) with the boundary conditions (5) (the thermometer problem) is solved out using
the successive approximation method [1,3].

TFor the temperature filed, as well as for the temperature of the body the formulae (13), (17)
and (32) are established.






INTRODUCEREA MECANICII LLUI NEWTON IN ROMANIA

de
VICTOR MARIAN

Se cunoaste cotitura mare pe care a luat-o mecanica in urma apariiei Princi-
pitlor lui Newton in 1687, De ascaienea, se stic cu citd greutate s-a rdspindit mecanica
newtoniand in uropa. Pledica cea mai mare a fost rezistenfa pe care a opus-o pe
de o parte fizica lui Descartes, atrigitoare si intuitiva, st pe de alta forma mate-
maticd concisdd i greoale in care era imbracatd mecanica lui Newton. O piedicd
importantd in aceastd privintd a fost lipsa de precizie a unor notiuni fundamentale,
cum este notiunea de forta, imprecizie augmentatd prin introducerea de citre Leibniz
a fortei moarte si fortei vii. Opozifia mecanicii carteziene fata de mecanica lui Newton
s-a manifestat i in fara noastri.

Pina in secolul al XVII-lea, se preda la noi, ca ¢i in celelalte tari din Buropa,
fizica lui Aristotel, In cadrul filozofici aristotelice. La Bucuresti ¢i Iasi se fnvita
aceastd fizicd dupd cursurile de filozofic ale Tui Tcolil Coridaleu (1565—
— 1646), care a dus din Italia in Orient filozofia neoaristotelicd sau alexandring.,
In Transilvania, la Alba Iulia, se preda de citre J. M. Bisterfeld fizica peri-
pateticiand a scolasticii.

Tiizica lul Descartes a pdtruns, nu {ard oarecare opozitic, mai intii in Transil-
vania. Promotorul ¢f a fost Apdcezai Cseri Jaunos (1625—1659), atit prin
lectiile sale tinute Ia Alba Iulia si Cluj, it si prin cartea sa Magyvar Incvelopaedia
din 1655. Exemplul lui Apdezai o fost urmat de Bnyedi Sdmuella Alud si
Raposi ddmuella Tirgul Mures, care predau acecastd fizicd dupd cartea lui
Regius Dundamenta physices, din 1646,

Primele manuale didactice de fizica din Transilvania, tipdrite in secolul al
XVII-lea sint scrise tot fn spirit cartezion, desi fncep sa-1 ainteasca si pe Newton. Un
astfel de manual este Physica contracta juxia privei pila ncudericorum, alui Szathmari
Mihdly, profesor la Tirgul Mures, tiparitd la Cluj in 1719, Mentionind ideile lui
Newton, autorul scrie: , Hustrul 1. Newton se trudeste si demonstreze ¢d ipoteza
virtejurilor, care antrencazd planetele in miscarile lor, oste Infirmatd de feno-
menele astronomice, si nu duce la explicarea miscdarilor ceresti, ¢i la incurcarea lor.
El conchide ¢d ,,in acest fel dl. Newton le ristoarni pe toate®,

Un alt manual de fizicd in sens cartezian este Jnstitutiones philosophiae natura-
lis dogmatico-experimentalis, 2 lui M. VasdrhelyiTGdke Istvdn, profesor
la Colegiul reformat din Alud, tipiaritd la Sibiu in 1736, In Prefata cértii, T6ke se
declard cartezian, scriind: ,,In tratarea acestei nobile. .. stiinte, nu am urmat
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alte principii decit cele mecanice, in special acelea pe care le-a stabilit in filozofia
naturald ingeniosul $i incomparabilul filozof al epocii sale, Descartes, prin silinfa sa,
dupd ce a inliturat-o pe a celor vechi“. il cunoaste insd si pe Newton si Leibniz,
pe care ii aminteste spunind: , Nu-mi sint necunoscute principiile celor mai not
fie ale lui Newton, fic ale lul Leibniz si ale altora*’, Trece apoi la combaterea vidului
,,Ccel unde este vid in lume? Unde este propriu-zis atractia v Unde este forfa de
actiune gi tendinfa nu stiu cirei materii infiptd in natura #“ De asemenea, aminteste
de ,,noua cauzd a miscarilor planetelor pe orbite eliptice a ilustiului Newton‘ .

Caracteristice pentru starea fizicii din Transilvania in secolul XVIII-lea sin
lectiile lui Verestoi Gydorgy: Institutiones physicae, din 1755, tinute lc
Colegiul reformat din Cluj, gi rémase in manuscris. Verestol este cartezian si leciilc
sale sint inspirate de manualele lui Wolff. El a consultat insa i alfi autori, si le ci
teazd pdrerile. Astfel, dupa ce enunja legea inerfiei dupd Descartes, Verestdi enunti
aceastd lege in formularea lui Newton: ,,Orice corp isi pastreazi starea de repaw
sau de migcare uniforma in linie dreapté, dacé nu este constrins sd-gi schimbe stares
de forfele imprimate‘.

Verestél propune urmatoarele legi ale miscarii:

,»1. Un corp intilnind un alt corp mai tare nu pierde nimic din miscarea sa, ¢
numai se reflectd in alta parte, iar dacd se intilneste cu unul mai slab pierde atit:
cit transmite aceluia®. Aceasta este legea a treia a lui Descartes.

,,2. Variatia migcarii e¢ste proportionald cu forfa motoare“. Aceasta este lege:
a doua a lui Newton. Apoi, Verestdi se intreabd : ,,Oare tocmai asa de importan
este ceea ce adaugd Newton, §i anume : Variajia migcdrii are loc dupd linia dreapt:
in care se imprima acca forja ?” El mentioneaza ca Wolff enunta aceastd lege putia
diferit, dindu-i formularea : ,,Corpurile fiind impinse de altele, reacjioncaza ¢i anume
in raport cu masa si viteza celui impingétor”. In acest fel s-a introdus, sub influent:
lui Wolff,in manuale, méasura forfei ca produs al masei cu viteza. Ea avea si ddinuiasci
pind la sfirsitul secolului XIX.

,,3. Actiuniiii este totdeauna cgald s contrara reactiunea sau actiunile reciproc
a doud corpuri sint totdeauna egale si indreptate in sensuri contrare'’, Aceast:
este legea a treia a lui Newton.

Verestdi considerd aceste trei legi ca legi de categoria intli, spre deosebire
de cele de categoria a doua, care nu sint sigure, cum este legea a doua a lui Des-
cartes, potrivit cireia un corp tinde sd-gi pastreze directia miscirii dacd este singur

fn 1774, profesorul Koviacs Jozset de la Colegiul reformat din Cluj «
publicat un manual latinec intitulat Elementa philosophiae naturalis, traduw:
dupd Naturlehre a lui Kriger, profesor la Halle. Cartea lui Kitiger apiaruse intr
1740 i 1749 in mai mulle cdifii. Fa este de asemenea un amestec de fizics
carteziand si newtoniand. Astfdd, definitia corpului este dupa Descartes, iar leges
I ¢i 111 a migcarii dupd Newton. Legea II sund astfel: ,Miscarea este totdeaun:
proportionald cu forfele de care este produsd”. La legea III |futilnim obser
vatia: , Recactiunea rnu este egald cu actiunca intrcgului corp, ¢ numai ¢t
partea de actiune ce actioneazd asupra celuilalt corp. Acestei legi i se supune m
numai presiunea si impulsul, ci si reactiunea“. Se face, dupd Leibuiz, distincii
intre forta vie si cea moarta. Cea moartd se misocard prin produsul masei cu viteza
cea vie prin produsul masei cu patratul vitezei. Gravitatia nu se poate datori apdsiri
unui fluid, cea mai apropiatd de adevidr e ipoteza cd Pamintul atrage corpuril
din jurul sdu dupd cum magnetul atrage fierul. Dar nu numai Pamintul atrag
corpurile, ci si ,,un corp atrage pe altul, dacd produce in acela tendinfa de a s
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apropia de el”. Existd insd si respingere. Atractia ¢i respingerea pot trece una in
alta. Urmeazad remarca: ,,Dar vel spune, noi nu concepem in ce fel poate trece
forta atractivd numai datoritd distanfei in una repulsiva ¢ Nici cu. Totugi o vad.«

Un caracter mai newtonian prezintd manualul lui Nichifor Theotokis,
profesor la Academia Domueascé din Yagi, tipérit in greceste cu titlul Stoicheia physices,
la Leipzig, in doud volume,in 1775—1776.

In prefaga primului volum Theotokis anunja: ,,Pentru a explica fenomenele
respectdm cele trei reguli ale lui Newton, pe care le iau in considerare si le respecta
intocmai toti filozofii adevarati in mod benevol“. Privitor la gravitajia universald
scrie: ,,Forfa care atrage corpurile unul spre celalalt se numeste atractie... Forfa
de atractie aparymc tuturor corpurilor. In adevir se demonstreaza ca se atrag intre ele
cele solide gi lichide. De asemenea solidele si lichidele se atrag reciproc'.Aceste
exemple ilustreazd in deajuns newtonianismul lui Theotokis.

Teodor Stamati, profesor la lasi, care studiase la Viena, a prelucrat
pentru elevii sdi, dupa ¥. Kries, o Fizicd elementard, tiparita la Iasi in 1849. Dupa
ce enuntd principiul inertiei, trece la problema forfei sau a puterii. Desi introduce
notiunea de acceleratie, totusi masoara forta cu ajutorul cantitatii de miscare ex-
primind legea a doua sub forma: ,,Puterea ce miscd pe un trup poate si-i dee o re-
pegiune cu atita mai mare, cu cit mai mica masa are trupul. .. Asadar din raportul
puterilor ce faptuiesc asupra unor trupuri, si din raportul maselor acelor trupuri
se poate afla raportul repegiunilor lor“. Dupd ce da un exemplu numeric, ca sa exem-
plifice cele de mai sus, Stamati introduce notiunea de ,faptuire si scrie:

,,0 putere ce mina un trup ii impartageste prin aceasta destoinicia sd producd
o faptuire ce-i proportmnala cu marimea putern ce l-au m1§cat Puterea insd se aratd
in trup prin o repegiune impartasitd mesei lui. Asadar §i faptuirea unui trup trebuie
sd atirne de la repegiunea si de la masa lui ; drept care din raportul repegiunilor a
doud trupuri si din raportul maselor lor se poate afla raportul faptuirilor lor.

,Féptuirea produsd de un trup in puterea repegiunei si a masei sale se nu-
meste marimea migcdrii sale‘,

Principiul actiunii si reacfiunii la Stamati este inlocuit cu principiul cantitatii
de miscare :

,Faptuind un trup asupra altuia, perde acela pe atita din puterea sa, pre cit ¢l
impartageste acestue, fncit s-ar pute zice ¢a aice puterea trece dintr-un trup in altul.
Micsurarea in putere ce sufere trupul {aptuitoriu se numeste contrafdptuirvea altui
trup asupra celui faptuitoriu; drept care se zice @ contra-faptuirea ar fi pururea
egald faptuirii, adecd un trup perde pe atita din puterea sa, precit Impartaseste
altuia“.

B. Nanianu, in cartea sa Elemente de physica experimentale, pentru invd-
tdmintul secundariu de ambele sexe — cursu mnferior, Bucure;tl 1863, defineste forta
corect, si principiul inertiei mai pujin corect, dar nu se ocupd nici cu legca a doua,
nici cu a treia a lui Newton. In schimb se ocupd cu compunerea fortelor, aritind
cum se construieste paralelogramul fortelor.

F. Bacaloglo, in Elemente de fizicd din 1870, dd o definitie a inertiei, care
ne aduce aminte de prima lege a lui Descartes: , Inerfia este o proprictﬂtc ce are
materia si corpurile de a nu-yi putea schimba pozifiunea §i starea in care se afla,
fara 1nf1uen‘;q vreunei puteri streine. In virtutca in ¢rtict un corp perzistd in forma
si starca de agregatiune a lui $i numai piin efectul caldurii sau al unei alte poteri
poate fi modificat®.

6 — Mathematica-Physica 1/1967
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E]l admite urmditoarele axiome:

1. cd doudl poteri sint proportionale cu masele corpurilor, cirora le comunici
iuteli egale.

2. (loua poteri sint proporfionale cu iutelile date la doudl corpuri de aceeasi
masd.

3. doud poteri sint proporfionale cu productele maselor cu iutelile corpurilor
puse in migcares. X

Legea a treta a miscarii nu ¢ mentionatd. In locul el Intilnim si aici legea com-
punerii fortelor, pe care Bacaloglo o considerd drept axiomd,

PetrePoni, in Elemenic de fizica, cd. 111, Tagi, 1887, di aceeasi definitie
neprecisd a inertiel ca si autorii precedenfi: ,Inertie se numeste proprietatea ce
au corpurile de a nu-gi schimba nici starea de repaus, nici starea de migcare, fara
ajutorul unel puteri®.

A, A b t, profesor la Cluj, in Manualu de fizicd tradus in romaneste de profesorii
Tosif Hossu g1 Emil Viciu, tiparit la Blaj in 1891, exprima in fine corect legea inertiei
cind scrie: ,,Legea aceasta se poate exprima dupd Galilei in modul urmator : wn corp
care se afld in repaus nu se poate inisca fdrd de influenta vreunei puteri externe si
dacd asupra unui corp ce se miscd niu lucyd nict o pulere, el isi continud miscarea in
aceeast divectie st cu aceeast celeritate’ . Iar mai departe : ,,Newton a exprimat aceastd
lege mai scurt: corpurik ce se afld in repaus sau in misgcare Isi prstreazé statul in
care se afld, pind ce nu-1 schimbé o putere externd’. Aici insd Abt uitd sa prcuzeze
cum face I\ewton cd e vorba de miscare uniforma in linie dreapta. ,

Masa o deflneste Abt drept cantitatea de materie ce o are un corp, apoi amin-
teste ci puterea se mdsoard prin produsul dintre masa i acceleratie — dupd Newton.
El insi introduce si notiunea de cantitate de migcare si stabileste relatia mv = pt,
fard a da nume expresiei ¢, numitd azi impuls. Precizeazi apoi ca daci o putere p,
actionind un timp ¢ asupra unei mase » i comunicd o cantitate de miscare mwv, iar o
putere p,, actionind asupra masei m,, intr-un interval de timp egal cu cel dintii
i imprima cantitatea de miscare v, din relatiile pt = mv si p,¢ = myv,, prin im-
partire obtinem :

PE_ M deci = MY
PU gy b Yy

De aici, Abt trage concluzia cé , puterile sint proportionale su productele

din mase i celeritdti. Cu productul dintre masd $1 celeritate Insi se poate masura

putere, si productul acesta se numeste cantitate de miscare. Remarcdm ci in
aceastd carte nu intilnim nofiunca de dimensiune.

Abt mai considerd legea a IT a lui Newton si ca ,,principiuli c¢d actiunea puteris
e constantd, dupd care o putere actioncazd chiaru in acela-si modu asupra unui
corpu ce se afld Tn miscare, ca si asupra unuia ce e in repausu. Al treilea principin
spune: fie care actiune produce o reactiune egald si indreptaté in directiune contrarid”

D. Negreanu, in cartea sa Curs de fizicd profesat la Facultatea de stiinte
din Bucuresti, tiparit in 1908, afirmi ¢i: |, dinamica se bazeazd pe doud principii:
1. principiul inertfiei; 2. principiul miscarilor relative'. Apoi continud, dupd Des-
cartes:

. Principiul inerfiei. Acest principiu cuprinde doud parti: a) wun punct material
in repaus va rdminea loldeauna in vepaus dacd nici o pulere exterioard nu va lucra
asupra lui ; b) dacd punclul material se miscd §1 dacd nict o putere exterioard nu lu-
creazd asupra lui, miscarea punctului matervial este uniformd si vectilinie'. Urmeaza ;



INTRODUCEREA MECANICII LUI NEWTON IN ROMANIA 83

»Principiul miscdrilor relative. Miscarea relativd a corpului cste independentd
de miscarea de translatie a sistemului de corpuri; aceasla miscare cste acecast cd sicumn
sistemul de corpuri av [i in repaus.

Principiul migcdrilor relative este cunoscut si sub numcle de principiul indepe-
dentei efectelor puterilor.

Cunoscind aceste principii Negreanu demonstreazii urmitoarcle teoreme :
,,() putere constantd in mdrime si directiune, Iucrind asupra unui punct material,
fiimprima o migcare rectilinie uniform variatic. A doua este paralelogramul forfelor:
,,Dacu doud puteri constante P si P’ lucreazi de o datd ¢i in aceeasi directiune asupra
unui punct material, accelerajclunea migcarii este suma accclem‘;lumlor produse de
fiecare din acele puteri“. Legea 111 a lui Newton nu e amintita.

Din cele de mai sus se poate vedea cit de greu a patruns in Romédnia mecanica
newtoniand $i mai ales cit de dificila a fost formularca corectd a legilor fundamentale
ale dinamicii. A contribuit la aceasta 1ipsa de precizare a unor notiuni ca : impuls,
energie etc., abia dupd introducerea cirora a putut fi inliturati folosirea termenilor
echivoci de: putere, fortd moartd si forfd vie, ca misurd a forfei. Invialmiseala
aceasta de notiuni si de termeni a durat timp de doud secole, nu numai la noi, ci

in general in manualele didactice din Europa, in detrimentul invitamintului ¢i al
dezvoltdrii mecanicii.

Intrat tn vedactic la 15 octombrie 1966

BBEAEHHWNE MEXAHMKIM HBIOTOHA B PYMBIHHUUH
{(PesomMme)

B paGote noxasaHo Kak MeJJeHHO NPOHIIKI4 MexXxanika Hewrona 8 Pymwmino. B Tpancuarsa-
HHIL OHA J0JKHA ObW1a 6opoThes ¢ Mexanukol Jexkapra, a u PyMBIUCKHX KHSIKCCTBAX — € MOXaHH-
Koil Apuctotens, mpejxcrasjenuoli Kopujaaey.

B TpancunpBanuy yuebGuik ¢usuxny M. Carmapu (1719), yuééuux H. Téxe (1736) n vaexmwin
Ab. Bepewron (1755) namucanm B KapTE3HAHCKOM AYXC, B TO Bpesst KaK yueGHiK H. Kopaua (1774)
SIBJIAICTCS, CMECHIO KaPTe3HAHCKOIT I I BIOTO HHAHC KO ,1,113111\1 Doace yeune HubM HLIOTOHHAIC KHA Xapa k-
TepoM orddaercs AByXtomublH yueOnux H. Teoroknea, najiauwuit na rpeveckonm sispire B Jlefinunre
B 1766—1767rr., a Takxe yuebuux T. Cramary, namewataunbii Ha PYMBIHCKOM si3mke B 1849 r.

Haxoreu, nocpeacrsom yueGunxa b. Hawsny (1863), E. Bakancray (1870), {1, Houn (1887),
A. AGra, nepepe)leHHOIr0o Ha pymbiHCKuil siskik A, Xoccy w E. Bruuy B 1891 r., 1 kypca L. Herpsiny
(1908), HBIOTOHHAHCKAsA MEXaHHKA YKOpeHHJiach BO pCell Pymbiupil.

I INTRODUCTION DE LA MECANIOUE DI, NEWTON EN ROUMANIE

(Résumé)

L’auteur montre dans son travail combien la méeanique de Newton a pénétré lentement en
Roumanie. En Transylvanie elle a dii lutter avec la mdécanique de Descartes, et dans les Principautés
Danubiennes avec la mécanique aristotélique représentée par Coridaleu.

En Transylvanie, le manuel de physique de Szathmdry M. de 1719, cclui de Té6ke I. de 1736 ct
le cours de Verestéi Gy. d’environ 1755 sont écrits dans esprit cartésien, tandis que celui de Kovacs
I. de 1774 est un mélange de physique cartésienne et newtonienne. On trouve un caractére newtonien
plus prononcé dans le manuel de N. Theotokis, publi¢ en gree & Leipzig en 2 vol,, ¢n 176667, aiusi
que dans celui de T. Stamati, imprimé en rrmmaiu en 1849.

Enfin, avec le manuel de B. Nanianu en 1863, de 1s. Bacaloglu en 1870, de P. Poni en 1887,
de Abt A. traduit en roumain par A.Hossu ¢t 15, Viciu en 1891, ¢t e cours de P. Negreanu en 1908,
la mécanique newtonienne est adoptée partout en Rouwmanie.
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Avind in vedere interesul deosehit pe care il prezintd cunoasterea trecutului
cultural din fara noastrd, vom prezenta in cele ce urmeaza Elemente de fizicd ale lui
I )(maloglu unul din primele manuale roménesti de fizicd $i primul care se deta-

seazd ca avind un net caracter de ma-
nual universitar.

LIllementele de fizicd ale lui E. Bacaloglu
reprezinta, asa dupd cum insusi o spune in
prefatd, cursul predat de el timp de mai
multi ani la Universitatea din Bucuresti.
Manualul este destinat: ,,atatu pentru unu
studiu privatu catu si pentru scole secun-
dare, precum si pentru studiulu academi-
cu. Manualul a aparut in doud editii,
prima in 1870 iar a doua in 1888, de format
‘”, editia I-a in 471 pagini iar ed1tm IT-a
in 564 pagini. In ansamblu e(h‘;m a II-a re-
produce prima editie. Avind insd in vedere
cd cunostintele de fizicd s-au imbogétit
dupd aparitia primei editii, Bacaloglu o
completeazd in special in capitolele desti-
nate luminatului electric si spectroscopiei.
Tucrarea este impirtitd In sapte sectiuni
si anume : |, I. Gravitate, II. Cele trei stéri
de agregatiune ale corpurilor, III. Magne-
tismu, IV. Electricitate, V. Caldura, VI.
Acustica, VII. Optica seu teori’a luminei”

La intocmirea lucrdrii Bacaloglu a
folosit un vast material bibliografic care
cuprinde cursuri, manuale, lucrdri stiinti-
fice si reviste de specialitate in limbile
franceza, germand si englezd. O caracte-
risticd importantd a manualului este fap-
tul cd prezintd realizdrile cele mai recente
ale fizicii, ceea ce dovedeste intensa pre-
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ocupare a autorului pentru dezvoltarea acestel stiinfe si sustinuta sa docu-
mentare.

in , Introducere” Bacaloglu aratd cd fizica are ca obicct studinl naturii, facind
urméitoarca clasificare a stnn‘pclor ., Natur’a in genere o potemu studia seu sub
puntulu de vedere alu snnplu descriptiuni a objecte lor ce se afla fntr’ensa, si sciinti‘a
ce se ocupa cu acesta s’a numitu [sforia mmmm, in care pote ff cuprinsa si Geografia
fisica, Geologi’a ete; seu ne potemu propune sa cunoscemu fenomenele ce se pet-
rectt in natura si legdtur’a causala a lor, ceace constituie Sciintiele naturale seu fisice
propriu dise, cari cuprindu mai multe ramuri, din cari cele mai principale suntu:
Mecanic’a, Astronomi’a, Fisic’a, Chimi'a, I¥siologi’a ete®. Aratd apoi cd fizica a fost
numitd de catre Invatatii englezi si: , Filosofia naturala si se ocupa cu proprietitile
generale ale corpurilor seu ale materii si en fenomenele generale, intru catu acestea
nu alteredia intr'unu modu perma n“ntu unatur’a corpurilor., .. 1l face remarca

¢ la cunoasgterea fenomenelor h/l( e se ajunge pe calea observatiel sia experimentulud.
In baza ()b%‘l\&tl(l se stabilese anumite ipoteze ¢ teorii care sint supuse verificdrii
experimentale. Fenomenele fizice le fimparte i sapte clase, cdrora le corespund cele
sapte sectiuni ale cartii. Ca proprictdti generale ale materiei mentioneazd : intinderea
impenetrabilitatea, gravitatea, inertia, compresibilitatea, dilatabilitatea, porozi-
tatea, clas‘autatc“, coeziunea, adeziunea, divizibilitatea, definindu-le pe rind pe
fiecare. T'ot aici s¢ ocupd de miscare ¢ forfe, fird a enunta legile dinamicii.

Avind in vedere cd organizarea invitdmintului in tara noastrd s-a ficut dupa
sistemul francez, Bacaloglu folosind ca model manuale franceze incepe studiul
mecanicii cu gravitatea, in cadrul cdreia trateazd despre greutatea si echilibrul
corpurilor, balantele, pendulul, acceleratia gravitationald, fard a vorbi despre legile
miscirilor. Se observd cd mecanica este tratatd sumar, aceasta explicindu-se prin
faptul cd in acea epocd ea era tratatd in cadrul cursurilor de matematici.

In Sectiunea a II-a enumerd proprietatlle principale ale solidelor apoi trece Ia
lichide, studiul cirora il imparte in hidrostatici si hidrodinamici. In paragraful
,,Ac};lum moleculare la lichide, studiazi fenomenele capilare, difuzia si osmoza.
Dintre proprietitile gazelor mentioneazd compresibilitatea sielasticitatea. Vorbeste
despre masina pneumaticd si diferite tipuri de pompe, descrie apoi barometrele si
manometrele. Materialul tratat in aceastd sectiune cuprinde multe probleme im-
portante, evidentiindu-se aspectul experimental. Observim fusd cd enuntul princi-
piului lui Arhimede nu este riguros (ed. II, pag. 63) iar din legile gazelor enunid
numai legea Boyle-Mariotte, fird a se referi la temperaturd ca parametru de stare,
la fel si in sectiunea ,,Cildurd”.

In sectiunea dedicati magnetismului se ocupi de magnetii naturali si artifi-
ciali si obtinerea acestora. Aratd apoi c¢d Coulomb cu ajutorul halantei de torsiune
a stabilit legile de atractie si respingere a doi magneti. Vorbind despre magnetismul
terestru descrie busola de inclinatie si declinatie si A3 un tabel cu declinatiile mag-
netice la Paris si Londra incepind din 1660 pind in 1885.

Sectiunea a IV-a, in prima editie cuprinde nnmai Flectricitatea staticdl, pe
cind in edltla a IT-a cuprmd(‘ mheaqa clectricitate. Tn prima editie T kctrmhmnum
o da ca scc',clune separatd sub titlul: Galvanism seu clectricitate dinamicd. Aceastd
sectiune o incepe cu un scurt istoric ardtind ci progrese fnsemnate s-au facut numai
dupi ce englezul Gilberte : ,,a creatu potemu dice, sciinti’a electricitati*, iar de atunci
incoace : ,,mai alesu In secolo de fecia, electricitatea a ajunsu la ua desvoltare de care
pucine sciintie se bucura“. Mentioneaza apoi ¢ii fizicienii au incercat si fundamenteze
o teorie asupra naturii electricitétii, si anume Aepinus i Franklin 1si imagineaza cd
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fiecare corp cuprinde o cantitate determinatd de fliidi electricu cave la frecarea a doud
corpuri trece de pe un corp pe altul. Aminteste apoi teoria dualistd a lul Svmumer si
teoria ondulatorie. Conchide ¢ | astadi se admite de toti, co fenomencle electrice
sunit nisce fenomene mecanice adico de miscare, remanendu indiferentu modulu in
care se executa, seu ne inchipuimu ca se executa, acele miscari.

Se observa cd Bacalogly, ca toti contemporanii sdi de altfel, admite ¢d fenomenele
electrice sint de naturd mecanicid. Teoria electromagneticid a fost stabilitd de Maxwell
in cartea sa Tralat de electricitate si magnetism in 1873, insd s-a fncercat de citre
unii fizicieni $i dupd aceea sd se explice fenomenele clectromagnetice prin teoria
mecanicd, {ard insid a le reusi. De aceea Bacaloglu i in 1888 ramine la vechea teorie
mecanicd a tuturor fenomenelor lizice, deci i a celor electrice.

in continuare Bacaloglu descrie controversa dintre teoria chimici si de contact
asupra electricitdtii, controversi incheiatd in favoarea teoriei chimice deoarece:
,din nimica nu se face ceva, co, cand producemu ceva, trebuie sa cheltuimu ua
munca seu altu ceva ecivalentu. Vorbeste despre trecerea curentilor prin conduc-
tori, descriind instrumentele de mdsurd cunoscute, si adoptd ca unitdfi de méasurd
unitidtile sistemului C.G.S. stahilit la Congresul Electricienilor din 1881 de la
Paris. Descrie fenomenele de inductie si di demonstratia formulei lui Ampére relativ
la actiunile mutuale ale curentilor. Ca o dovada in plus cd Bacaloglu era la curent
cu lucrdrile cele mai noi ale fizicienilor, vom da urmatorul citat din paragraful asupra
masinilor dinamoelectrice (ed. IT) : ,,In fine trebuie se adeogamu co in anulu curentu,
FEdison a inventat unu nou feliu de machini pe care le-a numitu pyvromagnetice in care
ferulu armaturei este incalditu directu si pusu prin aceasta iu miscare de rotatiune,
producendu curentii clectrici...”. In paragraful | Luminatulu electricu” face un
interesant istoric al acestei probleme, declarindu-se un fervent adept al luminatului
electric. Se ocupd apoi de transportul electricitdtii la distantd, descrie telegraful
si microfonul iar in Incheiere vorbeste despre electricitatea atmosfericd si paratrasnet.

Sectiunea ,,Caldura‘s incepe prin paragraful ,,Natura cildurii in care se arati
ci pind la aparitia cdrtii: ,,Natur’a caldurei ne este necunoscuta si nu potemu face
decatu numai hipotese asupra ei cea mai probabila din ele si mai in armonia cu starea
actuala a cunoscintielor nostre este necontestatu aceea a undulatiunilor... Dupe
acesta, cidldur’a s’ar produce prin vibratiunile unui eteru, adico ale unei materii
forte subtile, ce s’ar afla respandita in tota natur’a si in spatiele intermoleculare ale
tuturor corpurilor*. Dupid ce expune notiunile de bazd ale cdldurii, in paragraful
., Lichefierea gazelor aratd cd in ultimii ani au fost lichefiate gaze care se credeau
a fi permanente ca oxigenul, hidrogenul etc. Se stie cd lichefierea acestor gaze s-a
facut pentru prima datd in anul 1883, adicd cu cinci ani inainte de aparitia editiei
a IT-a. In paragraful despre propagarea cildurii arati ci : ,,mai tota caldura pe care o
avemu noi pe pamantu o detorim sorelui’, subliniind cantitatea mare de caldurd
degajatd de acest astru, iar in continuare : ,,Care sa fia caus’a care produce pe sore
acesta cantitate enorma de caldura este pucinu cunoscutu. Astadi se presupune,
ca aru fi cause mecanice, de ex. caderea de mii de bolide pe suprafeci’a sorelui, care
ar fi producenda acesta caldura®,

In ceea ce priveste cildura, la fel admite teoria mecanicd, considerind insi ci
ea este produsd de vibratiile unui eter mecanic iar nu de vibratiile atomilor si mole-
culelor, cum presupune teoria cineticd a cdldurii.

Sectiunea , Acusticd‘c este foarte scurtd, se ocupit numai de producerea si pro-
pagarea vibratiilor, trateazd proprietdtile sunetului si viteza sa de propagare,
incheind sectiunea cu studiul sunetelor muzicale.
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Ultima sectiune trateazd ,,Optica seu teori’a luminei*. Sectiunea cuprinde un
material bogat si variat, incepind de la clasificarca corpurilor in opace i transparente,
legile reflexiei si refractiei, instrumente optice, fotometrie, spectroscopie, difractie,
interferentd, pind la teoriile asupra naturii luminii: corpusculard si ondulatorie,
sfirsind cu polarizarea luminii.

Fenomenele optice de asemenea le interpreteazd cu ajutorul mecanicii, men-
tionind teoria corpusculard a lui Newton si cca ondulatorie a lui Huygens. Dintre
cele douid teorii el adoptd teoria lui Huvgens.

Ineditia a IT-a e atasat manualului un memoriu al lui I, Bacaloglu citit in sc-
dinta Academiei Romane din 27 martie 1887 cu titlul: , Despre aperatorul de tras-
netu (paratonnerre)“, in care, dupil ce face un scurt istoric al paratrdsnetului, da
o serie de date in ceea ce priveste conditiile ce trebuicse Indeplinite de un paratrisnet
pentru ca el sd fie util. Cu aceastd ocazie el subliniazd importanta si necesitatea
acestuia.

Materialul prezentat in manual este fnsofit de figuri ilustrative si scheme de
aparate, realizate cu multd atentie. Dacd in edifia I figurile erau pe plange la sfirsitul
cartii, in cditia a IT-a ele sint in text pentru a putea fi mai usor urmdrite.

Intrucit Bacaloglu si-a redactat manualul pentru a acoperi olipsd stringentid
a fnvatamintului fizicii si deoarece predarea fizicii in scolile medii era destul de la-
cunaré, Bacaloglu a fost nevoit sd adapteze materialul ce urma sa fie cuprins in manual
necesitatilor si situatiei existente in invatdmintul nostru. Tuind ca model manualele
franceze de fizicd a considerat si adopte calea de prezentare a partii fenomenologice,
astfel cd in manual gdsim putine demonstratii i calcule matematice. Totodati a consi-
derat potrivit ca unele parti si fie tratate mai sumar iar altele nu le-a tratat de loc.
Astfel lipseste complet higrometria, teoria cineticd a gazelor si termodinamica, capi-
tole care in manualele franceze contemporane sint tratate amanungit. Totodatid unele
probleme care au constituit o preocupare de cercetare pentru el sint mai amanuntit
tratate. Astfel, dacd partea de mecanicd e mai sumar tratatd, in electricitate
generatorii de curent electric sau in opticd spectroscopia sint tratate amanuntit, la
nivelul mauualelor contemporane.

Manuatul lui E. Bacaloglu prezintd un deosebit interes in studiul istoriei invi-
tamintului fizicii fu fara noastrd. Daci piné la aparifia sa au mai apdrut si alte ma-
nuale de fizicd in limba romdnd, el este primul care se ridicd la nivelul cerut de un
manual de fnvdtamint superior. El se remarci atit prin continutul bogat, cit si prin
nivelul sdu care corespunde manualelor din acea epocd din strdinitate. Manualul
dovedeste totodatd strddania pionierilor Invifdmintului fizicii din tara noastrd
de a propaga cele mai noi cunostinte in rindurile tineretului patriei, pentru a trezi
in ei setea si dragostea de stiintd, pentru ridicarea culturald a fdrii.

Intvat tn redactie la 10 mavtic 1966

BIBLIOGRAFIELE

1. ¥. Bacaloglu, Elemente de fisica, edifia I, Bucuresti, 1870,
2. BE. Bacaloglu, Elemente de fisica, editia II, Bucuresti, 1888,



90 MARIA POPESCU

LOJIEMEHT B OM3HMKHW EMAHOWJIA BAKAJIOTJTY

(PesiwwMe)

B pa6ore , ,Qaementor pi3nki’’ . Baxatoray apeacrasaen nepsblit YunsepenTeTc kil yueSHUK (i
3HKH Ha PYMBIHCKOM si3bike, 01yGaikosannblil B Byxapecre, neppoe nananite s 1870r., a sTopoe 1 1888r.
Kuura Hamicana B criie Gpaniy3CKHX KHHI TOFO BPEMEHI H Ha HX ypobHe. B cTatee npouanoaurest
CPABHHTEJNbHBIH aHaNU3 3THX ABYX H3JaHHI, HCNOAB3OBAHNBLIX B KAUCCTBC AMAAKTHUCCKOTO VHIBED
cHTeTCKOTO yuyeOHiKka kax B byxapecre, Tax 11 B flccax. B To ke Bpevs noauépKHBAETCH XOpPOLIast
oCBe JOMAEHHOCTL aBropa. Pafora cmocofeTByeT NO3HAHHIO LCTOPHH BbicLlero o0yueHHA B Halneil
cTpaHe.

EMANOIL BACALOGLU’S WORK “ELEMIINTS OF PHYSICS”

(Summary)

The work “Ijlements of Phyvsics’ belonging o K. Bacaloglu is the first uuivesity manual of
Physics written in Romanian. It appeared in Bucharest, the first edition in 1870, and the second onec
in 1888. The book is written much like the French books of that epoch, and at their level. The author
analyses comparatively the content of bhoth editions which were used as university manuals in
Bucharest and Jassy. The author’s information and documentation is also mentioned. The work
contributes to the knowledge of the history of the university education in our country.



ASUPRA DEZINTEGRARII LEPTONICE A BARIONILOR

de

Z. GABOS

In lucrare se studiaza dezintegrarea leptonicd a barionulul B,
D= B, e + 7

completind rezultatele cunoscute cu calcularea matricii care reflectd corelaia ce
existd Intre polarizarea barionulul B, si polarizarea electronului.

Presupunem ca

: . : 7 - -

a) B, este in repaus; b) are vectorul de polarizare Z,; ¢} |vy]/c €1 (v, este

viteza barionului B,); d) interactiile electromagnetice pot {i neglijate.

Daci sint indeplinite aceste conditii, atunci expresia amplitudinii de tranzifie
poate fi scrisd sub forma cunoscuti {57, [9]

P ) ) e d : -> 7]
M :\—/% (u;' u,) (zzf U‘,) — 7\(11;‘ E i) (u; Z vV)J, (1

unde 7 este un numdr complex (a == 7" - i2”), iar « ¢i v sint bispinori.

1° Cu scopul de a ajunge la expresia lui |3 |* vom utiliza matricea de po-
larizare

P = u(2) W(E).
Dacid sint indeplinite conditiile a) si b), pentru barioni avem

P, = L (1 + i Z) (I + v4) (2

4

-
unde Z; este vectorul Stokes al barionului (7 =1, 2).

Pentru electron si antineutrin

_/\
T o
-’
by
P’;’:_‘_)_ Vqu.(l Ys)s CuV:FT’V4_z) (4)
B P
Py
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- g
unde p ‘p, i =| este cvadriimpulsul electronului, p, este impulsul antineutrinului,
c

s este cvadrivectorul de polarizare iar wm, este masa de repaus al electronului.
Daca se aleg ca bispinori de baza bispinorii lui Darwin si sistemul de coordonate
se 1a In aga fel ca p, sd anuleze, componentele cvadrivectorului s sint date de [12]:

Sy =35 + —— €1 Iy,

Hige?
62 = 2.2!
y e . (5)
Sg== T €y 3y T . f3%a
e
> -> >
4 [
$4 == ‘ l E,:j) € == > ’
Wy “’ ’
(Z; parametrii Stokes ai electronului).
Avind in vedere (1) — (5) ajungem la expresia
I TN . , p .
N — IIW} 2= - Ag L+ DB Loy Ci £ Lo, (6)
gt €

b

Vom considera doud cazuri particulare:

unde [ si coeficientii 4 ., Ci osint functii liniare de 24y, Zy,, 215,

i

A) In starea iniiald avem barioni B, cu spinul neorientat. In acest caz este
avantajos de a alege sistemul de coordonate astfel ca sd avem p, = v, = 0. In ex-
presia lul / precum si in expresiile coeficientilor se pune 7, = 0.

B) In starea inifiald avem barioni B, cu spinul orientat. In acest caz se alege
un sistem de coordonate pentru care ¢, == 0, 2y = £, =0, ;3 = 0.

In continuare vom da expresia coeficientilor respectiv a Iui [ in cazul B). Cele
valabile in cazul A) se obfin facind inlocuirile Z ;3 = 0, v, == 0. Avem

> -

N v . R L - 1 14
I o=y + 2y, ¢) 3 + Zia | ravy + (hges — 207 evy) Z‘] ’

1% - N | .
Ay = — =5 [ha(viey — vaen) — Zig(hgey + 207 egv0) ],
e
“/L()C2 = Ly ’ o B
A, = — [7.9vg -+ 20" v Z450,
€
- - 14 , . Vv
Ay = — 3,(e, v) — 7,1-(:— Ly (w)qea A= 227 0wy — 7\3\)3_,) ,
) <
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o2 . -
Cyp = —[—hgeg + 207 vy — Z 13041V + 79€3vg) ],

€

2
Cro = %[—zw (6, V) + Zig(—20"" e — 2ge1va) 1,

mc?

Cis = . (7561 -+ 21" egvy -+ Z13( 22631 + 24€195) ],

6% ’" "
Cyp = 5= (2\"vg -+ 202 y),

£

M o2
Cpp = — —-—:f- (hg + RgvsZ1a),

et ”
Cog = — —-—;?—— (20" vy 2y v, Z1y),

- 1% 3 _V —}— / ! .
Cyp = — 236y — 20"egvy — MgV, C 513(77\361\'3 T Rgegvy 2K v C ) '

Cor = 2 (egi— ea%) — Lava Y 47y, [7\463\/2 — e, — W, ZV‘) :

14
Cag = — Mgy + 20" €1vy — 74"3 c 213(7\251\'1 + Megvs + 72?J
in care
ro= 14 3122, ho =1 — |23
%o = 20 -+ (1), Ao = 200 — [A]).

In formula (6) parametrul Stokes Z, ne indicd gradul de polarizare longitudinald
a electronului, iar V 52 ¢; gradul polarizérii transversale. Parametrii Zy; au sem-
nificatie similard in cazul barionului B,.

2°, Mai sus am dat expresiile cele mai generale pentru I, 4;, B,, C,, pornind de la

expresia (1). Urmeaza s& stabilim formule referitoare la polaruarca electronului si
a barionului B,. Utilizind expresia (6) obtinem:

4 !
R A =l 7
S I+ B; Zy I @
B, + Cy, & B!
AP 2 M (8)
I 4 A4; & I

Formulele reflectd corelatia care existd intre polarizarea electronului si polarizarea
barionului B,. Dacd cunoagtem polarizarea barionului B,, atunci pe baza formulei (7)
putem calcula parametrii Stokes ai electronului. Dacé se cunoaste starea de pola-
rizare a electronului, atunci pe baza formulei (8) se pot calcula mdrimile Z;;, carc
caracterizeazd complet starea de polarizare a barionului B,

Ca o aplicatie a formulei (7) s considerdm tranzifiile Fermi si Gamow-Teller
in cazul dezintegririi barionului B; cu spinul orientat. Presupunem cd avem o si-
metrie fajd de operatia CP (deci vom pune A" = 0).
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Pentru tranzitia Fermi 23, =Zy =1, Z;,=Zy4 =10, 1= 1, 2. Parametrii
Stokes ai electronului se calculeazid pe baza formulei (7) si pe baza expresiilor sta-
bilite pentru I, 4;, C,,. Avem

- < Vo, - 4
"o 1 432 4 25y — - [(7* — Ycos & — 2rey; — 27%egv,],

Al a [200 4 (1 - 13 vale, + (22 — Degvy,

Ab o ™0 (g — 1) vy
€

Az o(r2 — Dcos & — 2re, — 202e,vy — (1 -+ 22 + 20vy) —
unde
cos ¥ = (—e), _;)

(« este semnul de proportionalitate).

Pentru tranzitia Gamow-Teller Z,; = 1, Zyy = —1, Z,, = Zy; =0, 1 =1, 2,
prin urmare

o222 (1 + vg) (1 — .g. es),

AL a 222(1 + vy) (e3 — Z-)

As 0,
2
Al o — 2 "_C (1 + vo)ey.

Intrai in vedactie la 20 noiembyie 1966
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O JIETTTOHCKOM PACIA/IE BAPHOHOB
(Peswowme)

B paGore H3yuaeTcs KOppeJsiliHs, HMEIOULAfCH MeXKAY noaspusaunnei snrextpona H Gapuona
B,. Itu uwactuubl o6pasylorcs B pe3y’abTare JeNTOHCKOro pacnaja GapHona Bi.

ON THE LEPTONIC DESINTEGRATION OF THE BARYOXNS
(Summary)
The author investigates the correlation which exists between the polarization of the electron and

the polarization of the baryon B,. These particles are formed as a result of the leptonic desintegration
of the baryon B,






DAS STUDIUM DES MAGNETISCHEN VERHALTENS
EINIGER FERRITE AUF GRUND VON SELTENEN ERDEN

von
IULIU POP und L. JESZKEL

Einleitung. In den letzten Jahren wurde eine immer gréssere Bedeutung dem
Studium der physikalischen Eigenschaften, vor allem der magnetischen Eigenschaf-
ten der Ferrite auf Grund von seltenen Erden, beigemessen. Ausschlaggebend
dafiir war, dass die Synthese dieser interessanten magnetischen Substanzen zuerst
im Jahre 1952 von Forestier und Guiot-Guillain [1, 2] gemacht wurde,
wobei die sogenannten Orthoferrite erhalten wurden. Die zweite Gruppe von Ferri-
ten auf Grund von seltenen Erden, Granate genannt, wurden in 1956 von Ber -
taut undF orrat [3]synthetisiert.

Die Orthoferrite mit der Formel M,0; - Fe,O;, wobei M das Ion der seltenen
Erden darstellt, haben die kristallinische Struktur aus der Gattung des deformierten
Perovskites, hingegen vom magnetischen Standpunkte aus weisen sie einen schwa-
chen Ferromagnetismus auf [4, §, 6]. Die Ferrite aus der Gattung der Granate,
mit der allgemein giiltigen Formel 3M,0; - Fe,O, haben mit dem Granatmineral
eine isomorphe Struktur mit kubischer Symmetrie,

Die ersten magnetischen Studien der Granate stammen von R. Pauthenet
und Mitarbeiter {7, 8, 9, 10, 11]; es gelang ihnen hervorzuheben, dass der grosste
Teil dieser Ferrite einen Kompensationspunkt auf der Kurve der spontanen Magne-
tisierung in Abhidngigkeit von der Temperatur besitzt. Es folgte hierauf eine Flut
von Arbeiten, die verschiedenen Autoren angehdren und die sich mit dem Studium
verschiedener physikalischer Eigenschaften ; befassen.

Wir erhielten und studierten 2 Ferritproben aus beiden Kategorien, die aus
Substanzen von hochgradiger Puritit hergestellt wurden.

Herstellung der Prohen. Zur Herstellung der Proben wurden Oxyde von spektra-
ler Puritit verwendet. Vorerst wurden die Oxyde 3 Stunden in einer Etuve bei
220°C erhitzt um das absorbierte Wasser auszuscheiden und nachher wurden die
an der Reaktion teilzunehmenden Mengen mit Hilfe einer analytischen Waage
(10-¢ g) mit der nachfolgenden Gleichung bestimmt: a) 5Fe,O4 -+ 3Gd,0; =
= 2Gd,Fe Oy, ; b) Fe,O5 + Yb,03 = 2YbFeO,.

Die Oxyde wurden durch Moérsern bis zur vollstindigen Homogenisierung
sehr gut vermischt, hernach zwei Tropfen Toluol mit Paraffin als Bindemittel hin-

zugefiigt und die so erhaltene Paste wurde unter einem Druck von 2480 kgf/em?
zu Pastillen gepresst.

7 — Mathematica-Physica 1/1967
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Diese Pastillen wurden fir Gadoliniumgranate 4 Stunden lang einer Tem-
peratur von 1350°C durch Synterisierung der obengenannten Reaktion in solider
Phase, auf einer Platinunterlage, unterzogen, hingegen war die Temperatur bei den
Ytterbiumorthoferriten 1250°C. Infolge dieser Reaktion wurde eine homogene kom-
pakte keramische Masse, mit einer sehr hohen mechanischen Resistenz erhalten.

Fine Gadoliniumprobe wurde wihrend der Zeit der Svnterisierung auf eine
Pyrrolanunterlage aufgesetzt, wobel eine chemische Reaktion entstand, deren Re-
sultat ein gemischter Ferrit aus Gadolinium, Aluminium und Magnesium war,

Messmethode. Die Magnetisierungsintensitit und die magnetische Suszepti-
bilitdt wurden mit einer magnetischen Waage mit mechanischer Kompensation [12],
die eine Sensibilitdt von 10-7—10-8% elektromagnetische FEinheiten-Suszeptibilitit
bei einer Masse von 10 mg besitzt, gemessen. Die Proben wurden in einem breiten
Temperaturintervall studiert und zwar, beginnend mit der Temperatur des fliissigen
Stickstoffes bis zu 1270°K, in einem magnetischen Feld von 1480 Oe im ferromag-
netischen Bereich und von 3950 Oec im paramagnetischen Bereich. Die Bestimmung
der Intensitit des magnetischen Feldes wurde mit Hilfe eines Gaussmeters Metra
der 2,5 Klasse vorgenommen.

Ergebnisse und ihre Interpretierung. Im ferromagnetischem Bereich weist die
spezifische Magnetisierungsintensitdt fir das Gadoliniumgranat, in Abhidngigkeit
von der Temperatur ein ununterbrochenes Sinken bis zum Kompensationspunkt
O = -+14°C auf, wo sie fast ganz
verschwindet, hernach folgt ein
Anwachsen mit schwachem Maxi-
mum bei ungefdhr 150°C und
30 mit dem ferromagnetischen Cu-
riepunkt bei 263°C--2°, wie aus
Abb. 1 ersichtlich ist.

Fir den gemischten Granat
aus Gadolinium, Aluminium
10 und Magnesium weist die spe-
‘ zifische Magnetisierung im fer-
‘ oy =~ _rc romagnetischen Bereich eine un-
100 0 00 200 00 unterbrochene Sidttigung, ohne
Kompensationspunkt, bis zu
480°C wo der Curiepunkt ist,
auf, was aus Abb. 2 hervorgeht,
in welcher die Abhdngigkeit der
Temperatur von der Magnetisie-
‘f rungsintensitidt veranschaulicht-
= ——tt wird. o

\ Das teilweise Ersetzen der

y ~, magnetismuserzeugenden Ionen

2 mit diamagnetischen Ionen des

Aluminiums und Magnesiums,

1f , hat die Ausdehnung des ferro-

» maguetischen Bereiches mit 160°

. : : ‘ L : und eine Verstirkung der ferro-

200 1000 700 200 300 400 600 magnetischen Interaktionen zur
Abb. 2 Folge.

-

20

2
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Im paramagnetischem Bereich ist die Lage umgekehrt. Das Granatgadolinium
hat eine viel grossere Suszeptibilitit als das gemischte Ferrit,

In Abb. 3 ist die Abhingigkeit der Temperatur von dem Umgekehrten der
magnetischen Suszeptibilitat 1/x fiir beide Gadoliniumferrite gegeben; Kurve 1
zeigt die Abhdngigkeit des Granatgadoliniums und Kurve 2 die des gemischten
Granates.

Aus der Abbildung ist feststellbar, dass die Abhédngigkeit anfangs hyperbolisch
verlduft, hingegen bei hohen Temperaturen eine lineare Form annimmt.

Die magnetischen Eigenschaften dieser Ferrite koénnen mit Hilfe des Néel’
schen ferrimagnetischen Modells des molekularen Feldes, mit 3 magnetischen Un-
tergittern [13] erklirt werden.

Nach diesem Modell sind die Granatferrite ferrimagnetisch mit 3 Untergittern :
a, 4, und ¢. Das Untergitter a enthilt 4 Fe?* Ionen in oktaedrischer Stellung 16 a;
das Untergitter d enthilt 6 Fe?* Ionen in tetraedrischer Stellung 24 4 ; das Unter-
gitter ¢ enthdlt 6 Gd3* Ionen in dodekaedrischer Stellung 24 c.

Die magnetischen Momente der Eisenionen aus den beiden Untergittern haben
eine antiparallele Orientierung und da ihre Anzahl verschieden ist, ergeben sie eine
resultierende Magnetisierung die verschieden von Null ist. Das resultierende mag-
netische Moment der FKisenionen bestimmt eine antiparallele Orientierung der
Momente der Gadoliniumionen mit ihm selbst. Bei der Kompensationstemperatur
ist die resultierende spontane Mag-
netisierung aus den Untergittern
der Fisenionen als Grosse gleich
mit der in dem Untergitter der Ga-  **
doliniumionen induzierten sponta- s 7
nen Magnetisierung, und das Er- 7
gebnis davon ist, dass die Mag- / —
netisierung der Probe gleich null o / -
ist. o il

Im paramagnetischen Bereich, /
so wie es aus Abb. 3 hervorgeht, ¢ /
folgt die magnetische Suszeptibili- e
tat dem Néel'schen Gesetz :

et

L o

. 05}
WO Yo 0, 8, a und b Konstanten

sind, die von den Koeffizienten S ST
des molekularen Feldes abhingen, o T~

hingegen ist C die Curie’sche Kon- \
stante. o3r

Es wurde die Abhingigkeit X
der Temperatur von der spezifi- 02f \
schen Magnetisierungsintensitit des
Ytterbiumorthoferrites sowohl bei off
der Erwidrmung, wie auch bei der
Abkithlung der Probe gemessen. y : . : .

Aus Abb. 4 ist feststellbar, dass die ~ %° ¢ ¢ 100 WO 00 400 e
Magnetisierungsintensitit ein Ther- Abb. 4.
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mohisteresisphdnomen aufweist; die Werte sind beim Abkiithlen grésser, was mit
anderen experimentellen Daten aus der Literatur iibereinstimmt.

Es ist merkwiirdig, dass auf den Kurven o(7) nur ein einziger Transformations-
punkt 8, erscheint, obzwar den Daten aus der Literatur entsprechend die Ortho-

ferrite zwei magnetische Transformationspunkte 6, und 0, aufweisen miissten. Das
magnetische Betragen der Ytterbium-

orthoferrite ist in unserem Falle
14 10* analog dem Betragen der Lantan- und
Praseodiumferrite, die nur einen einzi-
gen Transformationspunkt 6, haben.
Da wir die Struktur nicht studierten,
kénnen wir nicht bestimmen, ob eine
bestimmte Struktur wihrend der
1 Reaktion erzielt wurde, wahrschein-
| lich aber ist, das die Struktur, die
den Lantan- und Praseodiumferriten
|/ ‘ ) . ) , entspricht, vorhanden ist.
400 500 600 00 800 900  poc Im paramagnetischen Bereich,
so wie aus Abb. 5 ersichtlich ist, wo
Abb. 5. die Abhingigkeit der reziproken Su-
szeptibilitdat 1/X von der Temperatur
dargestellt ist, istdie Form der Kurve charakteristisch fiir einen ferrimagneti-
schen Stoff, der durch das Néel’'sche Gesetz erklirt werden kann, eine Tat-
sache die beweist, dass die Reaktion in der soliden Phase stattfand und dass eir
Orthoferrit erzielt wurde, der einen einzigen magnetischen Transformationspunkt
aufweist,

Die Interpretierung der erhaltenen Resultate kann man im Falle der Ortho-
ferrite auch mit Hilfe des Néel’schen Modells mit 3 magnetischen Untergitterr
machen. Die Verteilung der Eisenionen in den Untergittern nédhert sich den anti
ferromagnetischen, die Orthoferrite der seltenen Erden weisen eine verminderte
spontane Magnetisierung auf.,

w N oy ®
T

Eingegangen am 1. Dezember 1966
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STUDIUL COMPORTARIT MAGNETICE A UNOR FERITE PE BAZX DE PAMINTURI RARE

(Rezumat)

S-au studiat din punct de vedere magnetic doud ferite pe bazd de paminturi rare, de puritate
spectrald, avind formula 3Gd,04.5Fe,0, si YD,0;.Fe 0y Curbele dependentei de temperaturd a inten-
sitdtii de magnetizare specificd au ardtat in cazul ortoferitei de iterbiu o comportare analogd ortoferitelor
de lautan gi praszodiu cu un singur punct de transformare magnetici.

Comportarea granatului de gadoliniu este in concordantd calitativd cu datele din literaturd, pre-
zentind unele diferente din punct de vedere cantitativ in domeniul paramagnetic.

Interpretarea rezultatelor s-a ficut pe baza modelului cimpului molecular cu trei subrefele mag-
netice al lui Néel.

HUCCJAENOBAHUE MATHUTHOTO NOBEAEHHY HEKOTOPBIX @®EPPHTOB HA OCHOBE
PEAKWUX 3EME/Ib
(Peszwme)

M3ydeubl © MaruHTHOIl TOUYKH 3peHusi ABa (eppiTa Ha OCHOBE PeJKNX 3eMelb CTeKTPadbHOH
4HCTOTH, HMelouiie hopmyty 3Gd Oy, bFe, Oy 1 Y04, Fe, Oy, Kpiibie TeMnepatypHoH 3aBHCHMOCTH
YAeJbHOIO HAMarHHYHBAHMS NMOKA3alH B cayuae oprodeppHTa HTrepOMsa MoBejeliHe, AHANOTHYHOE C
nopejetHeM oprodeppHTOB JaHTaHa H NMpa3eouMa ¢ 0HOil TOYKOI MarHHTHOTO NpeRp aIUEHHS .

[Topenenne rpaHara rajoJHMHUSA KayeCTBEHHO COOTBETCTBYCT A3HHBIM JHTEPaTypbl, HMESl HEKO-
TOphle PAa3JHYHA C KOJHUECTBEHHON TOUKHM 3peHHsi B MapamMarHuTHON o0sacTH.

Hurepnperaiins pe3y1bTaToOB NpoH3BeJeHa Ha OCHOBE MOJENH MOJeKyJasipHoro noas Heeas c
TpeMsi MarHHTHBIMH NOJAPEIUETKaAMH.






MESURE DE QUELQUES PARAMETRES DE FERRITES DU TYPLR
a(Fe,0,) -- b(Cr,04) + X,(NiO) ++ X,(Zn0) DANS LA BANDE X

par
R. BAICAN, €. BALINTFFI, A. BODI

I. Introduction: Tin utilisant la technique habituelle de mesure des ferrites
en microondes [1, 2, 3] la constante diélectrique complexe a été mesurée =*, la
susceptibilité magnétique complexe ¥* et l'effet directionnel.

I, Prineipe et méthode de mesure. La méme cavité de résonance parallélé-
pipédique excitée dans le mode TE,,y, a été utilisée, pour la mesure non seulement
de ¢* mais aussi de y*.

Comme la cavité n’est pas dégénérée, et que, d'autre part le champ H de #f
est linéairement polarisé, le seul membre du tenseur de la susceptibilité [2] qui a
été mesuré est le membre diagonal donné par la relation:

=1 - (1)

I Procédé expérimental. Les épreuves de forme parallélépipédique ont été
placées dans des maxima du champ électrique E (Iiig. 1) pour la mesure de la
constante diélectrique complexe =* ou dans des maxima du champ magnétique H
pour la mesure de la susceptibilité magnétique complexe x* (Fig. 2).

L’appareillage standard de microondes dans la bande X et la technique ‘de me-
sure étaient identiques A ceux qui ont été décrits dans louvrage [4].

Lors de la mesure de leffet directionnel, les épreuves de ferrites avaient la
forme de plaquettes de dimensions approximatives 43 x 10 X 2 mm et étaient placées
dans un guide d’onde rectangulaire parallele au co6té b du guide d’onde.

- -2
y i
e
T 7 .
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A Taide de I'installation que montre la figure 3 a été étudiée 'absorption de
I'énergie de microondes, aussi bien dans le sens direct que dans le sens inverse, par
la plaquette de ferrite, en fonction du champ magnétique statique de polarisation
H,, de la distance de la plaquette de ferrite a la paroi de guide, de 1'épaisseur de la
plaquette de méme que de la température
de syntérisation.

IV. Préparation des épreuves. Les fer-

rites ont été préparées a partir d’oxydes
Te,0,, Cr,04, ZnO de pureté ,,p.a.“ tandis
que l'oxyde de Ni a été obtenu par la calci-
nation de l'azotate de Ni pur.

Les poudres oxydiques ont été mélan-
gées de maniére que la proportion molé-
culaire soit satisfaite sous la forme:

44Fe,05 + 5Cr,0, + 18NiO + 33 ZnO  (2)

Apres homogénéisation du mélange les épreuves ont été pressées par marte-
lage sous forme de plagues a une pression d'environ 800 kgf/cm?.

Ies épreuves ainsi obtenues ont été syntérisées a des températures différentes
comprises entre 1000°C et 1300°C, dans une atmosphére gazeuse. Le refroidissement
des épreuves a été effectué de méme dans 'atmosphére gazeuse pendant environ

12 heures, on a obtenu ainsi un matériel polycristallin de couleur brun foncé, cassable
avec des surfaces lisses.

V. Résultats. En utilisant des épreuves des ferrites de forme parallélépipédique
et de dimensions 1 X 1,5 X 10,2 mm, la constante diélectrique complexe a été
mesurée en fonction de la température de syntérisation.

Les résultats typiques pour les températures 1050°C, 1100°C, 1150°C, et 1250°C
sont rendus dans le tableau 1.

Tableaw No. 1

Temp. de Position 1 Position 2 Avec 2 épreuves
syntérisa- !

tion e L tgd ¢ tes | e | otz

F, 1050° 5,22 0,005 5,62 0,006 | 551 l 0,004

F, 1100° 4,89 0,014 5,04 0,016 491 | 0,014

Fy 1150° 6,92 0,017 6,63 0,016 ! 6,65 . 0,014
Fy 1250° 6,35 0,011 |

11 résulte des données ci-dessus que e* aussi bien que les tg § varient peu avec
la température de syntérisation.

Pour ce qui est de la mesure de la portion réelle et de la portion imaginaire de
la susceptibilité magnétique complexe, elles ont été représentés, en fonction du
champ magnétique de polarisation, par les résultats obtenus pour les épreuves
traitées aux températures mentionnées plus hant (Fig. 4 — TFig. 7).
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De ces représentations il résulte que le phénoméne de dispersion et d’absorption
des ondes électromagnétiques présenté par les ferrites en microondes dépend essen-
tiellement de la température de syntérisation.

Concernant Veffet directionnel présenté par ces ferrites en fonction de la
température de syntérisation (Fig. 8 — Fig. 11), a la suite de mesures il a été

Ald8] m
- by 1100°C
22! —
s / \\
afut)
%@ ;0.1 5r
by« w050%¢
5+
— ’—\\
P - 0
. e ) ) 1500 2000 2500 3000
30
e 0 o 8s) B[6s]
Fig 8. Fig 0.

trouvé que la ferrite syntérisée i la température de 1150°C et d’épaisseur 1,5
mm, placée a la distance de 2,5 mm de la paroi du guide, présente le plus grand
affaiblissement de 'onde inverse et la plus réduite atténuation de l'onde directe
(Fig. 10).

I absorption apparue pour un champ de polarisation nul est d’approximati-
vement 0,5 dB.

Aucune modification notable des résultats obtenus n'a été observée pour un
type de ferrite en fonction de son épaisseur.
La distorsion du mode de propagation a été faible.

VI. Conclusions. 1. Des résultats obtenus pour la tg § il s’ensuit que ces
ferrites ont de faibles pertes diélectriques en microondes (tgd = 0,005—0,02) et
représentent un effet prononcé d’absorption pour un champ de polarisation (B, =
= 2700 Gs) satisfaisant 4 la condition de résonance ferromagnétique.
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2. Le fait est a soluigner que l'effet optimum d’isolation n’a pas été obtenu
a I'épreuve avec un maximum (ferrite 7 = 1250° C) mais a I'épreuve (la ferrite
T = 1150°C) qui posséde une absorption au moins 4 fois plus faible.

2 by 1150°¢C
Ald8) fz o[a8] ! tg+ 1250%
229 e “z
30 - M e ]
20t ‘

25

f o\% %t o/o
foo / °
15 + £ 10+
3\

0 \?

5 L
5‘ L
.—0-‘-0.\ y, ..4\.\.
UL. N " N -‘——/../ L .
1500 2000 2500 2000 1500 2000 2500 3000
Bfss] 85s]
Fig 10. Fig. 1L

3. Les ferrites du type mentionné peuvent étre utilisées pour confectionner
I'isolateur directionnel, la plus conforme a ce but étant Uépreuve syntérisée a
la température de 1150°C et polarisée avec un champ d’approximativement
2700 Gs. Le rétrécissement du champ de polarisation ne peut étre obtenu que
par la modification de la composition de la ferrite.

Manuscrit vequ le 18 aotit 1966
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MASURAREA UNOR PARAMETRI DE FERITE DE TIPUL
a(Feg0y) - b(Cr0,) -+ X,(Ni0) 4 X,(Zn0) IN BANDA X

(Rezumat)

Lucrarea cuprinde misurarea constantei dielectrice complexe, a susceptibilititii magnetice com-
plexe a efectului directional si studiul acestor mdirimi in functie de temperatura de sinterizare a unor

ferite, cu aplicatii posibile in tehnica microundelor.
S-a ajuns la concluzia cd feritele sinterizate la temperatura .le 1156°C pot fi utilizate la confec-

{ionarea izolatoarelor directionale in microunde.

HU3MEPEHHE HEKOTOPbBIX ITAPAMETPOB ®EPPUTOB THUIIA a(Fe,05) + b(Cr0,) +
X,(NiO) + X,(Zn0) B TIOJIOCE X
(Peswome)

PabGora 3akmouaer B cefe HaMepeHHe KOMIJIEKCHOI AHAIe KTPUUECKOI TIOCTOS HHOI, KOMIJIeKCHOI
MarHMTHOH BOCIPHHMUYKBOCTH HanpasIsiiouero sgdexra, a TakXKe H3YuyeHHe 3THX BeJHUHH B
3aBHCHMOCTH OT TEMIEP ATYPHI CNIEKAHHA HEKOTOPLIX GePPHTOB, C BOIMOKHBIMII IDHMEHEHHSAMH B TeXHH Ke

MHKPOBOJH.
ABTOpHI NPHUNIH K BBIBORY, 4TO (eppHTHI, ClieueHHble npH Temneparype 1150°C MoXHO HCNOMb-

30BaTh JUiA H3TOTOBJIEHHS DE30HAHCHHIX BEHTHJIOB B MHKPOBOJHAX.






VARIATIA PERMITIVITATII DIELECTRICE A ALCOOLULUI n-PROPILIC
IN CIMPUL ULTRASONIC

de

E. CONSTANTIN, \. CIUPE. D, AUSLANDER

Lucrarea de fata, continuind seria cercetarilor efectuate asupra comportarii
privind constanta dielectricd a unor lichide supuse aciiunii ultrasunetelor (1, 2,
3, 4), urmdreste studiul modificarilor de permitivitate in cazul alcoolului n-propilic
supus acfiunii cimpului ultrasonic.

Modul de lueru. Fascicolul de ultrasunete s-a obtinut cu ajutorul unui gene-
rator tip ,,Tesla” avind frecventa de 1 MHz. Misurarea permitivitdtii s-a realizat
cu un DK-metru tip ,,Ochme” de frecventi de 7 MHz. In celula de lucru termos-
tatatd, fascicolul ultrasonic a fost dirijat paralel cu plicile condensatorului. Timpul
de ultrasonare a fost de 10 minute, iar intervalul de temperaturd explorat, a fost
cuprins intre 10°C si 50°C.

Rezultate experimentale. Misu-

ririle efectuate pun in evidentd vari- 4¢
atia permitivitdfii alcoolului n-propi- gz
lic, efectul fiind in functie de : a) tim-
pul de ultrasonare, b) temperatura de 04 ]
lueru.

Astfel, considerind functia Az =1 otk
(timp), notind: Az = ¢ — z,, unde z, an
reprezintd valoarea inifiald i =, va- 13%¢
loarea in cimp a permitivitatii, sc 2% ”
constatd cd Ae dupd o crestere brusci 0 N
in primele secunde, tinde spre o va- s
loare maximd ce rdmine constantd 208 v o
{Ag,,) cu prelungirea duratei de ac- :
tiune a ultrasunetelor, dupi cum re- %%
»ulta din fig. 1. 004

Valorile lui Ae cuprinse in tab. |
sint date la diferite momente ale ul- 9%

trasondrii, considerind originea tim-

pului, la aparitia cimpului.
Dupd cum se observd, cresterea
temperaturii duce la micsorarea pan-

S o= Mathematica-Phyvsica 1.1967

1

30 1 302 K2 4 § Timo (mynute)
i¢ 1. Variatia lui Ae in funcgie de timpul de
ultrasonare pentru diferite temperaturi.
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tei din partea lineard a efectului, aspectul general al curbelor rimine insi
neschimbat.

La deconectarea generatorului, Ae tinde spre zero, printr-un salt brusc In pri-
mele fractiuni de secunde, urmat apoi de o variatie mai lentd in acelas sens, care
dureazd 3 minute.

Tabel 1 Tabel 2

Variatia lui Ae in funefie de timpul de altrasonare,

pentru diferite temperaturi. Variatia lui Aeg,, in functie

de temperaturdl

, Timpul de ultrasonare B
Temp. o _ _ . Tem. ;As Ae Az'[Agmey
o¢ ; : 7 ; : o l max 1 (%)
30" volrserl o2 Loy s L Y
| i 1 i
; ; T 15 012 ]0,11 L8
13 10,11 0,11 0,12 012 012 ¢ 0,12 0,12 20 | 010 | 009 s
20 0,08 0,09 f (.10 00,10 | 610 | 0,10 = 0,10 30 | 0,08 007 | 11
.3() : U,UZ £ 0,07 1 0,08 (),Qb ;0,08 | 0,08 | Q,O& 10 1007 | 0,06 7
R1\ 0,05 - 0,07 Loor 007 @ 007 P 0,07 10,07

Valorile lui Ag,,, la diferite temperaturi cuprinse in tabelul 2, pun in evidenta
micsorarea efectului maxim cu cresterea temperaturii lichidului,

Desi lichidul a fost termostatat, totugi a fost necesard efectuarea corectiilor
pentru eliminarea efectului termic al ultrasunetelor (As’), astiel incit efectul propriu-
zis este dat de Ae; = Ag . — Ac’. Se mai poate constata de asemenea din fig. 2 ca-
racterul nelinear al dependentei dintre efectul maxim si temperatura lichidului.

4¢
J12 4

a1 A
3,08 4
006 1
304 1
008 1

Nz g 30 40 Frrperolura (°c)

Fig 2 Variatia lai Aep, in functic de temperatura.

Interpretarea rezultatelor experimentale. In explicarea rezultatelor obtinute
admitem, ca ipotezd, cd efectul ultrasunetelor se manifectd asupra legiturilor infer-
moleculare. Considerind expresia energiei de interactiune a moleculelor (5)

TAl

Uy=- NI

2 3 ]
= — Jex? + 2qu2
P13 KT+4] ‘ ‘L]

<%
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actiunca ultrasunetelor se reflectd prin modificarea termenului ,,~7 care depinde
de numiérul de molecule ce interactioneazd la un moment dat cu molecula conside-
ratd. Aceste modificari se reflectd de asemenea s in variafia lucrului mecanic de
evaporare L. din expresia:

Uy =1 RT

Variatia efectului cu temperatura, permite interpretarea actiunii ultrasune-
telor cu ajutorul teoriei structurii cvasicristaline a fazei lichide (6), prin schimbarea
numdrului golurilor ; astfel prin ultraconarea lichidelor, se vor modifica valorile
hai ,,a” ¢t AU din relatia

Lo AU+ pAY

1 RT
H=a e N - e

Ceneluzii. 1. Cimpul ultrasonic de frecventa 1 MHz modificd permitivitatea
alcoolului n-propilic. 2. Efectul depinde de timpul de ultrasonare si de tempera-
tura alcoolului. 3. Fenomenul se explicd prin variafia numarului de goluri in struc-
tura lichidului.

Intrat in redactie la 10 decembrie 1966
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UBMEHEHHWE IHANEKTPHYECKOM [MPOHHUAEMOCTH u-TIPOTHJIOBOIO CITAPT A
B V/IBTPA3BYKOBOM TOJE

(Pesione)

JlHaseKTpuueckas NPOHHUAENMOCTL H-IIPOMNHIOBOIO CHHPTE H3MEHSETCs B YAbTPA3BYKOBOM NOJE
wacToTol 1 MPIIl B 3aBHCHMOCTH OT BpeMeHM 06paboTKH yALTPa3BYKaMH H OT TeMIepaTypul. SImdenne npumi-
CAHO IeHCTBHIO V.IBTPA3BVKOBOTO TOJS HA YPOBHE MEXMOJEKVIAPHBX cBszeil.

VARIATION DE LA PERMITTIVITE I)II“)LEC'I‘RIQUIC DL LALCOOL n-PROPYLIQUE
DANS LE CHAMP DES ULTRA-SONS
Résumé
La permittivité diélectrique de lalcool n-propylique varie dans le champ des ultra-sons & fré

quaence de 1 MHz en {onction du temps et de la température. Ce phénomene est attribué a Vaction du
champ des ultra-sons sur les liaisons intermoléculaires.






ANALIZA CIRCULTULUI DE FORMARE A IMPULSURILOR DE DURATA
SCURTA, CU GRUP RC IN EMITERUIL TRANZISTORULUI

de

EMIL TATARU

Circuitele de formare a impulsurilor de duratd scurta ocupa un loc impor-
tant in tehnica impulsurilor, wotiv peutru care analiza lor meritd o ateniie deo-
sebitid. In articolul de fatd se prezintd analiza circuitului de formare a impulsu-
rilor de duratd scurtd cu grup RC in circuitul de emiter, lucru care nu a fost
faicut pind in prezent. Acest circuit a cérui schemi este aritatd in fig. 1 a fost
dat 1o [17, fiind folosit la realizarea circuitelor de numérare pentru investigarea
spajiului cosmic.

In analiza de fatd se¢ utilizeazd schema echivalenti a tranzistorului datd in
:2]. Dupa cum a fost ardtat in [3], in cazul tranzistoarelor cu cimp intern, o in-
fluentd mare asupra proceselor de comutare a exercitd capacitatea de sarcind a
jonctiunii emiter—bazd, motiv pentru care ea este atasatd schemei echivalente
din 2] si anume in paralel cu capacitatea de difuzie o jonctiunii emiter—bazi.
De asemenea se va tine seama de factorul m ce caracterizeazd defazajul coefi-
clentului de amplificare al tranzistorului in co-
nexinea cu baza la masd [4]. Se folosesc urmai-
toarele notatii: «, B, — coeficientii de amplifi-
care in curent la frecvente joase in conexiunile cu
haza respectiv emiterul la masd; 7, — rezistenta
diferentiald a jonctiunii emiter—bazd ; », — re-
zistenta proprie a bazei; C, — capacitatea de di-
fuzie a jonctiunii emiter—bazd; C, respectiv C, —
capacititile de sarcind a jonetiunilor colector--haza
respectiv emiter--bazd ; iar

R, = vw + K, ; T, =, 04
T, =71,C,; = R CL
T (b oagm) + 1+ T, o= RCy
[fb ! i ~ ) i e : . : .
Al BT e e T T, e T, ({. f\h T P e Fig. |. Schema circuitului de for-
Ry Bo R, ! mare a impulsurilor de durata scur-

ti cn grup RC in emiterul tran-
Ay = 11, zistorului
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Intrucit se lucreaza la valori relativ ridicate ale semnalelor, in calcule se utils-
zeazd valorile medii ale parametrilor

Fiind indeplinte conditiile
Ry>Ry>r.; (1) Bo> 1 (2)

A3 <44, ; 3) \/i>§ (4)
< E

st efectuind calculele conform schemei echivalente, se giseste [5]:

i B

» / R.\% =~
) t E==T wa ! 1 % ] _E __b_ -8 ( “
i(f) i | \\// + {R»' in \/~-:,) :

W oa
e
_—
—
i

I Ron i 7
¢ == arctg‘ Flf‘ \/ £ )
93 -~
’] l (6
=

-cos(—————‘{’ (7

ug(t) = F:/,tl —COS

(Eg fiind saltul de tensiune aplicat de sursa e,(?)).

Pentru a obtme un raport intre amplitudinea impulsului §i componenta continua
precum si o termostabilitate foarte bunid este necesar ca

R.» R, (8)
In acest caz din relatia (5) se deduce

. Feo :“:_“b_ : __l_) .
) _E;\/T Sm(\/ﬂb (9

iar din relagia (7), dacd este indeplinitd conditia

\/33@0

rezulta.:
. E., i
1,(8) = <2 cos | f__} (10)
R, \\/"‘-’b/

Pe baza relafiei (9) se gaseste ca durata f; si amplitudinea Iy ale impulsului de
colector au expresiile :

— E,
= myrn Tew ==27\/2 (1
! Rb T~ ‘
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Pentru a aprecia performantele circuitelor de formare ale impulsurilor de
duratd scurtd este potrivit a introduce factorul K, analog produsului amplificare-
banda, definit prin relatia

K =_—.f‘T (12)

unde a reprezinta raportul dintre valorile maxime ale curentulur de colector si
bazd [5]. Tinind seama de relatiile (10}, (11) si (12} se giseste

T, 1

In cazul valorilor mari ale capacitatii (., cind conditia (3) nu mai este
indeplinitd iar componentele reactive ale tranzistorului pot fi neglijate, dacd nu
se fine seama de componentele coutinue ale semmnalelor, se poate scrie:

8ml/‘r¢,

i R
- 4
Y, C}:{"a -+ 3_0)

- 3
a = Bqy; ¢ =23%,; K :TT;“OZ
~,0 Ty

Din rezultatele obfinute mai sus se poate conchile ¢a, daca sint indeplinite
conditiile (1)—(4), atunci curentul de colector respectiv bazd au o variatie sinu-
soidald respectiv cosinusoidald {n timp. Amplitudinea impulsilui de colector
este cu atit mai mare cu cit raportul (7,/7) este mai mare. adica cu cit Cp  este
mai mare $i R,, K, mai mici, iar durata sa £, este cu atit mai micd cu cit =,
R,, Cp siut mai mici. Se poatc observa c¢a 1mpal<ul de colector are formi sime-
tricd iar amplitudinea si durata Ini nu depind de coeficientul de amplificare 8,
In ccea ce priveste variatia in timp a tensiunii 1:,() In bornele capacitatii Cg,
din relatia {6) rezultd ci la ¢ pos U e B dar a4 { wy == 26, ccea ce se
explicd prin faptul cd i, (f;.) = \'), I () = "-"/\’,) si decd u“ 1erea de tensiune
pe rezistenta K, este nulda pentru s /81 (~F,) pe ntrof o £

I

Pentru a ohline numai .\«-mn:xlul corespunzitor primei semiperioade iar celelalte
sd fie tdiate, punctul de 1’11110"*'011'1rc <¢ alege in cotul caracteristicii statice a
jonctinmii emiter —bazd, astlel fncit la =4, conditia (3) si nu mali fie Indeplinita ;
in consscintd procesele tranzitotii vor fi 4 sserise de functii exponentiale iar ampli-
tudinea anuhulm negativ de colector va fi mult mai micd decit a celui pozitiv
dat de relatia (11) [37. La sfirsitul procesclor tranzitorii tensiunea #, este egald
cu [, Dupd ce practic procesul ‘rr.m'/itoriu s-a terminat, dacd-{tensiunea e/
revine prin salt la valoarea zero, descireavea capacitdtii C, c%t(‘ descrisd de fuuctit
exponen@a]o Intrucit 1e/15ton§,a echivalenta r, are o Vqloa.re considerabil mat mare
in cazul descarcarii decit in cazul incarcdrii capacitdtii Cp, se poate afirma ca
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durata proceselor de descarcare este mai mare decit durata #;, a impulsului de co-
lector.

Rezultatele obtinute mai sus au fost confirmate experimental cu rezerva
urmditoarelor observatii:

- tensiunile wp(fiz) st ug(f) sint mai mici decit E, respectiv 2F,, datoritd
caderu de tensiune pe jonctiunea emiter-bazi ;

cu cresterea amplitudinii impulsurilor de semnal are loc o crestere neli-
1ward a amphtudmu impulsului de colector, ceea ce se explicd prin nelinearitatea
caracteristicii statice a joncfiunii emiter —bazi ;

- amplitudinea [f¢y a impulsului de colector creste mai repede iar durata
lui £; mai incet decit C1, aceasta fiind o consecin{d a micsordrii constantei de timp
7 la cregterea lui Igy (situatia este similard in cazul dependentei lui Ioy si ¢ in
raport cu rezistenfa R,);

— amplitudinea Iqy creste iar durata ¢ scade la cresterea tensiunii de ali-
mentare £ a circuitulul de colector, ceea ce se explicd prin micgorarea constan-
tei de timp ~, 31 dependenta caracteristicii statice a jonctiunii emiter —bazd in
raport cu £ ;

descarcarea capacitdtii C, este cu atit mai rapida cu cit sint mai mici marimi-
le K,, R;, Cp iar curentul de emiter in regim static este mai mare.

In comparatie cu circuitul de formare a impulsurilor de duratd scurtd cu
grup RC de derivare in baza tranzistorului [6], la consum de putere egal si la
aceeasi amplitudine a impulsului de colector, In cazul circuitului de formare cu
grup RC in emiterul tranzistorului, se obfine o duratd a impulsului de circa trei
ori mai micd si o frecventd maximi de lucru de aproximativ doud ori mai
mare.

Prin urmare, se poate conchide ¢d circuitul de formare a impulsurilor de
duratd scurtd cu grup RC in circuitul de emiter al tranzistorului are urmitoarele
calitati: realizeazd impulsuri simetrice a cdror amplitudine ¢i duratd nu depind de
factorul de amplificare £, (dacd sint indeplinite conditiile (J)—(4)), prezintd o
termostabilitate foarte bunid, consum de putere redus si vitezd de comutare ridi-
cata,
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AHAJIM3 ILENW OBPA3OBAHUSA KPATKOBPEMEHHBIX HMITY/IbCOB C RC TPYJITNON
B OMUTTEPE TPAH3UCTOPA

(Peswwme)

B cTarbe aHaAH3HPYETCH HOPeXo b PCAHM B ciyuae NenH GOPMIPOBAHUS KPATKOBPEME HHBIX
HMIynbcoB © RC rpynnoit s suntrepe tpananctopa. Tlokasmsaercst, uto, ecan yeaosust (1) — {4)
BRITOJHEHBE, U padouas 1ouka wedecoobpasno BuiGpana B Harude CTaTHUECKOIT XapaKTepHCTIIKIL KOH
TAKTa HMUTTEP-6a3d, TO KOJJNEKTOPHLIA HMIVABC HyeeT GopMy oAHOl 10J0BHIL cHHycoRInt. Haso
KEHBl TAKIKE 11 3aMEUAHHsl, KacaloUHeCs 3IKCHCPHMEHTHPOBANNIS CXeMBl H JIPOBCPKH  NOJYUEHIEIX
TEOPeTHYECKUX PEIVALTATOB.

ANALYSE DU CIRCUIT DI FORMATION DES IMPULSIONS DI COURTE DUREE, AVEC LE
GROUPE RC DANS LTEMETTREUR DU TRANSISTOR

IR¢sumé)

I article contient Vanalvse du rdgime transitoire dans le cas da circuit ci-dessus. Lauteur mon-
tre que, si les conditions (1) - (1) sont remplies et que le point de fonctionnement est judiciensement
choisi au coude de la caractéristique statistique de la jonction émetteur-base. Pimpulsion de collecteur
a la forme d'une moitié de sinuvsoide. De méme antenr présente les observations relatives a expé
rimentation du schéma et ala vérification des résultats théoriques obtenus.






OBTINEREA MONOCRISTALELOR DE RUTIL (TiO,) ALIAT CU NIOBIU
PE O INSTALATIE VERNEUIL

de

VALER CRISTEA

Desi cunoscutd de mult, metoda de crestere a monocristalelor elaboratd de
cdtre Vermeuil [17, era folositd pind nu demult exclusiv pentru obfinerea pe
cale artificiald a cristalelor de corindon cerute in industria ceasornicelor. In ulti-
mii ani insd, metoda a inceput si fie folositd si pentru cresterea cristalelor unor
oxizi semiconductori ca si pentru obtinerca cristalelor de ferite [2,3]. In cazul
rutilului (Ti0,) metoda Verneuil este singura care a permis pind in prezent obti-
nerea unor monocristale avind dimensiuni suficient de mari pentru a se putea con-
fectiona din ele probele necesare intreprinderii unui studiu mai detaliat al pro-
prietdtilor fizice ale acestui material [4].

Scopul propus de noi era de a obfine monocristale de rutil impurificat cu
niobiu in proportie de 0,005--1,00%, Nb si de a elabora un regim al tratamentu-
lui termic care sa le confere o mare stahilitate a proprietitilor lor electrice in
raport cu mediul oxidant exterior.

Deserierea instalatiei. Instalatia Verncuil folositd, si a cdrei secfiune este repre-
zentatd schematic In fig. 1, este o instalatie model Popov [3] care a fost per-
fectionatd. Partile ei principale sint capul instalaiel (1) cu rezervorul de pulbere
(4) si sistemul de presdrare (nereprezentat), arzitorul cu flacidrd oxihidrici (8), cup-
torul de cristalizare (13) si suportul impreund cu sistemul care-1 pune in miscare
(15). Pulberca de TiO, sc giseste In camera de vibratie (4) care se fixeazdi in
capul instalatiei prin intermediul unei membrane (2). Datoritd loviturilor ritmice
ale unui ciocdnel (nereprezentat) in capacul camerei (3), pulberea este presirati
prin sita (6) in tubul interior al arzdtorului (7), unde pidtrunde impreund cu oxigenul.
Debitul pulberii se regleazd in doud moduri: prin variatia intervalului bitdilor si
prin variatia intensitdtii lor. Miscarea ritmicd a ciocdnelului se asigurd cu ajutorul
unui mic motor electric alimentat de la un variac. De la axul motorului miscarea
de rotatie este transmisd unei rofi cu patru palete, care actioneazi o pirghie (bratul
ciocdnelului) intinsd de un sistem de doud resorturi.

Alimentarea uniformi a arzitorului cu gaze este asigurati de la balonul cu
hidrogen (respectiv oxigen), din care gazul este trimis fntr-un balon tampon la o
presiune de 4—35 atinosfere. De aici gazul se trimite la reductoarele fixate pe
instalatie, apoi sub o presiune de 2 atm. spre robinetele micrometrice. Dupi aceca
gazul trece prin rotametru si intrd in arzitor. Inainte de a ajunge in camera de
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combustiune (11), ¢l este trecut printr-o

sitd (9) menitd <& uvoiformizese presiunea

in toatd sectiunea. Camera de combusti-

une in aceste experiente este de 8 mm.

Cuptorul este construit din caramizi de

samotd prin care s-au sfredelit 8 gauri

paralele cu tubul central (camera de cr-

L, istalizare) si in care au fost fixate bare
de silitd (12), menite sd reducd gradi-
entul radial de temperaturd in camera

de cristalizare. Barele conectate alter-

nativ formeaza douid circuite electrice,

alimentate in mod independent de la

un autotransformator de tip PHO. Tu-

bul central la cuptorului (14) din cera-

micd refractard si care counstituie camera

de cristalizare, este deschis in partea de

jos, pe unde patrunde suportul cristalu-

lui (o bard de silitd) (16) iar lateral este

i T prevazut cu o fereastrd ingustd (18) pen-
™ T tru observarea directid a procesului. In
N I partea anterioard a cuptorului este fixat
~ | un ecran de radiatie (19) si vizorul (17)

previzut cu filtru optic.

Suportul cristalului (15) constituic
un sistem complex permitind miscarea
de rotatie cu vitezd variabild a suportu-
lui (16), it i coborirea lui automatid cu
viteza doritd, In functic de viteza de
crestere a cristalului (20).

Prepararea pulberii. Peutru functi-
onarea instalatiei Verneuil este necesard
pulbere cu o granulatie determinati
(0,1~ 1p) cu o pulverulentd bunid si cu
un continut minim de impuritdi. Pulbe-
rea de bioxid de titan avind aceste pro-
prietdii a fost obtinutd prin descompu-
nerea termicd a complexului: dublu sul-
fat de amoniu-titan, conform reactiei:

ANH,Ti(SO,), + 0, =
ANH, + 880, & 4Ti0, + 2H,0

Pentru obtinerea pudrei de bioxid
de titan cu continutul dorit de pentoxid
de niobiu s-au folosit doud c&i: copre-
cipitarea compugilor de titan si niobiu
din solutie sau amestecarea mecanici a
TiO, si Nb,0O,. In ambele cazuri s-a ob-
tinut o bund omogenizare a amestecului,
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verificatd prin analiza spectrald a unor probe de pulbere. Pulberea obtinutd, pen-
tru a fi feritd de umezeald, a fost pidstratd in borcane de sticld inchise ermetic,
iar fnaintea intrebuintarii a fost calcinatd prin incilzire pe un resou electric.

Viteza de crestere a monocristalelor a fost de 5--8 mm/h obtinindu-se mono-
cristale tronconice, avind o inalfime pind la 60 mm s$i un diametru la bazi, de
10—15 mm. Monocristalele cresteaun regulat de obicel atunci cind se reusea sd se
menjind tot timpul forma convexid a suprafefei de crestere.

Pentru a evita dp(m‘;m fisurilor la monocristale dupd oprirea cregterii, acestea
erau racite cu grijd impreuna cu cuptorul. Dupd rdcire se supuneau unui regim de
recoacere in der la 800°C timp de 3 ore, care avea dubla menire: de a diminua
tensiunile mecanice din cristal si de a reduce la minimum numdarul vacanfelor
anionice formate in procesul cresterii in atmosfera reducitoare de hidrogen. Efi-
cacitatea regimului de recoacere ales a fost verificatd prin aceea cd o proba de
rutil pur care in prealabil fusese supus unei reduceri partiale de naturd sa-1 opaci-
zeze, acum dupd cc a suferit regimul de recoacere dat, s-a deschis, la culoare
Jdevenind transparentd. Monocristalele de rutil aliat cu niobiu, prin acest tra-
tament nu isi modificd culoarea, ele raminind de culoarea gri inchis ca si mai
inainte.

Monocristalele ob;inute au fost orietate la rontgengoniometru, $i din ele, cu
ajutorul unui disc de diamant, s-au tdiat probele de formi paralelipipedica, avind
lungimea paraleld cu una din axele cristalografice a sau c¢.

Analiza réntgeno-structurald a ardtat cd in pulberea intrebuintatd modificafia
cristalind a bioxidului de titan este anatazul, in timp ce monocristalele obfinute
au structura tetragonald caracteristicd rutilului. Nici o altd fazad inafara acestein
nu a putut fi pusd in evidentd in limita concentratiilor de niobiu folosite, ceea ce
permite sd presupunem cid in tot domeniul de conceutratii rutilul si pentoxidul
de niobiu au format solutie solida.

Studiul proprietagilor electrice ale probelor talate din aceste monocristale a
scos in evidentd dependenta acestora de concentratia atomilor de Nb din solu-
tie [6].

In concluzie, se remarci faptul ci prin metodica aratatd s-au obfinut mono-
cristale de bund calitate de rutil aliat cu niobiu. Metodica este insd dificild,
deoarece cristalizarea in conditiile flicdrii oxihidrice deschise este insotitd de pro-
cese fizico-chimice complicate, a cdror cinetici practic nu poate fi urmarita.

Iniral in redactie la 4 iulie 1966
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NONYHYEHUE MOHOKPHCTAJIJIOB PYTHJIA (TiOy), JAETHPOBAHHMHOIO ¢ HMOBHUEM
HA YCTAHOBKE TUITA BEPHEN

(Peszwome)

B ycopepuleHCTBOBaHHOH yCraHoBKe THNA BepHell noayyatwores mouoxphcranin pyruna (TiO,),
AerHpoBaHHOrO ¢ HHOOMeM B nponopuuu 0,005—1,00 ° Nb.

THE OBTAINING OF THY, RUTILE MONOCRVYSTALS (Ti0,) ALLOYED WITH NIOBIUM IN
A VERNEUIL INSTALLATION
(Summary)

In a perfecting Verneuil installation were obtained rutile monocrystals Ti0,) alloved with nio-
bium in proportion of 0.005 - 1.009, Nb.



MASURAREA REZISTIVITATII ELECTRICE LA PLACUTE SUBTIRI DE
MATERIAL PRIN METODA SONDELOR

de
GHEORGHE ILONCA

In acest articol este redat modul de determinare a rezistivitatii electrice la
placuge subtiri cu metoda celor patru sonde. S-a dedus o formuld simpld de cal-

ST . w e ax .
culare a rezistivitdfil electrice ¢ = TZy—-care este verificatd experimental, rezul-

tatul fiind in concordantd buni cu cele din literatura.

Bazat pe aceasti metodd s-a determinat variafia rezistivitdtii electrice la alia-
jele de Ni—Sn in functie de temperaturd.

Introducere, Metoda celor 4 sonde constd in a injecta un curent intr-o substan-
td conductoare sau intr-un semiconductor si in a masura tensiunea dintre sondele
din mijloc (vezi fig. 1).

Aceastd metodd diferd de metodele clasice prin aceea cd repartizarea liniilor
de curent nu este uniforma.

Repartitia liniilor de curent este in functie de dispunerea sondelor si de for-
ma probei.

Calcularea lui p s-a fAcut cu urméitoarele ipoteze: 1. Contactul dintre sonde
si conductor este considerat punctual. 2. Conductorul este presupus omogen in
in toatd regiunea din vecinitatea sondelor.

Este cunoscut faptul cd repartizarea clmpului electric $i a vectorului curent
in interiorul unui conductor omogen se supun legii lui Ohm si Laplace. Determi-
narea repartifiei liniilor de curent se reduce
aici la distributia cimpului electrostatic creat

prin doud puncte-sursd (locul sondelor de in- 4 (‘z b 8y
jectare). L
Potentialul electrostatic creat printr-un / K
punct-sursi este de forma: ¥ by
/I QL X
0 .
| . 1 . /
. VA el
| 2

unde 7 este distanta in raport cu punctul-
sursd, Q este o constantd datd de intensitatea Fig 1.
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curentului injectat sau recules. In vecindtatea unui punct potentialul creat de
restul punctelor este neglijat.

Cimpul electric este radial si intensituten

E .9 2 (2)

ar rt

Daci ¢ este rezistivitateu mijlocie, vectorul curent ia valoarea

> a4y 1 dy
dl .l
- :d
* f Q) .
i | £ | .- (3)
: srt

| = 71> Oyt {4
Q- (5)

Din (1) s (5) avem:
] CA] | (6)

Caleulul rezistivitatii eleetrice. Pentru a calcula diferenta de potential intre
st D (fig. 1) aplicdm metoda imaginilor [1], [27.

Punctele coliniare 4 BCD sint situate in planul de simetrie al probei y = 0
Curentul se injecteazd prin A si se reprimeste prin B de coordonate A4(—1, 0, 0) si

£ (1,0, 0). Coordonatele tmaginilor 4 ¢i B in raport cu planele lnmta s =0
o eezys vo= v v 1y, sint date de formulele generale
A ol v e Qv e 2z

unde i sion iau valori de la oo la Loc, valoarea zero corespunzind punctelos
superficiale. Expresia potentialului intr-un punct din interiorul probei este:

el <Z g I
g X, 7, V) e E \“\ T R SRS L .
( T 2 Z’, e \’ (I - 2 (Dmvy o W) {2ngy i
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Tensiunea masuratd intre ¢ si D se scrie:
w = a, 0, 0) — V(—a, 0, 0) = 21(a, 0, 0) (8)

VU @R T 2mrlE © (Znrgt

ol x I 1

(9)

1
\/(lL mﬁwf; /"mv )_wm—zm]
Descompunind (9) in doi termeni condifia ca sondele sd fie echidistante
obtinem :

,,,,Mp»’ 2“ L ]
e Ve 2Zeep VEaE £ (2Zney?

=

1 1
202 I\/(Q(z)” T @myer - @nzgt Vdar 2wyt b (Zergl

AR

|

Primul termen din (10) se mai poate scrie:

| 1 ] b

o
N\ S—
L= (Ve T @az )t VAR F 2nz] e

2 X 1
S| L
2y i 'ir e (f‘f)g e 4a
! ‘o %y

Al doilea termen din (10) se poate scrie sub forma:

(11)

unde p = a/z,

{ ' 1 5
— T e | RY — > L g o )
’gﬂm-x e l'\/(Za . 2myo) e \/.@., 2+ (Z2myg)? + /,z] (12)
2q)? ' (220
unde
. Ry 2 Dy
V2 (Zu) (z;n) o)’ = N2 (+a)* =- (2mny ) 1
(2‘0) (220)“

Insumarea din (12) se face trecindu-se la integrald de forma:

9 — Mathematica-Physica 1/1967



130 ; GHEORGHE ILONCA

Se demonstreazid ci:

+ @ . .
S Log (1 + %)= Log ™™ (13) - 0 1))
m Tt

=1
Inlocuind in (12) obginem: :

i &% (da)?

2myy ta |2 2
~3 Log © il G Y {Log'1+‘ P Log l+(2a _
22y 5, (2a)® + (2myy)? 2z, &~ 2my, 2my,
dma na T
| p sh é“ ) Zsh = ch — .
=~ Log 2% __ 2o _. Log — Yo Yo — _ Log ch T (14)
2z, 4a Ta 2z, 2 " wa 2z, o
N sn—
Yo Yo
Din (10) se obtine relajia finald:
111 . 1
w = ¥ {—L (p) -+ + Log ch’ii‘] (15)
n |4a 2y Yo

Cazuri particulare, a) zy > 4a 51 vy » a functia L(p)— 1 cind p — 0, deci cind

1] . ~a ~ a
zo € suficient de mare, iar Log ¢ = — 0 ¢ind — — 0
Vo Yo

In acest caz:
7l 1 w
W==2._- de unde o= 2m - (16)
T 4a !
{unde o = distanta intre sonde) formald cunoscutd in literaturd [3]

b) z, < a. Primul termen din expresia (10) mai poate fi scris si sub forma :

| e 1 1 1 1a\ H P
- = = — Log (— = ~ Log 2
Lz, n—z—w -\/(_a_,z e \/[2’_“l g 2z, 24) 2y (17)

Inlocuind in (10), (14) si (17) obtinem :

w=#1 ((Log‘z + Log ch™®
T % Yo

de unde:

W 1
o = TCZO—;

¥

: =a (18)
log 2¢h — )

Yo
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Verificarea experimentald a acestei formule ridicd greutati datoritd faptului ca
patrunderea sondelor in proba e comparabild cu grosimea probei, iar uneori chiar
egald.

Tn acest caz trebuie introdus un coeficient de corectie k si formula devine:

Log 2¢h S ( ]9)
Yy

Daca se ia & o~ 0,2, formula (19) devine :
VU

I
o = 2mhz, -

Din determindrile experimentale facute pentru placuie cu

. a v A . . .
25 < 0,16 mm si — = 0,2 cu patrunderea sondelor la adincimi di-

¥y
ferite, la materiale diferite, a rezultat pentru % valoarea 1/2 si . 7z

formula devine:
Fig 2.
(20)

p = T

~1=

Aparitia coeficientului £ se datoreste restrictiei impuse la calcul, unde contactul
se considera punctiform si impenetrabil.

Procedeul experimental. Sistemul de prindere a probelor se vede in fig. 2.
Presiunea sondelor e omogend datoritd posibilitdtilor de arcuire a sondelor. Distunfa
intre sonde este de d = 24 = 1,5 mm iar dimensiunile probelor sint 24 mm X 8 mm X
%X 0,1 mm. Tensiunea intre C si D s-a misurat cu un potentiometru Diserhorst
(sensibilitatea 10-8V) iar curentul cu ajutorul unui ampermetru de clasi 0,2).

Rezultatele experimentale. Pentru a verifica formula (20) s-au facut masuratori
la placute subtiri de Ni, Cu, Al si Pb cu Z, cuprins intre 0,075 mm si 0,15 mm,

Rezultatele experimentale sint in bunid concordantd cu cele din literaturd asa
cunt se viad in tabelul de mai jos.

Metalul (din literatura) TK (experientd) ; T°K
| |
I : :
Ni ; 7,6 293 ‘ 7,62 295
Cu ; 1,7 i 293 1,712 295
At ; 2,62 i 293 2,61 : 295
Ph : 19,8 1 296 19,4 295

Cea mai buni concordan{d rezultd din fig. 4, unde s-a reprezentat dependenta
¢ == f(T) pentru Ni. Pe aceeasi diagrami sint reprezentate datele obfinute de
J Lavine [4].
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Cu sistemul din fig. 2 $i cu ajutorul formulei (20) s-a masurat rezistivitatca
electricd in functie de temperaturd la aliajele Ni—-Sn de 19, 2%, 3%, 4%, si 59,
Sn, concentratie masicd, de la temperatura azotului lichid pind in jur de 400°C.
Rezultatele sint redate in fig. 4.

_/’106Ilom j’fos./lcm
32 32 1 NP
S pur
/7 2NiSn 1/5n o
Y SNiSn 244 e
28 /] 28 $NiSn 3#Sn 717
Iy 6NiSn 4v*Sn A /
;7 6 MSa  5yésn 74 /j
s ‘/
b 4
2 f//'/
Yy, '
4
6} /‘/
/' .
.//‘./<§ 299X
12} kN
V72NNV S
A .
+ /’J_ N
/,T//
L
7001601208040 0 40 80 120 160 200 M0 280 X0 Seoroc 200 1802040 0 0 <0 80 120 160200 40 28032030,
Fig 3. Fig 4.

Coneluzii. Ca urmare a calculelor efectuate, avind modelul din fig. 1, s-a ajun:
la relatia (18), relatie care nu e verificatd experimental pentru placute subtiri, deci
o neconcordantd intre teorie i experientd. Neajunsul teoriei intervine din faptul
cd nu se pot face contacte punctiforme impenetrabile, cu rezistentd de contact micd,
itar adincimea sondelor din material nu poate fi neglijata ca si la deducerea formule
(16). Acest fapt a determinat introducerea factorului k, rezultind formula (20).
simpla si cu precizie suficient de mare pentru calcularea rezistivitdtii. Metoda de de-
terminare a rezistivitatii la placute subtiri descrisd mai sus are avantajul cd poate
fi folositd atunci ¢ind uu dispunem de material suficient, Se mai poate folosi cu
succes la studinl variatiel rezistivitatil electrice intr-un clinp magnetic.

Intrat in rvedacfte la 21 tulie 1966
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M3MEPEHHE VAEJBHOIO 3JEKTPHUYECKOIO CONPOTUBJEHHKWA TOHKHX
NMITACTUHOK MATEPHAJIA METOJI0OM 30HA0B

(Peswwe)

PaspaGoran MeTojl onpelesenis VACIhHOTO e KTPHUECKOrO CONPOTHRICHHA TOHKHX MIaCTHHOK

\MEeTOJ0M HEeTHIPEX 30HJOB.
W

TeopeTHuecKH YCTAHOBIEGHO 1 NPOBEPEHO IKCTEPHUMEHTAILHO OTHOLWICHHE § = W Zq T rie
£ = YAeIbHOe IeKTPHUECKOoe conpornpiaeHue, 20 == ToqwMHa niactnaky, W = nanpskense vexay
IBVMS 30HAAMH, | == cHAA TOKA, NPoXoadllero ueped o6pasell.

Qopmysa nposepeHa  SKCNEPHMEHTATLHO, H DPe3YJALTATH HAXOAATCA B XOPOLIEM COOTBETCTBHH
C TeMH, HMEIOULIMHCSH B JHTepaTtype.

Ha ocxose 1aHHOTO MeToja 6bLIO OlpeeseHo H3MeHeHHe YAeTBbHOTO HIEKTPIIYeCKOTO COMpOTHH-
Jeuns cngaBos Ni -Sn B 3aBHCHMOCTH OT TeMIepaTVPH .

MESURE DE LA RESISTIVITE ELECTRIQUE DES PLAQUETTES MINCES DE MATERIEL
PAR LA METHODE DES SONDES

(Résumé)

L’anteur expose dans son article I'élaboration de la méthode pour déterminer la résistivité élec-
tricque des plaquettes minces par la méthode des quatre sondes.

w
‘T
vité électrique, z, = I'épaisszur de la plaquette, IV = la tension entre les deux soudes, I = l'intensité¢
du courant qui passe par I’échantillon.

La formule est vérifide expérimentalement, les résultats étant en concordance satisfaisante avec
ceux de la littérature de spécialité,

Sur la base de cette méthode on a déterminé la variation de la résistivité électrique aux allia-
ges Ni—8n en fonction de la température.

On a établi théoriquement et vérifié¢ expérimentalement la relation p == xz et p = la résisti-






NOTE

RAPORTUL SEMNAL/ZGOMOT LA ANALIZA CANTITATIVA CU
METODA RMN

de
F. KOCH

1. Semnalele obtinute la rezonanta magnetica nucleara (RMN) ne dau posibi-
litatea unei analize cantitative. Manualele aparute, caallui J. A. Pople sau cule-
gerea de articole NM R and EPR Spectroscopy, cuprind o serie de indicatii in acest
sens, i se remarcd faptul ¢d, analiza cantitativa cu metoda RMN se foloseste mai rar,
din cauza cerintelor maxime fatd de aparatura de inregistrare: stabilitate, lineari-
tate, rezolu‘;le buni. Analiza cantitativd cu metoda RMN are si avantaje : posibili-
tatea unei analize continue, fird contact, rapide. Aceste avantaje fac ca analiza
cantitativi cu RMN si fie avantajoasd pentru masurarea concentratiilor de izotopt
(1], analiza reactiilor chimice, analiza umiditétii, etc.

Analiza cantitativi cu metoda RMN se poate realiza prin trei procedee : obser-
varea semnalelor de absorbtie (v) si de dispersie (#), misurarea deplasirii chimice si
a timpului de relaxare. Teoria RMN ne aratd ci semnalele de absorbtie si dispersie
sint proporfionale cu susceptibilitatea probei, deci cu numérul de nuclee cu proprie-
tdti magnetice. Misurind intensitatea semnalului intr-un spectru RMN, vom cunoagte
cantitdtile de substantd din acelasi spectru pentru diferite grupdri chimice, san
comparind spectre diferite, vom afla concentratiile substantei respective (concentra-
tia apei grele, de exemplu).

Ca si in alte domenii de cercetare, si in RMN informatiile obtinute depind de
zgomote : zgomote externe (parazifi) si cele interne. Semnalul obfinut prin rezonanid,
in cele mai favorabile cazuri, este de mirimea 10-¢ V ; zgomotele interne sint de ma-

rimea microvoltilor, raportul semnal/zgomot primind valori de la 103 pind la unitate,

semnal o e o . . ey tqtewat
iar obfinerea unui raport p = ——— cit mai ridicat largeste considerabil posibilitafile
zgomot

de aplicare ale metodei RMN.

Eliminarea zgomotelor externe, cum ar fi parazitii industriali, atmosferici, se
realizeazd relativ usor cu blindaje, ecrane electrostatice si magnetice. Zgomotele
interne, mai ales cele termice de la etajele de intrare, se elimind mult mai greu. Apli-
cind teoria lui Ny quist pentru calcularea zgomotelor termice, o serie de lucrari
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277, 3., 41, [5] apreciazd raportul semnal/zgomot pentru diferite montaje
de detectie. P. Draghicescu 4] calculeazd raportul zgomot/semnal pentra
doud montaje utilizate in RMN. Prin compararea celor doud valori pentru zgomot/
semnal ajunge la concluzia cd, montajele care folosesc dublu baleiaj (inregistrator),
sint mult mai avantajoase, dind pentru p valori de 150 ori mai mari ca si cele cu un
singur baleiaj. M. Pfeifer [6] giseste o corespondentd iIntre valoarea experi-
mentald i cea teoreticd a zgomotelor intr-un circuit rezonant cu factorul de calitate
Q;F.Bloch siD. H. Garber [7] dau o metoda interesantd pentru detectarea
semnalelor sub nivelul de zgomote, deci cind ¢ < 1: se fotografiazd semnalul de pe
oscilograf, zgomotele vor innegri neclar placa in toate partile, semnalul insi va innegri
placa in acelasi loc de mai multe ori, ceea ce duce, dupd o developare adecvati, la
observarea semnalului. Astfel a reusit sd obfind semnale de la hidrogen gazla 1 at
si de la propan [14].

Valoarea teoretica pentru p se poate compara cu cea experimentald, si in cazul
unei deosebiri pregnante avem un indice cum ca aparatura electronici de inregistrare
nu este perfectd [8].

2. Lucrdrile mentionate analizeazd raportul semnal/zgomot din punctul de
vedere al aparaturii electronice. Se stie, Insd, ci raportul semmnal/zgomot depinde
si de numdrul nucleelor din proba (N) si de timpurile de relaxare. Trebuie precizat
ci semnalul depinde de N si de timpurile de relaxare [2], mai general insd considerdm
cd raportul semmnal/zgomot este o functie de N.

Spre deosebire de lucrdrile citate se iveste posibilitatea analizei raportului
semnal/zgomot la diferite cantitdti de substante, la diferite substante. Dacd pentru
anumite cantitdfi raportul semnal/zgomot este aproape de unitate, analiza cantitativd
devine grea sau imposibild.

Faptul cd gi proba, substanfa analizata intervine in p, ni-1 aratd cazul probelor
in migcare. W. Herms [9] a calculat marimea semnalelor in cazul probelor in
miscare si a gisit o dependentd de viteza probei. Miscarea, rotatia probei va miri
semnalul, Insd in acest caz este vorba de eliminarea unui factor extern: neomoge-
nitatea clmpului magnetic extern.

De obicei zgomotele sint localizate in partea electronicd (rezistenfe, tuburi) ;
aceastd aproximatie, in unele cazuri, pare si fie insuficientd. Fluctuatiile statistice
de reparatie a populatiei de spini nucleari pot sd apard ca o noud sursi de zgomote
care se suprapun celor electronice. G. Bonnet [10] analizind sistemul de spini
cu ajutorul modelelor, ajunge la concluzia cd in cazul cimpurilor puternice, pola-
rizarii dinamice, prepolarizdrii, aceastd sursi de zgomote poate si fie important3.

In concluzie vedem ci raportul semnal/zgomot are importanti in analizele
cantitative, si cd, calcularea, misurarea acestui raport ne poate informa despre
posibilitdtile de analiza [13].

Intrat in redactie la 10 decembrie 1966
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OTHOWEHUWE CUTHAIIIYM MPH KOJIMYECTBEHHOM AHAJIM3E METOJOM SdMP

(Peswwme)

B pa6ore nokaspipaercs 3nadenie onpeaeste st OTHOWCHHSI CHIHAN/WYM B HecaeoBanuax FMP.
[loMHMO XapaKTepHCTHKH 3JI€KTPOHHYECKON annaparypbl, OTHOWEHHe CHTHAJI/IIyM YKashBaeT U H3
npefels KOJHUECTBEHHUBIX AHATIZ0B, M B OTAEILHBIX CAYYASX npoBa SBASETCH HOBBIM HCTOUHHKOM
uryma.

SIGNAL TO NOISE RATIO TN THE QUANTITATIVE ANALVSIS USING NMR METHOD
(Summary)
The author shows the importance of the determination of the signal to noise ratio in the NMIR

investigations. Besides that the signal to noise ratio characterizes the electronic apparatus, indicates
also the limits of the quantitative analyses. In some cases the test appears as a new source of noise.






Gh, Pic, Algebra superioardi. Ed. Di-
dacticd si Pedagogica, Bucuresti, 1966. 478 pagini.

Lucrarea este un manual destinat studenti-
lor anilor I si IT ai facultitilor de matematicd si
mecanicd, dar, tinind seamd de materialul tratat
si de felul de expunere, ea poate {i folositi cu
succes de studentii institutelor telinice, de ingi-
neri gi alti specialisti. Cititorul este introdus
treptat in chestiunile de algebrd clasici si mo-
derni, aceste doud pirti fiind concepute de autor
ca organic legate. Manualul este Impdirtit in 13
capitole.

Capitolul I, intitulat ,,Structurile fundamen-
tale ale algebrei” contine paragrafele: domeniul
de integritate si inel, domeniul de integritate
nrdonat, corpul, inelul polinoamelor, grupul,
corespondente intre structuri algebrice, sub-
structuri algebrice, reticulul. Pornind de la pro-
prietdtile cunoscute ale numerelor intregi se de-
fineste domeniul de integritate si se demonstreaza
proprietdtile lui fundamentale. Proprietitile ce-
lorlalte structuri mai abstracte sint mereu compa-
rate cu cele ale domeniului de integritate. In
acest capitol gisim o serie de chestiuni clasice cu
privire la inelul polinoamelor, exemplificiri varia-
te ale notiunii de grup, iar in ultimele trei para-
grafe citeva rezultate fundamentale ale algebrei
moderne tratati in mod unitar pentru diferite
structuri.

fn capitolul IT ,,Determinantii gi aplicatiile
lor”, cu paragrafele : proprietdtile determinantilor,
determinanti speciali §i sisteme de ecuatii liniare;
se dd o expunere clasicd a acestui material.

Capitolul IIT se intituleazd ,,Elemente de
teoria matricelor” gi contine paragrafele : operatii
cu matrice, rangul unei matrice, functii matrice-
ale, aplicatiile calculului matriceal la rezolvarea
sistemelor de ecnatii liniare. Se definesc opera-
tiile cu matrice avind elementele dintr-un corp.
Dintre proprietitile studiate amintim: teorema
lui Kronecker relativd la rangul unei matrice,
rangul produsului a doud matrice, matricea carac-
teristicd, polinomul minimal al unei matrice,
teorema lui Cayley-Hamilton. Se scriu sistemele
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de ecuatii liniare sub forma matriceald, se arata
sub aceastd formid metoda lui Gauss, o interpre-
tare a ei in staticd, metoda aproximatiilor suc-
cesive.

In capitolul IV, ,,Spatii vectoriale', gisim
paragrafele : notiunea de spatin vectorial, sub-
spatii vectoriale, functionale liniare, spatii unitare.
Se studiazd in paralel formele liniare §i vectorii.
Se dau interpretdri geometrice §i exemple de
spatii cu dimensiune infinitd. Dintre aplicatii
relevamn inegalitatea lui Frobenius cu privire la
rangul produsului a trei matrice gi consecin-
tele ei.

in capitolul V, ,,Transformari liniare** se
afld paragrafele: definitia transformdrilor liniare,
reprezentarea analiticd a transformdrilor lini-
are, valorile proprii ale unei transforméri liniare,
forma canonicd Jordan, notiunile de invariant gi
covariant. Se stabileste izomorfismul dintre ine-
lul transformdirilor liniare gi al matricelor péitra-
tice si se studiazd cum variazd matricea asociati
unei transformdiri liniare la schimbarea bazei.
Se dau proprietdtile valorilor si vectorilor proprii
$i metoda lui Laverrier de calculul lor.

in capitolul VI, , Forme biliniare, hermi-
tiene §i patratice‘’ gasim reducerea formelor bili-
niare la formi canonicd si o tratare ampld a for-
melor hermitiene, iar rezultatele relative la for-
mele pdtratice sint gidsite ca niste consecinte.
Operatorii hermitieni sint expusi intr-o formi
generald, moderni.

Capitolul VII, , Existenta rddicinilor unui
polinom si consecinfe’” contine paragrafele: teo-
rema lui Kronecker-Steinitz, teorema lui d’Alem-
bert si functiile simetrice ale rdddcinilor unui
polinom. Se aratd clar rolul teoremelor Kronec-
ker-Steinitz i d’Alembert in algebra moderné.
Demonstrarea teoremei lui d’Alembert se face
cu o utilizare restrinsd a metodelor analizei ma-
tematice.

fn capitolul VIII, cousacrat rezultantei, se
studiazd rezultanta cu ajutorul functiilor sime-
trice de radécinile celor doud polinoame, sub forma
determinantului lui Sylvester i cel al lui Bézout,
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Se da conditia pentru existenta a & rddicini co-
mune, S trateazd metoda de eliminare a lui
Kronecker in cazul sistemelor cu mai multe ecua-
tii. Se stabileste o conditie necesard si suficienta
pentru ca un sistem algebric sd fic compatibil si
teorema lui Hilbert despre apartenenta puterii
unui polinom la idealul generat de un sistem de
polinoame.

in capitolul IX, | Transformarea couatiilor”
se studiaza in detaliu  transformarea Tschirn-
hausen §i rezolventa lui Lagrang..

Capitolul X, , ¥cuatii abelicne” contine
urmdtoarele paragrafe: ecuatii binome, despre
rezolubilitatea prin radicali a ecuafiilor algebrice
de grad n > 4, polinoame abeliene, polinoame
ciclice, incd o datd despre ecuatiile binome,
rezolvarea ecuatiei de gradul trei si rezolvarea
ecuatiei de gradul patru. Chiur din titlurile para-
grafelor reiese cd se studiazd chestiuni profunde,
dindu-se clemente din teoria Ilui  Galois.

Capitolul XI, consacrat separdrii rddacini-
tor, contine paragrafele: teorema Iui Rolle, teore-
ma lui Sturm, teorema lui Budan, metoda lui
Hermite si numdérul ridéacinilor intr-un domeniu
dat. Este foarte instructivd metoda lui Hermite,
care asociazd unui polinom dat o formi pétra-
ticd, ifar din numdirul coeficientilor pozitivi si
negativi ai acesteia se trage o concluzic asupra
numdrului rddécinilor.

5

Capitolul XII, ,,Geometria polinoamelor”
cu paragrafele: limitarea rddacinilor, geometria
polinoamelor in planul complex si polinoame cu
toate raddcinile reale contine un material foarte
bogat, cu rezultate moderne. Acest capitol intro-
duce pe cititor intr-un domeniu de cercetare, in
care mai multi matematicieni roméni an adus
contributii importante. Se dau teoremele lui
Kakeya i Anghelu{d despre intervalul care cu-
prinde modulele rdd&cinilor unei ecuatii, o serie
de teoreme din cercul de idei Landau-Montel cu
privire la pozitia rddacinilor in ipoteze restric-
tive asupra coeficientilor (teoremcle lui Anghe-
lutd, Fejér, Montel, Van Vleck). Se dau teoreme
referitoare la pozitia rdddcinilor derivatei. Se
studiazd pozitia rddacinilor polinoamelor cu toa-
te rddicinile reale i avind doi coeficieati fixati
dupd metoda lui T. Popoviciu. Se demonstreazi
teorema lui T. Popoviciu cu privire la lungimea
intervalului care cuprinde toate rdadiciuile unui
polinom avind numai rdddcini reale.

Ultimul capitol intitulat , ,Calculul efectiv
al radicinilor unui polinom” cuprinde paragra-
fele: calculul radéacinilor rationale, separarea
riddcinilor, generalitd{i despre metodele de ite-
ratie pentru rezolvarea ecuatiilor, metoda lui
Newton pentru calculul rddicinilor, metoda lui
Lobacevski, alte metode de calcul al rddicini-
lor irationale. In ultimul paragraf se di metoda
coardei si metoda lui Horner. Metodele sint exem-
plificate pe cazuri numerice.

Autorul prezintd chestiunile de bazd din
cele mai importante domenii ale algebrei, dind
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astfel o privire de ansamblu asupra acestei disci-
pline. Trebuie subliniat modul in care s-a fmbi-
nat materialul clasic cu cel modern. Punctul de
vederc al algebrei moderne aduce generalitate
31 simplitate in demonstratii, In timp ce materia-
lul clasic este folosit la justificarea formirii notiu-
nilor moderne abstracte, Astfel, s¢ expune intii
teoria clasicil a sistemelor de ecuatii liniare, pen-
tru a folosi ulterior calenlul matriceal la o noua
formulare a rezultatelor si la obtinerea de rezul
tate noi.

Manualnd  este usor  accesibil. Exercitiile.
aplicatiile i complementele variate ajutd futgele-
gerea materiei i in acelasi timp  completeazi
cunostintele cititorului.

Cartea umple un gol in literatura de spe-
cialitate. caci se simtca de mai multd vreme
nevoia unui manual in care studentii anilor 1
si IT gasesc la un loc intregul material de algebra
de care an nevoie si chestiuni conexe ce pot
servi ca punct de plecare spre studii mai apro-
fundate.

F. RADO

Béla Kerédkjarts, Les fondements
de la gfomdtrie, tome II, Gomdtrie projective.

Attendue depuis longtemps, apparition en
frangais du second tome des , Foudements de
la Géométrie’’ écrit par ’éminent matématicien
hongrois B. Kerékjarté répond & la  ndécessité
bien ressentie que ce remarquable ouvrage soit
publi¢ dans une langue internationale.

Le traité contient nn exposé detaillé de la
géométrie projective, dont les théorémes sont
analysés de différents points de vue, d’une ma-
niére surtout synthétique et tout a fait originale.
Aprés unc ample introduction, la matiére est
divisée daus les chapitres suivants, dont nous
ferons un trés bref aperqu:

I. Les fondements de la géométvie projective.
On fait la construction de la géométrie projec-
tive & partir des axiomes de la géométrie eucli-
dienne, par 'adjonction des éléments a Vinfini.

I1. Géométrie projective de la droite. Dans
ce chapitre sont introduits les systemes de points
harmoniques construits a partir des trois points
donnés et 'on démontre que leur ensemble est
partout dense sur la droite (théoréme de Liiroth-
-Zeuthen). Sont étudides encore diverses corres-
poudances projectives sur la droite.

1I1. Géométrie projective du plan. A Paide
des axiomes d’incidence, d’ordre et de conti-
nuité on étudie la structure du plan projectif
et ses caractéres topologiques (compacité, non-
orientabilité) ainsi que les correspondances pro-
jectives dans le plan.

IV. Géométvie projective de Vespace. On
développe des questions analogues pour lespace
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projectif, en faisant Vétude des collinéations et
des réciprocités de l'espace.

V. Coniques. Une courbe de second ordre
est définie comme I'ensemble des points auto-
conjugués par rapport a une certaine polarité.
Suivent les propriétés bien connues énoncées
dans les théoremes de Steiner, Staudt, Pascal,
Brianchon, Désargues et leurs cas particuliers,
avec des applications concernant la détermi-
nation d’une conique par des points ou des tan-
gentes. Sont présentées de méme les correspon-
dances projectives des coniques sur elles-mémes
en leur faisant la liaison avec le groupe des dépla-
cements du plan euclidien.

VI. Quadriques. On introduit d’abord les
cones de second ordre et leurs sections. Les quadri-
ques sont définies de la méme maniére par rapport
a une polarité, On fait U"étude des deux types
des quadriques réelles (réglées et elliptiques) et
des correspondances projectives sur elles-mémes.
Certaines considérations analytiques sont faites
sur les homographics des espaces projectifs com-
plexes, ainsi que sur l'utilisation des quaternions
pour représenter les rotations de la sphere.

A la fin de chaque chapitre on fait 1'étude
analytique des questions envisagdes, au moyen
des coordonnées homogencs.

VII. Mesure projective. Iin suivant les idées
de Cayley et Klein on peut définir une métrique,
dans le plan ou dans lespace projectif, a l'aide
de certains sous-groupes de collinéations. On
aboutit ainsi 4 un systéme unitaire qui contient
a la fois la géométrie euclidienne, la géométrie
hyperbolique et la géométrie elliptique. On fait
une étude comparative entre la géomdtrie hyper-
bolique et la géométrie elliptique en remarquant
la possibilité de les unifier par Uemploi des ima-
ginaires dans le cadre de la géométrie projective
complexe.

VIII. Sur les axiomes de la  géoméirie  pro-
jective. I/auteur y analyse les axiomes de la
géométrie projective (les axiomes de Bicberbach,
puis celles de Veblen-Yung, I'ano etc.). Le rdle
du théoréme de Désargues est souligné par la
possibilité qu’il donne d’étendre a Vespace la
géométrie projective du plan. Une place centrale
est prise par 'étude du corps de la géométrie pro-
jective. A cette ocasion lauteur fait certaines
digressions de mnature algébrique et topologique.
On établit que la condition pour que la multipli-
cation des points soit commutative est que le théo-
réme de Pappus soit valable. Le rapport entre le
théoréme de Pappus et ceux de Ddésargues est de
méme élucidé, ces théorémes étant <dquivalents
dans le cadre des axiomes d’incidence du plan.
En ce qui concerne le théoréme fondamental des
correspondances projectives de la droite, celui-ci
est équivalent au théoréme de Pappus en vertu des
axiomes ’incidence, d’ordre et de continuité.
Des considérations trés intéressantes sont faites
au sujet des géométries projectives sur un corps
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continu arbitraire I{, en aboutissant au théo-
reme de Pontrjagin d’aprés lequel, si K est con-
nexe et localement compact et s'il vérifie le pre-
mier axiome de dénombrabilité, il eu résulte que
K est isomorphe soit au corps des réels, soit au
corps des nombres complexes, soit enfin a celui
des quaternions réels.

Tous ces problémes sont rangés dans un
ordre naturel, et sont traités d’une fagon minu-
tieuse ¢t méthodique. La rédaction est soi-
gneusement accomplie par le concours de M. G.
Hajés qui a ajouté parfois des annotations
compétentes. Nous signalons aussi les conditions
graphiques exceptionnelles dans lesquelles est paru
cet ouvrage, comme coédition des maisons Aka-
démiai Kiaddé et Gauthier-Villars. Vraiment c’est
un des livres les plus ¢érudits et profonds sur le
sujet.

M. TARINA

G. Herdan, The Alvanced Theory of
Language as Choice and Chance. Springer-Verlag
Berlin, 1966, 459 pp., 30 fig.

An outstanding contribution to the develop-
ment of statistical linguistics — the oldest and most
contradictory domain of mathematical linguis-
tics — brings Dr. G. Herdan, the author of some
statistical linguistic books. The declared purpose
of the latest book The Advanced Theory of Language
as Choice and Chance, is to give an account of
statistical properties of language, trying to find
the common thread which would show the many and
multivarious forms of language statistic.

The book is divided in V parts treating: Sta-
tistical Linguistics, Stylostatistics, Optimal Systems
of Language Structure, Linguistic Duality and
Statistics for language Seminary. There is also
an introductive chapter which gives a back-
ground on language as choice and chance.

Part I includes chapters on stability of
linguistic distributions, the explanation of stability
and some application of theory of stability of
alphabetic distributions to a problem of language
mixture.

Part IT begins with style as a statistical con-
cept. The author shows, for example the quanti-
tative feature of the style, the richiness of vocabulary,
the general relation between vocabulary and text
length, the vocabulary ratios. An important
chapter of this part is that which recommends as
an aid, a guide to stylostatistical investigations.
Certainly it contains numerous points for the
reader to ponder and relate to his own practical
experience.

Part III presents problems connected with
the combinatorial structure of words, optimality
of the word-length distributions and random
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partitioning of vocabulary. Possibly the most
important contribution is that which deals with the
information theory. The depth to which the topics
of the chapter are pursued can be judged by the
content of the chapter selected at random: The lin-
guistic interpretation of entropy and redundancy,
Derivationof entropy fromthe multinomial law, The
law of optimal redundancy, Language as an efficient
code, Entropy and ectropy. It gives a coherent
survey of the basic concepts of the information
theory, the tools and methods for practical linguis-
tic applications.

Part IV discusses the four-fold root of linguis-
tic duality, duality as correcting factor and duality
and language translation.

The last part is a systematic presentation
of the statistical devices used in the main body of
book, with worked examples from literary sta-
tistics. The foundations of the theory are cleatly
stated, considers the applications of statistics that
can be achieved, and clarifies the discussions by
numerical examples.

This book is undoubtedly stimulating and
should be of interest to all concerned with the
quantitative linguistics. The general method of
presentation is excellent. The basic equations are
derived rigorously yet concisely, and the underli-
ning basis of the problem is kept to the fore by
illustrations from different domains.

Hvery topic that appears has a functional
explanation so that step by step analysis of the
whole is obtained, making the grosping of the most
complex an easy task. Dr. G. Herdan explores all
the aspects of the problems in an interesting and
informative way,

In conclusion this volume is well written,
well illustrated and presented in purposeful se-
quence. It demands the attention of those who
would like an easy-going account of a complex
subject.

IOAN STAN

RECENZII

Jacek W. Hennel, Wstep do teorii
magnetieznego rezonansu jadrowego (Introducere
la teoria rezonantei magnetice nucleare). Ed. Panst-
wowe Widawnictwo Naukowe, Warszawa, 1966.

Inlucrarea Introducervela teoria vezonantei mag-
netice nucleare autorul face o prezentare teoretici
a principalelor efecte legate de fenomenul de re-
zonantd nucleard.

Lucrarea cuprinde sase capitole in care se face
o analizi progresivi a fenomenului. In primul capi-
tol autorul trece iu revistd o serie de elemente de
analizd operatoriald care vor forma aparatajul
matematic utilizat in lucrare.

In capitolul al doilea sint expuse intuitiv
proprietdtile magnetice ale nucleului gi sint definiti
principalii parametri nucleari: momentul mag-
netic nuclear, spinul, magnetizarea nucleara, cit si
ordinul de mérime al fenomenelor la scard nucleara.

In capitolul al treilea este descris pe scurt
paramagnetismul nuclear si definitd condifia de
rezonantd magneticd nucleard.

in capitolul IV sint expuse elementele princi-
pale ale relaxirii nucleare. Se introduce notiunea
de temperaturd de spin care este utilizatd in carac-
terizarea schimburilor de cnergie in cadrul sis-
temelor de spin, cit si timpii de relaxare spin-
spin si spin-retea. In continuare se descriu ecuatiile
fenomenologice ale lui Bloch., In acest capitol se
indicd de asemenea un montaj simplu pentra
observarea rezonantei nucleare gi se descrie forma
liniei de rezonantd.

In capitolul V se face expunerea propriu-zisi
a teoriei relaxdrii nucleare, dezvoltind pe larg
relaxarea spin-spin si spin-retea in cazul diferitelor
sisteme de spini.

In ultimul capitol autorul face o expunere pe
scurt a fenomenului de ecou de spin.

Lucrarea in ansamblu intr-un volum restrins
(182 pag.) prezintd o imagine relativ completd a
fenomenului de rezonantd magneticd nucleard, dind
o bazd pentru studin in acest domeniu.

V. NICULESCU
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