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ASUPRA GRUPU LU I DE MIŞCĂRI AR UNOR SPA ŢII V2v CARE ADMIT 
CÎM PURI DE VIvCTORI NURI PARARERI

dc

I’. SAXUOVICI, P. EXG1IIŞ şi M. ŢARIXĂ

!. Din rezultatele lui A. G. W a l k e r  "l"’ se ştie că spaţiile V2'x adm it cel 
mult N  eîmpuri de vectori paraleli nuli şi, dacă acest maxim este atins, intr-un 
sistem convenabil de coordonate m etrica lor se poate scrie sub forma :

ds2 — 2 dxldxs ’rl +  . . .  -f- 2 dxHdxlx -R Ra[1(U, . . ., xx)dx% dxB (1)

Această clasă de spaţii cuprinde şi spaţiile simetrice care au fost studiate de 
către P. A. S i г о к o V [2], A. .4. F  e d e n к o :3 g 4] şi V. T. V o d n e v [5], [6] 

In  lucrare prezentăm  cîteva rezultate relative la grupul de mişcări al acestor 
spaţii, eonsiderînd cazul general al m etricii (1), precum şi cîteva cazuri particulare 
Pentru  cazul spaţiilor V4 găsim pe lingă spaţiul cu grup maxim G8 indicat de 
G. I. K r u c i k o v i c i  7] si alte spaţii cu acelaşi ordin al grupului de mişcări.

2. Operatorii X f  ----- [  ai grupului de mişcări al unui spaţiu riem anuiau cu
tensor metric g. se obţin integráld ecuaţiile lui KillingO IJ I O > o

-  f )  <y . .-  Jk b ‘j rr r) . - « -i- G - 
b i k  J -  ^  bkJ r).

în  cazul metricii (1) aceste ecuaţii devin
(N +  p, N  - R  q) +  dN+Pî> -  0
(*V +  P, q) ^ЛР +  dN+.pí,Nvq +  gaqrk\’+pţP =  0
P> q) l ad%gPq 4- i 4 +  gaq»pi* +  » Л

Din ecuaţiile (2.1) rezultă:
g  -  o P ^ ) y X - U ,  ,|_ ? *(y/)

9Д Л’4«

(i-j.)

( 2 . 1)

(2 .2)

(2.3)

(3)
unde şd =  — oj (4). Substituind (3) în ecuaţia (2.2) avem

(5)

Derivînd (5) în raport cu xx 1 r găsim :

rV f4  +  d N+pN+r . 0
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şi alternînd în raport cu indicii N  p  şi N  +  r obţinem : Э?(<р£ — 9')  == 0 adică :
9? — ф' =  constant. Ţinînd seama de (4) rezultă <pp =  Cp (constante) deci : 
dN+pN\-rl N+q= 0  şi astfel

=  A4, xN+' +  B q

unde Al  şi B4 sínt funcţii de xl, . , . , xN.
în  baza formulelor (3) şi (6) ecuaţiile (2.2) şi (2.3) devin

+  Ap +  Cpgaq =  0

( C  X N+r +  9 aR .S > î  +  +  £ « Л ? “ +

dqA H N+r +  dqBp +  dpA qxN+' +  dpBi  =  0

Ecuaţiile (7.2) fiind liniare în variabilele xN+r şi identic verificate, în raport cu 
acestea avem :

Craaagpq +  dqAP +  apA* =  0 (8.1)

+  gpar)q'f +  g^p'?a +  'r)qBp 4- эpB“ =  0 (8.2)

Substituind în (8.1) valorile lui A qp din (7.1) avem :

c l 3«gpi -  c l 3qg*P -  c î s pg*i — 2ЭР*9Г =  0.

Am obţinut astfel relaţiile :

C“ i pq, «I =  -  3w9r (9)
unde

I pg> я I =: ~~ föpgaq +  dqgap âgpq)

sînt simbolurile lui Christoffel de speţa întîi.
Condiţiile de in tegrabilitate  ale ecuaţiilor (9) se scriu sub forma

K m  C  =  0  (1 0 )

unde R apqt sínt simbolurile lui Riemann pentru  m etrica (1).
Pentru orice valoare dată indicelui r sistemul (10) admite numai soluţia nulă dacă 

rangul matricii : || R ipqt . . . R r̂ 1Pqt R r+ipqt ■ . ■ RNPqt II este n — 1.
în  continuare căutăm  soluţii ale ecuaţiilor lui Killing în cazul C =  0. Din (9) 

rezultă dpq 9'  =  0 deci :
9r == ar xp +  ar

Din ecuaţia (2.2) avem :

Al  =  -  dq?P =  -  ap,

Ecuaţiile (7.2) devin :

(6)

(7.1)

(7.2)

(«?** +  a%)dagpq +  g px eg} +  g« i4  +  3 qB p +  э pB* =  0 ( И )
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iar ecuaţiile (3) şi (6) se scriu :

Ep =  aj’x‘ +  ap (12)

EN+q --= A ;;. v v ; p -{- B* (12)

Astfel soluţia corespunzătoare cazului considerat este de forma (12) unde func
ţiile A’ satisfac ecuaţiile (11).

O soluţie particulară se obţine dacă luăm af =  ap =  0. A tunci funcţiile Bq 
satisfac ecuaţia :

Эяв >  +  э р в *  =  0

şi prin urm are avem :

B p =  <ipxq +  Bp =  01 1 1 '

unde ß£ =  — % (constante).

Spaţiul (1) admite deci grupul ahelian cu л !л + ^ parametri avînd operatorii :

A q rţ v i q Xp-t z= хР 'К\- \q  Xq^ S  ! t> (1*^)

:l. D intre spaţiile (1) să considerăm pe acelea pentru care componentele tenso- 
rului metric gPq sínt polinoame omogene de gradul al doilea

Spq --= aPqrsxrxs (14)
Coeficienţii a satisfac relaţiile :

a : a::h, : , O p . - - : Upq$r

Ne propunem  determ inarea grupului de mişcări m enţm îndu-ne în cazul cp =  0. 
'finind scama de (14) ecuaţiile (11) devin:

2(afxt -f  a*)am s xs +  (ipMsapx, xs +  aaqrs aţ xrx' +  DqBp — , \ ,Bq =  0 (15)

O consecinţă a acestor ecuaţii este anularea derivatelor de ordinul 4, ,)qr.- B p =  0, 
deci soluţia generală are forma :

B p =  h^x’x'x* +  bnx’x? +  b l \ r +  bp (16)

coeficienţii b?sl, b,s fiind simetrici în indicii inferiori.
Plinind condiţia ca ecuaţiile (15) să fie identic verificate de funcţiile (16), ob

ţinem  relaţiile

К  -I- ь% =  o

(B ttp q a s +  bsq 4~ bip  —  0.
^ { b fs q  4“ brsp) 4~ » ,  » j ' : “1” »  ' » p:;y.r 'î~ »  / »purs +  » p » 7. 6

Din relaţiile (17.2) deducem :

(17.1)
(17.2)

(17.3)
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unde am no tat :

Л ps.q 1 («.p l  а? Г  Uoî'xp í 'p$-x<]J (19)

Simetria coeficienţilor /v , în raport cu indicii inferiori, implică pentru com pa
tib ilita tea  sistemului (17.3).relaţiile :

а I*Cir  ̂! í xr "f" hy.psr "1 i 0 (20)

il)

componentele iienule ale tensorului de curbură fiind :

R ^ ' P A’..,-,.. •- A b,tr  -  .4

Num ărul relaţiilor (20) independente este cel m ult —- -• ■ ---- УеА'-. Astfel

pentru N  >  3 sistemul (20) în cazul general considerat, adm ite numai soluţia, nula 
cp -- 0. Atunci soluţia (12) se scrie

;/> /1 р,/1%а'^хр.vs -f- AÂS -i- /0

În truc ît constantele яр, //', b’.: (r <  s) sîut independente, rezultă că spaţiu l (1) 
cu tensorul metric da t de formulele (14) posedă grupul de mişcări cu operatori :

X p  — dp - -  A p , iX p xr A" d_v ; x
а

v ? : -- d Y и  (2 2 )

A',, • A'<)v -  .v v v_,
avînd s truc tu ra :

(XpX}) . - (XpY,;) : (Y^V,) (YfiX r.) ■ (XMX„) - 0 (23)

( x px r,) ■■■ з ; г ,  -  dpY,.

Spaţiul (1) cit tensorul metric (14) admite un grup de mişcări cu cel puţin 
p =  2N  Л 'Л - -1* parametri.

Pentru cazul X  2 relaţiile (20) se reduc la a\ \- ai - 0. şi considerînd 
constantele a\, al, a\ independente, spaţiile Г4 respective posedă un grup de mişcări 
Gs definit de cei cinci operatori (22) şi de operatorii :

Yu =  A n -  Л ; x2d,, — a3').. -L x‘3 I -v 4

/"■-/ : 2.4,- a j Ş Î - ' W * ' -

-  2 A ]P2,1sx- -!- 'PA /4.11r.v '-  8 У ^ ,т  X)xl’xr j  3 V .,,

У о т  - N d 0 -  -  ^ У ' ( А 1р,/1 Пхтхрх> - -
3 ‘— ' '

+  2 A pat, j , x T x h X' +  á ? .4 jK so,.vGv, .rs) ;d v ; ,; 

а 4 г. гг, т =  1, 2,

(24)
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Ecuaţiile de structu ră  ale grupului se obţin adăogînd la (23) relaţiile :

( V W -  8IXp V W )  - —W

= W W J  = Y M -  8,*1V

к  ̂ Îl) ■ "' -  si Vi +  si y  2

!-ti S ix , - S i x 2

iAb.Vni - -  8 l x u -  m A' n Ф W , ф W v

( V W )  == -  V,. -8 )  IV, -  Ä W  4- 8;)YPi
p Ф  q, k ф  l, (A <i> 1:. ! 1, 2)

Spaţiile Vt cu metrica

ds2 =  2dx4x3 +  2rfx2dxi +  [allrf{dx1)2 +  2a12lsd x 4 x 2 ф  a22,  ;(dxs)2> ’x5 (26

posedă grupul Gs general de operatorii (22), (21) cu structura (23), (25)
P rin tre spaţiile (26) se află şi spaţiul m enţionat de G. I. K r u c i k o v i c  

' 7 cu m etrica :

ds,2 — 2dxLdx3 ф  2dx2dvd ф  (xl)2(dx2)2 (27)

Spaţiul (27) se obţine efectuînd asupra metricii (26) transform area dată de for
mulele !

x '1 ^  AI1 A'2 -= X2 x’3 -= .V3 -  ф х 1, X2) A''1 - X4 -  T (x l, X2)

muie o şi 'P  sínt polinoame de gradul 3, numai dacă este verificată relaţia :

2<?12Д2 ■— «11.22 Ф «22.11 1-

Ecuaţiile (20) pot fi verificate pentru anum ite spaţii particulare (1) —(14) 
fără a impune condiţii asupra constantelor ap. Vom scrie ecuaţiile (20) sub forma :

( 8 ,% „  -!- Ф 8?A V  +  4 Rmr)a1 =  0 (28)

Aceste relaţii vor fi verificate pentru  orice valori ale lui a dacă avem

Sr Rtpsx +  Ŝ Ripar Ф Rapsr Ф 8 ®

ceea ce implică faptul că spaţiul este euclidian. Dacă însă impunem alte condiţii 
lui a®, se pot găsi spaţii care adm it un grup de mişcări de ordin mai mare decit p. 
Astfel, dacă presupunem antisim etria constantelor dp, deci я® ф  a'â — 0 relaţiile 
(28) vor fi identic verificate în raport cu aţ dacă avem

Or t^ipsy.

-  K R

Ф 8) R/par ф  St Rxpsr

tpsţi — SsRtppr — b( R

Ф -

ppsr W -
(29)
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Spaţiile (1) — (14), al căror tensor de curbură verifică identic relaţiile (29), po
sedă un grup de mişcări cu cel puţin — 2N  +  N(N  — 1) =  N 2 +  N  parametri.

Un exemplu de spaţiu  de acest fel este spaţiul V„N cu m etrica

N
ds2 =  2 Y 2  dxpd x f J[ p +  £  §xpxqdx4x"  +  £  [y +  8?(a -  '()]{хЩсЩ°- (30)

P -1 РФя Pu

unde a, ß, şi у sínt constante.

In trat în  redacţie la 16 februarie 1966
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О ГРУППЕ ДВИ Ж ЕН И Й  НЕКОТОРЫХ ПРОСТРАНСТВ V 1N, ДОПУСКАЮЩИХ 
ПОЛЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫ Х Н УЛЕВЫ Х ВЕКТОРОВ 

( Р е з ю м е )

В работе изучается группа движений пространств Г 2у с метрикой (1). Показывается, что 
,  „ ., ЩК+1)эти пространства обладают аоелевои группой ----- ------ параметрами, определенном операторами

(13). В случае, если составляющие метрического тензора даны формулами (14), показывается,
N ( N  -  1)

что пространство допускает группу движений, обладающую по крайней мере р =  2N  4-------- -------

параметрами, имея операторы (22) и уравнения структуры (23).
Для пространств V s находим кроме пространства (27) с максимальной группой С8, указан

ной Кручковнчем, и пространства (26) с тем же порядком группы движений. Пространства 
(1) — (14), тензор кривизны которых идентично удовлетворяет отношениям (29), показывают, 
что они обладают группой движений, имеющей по крайней мере р2 =  N * - \ -N  параметров. При
мером является пространство с метрикой (30).
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SU R  L E  G R O U PE  D E  M O U V EM EN TS D 'E S P A C E S  IVY A D M ETTA N T D E S  CHAM PS D E  V EC
T E U R S  N U E S PA R A L L È L E S  

( Ré s u mé )

Les au teu rs  é tu d ie n t le groupe de m ou v em en ts des espaces 1 -2 de m étrique  (1). Us m o n tren t
A’(iV +  1)

que ces espaces possèdent un  groupe abélien  à ------ --------param ètres , engendré  p a r  les o p é ra teu rs  (13).

Pour le cas où les com posantes du  ten seu r m étrique  so n t données p a r  les form ules (14), ils m o n tren t
iV( iV -  1)

que l ’espace adm et un  groupe de m ouvem en ts d ’au  m oins p =  2N  + ------ --------p a ram ètres, a y a n t les

opérato ires (22) e t les éq uations de s tru c tu re  (23).
P o u r les espaces V 4 nous tro u v o n s  aussi, o u tre  l ’espace (27) à groupe m ax im um  G8 ind iqué p a r 

K ro u tchkov itsch , les espaces (26) avec le m êm e o rdre  du  groupe de m ouvem ents. Les espaces 
(1) — (14) d o n t le ten seu r de courbure  vérifie  id en tiq u em en t les re la tio n s  (29) possèden t, ainsi q u ’on 
le dém ontre, un  groupe de m ouvem en ts d ’au  m oins рг =  N 2 -f  N  p a ram ètre s . U n exem ple en est 
l ’espace de  m étrique  (30).
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ii. ORBÁX, V. (,IIO /.i:. GII. СОМАХ

DESPRE TRANSFORMAREA PROIECTIVĂ A NOMOGRAMEI CU
SCĂRI RECTILINII

1. Se consideră o nomogramă A7,, cu puncte aliniate, form ată din trei scări 
rectilinii situate pe segmentele .4 (. B . , i — 1, 2, 3. Putem  presupune că punctele 
Aj  aparţin  unei drepte d1, iar punctele B i unei drepte d2 si că dA\d2 (fig. 1).

Alegînd un reper cartezian ortogonal XOY  avînd ca axa absciselor dreapta 
dx, vom nota cu а{(г =  1, 2, 3) abscisele punctelor A it cu b d istan ţa  dintre drep
tele dlt d2 şi fie ni =  cotg a ; unde og — <ţ x A i B i ■ M i(xi y t) fiind un punct curent 
al segmentului А^В{, avem rela ţia :

di  0  <  V, <  b (1)

Scările nomogramei vor fi definite prin ecuaţiile

unde
/

Zi <  ;

si =  A i Mi  =  V(-E - « У  +У1  == V, Vl +  Щ -  Vl A «?/.(*.)> i =  E 2, 3 (2)

; <  z <  z\', / ,  V ') =  0, fAz ';') =  l>- Putem  presupune că //(я,) >  0 dacă

Se ştie că eroarea generalizată a nomogramei N a într-un punct M  al ei de 

cotă zi este evaluată de expresia : А г ~  E(M) —■ — h unde h este o con

stan tă  num ită eroarea geometrică iar <b(z) o func
ţie dată (dacă ф(г) =  1 găsim eroarea absolută, 
iar dacă ф(г) =  г eroarea relativă). Eroarea ge
neralizată a nomogramei N 0 este da tă  de for
mula :

E  =  m ax
» - 1 .  2, 3 ;

max h
(3)

XA, A;
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Este cunoscut că orice nomogramă cu puncte aliniate poate fi supusă la tran s
formări proiective. Problem a transform ării proiective a unei scări rectilinii în 
scopul micşorării erorii ei a fost stud iată  de M. V. P e и t к o v s к i [1] şi rezol
va tă  de E. R a d o  [2], [3]. în  această lucrare se studiază problema, micşorării 
erorii E  a unei întregi nomograme cu trei scări rectilinii prin transform ări proiective.

Presupunem  că scările noinogramei N u sínt astfel situate încît întreaga nom o
gram ă este conţinută în interiorul dreptunghiului A 1A 3DaD1, unde vîrfurile Da, 
Dx aparţin  dreptei d2. Pentru  ca transform ările proiective folosite să nu scoată 
nom ogram a din dreptunghiul А хА3Е>.а1)х, dar în acelaşi tim p lungimile scărilor 
să fie cît mai m ari posibile, trebuie să presupunem  că punctele extremale A x şi 
A 9 răm în fixe şi că dreapta d2 care conţine exterm ităţile Bt să fie invariantă faţă  
de transform ările proiective folosite.

D ar o coliniaţie între punctele unui plan care adm ite pe A x şi A 3 ca puncte 
unite iar pe d2 ca dreaptă unită, poate să fie numai o omologie î l  cu axa dlt avînd 
centrul 0* pe dreapta d2. Această afirmaţie rezultă im ediat din faptul că, dacă 
coliniaţia n-ar fi o omologie, dreapta unită  d2, care nu trece prin punctul unit 
A lt adică este asociată lui, ar trebui să treacă prin celelalte puncte unite, 'deci 
şi prin  A.,, ceea ce contrazice ipoteza noastră că dx\\d2.

Fie a şi b coordonatele centrului O* al omologiei, M  şi M ' două puncte cores
pondente, M* punctul în care dreapta M M ’ taie axa dx şi k =  
caracteristica omologiei. Fiindcă regiunea planului dintre dreptele paralele dx 
şi d2 trebuie să se transform e în ea însăşi, rezultă k >  0. Fam ilia ^2  de omologi 
cu centrul variabil pe d2, avînd ca axă dx şi de caracteristică variabilă k >  0 
depinde de doi param etrii a şi k şi formează un grup.

N otînd cu ж, у  respectiv cu %', y'  coordonatele punctelor M  şi M'  cores
pondente într-o omologie din familia au loc urm ătoarele relaţii

Transform înd nomograma Л70 dată  de ecuaţiile (1) şi (2) prin  omologiile fami
liei găsim o familie de nomograme N(a, k) determ inate de ecuaţiile:

bx  ~f a(k — l)y 
{k — l )y  +  b

(4)

s' =  A . M ’ =  V(v' — a )2 -f у'1* =t г г  * ' î i/ i s  t b + ( k ~  l )y.
-  V [bn{ +  {a^- Ui) [k — l j ] 2 +  b*k*

(5)

Eroarea unei nomograme din familia N(a, k) conform formulei (3) este

E' =  max max h
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O nomogramă N 1(a1, kJ din familia N(a, k) o vom numi relativ optimă, 
dacă eroarea ei este mai m ică decit eroarea nomogramelor vecine N(at -j- Aa, k± -f- 
+  А/c), unde Aa şi Ak sínt numere arbitrare suficient de mici. Iu  lucrarea de 
faţă stabilim  o condiţie necesară şi suficientă pentru  ca o nomogramă din familia 
N(a,k)  să fie relativ optimă.

Fiindcă familia ^  omologi formează un grup, orice nomogramă din N(a, k) 
o putem considera ca nomogramă iniţială. Ne putem  lim ita deci, la aflarea condi
ţiei pentru ca nomograma dată  N 0 să fie relativ optimă. Nomogramele din N(a, k) 
tind către această nomogramă eînd k -*■ 1. Deci nomograma iniţială este relativ 
optimă, dacă toate  omologiile î l  (a, Æ =  1 -f- e) sau cele îl  (a, k =  1 — s) din ^  
unde г >  0 şi s <  s0 transform ă nomograma N 0 într-o nomogramă avînd eroarea 
mai mare, dacă s0 este suficient de mic. în  cazul cînd nomograma N Q nu îndep
lineşte condiţia de optim, lucrarea indică o m etodă de micşorare a erorii printr-o 
omologie din

Pentru  a putea rezolva problema propusă, trebuie să punem în evidenţă cîteva 
proprietăţi ale omologiilor din У ) .

2. Fie P J x ^ y J  un punct al segmentului A i B i şi s{ — A i P f =  y i \ / l  +  n2. . 
Printr-o omologie O din ^  dată  prin relaţiile (4), segmentul A i B i se transform ă 
în segmentul A { B't , punctul P { în tr-un punct Р ' { х ’р y't) al acestui seg

m ent şi avem, după cum am văzut la (5), relaţia s' =  A i M ’. _  ____yA____

у][Ъщ +  {a -  a j  (k -  l ) ] 2 +  62 h\

Omologia Î2(a, k) din ^  o vom numi d ila tan tă  în punctul М ( х ^ у {) dacă

îl numim punct neutru al omologiei Q(a, k). Din această definiţie rezultă, că dacă 
omologia Ü este dilatantă, respectiv con tractan tă  în M,  atunci vecinătăţile sufi
cient de mici ale lui M  se vor dilata respectiv se vor contracta prin Q. Punctul 
neutru  are proprietatea că există vecinătăţi oricît de mici ale lui care îşi păstrează 
lungimile. Făcînd calculele găsim :

b -b (k -  1)Vi

A ilSÍm acest p u n c t -----> 1 , şi contractan tă  dacă avem
Ui.

<  1. Punctul în ca re -----=  1
cu,.

ds,- dyi ds. [6 +  (A — 1 bş

d s '  d s '  ăVi b V [Ъщ + (a -  aî) (k -  l)]2 +
(6)

d:
de unde se vede că variază monoton, cînd т ( descrie segmentul [0, b], Cal-

d.
d:

culînd valoarea y* pentru  care 1, obţinem

(a  -

k -  1

b

(7)

Din formuláié (6) şi (7) rezultă direct.

2 — M dthem alica-Physica 1/1967
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Proprietatea 1. Punctul N t al segmentului r i ./ l ,  de ordonată y* este punctul 
neutru al omologiei LI (a, k). Punctul N { îm parte acest, segment în două p ă rţi: 
partea inferioară A l N i şi cea superioară iVj ,£d. Dacă к > 1  atunci omologia 
este d ila tan tă  pe segmentul inferior şi contractan tă  pe segmentul superior, 
iar dacă к <  1 avem situaţia  contrară.

Poziţia lim ită a punctului neutru, dacă omo
logia O (a, k) tinde către transform area identică, 
o găsim calculînd lini y*

к -И " ‘
Printr-un calcul direct se găseşte că :

Y , Hm V*
a-h  " 1

(a — afini +  bi

2(1 n j )
(8)

Punctul M i de ordonată Yţ al segmentului 
Fig. 2. .1 j p  depinde numai de poziţia centrului O* al

omologiei O de pe dreapta d2.
Printr-un calcul direct se poate ară ta  că punctul este proiecţia ortogonală 

a mijlocului C, al segmentului 0*A{ pe dreapta А {В { (fig. 2). Invers, fiecărui 
punct al segmentului A tB t îl putem  ataşa un punct 0, (a, b) al dreptei d2, 
astfel ca să fie poziţia lim ită a punctului neutru al omologiei Q(0, , k) 
pentru  k ->• 1, cu ajutorul urm ătoarei construcţii: Fie (d) d reapta egal depărtată  
de dreptele dx şi d2. Perpendiculara dusă în M , pe A iB i intersectează dreapta (d) 
în punctul C\, iar dreapta А,рк taie dreapta d2 în punctul cău ta t O,. Punctele 
Mi  şi O, corespondente reciproc în construcţia de mai sus le vom numi puncte 
asociate.

Propielatea 2. Dacă punctul O* se deplasează pe dreapta d2 în direcţia pozi
tivă a axei Ox, atunci punctul asociat lui 0 *, se deplasează de la A t la B 4 
dacă pan ta  segmentului Afi^ este pozitivă, şi în direcţie opusă, dacă această 
pan tă  este negativă.

D em onstraţia acestei proprietăţi se bazează pe formula (8) din care se vede

că ordonata Y, a punctului M t creşte o dată  cu a cînd nt =  cotg x A tB > 0  şi 
descreşte cînd <  0.

Proprietatea 3. Dacă segmentul A este perpendicular pe dreapta dlt atunci 
orice punct propriu O* al dreptei d are ca asociat pe А гВ{ chiar mijlocul acestei 
segment. Un punct M t al segmentului perpendicular A tB{ nu are punct asociat 
pe dreapta d2.

D e m o n s t r a ţ i e .  Dacă A ,5 , _|_ di atunci n =  0 şi proprietatea rezultă 
im ediat din formula (8).

vSe consideră acum mai m ulte segmente А гВ{ i =  1, 2, . . . n (distincte sau 
confundate) cu extrem ităţile pe dx şi d3 şi pe fiecare din ele eîte un punct P t. 
Fie O, punctele asociate acestor puncte de pe dreapta d2 (punctele situate  pe 
segmentele perpendiculare pe dx nu vor avea puncte asociate). Două puncte aso
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ciate 0*, ol ale punctelor P j: P k aparţin înd segmentelor A ß , ,  . 1 . />. le vom numi 
ele aceeaşi speţă dacă pantele segmentelor A ß , ,  A kBk au acelaşi semn, şi de 
speţă defirită, dacă aceste pante sínt de semne contrare. Vom demonstra.

t e o r e m a  1 . O condiţie suficientă pentru ca să n u  existe omologii în familia 
Y  de caracteristică or iá t  de apropiată de 1, şi dilatante în toate punctele I f  de pe seg
mentul A ß , ,  i =  1, 2 , . . . , n ,  este ca printre punctele asociate punctelor l f  de 
pe А В să existe unul cuprins între alte două de speţe diferite cu el.

Condiţia este şi necesară dacă : a) printre punctele asociate nu există două 
de speţă diferită şi confundate ; b) Printre segmentele AIB ; nu există un segment 
perpendicular pe dj pentru care punctul IT să f ie mijlocul lui.

D e m o n s t r a ţ i e .  Mai întîi arătăm  suficienţa condiţiei, demonstrînd că 
în acest caz omologiile din Y  avînd caracteristica 4 =  1 ±  e unde s >  0 fiind 
suficient de mic, sínt contractante cel pu ţin  într-uuul din punctele P  ale seg
mentelor A ß , .

Condiţia poate să fie satisfăcută numai dacă există cel puţin  3 puncte P x> 
P 2, P 3 pe segmentele A1B1, A 2B2, A 3B3 perpendiculare pe d1 şi care să nu aibă 
pante de acelaşi semn. Presupunem  că pan ta  segmentului A 1B1 este pozitivă, iar 
cele ale segmentelor A 2B2, A 3B3 sínt negative. Fie O*, O*, 0 3 punctele asociate 
punctelor Pj, P 2, P 3 pe dreapta d2. Conform definiţiei, trebuie să avem una dintre 
ordonările O*, O*, 0 3 sau 0 3, O*, 0 2. Pentru  fixarea ideilor presupunem  ordo 
narea O*, O* 0* (fig. 3).

Vom ară ta  că, în acest caz, oriunde alegem pe dreapta d2 curentul O* al omo
logiilor din Y >  avînd caracteristica k =  1 s, z <  ea O va fi contractantă în cel 
puţin  unul din punctele P,  de pe segmentele A ß , ,  i — 1, 2, 3, dacă este 
suficient de mic.

Fie de exemplu O* pe dreapta d2 la stînga punctului 0 2 şi construim punctele 
M,  asociate lui O* de pe segmentele A ß , ,  i =  1, 2, 3. Conform proprietăţii 2, 
pe segmentele A ß , ,  A 2B2, A 3B3 vom avea ordonările A x, M lt I \ ,  A 2, P2, M 2, 
A 3, P 3, M 3,

Punctele neutre ale omologiilor 
LI (a, k =  1 -f e) unde s <  s0 ; conform 
definiţiei sínt în vecinătăţile oricît de 
mici ale punctelor M ,, i --  1 ,2, 3. Deci 
dacă luăm s0 suficient de mic, 'vom  
avea ordonările A lt N lt I \ ,  A,, P,, N 2, 
A 3, P 3, N3. Dar atunci, conform pro
prietăţii 1 omologiile Q (a, k =----- 1 -\- s) 
vor fi d ilatante în* punctele P 2 şi P 3, şi 
contractante în punctul P 1. Omologiile 
O (a, k =  1 — s) vor fi d ilatante în 
punctul P t si contractante în punctele

La fel raţionăm  cînd O*  este între punctele 0*2 , O*  sau între O*, 0 * ,  sau la dreapta 
punctului O3. în  fiecare caz găsim că omologiile i i  (a, /? — 1 ±  s), s <  s„ sínt dila
tan te  cel puţin  într-unul din punctele P lt P 2, P 3 dacă s0 este suficient de mic.
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în  cazul cînd 0 * ~ 0 * ,  conform proprietăţii 2, avem ordonările A x, M x, P x, 
respectiv A 3, P 3, M 3, deci şi ordonările A t, N u Px ; A 3, P 3, N3. Atunci, conform 
proprietăţii 1, omologiile Q (a, k =- 1 s), e <  s0 vor fi contractante sau în P x sau
în Pg. Da fel se ara tă  că dacă O* =  0 3, omologiile de mai sus sînt contractan te sau 
în P x sau în Po.

în  sfîrşit, dacă O* ~  O*, din proprietatea 2, şi din ipoteza că O* este în tre  0 \ ,  
Os şi că pantele segmentelor A 3B3, A3B3 sínt de acelaşi semn, rezultă ordonările : 
A 3, M 2, Pg, A 3, P 3, M 3. Dar atunci vom avea şi ordonările: A», N 2, P 2 ; A 3, P 3, 
Ar3, şi astfel, conform proprietăţii 1, omologiile £2 (a, k =  1 e), s <  s0 vor  fi
contractante într-uuul din punctele P 3, P 3.

Deci am dem onstrat suficienţa condiţiei enunţate la teorema 1.
Vom ară ta  acum necesitatea condiţiei, adică dacă condiţia nu este îndeplinită 

şi au loc restricţiile impuse în enunţul teoremei 1, atunci există omologiile Q.(a, k =  
=  1 +  e ) ,  s  <  e0 dilatante în toate punctele P i de pe segmentele /1,7t,-, i =  1, 
2, . . . n. Deosebim urm ătoarele cazuri :

I. Presupunem  că avem num ai un singur punct P x pe segmentul AXBX şi în 
cazul în care A XBX dXl P j nu este mijlocul segmentului A XBX.

Fie 0 1 punctul asociat punctului P x pe dreapta d2. Alegem centrul O* al omolo
giei a rb itrar pe d2, astfel ca О Ф- Oi şi notăm  cu M x asociatul lui O* pe segmentul 
A XBX. A tunci sau avem ordonarea A x, P u M x, sau A x, M x, P x. Conform proprie
tă ţilo r 1 şi 2 în prim ul caz omologiile £2 (0*, k =  1 +  e), s <  s0 vor fi dilatante 
în punctul P x, iar în cazul al doilea omologiile £2 (O*, k =  1 — s), s <  s0 dacă s( 
este suficient de mic.

I I . Dacă i  =  2, adică dacă avem două puncte P x şi P 2 pe segmentele А ХВЪ 
A 2B2, distincte sau confundate, deosebim două cazuri :

a) cînd pantele segmentelor A XBX sínt de acelaşi semn, sau cînd unul sau 
amîndouă sínt perpendiculare pe dx (în ultim ul caz P x respectiv P 2 nu este m ij
locul segmentului A1P 1 respectiv a lui A2B2).

b) Cînd AyBy, AJB3 au pante de semne diferite. Fie O*, O*, punctele asociaţi 
punctelor P j şi P 2 de pe dreapta d2.

în  cazul a) vom alege centrul O* al omologiei de pe dreapta d2 a rb itrar, dai 
exterior segmentului 0*02 şi fie М ъ M 3 asociatele lui O* pe A XBX şi pe A 3BS 
Atunci conform proprietăiţii 2., vom avea sau ordonările A,, P 1; M x ; A 2, P 2, M. 
sau ordonările A x, M x, P u A 2, M,,, P 2. în  prim ul caz, conform proprietăţii 1 
omologiile £2 (О*, к --- 1 -f- e)k e <  г0 vor fi dilatante în punctele Px şi P 2 iai 
în al doilea caz omologiile £2(0*, k — 1 — e), s <  s0 dacă su este suficient de mic

în  cazul b) conform ipotezei teoremei 1, Oi şi O* nu pot fi confundate. Von 
alege centrul O* al omologiei între punctele O i, 0-> şi să notăm  cu M lt M 2 punctele 
asociate lui O* pe A XB 3 şi pe A 2B2. Atunci conform proprietăiţii 2 vom avea sar 
ordonările A 1: P x, M \;  A s, P», M 2 sau ordonările A x, M x, P x; A 2, M 2, P 2. î i  
prim ul caz, conform proprietăţii 1, omologiile £2 (O*, k — 1 +  e), e <  e0 vor f 
d ilatante şi în P x şi în P 2, iar al doilea caz omologiile £2 (О*, к — 1 — e), s <  e 
dacă e0 este suficient de mic.

I I I . Dacă i — 3, adică avem trei puncte P x, P 2, P 3 pe segmentele A XBX 
A 2B2, A 3B3, distincte sau confundate vom deosebi urm ătoarele cazuri: a) Ciut 
pantele segmentelor A iBi ~  i 1, 2, 3 sínt de acelaşi semn, sau cînd unele dintn 
ele sau chiar toate  sínt perpendiculare pe dx (în acest caz însă А {Р { =£ Р хВ г)
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b) Cînd numai două segmente au pantele de acelaşi semn. Fie 0*, 0*, 0* punctele 
asociate punctelor P lt P 2, P 3 pe dreapta  d2.

în  cazul a) vom alege centrul 0* al omologiei pe dreapta d.,, astfel ca punctele 
0*, 0*, 0* să fie de aceeaşi parte  a punctului O*.

Notînd cu M l: M 2, M 3 punctele asociate ale lui O* pe segmentele A 1B1: A 2B2, 
A 3Bg, conform proprietăţii 2, vom avea sau ordonările A lr P lt M, ; A s, P3, M 2; 
As, Pg, Mg sau ordonările A 1: M u P, ; A.,, M 2, P» ; A 3, M3, P 3. în  prim ul caz, 
conform proprietăţii 1, omologiile £2 (О*, к — 1 -j- £), £ <  £« vor fi d ilatante în 
toate trei punctele P v  P 2, P 3, iar în cazul al doilea omologiile £2 (0*, k =  1 — г), 
s <  s„ vor avea această proprietate  dacă s„ este suficient de mic.

în  cazul b) presupunem  pentru fixarea ideilor că pantele segmentelor A 2B2, 
AgBg sínt de acelaşi semn, iar pan ta  lui A tBt este de semn contrar. Atunci conform 
ipotezei teremei 1, О* Ф 0 2, О* Ф 0 3 şi fiindcă am presupus că condiţia teoremei 
1 nu este îndeplinită, 0 1 trebuie să fie exterior segmentului 0 2 0* (fig. 4). Alegem 
centrul O* al omologiei pe dreapta d2 exterior segmentului 02 0 Я, dar interior segmen
telor 0*0*, 0*0*.  Fie Mlr Mg, Mg punctele asociate lui О* pe АуВу, Л 2В2, A 3 Bs. 
Conform proprietăţii 2., vom avea sau ordonările A,, P u M t ; A.,, P 2, M 2 ; A3, 
Pg, M 3 sau ordonările A lt М ь P , A.,, M.,, P 2 ; A 3, M 3, P 3. în  primul caz, con
form proprietăţii 1, omologiile 0(0*, k =  1 +  г), г <  e0 vor fi dilatante în toate 
trei puncte P lt P 2, P 3, iar în cazul al doilea omologiile O (O*, k =  1 — s), г <  e0 
vor avea această proprietate, dacă s0 este suficient de mic.

IV. Dacă i >  3, vom deosebi cazul a) cînd pantele tu tu ro r segmentelor A i B i 
i  — 1 ,2, . . .  n, sínt de acelaşi semn, sau unele dintre ele sînt perpendiculare pe 
dy şi cazul b) cînd există segmente cu pante de semne opuse. Fie Ob O*, ■. . ■ O* 
punctele asociate punctelor P 1( P 2, . . ., P n pe dreapta d.,.

în  cazul a) alegem centrul O* al omologiei pe dreapta d2 astfel ca toate  punc
tele O*, O*,, . . . 0„ să fie de aceeaşi parte  a punctului O* şi raţionîud ca în cazul 
I II , găsim că sau omologiile O (O*, k =  1 -|- e), г <  г0 sau cele O (O*, k — 1 — 
— s), £ <  e0 vor fi dilatante în toate  punctele P i de pe segmentele АуВг, i  =  1, 2,
. . . 11, dacă s0 este suficient de mic.

în  cazul b) punctele O* i  =  1, 2, . . .  n 
vor fi de speţe diferite. Dar în trucît 
presupunem  că condiţia teoremei 1 nu 
este îndeplinită, rezultă că nici un punct 
de prim a speţă nu poate să fie s itu a t 
în tre  două puncte de speţă 2 sau invers, 
precum şi că două puncte de speţe dife
rite nu po t fi confundate. Conform celor 
spuse, dacă punctele O* le num erotăm  
în ordinea creşterii absciselor lor, punc
tele O*, O*, . . .  O* vor fi de o speţă iar 
punctele 0*_2, • • ■ On vor fi de cealaltă 
speţă. Alegem centrul O* al omologiei pe dreapta d2 între punctele O*, Oj+u şi 
raţionăm  ca şi în cazul I II . b). Vom găsi că sau omologiile familiei 12 (O*, k =  
=  1 +  s) s <  en sau cele ale familiei O (O*, k =  1 — г), s <  s„ vor fi dilatante în toate 
punctele Py de pe segmentele AJiy, i =  1 ,2, . . ., n, dacă г0 este suficient de mic. 

Astfel teorema 1 este complect dem onstrată.
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Observaţie. în  cazul în care două puncte asociate de speţe diferite sínt confun
date, sau dacă există un segment A iBi perpendicular pe dreapta d1 şi punctu l P t 
este chiar mijlocul lui, atunci stabilirea existenţei unei familii de omologii i i  (O*, 
k =  1 A z) s <  s„ dilatante în punctele Id  pe A f î t =  i =  1, 2, • . . n, necesită 
studiul ordonării punctelor A t, M it N t, pe segmentul А (В (. Fiindcă acest caz par
ticular nu are mare im portanţă în aplicarea practică a teoremei 1, la transform area 
nomogramelor, nu vom face acest studiu în această lucrare.

3. Cu ajutorul teoremei 1, vom rezolva problema propusă în prim a parte  a 
lucrării.

Considerînd nomogramă N n d a tă  de ecuaţiile (1) şi (2), vom numi puncte de 
eroare maximă a nomograrnei acele puncte P i i — 1 ,2, . . . n, situate pe una din 
scările AjBj, j  =  1, 2, 3, în care eroarea punctuală este egală cu eroarea nomog- 
ramei definită prin formula 3. Să notăm  cui O, i — 1 ,2 , ■ ■ ■ n, punctele de pe dreapta 

asociate punctelor l \  i ■--- 1, 2, . . .  n, de pe segmentele А (В ( =  i — 1, 2, 3 care 
]>ot fi de aceeaşi speţă sau de speţe diferite conform definiţiei date.

tkok Км A 2. O condiţie suficientă pentru ca nomograma N„ sa fie relativ optimă 
este ca între punctele asociate O ale punctelor de eroare maximă să existe imul cup
rins intre două puncte de speţe diferite cu primul.

Condiţia este şi necesară : a) dacă printre punctele asociate nu există două de speţe 
diferite confundate, h) dacă una dintre scările A B este perpendiculară pe dlt atunci 
punctul de eroare maximă să nu fie mijlocul scării.

I) e m о и s t  r a ţ  i e. Dacă condiţia teoremei 2 este îndeplinită, atunci conform 
teoremei 1 toate omologiile £2 (О*, к =  1 ;j: s), s <  sn sínt contractante cel puţin 
într-unul din punctele de eroare maximă P h dacă г0 este suficient de mic. Dar 
atunci, conform definiţiei erori, si a omologiei con tractan te  rezultă că orice 
nomogramă transform ată a uomogramei N a prin  omolopiile О (О*, к =  1 +  г), г >  г0 
au erori mai mari decît eroarea lui N {) dacă s0 este suficient de mic. Deci N n este 
relativ optimă, şi condiţia este suficientă.

Dacă condiţia teoremei 2 nu este îndeplinită, din teorema 1 rezultă că se poate 
găsi pe d.2 un punct O*, astfel îneît omologiile £2 (O*, k — 1 -f s) sau £2 (0* ,k  =  

-- 1 — г), s <  £y să fie dilatante.
Presupunem că omologiile primei familii sínt dilatante în punctele de eroare 

maximă. Deci în transform atele acestor puncte erorile nomogramelor transform ate 
vor fi mai mici decît eroarea E a nomograrnei iniţiale. Presupunem  că eroarea 
E' a unei nomograme transform ate N'  =  £2(IV0) este atinsă de punctul Q'. Fie Q =
■ = £2~1((F), unde Q nu poate să fie un punct de eroare maximă, deci E(Q) <  E. 
Alegem un şir de numere гь e2, e3, . . .  tinzînd către O, ei <  s„. Atunci nomogra- 
mele transform ate N lt N.it iV;î . . . prin omologiile £2(0*, k — 1 +  sf), £2(0*, k == 
=  1 -|- £2), . . .  vor tinde către nomograma N 0. F'olosind faptul că omologia este 
o transform are continuă, se poate ară ta  uşor, că eroarea nomograrnei N'  în punctul 
Q' tinde uniform către E(Q). Deci E'(Q') — E(Q) <  S. Dacă e este suficient de 
mic. Alegînd 5 -- E — E(Q) >  O găsim că E'(Q') <  E. Astfel eroarea oricărei nom o
grame transform ate prin omologiile £2(0*, k — 1 +  e), e <  s0 este mai mică decît 
cea a nomograrnei N„, deci N 0 nu este relativ optimă.

Astfel teorema 2 este dem onstrată.
\ .  în  sfîrşit vom face cîteva observaţii despre utilizarea practică a teoremei 

2 pentru  micşorarea erorii unei nomograme cu trei scări rectilinii.
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Fiind dată  o uomograniă N („ stabilim  punctele de eroare maximă ale ei si 
construim punctele asociate ale acestor puncte pe dreapta d2. După poziţiile aces
tor puncte putem  vedea dacă N 0 este sau nu relativ optimă. Dacă nu este, sîntem 
într-unul dintre cazurile I, I I  a), b), I I I  a) b), IV a) b) de la punctul 2. Ale- 
gînd centrul 0* al omologiei conform indicaţiilor date în cazurile de mai sus şi trans- 
formîud nomograma printr-o omologie cu centrul în O*, avînd ca axă dreapta 
şi caracteristica k egală cu 1 +  s sau 1 — e unde s >  0 este mic, nomograma trans
form ată va avea eroarea mai mică decît N 0.

Un avantaj practic al acestei metode îl reprezintă faptul că transform ata îiomo- 
gramci N n prin omologiile indicate se poate construi foarte uşor (proiectînd grada
ţiile scărilor din centrul omologiei pe scările transform ate).

Intrat in redacţie la / noiembrie 1066
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О ПРОЕКТИВНОМ ПРЕОБРАЗОВАНИИ НОМОГРАММЫ С ПРЯМОЛИНЕЙНЫМИ ШКАЛАМИ
( Ре з юме )

В работе изучается проективное преобразование одной номограммы с выравненными точками, 
имеющей три прямолинейные шкалы, посредством всех коллннеашш плоскости, сохраняющей внутрен
нюю часть прямоугольника, в которой содержится номограмма, с целью уменьшения её ошибки.

По позициям точек максимальной ошибки номограммы (тех точек, в которых ошибка номограммы 
достигает максимума) устанавливается необходимое и достаточное условие для того, чтобы ошибка 
рассматриваемой номограммы была минимальной но отношению к преобразованным номограммам.

В работе указывается и практический метод для уменьшения ошибки номограммы.

SUR RA TR A N SFO R M A T IO N  P R O JE C T IV E  DU К  ОЛЮ GR A MAIE A É C H E L L E  R E C T IL IG N E

(R é s u m é)

On é tud ie  la  tran sfo rm atio n  p ro jec tive  d 'u n  nom ogranm ie à po in ts alignés a y a n t tro is  échelles 
rectilignes, p a r  to u te s  les coT iniatious du  p lan  conservan t l 'in té rieu r d 'u n  rectang le  ou le noinogram m e 
est com pris — afin de réduire  son erreur.

Selon la  position  des p o in ts d 'e rreu r m axim a du uoniograinm e, no tam m en t des po in ts où l 'e rreu r 
du uom ogram m e a tte in t  son m axim um , l 'on  é ta b lit une condition  nécessaire e t suffisante pour que 
l 'e rreu r du  nom ograinm e considéré so it m inim e p a r ra p p o rt à des nom ogram m es transform és.

On indique aussi un  procédé p ra tiq u e  pour la  réd uction  de l 'e rreu r du  noinogram m e.





DESPRE TRANSFORMAREA PROIECTIVĂ A UNEI NOMOGRAME
CU DOUĂ SCĂRI PE O PARABOLĂ ŞI UNA RECTILINIE

lie

В. ORBÁN şi Л . VASIL'

1. Pentru  ca o nomogramă cu puncte' aliniate să fie practic utilizabilă, în 
general, trebuie să fie supusă anum itor transform ări în scopul micşorării erorii ei. 
Nomograma cu puncte aliniate adm ite transform ările care păstrează dreptele pla
nului, coliniaţiile planului.

Problema transform ării proiective a unei scări rectilinii este complet rezolvată 
de M. V. P e n t k o v s k i ş i F .  R a d o  [1], [2], [3], iar în ceea ce priveşte trans
formarea proiectivă a unei scări curbilinii sau a unei nomograme întregi, se cunosc 
num ai rezultate speciale publicate în lucrările [4], [5],.

în  această lucrare studiem  problem a transform ării proiective a unei nomo
grame N, cu puncte aliniate avînd două scări pe o parabolă şi una rectilinie CD, 
în interiorul parabolei (fig. 1) stabilind o condiţie necesară şi suficientă ca o astfel 
de nomogramă să aibă eroarea minimă faţă  de nomogramele transform ate vecine 
prin coliniaţiile planului care păstrează arcul de parabolă considerat.

2. Considerînd un reper cartezian ortogonal, ecuaţiile scărilor nomograme sín t :

( 1 )

{
X =  M h )
У =  mfs(zb) +  П

4  <  z3 <  4  ;

Suportul prim elor două scări este parabola de ecuaţie :

у  =  Lx2

iar suportul celei de a treia, este dreapta de ecuaţie :

(2)

у  =  mx +  n

Ea transform area proiectivă a nomogramei, pentru  a nu ieşi din cadrul hîrtiei 
ne vom mărgini num ai la coliniaţiile care păstrează domeniul m ărginit de arcul de
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parabolă АО В şi segmentul AB,  care cuprinde întreaga uomogramă. Ecuaţiile unei 
proiectivităţi între punctele parabolei (2), sínt :

<xx -!- ß

x  +  Y (3)

Lx'3

Dacă vrem ca punctele arcului ЛОВ să se transform e îii punctele aceluiaşi arc, 
trebuie să presupunem că în această proiectivitate sau :

a) A —> В şi В -» A sau
b) A -* A si В -> В

Alegem ca un ita te  de m ăsură pe axa Ox jum ăta tea  segmentului AB,  atunci L 
va fi d istan ţa vîrfului parabolei la coarda A B.

In  cazul a) ecuaţiile (3) se scriu sub formă :

/  =  L x '*

iar în cazul b) ele devin :

>.* +  1

y ’ — Lx'2
(5)

Ecuaţiile (4) reprezintă o involuţie între punctele parabolei iar ecuaţiile (5) repre
zintă aceeaşi involuţie înm ulţită  cu o simetrie fa ţă  de Oy.

Deoarece sim etria nu influenţează eroarea nomogramei, ne vom mărgini la 
involuţiile (4). Acestea, conform teoremei lui Frégier generează în plan o familie 
de omologii armonice, avînd centrul în punctul ()*(>., L) pe dreapta AB,  iar axa polară 
acestui punct în raport cu parabola. Transform atul punctului M  al parabolei în această 
omologie îl găsim proiectilul punctu l M  din O pe parabolă (fig. 1). Omologiile din 
îl  păstrează domeniul cuprins între arcul АО В şi dreapta A B  num ai dacă |X| >  1.

Punctele M(x, y) şi M'(x', y') fiind 
corespondente printr-o omologie din O, 
avem urm ătoarele relaţii :

-/.(Aa + p.r s 
— 27.1.л- -I у  

— 2 a L x  - j-

>,v -f- /./.

-X L
(6)

- ‘l \ L x л2Л

Notăm  cu Ap(>.) familia de nouiogra- 
me, obţinute prin aplicarea omologiilor din 
O, nomogramei iV. în  familia A7'(X) regăsim 
nomogram a iniţială abstracţie făcînd de o 
simetrie fa ţă  de axa Oy, cîud X - > £ < » .
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Ecuaţiile scărilor nomogramei transform ate .!/'(>,) le regăsim din ecuaţiile (1) 
aplicând formulele de transform are (4) respectiv (6).

, A V -  1
-V - -------------

Л' — >.

v' ■ - Lx'1
* " = M =

-/.A2 --- /. '• - Х(Ш

v' I.

-  2 XI. m)x  - j -  n X2L

- ‘Г/J. X2m)x  -\- >.2u !- / .

-  2 XL m)x  +  n r  a 2-/-

* -  /,(~~з)

1 А' .V <  1

"V” " г  z n

- ~\lw- -■ iuL

i  ----- 1, 2

-;i a

IL

yjm% — 4nL  

2L

(7)

(7')

Se ştie că eroarea absolută a nomogramei N ’('/.) este dată prin form ula:
h . /  ... ...

^  1 , 2 , 3  <8 >
ih.

шах шах
i

undo h este o constantă, num ită eroarea geometrică, iar s reprezintă lungimea de 
arc pe scara respectivă.

Scopul lucrării este stabilirea criteriului pentru ca funcţia E('a) să aibă un 
minim relativ  în raport cu X. în  acest caz nom ogram a respectivă o vom numi 
relativ optim ă.

Pentru aceasta vom folosi teoremele 1 şi 3 ale lucrării [4] conform cărora : 
daca v -= f(x ; />,, p.,, . . ci <  v fi, d„ ph -A ßA (Ii =- 1, 2, . . ., //), iar
/•(/>,, p 2, . . . p n) --  max /(.v ; p lt p 2, . . . .  />„), atunci o condiţie necesară ca funcţia 

а<*<Ь
I:(p i, p 2, . . . .  />„) să adm ită un minim relativ în p 2, . . ., p"H) este ca sistemul de 
ecuaţii :

; = 1

unde xţ, x2, . . ., x'Z sínt punctele în care f (x  ; p'\, pl, . . .,pn) îşi atinge maximul, 
să aibă cel puţin  o soluţie pozitivă («,• >  0 , j  — 1, 2, . . ., m0, и, >  0 pentru cel 
puţin  un j).

Condiţii suficiente se obţin cerînd ca sistemul de ecuaţii (9) să adm ită cel puţin  
o soluţie strict pozitivă (h, >  0, j  --- 1 ,2 , . . ., ni) şi ca acest sistem să aibă rangul 
egal cu n.

în  cazul nostru rolul funcţiei r  - /(л  ; />,, /),, . . . .  p n) îl joacă funcţia /(:;, X) 
unde X este param etru, pe care îl definim mai jos. Considerăm pe axa Oz u rm ătoa
rele intervale :
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şi funcţia f(z, X)

/(*. >■)
N  >  1

' h
ds[ 0. X) 

dz 

h
ds'v (z, X) 

dz 

h
ds3 (z, X) 

dz

dacă z s f (

dacă z e  / 2

dacă z G / 3

Conform teoremelor de mai sus, o condiţie necesară şi suficientă ca funcţia 
(10) adm ită un minim relativ, adică ca nomograma IV'(X) să fie relativ optim ă, este 
ca ecuaţia :

d

.= ij- i u . .  =  0 ч

( И )

să adm ită o soluţie pozitivă şi rangul ei să fie 1. Punctele у {]), unde xtj =
h

=  fi(z!j), situate pe nomograma iV'(X) în care funcţia —— —- îşi atinge maximul
dz i

în raport cu zit se numesc puncte de eroare m aximă ale nomogramei.

Ţinînd seama de ecuaţiile (7) şi (7'), obţinem :

T ,

Y , =

dsţ 
dz ,

4
dz„

f f î  +  ( î i -  *>■ +  «-■<>■* -  i r  Ш Л 4 ]

i  =  1, 2

dy J
/ з Ы

X
[ж{ —2XZ. +  >я) +  и -h X*L]

- Vl *(1 +  m*)X* +  2от(2» -  3L)X7 +  R{k) f i  [/з“ ‘(х)]

unde i?(X) este un polinom de gradul 6 în X. Efectuînd calculele necesare se poate 
a ră ta  că :

dx
24 ЩХХ  -  !)[(>, -  c)x  -  (1 -  cX) j [(>. Ş- c)x -  (1 +  cX)]f! [ f f i j x ) ]  

(x -  X)* I X  -  X| У ( л Г ^ ^ + 4 1 Л ( Х ж  -  1)*
3 =  1, 2, ( 12)
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unde

şi ca :

/ 2L« -  1 
6 Z.2

<  1

Ö4’„ J  [—4/.3(l -!- + Ri(y)}x - [Lm(2n - 3L)XS + i?2(X)]_
[ x ( — '2aL  4 - m )  +  i i  - f  >.2Л  j 3 У 1 . г (1 +  i i i '- ) / ,8 - f  2т('2н —  3 X )X 7 +  Л 2(Х) 

unde i?j(X) şi Rj>{y.) sínt polinoame de gradul 7 în X :

Fiindcă

/ з [ / з » ]

Г A 1

dx dx
__ _A___ d'Vj

f  ôT t y  dx
[ dx J

* =  1, 2

(13)

Şi f a c to ru l------------- nu-şi schim bă semnul, ecuaţia (11) se poate scrie sub form a:
I d'Fj у

[ dx )

unde

Е Еi - i  j - i
gy<(4> >■>

dX ■ =  0

■ M 4 ) .

(14)

Vom studia criteriul pentru ca nomograma iV(X) să fie optim ă după num ărul 
punctelor de eroare m axim ă ale nomogramei :

I. Dacă nomograma ÎV’(X) are un singur punct de eroare m aximă, avem două 
posibilităţi :

a) punctul de eroare m aximă M x(xx, y xx) se găseşte pe parabolă:
b) punctul de eroare m axim ă M x(x21, y 21) se găseşte pe dreapta.

(54̂ (7 X )în  cazul a) ecuaţia (14) are soluţia pozitivă num ai d a c ă ----=  0 iar în

cazul b) cînd : — — — =  0. Deci conform expresiei (12) şi (13), pentru  ca 2V'(X)
dX

să fie relativ  optim ă, în cazul Ia) este necesar că xxx să fie egal cu una din 
valorile :

/
at  = 1 -- CK 

X — c

/ 1 +  cXa3 = -------
X -j- c
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iar în cazul Ib)
l.ni(2)i -  ЗА)/.* +  %(>) 
— 4/-3(i +  !,i2)/.8 /?,(>,)

(15)

Nomograma iniţială N  o regăsim din familia jV'(X) (abstracţie făcînd de o 
simetrie) pentru X -* ;р со. Deci, în cazurile Ia şi Ib, condiţia necesară ca nomo
gram a A  să fie relativ optimă este aceeaşi cu condiţia găsită pentru  rV'(X), numai 
că în locul lui a',, a',, a'j, h' trebuiesă considerăm respectiv : ax =  — с, a2 — 0, 
Cl 3  С у

in(3L — 2 n) 

4Z.2(1 -f- m2)
(16)

Observaţie. în  cazurile Ia  şi Ib, condiţia găsită este numai necesară, fiindcă 
rangul ecuaţiei (14) este zero.

II.  Dacă nomograma iV'(X) are două puncte de eroare maximă, vom deosebi 
urm ătoarele trei cazuri :

a) punctele de eroare m aximă se găsesc pe parabolă ;
b) punctele de eroare m aximă se găsesc pe scara rectilinie ;
c) un punct de eroare maximă se găseşte pe parabolă, iar celălalt pe scara 

rectilinie.
în  cazul Ia) ecuaţia (14) devine:

dT, % , дЧ', . ,,
- - -  (л, * l lK l  +  —  (>., XÍ2)V12 =  0

OA ÓA

Această ecuaţie adm ite soluţie stric t pozitivă un > 0 , i'I2> 0  atunci, şi numai atunci, 
cînd :

<M\
ÔA

(X,A'n ) ÖT 2

dl
(}., x 12) <. 0

în  acest caz rangul ecuaţiei (14) este 1. Duînd în considerare semnul lui --1-1 (12),
di

introducînd notaţiile :

A 1 — CA 

A — C

1 -ь cl
A + C

B' == 1 — CA

}. — C

1
X

1 + Cl 
>. + <-

1
I X I >  1

putem  formula rezultatul in felul urm ător : o condiţie necesară şi suficientă pentru  
pentru  ca nomograma N'(a) să fie relativ optim ă în cazul H a este ca pentru  cele 
două puncte de eroare maximă M xl{:xu , jyxl) şi M 12(xl2, y 12) de pe parabolă să 
avem : xu e A '  şi x12e B '  sau invers.

P en tru  nomograma iniţială condiţia rămîne aceeaşi, numai că în locul m ulţim ilor 
A ' , B' trebuie să considerăm m ulţim ile:

A =  [ - 1 ,  - с )  П (0, c)
В =  ( - с ,  0) П (c, 1)
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în  cazul Ilb),  în ’eare cele două puncte de eroare maximă M 21(x.2l, y2I) M 22(x22, 
y 22) se află pe scara rectilinie (x.n <  x22), ecuaţia (14) devine:

-, ('■■ x.21)v2l +  - (>., X 22) v 22 =  0;
()x o/.

ea are soluţia stric t pozitivă dacă şi num ai dacă :
д Т г

ôh (>■, ^2l) '
tW'*
OK

(X, x22) <  0

Fiindcă, prin ipoteză, toate  punctele scării rectilinii, CD a nomogramei se află 
în interiorul parabolei, expresia x(—2/.L +  m) +  n +  7?L din formula (13) rămîne
totdeauna pozitivă în aceste puncte. Deci, semnul lui depinde numai de num ă

rătorul expresiei (13), de unde rezultă că în cazul Ilb ) o condiţie necesară şi suficientă 
pentru ca nomograma să fie optim ă este ca : x21 <  b' <  x22 unde b' este da t prin 
formula (15).

Pentru  nomograma iniţială N  condiţia devine : x2l <  b' <  x22 unde b' este 
da t prin formula (16)

în  cazul IIc) avem un punct de eroare maximă M ^ x ^ ,  3’u ) pe parabolă, şi un 
a lt punct M 21(x21, y 21) pe scara rectilinie. E cuaţia  (14) devine :

dl
(X, x11)v1 дчу

ÛA
(X, x2i)v2i — 0 ;

Ö4’ (9гГea are soluţia pozitivă dacă şi num ai dacă : — L (X, .rxl) • — - (X, x21) <  0.
дк <)>.

Comparînd semnele expresiilor (12) şi (13), ajungem la urm ătorul rezu lta t: 
în cazul IIc) o condiţie necesară şi suficientă ca nomograma N'(7.) să fie relativ optimă 
este ca :

% e / l '  şi x21<b'  

şi x21>b '

III .  Dacă nomograma iV'(X) respectiv N  are mai m ult de două puncte de 
eroare maximă, rezultă din cele dem onstrate că pentru  ca ea să fie relativ optim ă, o 
condiţie necesară este ca prin tre acestea să existe un punct care satisface condiţia 
de la Ia) sau Ib), iar o condiţie necesară şi suficientă este ca prin tre aceste puncte 
să existe două, satisfăcând una dintre condiţiunile stabilite la l ia ) , Ilb ), IIc).

Intrat în redacţie la 14 aprilie 1966
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О ПРОЕКТИВНОМ ПРЕОБРАЗОВАНИИ НОМОГРАММЫ С ДВУМЯ ШКАЛАМИ НА 
ОДНОЙ ПАРАБОЛЕ И С ОДНОЙ ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ ШКАЛОЙ

(Р е з io м е)

В работе изучается проблема проективного преобразования одной номограммы с вырав 
ненными точками, имеющей две шкалы на дуге параболы и одну прямолинейную шкалу внутр 
параболы. Устанавливается необходимое и достаточное условие для того, чтобы такого род 
номограмма имела минимальную ошибку по отношению к номограммам, преобразованны 
всеми коллинеациями плоскости, сохраняющей рассматриваемую дугу параболы.

ON T H E  P R O JE C T IV E  M A P P IN G  O F A NOM OGRAM  W IT H  TW O SCA LES ON A PARABOL7
AN D  O N E R E C T IL IN E A R  

(Sum m ary)

T he au th o rs  discuss th e  p rob lem  of th e  p ro jec tiv e  m app ing  of a  nom ogram  w ith  a ligned  p o in t 
h av in g  tw o  scales on  an  arch  of p a rab o la , e stab lish ing  a necessary  a n d  suffic ien t co n d itio n  th a t  sud  
a  nom ogram  h a d  a  m in im um  e rro r w ith  reg ard  to  th e  nom ogram s tran sfo rm ed  b y  a ll th e  collinea 
tio n s  of th e  p lane  w hich p reserve th e  considered  a rch  of parabo la .



OK SOLUTION OF CURTAIN PA RTIAL D IFFE R E N T IA L  EQUATIONS
BY IN TEO RA L TRANSFORM

by
Л1. I I I  ITA * (( alt  ul la) a m i  !.. IMIIN V I II (London)

1.1. Introduction. Usually an integral transform  [7, 10, 12, 14] is introduced 
by means of an integral over a range for a class of kernels and the theory of such 
transform  is developed and applied to solve a certain class of linear ordinary or 
partial differential, difference and integial equation, under certain prescribed ini
tial or boundary conditions occuring in various problems of M athem atical .Sciences.

In  th is connection, mention may be made of L a p l a c e  i l l ,  12], H  a n к e l  
[10], L e g e n d r e  [1 j, F' о u r i e r, ,10 M e 11 i n ; 10], L a g u e r r e  [4], J a 

c o b i  [5], H  e r m i t  e [13 ; and other integral transform s [2, 3 which were inves
tigated  and applied convincently in finding solution of differential equations, 
having structure related to th a t of the differential equations satisfied by the kernel 
of the corresponding integral transforms.

In an earlier paper [6 j we have proposed a gene ral scheme of finding the solu
tion of a given class of partial differential equation by introducing and developing 
a suitable integral transform  /*(«) of a function i ' (.v) which was defined by means 
of the integral

b
/*(«) =  T{F(x)} 5 o>-A(x)Kî(x)F(x)dx  (1.1.1.)

и

where К \  (x) an orthogonal function associated with the weight function oy(.r) ; is 
defined in a yC x -< b and the function E(.v) is such th a t со?.(л) Е(л) is L — integrable 
in « yC x y; b. F urther the function K„{x) is the solution of the ordinary differential 
equation of the form

‘U (')y" : " i (u  À)y' А й0(>-, n)y ^  0 (E l .2)

having discrete eigen values only, where «„(>,, rí) is such that «„(À, ii) == «„(/., it’) 
and otherwise arbitrary.

* This research  is su p p o rted  by  N a tio n a l Professor S.N. B ose’s Scheme (92 A d in ry a  P ra iu lla  C handra  
R oad, C alcu tta , 9, Ind ia).

3 — Mathemalica-Physic a 1/1967
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The function K„(x) satisfies the orthogonal relations )9]

$ oxA(x)lC(x)K}m(x) dx
0 n m 

n — m
(1.1.3

Utilising the integral transform  (1.1.1) and its basic operational properties, \vi 
obtained the solution of the partial differential equation

Lx[Y(x, /)] := Bt {Y(.v, t)] (1.1.4

where Lx is a linear differential operator of the second order of the form

(X being a constant) (1.1.5

and Bt is also a differential operator of the form

B,

Lx =  a2(x) +  ax(x, X)
ox* a x

t w - í
( 1. 1.6

where b,(t) are functions of t alone such th a t  the solution of the ordinary differen 
tial equation

Bt[U(t)] =  cU(t) (c being a constant) (1.1.7

is known in advance under the prescribed initial conditions

L Y(x,  t)
dt'

Gi (X) ( 1. 1.8

The object of the present discussion is to  find out the solution of the mon 
general partial differential equations of the form

Ù’
£“ № , / ) ]  = E M 0  , V(a, t)

at

where Lx is a differential operator of the form (1.1.5) and

L7 =  Lx (L ’r l)

Or the more general equation of the form

(1.1.9

P(B)  [Y(.V,/) ] = Е й г (/) Y(x,t)
dtr

( 1. 1.10

where P(U)  is a polynomial or an integral function of U. Even, when P(U)  i: 
a function having isolated singularities, the applicability of the present inethoc 
can be extended, provided a suitable power series representation of the functioi 
can be obtained, of course with great caution.

Lastly, the solution of the general equation of the form

Q(Llt Bt)y ^  0 (1.1.11

where Q(tt, v) is a polynomial in и and v can be derived by the m ethod advan 
ced in the earlier paper and th is paper.
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1.2. Expression of the Solution of the equations

Lx[Y{x,t)] =  Bt [Y(x,ty\ +  b\(t)F{x) (1.2.1)

rising first the appropriate integral transform  defined by (1.1.1) and then the 
Laplace transform .

W ith the aid of the appropriate integral transform  (1.1.1) and its operational 
properties, we reduce the differential equation (1.2.1) into the form

bP W " y 3 1  (n > 0  +  b, - i  (0 ^ Т Т У х  ( » , < ) + • • • +  M O  j  Ух (», 0  +
dtp d r  at ^ 2  2 )

Assuming for sim plicity bt (t) being all constants so th a t  the Laplace transform  can 
be applied with much advantage. Let us define the Laplace transform  у x (n, s) of 
the function y x (n, t) by the integral

CO
31 (n , s) =  T {_y. (n, t)} =   ̂ e~>‘y x {n, t) dt.

0

Using the Laplace transform  [8], we can reduce the equation (1.2.2) as

bp[sp y x {n, s) — s?-1 y x (n, 0+) — sP-2y>,{n, 0+) . . . — sy<f~2î (n, O'") — у{р~г)(я, 0+)] +  

+  6p_, О*-1 ÿ x (n, s) . . .  -  sP~2y> (n, 0+) -  . . .  -  y[p^{n,  0~L)] +  . . . +

+  bx [sÿx (n, s) -  y x (n , 0+) J +  (b0 +  л) 5<x (n, s) =  f.. («) 7i(s).
(1.2.3)

In  case the equation (1.2.3) be inhomogeneous, the solution of the equa
tion can be w ritten under arb itrary  initial values, as

W  K  0  =  >'x (».  0 + ) l bp Q ip~1} (0 +  bp Q lp~2) (0 +  ■ • • +  b £ ' ( t )  +  K Q W  +
+  31 (», 0+) [bp QIP- V (t) +  bp_x (t) +  . . . +  b, Q{t) ] +  . . . +

+  yiP~2) (». 0+) [bp Q'(t) +  bt _x Q(t)} +  bPy [ P ( n ,  O ' ) Q ( t ) +  f x (n)Q (t) * ^ ( 0  =  
=  В Qx y x (n, 0 J ) + f  (n)Q (t) * F x (t)*+* vwv> П ***

where B, Q} and y x (n, 0+) denote m atrices as

в  =  (bx, b2, . . . , b p) , y .A(n, 0+) =

31 К  0+) 

y'x {n, O')

У /-ч (« ,0 + )/
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and

Q(t) 0 0 0  . . . 0
Q'(t) Q(t) 0 0  . . . 0
Q"(t) Q \ t) Q{t) 0 . . . 0
QiP~r’(/) • • Q(()

Q l n (*) -  T  4 ? ( s ) } ,  l ( s ) p[s) —  ь /  +  bp ^ 1 +  . . .  +  bls +  (bt> +  \)

t

<?'(*) =  j r Q(t) ; Q(t) * F(t) =  C Q(T)F(t -  x)dx
dt J

Hence the solution can be p u t into the form

+ A (« )e w  * F i ® ]

1.3. Some Imporant Results. In  our earlier paper [6], we have provec 
the following theorem  :

T h e o r e m  1. I f  F'(x) be continuous and F"(x) be bounded and integrable (L) 
in each of the subintervals of a <  x <  b and T{F(x)} exists then T{L[F(x)]} exists 
and is given by

F{L[F(x)]} =  - \ f x{n) 

where L[F(x)] is the differential form

L[F(x)] =  {сох(* )} - '£ [ф (* )  j K \ { x )

We can easily deduce the  following Corollaries of the theorem  :

Co r . 1. I f  Lr[F(x)J, r =  1,2, . . . , m — 1 and F(x) satisfy the conditions Oj 
the Theorem 1, then

T{Lm[F(x) ]} =  (-1)»Х »/х(я) 

where m is a positive integer.

C o r . 2. I f  P(z) be a polynomial in z, then

T{P(h)[F(z)]} =  P ( - X J / X(»).

C o r . 3. I f  G(z) be an analytic function of z , then

r{ G (A )№ )]}  =  G (-X j/„ .
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1.4. Solution of Partial Differential Equations. We shall now solve the p a r
tial differential equations

L';‘[Y(x, *)] =  B'\Y(x,  <)]

Utilising the Cor. 1, we deduce

( - 1  )тКУ>.(п’ f) - E  W )  Í7  У\(п> l)

i. e.

bp(t) y x{n, t) +  ^ ..,(0  t) +  • • ' +  7  Л К  0 +  Щ уАп> 0 =  0

where b'0(t) =  b„(t) -

The general solution of th is equation is

p
л К  о =  E  >•> *)w = 1

Taking the in itial conditions as

0
i = 0

G M ,

the above solution can be p u t into the form

(n, t)
p p

E E
m = l q=*l

A m
”д~ &(»)«*(*. »)

where

=  Г{С4(ж)}. * =  1, 2, . . . , p  -  1

and

A =  [«i(w,0), г4(и,0), . . . , « ^ - ‘(»,0)]

denotes the W ronskian of the fundam ental set of solutions and AOT is the deter
m inant obtained from Д by replacing иг-th  column by g{(n)' s.
Using the inverse transform ation formula for y }{n, t) the solution is given by

Y(*. í) =  É E A7  Kl{x)um{t, X, n).

Received February 15, 1966
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A SU PR A  R E Z O L V Ă R II U N O R  E C U A Ţ II CU D E R IV A T E  P A R Ţ IA L E  P R IN  T R A N SFO R M Ă R I
IN T E G R A L E

(R ezum at)

în  lucrare  se in tro d u c  tran sfo rm ări in teg rale  de form a (1, 1, 1), cu a ju to ru l căro ra  unele ecuaţii 
cu d e riv a te  p a rţia le  se tran sfo rm ă  în ecuaţii d iferen ţia le  o rd inare . R ezolvînd e cu a ţia  d ife ren ţia lă  
o b ţin u tă  şi ap lic înd  tran s fo rm a rea  in v ersă  se o b ţin  so lu ţiile  e cu a ţiilo r  cu d e riv a te  p a r ţia le  co n sidera te , 
în  cad ru l lucră rii aceas tă  m eto d ă  se foloseşte p e n tru  ecu a ţii cu d e riv a te  p a rţia le  de fo rm a (1, 1, 9).

ОТНОСИТЕЛЬНО РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОД
НЫМИ ПРИ ПОМОЩИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

( Р е з ю м е )

В работе вводятся интегральные преобразования, имеющие форму (1,1,1), при помощи 
которых некоторые уравнения с частными производными превращаются в обыкновенные диф
ференциальные уравнения. Решив полученное дифференциальное уравнение и применив обратное 
преобразование, получаются решения рассмотренных уравнений с частными производными. 
В работе этот метод используется для уравнений с частными производными, имеющих вид (1,1,9).



STUDIUL GEOMETRIC AL OSCILAŢIILOR AUTONOME LA SISTEME DE
TREI ECUAŢII DIFERENŢIALE

up
MARGARETA EREA KEL - FER TIG

Introducere. Fiinrl dat un sistem autonom  de două ecuaţii diferenţiale : 

j  =  X {x ,y ) ,  (̂ Y ( x ,  y ),
dt dt

problema comportării soluţiilor în vecinătatea unei soluţii periodice
ж  =  9 ( t )  у  ^  ф ( / )  ( Г )

este complet rezolvată: [1], [2], [3], [4], [5]. Se ştie că dacă (Г) este o soluţie 
periodică izolată (ciclu lim ită), atunci orice altă  caracteristică converge asim ptotic 
în spirală către aceasta, iar în cazul cinci funcţiile AŢ.r, v), Y(;v, v) au un num ăr 
suficient de mare de derivate parţiale sau sínt analitice, atunci se poate constata 
dacă Г este sau nu o soluţie periodică izolată şi se poate deduce natu ra  acestei 
soluţii periodice izolate (ciclu lim ită stabil, nestabil, semistabil).

în  metodele folosite pentru studiul acestei probleme, joacă un rol im portan t 
faptul că fiind vorba de un sistem autonom  de două ecuaţii diferenţiale, caracte
ristica Г îm parte planul în două regiuni.

Pentru determinarea naturii ciclului Г se studiază term enii pînă la un anum it 
grad din formula sau seria Taylor scrisă pentru  funcţiile X(x, y) şi Y(x, y), 

în  cazul unui sistem autonom  de n ecuaţii diferenţiale

7  =  X{x) X =  (л,. . . . v j ,  X  =  (Xu . . . .  X„)
dt

dacă n >  3, o caracteristică închisă nu mai îm parte spaţiul de fază în două regiuni.
Din această cauză o parte din raţionam entele folosite în cazul n — 2 nu pot 

fi utilizate în cazul cînd » >  2 şi rezultatele obţinute în prim ul caz nu pot fi extinse 
pentru n >  2. m

Totodată studiul term enilor din dezvoltările Taylor corespunzătoare devine 
mai ^complicat.

în  nota de fa ţă  ne propunem de a studia com portarea soluţiilor unui sistem 
autonom de trei ecuaţii diferenţiale în vecinătatea unei soluţii periodice, folosind 
metoda geometrică dată  de M, U r a b e [3] pentru  studiul oscilaţiilor auto
nome.
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1. Se consideră sistemul autonom  de trei ecuaţii diferenţiale:
dx

dt
X(x) ( î . i )

unde X - -  ( x , ,  х г, x3) este un vector în spaţiul euclidian cu trei dimensiuni E 3, 
X  — ( X lt X 2, X 3) o funcţie vectorială în E 3.

Funcţiile X; ( x u  x.,, x3) i -  1, 2, 3 sínt continue şi au derivate parţiale  de 
ordinul iutii, al doilea şi al treilea în raport cu toate variabilele, continue in tr-un 
domeniu I) С  E3.

Se presupune că sistemul (1.1) adm ite o soluţie periodică

9(0 9(0 -  (?i(0> 9,(0. 9з(0)

de perioadă со, şi fie Г caracteristica corespunzătoare din spaţiul de fază E 3.
Pentru a aplica metoda geometrică de studiu a caracteristicilor din vecină

tatea  lui Г Pil, considerăm tried rul lui F reuet (t, v, fi) de-a lungul lui Г, iar în 
sistemul (1.1) facem transform area

V n= 9(0) -I- P l v +  p 2fi, (1 .2 )

prin care funcţiile xlt x2, x3 se înlocuiesc cu 0, Pl, p2.
Avem din (1.2)

sau

dx dt __ . ds------ dc 
—- V

d ^ _L. o -  . 1 r l
ds , d 3
----r  p2 — ■

ds

ăt dO ds d 0 di) d 0 ds d 0 ds dO

+ PlV 0- Paß)
dt

- ~ a 1 A il~ ._li у .-f ß -f-- Pii> I — — - - l )  +  £ ^ v
dO ' do d 0 l R T l  T

unde ds

d0

Scriem formula lui Taylor pentru  funcţia vectorială X(x) :

d XA(cp(8) +  P lv +  p2ß) =  X  - f  —  p â?X  

d x 2 p2 +  0 (! p I3)

unde

A =  X  (cp(0)), d X ;  d X i ( 9 m------------------- ,
0 x k дхк

d X  

dx  P =  P r (

( d X , d x , d X ,  '
dx, d x 2 d x 3

№ * )  - d X , д Х г dX»

[ d x J d x . ă x 2 c)xs

d X 3 dX.2 д Л 9
{dx, d x 2 so

dXj
dxt.
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+  Paß)* (PlV +  p2ß)X

iP X  „  1

1 (PiV +  Paß)'

V dxkdxj

( д-Х.г 

( д х ф х
Paß)

(piv +  p3ß)0 \*  I ^ 2Л  3

dxkdxj

(  d*Xi cPXj d'-Xi \

j (PiV +  p2ß)^

d*Xj 
dxj • d x k

dx'l dx^clXi dx^âx1

d2Xj d2Xi d2Xi
д х 1д х г дх\  d x 3d x t

■XX; <ia-V,

d’-Xt
dxjdxf.

d‘Xj(9m
Oxjdxk

\  d x td x a д х адх3 д х \  у

înlocuim  expresia lui X(cp(0) +  pjv +  p2ß) în (1.3) şi obţinem

X  +  d- ~  P +  ă-Ţ- P3 +  0 ( Ip I3)] J  =  T«r +  ^  v +  — ß +  PiOf
dx dx8 j d% dfi d 0 ( - 5 - 1 )

PaCT ,

înm ulţind  cu T* =  (t^ t^ t,,) şi observînd că X  — tu găsim

dt

dt)

d X
X* ---- p

dx Px
l i

+  0 (|p [2)

înlocuind pe — cu expresia găsită şi înm ulţind pe rînd cu t* şi, ß*,
d  0

găsim :

d-Pi_
di)

rfp2
dt)

dt

dQ
=  1 + 0 ( | p | )

XI* d X * d * x 1 ♦ d X * d X Pi *V • — p _ +  V -----  P2 — — V — P '• X ---- p — —  V
dx T dx3 a dx dx Ii

ß* d X
p +  ß* —  p2 - 1

ß*
d X

P '
/r,  dX_ p _  £ i 3<

dx T d x 2 СГ dx dx Ii r

dx
P +  0(|p|3)

0 ( ip |3)

Acest sistem poate fi scris sub forma
dt

di)
1 + 0 ( | p | ) (1.3)

dp
dQ = / ( o .  p). P =■= (P i. Pa)



42 MARGARETA FRENKEL-FERTIG

unde scriind

df/(o , p) =  ;; (o, o )P +  ^ ( o ,  o) p2 +  o ( I p I2)
op dp2

avem

0/
dp ( 0 , 0 )

Oh d/,
dpi dpa
d/3 d/3
dpi dp2

Pi

\ P*

<AA
dx

a-- O0 
T  ' “

(/-V P +

d2/
dp2

(0, 0)p2
! P * ir iP

’ Р*^Р

* rf2A' ,V p-
dx-

йА2

1 * tf,Y * dX
— V -  p T - - p
a г/л? dx
1 Л f d \  j, i/A.

- ß  рт* — pa dx dx

Pi * dX — V -- p
Ii dx

— ß* —  p
Л rfT

jF.
dV{

dp, dp.

ri2/, (О, 0) d2/.(0, 0)
dp, dPldp2

d2/.(0, 0) d2/.(0, 0)
dp,dp2 dp«

Se verifică [3] că dacă R 0 este suficient de mic, atunci pentru 

IpJ A A-„ -  OO <  0 < OO

transform area (1.2) este nesingulară. înseam nă că oricărei soluţii a sistemului (1.1) 
dintr-o vecinătate suficient de mică a caracteristicii Г, îi corespunde o soluţie a
sistemului (1.3) şi invers, oricărei soluţii cu condiţiile iniţiale j p„ 
punde o soluţie a sistemului (1.1).

Observaţie. Fie

A =-= x((, A 0)

R „ îi cores-

(1.4)

punctulsoluţia sistemului (1.1), care verifică condiţia iniţială v(0, xn) =  x 0 
M 0(a0) fiind într-o vecinătate suficient de mică a caracteristicii Г.

Din punctul M 0(.r0) ducem planul normal la Г. Acest plan va intersecta 
caracteristica Г în tr-uu singur punct P„(9(0O)) pentru care j Д/„/'„ | r; A’0.

Putem  adm ite că 0o — 0. în tr-adevăr, deoarece sistemul (1.1) este autonom , 
oricare ar fi т ecuaţia

X ^  ? (0  +  t )

reprezintă aceeaşi caracteristică Г.
Presupunem  deci că de la început am ales reprezentarea param etrică a lui 

Г, astfel încît punctu l M 0(x0) să-i corespundă А0(ф(0)).
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Dacă notăm  cu p01, p02 componentele lui p0 după axele v şi ß avem

! V o I \  I — V  Рщ +  P02 — i P I Ro

Atunci soluţiei (1.4) îi va corespunde soluţia 0 =  0 (i), p =  p(0(i), p0) cu 
condiţiile iniţiale 0(0) — 0, p(0, p0) — p„

şi A'o =- ?(0) -1- Piov(O) +  p20 ß (0).

Să considerăm ultimele două ecuaţii ale sistemului (1.3) :

/(°< p) (1-5)

Dacă în acest sistem neglijăm term enii de ordin superior obţinem sistemul

S  =  f ( 0-° )P -  (1-6)
d  0 o p

care se numeşte sistemul normal în variaţii [3], [6].

2. Să notăm

P r = P (0, po) (2.1)
soluţia sistemului (1.5), care verifică condiţia in iţia lă: p((), p„) =  рц 

iar

,v ,... x(t, .v„) (2.2)

soluţia sistemului (1.1) care verifică condiţia iniţială .v(0, ,vn) = ,r„, unde

■'"o -  9(0) -r P,«v(0) +  ?2üß(0).

Condiţia necesară şi suficientă ca soluţia (2.2) să fie periodică 31 este ca să 
avem

р(пы, p0) =-= p0, (2.3)

pen tru  un num ăr n întreg şi pozitiv.

Dacă un asemenea num ăr n nu există pentru nici un vector p0 pentru care 
avem | p0 | R 0, atunci în vecinătatea soluţiei Г nu există nici o soluţie
periodică, deci Г este un ciclu lim ită.

Ne propunem  să găsim condiţii în care nu există un asemenea num ăr n, adică 
criterii ca o soluţie periodică dată  să fie un ciclu lim ită.

Pentru aceasta scriem întîi form ula lui Taylor

p(6, 0)p0 =  dp (0, O ) p j - r ^ ( 0 ,  0)pţ 0 ! Po!3)
»Po d p ti

(2.4)
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unde

^ ( 0 , 0 )  ôp01 
д Ро , f)p,

( 0 , 0 )
dpc

(6, 0)

Po

dsP
"âfl

(6. o)?l

\ dpoa 

* c- 1
Po Po !

Po ^ 2  Po 

Condiţia (2.3) se serie

(0, 0)
дроз

d aP,

dpi
с»2Р<

( 0 , 0 )

Poi

p 02 ;
(2.5)

(h

à  P o l  Ö p02

( 0 ,  0 ) V------- ţ—  ( 0 ,  0 )
^Poi C'Poa

(i2P.
( 0 ,  0 ) 7 T  ( 0 . 0 )

u t 0̂2

(2 .6)

(-— ■ (п ы > Po) -  Б ]  P o +  J J '  0) Р5 -i- о (|р0 |3) =  0 (2.7)
I <Эр0 ) ор0

P entru  ca această egalitate să aibă loc pentru  orice p0, | p0| <  R 0 este necesar 
să avem

dp
dp»

(na, Po) =  E.

dpNe propunem  deci să-l calculăm pe —— (n со, 0).
d po 
â 3Se ştie [3], [5] că coloanele m atricei . (0, Ü) formează un sistem de solu-
d Po

ţii al sistemului normal în variaţii (1.6). Pentru 0 =  Ü, din (2.4) avem

;,p (o, o) -  /•;, Po +  o ( |P„ n  =  o, deci 4 P- M  -  e .
o Po ' ('Pij

Fie a +  iß şi a — iß exponenţii caracteristici ai sistemului normal în varia ţii 
1 .6), atunci coloanele matricei

M(0)
(̂ )1(0) cos ß0 — ş’1(0) sin ß0) «o (̂ >l(0) sin ßO +  ^ ( 0) cos ß0)ßa

\ (fis(Q) cos — ?ä(0) 3 п̂ ßö)^ 0 (/>2(0) sin ßO +  ç2(6) cos ß0)e*e
unde Çi(0), ? ,(0) şi 9Д6) sín t funcţii periodice de 0 de perioadă со şi

PA 0) =  1. Л ( 0 ) = 0 ;  ^ ( 0 ) = 0 ,  ?*(0) =  1,
sínt soluţii ale sistemului (1.6). Deoarece il/(0) — E rezultă că

d/(0) dp 
d Po

( 0 , 0 )

Avem deci

de /  cos ßwcoe“
~— ( n  to, 0 ) =

Po \ — sin ßno>ea

sin ß«toe“’ 

cos ßwooe01
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Se vede că dacă « ^ 0 ,  atunci oricare ar fi n întreg şi pozitiv avem

őp (»ш, 0) ^  E
dpo

deci relaţia (2.3) nu este realizabilă pentru nici un num ăr n întreg şi pozitiv. Am 
regăsit rezultatul cunoscut [3], [6] :

Dacă toţi exponenţii caracteristici ai sistemului normal în variaţii au partea 
reală a =± 0, atunci soluţia periodică Г este un ciclu limită.

3. Să presupunem că a =  0. Atunci

j). / cos ßnor sin ßnor
у - (nor, 0) ==

Fo \  — sin ßn0Г cos ßnor

Această m atrice este egală cu m atricea un ita te  E, dacă 

cos ßnor =  1, sin ßnor =  0

ceea ce se poate realiza dacă si numai dacă ß =  — • -- » — fiind num ăr raţional.
<1 Oi (]

Deci dacă ß — atunci egalitatea (2.3) nu este realizabilă şi deci Г este un ciclu
q со

lim ită. Rezultă :

T e o r e m a  1. Dacă exponenţii caracteristici ai sistemului normal în variaţii
— ■ — > — fiind număr rational,
q ы q

w(t) a sistemului (1.1) este un ciclu limită.
0 şi ß =  — • — > £

q o> q

au partea reală nulă, iar partea imaginară ß 

atunci soluţia periodică x 
Să presupunem  că a 

Atunci

num ăr rational.

dpo
(«ca, 0) =  E

pentru  n convenabil ales condiţia (2.3) se scrie, ţinînd seamă de (2.7)
d*p
ap?2 (nor, °)p2 +  0 ( IPol3) = 0 . (3.1)

P en tru  ca această egalitate să aibă loc este necesar ca să avem

dpi (WÎW’ °)P2 =  0

pentru  un num ăr m întreg şi pozitiv.

O b s e r v a ţ i e .  în  general т=ьп,  dar dacă avem ---- (nor, 0) =  E  atuncid p0
^ - ( 6 ,  0) are perioada nor şi dacă (ты, 0)p~ — 0, atunci (Q, 0)pj; este

funcţie periodică de perioadă mor, şi (0, 0)p)j =  0, deci ambele egalităţi au
dpo

loc pen tru  0 =  nm ar.
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Ű2pNe propunem să-l calculăm pe (mea, 0)p2.
dpn

Pentru  aceasta scriem că funcţia (2.1) este soluţia sistemului (1.5), pe care îl 
scriem sub forma

rfp
dQ

'ÎL
dp (0. 0)p ^ ( 0 ,  0) p2 +  0 ( I p 13) .

Avem

( t p"+ 1 + 0<,p”|,)) “ Ï  p”+ 1 + -  ^  ̂  + 0<lp"P)
d (  d p 

de d p 2 I őp„

д2рde unde deducem sistemul care îl conţine pe (6, 0) p2 :
d?0

d 6 \ d dp  1 dp dpa
(3.2)

Din (2.4) rezultă că -1 2 (0, 0)p2 = 0 ,  deci vectorul -^-|-(0,O)p2
à  P a  d 9 o

este soluţia sistemului liniar şi neomogen (3.2), care verifică condiţia iniţială

(o. 0)p2 =  0.

()2f
Ţinînd cont de formulele (2.6) şi de expresia lui —f— p2 calculată în § 1, siste-

dp 2
mul (3.2) se mai poate scrie :

' P« - î Po 

Po ^2 Po

d
db

df_
dp

( 0 , 0 )

sau
dS.  d f
___г   _ г _

í/0 (jpL

Po5 l P o
_L

; » dp* r
Po J * 1

epo

д o
~  Po 
d po

Po ^ 2  Po ! , P o ^ f 2
dp  л 

~z—  Po
\ ^Po d po

df.
- A i S 2 + dp* p  J h _

őp a oa. O Po
(3.3)

Sistemul (3.3) în care funcţiile necunoscute S 3, S2 sínt matricele calculate îr 
formulele (2.6),

S,

; ő2pt- ci2p.

d Poi d Poi dpa2

d2p. Ő*P<
\  â p 01 őp02 ŐP02

(* =  1. 2)
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este echivalent cu urm ătoarele trei sisteme de ecuaţii diferenţiale :

£ l 3 i
( U i  d  "roi

(J2P-
dtí 1 dp0l ô Pq2

д%
(Ui ( dpu2

3
dfl

3

dH

3
dţl

иг, df.
(e, o) " +  —L-

dpn, âp,

( 6 , 0 )

~01

04

(0, 0) ^  +  Я;(0)
o Pili

fi ÖL
( ) h n  d P ()2 â p. .

(o, o) ''2y
d4i

_ 1 _  .3
dp2

(0. <>)

(0, 0) +  Я 2(0)

dpfll dp02
+  H\2( 6)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

/ öPi 1

я ;2 =
dp I

Я * =  ( дрг d?0k
l ő4 dPoJ dp2

<4*
+  / 4 Őpj 1 ( d

ŐPOI àpQ2 ! őPj Őf2 \ 0

1. 2

Poi
J?2
d  Par,

3 '
firV t■'M

3 ,
d  Poi

+

1, 2 .

d2/; dp.
dp22

___2_

dp0l dp02
Vedem deci că elementele m atricelor S ; adică :

Ő2Pj дг р1

ÖPoi ^  Poi dPo2 d Po2

ő 2P2 d 2P2 d 2P2

ÖPo? dpoi d  Pq2 d Рог

sínt soluţiile sistemelor (3.4), (3.5), (3.6) cu condiţiile iniţiale nule.
Pentru  ca relaţia (3.1) să fie realizabilă este necesar ca aceste soluţii să fie perio

dice de perioadă т ы . Condiţia necesară şi suficientă ca fiecare din aceste sisteme 
de ecuaţii liniare neomogene [6] să aibă soluţii periodice de perioadă ты, este ca 
următoarele egalităţi să fie verificate :

dQ =  0, k =  1, 2

tniú

Ç d p - 1
( 0 ,  0 )

ОQ.

т ы

C d p " 1
( 0 ,  0 )

J  f4  
0

(Ш =  0

Rezultă deci :

Teorema 2. Dacă exponenţii caracteristici ai sistemului normal în variaţii
au partea reală nulă, partea imaginară ß — -  — , ^ număr rational, dar cel puţin

4 <•> ?
una din egalităţile (3.7) nu arc loc, atunci soluţia periodică x =  cp(/) este un ciclu 
limită.

In tra t  în redacjie la 10 martie 1966
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ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ АВТОНОМНЫХ КОЛЕБАНИЙ СИСТЕМ ТРЕХ
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  УРАВНЕНИЙ 

( Р е з ю м е )

Автор изучает поведение решений автономной системы дифференциальных уравнений, в со
седстве с периодическим решением, используя геометрический метод, данный М. Урабе.

Находятся два достаточных условия, чтобы данное периодическое условие было циклом 
пределом, причем эти условия выражены двумя теоремами, данными в работе.

A GEO M ETRICA L STUD Y O P AUTONOM OUS O SC ILLA TIO N S FO R  SY STEM S OF 
T H R E E  D IF F E R E N T IA L  E Q U A TIO N S 

(S u m m a r y)

In  th e  p re sen t n o te  is in v estig a ted  th e  beh av io u r of th e  so lu tions in th e  case of an  autonom ous 
system  of d ifferen tia l equations, in th e  v ecin itv  of one periodical so lu tion , using th e  geom etrical m ethoc 
given b y  M. U rabe.

Two suffic ien t conditions th a t  a periodical so lu tion  be a lim it cycle, are found. These condition: 
a re  expressed  b y  th e  tw o  theo rem s given in o u r p aper.



A METHOD FO R COMPUTING T H E MOMENTS OF T H E MULTINOMIAL 
AND M U LTIPLE POISSON D ISTR IB U TIO N S

1. Consider an experim ent consisting of n repeated independent trials and 
denote by E lt Е г, . . . ,ES+1 the possible outcomes of each of these trials. Assuming 
th a t  the probability of Ek in each tria l is p k (k ■ 1, 2, . . . .  s -f 1), we have р г -f-
+  p 2 +  . . .  T  Ps- ; 1 =  L I t G known th a t  the probability  th a t in n trials the 
outcome E x will occur v, times, the outcome E 2 will occur v2 times, . . . , the out
come Es+1 will occur vs.H times, for any non-negative integers vk subject to  the 
condition Vi +  v2 +  . . .  +  vs+1 =  n, is given by

hy
D. D. STANCH

Since

A + i =  1 — A  — • • • — A .  T+ ! =  « — vj — . . .  — vs, 

th is probability can be expressed in the form

уг ! . . . vs ! ( u  —  Vj . . .

ii ! • - v , ( 1 )

This formula gives the well-known multinom ial distribution.

I t  is easy to  see th a t  formula (1) can also be w ritten  as follow s

A )  ” V,

(2)

4 — M athem atica-Physica 1/1967
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2. Now let fj, f 2. • • • • .  v* be non-negative integers. The moment of order 
{rL, r2, . . ., rs) of the multinom ial distribution is defined by

« « — Vi n — vx

E E  •••Vi = 0 v2 = 0 V, — 0

mn......rs{n'.Pl> ■■■’ A) =

E  vi ‘ ••• ........Vs( P i . ■■■ . A )-
(3)

N ext we shall deduce a formula for th is moment, which is more suitable for 
num erical calculations. I t  will make use of the so called differences of zero.

I t  is known th a t  the difference of order k of a function /(ж), w ith the step h 
and the starting  point a, is given by

А У  (a) =  £  ( - 1  )‘ ( * ]/(«  +  k ^ l h )  =  £  ( -  l)‘-*f * )/(«  +  ih).
i =0 ' г 1 l -о V 1 J

In  the particular case f(x) =  xr, h =  1, a =  0 it  reduces to

which is the difference of order k of zero to  the power r.

3. Tet us consider first the  case of the trinom ial distribution, i. e. the case 
s — 2, when (3) becomes

mr (« ; A- A) =  £  £  [n ) (” Vl) A 1 (1 -  A  -  А )я-frovT=o‘ vA l )
Vi-vs vr, (5)

Since

(1 -  A  -  A)"-Vl"v‘ =  £  V i ) L•i-0

n  —  V,  —  Vr

n —Vi —Vj — tj,

(1 -  A)"-Vl- V*-’'* =  £  (-l)*'1
Ú - 0

(1 -  A )”~v‘~v,~i,Ai’ 

Pb
n  —  'J1  — v2 — г2

i t  follows th a t

*»r„ r. (» ;A> A)
«  « - V i .  - . N  / , ,  л « - V j - V »  « - V j - V . - b  (  _  _  \

E E  , ‘ E  E  (-И'-«- I  ’ ■Vj«0 va- 0  V vi  / V v2 J A = 0  ̂ 2 ’

in — Vi — V-. — i
2)A ,+i,A*+‘* v;> Vj.

Now it is easy to  see th a t  th is moment represents a polynomial of degree n 
in A  and p 2, th a t  is of the form

mr (« ; A. A) £  £  -A,. ../>••/>
Ji-o “ 0

H 2 *
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N ext our aim will be to  determine the  coefficients In  order to  do this,
we make first the rem ark th a t  the term s in which the product p\' pk  occurs may 
be obtained giving to  the paires (v !,,^), (v2, i2) respectively the following sequences 
of values

(h,  0). Ul -  1,1), . . . .  U x ~ K h ) ,  . . . , ( l , ; ' i -  1),(0,;,)
(У*,0),(Уа -  !, 1), • • - , Ui -  ki> k»)> • • • , ( ! .  Уа— 1), (0 ,/s).

Then if we make j 1 =  0, 1 , ,  n and j 2 =  0, 1,. . ., n — j it we obtain

’» . r A n - . h ,  M - è ' É ' è è i - i)*‘+* l y _ *Jj=0 Ji“=0 *! = 0 *,=0 'J1 "l
И + *1 — jl\

n +  bx +  -  i l  -  id  /Я + A2 -  i l  -  j a

К
P {1 ( Л  -  £ £  U i - h Y ' -

B ut i t  is easy to  verify th a t

n 1 j n +  — j A  In  +  kx + k2 -  J j -  j., ! in +  ka -  q  -  y2

il *1) l ia *2 i l  *i

( n  \ i n  _71| Mj j M2

' i l l  l  Í2 i  U J  1*2.

Therefore

n  Я - J ,

;1==0 ia = 0 Wl/ ^
« 1 I« - ; i

According to  (4) we have
n n—jx

«îr„r, (« ; pi , pi) 

£  £  (-!)*>+*. ( M  ÍJ2'h n
(h -  h Y 1 (h  -  h r P{' p i

m„.r. {n ; Pi, Pi)  = £  £  Г  f  1 Jl I ( A "  04 ( A J‘ 04 РЧ РЧ. (6)
j, = 0 J,=ü

Since A’” 0r =  0 for w > r  and 

be w ritten  in the form
r, _r,

У’т Л )

=  0 for V >  m, i t  follows th a t  (6) can also

0 i2 = 0 W1 / V Ja
. (AJl (У1) (A'1 0 r')P\'P'l (&)

4. In  the general case of the m ultinom ial distribution (1) one finds, in a com
pletely similar way, the  following expression for the moment of order (rlt r2:. . .  ,rs) :

m r......... 1  ( » ;  / » ! > • • • >  Ps) =
n и- j»  n —j i-
£ £ • • ■  £  ' У  |[ ,г l |- • fA o  Wliv ia I V” •’* ’ 11 (А мГ1}• • • (A 0 4 />; •••/>;•

(7)
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or

«* , , ..........rs {n; p v . . . , p s) =

E  . . .  È  ( "  ]  ( "  T  л ) • • - Г  " ?1 ~  : "  “  / , _ 1 ) ( Д л  o r i ) . . .  ( a ?s p ];  . . .  pî>. ( 7 '
j  3 1 ' V h  > V Js )3i-=U ^

For s =  1 th is formula reduces to

mH (n ; p 1 : E  f ” ) (A!‘0f‘ ) p h 1 >

which gives the m om ent of order rY of the binomial distribution

( s ;

P Ï  (A) =  (*)#* (1 - P x ) n~' .

Form ula (8) has been established first b y G . B o h l m a n n  [1]. I t  can be seen alsc 
in [3]. In  the paper [5] we gave two new m ethods for finding th is formula.

5. For the calcules of the differences of zero one m ay use the formula (4). But 
more suitable is to  make use of a recurrence relation given by E. T. W h i 11 a к e i 
and G. R o b i n s o n  [6] :

A* 0 ' =  k(A.k O'"1 +  A*-1 O'"1), (9)

which perm its to  build up, in a very easy way, a table which in the  first line con
tains the  values of the successive differences of zero to  the power r — 1, in the second 
line contains the values of the differences of zero to  the power r — 2, etc. Indeed, 
from the relation (9) we see th a t  the value of a difference AA0' can be obtained 
by taking k times the sum of the two numbers of the preceding line which are situa
ted  in the same column and in the preceding column, respectively. We gave sucb 
a table in [5] for k =  1(1)20 and r =  1(1)Ä.

Since

ln — Ух — • • ■ — f s - i  1 _  -  0 -  • •(”  -  i l  — • • • — i s  +  0  ^

l i j  l  h  i l  i s  i i l l  7 a I - - - i s l

formula (7') can be w ritten  in the following form

m n, ■.., rs (»; P i,  ■ ■ ■ . Ps) =

. . Ê  w (w  ] ) • • ■ ( » -  Л  -  • • • -  i s  +  ! )  8 ri • • • S ' / P Ï  ■ ■ ■ P\ s>

where

( 10)

A* O'

i>

represents the Stirling num ber of the second kind.
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If we tak e  into account th a t  A°0n — 1, A°0f =  0 (r 1), AO' =  1 (r 1), 
A* 0' =  0 (k >  r), we see th a t  SJJ =  1, S ' =  0 (r Тг 1), S ' =  1 (r ;>  1), S ' =  0 
{k >  r).

Dividing the relation (9) by k  ! we obtain the following recurrence relation for 
these Stirling numbers

S ' -  AS; > +  S'. 'S)

which is very useful for constructing a table of their values. A table of S* for 
r =  2(1)25 abd k =  2 (l)r is to be found in [2].

6. Now let us consider the case of m ultiple Poisson distribution. I t  is defined 
by

P Vl........ S (аъ -  (я, 4  . . . +  a )

and can be obtained from the multinom ial distribution if we assume th a t  p k depends 
on n in such a way th a t  for n -* oo we have npk -*■ ak >  0 (k =  1,2, . . ., s).

Considering this lim it case we obtain from (10) the following expression for the 
moment of order (rlt . . ., rs) of the  m ultiple Poisson distribution

m: («1. ••• .* ,)  =  ] £
Ù- о

since we have

n(n -  1) . . .(» - Л  -

• V s a'* . . . ah  S '1 • ■ • Su ,1 1 в hI -o

is +  i) Pi1 • • • л;- •••«;*

as n -* oo.

The corresponding formula for s =  1 has been given, in 1960, by T. Gersten
korn [4].

Received October 17, 1966
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O M ETODĂ P E N T R U  CALCULUL M O M ENTELOR D IS T R IB U Ţ IIL O R  M U L T IN O M IA L !
ŞI PO ISSO N  M U LT IPL Ă  

( Rezumat )

în  această  lucrare  se stab ilesc  form ulele explic ite  (7), (7’) p e n tru  calculul m om entelor d is tribu ţie  
m ultinom iale  (1). L a (10) acestea  au  fost ex p rim ate  cu a ju to ru l num ere lor lu i S tirlin g  de sp e ţa  a  doua 
P rin  trecere  la lim ită  se deduce şi o fo rm ulă  analogă p e n tru  m om entele d is trib u ţie i lui Poisson m ultip l 
de o rd inu l s.

МЕТОД ВЫ ЧИСЛЕНИЯ МОМЕНТОВ МУЛЬТИНОМИАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ I 
МНОГОКРАТНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПУАССОНА 

( Р е з ю м е )

В работе установлены явные формулы (7), (Т )  для вычисления моментов мультиномнальног 
распределения (1). В (10) они были выражены при помощи чисел Стирлинга второго рода. Пос 
редством перехода к пределу выводится и аналогичная формула для моментов распределени: 
Пуассона, имеющая многократность порядка s.



ASUPRA EVALUĂRII ORDINULUI DE APROXIMAŢIE A FUNCŢIILOR
CONTINUE DE DOUĂ VARIABILE PRIN POLINOAME DE INTERPOLARE

DE TIP HERMITE-PEJÉR

FLOHICA 01.ЛШ 1

Se ştie că în anul 1930 L. F  e j é r [2] a a ră ta t că în cazul unei funcţii de o 
singură variabilă f(x), definită şi continuă pe intervalul [—1, 1], în ipoteza că no
durile xX) x2>. ■ xn sínt rădăcinile polinomului lui Cebîşev T„(x) =  cos (n arccos x), 
polinomul care este de grad cel mai mic şi se bucură de proprietatea că pe noduri 
coincide cu funcţia f(x), iar derivata sa pe noduri se anulează, este de grad 2n — 1 
şi se exprim ă sub forma

In  această lucrare ne vom ocupa de extinderea la două variabile a acestor 
rezultate.

I. Fie f(x, у) o funcţie definită pe dreptunghiul D [a <  x <  b, c <  y  <  d). Să 
considerăm punctele ţ \a ,  b] (i =  1, n) şi punctele y'j ç[c,d] (j — 1, m).

Polinomul care este de grad minim în raport cu x şi în raport cu y,  şi care se 
bucură de proprietatea că pe nodurile .1/., ; {xt, y }) ( i 1, n, j  =  1, m) coincide cu 
funcţia f(x, y), iar derivatele sale de ordinul întîi se anulează, se află cu uşurinţă 
că are forma

în  1954 E. M o 1 d o V a n [3] a a ră ta t că

Ax) -  Pto- i ( f ;  x)
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unde

и ,  ( X )  =  Il ( X  -  хчУ!{х -  .V,.)8, V,  ( у )  =  П ( у  -  У ч ) г 1 ( у  -  y j У -
V — 1 Ii==2

Conform unei definiţii date de Fejér, vom numi puncte conjugate X { ale punc
telor x{ acele puncte care anulează expresia

în  mod analog se definesc punctele Y y .  

Se observă că avem

Punctelor M h I (x,j у,) le punem în corespondenţă punctele M it} {Xit Yу) pe 
care le vom numi puncte conjugate. Alegem punctele x{ în aşa fel incit X i să coin
cidă cu punctele conjugate armonic ale punctelor faţă  de — 1, şi 1 :

L  X  -I- I C ld ' l  ,

deci

I -  {x -  xt)
и,(хЛ I

:K) 1 -  x~i

Procedînd în mod analog în cazul punctelor jş, se obţine

1 -  ( V -  У.,)
n(yj) _  1 -  -VA
l j ( V j )  1 -b

Să considerăm polinoamele
11 л,'

g{x) =  II  (x -  xt) ; h(y) =  Ц  (y -  vy ).
;=î j - 1

Se observă că

щ(х) g(x) 2 . y) Ч у )
Ui(Xi) (X -  n)F(-O). ’ vib'j) (У — yj)h'(yj)

Fejér a a ră ta t  că iu condiţiile de mai sus are loc egalitatea urm ătoare,

__Ф)__ _ V1 -  T„(.r) '

ix — л-Уч'{л,) и x -  Xi

unde Tn (v) este polinomul lui Cebîşev am intit mai sus.
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Folosind egalităţile obţinute, polinomul de interpolare cău ta t, corespunzător 
pătratu lui D [—1 <  .v <  1, —1 1], se scrie sub forma

n  m

I V , .г-, У) - Е Е " и 1 "  • • • • '"  ...... I ’-w  т " и
î = 1 j  — \ n*m Ă

n m

(1 -  XXf )  (1 -  yyj)
( X  -  X j ) S (y  -  r ; ):

( 1)

E *>y) /(*<• Уз)>.-1 j-1
unde

Fj.’J f î  x> У) - (1 x*i) (1 — УУ,)
?l(*) Tliy)

(* -  XiY (y -  V,)2

vSe constată că polinoamele F ,:o ( / ;  x , y )  verifică urm ătoarele două proprietăţi : 
L Fn,\n(f’ x> У) >  ° i  Pentru x ,  x , €  [ - 1 ,  1], (i =  1, n) şi y,  y s € [— 1, 1]

(j — 1, m).

г-1 ;' = 1

Prim a proprietate este evidentă ; a doua proprietate rezultă uşor considerînd 
în (*) f ( X i ,  }'j) =  1 (i =  \ ~n\ j  =  h in ) .

Pentru  evaluarea ordinului de aproxim aţie al funcţiei / ( x) prin polinomul 
găsit se consideră

\f(x,y) — F 2„_-i , x,y) I -  \ f ( x , y )  Х'У) Л Ъ ’ Уд \ <
<=1J=1« m

<  E  J 2 F n!m (f ’ X ’ У) I f(x, У)  -  f ( Xi> У  j) • I
In  cele ce urmează vom da două evaluări ale ordinului de aproxim aţie utilizînd 
două definiţii ale m odulului de continuitate.

Definind modulul de continuitate  prin formula

A >») =  m ax I f (x ,y )  -  f{Xi, y s)\, (2)
\x — .Vil <  A„

\y  -  У A <  A m

a „ =  sup E  E I* -  *  I F h f J f >  x> у)
*e[-i, î] ■ = ! j- i

A m =  sup E E b' - >'i\ FA J f ’ x’ у)
y F [ - l . l ] » - l  J-1

unde



58 FLORICA OLARIU

şi folosind urm ătoarea proprietate a acestuia

If(x,y)  - R x ^ y , )  I < I.V -  Уз 1 + 1 ] “  (A n> A m),
- I n  A

se obţine

I R x ,  У) 2n- l ,2m -I  ( f  , X,  у )  I 3 iú (A n,

Să evaluăm acum mărimile A n şi A m folosind inegalitatea

7  E A' ~  Xi I (I -  XXi)

obţinută de E. Moldovan în [3] (vezi şi [4J). 

Avem

; log н

n m tn n
E = E E  \x -  Xi \F' , ;Jn (/;*, у )  =  Е - Л 1 - У У з )  E - 1- Iх  -  %l(! -  XXi*-l J-1 j = \y \’j  J i=l us

:Ё 7 ‘ - - ' - ' ' 4 — )'■3 - i  m  I V — у j  I

Tn(x) î 2 ^  TTlog 1М^Л ]
n

Buînd у  =  cos 6, y, =  cos 0y unde 0,-ç [O,tc], iar pentru  0 luînd delim itarea princi 
pală, se observă că cos mQj — 0 şi sin 6 sin 6, >  0.

Atunci
cos mb — cos m()j 

cos 0 — cos Üy
<

<
2т: log n E-n 7 1 o i -  0

m 2 sin2 ______

2 — log n

ii

deoarece se ştie că

Deci

E
0y -  o

sin2 m ----------
2

'.. 2 -  0?;i3s m 2------

1.

A.
2ît log n

şi în mod analog se găseşte că

A„-,<
2тс log m

m
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Prin urmare

|/(.v, >0 ь  y)\  <  3 СО
2тг log n 2:: log ni

n m

Să definim acum modul de continuitate  prin formula

co(/l„,,„) =  max |/(.v, y )  — f ( X i , y j )

I* — b l -f I V — 3'jl <  A„,m

) (3)

(4)

unde

-1....=  sup Ê t-r-M* -  Al I- 1У -Л 1К 1 -  .VA)(I - д а )  i iV îL I - I I î« )*cr[-l, li 1 = 1 y = l nl "12 V-F — Ap — )'j!
rè=[—î, i]

A — Aj | -I- I V -  Yj I

Folosind proprietatea

\f(x> У) f {xi> Уз) I < ( '
obţinem

l/(b 3') — /(b> 3V)I <  2ЦЛ
Să trecem la evaluarea lui A,um] putem  scrie succesiv

11 ш (А и, и?)

Г Я(А) W  Гж(у) V
P 2E E ( I *  -  -bl +  13 - 3 ’,l)(l -  **<)(! -  W ) p — ÏÏ:2IK2 t = 1 j = 1 \A -  aJ  1У -  У)

Ê Ê I * - A l ( i  - . ^ ) ( i  - д а ) ( ^ П — Г +; m‘ , = 1 j=i Ia -  .rp -  Ţp

+  - h ± ±  1У -  A id  -  ™,)<1 -  ЗА) P  f ( ^ ) ’n2mai=  1 ; = 1 \ a — a,7 — Vjj

în  consecinţă avem

№ ,y )  a  y)l + ( 5 )

II. Fie f(x, у) o funcţie definită şi continuă pe p ă tra tu l D [ — 1 <  v <  1 , - 1  
«3 у  <  1]. Să alegem %, x2, xa, . . ., xn cele n rădăcini ale polinomului Cebîşev Tn (x) 
Vj, y 2, 3/3, . . . .  _y,B cele m rădăcini ale polinom ului lui Cebîşeu Tm (v) ; se ştie că 
toate aceste rădăcini sínt cuprinse în intervalul [—1 , 1 ].

Se pune problema determ inării unui polinom P(x, y) de grad cel mai mic 
ce satisface condiţiilor

P ( b .b )  =  / ( b ,  y,) (* =  1. » ; j  =  1, m)

= 0  (q +  h =  k ; k = 1, 2, 3 ; i ^  h i t  ; f =  Î7"w)
d x e d y h

precum şi a evaluării ordinului de aproxim aţie al funcţiei date prin acest polinom.
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O problemă analogă, dar pentru  funcţia f(x) de o singură variabilă, definită 
şi continuă pe intervalul —1, 1], a fost s tud ia tă  de D. D. S t a n c u  [1], care 
a a ră ta t că polinomul cău ta t poate fi pus sub forma

* W / ;  *) =  Е < Ф ) /(*,)> (6)

unde

Vi{x) =  i { ( l  _  x\){\ -  x*)+ i  (* -  х{)2 [(4w2 -  1)(1 -  xxt) +  3]1
П* [ 6 J \X — Xi f

în  aceeaşi lucrare s-a stab ilit inegalitatea

I  _  / 2 « 2 -4- 6 i i  -j- 1 ' 
lf(x) -  x)\ < 2 c ^ y ----- — ------'

Recent în lucrarea [5] noi am a ră ta t că

\f(x) -  ( / ; x)\ <  4 ш с Щ ^  +  Ц ,
\ 2n 2n)

unde С =  (8тг +  6) /3
Funcţia f(x, у ) considerată se poate aproxim a prin formula

Л*. У) ~ i t v(xi) f (xi> У)i -l

şi la rîndul ei funcţia f (xir y) se aproximează prin

m
/(*;> У) (y)f (xi’ У,)-

j - i
Deci

n m
f (x> y ) ~ E Z  vi(x) vÂy)f(xi>yj)>*-1J-l

unde vt(x) sín t polinoamele ale căror expresii au fost date mai sus. Funcţia f(x, y) 
se aproximează prin polinomul

П m
-£ W  4 , y) =  Е Е М * )  vÂ y ) Â xi> У))-> -ij~i

Se observă că acest polinom satisface condiţiilor enunţate mai sus.
De asemenea se verifică faptul că polinomul

x > У )  =  M x )  v Â y ) (i =  1, n ; j  =  1, m)
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are următoarele proprietăţi

a) Р * п , Ш >  x > У )  >  0 (* =  1, n  ; j  =  1, m )

n m

b) E E p »/4 / ;  =  ii *»1 3 “1

Evaluînd ordinul de aproximaţie al funcţiei date prin polinomul considerat 
şi folosind prima definiţie a modulului de continuitate, se obţine

\f{x, y) -  Я, у) I <  3 m (A„, A m)

unde
n m

A n =  sup Y Y  Iх  -  Xi\vAx)Vj(y)>
1] i= l  y - 1

n  w

A m =  sup Е Е  \ У  - y j \ V i ( x ) v j ( y ) . .
»-1 ;'-l

In continuare avem

E  EI* -  *i \МхЫ у) <  E  E i* — *.■ i щ (*) = E  i * — *< M*) <«1 J —1 î —I î'«n 1

Deci

şi în mod analog

16 Я +  12 log 2я 2 ^  .
3 2» n

.  16re +  12 log2»î . 2Л ^  I----
3 2« n

л 16ît +  12 log 2m . 2
A m I3 2»i m

în  cosecinţă obţinem

\f(x, у) -  P , *,  j,) | ^ З е Л с - ^  +  Е  C Î ^  +  i )
I 2» 2w m j

unde C =  •
3

Folosind definiţia a doua a modulului de continuitate, se obţine

\ f f a t  У )  P*in— 1, 4m — l(y ' i У )  ! 2б)(^4я, în)

(7)
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unde

А п, я =  sup.. E E  - C \ X  -  Xil +  l У -  У}\)Ых)г>](у).
*et ........
> < E [-

în  continuare avem

i] i=i j=i >€[=1, 1]

A  A  A  A  16tt +  1 2  log 2 » . 2 ,E E  \x -  xi \МхМ у) + E E  iу  - yj>i(x)vAy) < 3 ^  + Й +4=1 j = l *«*1 y = l ° W

. 16т: -f  1 2  log 2 m 2
I------------------------ 1---- *

3 2m m

în  felul acesta se obţine evaluarea

\ f ( x ,  у )  -  X , y )  I <  4  со ( C j  №  +  1 ^ )  +  -  +  - ) >  (8 )
V \ An Am /  ?г m }

unde Ct = 877 -f 6

In trat  în  redacţie la 9 decembrie 1965
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О ВЫ ЧИСЛЕНИИ ПОРЯДКА ПРИБЛИЖ ЕНИЯ НЕПРЕРЫ ВНЫХ ФУНКЦИЙ ДВУХ 
ПЕРЕМЕННЫХ ПОСРЕДСТВОМ МНОГОЧЛЕНОВ ИНТЕРПОЛИРОВАНИЯ ТИПА

ЭРМИТА-ФЕЙЕРА
( Р е з ю м е )

П усть / ( х , у )  непреры вн ая ф у н к ц и я  на прям о у го л ьн и ке  D[a  -ç х  С  b, с у  ^  d) и 
F m - lt гт- t i f ;  X, у)  м ногочлен  и н тер п о л и р о ван и я  Э рм ита-Ф ейера с двойными узлам и (1). 
Д о к а зы в ае тс я  н ер авенство  (3), где ы (бх, б 2) — модуль  непреры вности ф ункц ии  f i x ,  у ) ,  о п р еде
ляем ы й форм улой (2 ) .

В случ ае , если определяем  этот м одуль форм улой (4), получается неравенство  (5).
В о второй части работы  рассмотрен м ногочлен типа Э рмита-Ф ейера, с четырёхкратны ми 

узлам и Р 4Я - 1 , ш - 1  (f ' ,x ,y ) из (6 ) и даны  д в а  вы числения п о р я д к а  приближ ения ф ун кц и и  f ( x , y )  
посредством этого м н о го чл ен а, и спользуя  д в а  определения м одуля непреры вности . П олучены , 
соответственно, н ер авенства  (7) и (8).
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SU R  L 'É V A L U A T IO N  IIP, I /O R D R E  D ’A P P R O X IM A T IO N  D U S FO N C T IO N S C O N T IN U E S D E 
D E U X  V A R IA B L E S P A R  D E S  PO LY NÔM ES D ’IN T E R P O L A T IO N  D E T Y P E  H E R M IT E -F E JÉ R

(R é s ii m  é)

Soit f ( x ,  y)  une fonction  co n tin u e  su r le rec tan g le  D  [«-.< a-V b, c.< d] e t Fîn~ 1,sm—i (f\x,y)  
le polynôm e d ’in te rp o la tio n  d ’H erm ite-E e jé r à noeuds doub les (1). On d ém o n tre  l ’in égalité  (3), où 
<o (Si, 8a) e st le m odule de c o n tin u ité  de la  fo n c tio n /( .r ,  y)  défin i p a r  la  form ule (2).

D ans le cas où  nous défin issons ce m odule  p a r  la  fo rm ule  (4) on  o b tie n t  l ’in ég a lité  (5).
D ans la  seconde p a r tie  du  tra v a il  on a considéré  le po lynôm e d ’H e rm ite -F e jé r  à  noeuds q u a 

d rup les P in- i ,  d 0 (6) e t l ’on  a donné deu x  é v a lu a tio n s  de l ’o rd re  d ’a p p ro x im atio n  de la
fonction  f ( x ,  y) p a r  ce polynôm e, eu u til is a n t les deu x  d é fin itio n s du  m odule de co n tin u ité . On a 
ob ten u  resp ec tiv em en t les in égalités (7) e t (8).





T X  COMAE BERENICES
de

IOAX TODOHAX

Variaţia strălucirii stelei T X  Comae Berenices a fost descoperită de В e 1 i a w - 
s k i  [1], în anul 1933, cînd a a ră ta t că această stea este de tipu l RR Lyrae, iar s tră 
lucirea variază între limitele 12,8 şi 14,0 m agnitudini fotografice.

în  anul 1957, N. В. Г e r o v a [2] publică 153 observaţii fotografice (evaluări 
pe plăci) din care determ ină momentele a 14 maxime si deduce urm ătoarele elemente :

Max.hei. =  D. J . 2435550,435 +  0f536470 . E

Ea Observatorul astronomic din Cluj această stea a fost inclusă în planul de ob
servaţii în urma sugestiilor prim ite din partea profesorului V. P. Tsesevich (Odesa). 
Astfel între 29. IV. 1959 şi 24. VI. 1965 au fost obţinute 164 expuneri pe plăci 
Isopan ISS fără filtru  şi 108 expuneri pe plăci Guilleminot. Aceste expuneri au fost 
efectuate, cu aju torul reflectorului Newton (D =  50 cm. ; I ' — 250 cm.), de către 
colectivul de la Observatorul din Cluj (E. Botez 50% , 1. Popa 16%, T. Oproiu 11%, 
I. Todoran 11% V. Ureche 8%  şi I. Milice 4%). Fazele au fost calculate de către 
E. Botez în proporţie de 50%.

Pentru determ inarea strălucirii stelei variabile, am efectuat citiri la microfoto- 
nretrul fotoelectric MF 2, iar stelele de com paraţie au fost acelea irtilizate de P e - 
r o v a [2].

M agnitudinile stelelor de com paraţie sínt date în tabelul 1, unde în prima coloană 
se găsesc m agnitudinile date de Perova iar în coloanele a 3-a şi a 5-a se află magni
tudinile corespunzătoare celor două dom olii în care au fost efectuate observaţiile la 
Cluj : nipv pentru  plăcile Isopan ISS fără filtru şi mpg pentru plăcile Guille
minot.

Observaţiile individuale sínt date în tabelele 6 şi 7, iar curbele medii obţinute 
din acestea sínt date numeric în tabelele 2 şi 3 şi grafie în figurile 1 şi 2.

Din examinarea curbelor de lum ină rezultă limitele între care arc loc variaţia 
strălucirii :

Max. =  13m, 19, min. -- 14m,20 pentru plăcile Isopan ISS, şi

Max. — 13m,37, min. =  14m,80

5  — Mathematica-Physica 1/ÍS67

Guilleminot.
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U tilizînd expresia asimetriei curbei de lumină în m agnitudine

^ =  (« m a i. +  t n m i n . ) .
2 F  2

rezultă E =  0,41 pentru plăcile Isopan ISS şi £, =  0,64 pentru  plăcile Guilleminot 

Pentru  asim etria curbei de lumină în tim p

_ ^max. ^min.
P

rezu ltă : Ç =  0,14 pentru  Isopan ISS  şi Ç =  0,18 pentru Guilleminot.

Din observaţiile individuale date în tabelele 6 şi 7, am determ inat momentel 
a 16 maxime, iar din observaţiile publicate de P e r o v a [2] am determ inat mo 
mentele a 10 maxime, rezultatele fiind date în tabelul 4, unde г reprezintă eroare: 
medie patra tică  a m aximului respectiv.

Pentru  determ inarea momentelor m aximelor am u tilizat o metodă iterativ i 
[3] care constă în aproxim area curbei de lumină prin funcţia

a lx  — x„) "
У — T0 =  -------- --

b(x  — x o) +  1

unde valorile aproxim ative ale m ărimilor x 0 şi r 0 se determ ină din graficul curbe 
de lumină iar celelalte constante se determ ină prin calcule. Ameliorarea aeestoi 
constante se face prin m etoda celor mai mici patra te , scriind pentru fiecare pund  
din vecinătatea m aximului cîte o ecuaţie de forma

~-uf __ __b (л -r0) (')t 2) 2 д  ^  ^  .г — л r| д ^ J ___ 'i.’.'o___  __ 0 C
a u{x  -  x a[b(x — x u) +  1] b(x  -  x 0) +  1 y caU -  y„ y caU -  y a

iar m omentul maximului va fi

a 0 =  -̂ u 4~ Avg.

Maximele individuale au fost grupate în 9 maxime normale care sínt date în 
tabelul 5, unde mărimile 0 — C1 sínt raportate  la elementele date de I’ e r o v a  [2].

Tabel 1

!

*
(Perova)

1»,, ! Pi- 1 
(T odoran) i

£ 1 pv.
; (Torioran)

£

a 13,48 13,24 0,02 12,64 4-0,03
b 14,10 13,93 ,04 1 13,18 ,03
O 14,51 14,50 ,05 13,70 ,03
d 14,76 14,79 1 ± 0 ,0 4 1 14,22 ± 0 ,0 2



TX COMAE BERENICES 67

m pv

i3, 20 •

t3,<rO

13,00 -

Uf,8Q

ih.OO *

H,X) -

T X  COM AE
(P*)

—i- » «
• 0t‘i 0 o,)

Tabel 2

F aza pv. n

ofooso 13,19 6
,0134 13,20 6
,0206 13,25 6
,0313 13,29 6
,0418 13,38 6
,0574 13,49 6
,0784 13,56 6
,0964 13,66 6
,1255 13,84 6
,1488 13,88 6
,1701 13,99 6
,1880 14,07 6
,2134 14,08 5
,2434 14,09 6
,2740 14,11 6
,3542 14,20 6
,3991 14,19 6
,4284 14,20 6
,4358 14,17 6
,4457 14,15 6
,4804 14,19 6
,4894 14,15 6
,4966 14,14 6
,5034 14,00 6
,5118 13,59 6
,5229 13,32 5
,5308 13,23 5

0,5356 13,20 5

0.2
Fig. 1.

O.i q* ». 3

Tabel 3

Faza PS
n

0ДЮ47 13,38 4
,0080 13,42 4
,0154 13,43 4
,0259 13,51 4
,0340 13,58 4
,0423 13,70 4
,0508 13,73 4
,0628 13,79 4
,0827 13,91 4
,1003 14,09 4
,1359 14,41 4
,1715 14,55 4
,1954 14,67 4
,2350 14,70 4
.3720 14,74 4
,3990 14,67 4
,4112 14,70 4
,4266 14,68 4
,4402 14,76 4
,4576 14,79 4
,4665 14,70 4
,4739 14,68 4
,4862 14,72 4
,4986 14,28 4
,5075 14,02 4
,5165 13,67 5

0,5283 13,45 4
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Tabel 4

Max. hei. 
2 4 3 . . . e И P 0 -  c t E O b serv a

to r
Felul

observaţiilor

3005,426 ±  o îo io 2 14 +  0;005 -4 7 4 4 Perova Fotografic
3357,346 ,007 4 /2 +  0,000 - 4 0 8 8 . » 1 ,,
3358,407 ,008 6 i — 0,012 - 4 0 8 6 >i , ,
3408,319 ,002 2 J,' 4- ,009 -3 9 9 3 ,
4151,335 ,003 2 ],/ +  ,014 - 2 6 0 8 , , ,
4454,421 ,003 3 1,/ -  ,006 - 2 0 4 3 j j ,
5219,440 ,005 3 ¥> -I- ,007 -  617 , t
5550,437 ,009 3 v> +  ,002 000 t , ,
5924,369 ,009 3 i,/, +  ,014 +  697 , , ,
5932,400 ,017 2 i ; -  ,002 -1- 712
7394,262 ,010 2 lÂ -  ,020 -1- 3437 Todoran Fotovizunl
7404,475 ,002 2 ! ,000 ■; 3456 , ,
7425,396 ,004 4 1 — ,002 -  3495 , t ,
7432,3614 ,0012 13 3 -  ,011 -f 3508 , , ,
7733,3167 ,0016 11 3 -  ,014 4- 4069 l j
7779,4600 ,0012 10 3 -  ,008 -1-4155 t ,
7786,426 ,005 5 1 -  ,016 +  4168 , , ,
7793,408 ,005 6 1 -  ,008 +  4181
7807,3564 ,0014 7 2 -  ,008 +  4207 , , ,
7808,422 ,006 5 1 -  ,015 +  4209
8852,3962 ,0008 10 3 -  ,012 +  6155 F o to g ra fie
8876,541 ,003 5 2 -  ,008 +  6200
8883,511 ,002 7 2 -  ,012 +  6213 , , ,
8889,4150 ,0008 11 3 -  ,009 -1-6224 >> 1 >
8903,378 ,003 5 1 +  ,005 -Í- 6250 > > ! >>
8932,336 ± 0 ,0 0 3 7 1 - 0 ,0 0 6 -4 6304 ,, 1 ,,

Pentru  amelioarea elementelor date de Perova [2 J ,  am scris pentru  fiecare 
punct norm al cîte o ecuaţie de condiţie de forma

Д Г +  Л Р  E =  0  -  Ct 
şi am obţinut astfel noile elemente

Max.hei. =  D J  2435550,433 +  (Г*,5364687 - E
i 2

faţă  de care sínt calculate diferenţele O — C„.
Reprezentarea grafică a diferenţelor O — C2 este da tă  în fig. 3, de unde se 

vede că perioada stelei T X  Comae Berenices are fluctuaţii periodice, însă num ărul 
mic al maximelor observate pînă în prezent, nu perm ite o analiză am ănunţită  a 
acesteia.

Tabel 5

Max. hei. 
2 4 3 . . . 11 P 0 -  c \ 0 -  Ca E

3005,426 ; _ 1 Ц +o;oo5 +  0?001 -4 7 4 4
3374,509 ± 0 ,0 0 5 3 î -  ,004 -  ,007 - 4 0 5 6
4303,683 ,010 2 1 +  ,004 +  ,003 -2 3 2 4
5219,440 — 1 1/ +  ,007 +  ,008 -  617
5550,437 — 1 +  ,002 +  ,004 000
5928,653 008 2 î +  ,007 +  ,010 +  705
7414,660 ,005 4 o -  ,008 -  ,002 +  3475
7784,285 ,002 6 3 -  ,011 -  ,004 4-4164
8889,416 ± 0 ,0 0 3 6 3 - 0 ,0 0 8 +  0,002 +  6224
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Placi Isopan ISS
Tabel  <

1>. T.hfl. 
2437 . . ш tpv

I), M iel. 
2437. . pv

D. M iel. 
2437. . ., m .pv

074,3628 14,24 425,4231 13,15 733,5256 14,12
,37.42 14,23 432,3215 14,14 ,5374 14,10
,3879 14,23 ,3310 13,54 733,5450 14,13
,3948 14,22 ,3423 13,32 779,3593 14,15
,4084 14,21 ,3513 13,32 ,3853 14,16
,4129 14,22 ,3596 13,19 ,3929 14,19
,4225 14,21 ,3652 13,15 ,4005 14,24
,4302 14,20 ,3756 13,09 ,4082 14,22
,4378 14,24 ,3840 13,22 ,4165 14,24
,4454 14,19 ,3923 13,37 ,4249 14,20
,4000 14,21 ,4015 13,38 ,4325 14,00
,4701 14,23 , 109-1 18,42 ,4101 13,50

074,4843 14,14 ,4173 13,45 ,4533 13,33
0,85,5078 13,90 ,4340 13,50 ,4601 13,20

,5182 13,92 ,442.8 13,56 ,4686 13,22
085,5390 13,95 ,4506 13,75 ,4763 13,32
309,3854 14,10 ,4590 13,62 ,4874 13,48
376,3991 14,12 ,4673 13,70 ,4950 13,41

,4092 14,20 ,4756 13,72 ,5026 13,32
,4293 14,12 ,4909 13,90 ,5145 13,50
,4415 14,14 ,5027 14,12 779,5221 13,52
,4495 14,16 ,5152 13,92 786,4290 13,15
,4648 14,26 ,5286 13,91 ,4518 13,10
,4724 14,12 ,5367 13,95 ,4594 13,32
,4800 14,07 432,5452 14,02 ,4773 13,44
,4877 14,12 674,4976 14,11 786,4891 13,44
,5040 14,20 702,4362 14,20 793,3166 14,24
,5127 14,22 723,3774 1 1,26 ,3389 14,14
,5203 11,14 ,3892 1 1,22 ,3521 14,22
,5283 14,22 723,3996 14,21 ,3639 14,12

370,5303 14,24 733,2651 14,20 ,3715 14,01
380,5322 13,90 ,2739 14,23 ,3791 13,66
394,2880 13,15 ,2825 14,12 ,3868 13,44

,2977 13,38 ,2902 13,75 ,3986 13,20
,4157 13,78 ,3110 13,26 ,4062 13,26
,4248 13,90 ,3186 13,20 ,4145 13,18
,4359 13,94 ,3262 13,18 793,4222 13,30
,4449 14,12 ,3339 13,10 807,3174 14,20
,4533 14,11 ,3415 13,15 ,3249 13,66
,4838 13,91 ,3530 13,20 ,3371 13,38
,4936 14,19 ,3869 13,44 ,3458 13,26
,5102 14,17 ,3964 13,56 ,3535 13,21
,5290 14,07 ,4048 13,50 ,3611 13,20
,5456 14,09 ,4124 13,66 ,3721 13,24

394,5707 14,12 ,4207 13,76 ,3874 13,26
404,5449 13,46 , 1311 13,79 ,3972 13,40
404,5588 13,54 ,4395 13,70 807,4096 13,56
425,3022 14,13 ,4478 13,80 808,3888 14,18

,3272 14,14 ,4561 13,80 ,3985 14,22
,3370 14,10 ,4645 13,82 ,4076 13,56
,3453 13,97 ,4728 13,89 ,4242 13,34
,3578 13,85 ,4806 13,97 ,4328 13,26
,3689 13,44 ,4931 13,95 ,4416 13,30
,3807 13,15 ,5054 13,90 808,4673 13,39
,3932 13,11 ,5155 14,11



Tabel 7
Plăci (iiiilloiiiinot

TX COMAE BERENICES 7  J

D .J.h e l 
2438. . .,

Г). J.hel 
2438. . ., WPУ

1). T.hel.
2138. . .,

8 15,3493 14,79 871,593 4 14,66 889.4033 13,45
845,3577 14,82 871,6010 14,77 ,1172 13,41
852,2914 14,70 876,3698 1 1,79 ,42 II 13,34

,3025 14,78 ,3809 14,78 , 1325 13,41
,3109 14,82 ,3899 14,74 ,4464 13,51
,3192 14,76 ,3989 14,66 ,4 554 13,70
,3289 14,61 ,4073 14,77 ,4630 13,75
,3400 14,60 ,4168 14,74 ,4762 13,77
,3567 14,40 ,4246 1 1,70 4866 13.83
,3664 13,93 ,5341 13, 17 889,5138 13,93
,3747 13,60 ,5441 13,31 903,3715 13,34
,3859 13,10 ,5531 13,50 ,3805 13,41
,3942 13, ! i ,5628 13,52 ,4430 13,75
,4032 13,42 876,5726 13,54 ,4513 13,92
4,129 13,50 883,3909 14,72 903,4596 13,91
,4338 13,65 ,4083 14,66 930,3249 14,5 1
,4414 13,75 ,4169 1 1,75 ,3652 14,60
,4511 13,67 ,4256 14,78 930,3749 14,83
,4616 13,70 ,4340 14,79 932,3375 13,47
,4720 13,93 ,4423 14,76 ,3486 13,41
,4817 14,02 ,4626 14,80 ,3569 13,44
,4914 14,21 ,4708 14,78 ,5527 13,67
,5136 14,27 ,4798 14,53 ,3743 13,60
,5234 14,28 ,4888 1 1,01 ,3826 13,77
,5359 14,42 ,4971 13,75 932,3917 13,80
,5456 14,43 ,5062 13,47 934,3363 14,61
,5553 14,47 ,5152 13,34 ,3174 14,65
,5650 14,51 ,5423 13,60 ,3578 14,67

852,5900 14,59 ,5527 13,67 ,4113 14,78
858,4895 14,71 ,5617 13,75 ,4196 14,80

,4979 14,61 883,5701 13,73 ,4280 14,77
,5055 14,76 889,3471 14,64 ,4384 1 1,27
,5146 14,74 ,3554 14,58 ,4467 14,01

858,5222 14,69 ,3700 14,52 934,4550 13,80
871,5357 14,68 ,3832 14,48 936,3357 14,79

,5857 14,67 ,3915 13,75 936,3461 14,55

Intrat în redacţie la 15 martie 1966
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T X  COMAE B E R E N IC E S  

( Р е з ю м е )

Д аю тся результаты , полученны е при о бработке  164 ф отограф ических экспози ций  на плас
ти н к ах  fsopan I S S  без фильтра и 108 ф отограф ических экспози ций  на пл асти н ках  GuiUcmiuot. 
Были определены  средние величины  звезд  с р ав н ен и я , а т ак ж е  кривые блеска для соответствую 
щих областей .

Из кривы х блеска получены  следую щ ие пределы для вари ац ии  блеска:

М ах. — 13m,19, m in . -= 1 4111,20, для пластинок  Iso pan I S S

М ах. =  13“ ,37, m in . — 1 lm ,80, для пластинок  Guilleminot

Из и н ди ви д у ал ьн ы х  наблю дений определены  моменты 16 м аксим ум ов и вы явл ен а  вар и ац и я  
периода. Д л я  эфемериды даны  элементы

М ах. h e i.  =-= D . J . 2435550,433-К )г .5 3 6 1687 .Е 

А симметричность кривы х блеска под тверж д ает  тип R R  L ym e этой звезды .

TX  COMAE B E R E N IC E S  

( R é s u m é )

On présente ici les ré su lta ts  o b ten u s en in te rp ré ta n t les 164 expositions photographiques su r plaques 
Isopan, I S S  sans filtre  e t les 108 sur plaques Guillemiuo!. On a dé term iné  les m agn itides des étoiles 
de com paraison e t les courbes de lum ière pour les dom aines respectifs.

Des courbes de lum ière résu lten t les lim ites su ivan tes p o u r la v a ria tio n  de l ’éclat :

Max. =  13m,19 m in. -- 14m,20 pour les plaques Isopan IS S ,  et

Max. — 13m,37 m in. -- 14m,80 pour les plaques Guillcminet.

Ees observations individuelles o n t perm is de déterm iner les m om ents de 16 m axim e e t de m ettre  
eu évidence la va ria tio n  de la période. Pour l ’épliém éride ou donne les élém ents

Max. hel. -  I). J . 2435530,433 +  02,5364687. E

T /asym étrie  des courbes de lum ière confirm e le ty p e  R R  L yrae  de ce tte  étoile.
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de

IOAN POP

I. Ecuaţiile mişcării unui fluid vîscos incompresibil în s tra tu l lim ită plan ce 
se formează în scurgerea plan-paralelă din jurul conturului unui corp, au fo rm aţi]:

d u

d x

dv_
d y

0, ( 1 )

d u  j d u , d u d U  , TT d U . r)2M
1 1--- +  V  -  - — ------\- U  — 4 -  V —

di d x d y d t  ' d x d y 2

d T d T d T â 2 T  . V ,( d u  Uи --- +  V --- — я -------1----- —  ’
d t d x d y d y 2 g e p  1( d y  j

cu condiţiile la lim ită :

(2)

(3)

u -- - V — 0 pentru У — 0, 1 (4)
и -> U( x .0 pentru p' - to o ;  j

X l  =  o
dv

pentru У =  o. j (5)
T =  T* pentru у  —» ос. 1

în  aceste ecuaţii U =  U(x,t) este viteza mişcării potenţiale, a — —— — coe-
P g e p

ficientul conductibilităţii termice, g — acceleraţia gravitaţioanală iar X, p, cp şi 
V — notaţii obişnuite pentru  caracteristicile fizice cunoscute ale lichidului, pe care 
le vom considera constante.

Ecuaţiile (1) —(2) cu condiţiile la lim ită (4) au fost in tegrate de E. J . W a t s o n  
[2] în cazul cînd viteza mişcării potenţiale este de forma,

U{x, t) -=- AtmV{x) şi U{x, t) =  Ae’“V(x), (6)

m şi n fiind numere pozitive iar A o constantă.
Din ecuaţiile (1) — (2) se observă că d istribu ţia  vitezei în s tra tu l lim ită nes

taţionar nu depinde de cîmpul tem peraturii, în tim p ce d istribuţia  tem peraturii 
depinde de cîmpul vitezelor. Dar, cum pentru  integrarea ecuaţiilor (1) — (2) cu con
diţiile la lim ită (4), adică, pentru  determ inarea stra tu lu i lim ită dinamic nestaţionar 
se foloseşte m etoda aproxim aţiilor succesive [1, 3], aici ne propunem  să rezolvăm
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prin aceeaşi m etodă ecuaţia (3) cu condiţiile» la lim ită (5) (problema term om etrului), 
în ipoteza că U(x, t) are formele (в). Astfel, presupunem  că

'»(-А V, I) - - it |(.V, V, l) !!.,(.X, V, t )  -j- • • • ,  I

v(x, y, t) ■--- r-,(.r, V, /) ■!• v2(x, V, ') . . . .  (7)
T(x, y,  /) - - 7',(.v, v, /) - I  ■ T.,{x, у, l) У- . . .. j

La puţin tim p după începerea mişcării din starea de repaus, în jurul 
corpului se formează u:i s tra t lim ită dina mic şi un s tra t limită termic care
sínt foarte subţiri. D atorită acestui fapt, în ecuaţia (3) împreună cu term enul ~  <

di
care caracterizează nestaţioiiaritatca tâmpului tem peraturii, termenii cei mai mari
vor fi ----- ide ordinul --- I şi \ I (de ordinul ---) , unde i)r şi S, este grosi-

dy2 I y J  l I J
mea stra tu lu i lim ită term ic respectiv a stratului lim ită dinamic. Termenii eon-
vectivi ii ---- şi V (> l - care sínt de ordinul unu se pot neglija în aproxim aţia de ordi-

д .г dy ’
nul unu. Prin urmare, pentru determ inarea aproximai iilor tie ordinul unu şi doi 
ale cîmpului tem peraturii T, din (3) tinîiid seamă de (7), se obţine pentru func
ţiile 7 \  şi Г 2 sistemul de ecuaţii:

iar condiţii la

2. Cazul 
tezei este Í 2 "!

T iv _ _  a  d 2"l \ V

dt d y 2 gct ll йу j
"A a dJ2 T2 — 2 v диг du..
dl dy~ Xe P dr d y

lim ită (5) de\dn,

d'A -- (l b  o
dy d y

T, ■- 7« , T 2 -- 0
7 ( .T , /) în acest e

lh
d l , (8)

pentru у - 0,

peni ru r —> oo.
(9)

aproxim aţia de ordinul unu a vi-

», A f" V [ 1 -- 2-" Г(ш -  !)yw],
unde Г — funcţia gama,

Уг) =  — — variabilă adimensiouală, 2 д/w

\ / т г Г ( У 1)

( 10)

Pentru  simplificarea problemei, vom presupune că num ărul lui P rand tl a =
=  — — 1, caz în tîln it des în problemele practice. Dacă notăm prin 7’l l (.v, v, t) 

a
soluţia aproxim aţiei de ordinul unu a tem peraturii, atunci, din (8) şi (9), finind 
seamă de (10), obţinem ecuaţia

I l i i __  T ’Ai _  2 V"'
d t  d y 2 " ^  1

1) r"! ■■ l V2 
4gcp

a'<Z (И)
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care va trebui rezolvată cu condiţiile la lim ită

óv
0 pentru у = 0 ; T n T pentru v -» сю.

Introducând în locul lui T n  funcţia / a (y)) definită astfel
(Im j O

-- T Z' /> /и  С'/).

atunci, din (11) si (12) rezultă, pentru determ inarea funcţiei f iu  ecuaţia

f n  -!- 2r j ' n  .. 8w/(1 - .. 2'1"’ 1 ' - ( m  i 1)pf, 12>

f'n (0) 7/ il( ^ )  <b
a cărei soluţie este

fu  m -  2"«-1 Vflll -I 1)«*, -1-- Cg2,H,

( 12)

(13)

(14)

(15)

(16

unde
Ç  , , 4to VI m : 1) Г(2;н -L 1/2)

r(w -I- 1/2)

Tem peratura corpului va fi

-  T x -!■■ .1
J/C

/ r (17)

unde

/ n  (0)
I m l  1 ( i m  1 / 2 )

) 1 (/» 1/2)

în  cazul mişcării impulsive (m 0). din (16) se găseşte rezultatul dedus în [4],

f i i(d) =  ,7 [ i -  «r/Wi- (18)

3. Cazul U(x, t) =- Ae"1 V(x). în  acest caz aproxim aţiile de ordinul unu şi 
doi ale vitezei sínt [2 j :

iii =  Aent V(1 — e~r‘),

vx -= — А Л/  2- V'ent [yj — 1 +  e - ” ], 
V n

« a =  Л а — c2>"[> -I- (d -  1)е~ч:

(19)

Notînd prin I '12 soluţia aproxim aţiei de ordinul unu a tem peraturii, atunci, 
din (8), rezultă ecuaţia :

r ) l \ 2 d - J \

dt дуг
! " V

gCP
(20)



76 IOAN POP

care trebuie in tegrată  cu condiţiile la lim ită

- p 11 =  0 pentru  y  =  0 ; Г 12 =  T  oo pentru  y  -*• oo. (21)

Dacă punem

Г 12 =  T * +  A2 ~  fa), (22)
gcp

atunci, pentru funcţia / 12, se obţine ecuaţia :

2/ i 2 -  (23)

/ ; 2 (0) =  / 18М  =  0, (24)

a cărei soluţie este

Л* fa) = ^ [ V 2 i - V2“4 -  « - Ч -  (25)
Tem peratura corpului este da tă  de formula

Tu =  T a +  A 2 —— Гд/2 — lie 2"'. (26)

Acum se poate scrie ecuaţia pentru  aproxim aţia de ordinul doi. Astfel, din (8) 
ţinînd seamă de (19), (22) şi (25), se obţine

2 Ü 3 L  _ _  ^  -  7) ) е - ^  -  ( f 2  +  l)e-(Vă+i Y« -  Л/2 _  1 +  r.U-VAi
dt d y2 gep

(27)
a cărei soluţie o căutăm  în forma :

T M =  » ^ ^ V ‘/ î2fa).
gcp

Atunci, din (27) şi (8) rezultă :

/22 -  3 /22 =  fa -  4)e~2n +  (Vf2 +  l)e-(V2sm +  ( f 2 -  1 +  7])e-V*>, 1

/22 (0) =  / 22 (00) =  0. J

Rezolvînd ecuaţia (29) se găseşte :

f 22 ft) =  _  с-УзЧ + Г(в- 2Т, +  i± V jL e-(V2+l)4 +  (V2 +  1 -  7j)e-V:
4 Уз 4

(28)

(29)

( 30)

Tem peratura corpului este
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unde

/22
15 y  2  — 1 2  v/ з  — 7 V6 +  18

12 0.1651.

în  acest fel, tem peratura în stra tu l lim ită  nestaţionar din juru l corpului şi 
tem peratura corpului, sínt date de formulele :

T  =  T lt +  =  T  .  +  A* ^  [ /12(rJ +  A F V " /a2(-0 1
gCp (

Tr >iV2T lc +  7 * =  T «  +  A* —  [ /12 (0) +  A V'e”‘f 22 (0)] e™
(32)

Intrai în redacţie la 2 septembrie 1966
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О НЕСТАЦИОНАРНОМ ТЕРМИЧЕСКОМ ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ
( Р е з ю м е )

В статье определены первые два приближения температурного поля в нестационарном 
термическом пограничном слое, которое образуется в плоско-параллельном течении вокруг 
контура тела, когда скорость потенциального движения имеет форму;

U (х, t) =  A t" ‘ V(x) и U(x, t) =  A e nt V(x).

Уравнение (3), с граничными условиями (5) (проблема термометра) решено методом последо
вательных приближений [1,3.

Для поля температуры в пограничном слое и для температуры тела установлены формулы 
(13), (17) и (32).

ON T H E  U N ST E A D Y  T H E R M A L  B O U N D A R Y  L A Y E R  

(S u m  m a r y)

T he a u th o r d e te rm in es th e  f irs t tw o ap p ro x im atio n s  of th e  te m p e ra tu re  field  in th e  u n s te ad y  
th e rm a l b o u n d a ry  lay e r w hich  is form ed in  th e  p lan -p a ra lle l flow ro und  a body, when th e  ve loc ity  of 
th e  p o ten tia l m o tion  is of th e  follow ing form

U (X, t) =  A t w V (x) a n d  U (x .t) ^  A e ”‘ V(x).

T he eq u atio n  (3) w ith  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s (5) (the  th e rm o m ete r problem ) is solved o u t using  
th e  successive a p p ro x im atio n  m eth o d  [1,3].

F or th e  te m p e ra tu re  filed, as well as for th e  te m p e ra tu re  of th e  bod} th e  fo rm ulae  (13), (17) 
and  (32) a re  estab lished .





INTRODUCEREA MECANICII 1ДЛ NEWTON ÎN ROMÂNIA

(Ic
YlC TO lt Al A HI AN

Se cunoaşte cotitura marc ]>c care a luat-o mecanica în urm a apariţiei Princi
piilor lui Newton în 1687. De asemenea, se ştie eu cită greutate s-a răspîndit mecanica 
newtoniană în Europa. Piedica cea mai mare a fost rezistenţa pe care a opus-o pe 
de o parte fizica lui Descartes, atrăgătoare şi in tu itivă, şi pe de a lta  forma m ate
m atică concisă si greoaie în care era îm brăcată mecanica lui Newton. O piedică 
im portantă în această privinţă a fost lipsa de precizie a unor noţiuni fundam entale, 
cum este noţiunea de forţă, imprecizie augm entată prin introducerea de către Leibniz 
a forţei moarte şi forţei văi. Opoziţia mecanicii carteziene faţă de mecanica lui Newton 
s-a m anifestat si în ţa ra  noastră.

P iuă în secolul al X Y Il-lea, se preda la noi, ca şi în celelalte ţări din Europa, 
fizica lui Aristotel, în cadrul filozofiei aristotelice. La Bucureşti şi Iaşi se învăţa 
această fizică după cursurile de filozofie ale lui T e o f i 1 C o r i d a 1 e u (1565 — 
— 1646), care a dus din Ita lia  în Orient filozofia neoaristotelieă sau alexandrină. 
Iu Transilvania, la Alba. lulia, se preda de către J . II. B i s t e r  f e 1 d fizica peri- 
pateticiană a scolasticii.

Ei/.ica lui Descartes a pătruns, nu fără oarecare opoziţie, mai întîi în Transil
vania. Promotorul ei a fost A p ă c z a i  C s e r i J á n o s (1625- 1659), a tî t  prin 
lecţiile sale ţinute la Alba lu lia  si Cluj, cit si prin cartea sa M agyar Encyclopaedia 
diu 1655. Exem plul lui Apáczai a fost u rm at de E  n y  e d i S á ni u e 1 la Aiud şi 
R a p о s i S á ш u e 1 la Tîrgul Mureş, care predau această fizică după cartea lui 
Regius Fundamenta physiccs, din 1646.

Prim ele manuale didactice de fizică din Transilvanie, tipărite  în secolul al 
N Y II-lea sínt scrise to t în spirit cartezian, deşi încep să-l amintească şi pe Newton. Un 
astfel de manual este Physica contracta juxta principia neuter icorum, a lui S z a th m  á r i  
M i li á 1 y, profesor la Tîrgul Mureş, tipărită  la Cluj în 1719. Menţionînd ideile lui 
Newton, autorul scrie: „ Ilustru l I. Newton se trudeşte să demonstreze că ipoteza 
vîrtejurilor, care antrenează planetele în mişcările lor, este infirm ată de feno
menele. astronomice, şi nu duce la explicarea mişcărilor cereşti, ci la încurcarea lor“ . 
El conchide că „în acest fel dl. Newton le răstoarnă pe to a te“ .

Un alt manual de fizică în sens cartezian este 1 nici i tuli ones philosophiae naturá
lis dogmatico-experimenlalis, a lui M. Y á s á r li e l v i  T 6 к e 1 s t  v á u, profesor 
la Colegiul reform at din Aiud, tip ă rită  la Sibiu în 1736. în  Prefaţa cărţii, Tőke se 
declară cartezian, scriind: „ în  tra tarea  acestei n o b ile ...  ştiinţe, nu am urm at
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alte principii decit cele mecanice, în special acelea pe care le-a stabilit în filozofia 
naturală  ingeniosul şi incom parabilul filozof al epocii sale, Descartes, prin silinţa sa. 
după ce a înlăturat-o  pe a celor vechi“ . IU cunoaşte însă şi pe Newton şi Leibniz 
pe care îi am inteşte spunînd : ,,Nu-mi sínt necunoscute principiile celor mai noi 
fie ale lui Newton, fie ale lui Deibniz si ale a lto ra“ . Trece apoi la combaterea vidului 
„Căci unde este vid în lume? Unde este propriu-zis a tracţia?  Unde este forţa dt 
acţiune şi tendin ţa nu ştiu cărei m aterii înfiptă în na tu ră?"  De asemenea, aminteşte 
de „noua cauză a m işcărilor planetelor pe orbite eliptice a ilustrului N ew ton“ .

Caracteristice pen tru  starea fizicii din Transilvania în secolul X V III-lea  sîir 
lecţiile lui V e r e s t ó i  G y ö r g y :  lnslitutiones physicae, din 1755, ţinu te  к 
Colegiul reform at din Cluj, şi râmase în manuscris. Verestói este cartezian şi lecţiih 
sale s ín t inspirate de manualele lui Wolff. E l a consultat însă şi alţi autori, şi le ci 
tează părerile. Astfel, după ce enunţă legea inerţiei după Descartes, Verestói enunţi 
această lege în form ularea lui Newton : „Orice corp îşi păstrează starea de repau: 
sau de mişcare uniformă în linie dreaptă, dacă nu este constrîns să-şi schimbe starei 
de forţele im prim ate“ .

Verestói propune urm ătoarele legi ale mişcării :
„1. Un corp în tîlnind un a lt corp mai tare nu pierde nimic din mişcarea sa, e 

num ai se reflectă în a ltă  parte , iar dacă se întîlneşte cu unul mai slab pierde a tîti 
cît transm ite aceluia". Aceasta este legea a treia a lui Descartes.

„2. Variaţia mişcării este proporţională cu forţa m otoare“ . Aceasta este legei 
a doua a lui Newton. Apoi, Verestói se întreabă : „Oare tocm ai aşa de im portau' 
este ceea ce adaugă Newton, şi anume : Variaţia mişcării are loc după linia dreaptă 
în care se imprim ă acea fo rţă?"  El menţionează că Wolff enunţă această lege puţii 
diferit, dîndu-i form ularea : „Corpurile fiind împinse de altele, reacţionează şi ammn 
în raport cu masa şi viteza celui îm pingător”. în  acest fel s-a introdus, sub influenţi 
lui W olff,în manuale, măsura foiţei ca produs al masei cu viteza. Ea avea să dăinuiască 
pînă la sfîrşitul secolului X IX .

„3. Acţiunii îi este totdeauna egală şi contrară reaeţiunea sau acţiunile reciproci 
a două corpuri sínt to tdeauna egale şi îndreptate în sensuri contrare“ . Aceasti 
este legea a treia  a lui Newton.

Verestói consideră aceste tre i legi ca legi de categoria întîi, spre deosebire 
de cele de categoria a doua, care nu sínt sigure, cum este legea a doua a lui Des
cartes, po triv it căreia mi corp tinde să-şi păst reze direcţia mişcării dacă este singur

în  1774, profesorul К o v á c s  J  ó z s e i de la Colegiul reform at din Cluj ; 
publicat un m anual latint se in titu la t Ehnunta philosopkiae naturális, tradu: 
după Naturlehre a lui Krüger, profesor la Halle. C artta lui Krüger apăruse în tn  
1740 şi 1749 în mai m ulte ediţii. Ea este de asemenea un amestec de fizică 

carteziană şi newtoniană. Astfel, definiţia corpului este după Descartes, iar leger 
I şi I I I  a mişcării după Newton. Legea II  sună astfel : „Mişcarea este totdeauru 
proporţională cu forţele de care este produsă”. I,a legea I I I  [întîlnim obser 
varia : „R eaeţiunea r.u este egală eu acţiunea îuticgului corp, ci num ai ci 
partea de acţiune ce acţionează asupra celuilalt corp. Acestei legi i se supune m 
num ai presiunea şi impulsul, ci şi reaeţiunea“ . ,Se face, după Leibniz, distincţii 
în tre  forţa vie şi cea m oartă. Cea m oartă se m ăsoară prin produsul masei cu viteza 
cea vie prin produsul masei cu p ă tra tu l vitezei. G ravitaţia nu se poate datori apăsări 
unui fluid, cea mai apropiată de adevăr e ipoteza că Păm întul atrage corpurih 
din jurul său după cum m agnetul atrage fierul. Dar nu num ai Păm întul atragi 
corpurile, ci şi „un corp atrage pe altul, dacă produce în acela tend in ţa  de a si
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apropia de el” . Există însă şi respingere. A tracţia şi respingerea pot trece una în 
alta. Urm ează remarca : „D ar vei spune, noi nu concepem în ce fel poate trece 
forţa a tractiva  numai datorită  d istanţei în una repulsivă ? Nici eu. Totuşi o văd .“

Un caracter mai new tonian prezintă m anualul lui N i e li i f o r T h e o t о к i s, 
profesor la Academia Domnească din Iaşi, tip ă rit în greceşte cu titlu l Stoicheia physices, 
la Ueipzig, în două volume, în 1775— 1776.

în  prefaţa prim ului volum Theotokis anun ţă  : „P en tru  a explica fenomenele 
respectăm  cele trei reguli ale lui Newton, pe care le iau în considerare şi le respectă 
întocm ai to ţi filozofii adevăraţi în mod benevol". P rivitor la g rav itaţia  universală 
scrie: „F o rţa  care atrage corpurile unul spre celălalt se numeşte atracţie... Forţa  
de a tracţie aparţine tu tu ro r corpurilor. în  adevăr se demonstrează că se a trag  între ele 
cele solide şi lichide. De asemenea solidele şi lichidele se atrag  reciproc".Aceste 
exemple ilustrează în deajuns newtonianismul lui Theotokis.

T e o d o r  S t  a in a t  i, profesor la Iaşi, care studiase la Yiena, a prelucrat 
pentru  elevii săi, după F. Kries, o Fizică elementară, t ip ă rită  la Iaşi în 1849. După 
ce enunţă principiul inerţiei, trece la problema forţei sau a puterii. Deşi introduce 
noţiunea de acceleraţie, to tuşi m ăsoară forţa cu aju torul can tită ţii de mişcare ex- 
prinrînd legea a doua sub forma : „Pu terea ce mişcă pe un tru p  poate să-i dee o re- 
pegiune cu a tîta  mai mare, cu cît mai mică masă are tru p u l. . . Aşadar din raportul 
puterilor ce făptuiesc asupra unor trupuri, şi din raportu l maselor acelor trupuri 
se poate afla raportul repegiunilor lor". După ce dă un exemplu numeric, ca să exem
plifice cele de mai sus, S tam ati introduce noţiunea de „făp tu ire" şi scrie :

„O putere ce mînă un trup  îi îm părtăşeşte prin aceasta destoinicia să producă 
o făptuire ce-i proporţională cu mărimea puterii ce l-au mişcat. Puterea însă se ara tă  
în trup  prin o repegiune îm părtăşită  mesei lui. Aşadar şi făptuirea unui trup  trebuie 
să atîrne de la repegiunea şi de la masa lui ; drept care din raportu l repegiunilor a 
două trupu ri şi din raportu l maselor lor se poate afla raportu l făptuirilor lor".

„Făp tu irea  produsă de un tru p  în puterea repegiunei şi a masei sale se nu
meşte mărimea mişcării sale".

Principiul acţiunii şi reacţiunii la S tam ati este înlocuit cu principiul cantităţii 
de mişcare :

„Făptu ind  un trup  asupra altuia, perde acela pe a tîta  din puterea sa, pre cît el 
îm părtăşeşte acestue, încît s-ar pute zice că aice puterea trece d intr-un trup  în altul. 
Micşurarea în putere ce sufere trupu l făptuitorii! se num eşte contr ufă finirea altui 
trup  asupra celui făptuitoriu  ; drep t care se zice că contra-făptuirea ar f i  pururea 
egală făptuirii, adecă un trup  perde pe a tîta  din puterea sa, precît îm părtăşeşte 
a ltu ia“ .

B. N a n i a n u, în cartea sa Elemente de physica experimentale, pentru învă- 
ţămîntul secundariu de ambele sexe — cur su inferior, Bucureşti 1863, defineşte forţa 
corect, şi principiul inerţiei mai pu ţin  corect, dar nu se ocupă nici cu legea a doua, 
nici cu a treia a lui Newton. în  schimb se ocupă cu compunerea forţelor, arătînd 

cum se construieşte paralelogramul forţelor.
E. В а с a 1 o g 1 o, în Elemente de fizică din 1870, dă o definiţie a inerţiei, care 

ne aduce aminte de prim a lege a lui D escartes: „ Inerţia  este o proprietate ce are 
m ateria şi corpurile de a nu-şi putea schimba poziţiunea şi starea în care se află, 
fără influenţa vreunei puteri streine. în  v irtu tea  inerţiei un corp perzistă în forma 
şi starea de agregaţiune a lui şi numai prin efectul căldurii sau al unei alte poteri 
poate fi m odificat".

6 — Mathematica-Physica 1/1967



82 VICTOR MARIAN

El adm ite urm ătoarele axiome :
„1- două poteri sínt proporţionale eu masele corpurilor, cărora le comunică 

iuţeli egale.
2. două poteri sínt proporţionale cu iuţelile date la două corpuri de aceeaşi 

masă.
3. două poteri sínt proporţionale cu productele maselor cu iuţelile corpurilor 

puse în mişcare“ .
Eegea a treia a mişcării nu e m enţionată. în  locul ei întîluirn şi aici legea com

punerii forţelor, pe care Bacaloglo o consideră drept axiomă.
P e t r e i 1 o n i, în Elemente de fizică, ed. I I I , Iaşi, 1887, dă aceeaşi definiţie 

îieprecisă a inerţiei ca si autorii precedenţi: „Inerţie  se numeşte proprietatea ce 
au corpurile de a nu-şi schimba nici starea de repaus, nici starea de mişcare, fără 
aju torul unei pu teri“ .

A. A b t, profesor la Cluj, în Manualii de fizică tradus în româneşte de profesorii 
Iosif Hossu şi Em il Viciu, tipărit la Blaj în 1891, exprimă în fine corect legea inerţiei 
cînd scrie : „Legea aceasta se poate exprim a după Galilei în modul urm ător : un corp 
care se află în repaus nu se poate mişca fără de influenţa vreunei puteri externe şi 
dacă asupra unui corp ce se mişcă nu lucră nici o putere, el îşi continuă mişcarea în 
aceeaşi direcţie şi cu aceeaşi celeritate“ . Ia r  mai departe : „Newton a exprim at această 
lege mai scurt : corpurile ce se află în repaus sau în mişcare îşi păstrează sta tu l în 
care se află, pînă ce nu-1 schimbă o putere externă“ . Aici însă A bt u ită  să precizeze, 
cum face Newton, că e vorba de mişcare uniformă în linie dreaptă.

Masa o defineşte A bt drept can tita tea  de m aterie ce o are un corp, apoi amin
teşte că puterea se m ăsoară prin produsul dintre masă şi acceleraţie — după Newton. 
E l însă introduce şi noţiunea de can tita te  de mişcare şi stabileşte relaţia mv — pt, 
fără a da nume expresiei pt, num ită azi impuls. Precizează apoi că dacă o putere p,  
acţionînd un tim p t asupra unei mase m îi comunică o can tita te  de mişcare mv, iar o 
putere p x, acţionînd asupra masei m1, în tr-un interval de tim p egal cu cel dintîi 
îi imprim ă can tita tea  de mişcare m-yL̂ , din relaţiile pt  =  mv şi p f  =  т{их, prin îm
părţire  obţinem :

pt mv  , . p mv— =  ----  , deci — =  - - -
/Л  Will'! Pi )»1 l’l

De aici, A b t  trage concluzia că „puterile sínt proporţionale su productele 
din mase şi celerităţi. Cu productul dintre masă şi celeritate însă se poate măsura 
o putere, şi productul acesta se num eşte can tita te  de m işcare“ . Rem arcăm  că în 
această  carte nu întîlnim  noţiunea de dimensiune.

A bt mai consideră legea a I I  a lui Newton şi ca ,,principiulu că acţiunea puterii 
e constantă, după care o putere acţionează eliiaru în aeela-şi modu asupra unui 
corpu ce se află în mişcare, ca şi asupra unuia ce e în repausu. Al treilea principiu 
spune: fie care acţiune produce o reacţiune egală şi îndreptată în direcţiune contraria” .

D. N e g r e a  n u, în cartea sa Curs de fizică profesat la Facultatea de ştiin ţe 
din Bucureşti, tip ă rit în 1908, afirmă că : „dinamica se bazează pe două principii: 
1. principiul inerţie i; 2. principiul mişcărilor relative“ . Apoi continuă, după Des
cartes :

„Principiul inerţiei. Acest principiu cuprinde două părţi : a) un punct material 
în repaus va rămînea totdeauna în repaus dacă nici o putere exterioară nu va lucra 
asupra lui ; b) dacă punctul material se mişcă şi dacă nici o putere exterioară nu lu
crează asupra lui, mişcarea punctului material este uniformă şi rectilinie“ , U rm ează:
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„Principiul mişcărilor relative. Mişcarea relativa a corpului este independentă 
de mişcarea de translaţie a sistemului de corpuri ; această, mişcare este aceeaşi ca şi cum 
sistemul de corpuri ar f i  în repaus.

Principiul mişcărilor relative este cunoscut şi sub numele de principiul indefe- 
denţei efectelor puterilor“ .

Cunoscând aceste principii, Negreanu demonstrează urm ătoarele teoreme : 
„O putere constantă în mărime şi direcţiune, lucrînd asupra unui punct m aterial, 
îi imprim ă o mişcare rectilinie uniform v aria tă“ . A doua este paralelogram ul forţelor : 
„Dacă două puteri constante P  şi P ’ lucrează de o dată  şi în aceeaşi direcţiune asupra 
unui punct m aterial, aceeleraţiunea mişcării este suma acceleraţiunilor produse de 
fiecare din acele pu teri“ . Eegea I I I  a lui Newton nu e am intită.

Din cele de mai sus se poate vedea cît de greu a pătruns în România mecanica 
newtoniană şi mai ales cît de dificilă a fost form ularea corectă a legilor fundam entale 
ale dinamicii. A contribuit la aceasta lipsa de precizare a unor noţiuni ca : impuls, 
energie etc., abia după introducerea cărora a p u tu t fi în lă tu rată  folosirea term enilor 
echivoci de : putere, forţă m oartă şi forţă vie, ca m ăsură a forţei. învălm ăşeala 
aceasta de noţiuni şi de term eni a du rat tim p de două secole, nu numai la noi, ci 
în general în manualele didactice din Europa, în detrim entul învăţăm întului şi al 
dezvoltării mecanicii.

Intrat în  redacţie la 15 octombrie 1966

ВВЕДЕНИЕ МЕХАНИКИ НЬЮТОНА В РУМ ЫНИИ
( Р е з ю м е )

В работе показано как медленно проникла механика Ньютона в Румынию. В Трапсильва- 
нин она должна была бороться с механикой Декарта, а в Румынских княжествах...  с механи
кой Аристотеля, представленной Коридалеу.

В Трансильвании учебник физики М. Сатмари (1719), учебник И. Тёке (1736) и лекции 
Дь. Верештои (1755) написаны в картезианском духе, в то время как учебник Й. Ковача (1774) 
является смесыо картезианской и ныотошшнской физики. Болес усиленным ныотониапски.м харак
тером отличается двухтомный учебник Н. Теотокпса, изданный на греческом языке в Лейпциге 
в 1766— 1767гг., а также учебник Т. Стаматн, напечатанный на румынском языке в 1849 г.

Наконец, посредством учебника Б. Наняиу (1863), Е. Бакалоглу (1870), П. Нонн (1887), 
А. Абта, переведенного на румынский язык А. Хоссу и Е, Вичу в 1891 г., и курса Д. Негряну 
(1908), ньютонианская механика укоренилась во всей Румынии.

L ’IN T R O D U C T IO N  DE LA M ÉC A X IO U E DK N E W T O N  EN RO U M A N IE

( R é s u ш  é)

L ’a u te u r  m o n tre  d an s son  tra v a il  com bien  la  m écan ique  de N ew to n  a  p é n é tré  len te m e n t en 
R oum anie . E n  T ran sy lv an ie  elle a dû  lu t te r  avec la  m écanique de D escartes, e t d an s  les P rin c ip au tés  
D an u b iennes avec la  m écanique  a ris to té liq u e  re p ré sen tée  p a r  C oridaleu.

En T ran sy lv an ie , le m anuel de ph y siq u e  de S z a th m á ry  M. de 1719, celui de Tőke I. de 1736 e t 
le cours de V erestó i Gy-, d ’env iro n  1755 so n t éc rits  d a n s  l ’e sp rit cartésien , ta n d is  que celui de K ovács 
I. de 1774 e s t u n  m élange de physique  cartés ien n e  e t n ew ton ienne. On tro u v e  un  c a rac tè re  new tonien  
p lus p rononcé d an s le m an u e l de N. T lieotokis, p u b lié  en grec à L eipzig  eu 2 vol., en 1766 67, ainsi
que dans celui de T. S ta n ia ti, im prim é en roum ain  en 1849.

E n fin , avec le m anuel de JL N an iam i en 1863, de E. L acaloghi en 1870, de P. Poni en 1887, 
de A b t A. t r a d u i t  en ro u m ain  p a r  A .Ilo ssu  e t K. V iciu eu 1891, e t le cours de P. N egreanu  en 1908, 
la m écanique n ew ton ienne  est ad o p tée  p a r to u t  en R oum anie .





ELEMENTE DE FIZICĂ  ALE 1ДЛ EMANOIL BACA LOGEU

de
MARIA РОРК SC I

Avînd în vedere interesul deosebit pe care îl prezintă cunoaşterea trecutului 
cultural din ţara  noastră, vom prezenta în cele ce urmează Elemente de fizică ale lui 
E. Bacaloglu, unul din primele manuale rom âneşti de fizică şi prim ul care se deta
şează ca avînd un net caracter de m a
nual universitar.

Elementele de fizică ale lui E. Bacaloglu 
reprezintă, aşa după cum însuşi o spune în 
prefaţă, cursul predat de el tim p de mai 
m ulţi ani la U niversitatea din Bucureşti. 
M anualul este destina t: „a ta tu  pentru  unu 
studiu privatu  catu  şi pentru  scole secun
dare, precum şi pentru  studiulu academ i
cii“ . Manualul a apăru t în două ediţii, 
prim a în 1870 iar a doua în 1888, de form at 
8°, ediţia I-a în 471 pagini iar ediţia I l-a  
în 564 pagini. în  ansam blu ediţia a I l-a  re
produce prim a ediţie. Arând însă în vedere 
că cunoştinţele de fizică s-au îm bogăţit 
după apariţia primei ediţii, Bacaloglu o 
completează în special în capitolele desti
nate lum inatului electric şi spectroscopiei. 
Lucrarea este îm părţită  în şapte secţiuni 
şi anume : ,,I. G ravitate, II. Cele tre i stări 
de agregaţiune ale corpurilor, I I I . Magne- 
tism u, IV. E lectricitate, V. Căldura, VI. 
Acustica, V II. Optica seu teori’a lum inei” .

La întocm irea lucrării Bacaloglu a 
folosit un vast m aterial bibliografic care 
cuprinde cursuri, manuale, lucrări ş tiin ţi
fice şi reviste de specialitate în limbile 
franceză, germană şi engleză. O caracte
ristică im portan tă a m anualului este fap
tu l că prezintă realizările cele mai recente 
ale fizicii, ceea ce dovedeşte intensa pre-
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ocupare a autorului pentru dezvoltarea acestei ştiin ţe  şi susţinu ta sa docu
mentare.

în  „In troducere” Bacaloglu a ra tă  că fizica are ca obiect studiul naturii, făcînd 
urm ătoarea clasificare a ştiin ţe lor: „N a tu r’a în genere o potem u studia seu sub 
puntulu de vedere alu simplei descriptiuni a obiectelor ce se afla în tr'ensa, si sciinti'a 
ce se ocupa cu acesta s’a uuniitu istoria naturala, in care pote fi cuprinsa si Geografia 
fisica, Geologi’a etc ; seu ne potem u propune sa cunoscemu fenomenele ce se pe t
recu în natura si legătu r’a causala a lor, cea ce constituie SciinticJe naturale seu fi si ce 
propriu clise, cari cuprindu mai m ulte ram uri, din cari cele mai principale suntu : 
Mceanie’a, Astronomica, Fisic’a, Cinm i’a, Fisiologi’a etc". A rată apoi că fizica a fost 
num ită de către învăţaţii englezi şi : „Kilosofia naturala si se ocupa cu proprietăţile 
generale ale corpurilor seu ale m aterii si cu fenomenele generale, în tru  catu acestea 
nu alteredia îu tr ’uuu modu perm anenţii u a tu r’a c o rp u r ilo r ..." . КД face remarca 
că la cunoaşterea fenomenelor fizice se ajunge pe calea observaţiei şi a experimentului, 
în  baza observaţiei se stabilesc anum ite ipoteze şi teorii care sínt supuse verificării 
experimentale. 'Fenomenele fizice le îm parte în şapte* clase, cărora le corespund cele 
şapte secţiuni ale cărţii. Ca proprietăţi generale ale materiei menţionează : întinderea, 
im penetrabilitatea, gravitatea, inerţia, eom presibilitatea, d ilatabilitatea, porozi- 
tatea, elasticitatea, coeziunea, adeziunea, divizibilitatea, definindu-le pe rînd pe 
fiecare. Tot aici se ocupă de mişcare şi forţe, fără a enunţa legile dinamicii.

Avînd în vedere că organizarea învăţăm îutului în ţa ra  noastră s-a făcut după 
sistemul francez, Bacaloglu folosind ca model m anuale franceze începe studiul 
mecanicii cu gravitatea, în cadrul căreia tra tează  despre greutatea şi echilibrul 
corpurilor, balanţele, pendulul, acceleraţia gravitaţională, fără a vorbi despre legile 
mişcărilor. Se observă că mecanica este tra ta tă  sumar, aceasta explicîndu-se prin 
faptul că în acea epocă ea era tra ta tă  în cadrul cursurilor de m atem atici.

în  .Secţiunea a I l-a  enumera proprietăţile principale ale solidelor apoi trece la 
lichide, studiul cărora îl îm parte în hidrostatică si hidrodinamică. în  paragraful 
„Acţiuni moleculare" la lichide, studiază fenomenele capilare, difuzia şi osmoza. 
Dintre proprietăţile gazelor menţionează eom presibilitatea şi elasticitatea. Vorbeşte 
despre maşina pneum atică şi diferite tipuri de pompe, descrie apoi barom etrele şi 
manometrele. M aterialul t ra ta t  în această secţiune cuprinde m ulte probleme im
portante, evidenţiindu-se aspectul experim ental. Observăm însă că enunţul princi
piului lui Arhimede nu este riguros (ed. II , pag. 63) iar din legile gazelor enunţă 
numai legea Boyle-Mariotte, fără a se referi la tem peratu ră  ca param etru  de stare, 
la fel şi în secţiunea „C ăldură” .

în  secţiunea dedicată m agnetism ului se ocupă de magneţii naturali şi artifi
ciali şi obţinerea acestora. A rată apoi că Coulomb cu aju torul balanţei de torsiune 
a stab ilit legile de atracţie  şi respingere a doi magneţi. Vorbind despre magnetismul 
terestru  descrie busola de înclinaţie şi dcclinaţie şi dă un tabel cu dcclinaţiile mag
netice la Paris şi Fondra începînd din 1660 pînă în 1885.

.Secţiunea a IV-a, în prima ediţie cuprinde immai E lectricitatea statică, pe 
cînd în ediţia a I l-a  cuprinde întreaga electricitate. în  prima ediţie Electrod inamica 
o dă ca secţiune separată sub titlu l : Galvanism seu electricitate dinamică. Această 
secţiune o începe cu uu scurt istoric arătîud că progrese înseninate s-au făcut numai 
după ce englezul Gilberte : „a creatu potem u dice, sciinti’a electricităţi", iar de atunci 
încoace : „mai alesu în seeolo de fecia, electricitatea a ajunsu la ua desvoltare de care 
pucine sciintie se bucura". Menţionează apoi că fizicienii au încercat să fundamenteze 
o teorie asupra naturii electricităţii, şi anume Aepinus şi Franklin îşi imaginează că
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fiecare corp cuprinde o can tita te  determ inată de fluida electricii care la frecarea a două 
corpuri trece de pe un corp pe altul. Aminteşte apoi teoria dualistă a lui Symmer şi 
teoria ondulatorie. Conchide că : „astadi se adm ite de toti, со fenomenele electrice 
sunt nisce fenomene mecanice adieo de mişcare, rem aneudu indiferenţii modulu în 
care se executa, seu ne închipuiiiiu ca se executa, acele m işcări“ .

Se observă că Bacaloglu, ca to ţi contem poranii săi de altfel, adm ite că fenomenele 
electrice sínt de natu ră  mecanică. Teoria electrom agnetică a fost stabilită de Maxwell 
în cartea sa Tratat de electricitate si magnetism în 1873, însă s-a încercat de către 
unii fizicieni şi după aceea să se explice fenomenele electromagnetice prin teoria 
mecanică, fără însă a le reuşi. De aceea Bacaloglu si în 1888 rămîne la vechea teorie 
mecanică a tu tu ro r fenomenelor fizice, deci şi a celor electrice.

în  continuare Bacaloglu descrie controversa dintre teoria chimică şi de contact 
asupra electricităţii, controversă încheiată în favoarea teoriei chimice deoarece : 
,,din nimica nu se face ceva, со, când producemu ceva, trebuie sa cheltuim u ua 
munca seu altu  ceva ccivalentu“ . Vorbeşte despre trecerea curenţilor prin conduc
tori, descriind instrum entele de măsură cunoscute, şi adoptă ca un ită ţi de m ăsură 
unităţile sistemului C.G.S. stab ilit la Congresul Electricienilor din 1881 de la 
Paris. Descrie fenomenele de inducţie şi dă dem onstraţia formulei lui Ampere relativ 
la acţiunile m utuale ale curenţilor. Ca o dovadă în plus că Bacaloglu era la curent 
cu lucrările cele mai noi ale fizicienilor, vom da urm ătorul c ita t din paragraful asupra 
maşinilor dinamoelectrice (ed. II) : ,,în  fine trebuie se adeoganm eo în anulu curentu, 
F,dison a inven tat unu nou feliu de machini pe care le-a num itu pyromagnetice în care 
ferulu arm ăturei este încalditu directu şi pusu prin aceasta în mişcare de ro tatiune, 
producendu curenţii electrici. . . ” . în  paragraful „Lum inatulu electricii” face un 
interesant istoric al acestei probleme, declarîndu-se un fervent adept al lum inatului 
electric. vSe ocupă apoi de transportu l electricităţii la d istanţă, descrie telegraful 
şi microfonul iar în încheiere vorbeşte despre electricitatea atmosferică şi paratrăsnet.

Secţiunea „Căldura" începe prin paragraful „N atura  căldurii" în care se ara tă  
că pînă la apariţia cărţii : „N a tu r’a caldurei ne este necunoscuta şi nu potem u face 
decatu num ai hipotese asupra ei cea mai probabila din ele si mai în armonia cu starea 
actuala a cunoscintielor nostre este necontestatu aceea a undulatiunilor. . . Dupe 
acesta, căldur’a s’ar produce prin vibratiunile unui eteru, adieo ale unei m aterii 
forte subtile, ce s ’ar afla respandita in to ta  n a tu r’a si în spatiele interm oleculare ale 
tu tu ro r corpurilor". După ce expune noţiunile de bază ale căldurii, în paragraful 
„Dichefierea gazelor" a ra tă  că în ultim ii ani au fost lichefiate gaze care se credeau 
a fi perm anente ca oxigenul, hidrogenul etc. Se ştie că lichefierea acestor gaze s-a 
făcut pentru  prim a dată  în anul 1883, adică cu cinci ani înainte de apariţia ediţiei 
a Il-a . în  paragraful despre propagarea căldurii a ra tă  că : „mai to ta  căldură pe care o 
avemu noi pe pam antu o detorim sorelui", subliniind can tita tea  mare de căldură 
degajată de acest astru , iar în continuare : „Care sa fia caus’a care produce pe sore 
acesta can tita te  enorma de căldură este pucinu cunoscuţii. Astadi se presupune, 
ca aru fi cause mecanice, de ex. caderea de mii de bolide pe suprafeci'a sorelui, care 
ar fi producendu acesta căldură".

în  ceea ce priveşte căldura, la fel adm ite teoria mecanică, considerînd însă că 
ea este produsă de vibraţiile unui eter mecanic iar nu de vibraţiile atom ilor şi mole
culelor, cum presupune teoria cinetică a căldurii.

Secţiunea „Acustică" este foarte scurtă, se ocupă numai de producerea şi pro
pagarea vibraţiilor, tra tează proprietăţile~’sunetului şi viteza sa de propagare, 
încheind secţiunea cu studiul sunetelor muzicale.
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Ultim a secţiune tra tează „Optica seu teori’a lum inei“ . Secţiunea cuprinde un 
m aterial bogat şi variat, începînd de la clasificarea corpurilor în opace şi transparente, 
legile reflexiei şi refracţiei, instrum ente optice, fotometrie, spectroscopie, difracţie, 
interferenţă, pînă la teoriile asupra naturii luminii : corpusculară şi ondulatorie, 
sfîrşind cu polarizarea luminii.

Fenomenele optice de asemenea le in terpretează cu ajutorul mecanicii, men- 
ţionînd teoria corpusculară a lui Newton şi cea ondulatorie a lui Huygens. Dintre 
cele două teorii el adoptă teoria lui Huygens.

în  ediţia a H -а e a taşa t m anualului un memoriu al lui E. Bacaloglu c itit în şe
dinţa Academiei Române din 27 m artie 1887 cu titlu l : „Despre aperatorul de tras- 
netu (paratonnerre)“ , în care, după ее face un scurt istoric al paratrăsnetului, dă 
o serie de date în ceea ce priveşte condiţiile ce trebuiesc îndeplinite de un paratrăsnet 
pentru ca el să fie util. Cu această ocazie el subliniază im portan ţa şi necesitatea 
acestuia.

Materialul prezentat în manual este însoţit de figuri ilustrative şi scheme de 
aparate, realizate cu m ultă atenţie. Dacă în ediţia I figurile erau pe planşe la sfîrşitul 
cărţii, în ediţia a I l-a  ele sínt în tex t pentru  a putea fi mai uşor urm ărite.

În truc ît Bacaloglu si-а redactat m anualul pentru  a acoperi o lipsă stringentă 
a îuvăţăm întului fizicii şi deoarece predarea fizicii în şcolile medii era destul de la
cunară, Bacaloglu a fost nevoit să adapteze m aterialul ce urm a să fie cuprins în m anual 
necesităţilor şi situaţiei existente în învăţăm întu l nostru. Luînd ca model manualele 
franceze de fizică a considerat să adopte calea de prezentare a părţii fenomenologice, 
astfel că în m anual găsim puţine dem onstraţii şi calcule m atematice. Totodată a consi
derat potriv it ca unele părţi să fie tra ta te  mai sum ar iar altele nu le-a t ra ta t  de loc. 
Astfel lipseşte complet higrom etria, teoria cinetică a gazelor şi term odinamica, capi
tole care în manualele franceze contem porane sînt tra ta te  am ănunţit. Totodată unele 
probleme care au constitu it o preocupare de cercetare pentru  el sín t mai am ănunţit 
tra ta te . Astfel, dacă partea de mecanică e mai sumar tra ta tă , în electricitate 
generatorii de curent electric sau în optică spectroscopia sínt tra ta te  am ănunţit, la 
nivelul manualelor contemporane.

Manualul lui B. Bacaloglu prezintă un deosebit interes în studiul istoriei învă- 
ţăm întului fizicii în ţa ra  noastră. Dacă pînă la apariţia  sa au mai apăru t şi alte m a
nuale de fizică în lim ba română, el este prim ul care se ridică la nivelul cerut de un 
manual de îuvăţăm înt superior. K1 se rem arcă a tît prin conţinutul bogat, cît şi prin 
nivelul său care corespunde manualelor din acea epocă din stră inătate . M anualul 
dovedeşte to toda tă  strădania pionierilor învăţăm întului fizicii din ţa ra  noastră 
de a propaga cele mai noi cunoştinţe în rîndurile tineretului patriei, pentru  a trezi 
în ei setea şi dragostea de ştiinţă, pentru  ridicarea culturală a ţării.

Intrat 111 redacţie Ia 10 martie I960

В I B I  Л  O G R A F  I  K

3. K. B a c a l o g l u ,  Elemente de fisica,  ed iţia  I, B ucureşti, 1870. 
2. ß .  B a c a l o g l u ,  Elemente de fisica,  ed iţia  IT, B ucureşti, 1888.
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„ЭЛЕМЕНТЫ Ф И ЗИ К И ” ЕМАНОИЛА БАКАЛОГЛУ 
( Р е з ю м е )

В работе „Элементы физики ” Е . Бакилоглу представлен первый университетский учебник фи 
зики на румынском языке, опубликованный в Бухаресте, первое издание в 1870г., а второе в 1888 г. 
Книга написана в стиле французских книг того времени и на их уровне. В статье производится 
сравнительный анализ этих двух изданий, использованных в качестве дидактического универ 
ситетского учебника как в Бухаресте, так и в Яссах. В то же время подчёркивается хорошая 
осведомлённость автора. Работа способствует познанию истории высшего обучения в нашей 
стране.

Е  M A NÓIÉ В AGAI,O G L U 'S  W O R K  “ E L E M E N T S  OF P H Y S IC S ”

(S u m ш a r y )

T he w ork “ E lem en ts  of P h y s ic s” be longing  o IÎ. B acaloglu is th e  f irs t u u iv es ity  m an u a l of 
Physics w ritte n  in  R om an ian . I t  app eared  in  B ucharest, th e  f irs t ed itio n  in 1870, an d  th e  second one 
in 1888. T he book is w rit te n  m ucii like th e  F rench  books of t h a t  epoch, and a t  th e ir  level. The a u th o r 
analyses co m p ara tiv e ly  th e  co n te n t of b o th  ed itio n s w hich w ere used as u n iv e rs ity  m an u a ls in 
B ucharest an d  Jassy . T he a u th o r 's  in fo rm atio n  an d  docu m en ta tio n  is also m entioned . T he w ork 
co n trib u tes  to  th e  know ledge of th e  h is to ry  of th e  u n iv ers ity  ed u ca tio n  in ou r cou n try .



ASUPRA D E Z IN T E G R Ă R II I J U ’TONICE A BARIONIEOR

di'
Z GÄBOS

In  lucrare se studiază dezintegrarea leptonicà a bariotiului Bx

/;, -> II.. ■ e-  +  '/

completmd rezultatele cunoscute cu calcularea m atricii care reflectă corelaţia ce 
există între polarizarea barionului B,  şi polarizarea electronului.

Presupunem  că
—> —+ —->

a) B x este îu repaus; b) are vectorul de polarizare Z x ; c) \v2\ je < 1 (v2 este 
viteza barionului B 3) ; ci) iuteracţiile electromagnetice pot fi neglijate.

Dacă sínt îndeplinite aceste condiţii, atunci expresia am plitudinii de tranziţie  
poate fi scrisă sub forma cunoscută [5], [9]

unde л este un num ăr complex (/. --  /.' -i- ii."), iar н si v sínt bispinori.
1°. Cu scopul de a ajunge la expresia lui j.lip  vom utiliza m atricea de po

larizare

2+E « i)(«.4 E ® v) . ( 1 )

в  а 6 =" il(y.) îl([i).
Dacă sínt îndeplinite condiţiile a) şi b), pentru  barioni avem

(2)

unde Zt este vectorul Stokes al barionului i(i — 1,2). 
Pentru  electron şi an tineutrin

A

(3 )

(4)
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( -ч “ T
unde p  jp, г -  J este cvadriirapulsul electronului, p 4 este impulsul antineutrinului,

s este cvadrivectorul de polarizare iar m 0 este masa de repaus al electronului.
Dacă se aleg ca bispinori de bază bispinorii lui Darvvdn şi sistem ul de coordonate 

se ia în aşa fel ca p 3 să anuleze, componentele cvadrivectorului s sîn t date de [12] :

s i  e a  ă l  b  e i  ~ 3 >
>"oc

У•Ь 2  ̂2 »

S 3 =  f’l  ă l  d  “ е з  ă s >IU,fi1

S4 = —  e = -m„c !
P

(5)

(li param etrii Stokes ai electronului).

Avînd în vedere (1) — (5) ajungem la expresia
8

unde 1  şi coeficienţii

— \M\2 =  I  +  Ai li -f Bi Z* +  C,k l t Z2*,
£

A it Bit См sínt funcţii liniare de Z llt Z l2, Z 13.

(в)

Vom considera două cazuri particulare :
A) în  starea iniţială avem barioni b \  cu spinul neorientat. In  acest caz este 

avantajos de a alege sistemul de coordonate astfel ca să avem p 2 — v2 =  0. în  ex
presia lui I  precum şi în expresiile coeficienţilor se pune Z,,- -- 0.

B) în  starea iniţială avem barioni B t cu spinul orientat. Iu  acest caz se alege
un sistem de coordonate pentru  care e., 0, Z n =  Z V2 — V, Z 13 == 0.

în  continuare vom da expresia coeficienţilor respectiv a lui I în cazul B). Cele 
valabile în cazul A) se obţin făeînd înlocuirile Z 13 =  0, v2 =  0. Avem

I
/-*■ -K l'

/■! -)- Â2ţv, c) —- -)- Z t (h
V

c

А г

a 2

A n

m„o2 [̂ ■2 ( ̂ A3 ~ v3 i’i) — 2/. c3v2) ] ,

т псг [>.2v2 +  2X" v4Z 4

X2(c,  \)  — 7.Л— -\-ZVi Í — }.4e3 +  21." c^., — >‘3v3 "r

VBi  — X4v4 -ţ- (?.3e4 A 2/. <’3v2)  ̂ т  Z 13

B-i =  X4vg -  2X" M i  -  ß4v3) ~  + Z 13

-2/. v2 A  (X3fc’iV3 - -• X4ß3v4) ^

2X" vj +  (2\"e1 -  X4c3v2) -

В a =  A,V. +  (лзез — 2X" ßiv2) • Z 1;i |/.2 +  [P2e1v1 +  (X2 -j- X3 — X4)ß3v3) —
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C u  = m0c* j. 
£ -̂3̂ 3 1̂ ^ 2 ■̂ 13(̂ 4el Vl 73 £3 V3) ]>

C 1 2  = i'V 2 j" 
£ - 2 \"Ce, v) + Z 13( —2X" e3 -- V p i ) ] ,

C13 = т 0с‘ ^  

£ 3ei +  2X" e3v2 4~ -21 з( 7.2£3’b +  ^iei vs)]»

C2i — ^  (2X"v 3  +  2X"Z13), £

C 2 2  = _  »V 2 

£ ( ^ 3  4 " XgVgZjg),

C23 — m0c2 

e (2X" vx +  X2 v2 Z 13),

C , 1  = A3ei 2 X 3̂ V2 4̂̂ 1 'У + Z l 3 { ~^3ei V3 +  4̂ksvi +  2X"v2 —

C 32 = 2X"(e8v I 1  v>1 -  GV3) — V 2 — +  - ^ 1 3  | X4<?3 v2 2 X e1

C 33 = X3 Í 3 +  2X" -  X4 v3
f - 4

-̂2ei vi +  ^ie3va +  ~~~ )

în  care
Xi == 1 + 3 |X 2|, X* =  1  -
x3 == 2 (X '+  |X|*), X4 =  2(X' -  |X|2)-

în  formula (6) param etrul Stokes i 3 ne indică gradul de polarizare longitudinală 
a electronului, iar у Ц т  í 2 gradul polarizării transversale. Param etrii Z2; au sem
nificaţie similară în cazul barionului B 2.

2°. Mai sus am dat expresiile cele mai generale pentru  I, A it Bit Cik pornind de la 
expresia (1). Urmează să stabilim  formule referitoare la polarizarea electronului şi 
a barionului B 2. Utilizînd expresia (6) obţinem :

A i +  C ik Z 2k _
I  +  7  2 i Г

7 n B , +  с ы B !
Z-2i —

I  +  A i  Zi i "

(7)

(8)

Formulele reflectă corelaţia care există între polarizarea electronului şi polarizarea 
barionului B 2. Dacă cunoaştem  polarizarea barionului B 2, atunci pe baza formulei (7) 
putem  calcula param etrii Stokes ai electronului. Dacă se cunoaşte starea de pola
rizare a electronului, atunci pe baza formulei (8) se pot calcula mărimile Zki, care 
caracterizează complet starea de polarizare a barionului B2.

Ca o aplicaţie a formulei (7) să considerăm tranziţiile Ferm i şi Gamow-Teller 
în cazul dezintegrării barionului В г cu spinul orientat. Presupunem  că avem o si
m etrie fa ţă  de operaţia C P  (deci vom pune X" =  0).
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Pentru  tranziţia  Fermi Z l z ~ Z 23 =  1, Zu =  Zu — 0, i  — 1, 2. Param etrii 
Stokes ai electronului se calculează pe baza formulei (7) şi pe baza expresiilor sta
bilite pentru  I, Ait Cih. Avem

Г  a 1 +  X* +  2Xvs -  ^  [(/.‘’ -  l)cos& -  2Ac3 -  2>263v3],

Ai a [2/, +  (1 +  X2) '^ ] ^  +  (л2 — 1 ) ^ 1(

A'z a -°cS(>>2 -  l)v2 
£

A 3 a(X2 — l)cos9- — 2ле3 — 2x2e3v3 — (1 -f X2 +  2лv3) --

unde

cos 9 =  (e, v)

(a este semnul de proporţionalitate).
P en tru  tranziţia  Gamow-Teller Z 13 — 1, Z 23 =  — 1, Z u — Z 2i =  0, i =  1, 2, 

prin urm are

/ '« 2 A2 (1 +  v3) ( l  -  V-  « ,),

A [ *  2X2(1 +  v8) [e3 -  £ ) ,

A âaO,

Л ' й -  2л2 * (1 +  v j e v
e

Intrat în redacţie la 20 noiembrie 1966
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О ЛЕПТОНСКОМ РАСПАДЕ БАРИОНОВ 
( Р е з ю м е )

В работе изучается корреляция, имеющаяся между поляризацией электрона и бариона 
В2. Эти частицы образуются в результате лейтонского распада бариона Bj.

ON T H E  L E PT O N IG  L E S IN T E G R A T IO N  O F T H E  BARY ONS 

(S u m  m a  r  y)

The a u th o r in v estig a te s  th e  co rre la tio n  w hich ex is ts  be tw een  th e  p o lariza tio n  of th e  e lectron  and  
th e  po lariza tion  of th e  b a ry o n  B 2. T hese p a rtic le s  a re  form ed as a  re su lt of th e  lep ton ic  désin tég ra tio n  
of th e  b a ryon  B x.





DAS STUDIUM DES M AGNETISCHEN VERHALTENS 
E IN IG E R  F E R R IT E  AUF GRUND VON SELTEN EN  ER D EN

von

lULIU PO P und  L. JE SZ K E E

Einleitung. In  den letzten Jah ren  wurde eine immer grössere Bedeutung dem 
Studium  der physikalischen Eigenschaften, vor allem der magnetischen Eigenschaf
ten  der Ferrite auf Grund von seltenen Erden, beigemessen. Ausschlaggebend 
dafür war, dass die Synthese dieser interessanten magnetischen Substanzen zuerst 
im Jahre  1952 von F o r e s t i e r  und G u i o t - G u i l l a i u  [1 ,2] gemacht wurde, 
wobei die sogenannten O rthoferrite erhalten wurden. Die zweite Gruppe von Ferri- 
ten  auf Grund von seltenen Erden, Granate genannt, wurden in 1956 von B e r -  
t  a u t  und F o r r a t  [3] synthetisiert.

Die Orthoferrite m it der Formel M20 3 • Fe20 3, wobei M das Ion der seltenen 
Erden darstellt, haben die kristallinische S truk tu r aus der G attung des deformierten 
Perovskites, hingegen vom magnetischen Standpunkte aus weisen sie einen schwa
chen Ferrom agnetism us auf [4, 5, 6]. Die Ferrite aus der G attung der Granate, 
m it der allgemein gültigen Formel 3M20 3 • Fe20 3 haben m it dem Granatm ineral 
eine isomorphe S truk tur m it kubischer Symmetrie.

Die ersten magnetischen Studien der G ranate stam men von R. P a u t h e n e t  
und M itarbeiter [7, 8, 9, 10, 11] ; es gelang ihnen hervorzuheben, dass der grösste 
Teil dieser Ferrite einen K om pensationspunkt auf der Kurve der spontanen Magne
tisierung in Abhängigkeit von der Tem peratur besitzt. Es folgte hierauf eine F lu t 
von Arbeiten, die verschiedenen Autoren angehören und die sich m it dem Studium  
verschiedener physikalischer Eigenschaften ; befassen.

W ir erhielten und studierten 2 Ferritproben aus beiden Kategorien, die aus 
Substanzen von hochgradiger P u ritä t hergestellt wurden.

Herstellung der Proben. Zur H erstellung der Proben wurden Oxyde von spektra
ler P u ritä t verwendet. Vorerst wurden die Oxyde 3 Stunden in einer E tuve bei 
220°C erh itzt um  das absorbierte W asser auszuscheiden und nachher wurden die 
an der Reaktion teilzunehmenden Mengen m it Hilfe* einer analytischen Waage 
(10~4 g) m it der nachfolgenden Gleichung bestim m t: a) 5Fe2Oa -f- 3G d„03 — 
=  2GdjFe Oj2 ; b) Fe20 3 +  V b20 3 =  2Y bF e03.

Die Oxyde wurden durch Mörsern bis zur vollständigen Homogenisierung 
sehr gut vermischt, hernach zwei Tropfen Toluol m it Paraffin als Bindem ittel hin
zugefügt und die so erhaltene Paste wurde unter einem Druck von 2480 kgf/em 2 
zu Pastillen gepresst.

7 — M athem atica-Physica 1/1967
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Diese Pastillen wurden für Gadoliniunigranate 4 Stunden lang einer Tem
peratu r von 1350°C durch Synterisierung der obengenannten Reaktion in solider 
Phase, auf einer Platinunterlage, unterzogen, hingegen war die Tem peratur bei den 
Y tterbium orthoferriten 1250“C. Infolge dieser Reaktion wurde eine homogene kom
pakte keramische Masse, m it einer sehr hohen mechanischen Resistenz erhalten.

Eine Gadoliniumprobe wurde während der Zeit der Synterisierung auf eine 
Pyrrolanunterlage aufgesetzt, wobei eine chemische Reaktion entstand, deren Re
su lta t ein gemischter I 'e rrit aus Gadolinium, Aluminium und Magnesium war.

Messmethode. Die M agnetisierungsintensität und die magnetische Suszepti
b ilitä t wurden m it einer magnetischen Waage m it mechanischer Kom pensation [12], 
die eine .Sensibilität von 10— 7 — 1Ü— s elektromagnetische E inheiten-Suszeptibilität 
bei einer Masse von 10 mg besitzt, gemessen. Die Proben wurden in einem breiten 
Tem peraturintervall stud iert und zwar, beginnend m it der Tem peratur des flüssigen 
Stickstoffes bis zu 1270е К , in einem magnetischen Feld von 1480 Oe im ferromag
netischen Bereich und von 3950 Oe im param agnetischen Bereich. Die Bestimmung 
der In tensitä t des magnetischen P'eldes wurde m it Hilfe eines Gaussmeters Metra 
der 2,5 Klasse vorgenommen.

Ergebnisse und ihre Interpretierung. Im  ferromagnetischem Bereich weist die 
spezifische M agnetisierungsintensität für das Gadoliniumgranat, in Abhängigkeit 
von der Tem peratur ein ununterbrochenes Sinken bis zum K om pensationspunkt

QK— ~f 14 CC auf, wo sie fast ganz 
verschwindet, hernach folgt ein 
Anwachsen m it schwachem Maxi
mum bei ungefähr 150 °C und 
m it dein ferromagnetischen Cu
riepunkt bei 263°CT-2C, wie aus 
Abb. 1 ersichtlich ist.

Für den gemischten Granat 
aus Gadolinium, Aluminium 
und Magnesium weist die spe
zifische Magnetisierung im fer
romagnetischen Bereich eine un
unterbrochene Sättigung, ohne 
K om pensationspunkt, bis zu 
480 °C wo der Curiepunkt ist, 
auf, was aus Abb. 2 hervorgeht, 
in welcher die Abhängigkeit der 
Tem peratur von der Magnetisie- 
rungsintensität veranschaulicht
wird.

Das teilweise Ersetzen der 
magnetismuserzeugenden Ionen 
m it diamagnetischen Ionen des 
Aluminiums und Magnesiums, 
ha t die Ausdehnung des ferro
magnetischen Bereiches m it 160° 
und eine Verstärkung der ferro
magnetischen In terak tionen  zur 
P'olge.
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Im  param agnetischem  Bereich ist die Lage um gekehrt. Das Graiiatgadolinium 
hat eine viel grössere Suszeptibilität als das gemischte Ferrit.

In Abb. 3 ist die Abhängigkeit der Tem peratur von dein Um gekehrten der 
magnetischen Suszeptibilität í /х für beide Gadoliniumferrite gegeben ; Kurve 1 
zeigt die Abhängigkeit des Granatgadolinium s und Kurve 2 die des gemischten 
Granates.

Aus der Abbildung ist feststellbar, dass die Abhängigkeit anfangs hyperbolisch 
verläuft, hingegen bei hohen Tem peraturen eine lineare Form  annim m t.

Die magnetischen Eigenschaften dieser Ferrite  können m it Hilfe des Néel’ 
sehen ferrim agnetischen Modells des molekularen Feldes, m it 3 magnetischen Un
terg ittern  [13] erklärt werden.

Nach diesem Modell sind die G ranatferrite ferrim agnetisch m it 3 U ntergittern  : 
a, d, und c. Das U ntergitter a en thält 4 Fe3+ Ionen in oktaedrischer Stellung 16 a ; 
das U ntergitter d en thä lt 6 Fe3+ Ionen in tetraedrischer Stellung 24 d ; das U nter
g itter c enthält 6 Gd3+ Ionen in dodekaedrischer Stellung 24 c.

Die magnetischen Momente der Eisenionen aus den beiden U ntergittern  haben 
eine antiparallele Orientierung und da ihre Anzahl verschieden ist, ergeben sie eine 
resultierende M agnetisierung die verschieden von Null ist. Das resultierende mag
netische Moment der Eisenionen bestim m t eine antiparallele Orientierung der 
Momente der Gadoliniumionen m it ihm selbst. Bei der Kom pensationstem peratur 
ist die resultierende spontane Mag
netisierung aus den U ntergittern 
der Eisenionen als Grösse gleich 
m it der in dem U ntergitter der Ga
doliniumionen induzierten sponta
nen Magnetisierung, und das E r
gebnis davon ist, dass die Mag
netisierung der Probe gleich null 
ist.

Im  param agnetischen Bereich, 
so wie es aus Abb. 3 hervorgeht, 
folgt die magnetische Suszeptibili
tä t  dem Néel’schen Gesetz :

У V !oi - c

____ . J_____ , __________
ICK SUC IU  iOO Ъ oo  400  ЮС »00 90C ю о с

A b b .  3.

1 =  1  4- -  _  1T ~ a
U / Xo C T 2 — 0 X b

wo X.o< U ö. a und b K onstanten 
sind, die von den Koeffizienten 
des molekularen Feldes abhängen, 
hingegen ist C die Curie’sche Kon
stante.

Es wurde die Abhängigkeit 
der Tem peratur von der spezifi
schen M agnetisierungsintensität des 
Y tterbium orthoferrites sowohl bei 
der Erwärmung, wie auch bei der 
Abkühlung der Probe gemessen. 
Aus Abb. 4 ist feststellbar, dass die 
M agnetisierungsintensität ein Ther-
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mohisteresisphänomen aufweist ; die W erte sind beim Abkülilen grösser, was m it 
anderen experimentellen D aten aus der L iteratu r übereinstimmt.

Es ist merkwürdig, dass auf den Kurven a(T) nur ein einziger Transform ations
punkt 02 erscheint, obzwar den Daten aus der L iteratu r entsprechend die Ortho- 
ferrite zwei magnetische Transform ationspunkte Öj und 02 auf weisen müssten. Das

magnetische Betragen der Y tterbium - 
orthoferrite ist in unserem Falle 
analog dem Betragen der L antan- und 
Praseodiumferrite, die nur einen einzi
gen Transform ationspunkt 02 haben. 
Da wir die S truk tu r nicht studierten, 
können wir nicht bestimmen, ob eine 
bestim m te S truk tu r während der 
Reaktion erzielt wurde, wahrschein
lich aber ist, das die S truk tur, die 
den L antan- und Praseodiumferriten 
entspricht, vorhanden ist.

Im  param agnetisclieu Bereich, 
so wie aus Abb. 5 ersichtlich ist, wo 
die Abhängigkeit der reziproken Su
szeptibilität 1/X von der Tem peratur 

dargestellt ist, istdie Form  der Kurve charakteristisch für einen ferrimagneti- 
schen Stoff, der durch das Néel’sche Gesetz erklärt werden kann, eine T a t
sache die beweist, dass die Reaktion in der soliden Phase s ta ttfand  und dass eir 
Orthoferrit erzielt wurde, der einen einzigen magnetischen Transformationspunkf 
auf weist.

Die In terpretierung der erhaltenen Resultate kann m an im Falle der Ortho- 
ferrite auch m it Hilfe des Néel'schen Modells m it 3 magnetischen U ntergitterr 
machen. Die Verteilung der Eisenionen in den U ntergittern  nähert sich den an ti
ferromagnetischen, die O rthoferrite der seltenen Erden weisen eine vermindert« 
spontane Magnetisierung auf.

Eingegangen am  1. Dezember 1966
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ST U D IU L  C O M PO R TĂ R II M A G N ETIC E A U N O R  F E R IT E  P E  BAZĂ D E  P Ă M ÎN T U R I R A R E

( R e z u m a  t)

S-au s tu d ia t  d in  p u n c t de vedere m agnetic  do u ă  ferite  pe bază  de p ăm în tu ri rare , de p u rita te  
spectra lă , av înd  form ula 3 G d20 3.5 Pe20 3 şi Y b 2O3.F e 0O3. Curbele dependenţei de te m p e ra tu ră  a in te n 
sită ţii  de m agnetizare  specifică au  a ră ta t  în  cazul o rto ferite i de ite rb iu  o com portare  analogă  o rto ferite lo r 
de lau ta u  şi p raseodiu  cu un  singur p u n c t de tran sfo rm are  m agnetică.

C om portarea g ran atu lu i de gadolin iu  este în con co rd an ţă  c a li ta tiv ă  cu da te le  d in  l ite ra tu ră , p re 
zen tá ld  unele d iferen ţe  d in  p u n c t de vedere c a n ti ta tiv  în  dom eniul param agnetic .

In te rp re ta rea  rezu lta te lo r s-a făcu t pe baza m odelului cîm pului m olecular cu  tre i  subreţele  m ag
netice al lui Néel.

ИССЛЕДОВАНИЕ МАГНИТНОГО ПОВЕДЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ФЕРРИТОВ НА ОСНОВЕ
РЕДКИХ ЗЕМЕЛЬ 

( Р е з ю м е )

Изучены с магнитной точки зрения два феррита на основе редких земель спектральной 
чистоты, имеющие формулу 3Gda0 3. 5Fe2 0 3 и Yb20 3. Fe2 0 3. Кривые температурной зависимости 
удельного намагничивания показали в случае ортоферрита иттербия поведение, аналогичное с 
поведением ортоферрнтов лантана и празеодима с одной точкой магнитного превращения.

Поведение граната гадолиния качественно соответствует данным литературы, имея неко
торые различия с количественной точки зрения в парамагнитной области.

Интерпретация результатов произведена на основе модели молекулярного поля Нееля с 
тремя магнитными подрешётками.





MESURE DE QUEEQUES PARAMÈTRES DE FERRITES DU TYPE
a(Fe20 3) +  b(Cr2Oa) +  X^NiO) +  X 3(ZnO) DANS EA BANDE X

par

R. B A K .W , О, B Á U X T FFI, a . BÓDI

I. Introduelion: En utilisant la technique habituelle de mesure des ferrites 
en microondes [1, 2, 3] la constante diélectrique complexe a été mesurée г*, la 
susceptibilité magnétique complexe y'* e t l'effet directionnel.

II. Principe et méthode de mesure. Ea même cavité de résonance parallélé
pipédique excitée dans le mode E E 102 a été utilisée, pour la mesure non seulement 
de s* mais aussi de y*.

Comme la cavité n ’est pas dégénérée, et que, d 'au tre  p a rt le cham p H  de rf 
est linéairem ent polarisé, le seul membre du tenseur de la susceptibilité [2] qui a 
été mesuré est le membre diagonal donné par la relation :

III. Procédé expérimental. Ees épreuves de forme parallélépipédique ont été 
placées dans des maxima du champ électrique E (Eig. 1) pour la mesure de la 
constante diélectrique complexe s* ou dans des maxima du champ magnétique H 
pour la mesure de la susceptibilité magnétique complexe x* (Eig. 2).

E'appareillage standard  de microondes dans la bande X  et la technique 'de me
sure étaient identiques à ceux qui ont été décrits dans l'ouvrage [4].

Eors de la mesure de l'effet directionnel, les épreuves de ferrites avaient la 
forme de plaquettes de dimensions approxim atives 43 X 10 X 2 mm et étaient placées 
dans un guide d ’onde rectangulaire parallèle au côté Ъ du guide d ’onde.

( 1 )

a £ a
F i g .  2.
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A l'aide de l’installation que m ontre la figure 3 a été étudiée l ’absorption de 
l ’énergie de microondes, aussi bien dans le sens direct que dans le sens inverse, par 
la plaquette de ferrite, en fonction du champ magnétique statique de polarisation 
H 0, de la distance de la plaquette de ferrite à la paroi de guide, de l'épaisseur de la

plaquette de même que de la tem pérature 
de syntérisation.

IV. Préparation (les épreuves. Les fer
rites ont été préparées à partir d'oxydes 
Fe20 3, Cr20 3, ZnO de pureté „p .a .“ tandis 
que l’oxyde de Ni a été obtenu par la calci
nation de l’azotate de Ni pur.

Les poudres oxydiques ont été mélan
gées de manière que la proportion molé
culaire soit satisfaite sous la forme :

44Fe20 3 +  5CrgOa +  18NÍO +  33 ZnO (2)

Après l’homogénéisation du mélange les épreuves ont été pressées par m arte
lage sous forme de plaques à une pression d ’environ 800 kgf/cm2.

Les épreuves ainsi obtenues ont été syntérisées à des tem pératures différentes 
comprises entre 1000 °C et 1300 °C, dans une atmosphère gazeuse. Le refroidissement 
des épreuves a été effectué de même dans l’atmosphère gazeuse pendant environ 
12 heures, on a obtenu ainsi un m atériel polycristallin de couleur brun foncé, cassable 
avec des surfaces lisses.

V. Résultats. E n utilisant des épreuves des ferrites de forme parallélépipédique 
et de dimensions 1 X 1,5 X 10,2 mm, la constante diélectrique complexe a été 
mesurée en fonction de la tem pérature de syntérisation.

Les résultats typiques pour les tem pératures 1050 °C, 1100°C, 1150°C, e t 1250°C 
sont rendus dans le tableau 1.

Tableau No. 1

Tem p, de 
syntérisa- 

tio n

Position  1 Position  2 Avec 2 épreuves

s' tg  S s' tg  S s' tg  s

F , 1050° 5,22 0,005 5,62 0,006 5,54 0,004
F, 1100° 4,89 0,014 5,04 0,016 4,91 0,014
F 3 1150° 6,92 0,017 6,63 0,016 6,65 0,014
F t 1250° 6,35 0,011

Il résulte des données ci-dessus que s* aussi bien que les tg  S varient peu avec 
la tem pérature de syntérisation.

Pour ce qui est de la mesure de la portion réelle e t de la portion im aginaire de 
la susceptibilité magnétique complexe, elles ont été représentés, en fonction du 
champ m agnétique de polarisation, par les résultats obtenus pour les épreuves 
traitées aux tem pératures mentionnées plus liant (Fig. 4 — Fig. 7).
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F i g .  7.
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De ces représentations il résulte que le phénomène de dispersion et d ’absorption 
des ondes électromagnétiques présenté par les ferrites en microondes dépend essen
tiellement de la tem pérature de syntérisation.

Concernant l ’effet directionnel présenté par ces ferrites en fonction de la 
tem pérature de syntérisation (Fig. 8 — Fig. 11), à la suite de mesures il a été

trouvé que la ferrite syntérisée à la tem pérature de 1150°C et d ’épaisseur 1,5 
mm, placée à la distance de 2,5 mm de la paroi du guide, présente le plus grand 
affaiblissement de l’onde inverse et la plus réduite atténuation de l’onde directe
(Fig. 10).

D’absorption apparue pour un champ de polarisation nul est d ’approxim ati- 
vement 0,5 dB.

Aucune modification notable des résultats obtenus n ’a été observée pour un 
type de ferrite en fonction de son épaisseur.

Da distorsion du mode de propagation a été faible.

VI. Conclusions. 1. Des résultats obtenus pour la tg  S il s’ensuit que ces 
ferrites ont de faibles pertes diélectriques en microondes (tgS =  0,005 — 0,02) et 
représentent un effet prononcé d ’absorption pour un champ de polarisation (B0 =  
=  2700 Gs) satisfaisant à la condition de résonance ferromagnétique.
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2. Le fait est à soluigner que l’effet optimum d ’isolation n ’a pas été obtenu 
à l ’épreuve avec un maximum  (ferrite T — 1 250° C) mais à l ’épreuve (la ferrite 
T — 1 150 °C) qui possède une absorption au moins 4 fois plus faible.

ti

3. Les ferrites du type m entionné peuvent être utilisées pour confectionner 
l ’isolateur directionnel, la plus conforme à ce but é tan t l ’épreuve syntérisée à 
la tem pérature de 1150°C et polarisée avec un champ d ’approxim ativem ent 
2700 Gs. Le rétrécissement du champ de polarisation ne peut être obtenu que 
par la modification de la composition de la ferrite.

M anuscrit reçu le 18 août 1966
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M Ă SU R A R EA  U N O R  PA R A M E T R I U E F E R IT E  D E T IP U L  
я(Г е20») -и b(Cr20 8) +  A \(N iO ) +  A'2(ZnO) ÎN  BANDA Y  

(R  e z u  m  a t)

L ucrarea  cuprinde m ăsurarea  co n stan te i d ieleetrice com plexe, a suscep tib ilită ţii m agnetice com 
plexe a efectului d irecţional şi stu d iu l acestor m ărim i în  funcţie  de tem p e ra tu ra  de sin terizare a unor 
ferite, cu aplicaţii posibile în teh n ica  m icroundelor.

S-a a juns la concluzia că feritele sin terizate  la tem p e ra tu ra  le 115(i°C p o t fi u tiliza te  la confec
ţio n area  izolatoarelor d irecţionale în m icrounde.

ИЗМЕРЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ПАРАМЕТРОВ ФЕРРИТОВ ТИПА a(Fe20 3) +  b (C r20 3) +
X t(NiO) +  X,(ZnO) В ПОЛОСЕ X 

( Р е з ю м е )

Работа заключает в себе измерение комплексной диэлектрической постоянной, комплексной 
магнитной восприимчивости направляющего эффекта, а также изучение этих величин в 
зависимости от температуры спекания некоторых ферритов, с возможными применениями в технике 
микроволн.

Авторы пришли к выводу, что ферриты, спеченные при температуре 1150°С можно исполь
зовать для изготовления резонансных вентилов в микроволнах.





VARIAŢIA PERM ITIVITÂŢI1 D IELECTR IC S A ALCOOLULUI n-PRO PILIC
ÎN CÎMPUL ULTRASONIC

de
К. KONSTANTIA. Л. СП ГК. 1». VI S I .W O K K

Lucrarea de faţă, eoutiiiuînd seria cercetărilor efectuate asupra comportării 
privind constanta dielectrică a unor lichide supuse acţiunii ultrasunetelor (1, 2, 
3, 4), urmăreşte studiul modificărilor de perm itivitate în cazul alcoolului n-propilic 
supus acţiunii cîmpului ultrasonic.

Il ódul de lucru. Fascicolul de ultrasunete s-a obţinut cu ajutorul unui gene
rator tip  „Tesla” avînd frecvenţa de 1 MHz. Măsurarea perm itivităţii s-a realizat 
cu un DK-metru tip  „Oehm e” de frecvenţă de 7 MHz. în  celula de lucru termos- 
ta ta tă , fascicolul ultrasonic a fost d irijat paralel cu plăcile condensatorului. Timpul 
de ultrasonare a fost de 10 minute, iar intervalul de tem peratură explorat, a fost 
cuprins între 10°C şi 50°C.

Hezullate experimentale. Măsu
rările efectuate pun în evidenţă vari
aţia perm itivităţii alcoolului n-propi- 
lic, efectul fiind în funcţie de : a) tim 
pul de ultrasonare, b) tem peratura de 
lucru.

Astfel, eonsiderînd funcţia As -- f 
(timp), notînd : As — г, — г.,, unde г, 
reprezintă valoarea iniţială şi z, va
loarea în cîmp a perm itivităţii, se 
constată că As după o creştere bruscă 
în primele secunde, tinde spre o va
loare maximă ce rămîne constantă 
(Asmax) cu prelungirea duratei de ac
ţiune a ultrasunetelor, după cum re
zultă din fig. 1.

Valorile lui Ae cuprinse în tab. 1 
sínt date la diferite momente ale ul- 
trasonării, eonsiderînd originea tim 
pului, la apariţia cîmpului.

După cum se observă, creşterea 
temperaturii duce la micşorarea pan

!• i u  1. V aria ţia  lui As îu funcţie  de tim pul de 
u ltrasonare  p en tru  d iferite  tem p era tu ri.

M ut h (mu a t K’ci-Ph V s ic a  1 19Ö7
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tei din partea lineară a efectului, aspectul general al curbelor rămîne însă 
neschimbat.

La deconectarea generatorului, Де tinde spre zero, printr-uu salt brusc în pri
mele fracţiuni de secunde, urm at apoi de o variaţie mai lentă în acelaş sens, care 
durează 3 minute.

Tabel 1 Tabel 2

V ariaţia Iul A s  in funcţie de tim pul de u itrasonare ,
pen tru  diferite  tem p era tu ri. Variatia lui Ь  ^ n c ţ ie

de tem p era tu ră

1 im pui di- u itrasonare
Tem p.

°C
— — — — Tem.

°c ^ Emax Aej A e'/A e,
(°n)

3 0 " Г Г 30" 2' 3' 4' 5'
— ........- — —

13 0,12 0,11 8
13 0,11 0,11 0,12 0,12 0.12 0,12 0,12 20 0,10 0,09 h
20 0,08 0,09 0,10 0,10 0 10 0,10 0,10 30 0,08 0,07 11
30 0,07 0,07 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 40 0,07 0,06 7
40 0,05 0,07 0,07 0,07 0 07 0,07 0,07

Valorile lui Azmai la diferite tem peraturi cuprinse în tabelul 2, pun în evidenţa 
micşorarea efectului maxim cu creşterea tem peraturii lichidului.

Deşi lichidul a fost term ostata t, to tuşi a fost necesară efectuarea corecţiilor 
pentru eliminarea efectului termic al ultrasunetelor (As'), astfel incit efectul propriu- 
/.is este da t de Asx =  Asmax — As'. Se mai poate constata de asemenea din fig. 2 ca
racterul nelinear al dependenţei dintre efectul maxim şi tem peratura lichidului.

î l  îS  X  30 40 Tjmperaturti (4c)

F i g .  2. V ariaţia  lui A smav în funcţii* de tem p era tu ră .

Interpretarea rezultatelor experimentale. în  explicarea rezultatelor obţinute 
admitem, ca ipoteză, că efectul ultrasunetelor se m anifectă asupra legăturilor inter- 
moleculare. Considerînd expresia energiei de interacţiune a moleculelor (5)

Uи ir. J f l  -p 1  Jşy i  +  2au2
3 K T  4 ^



VARIAŢIA PERMITIVITAŢII DIELECTR1CE IN ClMPUL ULTRASONIC 115

acţiunea ultrasunetelor se reflectă prin modificarea termenului care depinde 
de num ărul de molecule ce interacţionează la un moment dat eu molecula conside
rata. Aceste modificări se reflectă de asemenea şi în variaţia lucrului mecanic de 
evaporare L. din expresia :

UM -  /. RT

Variaţia efectului cu tem peratura, permite interpretarea acţiunii ultrasune
telor cu ajutorul teoriei structurii cvasicristaliue a fazei lichide (6), prin schimbarea 
num ărului golurilor ; astfel prin ultrasnnarea lichidelor, se vor modifica valorile 
lui şi АГ din relaţia :

1 ЛС - fiAV1 ----- j7f—
n a ■ e ■ N ■ e

Concluzii. 1. Cîinpul ultrasonic de frecvenţa 1 MHz modifică perm itivitatea 
alcoolului n-propilic. 2. Efectul depinde de tim pul de ultrasonare şi de tem pera
tura alcoolului. 3. Fenomenul se explică prin variaţia numărului de goluri în struc
tura lichidului.

Intrat în redacţie la 10 decembrie 1966
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И ЗМ Е Н Е Н И Е  Д И Э Л Е К Т Р И Ч Е С К О Й  П РО Н И Ц А ЕМ О С ТИ  нД1РОПИ,НОВОГО СПИРТА
В УЛЬТРАЗВУКОВОМ ПОЛЕ

( Ре з юме )

Д и электрическая проницаемость н-ироиилового спирта изменяется в ультразвуковом  поле с 
частотой 1 М гц в зависимости от времени обработки ультразвукам и и от температуры. Явление п р и н т  
сано действию ультразвукового поля на уровне меж м олекулярны х связей.

V A R IA TIO N  DE LA P E R M IT T IV IT É  D IÉ L E C T R IQ U E  D E  L'ALCOOL n PR O PY LIQ U K  
DANS L E  CHAM P D E S U LTR A -SO N S

ÍR é s u m e|

L a p e rm ittiv ité  d iélectrique de l'alcool n-propylique varie élans le cham p des u ltra-sons à íré 
q acnee de 1 M Hz en iouclion  du  tem ps e t de la tem p éra tu re . Ce phénom ène est a ttr ib u é  à l 'ac tio n  du 
champ, des u ltra-sons su r les liaisons in term oléculaires.





ANALIZA CIRCUITULUI DK KORMARK A IMPULSURILOR DE DURATA
SCURTĂ, CU GRUP RC  ÎN EMITERUL TRANZISTORULUI

iip
K \t ll. t At a k l

Circuitele de formare a impulsurilor de durată scurtă ocupă un loc impor
tan t în tehnica impulsurilor, motiv pentru care analiza lor m erită o atenţie deo
sebită. în  articolul de faţă se prezintă analiza circuitului de formare a impulsu
rilor de durată  scurtă cu grup RC în circuitul de emiter, lucru care nu a fost 
făcut piuă în prezent. Acest circuit a cărui schemă este a ră ta tă  în fig. 1 a fost 
dat în [1], fiind folosit la realizarea circuitelor de num ărare pentru investigarea 
spaţiului cosmic.

în  analiza de faţă  se utilizează schema echivalentă a tranzistorului da tă  în 
:2], După cum a fost a ră ta t în [3], în cazul tranzistoarelor cu cîrnp intern, o in
fluenţă mare asupra proceselor de com utare a exercită capacitatea de sarcină a 
joncţiunii em iter—bază, motiv pentru  care ea este a taşa tă  schemei echivalente 
din [2 ] .şi anume în paralel cu capacitatea de difuzie o joncţiunii em iter—bază. 
De asemenea se va ţine seama de factorul m ce caracterizează defazajul coefi
cientului de amplificare al tranzistorului în co
nexiunea cu baza la masă [4]. Se folosesc urm ă
toarele notaţii: a 0, ß0 — coeficienţii de amplifi
care în curent la frecvenţe joase în conexiunile cu 
baza respectiv emiterul la masă ; re — rezistenţa 
diferenţială a joncţiunii emiter —bază : — re
zistenţa proprie a bazei ; Cd — capacitatea de di
fuzie a joncţiunii emiter —bază ; C, respectiv C, -  
capacităţile de sarcină a joncţiunilor colector bază 
respectiv em iter—bază ; iar

Rb = Гьь'

Г, C,
4- R C Cd : 

R, C,

-„(1 A «0«)

C  R„

RJ-'E

Л %  +  п,
F i g .  1. Schem a circu itu lu i de for
m are a im pulsurilor de d u ra tă  scur
tă  cu  grup  RC  în  em iterul t r a n 

z istorulu i
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În truc ît se lucrează la valori relativ ridicate ale semnalelor, în calcule se u tili
zează valorile medii ale param etrilor.

Fiind îndeplinte condiţiile :

Rf: > Rb > rs \ 

Â\  «  4Аг ;

(1) ßo ^ 1 (2)

(3)
\ / ^ ê (4)

şi efectuînd calculele conform schemei echivalente, se găseşte [5] :

leW V' ' V  T
sin

V/tt
(Si

Ç . - - a r c t g j ^ Y ^ - )

r- E..„ 1 ” “ i v = ) (fi!

4 ® =  1
j I

v ^ - Ш T  ‘ o s l - ------T i  (7)
' \~~h '

T  -  ai , 1 
g lß ; \ A . r  », V ă

(Ega fiind saltul de tensiune aplicat de sursa eg(t)).
Pentru a obţine un raport între am plitudinea impulsului şi componenta continuă
precum şi o term ostabilitate foarte bună este necesar ca

R,: » Rb
în  acest caz din relaţia (5) se deduce

iar din relaţia (7), dacă este îndeplinită condiţia 

rezulta-:

(8)

(9)

hiß) (10)

Pe baza relaţiei (9) se găseşte că durata t; şi am plitudinea l CM ale impulsului dc 
colector au expresiile :

/,- =  tc}J-r-p, I  C M V T (HJ
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Pentru a aprecia performanţele circuitelor de formare ale impulsurilor de 
durată scurtă este po triv it a introduce factorul К , analog produsului amplificare- 
bandă, definit prin relaţia :

unde a reprezintă raportu l dintre valorile maxime ale curentului de colector şi 
bază [51. Ţinînd seama de relaţiile (10), (11) şi (12) se găseşte

în  cazul valorilor mari ale capacităţii CE, cînd condiţia (3) nu mai este 
îndeplinită iar componentele reactive ale tranzistorului pot fi neglijate, dacă nu 
se ţine seama de componentele continue ale semnalelor, se poate scrie ;

Din rezultatele obţinute mai sus se poate conchiie că, dacă sînt îndeplinite 
condiţiile (1) —(4), atunci curentul de colector respectiv bază au o variaţie sinu
soidală respectiv cosinusoiclală în timp. Amplitudinea impulsului de colector 
este cu a tît mai mare cu cît raportul (р,/т) este mai mare. adică cu cît CE este 
mai mare şi Rb, Rc mai mici, iar durata  sa t. este cu a tît mai mică cu cît t . 
Rb, CE sínt mai mici. .Se poate observa că impulsul de colector are formă sime
trică iar am plitudinea şi durata  lui nu depind de coeficientul de amplificare S0. 
în ceea ce priveşte variaţia în tim p a tensiunii //,,(/) la bornele capacităţii CE, 
din relaţia (6) rezultă că la t •■- I , n, _ - Eg, iar la / --- !.. nK — 2Eg„, ceea ce se
explică prin faptul că ih (i, ■■ j - 0, /.(/.) ----- — E, . ' Rh şi deci căderea de tensiune 
pe rezistenţa Rh este nulă pentru / /. şi ( ..E pentru / tt.

Pentru a obţine numai semnalul corespunzător primei semiperioade iar celelalte 
să fie tăiate , punctul de funcţionare se alege în cotul caracteristicii statice a 
joncţiunii cmiter -b ază , astfel îneît la /> / ,  condiţia (3) să nu mai fie îndeplin ită; 
în consecinţă procesele tranzitorii vor fi descrise de funcţii exponenţiale iar am pli
tudinea impulsului negativ de colector va fi m ult mai mică dccît a celui pozitiv 
dat de relaţia (11) Г5). I/.i si'îrşitul proceselor tranzitorii tensiunea uK este egală 
cu E..u. După ce practic procesul tranzitoriu  s-a term inat, dacă {tensiunea c;(l) 
revine prin salt la valoarea zero, descărcarea capacităţii CF este descrisă de funcţii 
exponenţiale. În truc ît rezistenţa echivalentă re are o valoare considerabil mai mare 
în cazul descărcării decît în cazul încărcării capacităţii CE, se poate afirma că

( 12)
h

К  =
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durata proceselor de descărcare este niai mare decit durata a impulsului de co
lector.

Rezultatele obţinute1 niai sus au fost confirmaie experimental cu rezerva 
urm ătoarelor observaţii :

-- tensiunile uE(t,:/2) şi uE{tt) sínt mai mici decit Eg„ respectiv 2£..„ datorită  
căderii de tensiune pe joncţiunea emiter-bază ;

cu creşterea am plitudinii impulsurilor de semnal are loc o creştere neli
neară a am plitudinii impulsului de colector, ceea ce se explică prin nelinearitatea 
caracteristicii statice a joncţiunii em ite r..bază;

— am plitudinea ICM a impulsului de colector creşte mai repede iar durata 
lui ti mai încet decit C1/ 2, aceasta fiind o consecinţă a micşorării constantei de tim p 
-г la creşterea lui I CM (situaţia este similară în cazul dependenţei lui ICm şi t, în 
raport cu rezistenţa Rb) ;

■— am plitudinea ICM creşte iar durata  /, scade la creşterea tensiunii de ali
m entare F\ a circuitului de colector, ceea ce se explică prin micşorarea constan
tei de tim p p şi dependenţa caracteristicii statice a joncţiunii emiter - bază în 
raport cu Ec ;

— descărcarea capacităţii CK este cu a tît mai rapidă cu cit sínt mai mici mărimi
le Rb, RK, Ce iar curentul de emiter în regim static  este mai mare.

în  com paraţie cu circuitul de formare a impulsurilor de durată  scurtă cu 
grup RC de derivare în baza tranzistorului [6], la consum de putere egal şi la 
aceeaşi am plitudine a impulsului de colector, în cazul circuitului de formare cu 
grup RC în em iterul tranzistorului, se obţine o durată  a impulsului de circa tren 
ori mai mică şi o frecvenţă maximă de lucru de aproxim ativ două ori mai 
mare.

Prin urmare, se poate conchide că circuitul de formare a im pulsurilor de 
durată  scurtă cu grup RC în circuitul de emiter al tranzistorului are urm ătoarele 
calităţi : realizează impulsuri simetrice a căror am plitudine şi durată nu depind de 
factorul de amplificare ß0 (dacă sínt îndeplinite condiţiile (1) —(4)), prezintă o 
term ostabilitate  foarte bună, consum de putere redus si viteză de com utare rid i
cată .
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АНАЛИЗ ЦЕПИ ОБРАЗОВАНИЯ КРАТКОВРЕМЕННЫХ ИМПУЛЬСОВ С НС ГРУППОЙ
В ЭМИТТЕРЕ ТРАНЗИСТОРА

( Р е з ю м е )

В статье анализируется переходный режим в случае цени формирования кратковременных 
импульсов с R C  группой в эмиттере транзистора. Показывается, что, если условия (1) -- (4) 
выполнены, и рабочая точка целесообразно выбрана в изгибе статической характеристики кон 
такта эмиттер-база, то коллекторный импульс имеет форму одной половины синусоиды. Изло 
жены также и замечания, касающиеся экспериментирования схемы и проверки полученных 
теоретических результатов.

AN ALYSE И Г C IR C U IT  DE FORMATION' OKS IM P U L SIO N S DE CO U R TE DU RÍiK , AVEC LE 
О К О Г Р К  RC  DANS L 'ÉM ETTTÎUR DU T R A N S IST O R  

R t  s u m é)

L 'artic le  co n tie n t l'an a ly se  du  répiuie tran s ito ire  dans le cas du c ircu it ci-dessus. L a u te u t mou- 
tre  que, si les con d itio n s (1) (41 so n t rem plies e t que 1e point, de fo n c tio n n em en t est jud ic ieusem en t
choisi au coude de la  ca rac té ris tiq u e  s ta tis t iq u e  de la  jo n c tio n  ém etteu r-b ase , l ’im pulsion  de collecteur 
a la  form e d ’une m oitié  de sinusoïde. De m êm e l 'a u te u r  p ré sen te  les o b se rv a tio n s re la tiv es à l'expé  
rim e n ta tio n  du schém a e t à la v é rifica tion  des ré su lta ts  théoriques ob tenus.





OBŢINEREA MONOCRISTALELOR DE RUTIL (TiO,) ALIAT CU NIOBIU
PE O INSTALAŢIE VERNEUIL

(le
VALEU CRISTEA

Deşi cunoscută de mult, metoda de creştere a monocristalelor elaborată de 
către V e r n e u i l  [11, era folosită pînă nu dem ult exclusiv pentru  obţinerea pe 
cale artificială a cristalelor de corindon cerute în industria ceasornicelor. în  ulti
mii ani însă, metoda a început să fie folosită şi pentru creşterea cristalelor unor 
oxizi semiconductor! ca şi pentru obţinerea cristalelor de ferite [2,3]. în  cazul 
rutilului (TiOjj) metoda Verneuil este singura care a permis pînă în prezent obţi
nerea unor monocristale avînd dimensiuni suficient de m ari pentru  a se putea con
fecţiona din ele probele necesare întreprinderii unui studiu mai detaliat al pro
prietăţilo r fizice ale acestui m aterial [4].

Scopul propus de noi era de a obţine monocristale de ru til im purificat cu 
niobiu în proporţie de 0,005 — 1,00% Nb şi de a elabora un regim al tra tam en tu 
lui term ic care să le confere o mare stab ilita te  a proprietăţilor lor electrice în 
raport cu mediul oxidant exterior.

Descrierea instalaţiei. Insta la ţia  Verneuil folosită, şi a cărei secţiune este repre
zentată schematic în fig. 1, este o instalaţie model P o p o v  [5] care a fost per
fecţionată. Părţile ei principale sínt capul instalaţiei (1) cu rezervorul de pulbere 
(4) şi sistemul de presărare (nereprezeutat), arzătorul cu flacără oxihidrică (8), cup
torul de cristalizare (13) şi suportul îm preună cu sistemul care-1 pune în mişcare 
(15). Pulberea de T i0 2 se găseşte în camera de vibraţie (4) care se fixează în 
capul instalaţiei prin interm ediul unei membrane (2). D atorită loviturilor ritmice 
ale unui ciocănel (nereprezentat) în capacul camerei (3), pulberea este presărată 
prin sita  (6) în tubul interior al arzătorului (7), unde pătrunde îm preună cu oxigenul. 
Debitul pulberii se reglează în două m oduri : prin variaţia  intervalului bătăilor şi 
prin variaţia  in tensităţii lor. Mişcarea ritm ică a ciocănelului se asigură cu ajutorul 
unui mic m otor electric alim entat de la un variac. De la axul m otorului mişcarea 
de rotaţie este transm isă unei roţi cu patru  palete, care acţionează o pîrghie (braţul 
ciocănelului) întinsă de un sistem de două resorturi.

Alimentarea uniformă a arzătorului cu gaze este asigurată de la balonul cu 
hidrogen (respectiv oxigen), din care gazul este trim is într-un balon tam pon la o 
presiune de 4 —5 atmosfere. De aici gazul se trim ite la reductoarele fixate pe 
instalaţie, apoi sub o presiune de 2 atm . spre robinetele micrometrice. După aceea 
gazul trece prin ro tam etru  şi in tră  în arzător. înain te  de a ajunge în camera de
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combustiime (11), el este trecut printr-o 
sită (9) m enită să uniformizeze presiunea 
îti toată  secţiunea. Camera de combusti- 
une în aceste experienţe este de 8 mm. 
Cuptorul este construit din cărămizi de 
şamotă prin care s-au sfredelit 8 găuri 
paralele cu tubul central (camera de cr
istalizare) şi în care au fost fixate bare 
de silită (12), menite să reducă gradi- 
entul radial de tem peratură în camera 
de cristalizare. Barele conectate alter
nativ formează două circuite electrice, 
alim entate în mod independent de la 
un autotransform ator de tip  PHO. T u
bul central la cuptorului (14) din cera
mică refractară şi care constituie camera 
de cristalizare, este deschis în partea de 
jos, pe unde pătrunde suportul cristalu
lui (o bară de silită) (16) iar lateral este 
prevăzut cu o fereastră îngustă (18) pen
tru  observarea directă a procesului. în 
partea anterioară a cuptorului este fixat 
un ecran de radiaţie (19) şi vizorul (17) 
prevăzut cu filtru optic.

Suportul cristalului (15) constituie 
un sistem complex perm iţînd mişcarea 
de rotaţie cu viteză variabilă a suportu
lui (16), cit şi coborîrea lui autom ată cu 
viteza dorită, în funcţie de viteza de 
creştere a cristalului (20).

Prepararea pulberii. Pentru funcţi
onarea instalaţiei Verneuil este necesară 
pulbere cu o granulaţie determ inată 
(0,1 —lp.) cu o pulverulenţă bună şi cu 
un conţinut minim de im purităţi. Pulbe
rea de bioxid de titan  avînd aceste pro
prietăţi a fost ob ţinută prin descompu
nerea term ică a complexului : dublu sul
fat de am oniu-titan, conform reacţiei :

4NH4Ti(SO,)2 +  O* =
4NHg +  8 S 0 3 J- 4T i02 +  2H sO

Pentru obţinerea pudrei de bioxid 
de titan  cu conţinutul dorit de peutoxid 
de niobiu s-au folosit două căi : copre- 
cipitarea compuşilor de titan  şi niobiu 
din soluţie sau amestecarea mecanică a 
T i0 2 şi N b20 5. în  ambele cazuri s-a ob
ţinu t o bună omogenizare a amestecului,
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verificată priu analiza spectrală a unor probe de pulbere. Pulberea obţinută, pen
tru  a fi ferită de umezeală, a fost păstra tă  în borcane de sticlă închise ermetic, 
iar înaintea întrebuinţării a fost calcinată prin încălzire pe un reşou electric.

Viteza de creştere a inouoeristalelor a fost de 5 -8 m m /h obţinîndu-se mono- 
eristale tronconice, avînd o înălţime pînă la 60 mm şi un diam etru la bază, de 
10—15 mm. Monocristalele creşteau regulat de obicei atunci cînd se reuşea să se 
menţină to t tim pul forma convexă a suprafeţei de creştere.

Pentru  a evita apariţia fisurilor la monocristale după oprirea creşterii, acestea 
erau răcite cu grijă îm preună cu cuptorul. După răcire se supuneau unui regim de 
recoacere în aer la 8 0 0 ’C tim p de 3 ore, care avea dubla menire : de a diminua 
tensiunile mecanice din cristal şi de a reduce la minimum num ărul vacanţelor 
anionice formate în procesul creşterii în atmosfera reducătoare de hidrogen. E fi
cacitatea regimului de recoacere ales a fost verificată prin aceea că o probă de 
rutil pur care în prealabil fusese supus unei reduceri parţiale de natu ră  să-l opaci
zeze, acum după ce a suferit regimul de recoacere dat, s-a deschis, la culoare 
devenind transparentă. Monocristalele de ru til a lia t cu niobiu, prin acest tra 
tam ent nu îşi modifică culoarea, ele răinînînd de culoarea gri închis ca şi mai 
înainte.

Monocristalele obţinute au fost orietate la röntgengoniometru, şi din ele, cu 
ajutorul unui disc de diam ant, s-au tă ia t probele de formă paralelipipedică, avînd 
lungimea paralelă cu uua din axele cristalografice a sau c.

Analiza rcintgeno-structurală a a ră ta t că în pulberea în trebu in ţată  m odificaţia 
cristalină a bioxidului de titan  este anatazul, în tim p ce monocristalele obţinute 
au structura tetragonală caracteristică rutilului. Nici o altă  fază înafara acesteia 
nu a p u tu t fi pusă în evidenţă în lim ita concentraţiilor de niobiu folosite, ceea ce 
permite să presupunem că în to t domeniul de concentraţii rutilul şi pentoxidul 
de niobiu au form at soluţie solidă.

Studiul proprietăţilor electrice ale probelor tăia te  din aceste monocristale a 
scos în evidenţă dependenţa acestora de concentraţia atom ilor de Nb din solu
ţie 16 j.

în  concluzie, se remarcă faptul că prin m etodica a ră ta tă  s-au obţinut mono
cristale de bună calitate de ru til a lia t cu niobiu. Metodica este însă dificilă, 
deoarece cristalizarea în condiţiile flăcării oxihidrice deschise este însoţită de pro
cese fizico-ehimiee complicate, a căror cinetică practic nu poate fi urm ărită.

Intrai in redacţie la 1 iulie 196/i
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П О Л У Ч Е Н И Е  М О Н О К Р И С Т А Л Л О В  Р У Т И Л А  (TiO s), Л Е Г И Р О В А Н Н О Г О  С Н И О Б И Е М
НА У С Т А Н О В К Е  Т И П А  ВЕРНЕ1"!

( Р е з ю м е )

В усовершенствованной установке типа Верней получаются монокристаллы рутила (TiOt), 
легированного с ниобием в пропорции 0,005— 1,00 % N b ,

T H E  O B T A IN IN G  OF T H E  R U T IL E  M O NOCRY STALS (ХЮ2) A L L O Y E L  W IT H  N IO B rU M  IN
A V E R N E U IL  IN ST A L L A T IO N

( Summa r y)

In  a  p e rfec tin g  V erneu il in s ta lla tio n  were o b ta in ed  ru tile  m onocrvsta ls ГГЮ2) a lloyed w ith  nio 
bium  in p ro p o rtio n  of 0.005 -  1.00%  Nb.
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MĂSURAREA REZISTIVITĂŢII ELECTRICE EA PLĂCUŢE SUBŢIRI DE
MATERIAL PRIN METODA SONDELOR

în  acest articol este redat modul de determ inare a rezistiv ităţii electrice la
plăcuţe subţiri cu m etoda celor pa tru  sonde. S-a dedus o formula simplă de cal-

wculare a rezistivităţii electrice p — xz0y c a re  este verificată experim ental, rezul

ta tu l fiind în concordanţă bună cu cele din literatură.
Bazat pe aceasta m etodă s-a determ inat variaţia  rezistivităţii electrice la alia

jele de Ni —Sn în funcţie de tem peratură.

Introducere. Metoda celor 4 sonde constă în a injecta un curent într-o substan
ţă  conductoare sau îu tr-un semiconductor şi în a m ăsura tensiunea dintre sondele 
din mijloc (vezi fig. 1).

Această m etodă diferă de metodele clasice prin aceea că repartizarea liniilor 
de curent nu este uniformă.

R epartiţia liniilor de curent este în funcţie de dispunerea sondelor şi de for
ma probei.

Calcularea lui p s-a făcut cu urm ătoarele ipoteze: 1. Contactul d intre sonde 
şi conductor este considerat punctual. 2. Conductorul este presupus omogen în 
în toa tă  regiunea din vecinătatea sondelor.

Este cunoscut fap tu l că repartizarea cîm pului electric şi a vectorului curent 
în interiorul unui conductor omogen se supun legii lui Ohm şi Laplace. Determ i
narea repartiţiei liniilor de curent se reduce 
aici la d istribuţia cîmpului electrostatic creat 
prin două puncte-sursă (locul sondelor de in
jectare).

Potenţialul electrostatic creat printr-un 
punet-sursă este de forma :

unde r este d istan ţa în raport cu punctul- 
sursă, Q este o constantă dată  de in tensitatea
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curentului in jectat sau recules. în  vecinătatea unui punct potenţialul creat tie 
restul punctelor este neglijat.

Cîmpul electric este radial şi in tensitatea

E -~ ‘!1 2-
дг гг (2 )

Daca p este rezistivitatea mijlocie, vectorul curent ia valoarea

d V 

dl
dV_
dl

E \ у
c №

Curentul to ta l I injectat prin punctul sursă va fi :

/ - - ' î |  > 'Itlt'1 - •Ir.O (41

0

Din (1) si (5) a v e m :

(«)

(laicului rezis tivi lăţii electrice. Pentru a calcula diferenţa de potenţial între (' 
şi / > (fig. 1) aplicăm metoda imaginilor [1 ], [2 ].

Punctele eoliuiare A BCD sínt situate în planul de simetrie al probei v ---- 0 
Cula ntul se injectează prin .1 şi se reprimeşte prin B de coordonate . 1 ( 1. 0. 0) şi
R ( • 1, 0, 0). Coordonatele imaginilor A şi В în raport cu planele lim ită c 0 
; г„, e - r„. i' v„, sínt date de formulele generali'

л ; v 2 m y „  ; : • 2 n z 0

unde in şi и iau valori de la -oc la foc, valoarea zero corespuuzînd puncteloi 
superficiale. Expresia potenţialului intr-un punct din interiorul probei este :

Щх, z.y)
- X

V
IH - X Y'2

1
, r ! 2  - j-  (2>nv0 v ) 2 • !'bn„

I

~~{-li Ü  :  d*

(7
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Tensiunea m ăsurată între C şi I) se scrie :

w .= !'(«, 0, 0) F( — a, 0, 0) 2 F («, 0, 0)

ь/ E V (/ -  a)* 4- (2»vl* + (2«.?0)2

(8 )

(9)

V(2 я!2 - (2«n-„)2 + (2яг,)*.
Descompunînd (9) în doi termeni condiţia ca sondele să fie echidistante 

ibtinem :

?! E ,V(2я)2  ̂ (2 ic:„)“ V(4rt)2 -f (2мг„р

( 10)

-2 E \ / (2я)а +  (2my0)2 4- (2»г0)2 \/(4л)24- ( 2 m y ( 2 « * 0)2

Primul termen din (10) se mai poate scrie :

ri- 0
У V(2«)2 4- (2иг„)2 \ / { 4 а ) г  4- (2»;„)* ] 4«

ill)

E 4 îî

E  V e E
unde p =  a /20

Al doilea term en din (10) se poate scrie sub forma :

ţ T ce + X I 1 1
2г„Е. E К /(2я)2 + (2«îy0)2 „ -4 /- '  —  IV—yy— V

unde

E )

(4 o)2 +  (2 m y 0)’
(2г0)2

1 » V2
у  E  Lo-u ‘-W! (И

__ |2g)2 -ţ- (2m y 0)2  ̂ j . j y a f2 «»' - . j
(24.)* ^  ’ 1 ..  (24.)*

însum area din (12) se face trecîndu-se la integrală de form a:
X

 ̂ Z(n)dn i.

9 — M athem atica-Physica 1У1967
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Se demonstrează că :

00

Em = l
Log í 1 ч- t*

УП*
Log shizt

7Г/
(13) О ■!])

înlocuind in (12) obţinem ;

2r E  ^От—I
(4«)1
I2a)0

{2туо1г 
(2 m y0)2

1 + 4a

2 m y 0
Log

4:ia. к а  ка-
sh —  2 sh — ch —

1  bog Ъ  _ = =  _L bog -  ^ ---- L» =  1 . bog ch -
4a _ ка  2ze 2 . - a  2*, y v (14)

sA —
Уо

sh ■

Din (10) se obţine relaţia finala:

w 7- L (p) +  -  Log c h -
4a i-0 y 0

(15)

Cazuri particulare, a) z 0 ^  4a şi y 0 > a funcţia L(p) -* 1 cind p -*■ 0, deci cînd 
г0 e suficient de mare, iar bog ch — —► 0 cînd — —> 0

în  acest caz :

W p i  1 de unde 2ir- (16)
n 4a !

(unde d — distanţa între sonde) formală cunoscută în litera tu ră  [3]

b) z 0 <  a. Prim ul term en din expresia (10) mai poate fi scris şi sub forma : 

1 11 *f 00

7; E" o n —— 00 Vff/ L Vi à  Ь о в Ш Г  =  ;: : - ,г  - (17)

înlocuind în (10), (14) şi (17) obţi nem

W =  — — I (bog 2 ^ Log ch —
y»

de unde :

w  Io =  izz0--------------
’ T ка

log 'Ich — 
У»

( 18)
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Verificarea experim entală a acestei formule ridică greu tăţi dato rită  faptului că 
pătrunderea sondelor în probă e comparabilă cu grosimea probei, iar uneori chiar 
egală.

în  acest caz trebuie introdus un coeficient de corecţie k şi formula devine :

%k w
Loe 2eh (19)

Dacă se ia -- сы. 0,2, formula (19) devine :
I'o

p =  2rJiz0

Din determ inările experim entale făcute pentru  plăcuţe cu 
z0 <  0,15 mm şi — »  0,2 cu pătrunderea sondelor la adîncimi di-

. Уо
ferite, la m ateriale diferite, a rezultat pentru k valoarea 1/2  şi 
formula devine :

P =  ™ .y  (20)

Apariţia coeficientului k se datoreşte restricţiei impuse la calcul, unde contactul 
se considera punctiform  şi impenetrabil.

Procedeul experimental. Sistemul de prindere a probelor se vede în fig. 2. 
Presiunea sondelor e omogenă dato rită  posibilităţilor de arcuire a sondelor. D istanţa 
între sonde este de — 2a =  1,5 mm iar dimensiunile probelor sínt 24 mm x 8 mm x 
X 0,1 mm. Tensiunea în tre C şi D s-a m ăsurat cu un potenţiom etru Diserhorst 
(sensibilitatea 10_ 8V) iar curentul cu ajutorul unui am perm etru de clasă 0,2).

Rezultatele experimentale. Pentru  a verifica formula (20) s-au făcut m ăsurători 
la plăcuţe subţiri de Ni, Cu, Al şi Pb cu Z 0 cuprins între 0,075 mm şi 0,15 mm.

Rezultatele experim entale sín t în bună concordanţă cu cele din litera tu ră  aşa 
cum se văd în tabelul de mai jos.

M etalul (din lite ra tu ră) T °K (experienţă)
i !

T °K

Ni
i ; 

Í 7,6 293 7,62 295
Cu 1,7 293 1,712 295
Al 2,62 ] 293 2,61 295
Pb 19,8 296 19,4 295

Cea mai bună concordanţă rezultă din fig. 4, unde s-a reprezentat dependenţa 
o —/(Г ) pentru Ni. Pe aceeaşi diagram ă sínt reprezentate datele obţinute de 
J. ţ a v i n e  [4].
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Cu sistemul din fig. 2 şi eu aju toru l formulei (20) s-a m ăsurat rezişti v itatea 
electrică în funcţie de tem peratură  la aliajele Ni —Sn de 1%, 2% , 3% , 4%  şi 5% 
Sn, concentraţie rnasică, de la tem peratura azotului lichid pînă în jur de 400 °C. 
Rezultatele sínt redate în fig. 4.

Concluzii. Ca urmare a calculelor efectuate, avînd modelul din fig. 1 , s-a ajum  
la relaţia (18), relaţie care nu e verificată experim ental pentru plăcuţe subţiri, deci 
o neeoncordanţă între teorie şi experienţă. Neajunsul teoriei intervine din faptul 
că nu se pot face contacte punctiform e impenetrabile, cu rezistenţă de contact mică, 
iar adîncimea sondelor din m aterial nu poate fi neglijată ca şi la deducerea formulei 
(16). Acest fap t a determ inat introducerea factorului k, rezultînd formula (20). 
simplă şi cu precizie suficient de mare pentru calcularea rezistivităţii. Metoda de de
term inare a rezistivităţii la plăcuţe subţiri descrisă mai sus are avantaju l că poate 
fi folosită atunci cînd nu dispunem de m aterial suficient. Se mai poate folosi cu 
succes la studiul variaţiei rezistivităţii electrice într-un cîmp magnetic.

In tra t în redacţie la 21 iulie 1966
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ИЗМЕРЕНИЕ УДЕЛЬНОГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ ТОНКИХ 
ПЛАСТИНОК МАТЕРИАЛА МЕТОДОМ ЗОНДОВ 

( Р С 3 10 м с )

Разработан метод определения удельного электрического сопротивления гонких пластинок 
методом четырёх зондов.

Теоретически установлено и проверено экспериментально отношение р =  -
W

;° 7 где

р =  удельное электрическое сопротивление, z° — толщина пластинки, W  =  напряжение между 
двумя зондами, 1 — сила тока, проходящего через образец.

Формула проверена экспериментально, и результаты находятся в хорошем соответствии 
с теми, имеющимися в литературе.

На основе данного метода было определено изменение удельного электрического сопротив
ления сплавов Xi -Síi в зависимости от температуры.

M E SU R E  DE LA R É S IS T IV IT É  É L E C T R IQ U E  D E S  PL A Q U E T T E S  M IN C ES DE M A T É R IE L
PA R  LA M É T H O D E  D E S  SO N D E S 

(R é s u  m é)

L 'au teu r expose d an s son article  l 'é la b o ra tio n  de la  m éthode  pour dé term iner la résis tiv ité  élec
trique des p laq u e tte s minces- p a r  la m éthode  des q u a tre  sondes.

W
Ou a é tab li théoriquem ent et vérifié ex p érim en talem en t la re la tion  p — ~ za — e t p =  la ré s is ti

v ité  électrique, г ,  =  l’épaisseur de la p laq u e tte , W  la tension  en tre  les deux sondes, I  =  l 'in te n sité  
du c o u ran t qui passe p a r l'échan tillon .

L a  form ule e st vérifiée expérim en talem en t, les ré su lta ts  é ta n t  en concordance sa tis fa isan te  avec 
ceux de la  l it té ra tu re  de spécialité.

Sur la  base de ce tte  m éthode on a dé term iné  la  v a ria tio n  de la résis tiv ité  é lectrique aux  a llia 
cés Ni —Su en fonction  de la tem p éra tu re .
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RAPORTUL SEMNAL/ZGOMOT LA ANALIZA CANTITATIVĂ CU
METODA RMN

de

F . K O C H

1. Semnalele obţinute la rezonanţa magnetică nucleară (RMN) ne dau posibi
litatea unei analize cantitative. Manualele apărute, ca al lui J . A. P o p i e  sau cule
gerea de articole N M R  and E P R  Spectroscopy, cuprind o serie de indicaţii în acest 
sens, şi se rem arcă faptul că, analiza can tita tivă  cu metoda RMN se foloseşte mai rar, 
din cauza cerinţelor maxime faţă  de apara tu ra  de înregistrare : stabilitate , lineari
tate, rezoluţie bună. Analiza can tita tivă  cu m etoda RMN are şi avantaje  : posibili
tatea  unei analize continue, fără contact, rapide. Aceste avantaje fac ca analiza 
cantita tivă  cu RMN să fie avantajoasă pentru  m ăsurarea concentraţiilor de izotopi 
[1 ], analiza reacţiilor chimice, analiza um idităţii, etc.

Analiza can tita tivă  cu metoda RMN se poate realiza prin trei procedee : obser
varea semnalelor de absorbţie (г;) şi de dispersie (и), m ăsurarea deplasării chimice şi 
a tim pului de relaxare. Teoria RMN ne a ra tă  că semnalele de absorbţie şi dispersie 
sínt proporţionale cu susceptibilitatea probei, deci cu num ărul de nuclee cu proprie
tă ţi magnetice. Măsurînd intensitatea semnalului în tr-un  spectru RMN, vom cunoaşte 
cantităţile  de substan ţă din acelaşi spectru pentru  diferite grupări chimice, sau 
comparînd spectre diferite, vom afla concentraţiile substanţei respective (concentra
ţia  apei grele, de exemplu).

Ca şi în alte domenii de cercetare, şi în RMN inform aţiile obţinute depind de 
zgomote : zgomote externe (paraziţi) şi cele interne. Semnalul ob ţinut prin rezonanţă, 
în cele mai favorabile cazuri, este de mărimea 10_ 4 V ; zgomotele interne sín t de mă
rimea microvolţilor, raportu l semnal/zgomot prim ind valori de la 10® pînă la un ita te ,
iar obţinerea unui raport p =  s-™n‘ü cît mai ridicat lărgeşte considerabil posibilităţile

zgom ot
de aplicare ale metodei RMN.

Elim inarea zgomotelor externe, cum ar fi paraziţii industriali, atmosferici, se 
realizează relativ uşor cu blindaje, ecrane electrostatice şi magnetice. Zgomotele 
interne, mai ales cele term ice de la etajele de in trare, se elimină m ult mai greu. Apli- 
cînd teoria lui N y q u i s t  pentru  calcularea zgomotelor termice, o serie de lucrări



136 F КОС! I

[27], i3j, 4], [5] apreciază raportul semnal/zgomot pentru  diferite m ontaje 
de detecţie. P. 1) r ă g h i e e s c u r4] calculează raportul zgomot/semnal pentru 
două m ontaje utilizate în RMN. Prin compararea celor două valori pentru  zgomot/' 
semnal ajunge la concluzia că, m ontajele care folosesc dublu baleiaj (înregistrator), 
sínt m ult mai avantajoase, dînd pentru p valori de 150 ori mai mari ca şi cele cu un 
singur baleiaj. H. P f e i f e r  [6] găseşte o corespondenţă între valoarea experi
m entală şi cea teoretică a zgomotelor într-un circuit rezonant cu factorul de calitate 
Q ; F. B l o c h  şi D.  H.  G a r b e r  [7] dau o metodă interesantă pentru detectarea 
semnalelor sub nivelul de zgomote, deci cînd p <  1 : se fotografiază semnalul de pe 
oscilograf, zgomotele vor înnegri neclar placa în toate părţile, semnalul însă va înnegri 
placa în acelaşi loc de mai multe ori, ceea ce duce, după o developare adecvată, la 
observarea semnalului. Astfel a reuşit să obţină semnale de la hidrogen gaz la 1 at 
şi de la propán [14].

Valoarea teoretică pentru p se poate compara cu cea experim entală, şi în cazul 
unei deosebiri pregnante avem un indice cum că aparatu ra  electronică de înregistrare 
nu este perfectă [8].

2. Lucrările m enţionate analizează raportul semnal/zgomot din punctul de 
vedere al aparaturii electronice. Se ştie, însă, că raportul semnal/zgomot depinde 
şi de num ărul nucleelor din proba (N ) şi de tim purile de relaxare. Trebuie precizat 
că semnalul depinde de N  şi de tim purile de relaxare [2], mai general însă considerăm 
că raportul semnal/zgomot este o funcţie de N.

Spre deosebire de lucrările citate se iveşte posibilitatea analizei raportului 
semnal/zgomot la diferite can tită ţi de substanţe, la diferite substanţe. Dacă pentru 
anum ite can tită ţi raportul semnal/zgomot este aproape de unitate, analiza cantita tivă  
devine grea sau imposibilă.

Fap tu l că şi proba, substan ţa  analizată intervine în p, ni-1  a ra tă  cazul probelor 
în mişcare. W. H  e r m s [9] a calculat mărimea semnalelor în cazul probelor în 
mişcare şi a găsit o dependenţă de viteza probei. Mişcarea, ro ta ţia  probei va mări 
semnalul, însă în acest caz este vorba de eliminarea unui factor extern : neomoge- 
n itatea cîmpului magnetic extern.

De obicei zgomotele sín t localizate în partea electronică (rezistenţe, tuburi) ; 
această aproximaţie, în unele cazuri, pare să fie insuficientă. Fluctuaţiile statistice 
de reparaţie a populaţiei de spini nucleari pot să apară ca o nouă sursă de zgomote 
care se suprapun celor electronice. G. B o n n e t  [10] analizând sistemul de spini 
cu aju torul modelelor, ajunge la concluzia că în cazul cîm purilor puternice, pola
rizării dinamice, prepolarizării, această sursă de zgomote poate să fie im portantă.

în  concluzie vedem că raportul semnal/zgomot are im portan ţă în analizele 
cantitative, şi că, calcularea, m ăsurarea acestui raport ne poate inform a despre 
posibilităţile de analiză [13].

In tra t în redacţie Ia 10 decembrie 1966
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ОТНОШЕНИЕ СИГНЛЛ/ШУМ ПРИ КОЛИЧЕСТВЕННОМ АНАЛИЗЕ МЕТОДОМ ЯМР
( Р е з ю м е )

В работе показывается значение определения отношения снгнал/шум в исследованиях ЯМР. 
Помимо характеристики электронической аппаратуры, отношение сигнал/шум указывает и на 
пределы количественных анализов, и в отдельных случаях проба является новым источником 
шума.

SIG N A L ТО N O ISE  R A TIO  IN  T H E  Q U A N T IT A TIV E  A N A L Y SIS U SIN G  NMR M ETHOH

( Summary)

The au th o r shows th e  im portance  of th e  d e te rm in a tio n  of th e  signal to  noise ra tio  in  th e  NMR 
investigations. Besides th a t  th e  signal to  noise ra tio  characterizes th e  e lectronic a p p ara tu s , ind ica tes 
also th e  lim its of th e  q u a n tita tiv e  analyses. In  some cases th e  te s t  appears as a new source of noise.





R E C E N Z I I

G h . P i c ,  A lyeliră superioară . Bd. D i
d actică  şi Pedagogică, B ucureşti, 1966. 478 pagini.

L u cra rea  este  u n  m an u a l d e s tin a t s tu d e n ţi
lor an ilo r I  şi I I  ai fa cu ltă ţilo r  de m a tem a tică  şi 
m ecanică, dar, ţin în d  seam ă de m ate ria lu l t r a t a t  
şi de felu l de expunere , ea  p o a te  fi fo losită  cu 
succes de s tu d en ţii in s titu te lo r  tehn ice, de ing i
neri şi a lţi  specia lişti. C itito ru l este  in tro d u s 
t r e p ta t  în  chestiun ile  de a lg eb ră  clasică şi m o
d ernă, aceste  două  p ă r ţi  fiind  concepute  de a u to r 
ca  o rgan ic  legate. M anualul este  îm p ă r ţit  în 13 
capitole.

C apito lu l I, in ti tu la t  „ S tru c tu r i le  fu n d am en 
ta le  ale a lgeb rei” con ţine  parag ra fe le  : dom eniul 
de in te g r ita te  şi inel, dom eniul de in te g rita te  
o rd o n a t, corpul, inelu l polinoam elor, g rupul, 
corespondenţe  în tre  s tru c tu r i  algebrice, sub- 
s tru c tu ri algebrice, re ticu lu l. P o rn ind  de la  p ro 
p rie tă ţile  cunoscu te  ale num ere lo r în treg i se de 
fineşte dom eniul de in te g r ita te  şi se d em onstrează  
p ro p rie tă ţile  lu i fu n d am en ta le . P ro p rie tă ţile  ce
lo rla lte  s tru c tu r i  m ai a b s tra c te  s ín t m ereu  com pa
ra te  cu cele ale dom en iu lu i de in te g rita te . în  
acest cap ito l găsim  o serie de chestiun i clasice cu 
p riv ire  la  inelu l polinoam elor, exem plificări v a r ia 
te  ale n o ţiu n ii de grup, ia r  în u ltim ele  tre i p a ra 
grafe  c îte v a  re z u lta te  fu n d am en ta le  ale algebrei 
m oderne t r a t a t ă  în m od u n ita r  p e n tru  d iferite  
s tru c tu ri.

î n  cap ito lu l I I  „ D e te rm in a n ţii şi ap licaţiile  
lo r” , cu parag ra fe le  : p ro p rie tă ţile  d e te rm in an ţilo r, 
d e te rm in a n ţi speciali şi sistem e de ecu a ţii lin iare; 
se d ă  o expunere  c lasică a acestu i m ate ria l.

C apito lu l I I I  se in ti tu le a z ă  „E lem e n te  de 
teo ria  m a tr ice lo r” şi co n ţin e  parag ra fe le  : o p era ţii 
cu m atrice , ran g u l unei m atrice , fu n c ţii m a trice 
ale, ap licaţiile  calcu lu lu i m a tricea l la  rezo lvarea  
sistem elor de ecu a ţii lin ia re. Se definesc o p e ra 
ţiile  cu  m atrice  a v în d  e lem entele  d in tr-u n  corp. 
D intre p ro p rie tă ţile  s tu d ia te  a m in tim  ; teo rem a  
lui K ronecker re la tiv ă  la  ran g u l unei m atrice , 
rangul p rodusu lu i a două  m atrice , m a tricea  ca rac 
te ris tică , polinom ul m in im al al unei m atrice , 
teo rem a lu i C ayley-H am ilton . Se scriu  sistem ele

de ecu a ţii lin ia re  sub  fo rm ă m atricea lă , se a ra tă  
sub a ceas tă  fo rm ă m eto d a  lu i G auss, o in te rp re 
ta re  a ei în s ta tic ă , m eto d a  ap ro x im aţiilo r su c 
cesive.

în  cap ito lu l IV , „ S p a ţi i  v e c to ria le" , găsim  
parag ra fe le  : n o ţiu n e a  de sp a ţiu  vec to ria l, sub- 
sp a ţii vecto ria le , fu n c ţio n ale  lin ia re , sp a ţii u n ita re . 
Se s tu d ia z ă  în  p a ra le l form ele lin ia re  şi vectorii. 
Se dau  in te rp re tă r i  geom etrice  şi exem ple de 
sp a ţii cu d im ensiune  in fin ită . D in tre  ap lica ţii 
re levăm  in e g a lita te a  lu i F ro b en iu s cu  p riv ire  la 
ran g u l p ro d u su lu i a tre i m atrice  şi consecin 
ţele  ei.

î n  cap ito lu l V, „T ra n sfo rm ări l in ia re "  se 
a flă  parag ra fe le  : d e fin iţia  tran s fo rm ă rilo r  lin ia re, 
rep re z en ta re a  an a litic ă  a tran sfo rm ă rilo r  lin i
are, valorile  p roprii ale unei tran s fo rm ă ri lin iare, 
fo rm a canon ică  Jo rd a n , n o ţiu n ile  de in v a r ia n t  şi 
co v arian t. Se s ta b ile ş te  izom orfism ul d in tre  in e 
lu l tran s fo rm ă rilo r  lin ia re  şi al m a trice lo r p ă tra -  
tice  şi se s tu d ia z ă  cum  v a riază  m a trice a  asoc ia tă  
unei tran s fo rm ă ri lin ia re  la  sch im b area  bazei. 
Se d au  p ro p rie tă ţile  va lo rilo r şi v e c to rilo r proprii 
şi m e to d a  lu i B av errie r de calcu lu l lor.

î n  cap ito lu l V I, „F o rm e  b ilin iare , herm i- 
tien e  şi p ă tr a t ic e "  găsim  red u cerea  fo rm elor b ili
n ia re  la  fo rm ă can o n ică  şi o t r a ta r e  am p lă  a fo r
m elor h e rm itien e , ia r  re zu lta te le  re la tiv e  la  fo r
mele p ă tra tic e  s în t g ă site  ca  n iş te  consecin ţe. 
O p erato rii h e rm itie n i s ín t  expuşi în tr-o  form ă 
genera lă , m odernă.

C ap ito lu l V II, „ E x is te n ţa  ră d ăc in ilo r  unui 
polinom  şi con sec in ţe”  co n ţin e  p a rag ra fe le  : te o 
rem a lu i K ro n eck e r-S te in itz , teo rem a  lu i d ’A lem 
b e rt şi fu n c ţiile  s im etrice  ale ră d ăc in ilo r unui 
polinom . Se a ra tă  c la r ro lu l teo rem elo r K ro n ec 
k e r-S te in itz  şi d ’A lem bert în  a lgeb ra  m odernă. 
D em o n strarea  teo rem ei lu i d ’A lem bert se face 
cu  o u tiliz a re  re s tr în să  a m eto d e lo r analizei m a 
tem atice .

î n  cap ito lu l V I I I ,  c o n sac ra t re zu lta n te i, se 
s tu d iaz ă  re z u lta n ta  cu  a ju to ru l  fu n c ţiilo r  sim e
trice  de răd ăc in ile  celor do u ă  polinoam e, sub form a 
d e te rm in a n tu lu i lu i S y lv este r şi cel al lui Bézout,
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Se dă c o n d iţia  p e n tru  e x is te n ţa  a k ră d ăc in i co
m une. Se tra te a z ă  m eto d a  de e lim inare  a  lui 
K ronecker în cazul sistem elor cu m ai m u lte  ecu a
ţii. Se s tab ile ş te  o cond iţie  necesară  şi suficienţii 
p e n tru  ca un  sistem  algebric să fie com patib il şi 
teo rem a  lui H ilb e rt despre a p a r te n e n ţa  pu terii 
unu i polinom  la idealu l g en era t de un sistem  de 
polinoam e.

În  cap ito lu l IX , ,,T ran sfo rm area  e c u a ţii lo r '’ 
se s tu d iaz ă  în d e ta liu  tran sfo rm a rea  T schirn- 
h au sen  şi rezo lven tu  lu i L agrange.

C ap ito lu l X , , ,lic u a ţii abeliene" conţine  
u rm ăto are le  parag ra fe  : ecu a ţii binôm e, despre 
re zo lu b ilita tea  p rin  rad icali a ecu a ţiilo r algebrice 
de g rad  n  >  4, polinoam e abeliene, polinoam e 
ciclice. încă  o d a tă  despre ecuaţiile  binôm e, 
rezo lvarea  ecuaţie i de g rad u l tre i şi rezo lvarea  
ecuaţie i de g rad u l p a tru . C hiar d in  t it lu r ile  p a ra 
grafelor reiese că se s tu d iaz ă  ch estiu n i profunde, 
d îndu-se  elem ente  d in  teo ria  lui Galois.

C ap ito lu l X I, c o n sac ra t separării ră d ăc in i
lor, co n ţin e  p a rag rafele  : teo rem a  lu i Rolle, teo re 
m a lu i S tu rm , teo rem a  lu i B udán , m e to d a  lui 
H erm ite  şi n u m ăru l răd ăc in ilo r  în tr -u n  dom eniu  
d a t. E ste  fo a rte  in s tru c tiv ă  m eto d a  lu i H erm ite , 
care asociază  unu i polinom  d a t  o fo rm ă p ă tra -  
tică , ia r  d in  n u m ăru l coeficien ţilo r p o z itiv i şi 
negativ i ai aceste ia  se trag e  o concluzie asupra  
num ăru lu i rădăc in ilo r.

C ap ito lu l X I I ,  „G eo m e tria  p o lin o am elo r” 
cu parag rafele  : lim ita rea  rădăc in ilo r, geom etria  
po linoam elor în p lan u l com plex şi po linoam e cu 
to a te  răd ăc in ile  reale con ţine  un m ateria l fo a rte  
b ogat, cu  re z u lta te  m oderne. A cest cap ito l in tro 
duce pe c it i to r  în tr-u n  dom eniu  de cercetare , în 
care m ai m u lţi m a tem a tic ien i ro m ân i au  adus 
c o n trib u ţii im p o rta n te . Se d au  teorem ele  lui 
K ak ey a  şi A n g h e lu ţă  desp re  in te rv a lu l care  cu 
p rinde  m odulele răd ăc in ilo r unei ecuaţii, o serie 
de teo rem e  d in  cercul de idei L an d au -M o n tel cu 
priv ire  la  p o z iţia  ră d ăc in ilo r în  ipo teze  re s tr ic 
tiv e  a su p ra  coeficien ţilo r (teorem ele lui Anglie- 
lu ţă , F e jér, M ontei, V an  Vleck). Se d au  teorem e 
re fe rito a re  la  p o z iţia  răd ăc in ilo r d e riv a te i. Se 
s tu d iaz ă  p o z iţia  răd ăc in ilo r po linoam elor cu to a 
te  răd ăc in ile  reale  şi av în d  doi coeficien ţi fix a ţi 
d u p ă  m eto d a  lui T . Popoviciu . Se dem o n strează  
teo rem a  lu i T . Popov ic iu  cu p riv ire  la  lungim ea 
in te rv a lu lu i care cu p rin d e  to a te  răd ăc in ile  unui 
polinom  av în d  n um ai ră d ăc in i reale.

U ltim u l cap ito l in t i tu la t  „C alcu lu l efectiv  
al răd ăc in ilo r  u n u i po linom ’' cu p rin d e  p a ra g ra 
fele : calcu lu l răd ăc in ilo r ra ţio n a le , sep a ra rea  
rădăc in ilo r, g e n era lită ţi desp re  m etodele  de i te 
ra ţie  p e n tru  rezo lv area  ecu a ţiilo r, m eto d a  lui 
N ew ton  p e n tru  calcu lu l răd ăc in ilo r, m e to d a  lui 
L obacevski, a lte  m eto d e  de calcu l al ră d ă c in i
lo r ira ţio n a le . î n  u ltim u l p a rag ra f  se d ă  m eto d a  
coardei şi m e to d a  lu i H o rner. M etodele s ín t exem 
p lificate  pe cazuri num erice.

A u to ru l p re z in tă  ch estiu n ile  de b a ză  din 
cele m ai im p o rta n te  dom enii ale algebrei, d înd

astfel o p riv ire  de an sam b lu  a su p ra  aceste i d isc i
pline. T rebu ie  su b lin ia t m odul în care  s-a îm b i
n a t  m a te ria lu l clasic cu cel m odern . P u n c tu l de 
vedere al algebrei m oderne aduce g e n e ra lita te  
şi s im p lita te  în d em o n stra ţii, în  tim p  ce m a te ria 
lul clasic este  folosit la  ju s tif ic a rea  fo rm ării n o ţiu 
nilor m oderne ab strac te . A stfel, se expune  în tîi 
teo ria  clasică a sistem elor de ecu a ţii lin ia re , p e n 
tru  a folosi u lte rio r calculul m atricea l la  o nouă 
form ulare a re zu lta te lo r  şi la  o b ţin e rea  de rezul 
tä te  noi.

M anualul este  uşor accesibil. E xerc iţiile , 
ap licaţiile  şi com plem entele  v a ria te  a ju tă  în ţe le 
gerea m aterie i şi în aceiaşi tim p  com pletează 
cu n o ştin ţe le  c it i to ru lu i .

C artea  um ple un  gol în l ite ra tu ra  de spe
c ia lita te . căci se sim ţea  de m ai m u ltă  vrem e 
nevoia unui m an u a l în care s tu d e n ţii  an ilo r 1 
şi I I  găsesc la  un  loc în treg u l m ate ria l de a lgeb ră  
de care au  nevoie şi ch es tiu n i conexe ce p o t 
servi ca p u n c t de p lecare  spre  s tu d ii m ai ap ro  
fundate .

F .  R A T I O

B é l a  K e r é k j á r t  ó. Les fo n d e m e n t 
de la géom étrie, to m e  I I ,  G om étrie projective.

A tten d u e  depu is long tem ps, l ’a p p a ritio n  en 
français du second to m e  des „ F o n d e m e n ts  de 
la G éom étrie” écrit p a r  l ’ém in en t m atém atic ien  
hongrois B. K erékjárté) répond  à la  nécessité  
bien ressen tie  que ce rem arq u ab le  ouvrage  so it 
publié  d an s une langue  in te rn a tio n a le .

Le t r a i té  co n tie n t u n  exposé d é ta illé  de la 
géom étrie  p ro jec tive , d o n t les th éo rèm es so n t 
analysés de d iffé ren ts  p o in ts  de vue, d ’une  m a 
nière su r to u t  sy n th é tiq u e  e t to u t  à fa it o rig inale. 
Après une am ple in tro d u c tio n , la m a tiè re  est 
divisée d an s les c h ap itre s  su iv an ts , d o n t nous 
ferons un  trè s  b re f  aperçu  :

I. Les fondem ents de la géom étrie projective. 
On fa it  la c o n stru c tio n  de la  géom étrie  p ro jec 
tiv e  à p a r tir  des axiom es de la  géom étrie  eucli
dienne, p a r l ’a d jo n c tio n  des é lém en ts à l ’infin i.

I I .  G éométrie projective de la droite. D ans 
ce c h ap itre  so n t in tro d u its  les systèm es de p o in ts  
harm on iques c o n s tru its  à  p a r t i r  des tro is  p o in ts  
donnés e t l ’on d ém o n tre  que leu r ensem ble  est 
p a r to u t  dense su r la  d ro ite  (théorèm e de L iiro th  
-Z euthen). »Sont é tu d iées encore d iverses c o rre s
pondances p ro jec tiv e s  su r la d ro ite .

I I I .  Géom étrie projective du  p lan . A l ’aide 
des axiom es d ’incidence, d ’o rd re  e t de c o n ti
n u ité  on  é tu d ie  la  s tru c tu re  d u  p lan  p ro jec tif  
e t ses ca rac tè re s  topo log iques (com pacité , non- 
o rien tab ilité ) ainsi que les co rresp o n d an ces p ro 
jec tiv e s  d an s le p lan .

IV . Géométrie projective de l ’espace. On 
développe des q u estio n s analogues p o u r l ’espace
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p ro jec tif, en fa isan t l ’é tu d e  des co llin éa tio n s e t 
des récip ro c ités  de l ’espace.

V. Coniques. U ne courbe  de second o rdre  
e st défin ie  com m e l ’ensem ble des p o in ts  au to - 
con jugués p a r  ra p p o rt à une certa in e  po larité . 
S u iv en t les p ro p rié tés  bien connues énoncées 
dans les théorèm es de Steiner, S tau d t, Pascal, 
B rianchon, Désargues e t leurs cas particuliers, 
avec des applications concernan t la  dé te rm i
n a tion  d 'u n e  conique p a r des poin ts ou des ta n 
gentes. Sont présentées de m êm e les correspon
dances projectives des coniques sur elles-mêmes 
en leur fa isan t la liaison avec le groupe des dép la
cem ents du p lan  euclidien.

VI. Ouadriques. On in tro d u it d 'ab o rd  les 
cônes de second ordre e t leurs sections. Les quadri- 
ques sont définies de la m êm e m anière p a r rap p o rt 
à  une polarité. On fa it l 'é tu d e  des deux types 
des quadriques réelles (réglées e t elliptiques) e t 
des correspondances projectives sur elles-mêmes. 
Certaines considérations analy tiques so n t faites 
sur les hom ographies des espaces projectifs com 
plexes, ainsi que su r l 'u tilisa tio n  des quatern ions 
pour représen ter les ro ta tio n s de la  sphère.

A la  fin de chaque chap itre  on fa it l 'é tu d e  
analy tique  des questions envisagées, au  m oyen 
des coordonnées homogènes.

V II. M esure projective. E n  su iv an t les idées 
de Cayley e t K lein on p eu t définir une m étrique, 
dans le p lan  ou dans l'espace projectif, à l'aide 
de certains sous-groupes de collinéations. ü n  
ab o u tit ainsi à un  systèm e u n ita ire  qui con tien t 
à la fois la  géom étrie euclidienne, la géom étrie 
hyperbolique e t la  géom étrie elliptique. On fa it 
une é tude com parative  en tre  la  géom étrie hy p er
bolique e t la géom étrie elliptique en rem arquan t 
la possibilité de les unifier pa r l'em ploi des im a
ginaires dans le cadre de la géom étrie projective 
complexe.

V III . S ur les axiomes de la géométrie pro
jective. L 'a u te u r  y analyse les axiom es de la 
géom étrie p ro jective  (les axiom es ne B iebcrbach, 
puis celles de Veblen-Yung, Iàm o etc.). Le rôle 
du  théorèm e de Désargues est souligné par la 
possibilité qu 'il donne d 'é ten d re  à l'espace la 
géom étrie p ro jective  du  plan. Une p lace centrale 
e st prise pa r l 'é tu d e  d u  corps de la  géom étrie p ro 
jective. A ce tte  ocasion l 'au teu r fa it certaines 
digressions de n a tu re  algébrique e t topologique. 
On é tab lit que la condition pour que la  m ultip li
cation  des po in ts soit com m utative  est que le th éo 
rèm e de P appus so it valable. Le ra p p o rt en tre  le 
théorèm e de P appus e t ceux de Désargues est de 
même élucidé, ces théorèm es é ta n t équivalents 
dans le cadre des axiom es d 'incidence du plan. 
E n  ce qui concerne le théorèm e fondam ental des 
correspondances p ro jectives de la dro ite , celui-ci 
e s t équivalent au théorèm e de P appus eu v e rtu  des 
axiom es d 'incidence, d 'o rd re  e t  de con tinu ité . 
Des co n sid éra tio n s trè s  in té ressa n te s  so n t fa ites  
au  s u je t  des géom étries p ro jec tiv e s  su r un  corps

c o n tin u  a rb itra ire  K, eu  a b o u tissan t au  th éo 
rèm e de P o n tr ja g in  d ’ap rès lequel, si K  e s t con
nexe e t  loca lem en t co m p act e t  s ’il vérifie  le p re 
m ier ax iom e de d én o m b rab ilité , il eu ré su lte  que 
K  e s t isom orphe so it au  corps des réels, so it au 
corps des nom bres com plexes, so it enfin  à  celui 
des q u a te rn io n s  réels.

T ous ces p rob lèm es so n t rangés d an s un  
o rd re  n a tu re l, e t so n t t r a i té s  d 'u n e  façon  m in u 
tieu se  e t  m éthod ique. L a  ré d ac tio n  est soi
g n eu sem en t accom plie p a r le concours de M. G. 
H a jó s qui a a jo u té  p a rfo is des a n n o ta tio n s  
co m p éten tes . N ous signalons aussi les co n d itio n s 
g rap h iq u es excep tionnelles d an s lesquelles e st p a ru  
ce t o u vrage, com m e co éd itio n  des m aisons A k a 
dém ia i K iadó  e t G au th ie r-V illa rs . V ra im en t c ’est 
u n  des liv res les p lu s é ru d its  e t p ro fo n d s su r le 
su je t.

M. Ţ A R IN Ă

G. H e r d a n ,  T he Л  Ivanced Theory oí 
Language as Choice and Chance. Springer-V erlag 
Berfin, 1966, 459 p p „  30 fig.

An o u ts tan d in g  c o n trib u tio n  to  th e  develop
m en t of s ta tis tic a l lingu istics — th e  oldest and  m ost 
co n trad ic to ry  dom ain  of m a th em atica l lingu is
tic s  — brings Dr. G. H erd an , th e  a u th o r of some 
s ta tis tic a l linguistic  books. The declared purpose 
of th e  la te s t book The Advanced Theory o f Language 
as Choice and Chance, is to  give an  accoun t of 
s ta tis tic a l p rop erties  of language, try in g  to  find 
th e  com m on th re a d  w hich  w ould show th e  m any  and 
m ultivarious form s of language sta tis tic .

The book is d iv ided in V p a r ts  trea tin g : S ta 
tis tic a l L inguistics, S ty lo sta tis tic s , O ptim al System s 
of L an g u ag e  .S tructure, L ingu istic  D u a lity  and 
S ta tis t ic s  fo r language  Sem inary . T here  is also 
an  in tro d u c tiv e  ch ap ter w hich gives a b ack 
g round  on language as choice a n d  chance.

P a r t  I  includes ch ap ters  on  s tab ility  of 
linguistic  d is trib u tio n s, th e  e x p lan a tio n  of stab ility  
a n d  some ap p licatio n  of th eo ry  of s ta b ility  of 
a lp habetic  d is trib u tio n s to  a  problem  of language 
m ix tu re .

P a r t  I I  begins w ith  style as a s ta tis tic a l con
cept. The a u th o r shows, for exam ple th e  q u a n ti
ta tiv e  fea tu re  of th e  sty le, th e  richnessof vocabulary, 
th e  general re la tion  betw een vocabulary  an d  te x t  
leng th , th e  vocabulary  ra tios. An im p o rtan t 
c h ap te r  of th is  p a r t  is th a t  w hich recom m ends as 
an  aid, a guide to  s ty lo s ta tis tic a l investigations. 
C erta in ly  i t  co n ta in s num erous p o in ts  for th e  
reader to  p o nder an d  re la te  to  his own p ractica l 
experience.

P a r t  I I I  p resen ts  prob lem s connected  w ith  
th e  co m b in a to ria l s tru c tu re  of w ords, o p tim a lity  
of th e  w ord-leng th  d is trib u tio n s an d  random
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p a rtitio n in g  of vocabular}'. Possibly the  m ost 
im p o rta n t c o n trib u tio n  is th a t  w hich deals w ith  th e  
in fo rm ation  th eo ry . T he d e p th  to  w hich th e  top ics 
of th e  ch ap ter are p u rsued  can  be ju d g ed  by  th e  
c o n ten t of th e  ch ap ter selected a t  random : The lin 
guistic  in te rp re ta tio n  of e n tro p y  an d  redundancy , 
D erivation  of en tro p y  from  th e  m ultinom ial law, The 
law of op tim al redundancy , L anguage as an  efficient 
code. E n tro p y  an d  ectropy . I t  gives a  coheren t 
survey  of th e  basic concepts of th e  in fo rm ation  
theory , th e  to o ls  an d  m eth o d s for p rac tica l lingu is
tic  applications.

P a r t  IV  discusses th e  four-fold ro o t of linguis
tic  d u a lity , d u a lity  as correc ting  fa c to r an d  d u a lity  
and  language tran s la tio n .

The la s t p a r t  is a  sy s tem atic  p re sen ta tio n  
of th e  s ta tis t ic a l  devices used  in th e  m ain  body  of 
book, w ith  w orked exam ples from  lite ra ry  s ta 
tis tics. The fou n d a tio n s of th e  th eo ry  are clearly 
s ta te d , considers th e  app lications of s ta tis tic s  th a t  
can  be achieved, an d  clarifies th e  discussions by  
num erical exam ples.

T his book is un d o u b ted ly  s tim u la tin g  and  
should  be of in te res t to  all concerned w ith  th e  
q u a n tita tiv e  linguistics. The general m eth o d  of 
p re sen ta tio n  is excellent. The basic equ atio n s are 
derived rigorously y e t concisely, an d  th e  u n d e rli
n ing basis of th e  p roblem  is k ep t to  th e  fore by  
illu stra tio n s from  d ifferen t dom ains.

E v ery  top ic  th a t  appears has a functional 
ex p lan atio n  so th a t  s tep  by  s tep  analysis of th e  
whole is ob ta ined , m aking th e  grosping of th e  m ost 
com plex an  easy task . Dr. G. H e rd an  explores all 
th e  aspects of th e  problem s in a u  in te res tin g  an d  
in form ative  way.

In  conclusion th is  volum e is well w ritten , 
well illu s tra ted  an d  p resen ted  in  purposeful se
quence. I t  dem ands th e  a tte n tio n  of those  who 
w ould like an  easy-going accoun t of a com plex 
sub ject.

IOAN STAN

J a c e k  W . H e n  n  e l ,  W step do teorii 
m agneticznego rezonansu jadrow ego (In tro d u cere  
la  teo ria  rezonan ţe i m agnetice  nucleare). E d . P a u s t - 
wowe W idaw nictw o Naukowe, W arszaw a, 1966.

în  lucra rea  Introducere la teoria rezonanţei mag
netice nucleare au to ru l face o p rezen ta re  teo re tic ă  
a p rincipale lo r efecte legate  de fenom enul de re 
zo n an ţă  nucleară .

L u crarea  cuprinde şase cap ito le  în  care se face 
o analiză  p rogresivă  a fenom enului. în  p rim u l cap i
to l  au to ru l trece  în  rev is tă  o serie de  e lem en te  de 
analiză  o p era to ria lă  care vor form a a p a ra ta ju l 
m atem atic  u til iz a t  în  lucrare.

în  cap ito lu l al doilea s ín t expuse  in tu i t iv  
p ro p rie tă ţile  m agnetice  ale nucleu lu i şi s în t  defin iţi 
principalii p a ram etri nucleari : m o m en tu l m ag 
netic  nuclear, sp inul, m agnetizarea  nu c leară , c it şi 
o rd inu l de m ărim e al fenom enelor la scară  nucleară .

în  cap ito lu l al tre ilea  este  descris pe  scu rt 
param agnetism ul nuclear şi d e fin ită  co n d iţia  de 
rezo n a n ţă  m agnetică  nucleară.

în  cap ito lu l IV  sîn t expuse elem entele p rin c i
pale ale re laxării nucleare. Se in troduce  n o ţiunea  
de tem p e ra tu ră  de sp in  care este  u tiliz a tă  în  carac
te riza rea  schim burilor de energie în  cadru l sis
tem elor de sp in , c ît şi tim pii de re laxare  spin- 
sp in  şi sp in-re ţea. în  co n tin u are  se descriu  ecuaţiile  
fenom enologice ale lui Bloch. în  acest cap ito l se 
ind ică  de asem enea un  m o n ta j sim plu p e n tru  
observarea  rezonan ţe i nucleare  şi se descrie form a 
liniei de rezonanţă .

în  cap ito lu l V se face expunerea  propriu-zisă 
a teoriei re laxării nucleare, dezvoltînd  pe larg  
re lax area  spin-spin şi sp in-re ţea  în cazul d iferitelo r 
sistem e de spini.

în  u ltim u l cap ito l au to ru l face o expunere  pe 
sc u rt a  fenom enului de ecou de spin.

L ucrarea  în  ansam blu  in tr-u n  volum  restrîn s  
(182 pag.) p rezin tă  o im agine re la tiv  com pletă  a 
fenom enului de rezonan ţă  m agnetică  nucleară, d înd  
o bază p en tru  s tu d iu  iu acest dom eniu.

V. NICULESCU
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