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ROHEYHBIE HENMPEPLIBHBLIE JPOBU (I)

fliapo wenpepuisHoil apoln

3. AAHH

BouncauteTbHBIH  annapar pasdosKCeHHMA B KOHCYHYK HCIPCPHIBHYIO
Apo0L OOBKHOBCHHBIX [po0Ocii ynorpeOmserea oObUYHO JIIA pCIMICHAA ypa-
BHCHMIT B IeAuX gmesaax. B oToM HanpaRjJcHHM 3HAYUTCJbHbBI, HAIpuUMep,
OpeICTaBIICHNA  Yuced JuiHeiHbMH  dopMaMut ax -+ 0y M KBajpaTMIHON
dopmoit x? + v2 [3,4]. B oGoux cayyasx pemieHHme {x,y} BLIPAMKACTCHA B
FIBHOIT (pothe YUCJIUTEIAMI W 3HAMCHATCIAMI ITOAXOHANAX :Lpoﬂoﬁ K He-
APCPBIBHBIM [1polam, coorserersyioumy otuvM Gopmam. Ho woHCcuHbE He-
apepuiBHbe Apo0I MOrYT OLITL TIPHMCHCHB TAK/RC H IPH HOJVUCHHH HCRO-
TopuiX POpMyT pereHIT VPaBHCHUA NPCICTABACHHA UHCCT KBApaTHYHO
dopmoil x? — xy -y, RaAK 0 HCOUPCCHHBIMII apIQMUTIIYCCRIIME KBE Tpa-
TigHeIME dopMavu ax? + bxy -+ ¢v?. Hamommmacm M peilcHHC HeNpepsi-
BHLME ApoOaym ypasHenua [lcua.as [1,2], wrobu norazars, 4ro B OT-
JUUMe 0T NPCABIAVINHX, B JAAHHOM ¢Iydac NPUMeHAWTCH  (eCKOHEeYHBIC
HOIpepe BHbIe ApoOu. Mur Moo Ouf gath cmi@ IpHMepLl, HO H3 CKA3aHHOIO
COACAYCT, 4TO, TI0 OTHOLICHHIO K PCHICHHIO YpaBHCHMIT B 1ICJBIX  UHCIAX,
KOHCYHBIC HCTIPCPBIBHBIC JIpOOH HIPAl0T BamHYI0 po.ab. OCTATBHBIC MeTObI
He MOTYT jlaTh TY XapPAaRTCPHCTIKY PCHICHHIT, TIPCICTABIACMBIX  MCTO0M
HCTICPBIBHLIX Ipoleil, ABIANMINMCA HJICMEHTAPHBIM, ITH TO4Hee, cobeTBeH-
Ho apudyeriveckum. Pacwpenue o0gactil IPIMCHCHHA KOHCYHBIX  Hempe-
PHIBHBEIX [IpoGeil OpH PCHICHHN OjIHEX TIPOOICM 110 TCOPHI YHCCH, 0cO0CHHO
PCHICHHN  YpaBHCHHII B HOJLIN  HIICJ1aX, TpPeOyeT OJIHOBDCMCHHOPO pas-
BUTHS €O CTOPOHBL COBPCMCHUOH TCOPHN KOHCYHEIX HCHIPCPLIBHLIX Apobeif.
B orom mHampaBacHHHN BRIOUYACTCA, MC/EAY TPOYHM, M BBCOICHHC IIOHA-
THS APA HCNPCPBIBHONW APOOH M HM3YYCHHC OCHOBHBLIX CBOHCTB BBCOJCHHBIX
IHOHATHI .

I. Sapo HenpepbiBHOWH Apo6UM. OCHOBHOC INOMATIC — DTO HCIPUBOAMMAas
HeIpepuIBHast Jpodb B MaTpuunoii sanien {eMotpu Haupumep (2, crp. 3227)

(@) — (‘1’ 1]) (1)



8 2. J1AHH

TAC ¢ YACTHOC, TIOAYHCHHOC I3 OJHOTO II3 OCHOBHBIX PaBCHCTB ICTCIHI
a = bg 4+ 7, R KOTOPOMY NPIXOIUM TPUMCHCHMCM @ITOPUTMAa OBRJINLA,
Korja passnaraem oOBIKHOBCHHYW /Jpodb b7la, B HenpepnBHYW0. (Mol me
HOJIFRHBI HMCTh KaKOT0-AHG0 TaHHOTO COOTHOUICHHMA MCIRAY b M # B KA/KIOM
orame uUpuMeHcHuA adaropurva).  CGIemgoBaTeanbHO, MBI JIOJYRHEL  OCHOBBI-
BaThesl HA CYH[CCTBOBAHUI OJIHOTO DBRIMOBA Nojykoania F.

MEoMweTBO  HCIPUBOJMBIX  HCOPePuIBHLIX  jpoicil (1) cocramisier
HOAVEPVUIY G, OTHOCHTGILHO OUCPAIMIT YMEOKCIMH MaTpuil. Jr1a 1oday-
IpVIna ABIACTCA TPYINOH, KOTA& HOJYROIBLIO SABIHCTCH  KOMMYTATIEHbIM
KOJILILOM.

o erpoenmo noayrpynns J0dagd HeapepuBHan (podh

JAONYCRACT XOTH Obl 0,lHO Pa3T0:CHHC
- h V- <
Z = 1l(q)" (3)

HA HCOPHBOJUMBIC HCIPCPHLIBHLIC ApOOH.

B caydac HaTypabLHOIM HelIpepBIBHOI ApoO1t (KOPA 9IeMCHTBL MATPIH L
{2) — HATYP AT bHBIC MHCAA)  HMCCM COOTHOWMCHMA 2y 2= 2, = 2, = 0 u
2 32 2; > Zy U HA0OOPOT, BCARAA MATPHLA € DJICMCHTAMI HATYDaThHBIX
YICEST, DIACMCHTH KOTOPOIL VI0BICTBOPHIOT HTHUM ¢OOTHOLICHUAM, ABIAKTCA
HATYpaILHoi HenpephlBHOH Ap00LIO ¢ ¢IHCTBCHHBIM PA310/keHICM Ha 11po-
UBBCJCHEC HOTIPHBOIIMBIX HOUPepbIiBHLIX 1poleit. O1HaR0, B ¢aydac 1ol
HCIPePLIBHOI  Apo0i  (KOTZa WICMCHTEL MATpHIbl (2) —  Ledble  YeTa)
Viike HE HMCCM TPCABLIVHIMX COOTHOWCHU 11 BeAKAR HOHPUBOIUMAA e 1ast
menpepbisaas napots(l) sapiseres HopMantbro HeupuroIMoii, a sdhdeRrTIIBHO
OHQ UpHBOAUMA.

SZ) =2z + 24 —vaen, NUZ)=detZ(= +1) —uopma u L(Z) =
= Zl{\h(: #) TuHA HenpepniBaoell apoln (DocIeANAs KacaeTesd BLIOpam-
HOPO PA3TOKCHIA HA HCHPHBOINMbBIC MHOMITCN).

Hucso HempUBOUIMLIX  MHORUTeICH, KoTopwie TpaucnounposanueM (T)

He TepeXojgaT B caMit ceds, — 970 cTencHb acinierpint 4 (Z). Crenens
crmverpit — 810 L(Z) — A(4) = A(Z). B cavaac A(Z) =+ 0 #enpepuBras
ApoOb ABAACTCA CIMMCTpHYCeRolt, B cayuac 1< A(X) <2 L(Z) — 1 — uac-

TUYHO CcHMMCTpHUccKOll, a cecmt A(Z) = L(Z), 10 oHA acHMMCTPHYCCRAs.
Hacrimuraa nmenpepusnas apodn I1'(g) odosmavacres

Zy (O ), 4)
VA -1 W
rje P, umequresar fQ,, sHAMCeHATCAb HOAX0AANI Apodi paHra .
llocire mecacgoBaMua 9THX  XOPOIIO WBBCCTHBIX ITOHATHH II CBOICTR,
HePeXOAHM K BBCICHIN cHeludIryecKUX IoHATHH JauHoit padors:
Onpedeenne 1. Henpepwisnaa Opofe K, u3z pazioncenus 7 =

vy gr T . . P
=/ K, Z, asasemca adpoxn nenpepusioil dpodu Z.



KOHEUHBIE HEMNPEPBIBHBIE [IPOBIT (1) 9

Onpedeaenue 2. Henpepuisnaa dpods Z(= K,) 96.196Mmeq MUHUMATbHBLA
adpom, ecan y Heé wnem 20pa.
012/)(’00 weiue 3. Yemuépmwit saeserwm  zy(== k,) (2) sunumaasnoeo

Onpc(?e renue 4. Pasnocmbio Henpepyisioli Opobu 7 (2} seasemes wucao
D(Z)y = 2z, — z,.

Obozmadacy abeonoTHy0 Beanduuy pasuocru D(Z) depes k, |D(Z) = k.

HemoepegeTBeHHIM - BLIYHCICHHCM  MOYRKHO  [POBCPHTDL  CJICHVIOHTIC
JICMMDI

JEMMA 1. Coomuowenue

])( ) - (7' ])ml)([&)n) (O)

uMeent Mecimo & cayuae 0Goll HenpepusHoll Opodu ¢ adpost.

JdEMMA 20 dwdyo nenpepvisnyin dpoGe ¢ 90post, ¢ cayuae R,y 740, sooscio
ganucamy 6 fopse

7 /\’m}f(me Qn I l) ()n \)’ (6)
m 1)

Q" - l)(Z) /L,;mf i "o
e flx,v) = (— 1" 4 (— )"D(Z)xv + 2
Onpedeaenne 5. Henpepuisrnaa dpoio

7 (Z, 8y S — 23 Iy o :2) (7)

A619EMCL HCRPEPHIGIO 1L Opodsio ¢ UIMCHENIOU  Ounoli,  acconuuposanioil &
nenpepyisnoii dpodu 2.

Caeayionas JeMyMa HPOBCPACTEA TOFKC HOILOCPC,[CT BC HIIBIM BBIYHCICHIICM

JIEM \x\ 3. Karosa 0w wn dwaa nemnpepueras ()[)()«71) ¢ g0pos Z,
£ o= LGN L, 6 cayae by, 520w (gq) = (g,) 32 (1) das m =1, 2" asasemes
m’npcpblr,mm dpo6eio ('q()/)o w, 2’ _/,,, Ky Zi, co ceoitemeast D(Z ); ~D(/),
(=1 = (= 1), (— 1) = = (= )" PoAZ) =P y(2), PhssZ')  Pamr(2)
v K, — K,.

JEMMA 4. B caynae D(Z) =k, Z = (q)Y {q,), (q,) 3£ (q,) uaseest
() = (g, - 8), ,ede 1 =lt<k u

v (/_\' — v vk vy — /) )

N Vo

in

2de GBINO.LNCHBL CACOYIUNE COOM HONC T
Ioovgo = — V2 - ky - (— )"
¢ )

2. Vo =\,

3= (k3w L,

b= [lviy]+ 1,
4. )
== [v:v] (BOBMOIRIIO TOJBKO, cean vy == 1),
S, (¢t — Nv + k<l tvy + o



10 =, JAHHU

Horazameavemeoo. 13 pasenersa Z = (q,)Y(g,) moayvacM z; = v,¢,¢, -+
+ oGy b Myt Y =Yg+ Ve B3 =304+ Y, Moz =1y Orcoja,
obosHavas Vv, = v, Vy=1¥ M ¢, =g, + ¢ cacayer k =ivy — (v, — ¥),
T.C. V=¥ Fivg— ke W3 0O<v+ivy—k<lvy u O0< vy, caeayer
[tv‘, — k[ <7 vg. Tarum obpasom, 1o npeanososkesuio ¢ 3z 0, BBIBOMM
1<tk

Tar rar L{Z) = L(Y) 4+ 2 mween det Y = vgyy — 3% — vlvy + vk =
= (— 1)". Ofo3mavas y, ={¢y — v, MBl I0JydacMm veiaosine 1. 1 Bopa-
JRCHIC L Y.

VIopsA;04CHIC DJICMCHTOB HATYPAILHON HeIpepbBHOI Apolu jabr mam
Vo= v+l —k=tv—v>=0 vy =¥ =1y — v, OIKyja BHBOIM
(t— vy <k —y, (t—=Dy+k<tvg+v 5, v<iv, y<lv, 2.,(t—1v=<o,
Mea B BUY, 4TO v 4 fvy — kB > 0, ¢ ro'LVeT k —r <tvy. Tar wrar v, >0,
s (f — vy <<k — v <<ty caeayer £ = [(k—1)1v,] + 13. {t — Vv <

Lo ty, cema fv— v = 0, r.e. vo=1 u L= v, mr.mcno YCITOBIK
det Y == (— 1)*, cacayer == [v:v] wm {=[v:y] -+ 1, a B mporuBHOM
caydac BulBOAEM f == [v:y] -+ 1 4.

TeorEMA 1. (Teopesta wynacona). Suawvenus, komopvle stoxucenm npu-
HUMAMD  HyRACOH v, Hamypaasioil nenpepuisiioli dpodu Z, 6 ciyuae, roeda
D(Z) durcupocannoe wicio, kR 72 0o (—1)" =1 u k=20 dug (1" = — 1,
COCIABAICNL  KOHEUHOE N HONCCCso  HAMYPAIbHBT  qUced,  ONLAUMHBL 01l
Yy,

Aowazamevemeo. Ml Moo Opofmosarari, 4ro caMo Z  — MIHH-
vadpuoe aiapo. Taw waw nmo upeamodoskenuio k=== 0 pus (- 1P = — 1,
To Z= (g). BEem Z o= (9){gy), meemorpst ma To, uro (g,) = {(g,) i
(q1 2 (gy), MbL MMCeM vy == 1. OCTATDLHBIC MIHIMAIBHEIC S1pa IMCIOT (hOpMbE
(ql)Y(q,,), (90) 7 (¢,). PacemarpuBacm orjgeasuo ciavuan D(Z) ==k
1,) / — R

1)(Z) = k. Cor. Taco - aene 4 on3 vy =y kb, — kO (8)  caeaver
Oz —1vy—1)+v —Fk-+t—11u, Tark var v > 0, susoauy 1 << v <
Lk —t - 1. Tawun odpazom, wven B By, wro 1=l¢=Ck, worpa £k
PUECHPOBAHO, ¥ MOMCT HPHHIMATL TOJBRO OUPpaHUYCHHBIC 3iadcHusa. Mu
AOJGRHBL HBYUHTD  IPENHaeH  — V2 - by 0 (— 1) 00 (o0 crenmel 4) st
VOTAHOBJACHIST  VCIOBUA,  YTOOB 11 OCTAJIBHBIC JICMCHTH  HCHPCPBIBHOI
apodi Y OpHHAUL OFpaHUYCHHMC sHadcHHs. Yol TpéxwiIcH aHHV.IUIpO-
BATICA, HCOOXOMIMO, UTOOLI JICKPUMUHAHT A Ol ObI O/ HBIM KB&IPATOM,
k24— 1" = A, 1o goamist mers (B4 VA) 2 2) (B — A)
== (— 1)". VeraHapmBacTes, 4To TOJALKRO PCiicHHe R = 2, = 0, moy-
tivuuou aas (— 1) =1, y;mB:I(‘TBt)pH(T yeaosuo £ = 1. B srom cavuace

= yE A Ry e (- I e (v . Orcona e I(‘,l\(T \' =11 v =0, rar
fak 0 < (/ — Dy <v i vy > 0. II; V=12t — 0=t 1 sBLiBojguM ¢ = 1.
1amm 00pa3oM, COTIACI0 VOIoBID w®. 3, LCMMbE 4, vy = 2. OTOT BICMCHT
Vg, KOTODPHLIE MOMKCT IPHHHUMATL HCOPPAHHYCHHLIC BHAYCHIA CBOPXY, BMCCTC
¢ JIPYTUMHI  DJICMCHTAMM V0BACTBOPACT BeeM yeiaosuaM w. 1—5, memmer 4:
Z = (q,)(1)(vg — 1)(g, + 1). Ho, ccau uckaogaes cayuaii k=2, (—1)" =1,

Suv
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KAk HTO CJICAYCT M3 paBeHeTsa w. 1. JemMmbl 4, v, /IONyCKaeT JMINE 3HA-
YeHUA, OTPAHHYCHHBIC BHAUCHICM Vo muy = [R! 2]2 + TA:27((1 4+ (—1)F+1):2) +
+ (— 1)” . ROTOpOC TOJIYHACTCA LIV == [k‘23. Tar muokeerBo 3na-
YeHUI, KOTOPHIC v, MOJKCT IIPHHUMAThH, B HTOM CJIVYOC COCTABAACT KOHCUHOE
MHOMCCTBO HATYPAJBHBIX YHCCHN, OTJIMYHBIX OT HY.IS.

D(Z) = — k. B orom cayuac, KaK 39T0 CJICAYeT HWB  COOTHONICHHSA

T p - s

D(Z"y == — D(Z), nenpepniBHag jpodsb Z BelET K IOJORCHHIO, 1OX00GHOMY
Ipe;IbIYIeMY , KOTOPOC COOTBCTCTBYCT TPAHCHOMHPOBAHMIO HCOPEPHIBHBIX
apobeii.

HorazareaberBo Teopemnr 1 okonueno.

Onpedeaenue 6. Henpepusnas 0pobs Z — nenpepwicnas 0Opobe —
SMHO20UACH, eCAll €€ IJAeMEHMBL MIUOCOUICHbL.

TeoPEMA 2. (Teopeya  suutusatonozo 90pa MHoCONACH 0OM pA3HOCIMU
(k). Hamypa.onvie munusaabivie adpa suveowsenst om k, 72 = Z(k), er.uo-
wawomes ¢ odun usz eaedywwpux 14 munoe:

Z0 = (g,)(¢, + k)
2% = (q,)(2)(k — 3)(q, + 1),
20 = (g)(1)(k — 3)(g, + 2),
20 =) (W(ge) (D (k — 3 — gg)(gy -~ 1), (10)
290 = (g )(Dlgy + k),
219 = (q) (F)(qy - 1),
20 = (g)(D{gg)(k — 1 — ga)(qy + 1),
W UT MPARCROHUPOSAHHBLE.
Howazame.vemeo. Ueeaeyen ovjieanino eaydaii D(Z) =k w D(Z) = — k.

D(Z) == k. Cayuait ZM co0TBeTCTBYCT MITHEMATHHBIM HATYPATLHBEIM H]1-
pam (Im}mm Z = {(q,)(gs), meeamorpst ma to, uT0 (¢y) = {(g) wmt (¢,) 7= (gs).
OcTaaphbie eIyaan cOOTBCTCTRYIOT MHINMAILHLIM HATYPAILILIM APaNM Bia
Z = (q)Y{q,), (¢)) £ (g,). B nocacamen exywae pasererso =, 1, gemvs
b JOJATHO TOMRICCTBCHHO HMeEThL MeCTO, KAKIMIL Obl HII OBLTH MHOT'OYIC HbF
vo == volh), v = v(k) 1 v = v(k). Hs-3a spara Munye mepe;l eTeHCHBI Y2, ¥
HOCTOSHHAS I IHO3TOMY, ILAT v, == ak -/ 0 v =c¢, Tjic 4, b1t ¢ MTOCTOAHHDBIC,
HAH vy = € 11 0 = ak + b. Mecaeves OFebHO OTIH CJOVYaH.

vpr=ak 4+ b0 u ve=c. Mo aveen (ak - b)c = vk — 3y 4 (- 1)t
OTRYAA ac = v, bc = — 42 4 (— 1)1 Orcwojga BeBoANM ¢ = 1, T.¢. v =1
1 IOTOMY COLJIAcHO I. 4. semmnl 4 oOssareapHo ¢ =1 # MOomeM HMeTh
Tardae = 2 gaa v = 1. Pasaaras ucapepsiBHYIO podn Y (8) Ha 1po3-
BeJACHIC HCOPHBONMLIX MHORUTCICI, 1 nMes B Buiy, uro (g,) == (¢, + 1),
AL BRIBCICHHBIX BHAYCHHH COCTRBIAIONIIX QJACMCHTOB, HOJYVYAcM I8 MITHI-
MalIbHOTO  spa MHOFOWICH OT & OV U3 HCOPeDLIBHBIX jipobeit 20,
1e{2, 3, 4,6,




12 o, JAHU

vo==¢ U v=ak-+ b B orom caydac, Kar i nOpemjac, Noayvdacm
vo= 1, #rar vy, =3y =11 v, =0, 1. ¢. Y = (1) ut—o=0. Comracuo
n. 3. Jemmel 4, moaydacm { =k m 1moromy v ==k Taxkum o0pasom
AEDANR

D(Z) = — k. AvagormunuiM paccy:mjacuueM or cayvas D(Z) = — &
reopeMbl 1 mesrydacM  TpaHCIIOHHPOBAHHLIC  HeupepolBHBIX - jpobeir  (10).

JTHM TeopeMa BIOJHC JOKA3aHa.

Hysuo emé nokasars, waw HPHMCHAIOTCH [OHATUA 9TOH padors,
MCSKAY TPOYMM, K PCHICHUIO YPaBHeHHI B HeABIX  YHEIAX, 9eM MbL OVACM
BaHNMATLCA B IOCICAYIONWi padore.

Hocmynuao 15 aneapsa 1966 e.
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FRACTII CONTINUE FINITIS (I)
Nucleul fractiel continue

Rezumat)

Folosind notatia matricialid (2) a fractiilor continue finite cu descompunerea intr-un

produs (3) de factori ireductibili (I) se introduc urmatoarele notiuni:
. UV . . P S . .

Fractia continud K, din descompunerea Z == 7, N,7 (1 este simbolul transpunerii)
este nuclenl fractiel continue Z. Fractia continud Z(= IK,,) este nuclew minim, dacd ea nu
are nucleu. Elementul al patrulea z,(= k,,) (2) al nucleului minim Z(= K,,) este wnucleonul
vo. Difeventa fractiei continue Z (2) este D(Z) = ¢y — z,, |D{Z)| = k. Fractia continui (7)
este fractia continud cu lupgimea modificald, asociatd fractiei continue Z. Fractia continui
este fractie continud polinom, dacl elementele ei sint polinoame.

Proprietitile principale ale fractiilor continue finite in privinta notiunilor introduse
sint date de urmatoarele doud teoreme

TEOREMA 1. (Teovema nucleonulut). Valorile pe care le poute lua nucleonul vy al frac-
fier continue natuvale Z, tn cazul, cind D(Z) este numdr fixat, k =% 2 pentru (—1)" = 1, si
k= 0 pentru (— 1)" = — 1, formeazd o mulfime finitd de numere naturvale, difevite de zero.

TEOREMA 2. (Teovema nuclenlui minim polinom de diferentd (k). Nucleele minime
naturale polinoame de k, Z = Z(k), sitnt continute in una dintve wrmdtoavele 14 tipuri (10) si
transpuscle acestora.

(Prin fractie continud naturald intelegem o fractie continuid (2) cu toate elementele
numere naturale.)

Rezultatele obtinute se vor aplica intr-o altd lucrare la reprezentarea numerelor prin
forme patratice.
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FRACTIONS CONTINUES FINIES (I)
Le novau de la fraction continue

(Résumé)

Youployant la notation matricielle (2) des fractions continues finies qui se décomposent
en un produit (3) de facteurs irréductibles, 'auteur introduit les notions snivantes:

Ia fraction continue K, de la décomposition Z == ZmeZ’ﬁ (ot T est le symbole de
ta transposition) est le novau de la fraction continue Z. La fraction continue Z(= K,,) est noyau
minimum si elle n’a pas de novau. Le quatriéme élément zy(= %,,,) (2) du noyau minimum
Z(= K,,) est le nucléon vy La diffévence de lu fraction continue 7 (2) est D(Z) = 29 — 23,
|D(Z)] = k. La {raction continue (7) est la fraction continue avec la longueur modifiée,
associde a la fraction continue Z. La fraction continue est une fraction continue polyndme
si ses éléments sont des polyndmes.

Les propriétés principales des fractions continues finies en ce qui concerne les notions
introduites sont données par les deux théorémes suivants:

THIEORIMIE L. (Théoréme du nucléon). Les wvalewrs que peut prendve le nucléon vo
de la fraction continue naturelle 7 dans le cas ofv D{Z) est un nombre fixé, k = 2 pour (—1)" =1
et k57 0 pour (— )" == — 1, forme un ensemble fini de nombres natuvels diffévents de zivo.

THEORIEMIE 2. (Théovéme du noyaw minimum polvidme de diffévence (k). Les novaux
mivimum  naturels polyndmes de k, 7 = Z(K), sont contenus dans un des 14 types suivants
(10) et dans leurs transposées.

(Par fraction continue naturelle nous cntendons une {fraction continue (2) ayant tous
ses ¢léments comme nombres naturels.)

Les résultats obtenus seront appliqués dans un autre travail a la représentation des
nombres par des formes quadratiques.






UBER EINIGE METRISCHE EIGENSCHAFTEN
DER STELLENRINGE

von
I. GY. MAURER und M. SZILAGYI

Es sei R ein Stellenring, also ein kommutativer Noetherscher Ring
mit Einheitselement, der ein einziges maximales Primideal m besitzt.
Dann gilt die Relation

nomt = {0} (1)
wobei mit {0} das Nullideal des Ringes R bezeichnet wird [3]. R ist ein
topologischer Raum [1] beziiglich des folgendermassen definierten Grenz-
begriffes [3]:

"Eine Folge {a} (an€ R; n=1,2,...) hat genau dann das Element
a€ R als Grenzwert (4, — a), wenn es fiir eine beliebige ganze Zahl s = 0
eine nattirliche Zahl n, = #n,(s) gibt, so dass die Relation

a — a, € w', also a = a,(w"), fur alle n > n, gilt. (2}

Aus (1) folgt: wenn a, — a, dann ist das Element g€ R eindeutig
bestimmt,

Die Folge {a,} heisst eine Cauchy-Folge (oder Grundfolge), wenn es
fiir eine beliebige ganze Zahl s > 0 eine natiitliche Zahl n, == ny(s) gibt,
so dass die Relation

An, — A, € M, als0O a,, = a, (m'), fir alle ny, n, > n, gilt. (3)

Der Stellenring R heisst komplett {3}, wenn eine jede Grundfolge
von R konvergent in R ist. Es ist leicht zu ersehen, dass eine Folge in
einem kompletten Ring genau dann konvergent ist, wenn sie eine Cauchy-
Folge ist. R heisst komplettierbar, wenn er eine komplette Erweiterung
R’ besitzt.

Auf Grund eines FErgebnisses beziiglich der Operatorengruppen folgt
(s. etwa [2], S. 51), dass durch den folgendermassen definierten Begriff
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der Entfernung (a, b) zweier beliebiger FElementen a, b€ R, R ein metriscler
Raum wird :

{a, ) == )1 &a==bm) und ag=bm+Y), wenn a0

4)

(a, b) = 0, wenn a — b.

Wir zeigen in dieser Mitteilung, dass die Metrik (4) zu derselben Topo-
logie in R, wie der Grenzbegriff (2), fithrt. Wir beschiiftigen uns ferner
mit gewissen Abbildungen des Ringes R in sich selbst und unsere Ergeb-
nisse werden wir auch auf ein Gleichungsproblem anwenden.

Den Begrift der Cauchy - Folge und der konvergenten Folge definiert
man in dem metrischen Raum R in {iblicher Weise. Es ist leicht zu ersehen,
dass die Relation (3) bzw. (2) mit der Relation (5) bzw. (6) gleichwertig
ist:

Es gibt fiir eine beliebige ganze Zahl s >0 eine natiirliche Zahl
1y = ny(s), so dass

(an,, a,,) << far »y, n, > n, (5)

1
as
{a, a,) < g-s-fi'lr n =, (6)

gilt.

Es gilt also der folgende

Sarz 1. Die durch den Entfernungsbegriff (4) eingefiihvte Metrik fithvt
zut derselben Topologie in R, wie der Gremzbegriff (2).

Da jeder metrische Raum komplettierbar ist, gilt folgendes

KoRrROLIAR. Ein jeder Stellenving R ist in der oben eingefiihrten Topo-
logie komplettierbar.

Wir bemerken, dass der in diesem Xorollar formulierte Satz ein
Hauptergebnis der ,,analytischen‘ Theorie der Stellenringe ist [3]. Dieses
wurde auch in [1] auf einem anderem Wege bewiesen.

Zugleich beweisen wir hier folgende FEigenschaften der Entfernungs-
funktion :

(@—c¢,b—¢)=(a,bd) fiir beliebige a, b, ce R; (7)
(ac, bc) << (a, b) - (c, O0) fiiv beliebige a, b, ce R ; (8)
(am, 0") < (a, 0)" + (b, O fiir beliebige a,be R und

fiir beliebige ganze Zahlen m, n = 0. (9)

Es sei (a, b) = -;—. Dann gilt a —bew’, a — bgms"!, also dass
(@—c¢)— (b —c)em’, (a —c¢)— (b—c)gmt! ist. Daraus folgt (7). Es
sei (¢, 0) = 2%— Es folgt aus a — bem’ und cem!, dass ac — bc =

= (@ — b)c e m*!, also (ac, be) < SLEN B

1 (@, b) - (0, ¢) ist. Das heisst,
PARS 2s ot
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dass (8) gilt. Es folgt aus (8) fiir 6 = 0 und ¢ = a, dass (a2 0) < (a, 0) -
< {a,0) = (a,0)* ist und durch Induktion, dass auch (a*, 0) < (a,
gilt. Es gilt also auch die Relation (9): (a”, §") < (@™, 0} + (0, 8") <C (a, O)" +
-+ (b, 0)~.

( Es) sei nun « eine beliebige eindeutige Abbildung des Ringes R in sich
selbst. ao € R bezeichnet das Bild des Elementes ae¢ R durch o« und
R bezeichnet das Bild des Ringes R durch «. Die Abbildung « soll eine
der folgenden zwei Bedingungen erfiillen:

1°. Wenn a = b(m®), so ist ax== ba(m**1) fiir belicbige a,be R und fiir
beliebiges s =0, 1,2, ... .1

2°, Wenn a€em®, so ist ax€m’® fiir beliebiges ae R und beliebiges
s=0 12 ....

Bemerkung 1. Die Bedingungen 1° und 2° sind im allgemeinen
unabhingig.

Bemerkung 2. Wenn « ecin Fndomorphismus der additiven
Gruppe von R ist, so sind die Bedingungen 1° und 2° gleichwertig.

Weil in diesem Falle Oo == 0 ist, erhdlt man 2° aus 1° fiir 5 = 0. Es
sei andererseits a = b(m'), also a — b e m’. Dann folgt aus 2° dass
(@ — baem =1, Weil aber (@ — U)o = ao — ba, folgt ao = bu(mst1).

Bemerkung 3. Es folgt aus 1° die Giltigkeit der {olgenden
Bedingung

(ae, ba) <~ (a, b) fiir belicbige a, b€ R. (10)

Fiir (a, b) = ; , erhalten wir a = b(me). Dann folgt aus 1°, dass ae =

. 1 11 1
= ba(m+!) und dies bedeutet, dass (aw, ba) <— = —+ —=— (a, b).

2012 22
Bemerkung 4. Aus 2° folgt die Existenz einer reellen Zahl
#MO < x << 1), die der Relation

(@, b2) << ® - (a, D) fitr beliebige a, b € R (11)
geniigt, im allgemeinen nicht.

Sarz 2. Es sei R ein kompletter Stellenving und es sei « eine cindeu-
tige Abbildung des Ringes R in sich selbst, die die Bedingung 1° erfiillt.
Dann ist die Beziehung

2w —¢e) =c¢ (12)
fiiv jedes ¢ € R von einem und nur einem Element x = xy€ R erfiilli?. Dieses
Element ist dev Grenzwert einer Folge {x,}, wobel x, = %, f n=2,3, ...),

Lyl = R,
2 ¢ bezeichnet die identische Abbildung von R in R.

2 — Babes-Bolyai: Mathematica—Physica 1171966
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xy ein beliebiges Element von R ist und die Abbildung B8 — R durch
die Relation xB = xa — c(x € R) defintert ist.

Beweis. Es folgt unmittelbar aus der Definition der Abbildung B,
dass ein Element x,¢ R die Bedingung (12) genau dann erfilllt, wenn
es der Relation xf = x gentigt. Wir wollen zeigen, dass mit « auch B
die Bedingung 1° erfullt. Es selen a und b zwei Elemente von R, fiir die
die Relation a = b(m°) gilt. Weil ao = ba(mstl) ist, so ist ae — c=ba —
—c(m**1) und es gilt also af == bB(m 1) fur beliebiges s =0,1,2, ... .
Auf Grund der Bemerkung 3, folgt die Gfliltigkeit des Satzes aus dem
Fixpunktsatze von Banach.

Bemerkung 5. Man kann auf Grund der Bemerkung 2° erse-
hen, dass im Falle wenn o ein Endomorphismus der additiven Gruppe
von R ist, der Satz 2 auch im Falle 2° gilt.

Es sei nun flir 2 die Bedingung 2° vorausgesetzt.

Levma. Es sei R ein Stellenving und o eine eindeutige Abbildung des
Ringes R in sich selbst, die die Bedingung 2° erfiillt. Dann wird die Relation

X = x (13)

von genaw eimem Element von R mfiillt, nédmlich x = 0.
Beweis. Weil 0em® (s =0, 1, 2, ...) ist, so folgt aus 2°, dass Oz € m°t2

(s=10,1,2,...) und also, dass Oa ¢ ﬂ ms = {0} ist. KEs gilt also: Qo = 0.

Wir zeigen weiterhin, dass die Relatlon (13) nur von x =0 erfiillt
wird. Es sei x, = xy% wobeil ein Element xeR (v, 20). Weil 5, = yjuem
ist, so erhdlt man, durch wiederholte An\unduno der Bedingung 2°, dass

xo€m® (s=1,2,...) gilt. Daraus folgt x,¢ ﬂ m'. Iis ist also x, = 0.

Sarz 3. Es sei R ein Stellenving und es sci o eine eindeutige Abbil-
dung des Ringes R in sich selbst, die die Bedingung 2° erfiillt, Wenn 1 — v € m
(r € R), so wird die Bexiehung

Xo = & (14)
nur vom Llement x = 0 erfiillt.
Beweis. Es sei 1 — 7 = #* die mit (14) gleichwertige Relation?

x(o 4 er¥) = x (15)

Wir wollen beweisen, dass die Abbildung v = « -+ «r* der Bedingung
2° gentigt. Wenn aem’, so ist ay = a(e + =#*), weil « die Eigenschaft
2° besitzt und es gilt #* = 1 — 7r€m. Also, auf Grund des Lemmas ist
die Relation (15), also auch die mit ihr gleichwertige Relation (14) von
x = 0 und nur von » = 0 erfillt.

3 Wir bemerken beziiglich der angewandten Bezeichnung, dass x{a + e#*) = xoa +
-+ av* ist,
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KoroLrar 1. 1 — r&m ist eine notwendige Bedingung dafiir dass die
Relation (14) von einem Element x == O exfiillt wird.

KoROLLAR. 2. Das Polynom
p(x) =a,x" + a, N+ oL Fayx® - (e, — 1)y
(g, emCR; 1=1,2,..., 1) (16)
hat in R eine ernzige Wurzel, ndmlich v = 0.

Bewers. Mit dem Polvnom p(x) kann man eine eindeutige Abbildung
x: R - R in folgender Weise definieren : xo = p(x) + x (¥ € R). Wir wollen
zeigen, dass diese Abbildung die Bedingung 2° erfillt. Es sei xein belie-
biges Element von R. Weil a,em (1 = 1,2, ..., n) und weil m ein Ideal
von R ist, so gilt xeem und demnach Ra C m. Man betrachtet ein belie-
biges Element aem’(s = 1,2, ...) Dann gilt
aw == pla) +a=aa" +a, @1+ ..+ a,at aa-=

H
= (a, a" 1 4 a, a""* 4+ ... b a)aemsth

Aus dem Satz 3 folgt, dass die Relation ve = x genau von einem Element
des Ringes R, ndmlich von t == 0 erfiillt wird Dies bedeutet, dass das
Polynom (16) nur eine einzige Wurzel x == 0 in R besitzt.

Lingegangen awn 15, Januar 1966
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DESPRE UNLLE PROPRIETATI METRICE ALE INELELOR LOCALIL

(Rezumnrat)

Fie R un inel local §i m idealul prim maximal al lni R.

R este un inel topologic 1] in raport cu notiunea de limitda (2).

In nota de fati se studiazd anumite proprietati metrice ale spatiului R.

TEOREMA 1. Metrica definitd prin notiunea de distantd (4) ne conduce in R la
aceeasi topologie ca si notiunca de limita (2).

COROLAR. Orice inel local 2 este completabil in topologia introdusa.

Se studiazd anumite aplicatii univoce « ale lui R in ¢l insugi, care satisfac una dintre
conditiile 1° si 2°

TEOREMA 2. Fie R un inel local complet $i « o aplicatie univocd a lui R in R, care
satisface conditia 1°. Atunci pentru orice ¢ ¢ R relatia (9) este satisfdcutd de un clement x =
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= x, al lni R si numai de unul, iar acest element este limita unui gir {x,}, unde x, =
= x,—B€R(n ==2,3,...), x este un element arbitrar din R gi aplicatia 3 a lui R in R este
definitad prin relatia x8 = xyoo — (¥ € R).

TEOREMA 3. Fie R un inel local, si & o aplicatic univocd a lui R in R, care satis-
face conditia 2°. Dacd 1 — r€m (v€ R) atunci relatia (14) este satisfacutd numai de » = 0.

COROLAR 1. Pentru ca relatia (14) sa fie satisficutd de un element » = 0 este necesar
ca sd avem 1 — v¢€m.

COROLAR 2. Polinomul (16} se anuleazd pentrtt un singur element al lui R si anume
pentru & = 0.

O HEKOTOPbIX METPUHECKHX CBOMCTBAX MECTHbBIX KOJE[]

(Pesionme)

[Tvers R aMectHoe KOJTBLLUO I #2 —MAKCHMAaJbHbil npocroil #ieaa koapua R.

R— rtonoaornueckoe koiulo 171 no oruowenuo kK noustiio npegeaa (2).

B nacrosieil padoTe n3yuaircs onpejeseHHbIC MeTpHUeCKHe CBOIICTBA MPOCTPAHCTBA
R.

TEOPEMA 1. Merpura, oupejeasicyasn nouaruer paccrofuus (4) seger 8 R x toft
e TONOJOTI, UTO 1f nonsATHe npeleia (2).

KOPOJJIAPIIM. MTwo6oe MecTHO: KOABUO R MOAKeT TONOIHATHCS B BBEJ1eHHON
TOMOJOIHH.

Mayuaiorest onpeleieHiibie 0JHO3HAYHBIE OTOOpAaeHst o KOJIbla R B HeM cavoum,
VAOBICTBOPSIOMWHC OIHOMY H3 yeToBHI 17 a1 2°

TEOPEMA 2. Ilvers 2 noaHOe MeCTHOE KOJIbLUO 1T o — OIHO3HAUHOEe OTOGpakKelne
xoanua I B R, vaosiergopsiioulee ycaosmio 17, Toria aas moboro ¢ € R, oTHOue e
(9) VAOBJICTBOPEHO ONHHM If JHIUb OZHIM 3JEMEHTOM & ==x  KoJblla R, a 3TOT 3IeMeHT
SIBAAETCS NPeJeIOM TOCACA0BATeNbHOCTH {x,}, THe %=1, _B€ R(n = 2,3...),4, — npous-
BOJILHBIH 3JeMenT Koabia £ 1 oroGpakenie 8 Koabla R 3 [ onpeieasercs OTHOLIe HHeM
Af = xe — c(¥€ R).

TEOPEMA 3. Tlvets R MeCTHOE KOJBLLO H o OIHO3HATHOe 0Tofparkelne KoOIbia
R B R, yjposaerscpsiouwiee ycaoBHio 2°. Ecau 1 — r €m{r € R, 1o ornoulenue (14)
YAOBJIETBOPEHO JHUL x = ().

KOPOJIJTAPHH 1. Uro6ur otnoutenue (14) ObIC VAOBICTBOPCHO 3aeMeHTOM # == 0,
HEOOXO0AHMO HveTh 1 — v€ D,

KOPOJIJTAPHHN 2. Muorouwien (16) auuyipyercs Jif OLHOIO 3JeMEHTa KOJIbIA
R, a uveduo aias v = 0.



SUR UN THEOREME DE LA THEORIE DES NOMBRES LT SES
APPLICATIONS A LA THEORIE DES TREILLIS ET DES GROUPES

de
GHEORGHE PIC

1. Si p et ¢ sont des nombres naturels, [p, ¢] leur plus petit commun
multiple, (p, ¢) leur plus grand comun diviseur, alors

Poqg=1pq- (P 9 (1

Les nombres naturels étant organisés a 'aide des opérations binaires,
,le plus petit commun multiple” et ,le plus grand commun diviseur”
forment un treillis distributif. Cela signifie que nous avons les égalités
suivantes :

((a, b), ¢] = (la, c], [b, ¢]) ([a, 5], ¢) = [(a, ), (b, )]
(@, ), ¢) = (a, (b, ©)) [l ¢) = [a, (b, c]]
[a, (a,b)] = a (a, [a,b]) = a

oll a, b, ¢ sont des nombres naturels. Si a > b, alors
(a,0) =b et fa,b]=a

Ces propriétés nous permettent d’établir les théorémes 1 et 2 et naturel-
ement leurs duals qui généralisent la relation (I).

La confrontation du théoréme 2 avec son dual nous suggeére cer-
taines égalités (théoréeme 3), qui ont lieu non seulement pourles nombres
naturels mais dans chaque treillis distributif. Elles constituent de nou-
velles conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un treillis soit distri-
butif, équivalentes 4 la condition bien connue

([a, 0], [a, ], [b, ¢]) = [(a, ), (2, ¢), (b, ¢)]

Enfin une des conditions établies nous suggére umne propriété des
groupes, qui généralise un résultat de O. Ore.
2. Pour commencer nous établirons :
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THLOREME 1.

C(pe -
[(pr -
(P - -

/31.'_1’ /)n ‘ 1)’ e,
(Buiiv -
Z‘)n):l:[<]§l’ ’])

P

GHEORGHE PIC

i ‘;-l) ’

(P ioar oo
P >

])"’Pm—l)].
(b -
',(j)nui::‘v RN

/’H—l) R

f’n-ﬂ)j x

- (2)

([pl’ ctt f)i’ ])n—{»l) » sy (‘/)n—z' Ll ee ey /)n’ j)i;l)]’
[(pl"“’]‘)h‘])’ "(pn»zx-'-:f)n)])
En utilisant les propriétés d’associativité et de distributivité nous avons
(])n—{»l’[pl’ * f)n] [)l /)i 1)’ "(pnrpn;—l):l

1 égalité (1) nous donne
(j%w—b[/’l""’]’n] X[/)l ]) 751]5>’
:[<]b1!752)’(p1’/)3)’ pn Pn ljx
[(pl’PZ)I (]l)l’ /’3)’ "(/)n—ll /’n)])

et, tenant compte des propriétés de distributivité et d’associativité, nous
avous

(E . f)l 1 15, H) 4 o (anr——iw’ Tt
(Py -0 Pi)> o (Puiro ""/‘)nﬂ)
= [(br o - Pic) s (Puiia P Pu) ) o
[Py b)) oo Buiir o 2] = (o - 2im1)
(Paizor == P[Py o i Pucd) oo (Bouiins ooy P Paid) )
Mais on peut établir aisément que
[(Prr i) s oo Boiiny o
=y b Pusi) o (Baiin -
et les lois d’absorption nous donnent
T B Ry S K EH
(Priivr ucive oo b Bud) ) =L(Py b -
(Pacivrs Prcicor =+ Pus Puit)]
le premier membre de 1'égalité (2) sera donc égal a
(b1 b -+ Pis i) s s (Bucirs Pucivwr oo B Pasa)]
) [(151’ Do oo i) - (Bumis Buiir - o ba) ]

(pn 1 f)n)]:
/)X j)nll) ”(Pn’ ﬁn+l)]’

Pw ])M 1)]’

i

P)]>
Pn’ pnw“l):'

o Bubuir)
Do Bui)s -+
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En utilisant pour ce produit 'égalité (1) nous obtenons le second membre
de V'égalité (2).
Le résultat dual sera:

THROREME 17
WLPw Pos o os Pacts Puir s -+ [Pu—inrs Pucivn -+ o0 P Puia])s
((Py bor - iy oo s [Pucivts Paivns -~ Pu )] X
X [Py Par -+ Pua]s - N [Puets Puitor oy Pul) == L (3)
= ([pv Do - Puals oos [Puiits Puives ooy Prar]) X
X ULpr Do o os Pis ot ) s [Puivts Pacivzs ooy Prs Prsa])s
([Py Por - P ]y oo Thumis Pt oo 1))

En utilisant ces résultats nous aurons:

THEOREME 2.:
Prbe - Pu =[P Por - Pul s [(P1 Po)s (Pys Pa)s - (Purs P ) )
* [(Plf 752» P4)» ('Pl» ]52) ]54)» s (Pn—ﬂ, Pn I Pn)] v (/’1’ ;1’2» s Ibn) J

Pour le démontrer nous utiliserons I'induction par rapport a ». Nous mon-
trerons auparavant que

Prbs - Prvi = [Py Pos oo Pur] - ({21 pa)y oo (Pus Pn+1)] :
) [(Pv f)zx ps)r et (/"n L Pn» Pne-l)] s
e by P i)y (P Prmiis o Paia) ]
cl(Puba - Pis)s o (Paitts Prmivcns <o, Prit) ] .
AUPas Por - P Bos)s - ( (>)
(Pritts Poives «o s P Pui) ], U1 P oo Pivt)s oo,
(Prioty Pais oo s D)) -
[Py Do - s Pive)s oo (Prmicty Prmis o Pa) ] (Pr Pos s )
La formule (5;) subsiste si ¢ = 0. Supposons qu’elle soit vraie pour
7. Observons que nous pouvons écrire
([P Das -+ s Pis Prs)s - s (Privts Prinzs o s Py Pus)
P o oo Pist)s v eoos (Pumiy Proints oo P)]) =
= ([pr Pos -+ s i) oo (Poiets Prizs oo PU) ] Pricrs
[(lbl: Do oo s Pi+1), e (Pnt s Pr—isty e e j)n)]) -
= (Pns1, [(Pr Por -5 Pivr)s ooy (Pamis Pruirs <o D)) =
= [(pr o -+ Pivts Prit)s + o (Pois Privts ooy Pus Puir) ]
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et par suite, le théoréme 1 nous donne

([(P1 P - s Pis busr)s ooy (Pricts Puins ooy P Pus )]s [(P1s oy - s Pit),
s Pty Privts o 2 LBy Pas s Pine)s o (Prmivn, Puis o D)) =
= [(pr Por - -, Piv2)s oo s (Pumimts o ooy Pand) ] ([(P1s P - -,
co it Pura)s ooy (Pamict, Pucis oo oy Py Prsi) ),

Py bar s Pise)s oo (Priots Puis -+, B0) )

et en substituant dans (5,) nous obtenons (5;.;).
En posant dans (5,) ¢ = »n nous obtenons (4).
Des raisonnements duals nous donnent :
THEORLME 2'.:
Pibo - Pu= (b1 Dor - Do ([P P2)s [Pr P3]s <o) [Pamans Pu))-
([ o Pods - o [Puozs Bt Ba]) oo [ s o os ]

3. Les formules (4) et (6) ncus conduisent & une égalité. Elle a lieu
parce que

(6)

([[)1’ pzr M pi]v L []5”,”1, i)7t~—z'~3: - ',Pn]) = (, )
= [(Pr P s bui)s oo os (P Bist, - P)] im0 "

Cette égalité 4 lieu non seulement pour les nombres mnaturels. Nous
avons le résultat général suivant:

TuroriME 3. Un treillis T est distributif st et sculement si pour
VP Pos - P €T nous avons (8, ).

Observons que si # =3, ¢ = 2 nous obtenons une condition connue
pour qu'un treillis soit distributif.

Nous procéderons par induction par rapport a n et i, Supposons que
(8;, 1) soit vraie pour n et ¢ << n.

Nous avons?!

([Pvbar o Pids ooy [Privts Priins oo o)) =
=[Py bos - Dl oo [Py Puciin oo PR),
(Ipr, oo bicts Poin s ooy [Paives Puciins ooy Puin])) =
= (([pv Por -+ PLs oo [Py Puiins ooy Pal)
[Py s - Pica]s ooy [Prmives o0 Pul)s Puan])

1 Nous utiliserons pour conserver la continuité des notations dans ce ¢ui suit les symboles
[ ] et ( ) respectivement pour la réunion et lintersection des éléments d'un treillis.
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et en tenant compte de l'hypothese d’induction nous aurons

([P P oo Pominr), oy (P Pivcrs -+ P
[‘[(f)p Pa - -:ﬁn»—izz): SR (ﬁt Lyoees }f)n)lf’nw-lj) -

[((Pr Pos - oo Pumiga)s [L(Pw Doy oo Puinn)s ooy (Piets o Pa) s P ]),
co (B Pisrs ooy Bu)y [Py Pos oo Puinn)y oo (Biny oo Pu) ] Pan])] =
= [[{(Py, or - o) Puwisa)y WPy P oo Puiin)s -y (Pivt iz s P D,
(Pr Pas « - o3 Pr—igets Pt} L oo [Py Pirs -0 20,

(P Por o s Pumic)s oo, (P Pios - P DL (P Pivns -2 D)1

et en tenant compte de lassociativité de lopération de réunion nous
obtenons le résultat énoncé. Nous avons ainsi montré que (8; ,) entraine
(8, ur1). Réciproquement si (8; ,.1) a lien pour Ypy, py, ..., puzr € T, alors
nous en déduisons que (8; ,) subsiste aussi pour ¥p,, ps, ..., P, Parce que,
en substituant dans (8; ,.1) Pus1 = (Py, Par ..., p,) BDOUS Obtenons (8, ).
Il reste 2 montrer que (8, ,) entraine (8;.1,). Observons que le
premier membre de (8;.;,) peut étre écrit de la maniere suivante:

([}blrf’zr oo Pl o P - PUl) = (TP Do oo Piads v
[(Pricrs ooy Pua ) ([Prs -0 2o Buls ooy [Puis Priins oo Pa]))
et en tenant compte des propriétés de distribuitivité
([P Por oo s Pials ooy [Puicts -+ Put]),
Uy Por oo Bids oo [Prmis Puiins < s Pua])s D))
(8;

Maintenant 1) et (811 »_1) nous donnent

([(7)1, ]’zy e f)n-ifl)s ] (pi%l: ce pn—«l)])
[[(j)ly Ct f)n—-i)r AR <j)i’ MR} /)'t*'l)} )an)
et comme
[Py s Prmica)s oo (Pists ooy ad)] = [Py oo Bu i)y oo (B v o o)

la relation de modularité nous montre que l'expression étudide est égale a

[(LPr o oo Prmicn)s oo os (Birrs s Prt) ], o)
[(ﬁ]» Par - -:Pn—i)) ce (Pn SRR ﬁnml)n -
= [[(pr, P2 -+ Pu—icty D)y ooy (Pisrs ooy Pots P0) ],
(P Do - Pui)s o (B oo Pui)]]

ce qui n’est autre chose que le second membre de (8 ,).
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4. Observons que dans chaque treillis nous avons la relation

(Cpus Por oo 2]y ooy [Pumits Prives oo Pul) =
= [(Pl’ P.:, .. -,ﬁnfi—;—l)- ey (jj),', ]sz'*i'l; ] /)n).;

Fn effet chaque élément de lintersection qui figure au premier menibre
de V'inégalité (9) est contenu dans chaque élément de la réunion du second
membre de la méme inégalité; en effet [])kl,jbkz, ""/)k;] contient au
moins un p; qui coincide avec un p;, de l'intersection (Prs Drys oos Pruig)
parce que nous avons n éléments p, et avec eux on ne peut former deux
sous-ensembles disjoints dont lun a ¢ éléments et lautre # — 7 -+ 1
éléments.

Nous utiliserons cette inégalité pour démontrer un résultat qui est
la généralisation d'un théoréme de O. Ore.

Soit G un groupe. Ses sous-groupes normaux constituent un treillis
modulaire. Nous montrerons d’abord :

)

Ly Sout H(1 = 1,2, ..., n) des sous-groupes normaux d'un
groupe tel que
M=H H,...H, ,=HH,...H, ;H, = ... =H,H;.. H,
HnNnH=HNH,=...=H, NH, =1

alors M est abélien.
En effet; soit wuy, u, € 3. Alors nous aurons

Uy == UUyg . Upoy ) Wg = Wity ... Wy,
ot v, w;e H(i = 1,2, ... n — 1). Donc
Uglly == VW oo Uy W Wy oo Wy ==V Uy .+« . Uy oW Uy Wy .« . Wy

parce que H,.,, (1 H,=1 nous permet d’écrire v,_,w, = w,v,_;. Des consi-
dérations similaires nous montrent que

Uyily == UqVs . . . Up_3W Wy oUp Wy - .. Wy 1
et en répétant ce raisonnement plusieurs fois nous obtiendrons
Uy = WU Vg . . . Vo Wy o Wy =

= W WU Uy « .. Uy Wy ... Wyoy =

= W Wy ... Wy U Uy - . Ul == Ul
Considérons les sous-groupes
K. — (HiNHy...Hi—-1Hit1 ... H)H N ... N H-a N Hi+1N ... NH,
; =
(Hy NV HR)(Hy N Hy) - (Hoe1 0 Hy)

et calculons KK, ... K,_,. Observons que
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(H, N HyH,. . H)H, N H,N ... 0 H)H, N HH, ... H)
(HLAH, N ...OH) ... (H «OH ... He oH)H, N ... N
NH.oNH)—(H,NHH,. .  H)H, N HH,. .. H)...
o Ho s N Hy o Hy o] - (H, N Hy . H)H, N HyN .. .NH)
H,NH,N ... N Heen H)

Les sous-groupes H, étant des sous-groupes normaux, nous pourrons uti-
liser la relation de Dedckind. Observons que

HH,...H, D H,N HH, .. H,

donce
(HyNHH, ... HYH, N HH, ... H) =
=H,Hy; ... H, N H(H, N H;H, ... H,)] ==
=1, . . .H NHH,. . H, NHIH,
¢t

(HiNHH, . ...HYH, NH,H, ... H)H, N HHH, ... H,) =
e (HoHy. . . H, N HHy. . . H, Y H{H)(H, N HH,H, ... H,).
Mais
HH, ..H NHH, .. H NHH CHHH,.. . H,
doue
(HHyNHH; ... H)H, N HH, ... HYH, N HHH, ... H) =
= (H,H, ... H N HH, ... H,.N HH)H, "N HHH, ... H) =
=HH, ... H NHH;,... H, NHHH, ... H N HH,H,
parce que
H,Hy .. HNHH,...H, DH,
Par induction nous déduirons que
(HyNHH, .. H)H,NHH,...H,)...(HNnH, ... H_H;,,...H,) =
HH,. . HNHH,.. H.Nn...NH,...H,_Hi.n... H NHH, ... H
et posant i = n — 1
(HyNHH, .. HYH,NHH,...H,)...(H,_,NH, ...H, ,H)=
=HH, . . HNHH,.. HN.. NHH,.. H,
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donc

P . HH, ... H HH,. . H .Y HH, .. Hy
KKy .. K, = 08 H,  Hal) - [V, Hecr
(i U (Hy (1 1) -+« (a1 () 1)

Montrons maintenant que I, ) K, = 1{(/ == 7) ou, ce qui revient au
méme, que

(HNH, ... H H:o .. . HYEN...NH. . NH N ...NH)N
NHNH .. H H. ... H)YHN..NH .. NH..N...NH)C
CHNH)H NH)...(H..:NH,)
D’abord si 7 5 7
HnN..NH NH.N.. NHCHNMNH, ... H \H,\y ... H
En effet

n

N ..NH . NHanNn...NH,CH,
HnNn..NH . NHO..NH,CH, ... H M .. .H,
et cela justifie notre affirmation. Cette inégalité nous montre que

(H.NH,...H H..,... H){,n...0H,  NH-N...0H)N
NH;NH, ... H . Hyyo .. . HY)H,N..NH. NHuN...H)=
=HNH, ... H . Hiw. . H)H N..NH_ NH.oN...NH) M
NHNH,... H Hy(y ... H);)H,Nn..NH. NH.N...NH,)=
(HiNn...NH- NHuw ... NHY)E,N...OH . NHaN...NH,).
(H,NH, ... H Hiy .. . HYOVH,NH,...H Hjyy ... H)] =
=H,N...NH, . NH . N...NOH,) - (HN.. NHNH. NH,)HNH;)

ce qu'il fallait démontrer.
Notre lemme donne maintenant :

Turorime 4.: St H,, H,, ..., H
groupe G, alors le groupe

sont des sous-groupes normaux dun

n

HH, . Hoy n NYHHy. .. Hy 2H, ... NYH,H, . .. Hy,
(H, N HeHy N ”:x) < He 0 Y Hp)

est abélien.
Manuscrit vecu le 15 janvier 1966
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DESPRE O TEOREMA DE TEORIA NUMERELOR ST CONSECINTE
IN TEORIA RETICULELOR ST A GRUPURILOR

(Rezumat)

Fie py, fu. ..., py numere naturale, (py, p,, ..., pu] cel mai mic multiplu comun al
acestora, (p,, ps, ..., p) cel mai mare divizor comun. In lucrare se demonstreaza intre

altele cii:

TEROREMA 2.
Pibe o P PG Pe oo Pad s TP Pa) (Pl P o (Pr— )
Py Pa P (P P Py o e Pt P (P Pay o Pa)

Subzistd si o teoremd duald. Din confruntarca formulei cu duala el rezultd niste egalititi
care subzistd nu numai in cazul particular al numerelor naturale c¢i in orice reticul distri-

butiv.
Pistrind pentru reunirea clementelor T R ale reticnlului 7 stmbolul” py, py oo py ]
$1 (py, Par - - -0 Py) pentru interscetic se stabileste cil:

TEOREMA 3. Un reticul 77 este distributiv dacd si numai daca pentru yp, fa, - .,
pn€ T
(TpyPar oo s Pil ooy (P L e, o Pa) E
wx Hpy Poy oo Priit), oo (PP P
Tn sfirsit fn legiiturd cu acest rezultat s¢ aratd cil:
TEOREMA 4. Dacd I, H, ..., H, sint subgrupuri normale ale grupului ¢, atunci
grupul
HyHy oo Hy 0 (Y HH oty (Y 0 G
L (Y HYUT, MY ) o (Mt () HY)

este abelian.

OB OJIHOHM TEOPEME TEOPIHUH YHCET M NMOCAEICTBHSA B TEOPHH
PEUIETOR 11 I'PVYIII

(Peswwe)

TIvern Py, por « ooy Py HATYPATBHBIC uliCTa, [pr, pa, - oo, Py — HX O0ulee HAHMEHDUICE
KpaTHOC. (P, Pa, <. ., Pu) — oGuuil manboasumnit peqanredn. B pabore 10KAa3LIBACTCHA, MEHK LY

MPOYUM, ClIeAViouLas TeopenMa!
Teopema 2.
Prbe oo Puo= Py Pa o Pu P P P P (Pr—1, Pn)
Py Par D) APy Pas i) P2 P Pd T (P Pas e Pak

CyuecTByer H ABoiicTBenHast teopema. 3 cpaprenust dbopmyan ¢ ee apoilcTennoil noay-
YAIOTCH VPABHEHHSA, CYIECTBYIOHME He TOJILKO B UaCTHOM CAyude HATYPaILUbIX dHCRT, HO
i B T0600 AHCTPHOYTHBHOIL pelleTke.
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Coxpansia A/ BOCCOEAH HE HHA J/IEMEHTOB Py, P, -+ ., Py PeIeTKH T CHMBOI [Py, Pa. - - -

U (P, Par ..., Pp) AJS TiEPeceueHHs, YCTZHABMIBAETCH.

Teopema 3. Pewerka T spasieTca JHCTPHOYTHBHON eCId M TOJABKO eCIH
Vhy Po - PET
(IPrPor - s Pils oo [Pnickl, Priv2, -, pyl) =
= [Py Pas s Pu—iil), oo, (Pisly -y Pal)]

”aKOHeH, B CBA3H C 3THM pPe3yALTATOM [TOKd3LIBAECTCA

Teopema 4. Ecaw Hy, H,, ..., H,, HODMaIbHBIE A€JIHTENH
rpynnsl G, Ttorga rpymnna

HyHy .. w1 (YHH, . Hay oH, () ... (HH, ... H,
(M, Y HY(H, Y Hy) .. (Hae1 () Hy)

sipasgercsi abeneBoii.



PROPRIETATI ALE POLINOAMELOR CARE SATISFAC UNOR
RELATII DI RECURENTA
de
ILIE TORSAN

1. Fie
Jolx), fulx), oo fula), (1)
un gir de polinoame reale, fi(v) filnd de gradul & intre care existd relatiile
de recurentd
Su@) 4 (o = Bu¥) fooa(0) + v fuan) = 0 = 2 (2)

unde fy(v) = 1, fi(%) = — o, <+ Byx lar «,, B, v, siut numere reale.

N. Obreskov demonstreazd in [1; urmatoarca

TroreMA: Dacd w, =0, v, = 0 si rdddcinile lui f,(x) sind reale st

M (RS

separate de raddcindle Lt f, (%), atunci orice polinom de forma

2(6) = 1 fyl¥) + 7eful) + oot T fra (1)
unde numerele 1, sint reale, arve cel putin o raddacing de multiplicitate tmpard
in intervalul format de raddicinile extreme ale polinomulut f,(x).
Sa consideram sirul (1) format din polincame ortogonale definite prin
b
(o ide =0 h=0,1, .0 —1 (3)

a

unde p(x) este o functie care nu schimbid de semn in intervalul (a, 0). In
cazul =0 Th Anghelutda demonstreazi in [2]

TroreMmi: Ecuatia algebricd
Gofy (%) + afors(6) 4 oo @ fi(d) =0 4)
are cel putin o rdddcind in intervalul format de raddcinile extreme ale poli-

. .. -1 -2, . . .
nomulut f(x), & fiind —— saw —= in functic de paritatea lii n.
o o 4
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M. Parodi in [3] si [4] considerind cd sirul (1) este format din

polinoame ortogonale demonstreazd o serie de rezultate referitoare la rida-
cinile acestora. De asemenea cousiderind polinomul

Q) = f(v) +afu(x) 4+ ... +a, (5)
unde a; sint numere reale demonstreazd unecle rezultate referitoare la rada-
cinile lui.

2. In cele ce urmeazd noi vom presupune cd polinoamele sirului (1)
satisfac unor relatii mai generale declt (2) 1 anume

Jul®) (o = B fua () + (v, — 8 0) fu o =0 2= 2 (6)
unde f,(x) =1 s fi(x) = — 2 + Bx si vom deduce citeva proprietati
ale radacinilor polinoamelor de forma

() == f(x) -+ a fu(x) + ...+ a, (7)

unde «, sint numere reale sau complexe.
Dacd In (6) presupunem ci

3, == 8y == ... = Jgp == 0 ,
{ B, >0, v, =10 (1=12 ...,2%k) ®)
atunct avem
TrorrMa 1. Pentru orice 5 real astfel incit v < min{ f’ i i_, e, “A}
RN Sok

Ja(¥) = 0 1 fora(x) << 0

. . ’ » x Oy o2k

st pentrie orice x real astfel incit x> ma.x’{-“, =2, }
~ 7 3 i

SR 2k

f_y,}(,’f) = () j] _fgk 1(.\‘) = ()

Demonstratie: Vom demonstra prima parte a teoremei prin
inductie asupra gradului polinomului f(x).

Pentru j = 1 avem [, == — (o, — 8,%) deci f(¥) < O pentru v <
iﬁl
Pentru j = 2 avem f, == — (o, — Pux)f; — vo. Dar cum v, =70 ¢ f,(x) << 0O
atunci fy(x) > 0 pentru x < min (ﬁ, &E
Bi B

Presupunem proprietatea adeviratd pentru j — 1, deci avem

p
fici(®) >0, f o(x) < 0 si f; s(x) > 0 dacd j este impar ©)
x)

fi—i(x) <0, fi o(x) > 0 s f; 4

< 0 dacd j este par
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Dar
Sx) = = (o — Bx) i (%) —xifi 2(¥)

st dacd j este 1mpar din (8) si (9) pentru
. o %} oy
r<<mind-+, =2 .. 7

Br B Bi

rezulta fi(x) <= 0. La fel se demonstreazd propozitia si pentru j par. Analog

se aratd partea a doua a teoremei si cu aceasta demonstratia este termi-
nata.

S84 considerdm polinomul

F(x) = ayfy + a.fy + ... - @onfon (10)

unde a, sint numere reale (a, &0, { =0, 1,2 ... 2xu).
Scriind acest polinom sub forma

a,f; \2 a - aif} 3a, f, 2a,f)2
F(x) . aafu(l . ’ i ’ ag@s fofs if§ 4 Dl (] 4 7fz) 4 4+
2ayfy Hagy f, 4 3ag f,)
-%‘ (n -+ l)”g,z;"_rf_)n_g (1 o Py, 1f’n - ] o )2 0 gy, V’.'““.’»rf‘:n —/—Qan v a::'n—»“lf::;n——l i
2 (7 4+ Vg, ofs, - 200+ Nag, _ofs, o
N (”' + g)ﬂ‘.’n{’li
Y2
se observi, in haza teoremei 1 ¢@ acest polinom este pozitiv pentru
T LT Loy i Ial o, Xon
¥ mindL, =2 sau X > maxd b, AL, R
B B B 15 8 Ban
dacd sint indeplinite conditiile
Jas>0 =01, ()
16125&2(12{/7_», ofoi — abifiio>0 =12 ...,n

Punind 3, = y; =0 pentru j = 2,3 o 2n 081 g ==0, B;==1 pentru
7=12 ..., )n, polinoamele §1rulm (1) sint

Jo=1 fi=x fo=2% ... fou= ™
si polinomul (10) devine
F(x) =a, + ayx 4 ... -k @ x® (12)

si deci din teorema 1 si din (11) rezultd cd (12) este pozitiv pentru orice
x real dacd avem satisfacute condiiile

a; >0 1=0,1,

Ao 2ly; — a3,1 >0 1=1,2 ...,n

(13)

3 — Bubeg-Bolyai: Mathematica—Physica 111966
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Am regdsit astfel un rezultat obtinut de V. Vieck in [5]siT. Popo-
viciu in [6].
3. Vom considera acum cazul cind in (6) avem 8,50, 7=2,3, ..., #n.

Pentru a pune in evidentd unele proprietdti ale rddacinilor poli-
nomului (7) vom urma o cale aseménatoare cu aceea folositide M. Parodi
in [4], adicd vom construi o matrice patraticd 4 ale cérei valori caracteris-
tice sint chiar radicinile polinomului (7).

Fie sistemul
.fu-{— (an _an)fnl + (Yn_ 8,,x)ﬂl—2 = 0
j[n -1 + (an—l'_ Bn—-l'/\:)fnu2+(.}/rz—‘l - 8n~lx)fn—3 - O

Lo . "
Jo 4 oy — Bux)fy =—v,+ 3% (14
h =—oy + ¥
f;z ’L Ay Ju-y + Ay Ju-2 "\L’ .. _L Ay lfl - F(X) =—a,

Deoarece determinantul format cu coeficientii lui f,, fu 1, ..., f; s1 F(x)
are valoarea — 1, rezultd ca

1 o, —B8,¥ v¥,— 3.7 0... 0
0 1 Oyt Bt X Va1 Oy_1% 0 0
F(a)z — |- o ro e (15)
0 0 0 0 I —oy + By
a, a, a3 Qu-1 B

(% —a, — -6—8_'-:—;) — an 410 — Qg Anl - a,
i Sn—l
F(x)=(—1)" 1 (an‘l— p V-’-;)-—Bn 1X . Aoy, (16}
0 0 1 oy — le

unde

S 3, . k-1 §
Ag Lz(_l)k‘rﬂl[wm—(aﬂ,»1 ——w”-‘—”v‘)-«":’”] oO-"2 >k (17)
1

f -
;nAj anj«}-l =i-3 B,
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iar peutru simetria scrierii am pus §; = 0 si B, # 0. Deci matricea 4 ale
cdrei valori caracteristice sint chiar raddcinile polinomului (7) este

[ [ )
T B AT 4 R T
{in ljn Bn
( 8n—l )
1 T
A4 = b L B e (13)
Bn— 1 [Gn“ 1 Bn—l
1
0 0 Ce e 2
Bt B

Aplicind acestel matrici proprietifile cunoscute referitoare la valorile ei
caracteristice obtinem altele pentru radacinile polinomului (7). Astfel
avem

TeorEMA 2. Polinomul (7) ave intotdeuna cel pupin o raddcind x

ke
astfel incit

!’Yk! 2_

"

“
13 fa 1,
EHCH &

(=8 1 ”

pentru orice valori ale pavametrilor a,, ay, a,, ..., @, St Yo, Y3, Yar -+ > Yu-

Demonstratie: Dacd 2, sint valorile caracteristice ale matricei
(18) avem

> 3 = U ¥ (19)

dar cum A; coincide cu rdddcina x
teorema enuntata.

Sé presupunem ca numcr‘;l? 25, B v O .?'i a;, t=1,2, ..., n sint
reale si cd f,(x) are toate rddicinile reale, ele fiind separate de cdtre rada-
cinile lui f,_;(x). Atunci avem

a polinomului (7), din (19) rezulta

i

2

TrorEMA 3. Dacd Ay, = a;; 1= 2,3, ..., n atunci orice polinom de
forma

F(x) = fu(x) +afo () + o0 4 a,

are toate rdddcinile reale, avind intre rdddcinie extreme ale lui f,(x) cel
pupin (n — 1) rdddcini.
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Demonstratie: Dacd .1, =a;, pentru =23 .. = atunci
matrice1 (18) devine

3
(a” Sy g_’.{_)
! 0 0...0
(ﬁn

A Aoy e
I P “rﬁn-l (20)

0 0 0... =2

By

n

iar celelalte (n — 1) radicini coincid cu valorile caracteristice ale matricel

81% 1
Tn—1 B | 4
n--2 e an
B 5 T
n—-1 Voot TR |
3, )
o e T
-2
1 B,, 3 A 33
fa
Pr-2 i@n#’ ‘jn—.i
0 0...2
By

care sint chiar radécinile polinomului f,_(x) $i din ipoteza ficutd rezultd
teorema enuntfata.
TrorrMa 4. Tle
max {J oy |, lasl, ..., o, ) = o; max {|a,], |a,
max (| vol, lvgl, ooy l) = v min (], 8,
3, =38 =...=23,=0 Y >«
Atunci radécinile polinomului (7) se gsesc in reuniunea urmditoarelor
# regiuni circulare

Looola,l) =a>1
Lo 1B =58

<R:1=12 ...,n—1
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unde
1/u
)
Demonstratie: Dacd § =0 pentru =23, ..., % atunci
matricea (18) devine
S ] _
- 1.
3” ‘in %) ‘3)1
_—14_ %y __J. Tho1 ) ()
5 p
Iin 1 [ | ‘ﬁnAl
(21)
o
0 0 0...-*%
3,
4
0 0 0... -+
B
s1 avem
i
®, T 4y @+ a 1 % - a % o - a
LI e -”< ----- =12 ,n— 1
I 5 s 5 5| )
[ [ i P f Ji \
Yoo ay vt oa a , Y. v -a
- %\/\‘ ’ — ~ ;1;3)4)' P2 : <{ s
f. e
pn i e ‘311 Si B

v 4+ a o -+ a

dar cum ~——— > > 0, teorema enuntatid rezultd acum din urmito-
f-

3
¥
rul rezultat stabilit de A. Ostrowski (vezi de exemplu {3]): Dacd
elementele a;; ale unei matrici patrate de ordin # Indeplinesc conditiile
lagl<<m (j<< ) sl lay, <M (>0 O<m< M)
atunci rddécinile ei caracteristice se gisesc in reuniunea urmitoarelor
regiuni circulare
N At gt
gy — o < M2l

MU

Dacid F’(x) este derivata polinomului (7) atunci avem
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TroreMa 5. Rdddcinile complexe ale polinomului F'(x) se gdsesc in
regiunea R, formatd prin reuniunea vegiunilor interioare a n elipse avind
ecuatitle

(“nﬁn—l = B, — 3, \’2
— X
Puba s +5 —1<0
win” n-
(“n——i‘%ﬂfiﬂl ~ % )2
B e - Z o
nﬁﬂ”*’?q" _%__%.__ =< 0: ]:1, 2, ...,n—2
2»1; "
o
By T R
— " B
T
(m, I) 1By

unde

o= Z Ay — ag|; oy :_L_,{] -+ E f.»i,_f_l,k]; J=12 ...,n—2

mn\ k=2 %

Aceastd teorema rezulti aplicind matricei (I18) un rezultat stabilit de
M. Parodi in [3].

Intrat in redactic la 25 februarie 71966
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CBOWMICTBA MHOIOUJIEHOB, ¥/JOBJETBOPAIOUIMX OTHOMEHMAM
PEKYPPEHTHOCTH

(Pesionme)

B pa6ore A0Ka3bIBAIOTCS HECKOAbKO CBOHCTB MHOTOWJEHOB THNA
F(x) = f,(0) + ayfy_(8) + ... +a
npejnosaras, uTo MHOTOUJEHBI
BN COBY FC PR S € HR
¢ IOBJETBOPAIOT CJAELYIOUWHAM OTHOUIEHHAM pPeKYDPPEeHTHOCTH

o0 (a, = B, Ay g0+ (v, — 821, ol1) =0 w2
rje

fo(x) = 1, fl('t) =y + le @ o, Bi’ Ty 81" @,

JEHCTBHTEM L HLIC YHCIA.

BaxHeliute pe3yabTarhl 3aKII04eHB! B Cle AVIOUIHX TeopeMmax:
Teopesma [. Jlast moGoro pefiCTBHTEILHOTO X, Tak, u4To0Bl 1iMeThb

P B %ok
X< min == == « + « 1 —
B B Bos

noJayuyaerca

Ja®) >0 n for_(x) <0
H 18 M0Goro JeHCTBHTENbHOTO X, TaK YTOGb HMETH

o

%
X > max ¢— -
B B BL’I\'I

cIenyer

Jon =0 H [y (1) 0

ecan B;, vi, 9, YUOBJAGTBOPSIOT ycaosusim (8).

Teopema 2. Muorouwnen (7) Bcerga umeer no Kpaiiweil mMepe OIHH KOpeHb X, Tak

YTOObB!
i(cxlei_l - Si) o
T—=1* lgigi—-l. Bu

A5 MoGHIX 3HaueHHl MapaveTpoB ay, a5, ..., a0 H Yo, Y3, .. -, Y

1

n

Xl =

K

n

Teopema 4. Iycts

max | oy | = o, max|a;| =a> 1, max|y | =v, mn|Bi|=088=3= ...=8,=0uy>a
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Toraa kopus MHOroudeHa (7) HaxXOAATCH B BOCCOEAHHEHIH CJASAVIOWNKX # KPVIOBHIX 061acTel

o o~ ay ] «;
— — 4| <R |—=3|<K<R =12, R |
& f3.
” 3
Fae
a -+ vy ( )1/u fa -+ a) @ + )lfu
— a -+ o a Y
; =
R =
\n ifn
(@ +v) + =)

PROPRIFETES DES POLYNOMES SATISFAISANT A CERTAINES RELATIONS
DI RECURRENCE

(Résumé)

On démontre quelques propriétés des polynémes de la forme
F(x) = fulx) + ayfu—t(¥) + ... + ay
en présumant que les polyndmes
folx), filx) g, - falx) o
satisfont aux relations de récurrence suivantes:
Fulx) 4 (o — Bad)fu—1(2) + (vn — Ipx)fa-2(x) = 0 "=
ol fo{#) = 1, fi(x) = — o, -+ Byx et «;, B, ¥, 8, a; sont des nombres réels.

Les principaux résultats se trouvent consignés dans les théorémes suivants:
1-ev théovéme. Pour tout x réel tel qu'on ait

N TR “zkl
¥ oeomin {—, =, L, =

]

CR |
il résulte :

Sor(x) > O et fo, (x) =20
et pour tout x réel tel quon ait
oy oy %oy
¥ > max{—, —, ...,
igl B‘.’. lqkk
il résulte:

Sop(#) > 0 et fo (%) > 0

si By, v, 8; satisfont aux conditions (8.
2-¢ théovéme. Le polyndme (7) a toujours au moins une racine x, de sorte que

nofa B . — 3.
e ()
n

:{ Bi@i—l E"n

pour toutes les valeurs des paramétres a,, a,, ..., a4y €t Yo Yy .--s Vn
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4-e théoréme. Soit

, max | a;| = a > 1, max

By =8y = ..

vil ooy min| 8} = 3
e 8y = 0 et oy e oa

Alors les racines du polyndme (7) se trouvent dans la réunion des n régions circulaires sui-
vantes:

g
= - p
3i

<R =12 ..., 851







GENERALIZED RADII OF STARLIKENESS AND CONVEXITY
OF ANALYTIC FUNCTIONS

by
PETRU T. MOCANU

1. Let f(z) be an analytic function which is regular in a domain
D containing the origin. Suppose also that f'(z) #0 for z2¢D and
£(0) = 0.

It is known that the necessarv and sufficient condition for the
starlikeness with respect to the origin, respectively for the convexity
of the image of the circle {z; |z] = r} C D by the mapping w = f(z) is

Refji(f)_g(), for |z| =7, (1)
f@
respectively
Re ?((”)_) +1=0, for |z] =r. (2)

In some previous papers, [2], {37, [4], we have shown that the radius
of starlikeness, respectively the radius of convexity of the function f (i.e.
the upper bound of the positive numbers 7 such that (1), respectively
(2) holds) is given by the minimum value of |z|, where 2 verifies the system

Re ; B0, ReTD 11— 0 3)
respectively
Re’%’(’%l 1= 0, Tm [23f, 2] =0 )
where
@) 3 1/ |2 -
y I mm e e 9
A S 4 [f’(z)} ©)

is the Schwarz’s derivative of the function f.
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The aim of the present paper is to generalize the above results
when the concentric circles are replaced by a family of homothetic with
respect to the origin curves.

2. Analogous conditions with (1) and (2), when the circle {z;[z| = 7}
is replaced by another curve, were given by W. C. Royster [§].
Such conditions in some special cases were also given by S. D. Bernardi
1.

: We consider the particular case of a Jordan curve C which lies in
the domain D. Suppose that C is starlike with respect to the origin and
let o = p(8), 0 0 2w, be the polar equation of this curve, where the
function ¢(6) can be continued on the all real axis as twice continuously
differentiable function of period 2=.

In the following we denote by é(@) and 9(6) the first and the second
derivative with respect to 8 of the function p(8). We shall also use the
notations () = p, p(8) = p, ..., and flz) =1, f'(2) - =f, ...

Iet I' be the image of the curve C by the mapping w —f(z), ie.
I = f(C).

In order that the curve I' be starlike with respect to the origin,
respectively convex, it is necessary and sufficient that

l(p — g f(‘) ]>0 for z = p(0)e ©6)
respectively
I BN
Re s—p)—-hfﬁ—_—f = 0, for z = g(B)e 7
[<‘ Trol TP ey © &

3. First, we give another form to the conditions (6) and (7). Let
us denote by w = w(0) the angle made with the vector radius by
the exterior normal to the curve C at the point which correspond to the
value 0. We denote also by y = v(0) the curvature of C at the same

point.
Since
o = arg (p — ip), (8)
we have
et‘m — _p.;ﬁl_e_ s (9}
e —is
or
o — o = (4 e (10)

In virtue of (10) we write the condition (6) in the following form:

Regbi_i = O for z = P(G)eio. (11)
/(@)
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Since
P T 2 ~
> 0 Lt A 12
R (12)
the condition (7) becomes
Re 270 oy 0, for 2 — o(B)e. (13)

e
If in (12) respectively in (13) we exclude the equality, then we say
that the curve ' = f(C) is strictly starlike, respectively strictlv convex.
Considering the function f{(z) = 2, we easily see that the curve C

is strictly starlike, respectively strictly convex, if and only if |o(0) < 7

respectively +(0) > 0, for every 0¢[0, Zx).

4. We shall now generalize the notions of radius of starlikeness and
radius of convexity of a given function f in the following manner :

Let C:p = p(0) be a strictly starlike, respectively a strictly convex
curve. Suppose also that the function p(0) satisfies the above mentioned
conditions. Let us cousider the family of homothetic curves C,: ¢ == ag(6),
where « 1s a real positive parameter.

DrriNrrioN 1o We shall call generalized radius of starlikeness of the
Sunction f, for the given strictly starlike curve C, the wupper bound of the
positive numbers a such that ', == f(C)) be strictly starlike.

Drrisrriox 2. We shall call gencralized radius of convexity of the
Sfunction f, for the given strictlv convex curve C, the upper bound of the posi-
tive numbers o such that 'y == f(C)) be strictly convex.

If we denote by o, = o f], respectively @, = «[f], the above
defined radii, then obviously «, < «,. In the sequel it is important to
suppose that for everv «, al «,, the curve €, does not pass through
any singular point of the analvtic function f(2).

5. The problem to find the above defined radii can be formulated
as follows: Let p(6) be a complex function and ¢(f) a real function of
the real variable 0, 0< 0 2=. Suppose that these functions can be
continued on the all real axis as smooth function of period 2%, and ¢(6) > 0.
ILet F(z) be an analyvtic function which is regular in the domain
D and F(0) = 0. Our problem is to find the upper bound of the positive
numbers o such that

O(a, 0) = Re [p(O)(2)] 4 q(0) > 0, for z = ap(h)e®. (14)

Consider the equation
O 0) =0,

which defines « as implicit function of 8, « = «(6). Then the desired
value of o is given by o, = min «(8) = «(6,). Obviously, «,> 0,
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D(a,, 9,) = 0, and ®(a, 8) > O for every a < o, and every 0¢[0, 2x]. The
values oy and 8, can be found by solving the following system in « and 0:

®(a, 8) == 0, ~§—B(D(a, 0) = 0.
Since

‘2‘2’ - Re [FO)F(z) — p(0) =2 :(“e)i— 2F'(2)] -+ q(6)

where z = ap(0)e®, the above system becomes

I Re [p(8)F(2) ]+ ¢(0) = 0O

lRe BOFE) + p(0) 2L o)) 4 g0) = 0 (15)
z == ap(D)e.

Hence the upper bound of the positive numbers o such that the condi-
tion (14) holds is given by the minimum value, w,, of the positive numbers
which verify the system (15).

6. Let us consider the particular case ¢(0) = Re p(0) > 0, and $(0) =

= 0. Setting G(z) = F(z) + 1, we have G(0) = 1. Suppose also that
G(z) % 0, for 2¢D.

The condition (14) may be written
Re [p(0) G(z)] > 0, for z = ap()e'® (16}
and the system (15) becomes

[ RetpG =0
Re [B0)G(2) + p(0) L1 26/) ) — 0 (7)
l z = op(0)e’0.

Deviding by p(0)G(z) the expression in square brackets of the second
equation we obtain, in virtue of the first equation,

m li@ L #0) +ie() gu} —0
2(9) e(9) Gz}

or

G $(8)
Re [ — 1 ] 4+ ¢ Im&—< = 0.
(p — tp) o0 eIm e
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Finally, the system (17) may be written in the following form:
] Re [p(0)G(z)] = 0

- 2G'(2) e p(0)
Re|eiw -+ —Im&= =0 18)
1 [ G(z>} e —ipl  p(O) (15)
7 = op(0)e®

where o = w(9) is given by (8).
7. In order that the curve I'y = f(C,) be strictly starlike it is neces-
sary and sufficient that the condition (16) holds for

Glz) = Z];((Z)l , and p(0) = ewl®

Zz

Since
2G(2) =) 2f)
— 147 )
G(z) () 7(2)
L ¢% —~ pp
= 1890w, 0 = — == — 1a|y — 1,
p ey e — iely

in virtue of (9), (12) and (18) we obtain the following result

TurEOREM 1. The generalized radius of starlikeness of the function [
Jfor the strictly stavlike curve C:p = 0(0) is given by the mininuon value of
the positive numbers o which verify the system in o and 9

[ Re e“*’zfﬂ = ()

I flz)
10 preg, &)\
Re if:,{;j(fl ey =0 (19)
2 = ape®

where © = w(b), given by (8), is the angle made with the vector radius by
the exterior normal to the curve C at the point corresponding to 6, and
v = v(9), given by (12), is the curvature of C at the same poin.

In the particular case when C is the circle {z; |z = 1}, i.c. £(0) =1,
from (19) we obtain the system (3) which gives the radius of starlikeness
of the function f.

8. The necessary and sufficient condition that I', == f(C,) be a strictly
convex curve is given by (14) where

Fle) =75, p(0) = ¢0, g(0) = ¢(0)(0).
The first equation of the system (15) becomies

e‘t(x)

Re
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On the other hand the second equation of (15) gets

Reliew( o —iply — DT iom (L S0 Ty oy g o = 0

e f 7
or
_ L im,lru lo — TP| { - (qu 2f ng”2) -
(le —7gly — 1) Im = 7 4 — “Imle ia + TN T @
= by + ot
Since, in virtue of (20), we have
}_ ti(u‘fu 2 ) l,zuxzf, C’I“LfN f‘im:f"
3 Im{’ ~~~~~~~ w} = Re ——F—Im 7 sy Im 7
and

7 1'"'””:_/” — _1‘ _ zwﬁf —Tm ¢ v:f” o
Im P - Im [(p e) 7 ] T EYs
the equation (21) may be written in the form
Im [e*#22{f, 2}] = -

/ \/ + ¢

Since tg w == — -, we obtained the following result
¢

TusoreMm 2. The generalized radius of convexity of the function f

for the strictly convex curve C:p = o(0) is given by the minimum value of
the positive numbers o which verify the system in o« and 0

Re £ Zf—~+p~(~ 0
l Im e*22{f, 2}] = o¥— cos @ (22)
z = opel.

where {f, 2}, given by (5) is the Schwarz’s derivative of the function f (@ and
vy having the same significance as in THEOREM 1).
If C is the circle {z; |z| = 1}, i.e. p(0) = 1, then from (22) we obtain
the system (4) which gives the radius of convexity of the function f.
9. Now, we give two simple applications of the above results. Let
us calculate the generalized radius of starlikeness, «[f}, of the function

J(z) = Y“— The system (19) becomes
—Z

Tw

Re 1gﬁ._z =0, ZRe “l— py =0
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which gives, after some simple calculations,

1

o, = ———————

where 0 verifies the equation

e+ o=0.

. . 3
For instance, if ¢ = 5 + cos 20 we get «, = 3

As a second example, let us calculate the generalized radius of con-
vexity, o, [f], of the function f(z) = ¢ — 1. The system (22) becomes

Re [e®2] = — oy, — Tl)“lm [e%:2] = o oS w,
Since
Im [¢*%22] = 21Im [ei*z] Re [¢®z] = — 2py Im [e?z]
we get
o, = Y

cos(w + )

where 0 verifies the equation

%
tg (o + 0) = — ——cos .
ey
Received September 16, 1965
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RAZE, GENERALIZATE DE STELARITATE $SI DE CONVEXITATE
ALE FUNCTIILOR ANALITICE

(Rezumat)

Fie f(z) o functie olomorfd intr-un domeniu D care contine originea cu conditiile f'(z)=0,
Z€D si flo) = 0. In aceastd lucrare se generalizeaza notiunile de razi de stelaritate si razd
de convexitate ale functiei f(z) in felul urmitor: Se cosiderd o curbi Jordan C de ecuatie

T

polari ¢ == p(0), care se presupune strict stelatd (respectiv strict convexid) adici |w(0)] -~ 5
(respectiv ¢(0) > 0), undqge o = w(0) este unghiul format de normala exterioara la curba
C cu raza vectoare, jar v = v(0) este curbura lui C. Fie familia de curbe omotetice C,:p =
= ap(0), « > 0. Numim razd generalizati de stelaritate (respectiv de convexitate) a functiei
f, marginea superioard a numerelor pozitive «, astfel ca I'y = f(C,) si fie strict stelatd (res-
pectiv) strict convexd). Se aratd cd acest raze se obtin rezolvind sistemul (19), respectiv (22).

OBOBIEHHDBIE PAIWMYCHI ZBE3JOOBPASHOCTH M BbITYKJIOCTH
AHANMTUYECKHX O YHKLHHA

(Pesmowme)

[ycry f(2) ronomopdHas GyHkuHA B 061acTH D, KOTOPasA COJCPIKHT HAualo C yCIo-
BHAMH f'(2) 2 0, 2 € D u flo) = 0. B paGore o6ofawrcs NOHATHA pajiyca 3sezfoolbpas-

HOCTH # pajuyca BbIIIYKJIOCTH (BYHKUHH flz} Clepyrouuis o6pazon:
Paccmarpusaercs kpusasi Koprana C NoJsipHOro ypasHeHHs1 ¢ = p(0), KoTtopas

I
Tpejno.1araeTcs CTporo 38e34000p a3Hoil (COOTBETCTBE HHO CTPOTO BHINYKJO), T.e. | ()] < 2

HOpPMaJbio

(coorserctBendo y(0) > 0), rae © = w(0) — yroa, oGpasoBaHublii BHeLIHEH
KPHBOH C C BEKTOPHBIM pajuycos, a y = y(0) — kpupussa kpusoii C. IlycTp cemelcTBO

rOMOTETHYECKHX KPHBBIX Cqi p = ap(f), « > 0. Hazwizaem 0606GLI€BHBIM DallycoM 3Be3J0-

06pa3nocTH (COOTBETCTBEHHO BBINYKJAOCTH) (QYHKIHH f BBICHIMH 1npejes NOJOMKHTEIbHBIX
yuces ®, Tak, uTobnl D'y = f(C,) Obl10 CTPOTO 3Be3A000pa3HbIM (COOTBETCTBEHHO CTPOro

BHINY KabM). TlokaspiBaercs, uTo 3TH PagHyCHl NOJyualwTes pemins cucremy (19), coorser-
creento (22).



GRUPUI, DE MISCARI Al, SPATIILOR V, CARE ADMIT
DOUA CIMPURI DE VECTORI IZOTROPI PARALELI
de

P. SANDOVICL, P. EXGIIES si ML TARIVA

Clasificarea spatiilor ricmanniene V, dupid grupurile lor continue de
migcdri este cunoscutd. In lucririle lni Fubini (1], [2] se rezolvd
aceastd problemd pentru spatiile cu metricd pozitiv definitd, iar Kruci-
kovici [3] trateazd si cazul metricelor nedefinite. Totusi determinarea
efectivd a grupului de misgcari al unui spafiu riemannian dat se cere a fi
ficuta In general direct, Intrucit nu se poate recunoaste ugor forma cano-
nicd in care se Incadreazd metrica respectiva.

Un interes deosebit il prezintd acele spatii riemanniene care posedd
cimpuri de vectori paraleli, fapt care, intr-un sistem de coordonate conve-
nabile ales, aduce simplificdri metricii.

Astfel, spatiile V', care poseda doud cimpuri de vectori izotropi para-
leli, fatd de un anumit sistem de coordonate, [4] au metrica de forma:

ds? = 2421dx + 2dxPdxt L b(x®, x%)(dx9)2 (1)

unde functia 6(x%, x%) este arbitrara.
Ne propunem studiul grupurilor de miscare ale acestor spatii.
Operatorii transformairilor infinitezimale

X, = 5o (2)
ai grupului de migclri al unul spatiu riemannian de metricd
ds? = a,; dxidx
se obtin prin integrarea ecuatiilor lui Killing
(i.j) £ + ;0,8 + a,0,8 =0

unde am mnotat:




<t
[3\]

fn cazul metricii considerate,

(L1.1)
(1.2)
(1.3)
(1.4)
(2.2)
(2.3)
(2.4)
(3:3)
(3.4)
(4.4)

P. SANDOVICI, P. ENGHIS SI M. TARINA

aceste ecuatii sint

0,82 =0
0:5% + 8,8t =
El 4 938 =0
018 + 948% + 09,5t =0
8,50 =0
928 + 9,81 =0
028% 4 948 + bo,Et =
54&? =0

074“: + 6352 + b63v4 =
gsésb -} :40 b ~+ ‘)(94;2 21)6 54 =0

O primd consecintd a ecuatiilor de mai sus este faptul cad functiile

& sint de formad :

£l = A(x? 2%y + B(a? x4
£2 == C(al, «3, x%)x2% - D( xl, x3, x9) )
3 = E(x®, a%)x? + F(x3, 1)
= G, 3420 + H(x, 39
Se aratd cd functiile care intervin se reduc la:
4 = — fi(x*)
B = — byx? + d,(x%)
C = — Iy(r9)
E = (4)
F o= fi(x%)x® + fo(v?)
G = — ¢,

H == bya3 -+ by(x9)

unde b; si e, sint constante iar funcfia D verificd relatiile :
01D = b(x3, x%e, — 125 — f4
04D = fixd — dy — b b, (5)
1 ’
0D = — — [(1#® + )03 + (— 2" 4 b,:2° 4 b3)9,b] — bb2
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dintre care ultima impune conditia:
€040 — 265 =0 (6}

In consideratiile noastre & este o functie arbitrard, care nu verificd
in general conditii date. Astfel vom distinge mai multe cazuri:
I. Consideram funcfia &(x3, x4) arbitrara.

Din conditia (6) rezultd atunci e, = 0, by = 0 adici
by = Bxt 4+ B, (B, = constante)
Scriind conditiile de integrabilitate ale ecuatiilor (5) gidsim
fi = const. f, == @x* -+ o, (¢, = constante)
2y = (f; + 2B1)a,b — bdab + (/i + f)awb +
(b Byt 8oy

Functia b fiind ined arbitrard deducem: b, =f, = f, = 8, = B, =0
deci dy = 8;x* -+ §, si:

D = — §a% - 3, 8
Formulele (3) devin:
= 3t + 3, g =0
) , (9)
g*:-&x —7—83 QZO

si operatorii grupului de miscari sint:

Xy = 2%, — %%, Xy = 05 Xy = 0,
avind ecuatiile de structura:

(X;X,) =0 (X X,) =0 (X, X;) =0

Spatiile (1) in care b este o functie arbitrard posedd un grup C,
abelian.
2. Kcuatia (6) este satisfdcuta daca functia b are forma:

(x5 = B(x4)2? + by(x9)

Se observd cd prin schimbarea de variabila: x'2 = x* ngbldx‘* putem
presupune b, = 0. In acest caz tensorul de curbd este nul, deci spatiul
V, corespunzitor este euclidian.

3. Dacd b depinde numai de variabila x* spatiul este de asemenea
euclidian.

4. Considerim ci functia & depinde numai de variabila x3%. Daci in
ecuatia (6) e, = 0, calculele conduc la concluzia b = constant, deci spatiul
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ar fi euclidian. Presupunem deci e, = 0. Din ecuatia (6) rezulti atunci
by = 0, deci b, == pa* - B, (B; == constante}). In acest caz, din conditiile

de integrabilitate a ecuatiilor (5) deducem:
fi = const. f, = ¢t + ¢, (¢, = constante) si
2d; = (fy + 2B+ (i 4 0¥+ )"
Derivind ecuatia (10) in raport cu x* obtinem:
2f, 4 BB+ (3 + gyxt - gu)b” = 0
din care rezultd:
@™ =0 2(f, + BV + (A + @) — 0

Distingem deci doud subcazuri:

(10)

(11)

a) ¢, = 0. In aceastd ipotezd din ecuatia (10) rezultd d) = § (cons-

tant) si ea devine
(1% @) = (f) 4 2B = 23
Deoarece b(x%) este o functie arbitrard din (12) rezulta:
Ji=01=0,=8:=0/,=010,=8,
dy = 834 + 3,
Lcuatiile (5) ne dau atunci:

Do — leil - [}18/7({353 w*‘ h

Astfel formulele (3) se scriu:

Bl — hx% 4 St L 5,
E% = — Ja% — by S/)dx3 +h
E'g i 0

B by 4B,

iar operatorii grupului de miscare sint:
Xl = - x2al _"S bdx?’(}g + x364, X2 == x4al — x382

‘Yilzal; X& = a?_, /Y5:a4
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avind ecuatiile de structurd:
X)Xy =X, (X)) =— 14,
(N X)) = (X, X;) = (X X5) = (XX,) = (AL\) =0 (14)
(XX, = (X,X;) = (X X;) =0

Spatiul (1) In care b este o functic arbitrard de variabila x® posedd
un grup G; cu structura (14).

b) &’ = 0. In acest caz
b= (69 + hgx® 2y (15)

Dacid », 0, atunci printr-o schimbare de coordonate se poate lua 3, = 1,
2o = 2y = 0 fard sa facem dinstinctie intre spatiile asemenea. Din cea
de a doua ecuatie (11) avem f, = — B, iar din (10) rezultd atunci
d"”, = ¢,x* 4+ ¢,, deci

d, = 'q:’)!“ (x%)3 4+ %“—:); + 0t + 8,

Din ecuatiile (5) obtinem

/13(x4)2

D= — qx! — ¢ 2

. b s . ;
— @u¥Pxt — — (4P — S+ d

31 formulele (3) ne dau
8= Bt — byt -+ B () B ()2 4 Bt
2 — —pat 4D (16)
8 = — Ba® 4 gpxt + @y
2 =0a% 4 Byat + By
Astfel spatiul admite in acest caz un grup de migciri G, cu operatorii
Xy =%, — %%0,;, Xp=201; Xg=20; X;=20,
Xy = 219, — %9, — %335 + x%9,

Xg = — 529, — ____“(x:;,)? 3y + ¥%9,
B )3 3(44)2
‘\7 = (6) d1 — (xl -+ f‘(";ﬂ“] 02 + -’5463
riz
Xs = ) 01 — 'x3x452 + 0,

2
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Fcuatiile de structurd sint:

(X1 X)) = — X, (X Xg) = X3
(XpX5) = X, (XpX7) = — X,
(XpXp) = — Xy (X X) = — X, (17)
(X X5) = Xy (X X5) = Xy (X4 Xg) = X
(X,Xg) = —2X,  (Y,X) = 2X, (XX, = X,
(XeX7) = — X5 (XX = — X,

celelalte paranteze fiind nule.

In acest caz spatiul considerat mai posedd proprietiti geometrice
remarcabile, fiind un spatiu Einstein de curburd scalard nula, simetric
si de 2 ori proiectiv general [5].

Dacd 2, = 0, calculind componentele tensorului de curburd se veri-
ficd ugor cd spatiul este euclidian.

Intral in vedactie la 29 noiembrie 1965
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TPYNA IBHU)KEHHH ITPOCTPAHCTB ¥,, JOIYCKAIOIIMX ABA T10J4
[MAPAJIJIEJ/IBHBIX H3OTPOITHbBI X BEKTOPOB

(Peswwue)

Hayuaercst rpynna asuKeHnH npoctpaucts ¥, ¢ metpikoil (1) nocpeicrsom sdide KTHB-
HOTO HHTCTPHpOBaHHA YpaBHeHHH Kuaanura. IlokaseiBaercst, urto B cayyvae, ecau ¢y HKUHA
b(x%, »%) ABAAETCH IPOH3BOJBHON, TO NPOCTPAHCTBO HMeeT abejesylo rpynny G,. Ecan
GyHKUKRA b SABIAETCHA NPOH3BONBHOK JHWb nepeMeHHOM 4%, TO NpocTpancTBo obaaiaer rpyn-
nofi Gy, uMesi ypasHeHust cTpykTypsl (14). Ecam (#%) sisasiercst MuOrousJeHoOM BTOPOro
nopsiika, TO COOTBETCTBYIOHice INPOCTPAHCTBO JONYCKAET MAKCHMAJALHYK Tpynay Gs,
HMest ypaBHeHHA CTPYKTYphl (17). Ecan ¢yskunsa b 3aBHCHT JHIUD OT 2% HIH A BAAETCH J1 HeH~
HOJl B epeMeHHOH 2%, TO NMPOCTPAHCTBO SIBJSETCH HBKJIHLOBbLIM.
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LI GROUPE DE MOUVEMENTS DES ESPACES V, ADMETTANT DEUX CHAMPS
DE VECTEURS ISOTROPES PARALLELES

(Résumé)

Les anteurs étudient le groupe de mouvements des espaces 17, a métrique (1) par
I'intégration effective de V'équation de Killing. On montre que, dans le cas ol la fonction
b(x®, x%) est arbitraire, 'espace posséde un groupe abélien G,. Si la fonction b n’est fone-
tion arbitraire que de la variable %, l'espace possede un yroupe (, ayant les équations
de structure (14). Si b(#%) est un polyndéme du second degré, 'espace correspondant admet
le groupe maximum Gg ayant les équations de structure (17). Si la fouction b ne dépend
que de x* ou bien est linéaire dans la variable 1%, I'espace est cuclidien.






O CLASA DE PROBLEME DE TIP DIRICHLET

de

C. KALIK si P. SZILAGY!

In nota de fatd vom pune in evidentd o clasi de problenie la limita
pentru sisteme eliptice, care sint cchivalente cu problema lui Dirichlet.

Considerdam sistemul

Lo = }5 LDy = fi(x) (i=1,... N) (1)

unde L;(D) sint operatori diferentiali cu coeficienti constanti de ordinul
2m, x = (%, %y, ..., %,), 1ar f; (x) este o functie datd pe semispatiul x, > 0.
Conditiile la limita studiate sint de forma
N
> BiD)ul, ;=0 (=1, ...,Nm) (2)
1 n

j=

unde B;(D) sint operatori diferentiali cu coeficienti constanti de ordinul
#m — 1 ale caror polinoame caracteristice sint omogene.
Vom spune cd conditiile (2) sint de tip Dirichlet daca ele sint echi-
valente cu
o', , .
. =0 (=0 ..., m—1; j=1,...,N) 3)

ax; i xn=0

Pentru precizarea conditiilor noastre introducem in prealabil unele
notatii. Fie L{j(§) partea omogend de gradul 2m a polinomului L;(&)
unde £ = (2%, ..., &,). Sd notdm cu & = (&, ..., Z.) 1 &, = ~

Vom presupune ca sistemul (1) este eliptic $i ecuaia in =

det [|L(E, 7)|| =0



60 C. KALIK SI P. SZILAGYI

are mN rddicini =}(£) (¢ = 1, ..., Nm) astfel ca Im =7 > 0. Fie
M+E, 7)) = [[l (= — = (&)
si [|L#*]] matricea conjugatd a lui ||Lj]].

DEerFINITIE. Problema (1) — (2) satisface conditia de completare dacid
liniile matricei

| By, ) 1 I1L*E, =)

considerate ca polinoame de = sint liniar independente mod (M (¥, 1))
pentru orice £’ == 0.

TTEOREMA. Dacd problema (1) — (2) satisface conditia de completare
st dacd vectorul w = (u,, ..., uy) din WI(E)) satisface conditiile (2),

atunct u satisface condifitle (3).
Aici am notat cu E, semispatiul x, > 0, iar cu W7 (ES) spatiul
Sobolev {27

Demonstrarea teoremei. Scriem

w1
By, D) =2 35 b5'E"D)

A==0 |a]+A=m—1

1 4 v
unde D, = ——-. Notam cu
i Ox,
A 7
I = u (8, x,)
transformata lui Fourier a lui u(x,, ..., 2,1, %,) in raport cu variabi-
lele x,, ..., %,_;. Deoarece ue Wi(E,) si conditia (2) este satisfacutd,

putem scrie

o]

Pentru demonstrarea teoremei trebuie sd aratam ca sistemul (4)

N - ;
DX Y BMDh(E, 0 =0 (4

7=14=0 |aj+r=m-1

A
are numai solutii banale in Dju,(&’, 0), daci conditia de completare are
loc. Reprezentam pe L*(¥', z) in felul urmitor

DME, 1) = (2, M7 (E, %) 4+ Ru(E, 7)
si notdm

TRy(E, ) = gu(E, MY, 5) + RaE, %)
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A . . .
unde KRj; este un polinom in t, care se poate scrie sub forma

Nm—1

A A u
Rj= 2, 7
©®=0

Folosind aceste reprezentdri putem scrie

N .
2 BjkL]k =
i=1

sau notind

Nm—1

zj 2o 20 bt tE e (mod M)

0 |xf{+A=m—1 p=0

-

N
o, A A wera X

2025 25 bplitEr =4l
avem

# " Nm—1 +

Yo BuLT = 3 Al (mod M)

j=1 w=0
Conditia de completare inseamnid cd rindurile matricei
Nm~1

T
2 Ah~
=0

sint liniar independente, adicd sistemul de identititi

k=1, ...N

t=1,..., Nm

mN

2 C(A% + Ahr + ...+ AN~

i=]

0

are loc numai atunci dacd C, = ... = Cyu = 0. Tnsd acest sistem de
identitdti este echivalent cu urmitorul sistem de mN? ecuatii liniare si
omogene

Nm

D2CAL=0 (k=1 ..., N;1=0,...,Nm—1)

i=1

care conform conditiei de completare are numai solutie banald. Aceasta
inseamnd cd din sistemul scris se pot alege mN ecuatii al caror determi-
nant sa fie diferit de zero. S3 notim determinantul acestui sistem cu

4 [i=1, .., Nm
ik II k=ky, ..., ku; l=lu+1,. . l.\'m

unde %; poate primi valorile 1,2, ..., N, iar /; valorile 0, 1, ..., mN — 1.
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Acest determinant se poate reprezenta ca produsul a doi determinanti

Al i=1,..., Nm N r?v’l;j:l,...,N;l,:O,...,mv-l
| bmby oo, By by e I = | TE | Bmh e By b=l e g,
A e | b=1,..., Nm
bg‘, g yeens
7
o] + A==m—1 j=1,...,N;A=0,..., m—1

Dar deoarece acest produs este diferit de zero, rezulta ci

i=1,...,Nm ¢0

i=L... , N;A=0,..., m—1

o T

Jo| - A=m—1
de unde rezultd cd sistemul (4) admite numai solutii banale
Dhij(E,0) =0
In sfirsit, deoarece avem

A ’ i<, B> .
Diu(¥', x,) = (2=) * S ¢ ke w1

rezultd ca si
A
Dyu(x’, 0) =

aproape pentru fiecare x'¢ E,_, ceea ce demonstreazd teorema enuntata.

Consecinta. Dacad sistemul (1) este tare eliptic, iar problema
(1) — (2) satisface conditia de completare, atunci aceastd problemi satis-
face teorema de alternativa a lui Fredholm.

Inivat in vedactie la 15 noiembrie 1965
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KJACC 3A0AY TUHNA OUPUXIE
(PeswwMe)

PaccyvatpuBatorcss cucteMbl (1) 3J7IMITHUECKOTO THIIA,C MOCTOS HHBIMH KOS(hGH LiHe H-
TaMH, JJs KOTODHIX IOJOBHHA KODHEH XapaKTepHCTHUeCKOro YPaBHEHHS pacnoJioXkeHa
B KOMIIEKCHOH mnoaymaockoctd Im <t > O H npeledbhble ycioBus THna (2), rae Bij (&)
SBASIOTCS OJHOPOJAHBIMH MHOTOUJEHAMH MOPAAKA # — 1C NOCTOS HHLIMH KoshdHuueHTaMu .

HoxasbiBaercst, uro ecau 3azada (1)—(2) ynosaeTBOpsieT YCJIOBHIO MNONOJHEHHS
[1], To yci10BHS (2) 3KBHBAaJNeHTHB C YCJAOBHSAMH (3).
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[y

UNE CLASSE DE PROBLEMES DU TYPE DIRICHLET

(Résumé)

On considére les systémes (1) de type elliptique a coefficients constants, pour lesquels
la moitié des racines de I'équation caractéristique est située au semi-plan complexe Im 7 >0
et les conditions 4 la limite de la forme (2), ot Bj; (§) sont des polynémes homogénes du
degré m — 1 a coefficients constants.

On démontre que si le probleme (1) — (2) satisfait a la condition de complément [1],
alors les conditions (2) sont équivalentes aux conditions (3).






O FORMULA DE CUADRATURA CU NODURI INTERIOARE SI
EXTERIOARE SI APLICAREA Tl LA INTEGRAREA NUMERICA
A ECUATIILOR DIFERENTIALL

de

P. PAVEL si €, SCRIPCARIU

1. Se cauti o formuld de cuadraturd relativd la intervalul (a, )
. n a -+ b R . .
cu nodurile x,, x,, ..., v, (In care x; = ——, x, =b), In progresie arit-

)
meticd, adica o formuld de forma
b

Sf(.\'}dx oA ) L f() oo () R (1)
4
Pentru determinarca formulel folosim metoda datd de prof. D. V.
Ionescu [l atasind ficcarui interval (a, xy), ..., (v,.y %,) cdite o
functie o, {x), 7 -=1,2, ..., n care satisface ecuatiilor

W(x) 1, e() o L () 0k =34 (2
Vom scrie deci

S f(W)dy = S S (Of(R)dy = ...+ S o () f(x)d ¢

a a A'n—‘l

Aplicim fiecareia din integralele din membrul doi formula genceralizatd
de integrare prin parti si introducind apoi conditiile la limita:

@1(:"0) = ‘P;(xo) =0, R "?’1”41) (xy) =0
o1(x1) = a(xy), er(¥n) = i(vy), o @l (x) = el ()
One 1 (Xnet) = 9 (1), Pu1(Vnet) = @u(Xn-1), ooy 205 (Kay) = T Y

cpn(x,,) =0, Q:x(xn) =0, e CP’(;nWZ) (xn) =0

5 Babes-Bolyai: Mathematica—Physica 11/1966
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Deci determinarea formulei de cuadraturd (1) s-a redus la integrarea
ecuatiilor diferentiale (2) cu conditiile la limitd (3)
Am obtinut o formuld de cuadraturd de forma (1), in care

A= " V(x;) — Qfl’;l)(xi) 1=1,2, ..., 12 —1 (4)
An = (‘P;"_U (xn)

2. Integrind ecuatiile diferentiale (2) cu conditiile la limitd (3) obtinem :

(x — a)®
(%) = T
ol
RN A -1
9.(¥) = G + e
il (n— 1)!
(¥ — a)® (¥ — 2, s L N i
) — — 0 oy 3
@3( ) ! ! ' 1 (n— 1! Tl (n— 1! (* )
(v — ay (x — )P (¥ -- ‘1/,)71-4
x) — L 2 7\[_“ LA Az::3’4,..., ‘_'ly
(19}:( ) 0 ! : ; (n — I)! ( " )

unde 2y, 2o, ..., kuoy sint constante, care se determina folosind si ultima
dintre conditiile (3) din punctul x,. Se obtine sistemul de ecuatii linearc,
ce trebuie rezolvat

n | 1 3 " 3 n
E ) (¥n — Xi)" o (K — %) (ry — )
¥ = .
= ! (n — 1)1 ! nl!
-1 - ~1 1
e s (% xc)n o & xz)n (v, — xo)n
i =
i (n — 2)! (i — 1! (n Nt
n:\l 3 Ty — g vy — )t (xn = 7y)?
Yooar 2 21
i ]

Prin rezolvarea acestul sistem, functiile ¢;(x) sint determinate.
3. Coeficientii formulei de cuadraturda (1) pot fi obfinui si astfel:
inlocuim in (1) functia f(x) prin

(,r — e — ) L (x Yoo —x ) e = ,x'”)

fi(x) = - = =1, ..., 10

s1 astfel objinem

1

(=" " o .
A.-_—__—_*_.____S w—1 . (=i D —i— 1. ..
(- 1l — 1')!0 ( ) ( ) )

e — D26 4 u(—n— 204 1) + ({ — D)njdu
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iar
(— 1" e ) _
Ay == o 1) S (1t~ 2y — 3). .. (1 — n)du >0 (7)
0
care este pozitiv pentru orice .
1
13 ) . .
A= IR N R BUR RS/ JU ISR HRES PR
0
care are semnul lui (— 1)1 pentru # > 3.
A. Graficul  functicl v = o,(x). Deoarece ¢(x) = (”_;!ﬁ)— st ooi(x) =
x— . o c g
=’('(n”:T)—!_ = 0 pentru vé€ (a, xy), o,(x) are graficul din figura (1).
AR T | .
d. Graficul functiei v = ¢, (x). Deoarecc ¢, (x) = 4, Qﬁ— $1
, e (v — x )72 " e e ..
@ (x) = A,,mv, iar o/(x,) = 0, @/ (v,y) < 0 graficul funcfiei ¢,(x)

este cel din figura (2).

H i
1
i
! i
|
| |
|
] !
| !
! [
I !
b :
& x4 Xo-A X
Fig 1. Fig 2

6. Polinoamele ¢, (x), k = 3,4, n — 1, n sint polinoame de grad cfectiv
n— 1, adicd or~Y(x) == 0.

Din formulele (4) si (5) avem
er-U(x) = 20 4+ 3 + 2y =A, 4+ Apa+ ... +A;+ A,
@) = 20 4 1+ 2 Ny =A,+ At .. F A5+,

GnU(x) = 2 4 0y A+ 2y F b =,
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Vom demoustra ca intre coeficientii formulei de cuadraturd (1) existd
relatiile

=

(— DA, - A4, ) >0 pentru n X2 — 1, 7> 4 (10)
(— )y Md, A A ) > 0 pentru << 27 — 1 s1 orice i

unde
Ay == 2.0, 05 - Ba* - Cou + D, (12)
iar
Ay — 201 2
B == — 2 b (— 20 -4 3y 4- 82— 167 == 8

C; = (21 — 3)11'—’ A (= 2% 4 A= By — P - 1202 - 100 - 2 (13)
D= {— 1?4 30— 2)n® - (208 - T2+ T 2)n

1

Se observd cd produsul din fata Tui A (i) de sub semnul de integrald are
semnul lui (— 1), Ramine sd cercetdm semnul lui A () pentru we (0, 1).

Pentru accasta vom considera derivatele lui A (u).

Semnul Lui A{(i). Daca n <0 2/ — 2, Al"(4) < 0, iar dacd n > 21 — 2,
Al (1) < 0.

Semnul lui Al{w). Dacd n <20 — 2, Al(n) descreste de la 2B; la
12 A, + 2B, Trinomul B(n) = — n® -+ (3 — 2i)n 4 8(i — 1)* are doui
ridicini rcale, una negativd si alta pozitivd. Deoarece B2 — 2) ==
=20 —1)>0, /> 1, iar B (21 — 1) = — 4@ — 1) < 0, i/ 1, rezultd
cd riddcina pozitivd se gaseste intre 20 — 2 st 29— 1. De asemecnea tri-
nomul 6:0,(n) 4 Bi(n) = — n* + (9 — 200 + 8 — 28¢ -+ 20 are doud ri-
décini re: 11@ una pozitiva si alta negativi si deoarcce 6.4 (‘71' — 2) + B{27 -
—2) =4 —4) >0 pentm i> 4, iar 64,20 — 1)+ B, (2l — 1) = —
— 4(27 — 5) < 0 inseamna c& ridicina pozitivd se gise§tc intre 27 — 2
si 20 — 1, pentru ¢ > 4. Prin urmare A (#) > 0 pentru # = 2/ — 2
¢ >4 lar pentru n > 2 — 2, i >4, 2 () <O

Semnul lui 7. (u). Pentru » = 0 avem 250) = C,, iar pentru # = 1,
avem A1) = 64, + 2B, 4 C; Polinomul C,(n) = (21 — 3}n? + (— 2i* 4-
+ 47 — 3y — 43 4 1292 — 107 - 2 are radacini reale si de semne contrare,




O FORMULA DI CUADRATURA CU NODURI INTERIOARE SI EXTERIOARE 68

si deoarece C (20 — 2) = — 2(3:* — 4 + 2) < 0 iar C[(2i — 1) = 2(:* —
— 31 + 1) > 0, raddcina pozitivd se gaseste intre 20 — 2 si 27 — 1. Poli-
nomul 64 (n) + 2B,{n) + C,(n) are rdadédcini reale, de semne contrare,
cea pozitiva fiind cuprinsd intre 20 — 2 g1 20 — 1, deoarece 64 ,(2i — 2) +
+2B,(2 —2) + Ci(20 —2) = —4(i — 1)(i — 2) <0, iar 64, (2 — 1) +
+ 2B,(2i — 1) + C/(2i — 1) = 2(:2 — 7i + 8) > Opentrus > 5. Deci 2 («)
< QOpentrun < 20 — 261¢ > 5,1ar /() > O pentrun > 2/ — 1s1¢ > 5.

Semnul lui p (1), Pentru << 2t — 2, 1> 5 s-a vazut mai sus cid
L) < 0, in intervalul (0, 1), deci £ (u) descreste de la D; 1a 24, 4 B, +
+ C,+ D, =0, (n). Avem Q,n)= — (1 —2) (I — 3)n? -+ (2 — 9% +
+ 9 — 43 + 2002 — 306 - 14 iar D(n) = — (1 — 1) (¢ — 2 4+ (¢ — 1}
(i —2)(2f — 1)n. Polinomul D, (n) are radacinile 7 =0 $i n =2/ — 1. Poli-
nomul Q,(n) are o ridacind cuprinsd intre 2/ — 1 si 27, deoarece Q;(2i —
— 1) = 32 — 10i + 8 < 0 iar Q;(2¢) = — 2% 4 144 — 307 + 4 << 0 pen-
tru orice 7 > 3. Tmseamnd c¢d £ (1) > 0 pentru # < 20 — 2 si /£ (u) < O
pentru 1 > 2i — 1.

Cazul n = 20 — 1. 11 vom studia aparte. In acest caz 4, =1, B, =
= — 4 +4, C,=2(" -3 + 1), D, = Oiar 2 () = 2u® + 4(1 — )u* +
+ 2(22 — 37 4+ )u > 0 pentru 7 =4

In concluzie s¢ opoate spune cd polinomul / (#) > 0 pentru n > 2/ —
— 1, 7 24 s1 A u) <O pentru n > 2i — 1, iar sumele (11) se bucurd
de proprietatile (10).

7. Vom demonstra in cele ce urmeaziad formulele 2

2h — (A, -+~ A4,) <0 (14
2 — (A, + 4, + A4) <0 (15)

adevirate pentru orice #n.
Folosind formulele (6), (7) gasim

I
A b dy = "1, 16)
1+ - (n—1)! ! ( "
unde
1
L:SB—MM—my”mml—u)MZ—MW+Uﬁ+n~&uw
0

— n? 4+ 3t — 2])du

Demonstrarea inegalitatii (14) revine la a ardta cd I, > 2n — 1) ¥
inegalitatea ce se demonstreazd prin metoda inductiei complete, si ¢ adeva-
ratd pentru n = 4.

In mod analog se demonstreazd si inegalitatea (15). Se giseste

h

P I p—— )
2{n — 1}!
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iar
1

Jn= S 4—u)y...(n—1—u)[—2(n — 3)(n — 2yu® -+ (#® 4 20 —

0
— 33n -+ 34)ut — (Bu? — 120% — 9u + 62)u 4 20° — 120> 4 (18)

4+ 22n 4+ 127du
Ca si mai sus se demonstreaza ci J, =4(n — 1) ! adeviratd pentru » = 5.
Folosindu-ne de expresiile (9) care dau derivatele de ordinul # ale functiilor
(%), k=38, ..., n i de relatiile (10), (14), (15) deducem cd o~V (x) £ 0
pentru k= 3,4, ..., n, adicd o,(x) sint polinoame de gradul » — 1.

8. Functia ¢, (x) este pozitivd in intervalul (v, x,). Vom ardta ¢d functia
v = ofx) definitd pe intervalul (x,, r,) are un singur extremum fin inter-

ralul (x,, x,), adicd un maxim.

Intr-adevir, sd presupunem ci funcfia v = ¢(x) ar avea doud extreme
in intervalul (x,, v,), adicd derivata s-ar anula in doud puncte distincte
Zo st &y din (x, x,).

Tinind seama de conditiile la limitd (3) se deduce, aplicind succesiv
teorema tul Rolle, ¢d derivata ¢ 2 (x) se anuleazd in # — 1 puncte dis-
tincte vy, fg, ooy Taot-

Punctul %, ; nu poate apartine intervalului [x, |, x,) deoarece s-a
ardtat cd ¢,(x) este un polinom de gradul # — 1 efectiv. Punctul 7,
poate aparfine lul (v, o, ¢, ), dar nu are lo¢ 7, ., deoarece dacd in inter-
valul [x, .0, v,q) s-ar @dsi 7,_; st v, atunci aplicind teorema lui Rolle
urmeaza cd derivata o*!(x) sd se anuleze intr-un punct din intervalul
[Vn-2, % 1), ceea ce este imposibil deoarece s-a ardtat ¢i g, 4(x) e polinom
de gradul n — 1 efectiv.

In mod analog sc aratd ci in fiecare din intervalele [x,_ s, 1, I TR
{xa, xy) s¢ glseste oite un punct 7. Astfel rdmin punctele 7, si 7, care se
vor gisi in (v, 1,).

Punctul %, nu se poate gasi In intervalul (v, x,) deoarece @{r~*/(x) ==

(x — a)y? . % o o oA s
= ——— - are ca zero numai pe x == a. Inscamnd cd in intervalul [x,, x,)
se gasesc puuctde 7 Sl o7y In care se anuleazd derivata. Aplicind teorema
lui Rolle, inseamnd cd derivata whr Y (x) se anuleazd in punctul Z€(x, 7,)
s punctul £5€(my, Mp) 1ar @ 5 (v) se anuleazd Intr-un punct din intervalul
(Yo, ), ceca ce ‘este imposibil deoarece oi*(x) = 1, pentru x€(x,, x,).

Rezultd cd unul din punctele » nu are loe, adicd cu aceasta am demons-
trat cd funcfia y = ¢(x) are un singur extremum in intervalul (x,, x,)
s1 1,;111111(1 seama de rezultatele de la pumtul 4 51 5 inseamnd ca acesta este
un maxini.

Graficul functiei y = ¢(x) va {1 cel din figura 3.
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9. Restul in formula de cuadraturd (1) este

n

Ry = (= 1" o)™ (x)dx (19)

a

unde se stie ci ¢(x) pistreazi un semn constant in intervalul (v, x,) iar

flx)eC.

Fig 3.

Avem
R, = (= 1" (%) { o(v)dx unde Ze(x,, x) (20)

a

Integrala din formula (20) sc¢ calculeazd din formula de cuadraturd
(1) fnlocuind f(x) prin

fla) = (F ()
!
adicd
R, =f" (K, (21)
unde

K, = (-7 S (x — x)... (v —a,) dx

n!
o

‘o

care depind numai de nodurile x,, ..., %,.
Notind prin M, marginea superioard a lui | f* (x)] in intervalul
{x,, %,) vom avea pentru rest evaluarea

{ ]\)n I :< E ]\'ni ‘7‘[11’

10. Citeva cazuri particulare.
Pentru # = 3 formula de cuadraturd este

{nde =" 17700) = 2(e) + Jx)] = a0 (v

a %o
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cu restul
2 .
IR, < o RAM 5.

Pentru # = 4, formula de cuadraturd este

Xn
h

(/3 = £ 187(000) — 5(x) = 4f(x0) — f() -+ { o)/ ()

cu restul

29
R,| < ISM, .
| Ry ! 1 57

Pentru # = 5 formula de cuadraturd este

3
Sf(x)dx = 1—25 [538f(xy) — 532f(x,) -+ 588f(x,) — 292f(x,) - 2610f(x5) + R.
cu restul
< Y,
| Ry] < = 1M .
Pentru »# = 6, formula de cuadraturi este
b
1 N -
(fo)dx = Lnisarn) — 169/(xy) -+ 2847(x,) — 574f(x,) +
+ 406/(x;) — 297/(xg)] + k.

cu restul

|R| << 2158 apy,
6121

11. Considerdm ecuatia diferentiald
¥ = fx) 22)

unde f(x,y) este continud impreund cu derivatele ei partiale in raport
cu x, si y, pind la ordinul #; $i notdm cu y(x) integrala ei care satisface
conditia y(x,) = v,.

Presupunem ca s-a demonstrat cd integrala y(x) a acestei ecuatii
existd.

a--b . . .
, X, = b, s1 nodurile x,, ..., x, exterioare

Sa ludm nodurile x; ==

intervalului (a, b) in progresie aritmeticd. Notdm cu y,, vy, ..., y, valoa-
rea integralei pe aceste noduri. Cu ajutorul formulei de cuadraturd (1)
vom calcula valoarea integralei in punctul x = a.
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Pentru aceasta integrdm ambii membri ai ecuatiei (16) intre a ¢i b:

b b
S Vidx = Sf[x, y(x)]dx.

Aplicam integralei din membrul al doilea formula de cuadraturd (1)
s1 obtinem

vla) = v(B) — > A flx, v(x)] — R (23)

1=l
b

unde R = Scp(x)f""\”[x,y(x)] dx.
a
Intrat in redactie la 7 decembrie 1965
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OOHA ®OPMYJIA KBAIPATYPBI C BHYTPEHHHWMHU W BHEIWHHWMHW Y3JIAMI
U EE NIPUMEHEHUWE K UUCJIEHHOMY HUHTEIPHMPOBAHUWIO IHOPEPEHI M-
AJIBHBIX YPABHEHMWM

(Pesziwwye)

Ilaetca (opmysna KBaapaTypsl OTHOCHTEJLHO HHTepBATa (a, b) € yanami &y, #,, ..., ¥y
a-+b . .
rae xy = o, a4y = b B apH(ueTiecKoil Iporpeccui Tina
b
"
D
Sf(x)d,v = 2 Aiflx) + R (13
=1
@

dopiy.1a yCTAHABIHBAETCS IIPH IIOMOUUT METORa, laHuoro B [2].

Jlaetcst ocraTtok (hopMyabl, KOTOPHIL cTasuTca B Bijgc (21).

Jlatotest ipumeprl hopMyJiel KBagpatypel tHna (I) aas » = 3, 4, 5, 6.

B nocneaneit wactH pa6oTH NPOH3BOAHTCA IpHMeHeHlle ¢opMyabl KBaipatypbl ()
K HHTerpHpOBaHHIO AHbdepeHUHATbROIO ypabreuHs (22).
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A QUADRATURE FORMULA WITH INNER AND OUTER NODES AND ITS APPLI-
CATION TO THY, NUMERICAL INTEGRATION OF DIFFERENTIAL LQUATIONS

(Summary)

The authors give a quadrature formula with respect to the interval (a, b) having the
form:

14
7"
(s = 3= i + n
" =1
a+b
with the nodes xy, xq, ... x,, (where Ay Ay blin arithmetic progression.

The formula is established using the method given in [2].

Remainder of the formula is put under the form (21).

Iixamples of quadrature formulae of the form (1) for » = 3, 4, 5, 6 are also given.

In the last part of this paper, the authors give an application of the quadrature
formula {1) to the integration of differential equation (22).



INTRODUCEREA FIZICII LUI DESCARTES IN TRANSILVANIA

de

VICTOR MARIAN

Fizica lui Descartes — parte integrantd a filozofiei sale -— a pitruns
foarte curind dupd aparitia Principitlor de filozofie in 1644 si s-a raspindit
repede in Transilvania. Faptul se datoreste unor Imprejurdri prielnice.
Datoritd legdturilor religioase strinse intre protestantii din Transilvania
si cel din Apus, pe la mijlocul secolului al XVII-lea o mulfime de tineri
ardeleni au putut si-si completeze studiile, incepute acasd, In tarile occi-
dentale: Lilvetia, Germania, Anglia si mai cu seamd Olanda, de unde
aduceau cu el cele mai noi curente religioase si conceptit filozofice. Prota-
gonistul cel mai de seama al noilor idei, care a introdus cel dintii in Transil-
vania fizica lul Descartes, atit prin scris, ¢it si in invatdmiet, a fost
Apéczai.

Apaczai Csere Jdanos (1625—1659) este originar din comuna
Apata (reg. Brasov), unde si-a {ficut primele studii, pe care le-a continuat
la Cluj s1 apoi la Collegium Bethlenianum din Alba-Tulia. Alcl a avut
ca profesor pe germanul Johann Heinrich Bisterfeld, care preda mate-
maticile si fizica. Bisterfeld, care la Inceput preda fizica peripateticiana,
mai tirzin a modificat-o in sens teologic protestant, ceea ce nu putea mul-
tumi pe tindrul sdu elev, cu vederi independente si fnaintate. Spre norocul
sau, in 1648 Apdczai fu trimis de episcopul calvinist Gelei Katona Istvin
din Alba-Tulia, ca bursier in Olanda. Aici studiazd pe rind la universita-
tile din Franeker, Utrecht, Leida si Harderwijk.

Timp de cinci ani frecventeazd Apdczai cursurile acestor universi-
tagi, facind cunostintd cu problemele politice, stilutifice si religioase ale
epocii $i asistind la marile prefaceri sociale insotite de ascensiunca bur-
gheziel atit in Olanda, cit si in Anglia, unde au culminat in 1649 cu decapi-
tarea regelul Carol I, urmatd de guvernarca dictatoriald a lui Cromwell,

In timpul studiilor Apdczai face cunostingda cu filozofi si teologi
olandezi ca Regius, Gisbert, Voetius, Hevdanus, etc. O influentd deosebita
a avut asupra sa profesorul Regius din Utrecht, care i-a atras atenfia
asupra filozofiel lui Descartes, pe carc o prelucrase in cartea sa IFunda-
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menta Phvsices, tiparitd in 1646. Insugindu-si repede filozofia carteziand,
Apdczai, fiind incd in Olanda, scrie in 1653 Magyar Encvelopaedia, care
a apdrut la Utrecht doi ani mai tirziu.

Intors in patrie Apdczai este numit in 1653 profesor la Alba-Iulia,
unde insd nu rdmine mult, ajungind in conflict, din cauza ideilor sale
progresiste, cu profesorii miai batrini, reactionari, in deosebi cu Isaac
Basire, fostul confesor al regelui Angliei. In urma decapitdrii acestuia,
Basire se refugiase la Constantinopol, de unde a fost chemat la Alba-
Iulia. Din cauza conflictulul Apédczai este transferat in 1656 ca director
la scoala medie din Cluj, care avea si devind Colegiul reformat. Aici
a murit in etate de abia 35 de ani.

Apéczai a Inceput sa predea filozofia lui Descartes indatd dupa
numirea sa ca profesor la Alba-Iulia. Cursul sdu s-a pastrat intr-un coligat
al lui Porcsalmi Andras, director al Colegiului reformat din Cluj, care l-a
copiat indatd dupd moartea lui Apdczai, in anul scolar 1660/61. In acelasi
coligat, péstrat in Biblioteca Academiei, filiala Cluj, de format 20 % 14 cm,
se afla copiate si citeva manuscrise de-ale lui  Bisterfeld, cuprinzind
lectiile sale de fizicdl, precum si un exemplar tiparit din cartea lui Regius.

Manuscrisul lectiilor lui Apéczai poartd titlul Philosophia Naturalis
Cl. Joh. Cheri Apaci $i cuprinde 204 pagini. El este impéartit in patru
Carti care poartd titlurile:

Cartea I Despre filozofie in general. Cartea II Despre aritmeticd.
Cartea III Despre geometrie, Cartea IV Despre fiziologie.

In Cartea I filozofia este definita ca ,studiul intelepciunii”, iar
intelepciunea este ,cunostinta perfectd a tuturor lucrurilor, pe care omul
le poate cunoaste”. Apoi ,stiinta (aici) este cunoasterea adevarului prin
cauzele prime”. Cei vechi impdarteau in mod potrivit filozofia in naturala,
morald si rationald. Prin cea naturalid intelegeau matematica, medicina
si mecanica. ,, Mai potrivit insd filozofia se imparte in reald si rationald,
iar cea reald in naturald si morald”. Filozofia naturali ne-a lisat-o marele
doctor al artelor P. Ramus. ,,Vom preda filozofia naturald parte din
scrierile celor noi, parte din a celor vechi, cu cea mai mare solicitudine
pentru tinerimea maghiard”,

In cap. V al aceleiasi Carti, Apaczai defineste filozofia naturald ca
doctrina bunei folosiri a ,lucrurilor corporale” din naturi. In general
il supunem lucrurile corporale, deoarece tot ce este lucru cantitativ, adicd
,,nmumerabil, misurabil, ceresc, terestru si mecanic, este necesar sa-1 cuprin-
dem in filozofia naturald”. Apoi continud: , Dar fiindecd scopul oricirei
cunoasteri a noastre este o utilitate oarecare, iar utilitatea lucrurilor corpo-
rale o explica filozofia, rezultd ca si ea este practicd, la fel ca celelalte.
Cit de adevirat este aceasta o aratd ... si aplicatia ei in teologie, drept,
medicing, mecanica si in toate celelalte discipline, fiindcd atit e de mare
folosul ei fncit dacd nu o cunoastem este imposibil si exceldm in ele;
o dovedeste In sfirsit insdsi introducerea ei in toate domeniile, anume
in doctrina despre Soare, Lunid, stele, planete, lumind, animale, plante,
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metale, care dacda se trateazd complet si cu prudentd, aduc un folos
imens vietii omenesti. Nici nu s-a opus omului pind acuma altceva, decit
ignoranta oamenilor de seamd §i metoda inoportund si imperfectd”

Caracterul practic al filozofiei naturale i1 subliniazd din nou, scriind
in continuare: ,,De aceeca, cei care nu explicd in filozofia naturald decit
natura principiilor si proprietdtilor (affectionum) corpului, si afirma cd
aplicatia rdmine in seama medicinii $i a celorlalte arte practice, ni se
pare cd separd intregul de pdarti, spoliazd fizica de demnitatea sa, reduc
in mod violent corpurile sale, Inmulfesc fard necesitate disciplinele, for-
teazd si metoda logicii, apoi perturbd ordinea $i abat sufletul elevilor
de Ia contemplarea lucrurilor celor mai frumoase §i speciale”

Aceste consideratii le termina argumentind cd: ,Toatd lumea admite
cd medicina este practica fizicii . .. VI)e aceea multl din cel care scriu carfi
de medicind pun inainte si cuprind intreaga fizicd (physiologiam), ca
Avicenna, Galenus, Vernilius, etc. Abla este cineva care i nu admita
ca astronomia, geografia, optica, muzica $i matematicile sint in mare
misurd parti ale fizicii. In tot cazul nimeni nu poate aduce impotrivi
vreun argument potrivnic solid”

Capitolul VI din aceeasi Carte, intitulat ,,Despre principiile lucrurilor
corporale”, este redactat In sens strict cartezian. Astfel, privitor la pro-
prietatile generale ale corpurilor se exprima in felul urmator: , Dupd
ce am demonstrat in mod clar existenta corpului natural, cunoastem
in chip evident in ce constd esenta lui, dacd inliturdm toate acelea
carc pot fi separate de el (cum sint duritatea, moliciunea, culorile, miro-
surile, gusturile si altele asemdndtoare), si presupunem ca aceea ce rdmine
dupd inldturarea acestora aparfine esentei lor cum este extinderea tucrului
in lungime, litime si profunzime, mobil, divizibil, si figurabil (figurabilis)
in diverse feluri, care extensiune in acelasi sens se¢ numeste spatiu, canti-
tate si locul care este numit intern”

Trecind la miscare, la fel ca Descartes, cunoaste numai migcarea
locald relativa, pe care o defineste ca transferul corpului din vecinidtatea
corpurilor apropiate in vecindtatea altora. Fa este reciprocd si ,la fel
poate conpete corpulm transportat ca si aceluia de la care este transpor-
tat”. Adesea miscarii i urmeaza repdusul contrarul migcdrii. Dec1 ,, mis-
carea nu este contrard iuiscdrii, ¢i repausului si directiel miscarii”. Consi-
deratiile asupra miscarii le incheie cu argumentul metafizic al lui Descartes
despre conservarca cantitdtii de miscare in univers: ,,Dumnezeu la inceput
a creat materia corporald cu miscare §i repaus suficient, $i o pastreazd
pind acum in acceasi cantitate”

Urmeazi legile miscirii, pe care Descartes le numeste | legile naturii”,
si pe care Apéczai le formuleazd astfel: , Mai intii orice corp {vis) ldsat
de sine, persevereazd in aceeasi stare. De aceea tot ceea ce se migcd intr-un
mod oarecare, sau este in repaus, totdeauna tinde sid se miste In acelasi
fel sau sd& rdmind in repaus. In al doilea rind, orice miscare tinde, prin
natura sa, spre o linie dreapta, pind ce va fi deviatd de forfa altor corpuri
rezistente”.
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A treia lege este enuntatd mai simplu decit la Descartes, avind
formularea: ,,un corp in repaus nu poate fi miscat de un alt corp, decit
dacd corpul motor pierde din viteza miscdrii sale atita cit primeste cel
in repaus”. Enunful acesta cuprinde numai cazul particular al unui corp
moale care ciocneste un alt corp moale mai mic decit el, In repaus.

Privitor la ciocnirea si aruncarea corpurilor Apdczai adaugi: ,,In
adevar, miscarea se comunica de la un corp la altul, si nu numai cind este
unul sl simplu, ¢i si c¢ind este compus din mai multe, dupd cum se vede
in aruncarea pietrei care tinde si se menfind pe dreaptd, precum si cind
se roteste In jurul axei sale”.

Dupa aceasta urmecazid definitia, in sens cartezian, a divizibilitatii,
s,atomilor”, figuril, marimii, suprafetei si a pozifici (situs). Astfel, | divizi-
bilitatea este coexistenta (cocxistentia, adhabentia) partilor unui corp
rezolubil (resolubilis). Zic a oriciruia, oricit de mic. In adevar orice corp
este divizibil la infinit. Céci are pirti in afard de parti. De aceea atonui
se numesc imperceptibili numai datoritd virtufii (virtutis) finite”. Apoi
oforma (figura) este limitarea corpului din toate pirtile”. Iar , mirimea
este 0 anumitd masurd a extensiunii corpului. De ea depinde acel loc,
care este limita in care se intilnesc suprafetele corpurilor ce se incon-
joard reciproc’.

Urmeaza definitia suprafetei, care ,nu poate fi altceva decit acel
mod sau termen, pe care-l concepeni ca mijloc (medius) intre diversele
particule ale substantei si insesi corpurile inconjuritoare”. In fine: | refe-
rirea corpurilor la ccle departate se numeste situatie (situs).*

Cap. VII se ocupa cu diviziunea filozofiei naturale, dupd wrmito-
rele criterii:

, 1. In orice corp deosebim cantitatea si natura ei.

2. Partile mai importante ale filozofiei naturale sint matematica
fizica. Cdci

3. Ambele trateazd despre corp s anume considerat (explicato)
prin una i aceeasi definitie. Caci

4. Disciplinele real deosebite nu sint decit obiecte real distincte.

5. Desigur asa este cu matematica, adicd cu aritmetica i geometria,
considerate ca o buna parte a filozofiel naturale ; fird acestea nu se poate
nici invita suficient, nici aplica la uzul vietii”.

Capitolul VIII trateazd despre matematicd in general, pe care o con-
siderd drept prima parte a filozofiel naturale. Ka este arta de a cuanta
(quantitare), adicd de a numdira $i masura bine.

Potrivit acestui program Apdczai trateazd in Cartea 11 aritmetica,
iar in Cartea III geometria, — dupd Ramus.

Cartea IV se ocupi cu fizica, cu care se ocupd in Capitolul I, s1 cu
astronomia, pe care o expune in Capitolul II.

Apdczai defineste fizica drept arta de a natura (ars naturandi) bine,
addugind ca pentru alfii ea este gtiinta ,lucrurilor naturale”, iar pentru
altii iardsi stiinga ,,corpului natural cit este natural”. Pentru intelegerea
acestor definitii el dd urmaétoarele lamuriri:
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2. Zicem c¢d este o artd nu pentru a exclude stiinta, c¢i mai bucuros
pentru a include i acest act al mintii.

3. A natura bine Inseamnd a ne folosi de lucrurile corporale pres-
crise de artd (a interpreta toatii forta lucrurilor corporale, proprietatile,
actele si uzul lor, ¢i a le practica In mod convenabil).

4. Natura este aptitudinea intrinsecd a corpului natural, prin care
ca este in stare si existe si sd opereze. ..

5. Iar aptitudine se numeste bunitatea, perfectiunea si intrebuin-
tarea in scopul in care sint create de Dzeu”.

Fizica se lmparte in doud parti: fiziologia si mecanica. Caci impar-
tirea corectd este cea cerutd de natura obiectului. De aici rezultd impar-
tirea in comund si proprie. Cea in generald i speciald este incomodd,
cici cele generale si cele care in acest sens de obicei sint in cele speciale,
nu se deosebesc in realitate, ci numai In modalitate.

Acesta este in rezumat cuprinsul lectiilor de fizicd ale lui Apdczai,
tinute la Alba-Tulia si Cluj.

Magvar Encyclopacdia, aparutia in 1635, a fost scrisi In scopul de
a fi fntrebuintatda drept manual didactic. ka nu este o enciclopedie in
intelesul de azi, si nici nu ¢ o operd originald, Este mai mult un compendiu
al cunostinfelor din acea epocd, fiind prelucratda dupid diversi autori.
Dupd cum scric el fnsusi in prefata cartii, partea de metafizicd a scris-o
dupd Descartes, logica dupd Ramus (Pierre de la Ramée) si Amesius
(William Ames), aritmetica dupd Ramus, Snellius  (Snell), Schonerus
(Schoner), geometria dupd Ramus, fizica dupd Descartes si Regius (Le
Royv), astronomia dupd Copernic, Descartes, Regius, Phocylides, Alsted
cte.

Enciclopedia lui Apdczai cuprinde unsprezece pdrti, dintre care a
cincea se ocupd cu matematica. Iizica se trateazd In adausul la partea
a cincea si ocupd abia citeva pagiui, In cinel paragrafe, sau alineate.

Apdczai mai Intii defineste in sens cartezian migcarca, scofind in
evidentd relativitatea miscarii, precum si caracterul el circular. Il se
exprimd astfel 1 | Deoarece ori Incotro se Indreapta mintea omului,
observa un lueru lung, larg si profund, urmeazd in mod necesar, ¢i orice
migcare este in virtejuri (circulard), astfel ¢d un corp alungd pe altul
din locul in care intrd, si acela iardgi altul, si acesta altul pina la cel din
arma, care in acea clipiti se mutd in locul pardsit de primul”.

In alineatul al doilea enuntd principiul conservarii cantitatii = de
miscare, stabilit de Descartes, in termenii urmdtori: ,,Cauza primd a
miscirii este Dumnezeu, care a creat la fnceput lucrurile materiale impre-
unid cu miscarea si repausul, si cu clt le-a Inzestrat atunci, tot atita mentine
si acuma in ele”. De aici rezultd cele trei legi ale migcarii, pe care le expune
la fel ca In manuscris.

Legile clocnirii corpurilor sint cuprinse in opt puncte, — dupd
Descartes.

Alineatul al patrulea defineste poziia, locul, spatiul care se confunda
cu corpul. Apoi adaugd: ,,Din care cauzd vidul (vacuum) in care sd nu
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fie nici o fiintd, nu existd nicdiri ... fiinded nimeni nu poate concepe
un vid fird extensiune”. La fel cu Descartes, Apdczai confunda vidal
cu neantul, folosind argumentele acestuia.

In alineatul ultim se afirmad impenetrabilitatea corpurilor, inexis-
tenta atomilor, infinitatea lumii ¢i unitatea ei, precum i imposibilitates
existentei mai multor lumi. Cu aceasta se termind partea privitoare la
fizica, dupd care urmearzi astronomia.

Dupd Apiczai actiunea de rtaspindire a fizicii lui Descartes a fost
continuati de Envedi S. la Colegiul reformat din Alud si de Kaposi S.
la cel din Tirgu-Mures.

Tutrat L vedactie la 14 deceinbrie 19635

BREAEHHE OUBHRU JJEKAPTA B TPAHCHJIbLBAHUIO

(Peszwme)

Guznka Jexapra Guria veiena s TpaHCHILBARINO BCKOPE 1TOCAE NOABICHIA Pusocod-
CRUX npunyunos 8 1644 r. 1 ObICTpo pacnpocTpanuaach B peopMATCKHX  KOJICTHAX.
[Tepnuin e& wuitwaropoy 6ot Ananan Uepe Suom, npodeccop B r. Aa6a-10qma w3atem »or.
Kayme. On onvoankosat s ¥tpexte v 1655 r. wnury Magvar Euncvclopacdia, yueOuuk
aast ¢3oux yuedikos. Haunmas ¢ 1653 r. Ananan npenogasar s r. Aada-tOmis gusiky
Aewapra no [Tpusyunast nocacanero uono xkuure Peruvea Fundamenta Physices 1647 1,

Iactosiwast cTaThsl MOKA3LBACT COJACpRaune JeKunl npountauublX Anaupan B I,
Aa6a-I0aus B r. Kayxe, kotopele xpawdtes s pykonncn # brGaiorese Kaymexoro diu-
anata Axageminn Counaanctnueckoll PecnyGinwkn Pysibiuni, 1 KOTOPBEIE 10 HaCTOsHEro
BpeMEHH elné nensyuensl. Hamomeno takme codepanne vacteiinz Beneeperot snyunioneduct,
KAcaloMHXes QH3HKH.

INTRODUCTION DE LA PHYSIQUI DE DESCARTES EN TRANSYLVANIDE
(Résumé)

La physique cartésienne a ¢té implantée en Transylvanic trés tot aprés la parution des
Principes de la Philosophic (1644) et s’est vite répandue dans les colleges réformés. Son premier
promoteur fut Janos Apdczai Csere, professeur a4 Alba Tulia d’abord, & Cluj ensuite. Il fit imprimer
a Utrecht son Magvar Encyclopacdia, qui ¢tait un manuel scolaire a lintention des éléves.
A partir de 1653 Apdezai enseigna la physique de Descartes d’apres les Principes de ce dernier,
ainsi que d’apres les Fundamenta Physices (1647) de Regius.

Le présent article expose, d’une part, le contenu des cours faits par Apdcezai & Alba Tulia et
4 Cluj, conservés en manuscrit dans la Bibliothéque de la Filiale de Cluj de I'Académie de la Ré-
publique Socialiste de Roumanice qui n’ont point ¢t¢ étudies jusqu'ici, et d’autre part les parties
de la Magyar uevelopaedia avant trait a4 la physique.

6 Buheg-Deoival: Mathematica--Physica I11966






STUDIUL PERMEABILITATII MACNETICE A FERITELOR
MAGNEZIU-ZINC 81 CUPRU-ZINC

de

L MAXIM si € BALINTFI

Cercetarile efectuate pind in prezent asupra proprietdtilor magnetice
ale biferitelor cu zine in functie de conventratia feritel de zine 71,2, 3,
au scos In evidentd existenta unui maxim, atit al momentului magnetic
de saturatie c¢it si al permeabilititii magnetice initiale si a permeahilitatii
maxime, pentru o concentratic a feritei de zine in jur de 50°,. In alte
lacrari experimentale (3, 47 care se ocupd de ferita nichel-zine, se arata
cd permeabilitatea magneticd a acestel ferite nu depinde numai de raportul
dintre cele doud componente, ¢i si de temperatura de sinterizare, precum
si de atmosfera de gaz in care sc face sinterizarea. Acesti doi factori, in
ultima instantd, determind concentratia ionilor de fier bivalenti din feriti.
S-a constatat ¢ In cazul feritei nichel-zine, permeabilitatea magnetica
Inifiald atinge un maxim pentru cca 0,494 ioni de fier bivalenti.

In aceastd lucrare, nol ne-am propus s studiem permeabilitatea
magneticd initiald a feritelor magnezin-zine si cupru-zine in functie de
concentratia ionilor de fier bivalenti.

Prepararea probelor si modul de lueru. Din flecare tip de feritd s-au
confectionat prin sinterizare cite 14 probe de formi cilindricd cu diametrul
de 8 mm i lungimea de 8—10 mm, variind concentratia oxizilor compo-
nenti fnelt sd {ic satisfacute relatiile :

MeOstZaO)os N - N S
1. L,;L‘_(_"L‘( 0506 ... 18) (1)
“e,0)y 3
CuOyg (ZuOlo s 1 ~ - > ‘
2, L-w}ﬁi LoD Ly 050060 ... 1Y) (2)
6,0y S

Temperatura de sinterizare pentru ferita magneziu-zinc a fost de 1100°C,
iar pentru cea de cupru-zine a fost de 1000°C. Descrierea amanuntita a
modului de preparare este facutd intr-o lucrare anterioard [5].
Pentru determinarea permeabilitatii magnetice s-a  folosit metoda
balisticd. In fig. 1 este reprezentat principiul instalatiei experimentale.
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In interiorul unui solenoid B,, care creeazd un cimp magnetic constant
H,, sint montate doud bobine legate in serie. Aceste bobine sint egale
intre ele gi infdsurate in sensuri opuse; astfel se elimind efectul cimpului

N

IPig. 1 Instalatia pentra deter-
minarca  permeabilitdtii  magne-
tice a  unei probe de forma
cilindricd, prin mctoda  balistica.

AN

EMNNNMNNN

8y

magnetizant 1n cle. Cele doud borne libere ale acestor bobine sint conec-
tate la un galvanometru balistic. Dupd introducerea probei intr-una din
hobine, la conectarea sau deconectarea curentulai din solenoidul de magne-
tizare galvanometrul balistic indicd o anumita deviatie. Indicatia galvano-
metrului balistic fiind proportionald cu variatia fluxului magnetic inductor
din cele doud bobine, se poate scrie:

we == (Hy -+ 4= ])Sn 4 (— H Si) == d=Su ] (3)
in care: ¢ este unghiul de deviatie al galvanometrului
c - counstanta galvanometrului balistic
S - sectiunea medie a unei spire din bobina de misurd
n - numdirul de spire al bobinei de mdisurd

Rezultd cd indicatia galvanometrului balistic este proportionald cu
intensitatea de magnetizare a probei.

B, o este bobina exterioard prin care se trece curent alternativ pentru
demagnetizare.

Pentru a determina permeabilitatea magneticd a probei, a trebuit
mai intli sa determindm intensitatea cimpului magnetic din interiorul
probei. Se stie ¢d Intr-un corp feromagnetic de formd cilindricd asezat
intr-un cimp magnetic exterior ia nastere un clmp demagnetizant [6, 7, 8].
Acest cimp demagnetizant are acceasi directle si este de sens contrar
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cu cimpul magnetic exterior, fiind proporfional cu intensitatea de magneti-
zare a probei

H,=—NJ] (4)

Intensitatea cimpului magnetic rezultant H; din interiorul probel va fi
datd de suma algebrica dintre H, g1 H):

H = Hy+ H,=H,~ JN )

Cunoscind factorul de demaguetizare N, se poate calcula cimpul magnetic
din interiorul probei. Acest factor de demagnetizare depinde de forma
si dlmumum]e probei, iar in cazul probelor preparate prin sinterizare
mai depinde si de porontdt a probelor si de incluziunile neferomagnetice
din interiorul lor. Cu c¢it o probd este mai poroasa, cu atit va avea factorul
de demagnetizare mai mare. Dect din mdrimea factorului de demagneti-
zare se pot trage concluzii i cu privire la porozitate.

Pentru determinarea e\pcrln.(m ald a factorului de demagnetizare
ne-am servit de faptul bine cunoscut ¢a, in absenta unui cimp demagneti-
zant intern, porfiunea inifiald a curbel ideale de magnetizare coincide
cu axa intensitafii de magnetizare (fig. 2), iar in prezenta unui cimp
demagnetizant intern, curba ideald de magnctizare are o altd alurd. Pe ea
se poate distinge o portiune initiald rectilinic (fig. 3), iar in vecinitatea
originii coordonatelor se poate scrie

z/l/ .
oe=" 1// =&, (6)

unde N este factorul de demagnetizare cfectiv (format din factorul de
demagnetizare geometric $i cel structural). Curba ideald de magnetizare
se determind astfel : se introduce proba intr-un ¢fmp magnetic constant, iar
peste acesta se suprapune un cimp magnetic alternativ
cu mult mai mare. Intensitatea accstui cimp magnetic alternativ se
descreste in mod treptat pind la valoarea zero. Apoi se determini intensi-
tatea de magnetizare a probei corespunzitearce cimpului magnetic constant,
de exemplu prin metoda balisticd. Aceastd operatie se repetd pentru
diferite cimpuri magnetice constante, iar punctele obtfinute ne determini
curba ideala de magnetizare. Iar dupd cum am vizut mai inainte, din
panta portiunii initiale a acestel curbe putem  determina factorul de
demagnetizare, cu ajutorul ciruia se poate reprezenta curba de magneti-
zare a probei in functie de intensitatea cimpului magnetic din interiorul
sau. La acelagi rezultat se poate ajunge printr-un proceden grafic, asa numit
al , forfecdrii”, care este cu mult mai practic. Pentru aceasta s¢ reprezinta
grafic intensitatea de magnetizare in mncpg de cimpul nn"n(hc exterior,
curba O (fig. 4) si pe acelasi grafic se reprezinti curba | = f( , extertor,
care este o dreapta ce face cu ordonata unghiul « dat de re a;m (G) Printr-
un punct oarecare J, de pe ordonatd ducem o paralelda la abscisi. Seg-
mentul J,M reprezintd cimpul demagnetizant H, = — NJ corespunzitor
intensitatii de magnetizare J, iar segmentul J,C reprezintd cimpul magnetic

de intensitate
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exterior corespunzitor aceleiasi intensititi de magnetizare. Transpunem
segmentul [, M pe aceeasi dreapta din punctul C spre stinga obtinind
punctul P. Segmentul [, [° reprezintd intensitatea  eimpului  magnetic

4
b 2 by
3 N A
4 4
”D .0 Np) 0
” -
A
R . ~”
0 W ] N o
Tig, 2 Fig, 8 Fig 4

din interiorul probei, care produce intensitatea de magnetizare J,. Dect
punctul 2 se afld pe curba de magnetizare in functie de intensitatea
cimpului magnetic din interiorul probei. Aceastd translatie (forfecare) se
poate face pentru toate punctele curbei 04, obfinind astfel curba reald
de magnetizare a probei OB,

Pentru masuritorile noastre am folosit o instalatie a cirel schemd
este datd in fig. 5.

»2°
I¢

4; Ka

A

Tig. 5. Schema instalatici experimentale pentru  determinarea  punctelor

curbei reale de magnetizare a unei probe de formd cilindrici I, — bobind

de magnetizare, [, — bobind de demagnetizare, B,, 5; — bobind de mdisurd,
G — galvanometru balistic, K, — autotransformator.
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Rezultate experimentale. Cu ajutorul instalatiei descrise mai sus, am
determinat permeabilitatea magneticid la un cimp magnetic a carui intensi-
tate este in jur de 0,1 Oe¢, pentru ferita magneziu-zinc si cupru-zine,

fv/oot/b
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o

Tig 6. Permeabilitatea magne- % ‘/‘\ \
ticd a feritelor magneziu-zinc (1) Iy 1 \
si cupru-zinc (2) in functie de &2 {
concentratia trioxidului de g fier. ! “

300 - {
P NN
v \
2 / ‘ s

o4 OC6 o8 (0 12 4% 16 13 ?

in functic de concentragia trioxidului de fier, conform relafiilor (1) si (2).
Rezultatele acestora determinidri sint reprezentate pe graficul din fig. 6.

Se constati ci alura celor douid curbe este asemdénidtoare, ambele
avind cite un maxim, ce corespund concentratiilor de trioxid de fier de
peste 50,/°: pentru ferite magneziu-zinc cca 54,/°, iar pentru ferite cupru-
zine cca 52,/° trioxid de fier. Rezultate asemandtoare s-au aflat si pentru
ferita nichel-zinc [37].

Intrat in redactie la 10 octombrie 1965
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HCCAEAOBAHME MATHHUTHOM TTPOHUUAEMOCTH MATHHH-LMHKOBBIX W
MEIBL-HMHKOBDBIX ®EPPUTOB

(Peswwne)

ABTOPBl H3Y4AH H3MEHEeHWe MarHHTHOH NPOHHLAEMOCTH MaruHi-UHHKOBBIX H Melb-
WHHKOBBIX (DePPHTOB, B 3aBHCHMOCTH OT KOHUEHTpalUHH TPHOKHCH Keje3a M3 WHXThl A
CHeKaHHus.

YeTanoBnaIoch, uTo B cayuae 06oiX GeppHTOB ¢ NOBBILLEHIEM KOHUEHTPAUHH TPHO-
KHCH 2KeJe3a MArHHTHAaH NPOHHUAeMOCTh CHAYAMA NOBLILLACTCS H 3aTeM HaulHaeT CHajlarh.
Magcnayypr Opl1l noayueHsl Mexay 52%, 1 53% TPHOKHCH XKeJesa.

Masepetinss npoBOANIHCH HA WHIMIAPHUECKHX npofaX H NpHMEHIIAach KOppPeKUHs
apH noMouH daxropa pasMarRHuHBaHHA .

THE STUDY OF MAGNETIC PERMEABILITY OF THI FERRITES:
MAGNESIUM-ZINC AND COPPIR-ZINC

(Summary)

The authors investigated the variation of magnetic permeability in the case of the
ferrites : magnesium-zine and copper-zine, depending oun the concentration of iron trioxide
from a sample necessary for sinterization.

It has been ascertained that in the casc of both ferrites, at the same time as the concen-
tration of iron trioxide increases, the magnetic permeability, {irstly, increases and then
begins to decrease. The maxima were obtained between 529, and 559 iron trioxide.

Measurctents were carried out on cylindrical samples applying the correction of demag-
netization factor.



ANTIFEROMAGNETISMUL ALIAJELOR TERNARE DE
NICHEL-CUPRU-ZINC

de
IULIU POP si I, COSMA

Aliajele binare pe bazd de nichel au fost studiate destul de amdnuntit
atit in domeniul paramagnetic, cit s1 in domeniul feromagnetic [1-31.
In domeniul paramagnetic comportarca aliajelor, in genecral, respecti
legea lui Curie-Weiss de forma:

L=y (1
-6,

unde C — este constanta lui Curie, 7, un termen paramagnetic constant,
determinat de efectele electronilor de conductibilitate, iar T si 6,, tempera-
tura, respectiv punctul Curle paramagnetic. Un numir restrins de aliaje
binare de nichel suferd un proces de ordonare magneticd de tipul anti-
feromagnetism-feromagnetism, datoritd prezentei in aliaj a unul component
antiferomagnetic, cum este manganul sau cromul [6]; in alte aliaje de
nichel insd, n-a fost semnalat un asemenea fenomen. In ce priveste studiul
aliajclor ternare de nichel, atit din punct de vedere al proprietitilor
fizice, ¢it g1 din punct de vedere structural si metalografic, datele sint
extrem de putine, reducindu-se la 2 sau 8 diagrame de echilibru si la stu-
diul dependentei punctului Curie feromagnetic de concentratia electro-
nicd a componentelor nemagnetice [7 — 117

La aliajele ternare de nichel-aluminiu-aur in domeniul paramagnctic
s-a pus in evidentd, prin variatia susceptibilitatii cu temperatura, feno-
menul ordondrii ferimagnetice [12}, fapt care a determinat si obiectul
prezentel lucrar.

Metoda experimentald. Din sistemul ternar de aliaje nichel-cupru-
zinc au fost preparate noud probe in domeniul de solubilitate solidd [13],
intr-un cuptor electric cu atmosferd controlati de hidrogen. Au fost
utilizate metale de puritate electrolitica, concentratia probelor fiind deter-

minatd prin analizd chimicd dupd elaborarea lor, asa cum rezultd din
tabelul 1.
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Proba

Compozitia
Ni 2 at.
Cu °) at.

Zn 9 at.

IULTU POP SI 1. COSMA

1 9 3 4 5
—
0 96,25 1 932 90,6 832
283 0 48 8 | 96
- 0,92 . 2 14 72

12,9
8,8

793

23,2

13

63,8

25,5

14,6

60,0

Tabel 1
10

57,6
26,4
16

Studiul comportirii magnetice s-a facut cu o balanta de susceptibili-
tati cu compensare mecanicd de sensibilitate 1077 descrisd anterior [14].
Rezultate experimentale. S-a studiat dependenfa de temperatura a
susceptibilititii magnetice in intervalul 93° — 1200°K, asa cum s-a aritat

in fig. 1, unde este reprezentatd variatia susceptibilitatii reciproce

temperatura.

cu

Dupd cum rezultd din figurd, in intervalul de temperaturd studiat
dxjdT <2 0, aliajele prezintd in general un paramagnetism de tip Langevin.

/X 10"

- L / - //:‘{/D . ) ) T.e_
32 w0C ¢ 100 200 300 200 500 600 J00 800 3900 4006



ANTIFEROMAGNETISMUL ALIAJELOR TERNARE 91

Tabloul dependentei de temperaturd al susceptibilitdtii reciproce pune
in evidentd faptul cd la concentratii mari de nichel, de peste 709, at,
comportarea magnetica a aliajelor respectd legea lui Curie-Weiss afectata
de un termen paramagnetic constant y, (1). I,a concentratii sub limita
de mai sus dependenta 1/x(7T) este pronuntat neliniard, fapt care indicd
o transformare de fazd antiferomagneticid. Aceasti dependenta poate fi
aproximativ descrisid de legea lui Néel, pentru cazul ferimagnetismului

1/,\', o= J_ -+ T e (2)

e C T -1

unde y,, 5, 0, sint uiste constante ce depind de coefictentii cimpului
molecular, iar € este coustanta lui Curie, ale cidror wvalori sint date in
tabelul 2.

Tabel 2
o ! o
Proba C.o104 0, ¢ 5 ' L o ‘ P u
’ ' ' ’ i N P B
i [t
RN S N - :. -
| «
7 50 + 10 360 3.6 ; 1,56
8 18,9 ~ 60 aso 17.7 3‘ 1.55
9 | 526 | —535 | 980 | 24,6 | 1.605
10 51,3 — 70 870 f 26,5 | 1,59

O astfel de dependentd a susceptibilitdfii a mai fost stabilitd si in
cazul aliajelor de nichel-crom [6] si nichel-aluminiu-aur [12].

Pentru aliajele care urmeazd legea lui Curie-Weiss (curbele 1 — 6),

a e “ VTP
am reprezentat in fig. 2 dependenta de temperaturd a miarimii ——
¥ —
obtinindu-se astfel o variafie pur liniard, care este determinati numai
de paramagnetismul Iangevin, al stidrilor electronice localizate.

’aramagnetismul electronilor de conductibilitate x, de tip Pauli, la
aceste aliaje creste proportional cu concentratia componentelor nemagne-
tice din aliaj, asa cum este ardtat in fig. 3. Tot pe aceastd figurd este data
dependenta de concentratie a punctelor Curie paramagnetice 0, care
prezintd o scddere liniard in raport cu concentratia de nichel, confirmind
faza de solubilitate solida a sistemului de aliaje.

Din constantele Curie s-au calculat valorile momentelor magnetice
efective P,, pe atomi de aliaj, constatindu-se o dependentd de concentra-
tie analogd cu cea a punctelor Curie, fig. 4, curba a.

In scopul relevirii mecanismului de interactiune in aceste aliaje,
am calculat valoarea momentului magnetic aferentd unui atom de nichel
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aliat, care este reprezentat de curba b, fig. 4. Dupd cum se vede, momen-
tul magnetic pe atom de nichel pastreazd o valoare constantd de aproxi-
mativ 1,6u,, nefiind alteratd de prezenta atomilor striini, de cupru si
zine, fapt care indicd un simplu fenomen de dilutie a atomilor de nichel
in masa aliajului.

Dependenta pronuntat neliniard 1/x(7) in cazul aliajelor cu concen-
tratia de nichel sub 709, at, care a fost aproximatd cu relatia (2), se
poate explica cu ajutorul teoriei lui Néel [15] pentru cazul feritelor,
prin formarea unor subretele magnetice de tipul Ni—Ni, Ni—Cu, Ni—Zun,
avind momentele magnetice rezultante orientate antiparalel. Decarece
valorile momentului amgnetic calculate din constanta €, rezultati din
relatia (2), pentru 1)10bele 7—10, corespund destul de hine cu valoarea
momentului magnetic a nichelului de 1,6u,, asy cum se vede din tabelul
2, se poate cousldem cd subretelele de Ni—Cu si Ni-—-Zn sint echivalente
si-s1 compenscazd reciproc momentele magnetice, eficientd fiind numai
5111)reto wa de Ni—Ni. Dependenta hiperbolicd a susceptibilitatii magne-
tice de temperaturd este descrisd exact cu legea (2) numai pind la apro-
ximativ 400°C, dupd care apare o abatere sistematicd, datoratd probabil
efectelor clectronilor de conductibilitate care se manifestd mai pronuntat
la temperaturi inalte.

In concluzic, se poate spunc ca sistemul de aliaje ternare nichel-
-cupru-zine are o comportare magnetici normald pind la concentratia
de aproximativ 709, at de nichel. Sub aceastd Hmita alinjele prezintd
fenomenul ordondrii ferimagnetice, in  domeniul de  solubilitate  sclida

Intrat in redactic la 10 martie 1966
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AHTHUOEPPOMATHETU3M CI1JIABOB Ni—Cu—Zn

(Peswwme)

ABTOpPB H3VUHIH TEMOEPATVPHVIO 3dBHCHMOCTH  OOGPATHON  BOJINYHHLL MACHHTHOMN
BOCHPHHMUHBOCTH 1/x B 06aaCTH TBEP A0 PACTBOPHUMOCTH TepHapHLIX Ch1asoB Ni--Cu—Zn.
YeranoBuaoCh, YTo 40 Kounueutpannu 80 at. % Ni, ¢NJ1aBbl HMEOT HOPMAIbLHOE Napama-
FHHTHOE NMOBejeHHe, ¢ (a3oRbIM 11ePeX0I0M hepPPOMAar HETH3M-11ap arar HeTH3M, ¢Je 1V 3aKoHY
Kiwopu-Befica, 3arponyToMy IIOCTOSHHBIM IlapaMarHHTHBIM TCPMITHOM, KOTOpBI JHHEHHO
BO3DAaCTaeT ¢ KOHIEHTPAllHeH HeMarHHTHBIX COCTaBISIIOMNX cnnava. Ddde KTHBHBIT MaTHHT-
HBHE MOMEHT Ha aToM HHKeJs coXpanseT B 370fl 06.1aCTH KOHUEHTP ALl TOCTOS I HHOE 3Ha-
yeHie npu6aus. 1,6up. ¢akT, yKAasbIBaOUIMIT Ha MEXJHN3M DacTBOPEHUST ATOMOB HIKEIs
B CiLIagBe.

Ot konuentpaitnn 70 at.%5 Nin 10 50 ar. 9, Ni ofparnas BeaHuHHa MardliTHOH BOCApH-
HMUHBOCTH JiMeeT siBHbl Heninelinplil Xxapakrep o MoKeT ObTh NPHOIHIHTCIBLHEO OllicaHa
npH nosou saxkona Heedst aaa coavuag deppovarnerisya. 10t GakT MOKA3bIBACT dHTH
deppomaruiuTHoe Gazopoe npespaulcHie B Cllapax, mytem o0paszopauis MarnuTHBIX DONpe
IHeTOK € MarHHTHBIM  MOMCHTOM, OPHEHTHPOBAHHBIM  auTHHApALICLHO. Onpesese bl
MarHHTHBIH MOMEHT OU€Hb XOPOIIO COOTBETCTBYET MAIHHTHOMY MOMEHTY HHUKeIS npHOTHIHT.
1,6uy. Tloayvuenunie pe3vibTathl  HHTEPHPETHPORAIHCH MOCPEACTBOM 00pazoBalivsg Tpex
MarHHTHBIX nojpetletox: Ni — Ni, Ni —Cu 1 Ni~Zn, HMeUX aHTHIADANICIbHO
HAalpaBJIeHHBIC MOMEHTLI.

IANTIFFEROMAGNETISME DES ALLIAGES Ni--Cu-—Zn

(Résumé)

Tes auteurs ont ¢tudic la dépendance de la susceptibilité magnétique réciproque 1/
a I'égard de la température dans le domaine de la solubilité solide pour les alliages ternaires
de Ni-Cu-—Zn. Ils ont établi que, jusqu'a lu concentration de 809, at. de Ni, les alliages
ont un comportement paramagnétique normal, avee la transition de phase ferromagnétisme-
paramagnétisme, conformément a la loi de Curie-Weiss affectée d'un terme paramagnétique
constant, croissant lindairement avec la concentration des composants nommagnétiques de
l'alliage. Le moment magnétique effectif par atome de nickel, dans ce domaine de concent-
ration, conserve une valeur constante d'environ 1,6up, fait qui indique un mécanisme de
dilution des atonies de nickel dans alliage.

Dans lintervalle de concentration de 709, at. Ni a 509 at Ni, la susceptibilité magné-
tique réciproque dépend de la tempdérature d'une fagon ncttement mnon-linéaire ¢t peut
étre décrite approximativement par la loi de Néel pour le cas de ferrimagnétisme. Ce fait
révele une transformation de phase antiferromagnétique dans les alliages, par la formation
de sous-réseaux magndétiques a moment magnétique antiparallélement orienté. Le moment
magndétique déterminé correspond parfaitement a celui du nickel, de 1,605 approximativement,
Les auteurs ont interprété les résultats obtenus par la formation de trois sous-réseaux magnéti-
ques tels que Ni—Ni, Ni—Cu et Ni—Zn, avant lenrs moments antiparaliclement orientés.



EXPLICAREA UNOR PROPRIETATI ALE COMBINATIEI TRAN-
ZISTOR-DIODA TUNE]

de

EMIL TATARU

Interesul pentru diodele tunel este justificat de calitdtile: vitezd de
comutare (frecventd maxima de lucru) extraordinar de mare s$i numdr
mic de elemente necesare in scheme. Totusi utilizarea lor este ingreunatad
de urméatoarele dezavantaje: prezenta reactiel intre etaje, sensibilitatea
mare fatd de tolerantele elementelor de circuit si a caracteristicilor volt-
amperice a diodelor tunel, coeficientul de amplificare relativ redus, iar
in unele cazuri amplitudinea relativ micd a semmnalului de iesire.

Pentru eliminarea acestor neajunsuri, o aplicare tot mai largd is
giseste in prezent combinatia tranzistor-dioda tunel. In aceasti combi-
natie tranzistorul, conectat cu baza sau emiterul la masa, este folosit ca
element de separare evitind reactia intre etaje. Prima conexiune are
avantajul vitezel de comutare mari, a doua conexiune avantajul ampli-
ficarii in curent. Combinatia tranzistor-dioda tunel prezintd citeva proprie-
tati remarcabile dovedite experimental, explicarea lor constituind obiectul
prezentului articol.

1. Pentru realizarea aceleiagi functiuni schemele care folosesc combi-
natia tranzistor-dioda tunel necesitd in general mai putine elemente de
circuit decit cele echipate cu tranzistoare. De exemplu in cazul numiri-
toarelor binare, numdirul elementelor componente este aproximativ de
doud ori mai mic [1,7].

Aceasta se explicd prin faptul cd dioda tunel prezintd caracteristicd
voltampericd cu rezistentd diferentiald negativd ; or, in cazul tranzistoa-
relor rezistenta diferentiali negativd trebuie realizatd cu ajutorul unui
montaj adecvat care necesitd in componenta sa elemente de circuit.

Dupd cum se stie, siguranta in funcfionare a unei scheme electronice
este cu atit mai mare cu cit numérul elementelor de circuit este mai mic.
In consecintd, proprietatea combinatiei tranzistor-dioda tunel de a micsora
numdrul de elemente necesare realizarii unei functiuni, in raport cu sche-
mele echipate cu tranzistoare, meritd toatd atentia.
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2. Experimental [2,3] a fost ardtat c@ pentru schemele care folo-
sesc ca clement activ combinatia tranzistor-diodd tunel cerintele impuss
tolerantelor sint mai putin severe decit in cazul schemelor echipate cu
elemente active - diode tuncl.

Jxplicatia acestei proprietdti constd in urmatoarele :

Schemele echipate cu diode tunel se caracterizeazd printr-o reactie
puternicd intre etaje, cauzati de natura dipolari a diodei tunel si de
necesitatea unei impedante de cuplaj intre etaje de valoare relativ micd,
datoritd amplificarii relativ mici a diodei tunel. De aceea zona valorilor
posibile a clementelor de circuit in care schema functioneazd corect este
redusd. Prezenta in schemd a tranzistorului in combinatie cu dioda tunel
conduce la inlaturarea reactici intre etaje si la o amplificare mult mai
mare decit a diodel tunel, motiv pentru care in acest caz cerintele impuse
toleranfelor sint mai putin severe.

Intrucit siguranta fu functionare a schemelor este afectata de tole-
rantele elementelor de circuit, proprietatea combinatici tranzistor-dioda
tunel de a mari tolerantele adinisibile constituie un avantaj ce nu poate
f1 neglijat.

3. Rezultatele  experimentale  din lucrdrile [4,5] aratd cd vitera
de comutare a schemelor care folosese combinafia tranzistor-diodd tunel
este considerabil mai mare decit a schemelor echipate cu tranzistoare.

Pentru explicarea acestei proprietati se considerd schema din fig. 1, In
care sursa de semual treaptd e (¢f) prin internimediul rezistentei Kg comuta

A ¢
Re
h
Ry j
r | A
¢l
oo or
* ¥
i e ;
. i “ -
Fig 1. Fig 2

diodd tunel DT in starea de inaltd sau joasd tensiune si aceasta la rindul
sdu provoacd comutarca tranzistorului 7. (Curentul de virf al diodei
tunel se presupune suficient de mare astfel ¢d practic tranzistorul nu
suntcazd dioda tunel.) In starea de joasd tensiune dioda tunel este
echivalentd cu rezistenta diferentiald r, a caracteristicii volt-amperice



PROPRIETATI ALE COMBINATIEI TRANZISTOR-DIODA TUNEL

0
-1

in punctul A, iar in starea de inaltd tensiune cu rezistenta diferentiala
7, in punctul B in seric cu sursa de teusiune electromotoare F,,, a cérei
valoare este datd de intersectia abscisei cu tangenta in punctul B, la
caracteristica voltampericd a diodei tunel (fig. 2). Intrucit viteza de comu-
tare a diodel tunel este mult mai mare decit a tranzistorului, influenta
elementelor reactive ale diodei tunel poate fi neglijatid. Tensiunea electro-
motoare ¢(f) si rezistenta R, echivalente actiunii generatorului de semnal
e,(l), rezistentei R, si diodei tunel, conform teoremei lui Thévenin, au
expresiile :
I'p + L eg(t)
e(t) = SR S

R ="

L

Ry
in care 7, are valoarea 7, pentru starea de joasd tensiune, respectiv rg,
pentru starca de inaltd tensiune, iar E, se considera nuld in cazul stérii
de joasd tensiune. Pentru impedanta de intrare a tranzistoarelor obis-
nuite poate fi folositi schema echivalentd propusd in [6]. In cazul tran-
zistoarelor cu cimp intern, capacitatea de sarcind a jonctiunii emiter-
-bazd are o influentd considerabild asupra duratei proceselor de comutare,
de aceea ea trebuie addugatd schemei si anume intre emiter si bazd.
Spre deosebire de cazul studiat in (6], aici gama de variafie a parametrilor
tranzistorilor este mare; de aceea in continuare se considerd valorile

medii. Pe baza celor spuse mai sus, in fig. 3 este datd schema echivalentd
a schemei din fig. 1.

R e
Cq/¢
s(¢) B R L .
CrlgeC °
s+Ca(1+0m »Cc (1+45)
Fig 3.
S-a notat:
v — rezistenta proprie a bazel
7, — valoarea medie a rezistentei diferentiale a joncfiunii emiter

— baza

7 — Babes-Bolyai: Mathematica—Physica I1/1966
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R, — rezistenta de sarcina in circuitul colectorului
C, — valoarea medie a capacitdtii de sarcind a jonctiunii emiter
bazid
C, — valoarea medie a capacitdtii de sarcind a jonctiunii colector
baza
C, — valoarea medie a capacitafii de difuzie a jonctiunii emiter
baza
@, — valoarea medie a coeficientului de amplificare in curent
pentru conexiunea tranzistorului cu baza la masi
B, — valoarea medie a coeficientului de amplificare in curent
pentru conexiunea tranzistorului cu emiterul la masi
M — coeficient care caracterizeazd  defazajul  coeficientului  de

amplificare al tranzistorului.

Din aceastd schemil se vede ¢, pentru un tranzistor dat, durata proce-
selor de comutare este cu atit mai micd cu cit raportul Byr./(R + 7p)
este mai mare. In schemele cu tranzistoare rezistenta R = Rg are in
general o valoare ridicatd, in timp ce In schemecle care folosesc combinatia
tranzistor-diodd tunel rezistenfa R este mult mai micd deoarece 7, < << R,
(vezi relatiile (1)). In consecinta, viteza de comutare a schemelor care
folosesc combinatia tranzistor- diodd tunel este considerabil mai mare
decit a chemelor echipate cu tranzistoare. Totodata trebuie subliniat ci
viteza de comutare a combinatici tranzistor-dioda tumnel este determinata
de proprietdtile de frecventd ale tranzistorului. Pentru a realiza o vitezd
de comutare mare este indicat a folosi tranzistori de inaltd frecventd
avind rezistentd 7y, micd si diode tunel cu curent de virf suficient de
mare pentru ca suma rezistentelor 7, si 7, si fie micid. In fig. 4 curba
(@) reprezintd oscilograma frontului de cadere a curentului de colector

( (&)
I

Ttte) —
0 02 04 qe 08 ! 12 MS

pentru tranzistor, iar curba (h) reprezintd oscilograma corespunzitoare
combinatiei tranzistor-diodd tunel. S-a utilizat: tranzistor tip =402,
diodd tunel de germaniu cu curent de virf de 4 mA, generator de 1mpul—
surl dreptunghiulare cu durata frontului mai micd de 50 #s, oscilograf
cu banda de trecere de 25 MH: i E, = 1,5 V; R, = 300Q, Rg = BK.
Se poate observa ca frontul de cddere al impulsului de colector este de
noud ori mai mare in cazul tranzistorului fati de cazul combinatiei
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tranzistor — diodd tunel. Aceasta atesti comportarea diodei tunel in
calitate de transformator de rezistentd (fard inertie) In circuitul bazei
tranzistorului, mirind viteza de comutare a schemei.

Neajunsul schemelor care folosesc combinatia tranzistor-diodd tunel
constd in aceea ci, desi produc o marire considerabild a vitezei de comu-
tare in raport cu schemele cu tranzistoare, nu realizeazid viteza de comu-
tare atinsd de schemele cu diode tunel.

In concluzie, combinatia tranzistor-dioda tunel este un compromis
reusit intre viteza de comutare mare i tolerante acceptabile, numér de
elemente mic, sigurantd in functionare.

Actualmente se lucreazi intens la realizarea triodei tunel care sa
prezinte calitatile tranzistorului si diodei tunel.

Intrat in redactie la 5 septembrie 1965
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OBbACHEHHE HEKOTOPbIX CBOMUCTB COEAMHEHWA TPAH3UCTOP —-
TYHHEJbHBIIT OTHOMA

(Peswye)

ABTOp OBBACHSAET TEOPETHUECKH CAeAVIOWNE CBOICTBA COCAMHEHHS TPAH3ICTOP-TY H-
HeJLHBLIH JHOM:

I. yMeHblIeHHe YHCAA 3J€MEHTOB 1eNH NO OTHOWEeHHID K CXemam, CHapsKeHHbLIM
TP AH3UCTOp aAMUL;

2. yBeJHYeHHe AQONYCKOB, pa3pelueHHLIX MO OTHOWEHHI K CXeMaM, HCUIOIL3YIOHIHM
TYHHE@JbHBIE JHOAbLI,

3. yBeJHYEHHE KOMMYTAUHOHHON CKOPOCTH MO OTHOWIEHWIO X CXEMaM. CHADPSIKEHHLM
TP aH3HCTOP aMH.
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EXPLANATION OF SOMLE PROPRIETIES OF THE COMBINATION
TRANSISTOR-TUNNEL DIODE

(Summary)

The author gives a theoretical explanation of the following proprieties of the combina-
tion transistor-tunnel diode:

l. Decrease in number of cirenit clements in comparison with the schemes containing
tronsistors.

2. Increase of admissible tolerance conironted by the schemes which use tunnel diode.

3. Increase of switching-over speed in comparison with the schemes containing tran-
sistors.



SOME REMARKS ON THE RELATION BETWEEN MASS AND
ENERGY

by
OLIVIU GHERMAN

The study of the relation between mass and energy has started
short time after the descovery by Finstein of the special theory of the
relativity, It is well-known that this theory shows that a particle is
fully characterized mechanically in its own inertial frame by an invariant,
its mass m,. At the same time it has in the same frame a “rest” energy

F = wmc? (1

In a svstem of interacting particles, for instance in a nucleus, the
total mass in the proper inertial frame differs from the mass resulting
by addition of the masses of components. As a result, it is currently
said that the system has an interaction energy AE which is related to
the mass difference Am by the formula:

AE = c2Am (2)

The formula (2) which is essential for the nuclear physics and for
the physics of elementary particles was very often a basis for nonscien-
tific interpretations, being considered, by some philosophers as an argu-
ment for different types of idealism.

Many discussions occurred in the scientific journals with respect to

the interpretation of the relation (2). Many solutions have been given,
but in our opinion none satisfactorv. We have the feeling that the discus-
sion stopped not as a result of being discovered a convincing answer
but because the relation (2) is extremely useful in physics and it can
not express any argument for an idealistic interpretation.

We want to discuss once more in this paper, the relation between
mass and energy and we hope that our answer is correct and convincing.

It is well known that in the newtonian physics the mass fully charac-
terizes the quantity of matter. At the same time in the newtonian physics
the concept of field is an artificial one, as long as the speed of the inter-
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action is infinite. This means that in any newtonian process the mass is
conserved. Obviously, no radiative process should be considered for it is
well-known that such processes could be understood only in the rela-
tivistic physics.

The basic formulae in the newtonian mechanics express the dynam-
ical variables: energy, momentum and force as function of the kinem-
atical ones: velocity and acceleration by the well-known formulae :

w2 - -
E = U P e, [ = ma (3)
We emphasize that all the formulas contain the mass as a coefficient
which enable us to express the dynamical variables as function of the
kinematical ones.

In the relativistic mechanics, the starting point is different from
the above one, and undoubted much deeper. In the relativistic mecha-
nics any particle is fullv characterized by the energie-momentum four-
vector

1y
Py = mcit, = mc ; (n=1,2,8 4 (4)

z? .
ds = c\/l — o dt, x, = x, x,=73, x;=2, &, = icl
2 2 =]

In (4) m is an invariant, the proper mass of the particle. In order to
avoid unnecessary complications, we suppose, for the mowment, that the
particle is freely moving. The first three components of the energy-
momentum four-vector are given by

-

- m -
P ®)
L2
Vies

¢

and the fourth component represents the enecrgy of the particle

(6)

‘The

1—) - . 1 /—-r - . /~—>
dt R\ o -
Y § QN G i | .
dt c? dt c? dt
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For two special cases: a) the acceleration perpendicular on the velocity
and b) the acceleration parallel to the velocity we get

i dn
Y n il
i US4 S 7.a
dt o2 .§~ dt ( )
(=)
C2
.‘fz LB f’—’ﬁ (7.b)

As it is obvious from (7a, 7b), the ratio between the force and the acce-
leration takes a continuous range of values.

Starting from the relations (5, 7a, 7b) and using a mystified analogy
with the Newtonian concepts some expressions are introduced being
spread even today in the majority of the scientific papers and books
(2], [3].

First, it was introduced the concept of 'moving mass”
-

F'l

-
m* == ——————  h = m*v

(8)

&

and the known experiments of W. Kaufmann were interpreted in
the sense that the mass of electron is increasing with the velocity, as
is given by (8). Today it is a wide spread expression that the mass of
the particles in an accelerator is increasing as in (8).

In order to get similar interpretations for the force, the concept
of the “transversal” and “longitudinal” masses were introduced

my = m*, Wy = - e - )
2 g
[-5)

2
We wonder how such artificial concepts could be introduced and accep-
ted by the majority of the physicists. If the concept of ’moving mass”
could be accepted, at the first sight, the concepts of longitudinal and
transversal mass are obviously artificial and were introduced only to
conserve in the relativistic mechanics, some laws that characterize the
Newtonian mechanics. It is also obvious that if we took the formula
(7), the proportionality between force and acceleration would be given

by an intermediate mass of a bizarre value.
Let us come back to the moving mass (8). Its value could be con-
m*

vincing if the relativistic value of the energy would be E = Tvﬁ or at
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least F = " e + mct But it is well-known that the correct relation is
E = m¥c®* = — ™ which differs from both. It is obvious, in our
L“l
PR
o2
opinion, that the different kinds of masses given above are ad-hoc con-
cepts, with a very doubtful scientific value.

In order to keep the Newtonian concepts in the relativistic mecha-
nics, we have to introduce different types of masses for the different
relations which is, in our opinion, wrong.

Our opinion is that only the rest mass has a scientific nieaning.
But as it is well-known the rest mass does not conserve in interaction
in sense that the mass of a system of interacting particle differs from
the summ of the rest masses of the constituents. All these show that
in the relativistic mechanics the mass does not characterize the quantity
of matter.

We propose to characterize the quantity of matter by another dyna-
mical variable which conserves in any physical process. But it is well
known that the energyv-momentum four-vector is such a variable thus
we propose to characterize the quantity of (moving) matter by it: In
particular its fourth component, the energy, conserves in any process
and with some caution we can take the energy as a variable measuring
the quantity of (moving) matter. For instance in the process of annihila-
tion of the pair electron-positron the matter quantitatively characte-
rized by the energy is conserved. The energy of the electron-positron
peir is transformed in the energy of the photons (E,, = E,,). In other
words the Einstein’s relation AE = ¢*Am does not express the trans-
formation of the mass in energy, but an equality between energies.

There is here a danger of a misunderstanding. In our knowledge
until now it was considered that the energy is a measure of the move-
ment ; and our above given assertion seem to justify the conservation
of the movement. This is not the case. We assert that the energy-mo-
mentum four-vector measures the (moving) matter. The possibility of
splitting the matter and the movement is characteristic for the Newton-
ian mechanics, that contains implicitly some elements of metaphysics.

We think that it is useless to look for a measure of the matter and
for a different one for the movement as they can not be sited. The
relativistic physics shows us that we can speak only of the unique
measure of the dialectic unity of the matter and the movement. It is
also obvious that our thesis is opposite to the Ostwald’s energetism.
The energetists consider that the energy is the measure of the movement
and they interpret the conservation of the energy as equivalent to the
conservation of the movement. As we have shown the energy could be
considered as one of the variables which is a measure of the moving
matter. We consider therefore that our answer is satisfactory and does
not suffer of any logical disease. At the same time our answer is in full
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agreement with the dialectic materialism. We require only to ,sacrifice”
the metaphysic conception, characteristic to the Newtonian mechanics
in which the movement and the matter could be splited.

With respect to the relation (8) we think that the proportionality
between the speed and the momentum does not imply that the mass
is changing its value as a function of the velocity. We say only that for
a particle which is moving the speed is no more a characteristic of its
movement. The energv-momentum four-vector and in particular its first
three components are only the correct measure of the movement.

Received October 12, 1965
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UNELE OBSERVATII REFERITOARE LA PROBLEMA RELATIEI DINTRE MASA
SI ENERGIE

(Rezumat)
Autorul aratd cid relatia dintre masd si energie nu poate {i interpretatd corect decit

in cadrul teoriei speciale a relativitdtii, considerind cuadrivectorul energie ca o mdésurd a
materiei in misgcare.

HEKOTOPBIE 3AMEUYAHUWSA OTHOCHUTEJBHO BOMNPOCA COOTHOWEHMWA
MACCbHI M 2HEPT'HMH

(Peswae)
ABTOp TOKA3LIBAET, YTO COOTHOLIEHHE MAaCCHl H 9HepTilll MOYXKHO NPaBHIbHO HHTEpNpe-

THPOBaTh JiKLIbL B paMKax crnenHaTbHOIl TEOPHH OTHOCHTEIbLHOCTH, pPacCMaTrpHBasd KBaAph-
BEKTOD 3HEPrHH KakK Mepy JABHIKEHHA MAaTepHH.






PROBLEMA INVERSA A MISCARII RELATIVISTE A PUNCTULUI
DE MASA VARIABILA

de
10AN STAN si ALEXANDRU TOTH

In ultimii ani se discuti din ce in ce mai mult problema posibili-
tatilor reale ale cdlatoriilor interstelare. Considerente de ordin practic
conduc la concluzia ¢d aceastd problemd se va putea rezolva numai cu
ajutorul unor rachete cosmice ce se vor deplasa cu viteze relativiste.
Aceasta face ca ecuatiile de bazd ale miscdrii rachetelor sd fie modificate
sl anume trebuie sa fie deduse pe baza teoriei relativitagii.

In aceastd lucrare ne ocupdm de problema inversd a miscirii relati-
viste a unui punct de masi variabild in lipsa unor forte exterioare.

Vom nota cu OXYZ un sistem de axe de coordonate rectangulare
fixe_fatd de care se deplaseazi punctul material de masda m cu viteza

Y (K)
A

0 dQ’!‘q v sz - x x

Fig 1.
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v in lungul axei OX. Cu originea In acest punct considerdm un al doilea
sistem de coordonate oxyz mobil, cu axele paralele cu sistemul fix, directia
axel ox coincizind cu cea a axei 0X.

Considerim cazul general i anume al misgcdrii punctului material
sub actiunea simultand a doud procese, de captare si detagsare a unor
mase elementare. Notim prin — dmy(dm; > 0) masa particulei detasate
in intervalul de timp df ce se deplaseazd cu viteza absolutd u; si cea
relativd w,. Analog notdm prin dm, masa captatd in acelasi interval de
timp ce se deplaseazd cu viteza u, respectiv w,.

Aplicind teorema conservarii impulsului relativist fatd de sistemul
fix, obtinem [1, 2]

my u,dity, _m o ding A+ dimg) (e A dv) wyding

w2 ut e o (1
Vi Ve Ve Ve
c® €y cy c*
unde avem relatia
, w} 9
diny = dm, 1 — 7: (2)

dm = dm, - din, (3

Notind prin

variatia totald a masei punctului considerat, obfinem [1, 2]

2
w}
1, M
d / e i, iy, ¢ dnyy

— == — . — (4)

di . S dt dt
y2 u uy
1 —-— 1 — —= { — —1L
c? c?® c?

care este ecuatia lui Mescerski in cazul relativist, in lipsa fortelor exteri-
oare. Din aceastd ecuatie, in anumite ipoteze simplificatoare, se obfin
ecuatiile de miscare clasice §i relativiste in diferite cazuri. Presupunind
cd variafia instantanee a masei captate se gdseste Intr-un anumit raport
cu variatia instantanee a masei emise

H

i dmy
dt

== Al

! din,
| at
de unde

S

— dmy = Adin, (5

sau tinind cont de (3) avem

A
diny == — dm

dng == — 71——- dm 6)
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Se observd cd pentru 21— oo avem numai emisie, iar pentru 2 = 0
numai captare, iar dacd 7 == 1 masa captatd este egald cu cea emisi.
Introducind valorile lui dw, i dm, din (6) in (4) obtinem ecuatia

TP WA
d 7 mu x ¢ 1 u? dm
— ] =] - — - — (7)
dt o Hoe 1 s rn—1 9 dt
v I."l' 1[5
1 — - 1 — [ ——
¢/ c* c?
Utilizind formulele compunerii vitezelor relativiste [3]
ey ©
I T (8)
«'{i'l 2 '2
1 T4 —7
(-.! ['.Z
putemr exprima (7) sub forma
d i A ¢
Lo — (9)

. . T X‘,’l
dt N * i N
o2 2
1 — \ I
e/ o2

care este ccuafia de miscare exprimatd in functie de parametrul 7, viteza
absolutd » a punctului si vitezele relative w, si w,.

Feuatia de mai sus descrie miscarea relativisti a unui punct de
masd variabild cind se cunoaste modul in care variazd masa lui. Problema
inversd constd in determinarea legii de variatie a masei cind se cunosc
fortele ce actioneazd asupra punctului si ecuatia de miscare [4].

Fie

w o=, - I(l) (10

unde m, este masa punctului in momentul initial ¢, iar I'(f) este o functie
care determind legea dupd care variazi masa si care din condifia cd la
momentul initial ¢ = ¢,, m = m, satisface relatia I({)) = 1. Inlocuind
aceastd valoare a masel In ecuatia (9) obtinem

d 7 Fo . 2 [N 1 v oo, 1 dF (11)
dt n— 1 — -1 " S| at
2 v® @y
R VT
- [4ad .
sau efectuind derivarea
cd (v N v AF_ [ wow
dt 2 e dt *—1 2
L—= 1= -
c= 7 = ™ (1())
1 v 4+ o, 1 dF
-1 dt
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Observind cd [5]

d 7 v a

= (13)

dt o vt 3
\/ - (‘ vy §
I —— o2
. =

unde a este acceleratia punctului in sistemul fix, legati de accelerafia
din sistemul mobil &’ prin relatia

p_q% (14)

obtinem final

A N— )

unde am introdus notatia

S et

- \/1 B w3 (16}
c2

q = 2oy + ——t—

A1 ’ -

T

c2

Integrind obtinem
f a dt

a 5 Py + ¢ 1- _3:

F(t) = e Vi (17)

sau din (10)

o @
e & (18)

m(t) = m, exp ———S
' a

c2

formula ce da expresia generald a variatiei masei in cazul emisiei si capta-
tiei simultane.

Din relajia de mai sus se pot obtine diferite cazuri particulare atit
clasice cit si relativiste. In cele ce urmeazi vom studia unele din ele.
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Vom presupune cd acceleratia in sistemul mobil este constanti a' = a,.
Relatia dintre vitezd si acceleratie este in acest caz, considerind ¢, = 0 [3]

\/ ;____ (19)

de unde obtinem

\/ 2 (20)
Tinind cont de (20) si (14) relatia (18) devine
dt
m(t) = m, exp| — S - — 1)
ot —\/1 + 2
a, c®

relatie ce exprimi variatia masei in cazul miscarii cu acceleratie cons-
tantd in sistemul mobil. S& presupunem cd existd numai procesul de
detasare 2— oo, viteza relativd a maselor detasate w;, = w fiind cons-

tantd, #, = 0 iar din (16) ¢ = w. Presupunind cazul nerelativist a1

obfinem

m(t) = mye (22)

relatie bine cunoscuti din mecanica punctulul de masad variabila [4].
In cazul miscdrii relativiste v =~ ¢, in aceleasi ipoteze ca si mai sus,
obtinem prin integrarea ecuatiei (21)

m(t) = ( +\/

relaie ce did legea de variatie temporald a masei punctului in cazul
miscdrii relativiste.
Pentru rachete fotonice w = ¢ avem

(23)

mit) = mu + vl -+ ”o‘) ] (24)

agl -
care pentru -* < 1 ne da
4

c

m(t) = m, ( — ﬁi’f) (25)

Observidm ca am obtinut o lege de variatie liniard a masei.
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Relatiile deduse mai sus se referd la legea de variatie a masei rapor-
tatd fatd de sistemul fix. Vom deduce legea de variatie a masei fatd de
sistemul mobil introducind relatia

m(t') = myf(t) (26)

unde ¢ este timpul masurat in sistemul mobil legat de timpul misurat
in sistemul fix ¢ prin relatia

dat :\/1 2t (27)
[2

Inlocuind valoarea lui m din (26) in (9) si tinind cont de (14) si (27)
avem

S R T (28)
;g
care prin integrare ne da
t’ ’
m(t') = my exp| — S at’ 29
() o €X] P (29)

4
/
relatie ce exprim@ variatia masei in raport cu sistemul mobil.
Pentru cazul nerelativist al unei miscdri cu acceleratie constantd
a' = a, in care presupunem c¢d avem numai un proces de detagsare cu
vitezd relativd constantd w, == w = const., obfinem
5 #

w

m(t') = mge (30)
expresie analogd cu cea dedusa mai sus.

Intrat in redactie la 12 iulie 71965
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OBPATHASM TTPOBJIEMA PEJIATHUBUCTCKOIO ABUXEHHWS TOYKH IMEPEMEH-
HOM MACCBHI

(Peziowme)

ABTOpH H3yuawT 06paTHyIo NpoGieMy JABHIKEHHS PEJIATHBHCTCKO{ TOYKH nepeMeHHOH
maccol. Mcxoad u3 cjyuass OAHOBDEMEHHOHM KOONTALMH H OTJeJNeHHS 3/7eMeHTApHBX Macc,
OHH BHIBOJAT OOUIHIl 3aKOH H3MEHEHHsl MAacChl KaK MO OTHOWEHHIO K HeH3MeHsomedcH,
Tak H NOABHXKHON cHCTeMe. B jganbueiiliemM BBIUHCISIOTCS YacTHEIE CAYYaH, KAacCHYECKHe H
PeSITHBHCTCKHE .

THE REVERSE PROBLEM OF THE RELATIVIST MOVEMENT IN THE CASE OF
VARIABLE MASS POINT

(Summary)

The authors investigate the reverse problem of the movement of relativist variable
mass point. Starting from the simultaneous co-optation and detaching of some elementary
masses, they deduce the general law of the mass variation both as against the fixed system
and the mobile one, after which there were calculated some particular, classic and relati-
vist cases.

8 - Babes-Bolyai: Mathematica—Physica 11/1966






INFLUENTA CIMPULUI MAGNETIC ASUPRA PROPAGARII
UNDELOR ALFVEN INTR-UN FLUID CONDUCTOR

de
M. CRISTEA, L. STAN i 1. POP

I. Introducere. Intr-un fluid conductor care se miscd intr-un cimp
electromagnetic, apar fenomene specifice, principial diferite de cele care
se observd in cazul scurgerii hidrodinamice obisnuite. Printre acestea se
numdrd si undele Alfvén. Deosebirea esentiala dintre aceste unde si
undele sonore, de exemplu, constd in faptul cd ele se pot propaga intr-un
fluid incompresibil si sint unde transversale, in timp ce undele acustice
se propagd sub forma unor variatii ale densitd}ii, deci numai in fluide
compresibile si pot fi numai unde longitudinale.

In aceastd lucrare ne propunem si stabilim influenta asupra pro-
pagarii undelor Alfvén, a unei variatii lente in timp a cimpului magnetic
exterior.

II. Ecuatiile de misecare. Ecuatia undei Alfvén si viteza ei de propa-
gare se pot deduce din ecuatiile fundamentale ale magnetohidrodinamicii
[1,2]. Vom scrie aceste ecuatii, presupunind ca sint indeplinite urmito-
arele conditii:

— fluidul in miscare nu are o temperaturd prea ridicatd sau o densi-
tate prea micd (in cazul unui gaz), astfel incit este valabild aproximatia
magnetohidrodinamica ;

— fluidul este incompresibil si neviscos ;

— conductivitatea electricA o este foarte mare, practic infinitd;

—
— cimpul exterior este un cilmp magnetic de intensitate H.
In aceste condifii, ecuatiile magnetohidrodinamicii au forma:
ecuatia miscdrii:
o - -

av ;
p— = —gradp + 5 (j x H) (1)
ecuatia inductiei:

%:mﬁx% 2)
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ecuatia de continuitate :
divy = (3)

.
unde p, p si v reprezinti densitatea, presiunea si viteza fluidului, p

>

-
permeabilitatea magnetica, j densitatea curentului electric.

-
Presupunem c¢3 in fluidul care se giseste in cimpul magnetic H, omo-
gen s1 constant In timp, apare o perturbatie infinit micd, sub forma
— —
unui cimp al vitezelor v, perpendicular pe H,.

Conductivitatea electricd a fluidului fiind infinitd, liniile de for{a
ale cimpului magnetic sint antrenate de fluidul in miscare, astfel incit
apare o componentd a cimpului magnetic paraleld cu directia miscarii.
Intensitatea cimpului magnetic se poate scrie sub forma:

o —

H=Hy+h 4)
unde % = k(v, t) este o perturbatie infinit mica.
Introducind aceastd expresie a lui H in ecuafiile (1) — (3) si tinind

-y —>
seamd cd v si A sint cantitdti infinit mici, deci produsele lor pot fi neglijate,
obtinem ecuatiile :

or ar -
a0 ()t (\ )
e H, 7 or
p— = — grad(j) ,.}_“_0_1)4_&[10_,5. 6)
£ 4 47 dx

Axa Ox s-a luat paraleld cu ﬁ(,, astfel incit (ﬁov) = HO§~

Solutiile sistemului de ecuatii (5) — (6) reprezintd un sistem de unde
plane care se propagd de-a lungul axei Ox. Din (3) si din condifia
div H = 0
rezultd cd aceste unde sint transversale. Luind vectorul 7 de-a lungul
axei Oy si proiectind ecuatiile (5) si (6) pe axele de coordonate, obfinem

B, =0 %
Ohy Ovy
Ohy _ gy 9%
>, v 3
7 =0 ©)
V. —0 (10)
LY (11)

ot 4 %o
v, = 0. (12)
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S-a presupus de asemenea cd presiunea depinde numai de coordonata
x, iar vectorul yp nu are componente dupd y si z.

Derivind (8) in raport cu timpul si (11) in raport cu x, gisim
Py 1 Phy

2 2 2 =
dx vy oot

In mod analog, eliminind %, din ecuatiile (8) si (11) obtinem

unde

Fcuatiile (13) ¢i (14) aratd cd perturbatiile care apar in fluidul con-
ductor se propagd cu viteza constantd V, sub forma unor unde plane,

de-a lungul cimpului magnetic exterior ﬁo. Acestea sint undele Alfvén.
Ecuatiile (13), (14) sint de forma

0%q 1 Jd% .

ot 1o (16)
Aplicind metoda lui Fourier ciutim o solutie de forma
o(x, 1) = X(x)=(0) (17)
care prin inlocuire in ecuatia (16) di
X" 4 KX =0 (18)
T4 K =0 (19)
unde K este o constanta.
Ecuatia (19) are solutia
T =4 cos w(t — ;) (20)

unde o = KV, este frecventa undei Alfvén, iar 4 amplitudinea ei.
P
HI. Variatia adiabaticad a cimpului magnetic 4, Vom studia in con-

tinuare cazul variatiei lente (adiabatice) a cimpului magnetic H,, aplicind
in acest scop teoria invariantilor adiabatici, metoda des utilizatd in astfel
de probleme [3, 4, 5].

Prin considerarea intensititii cimpului magnetic ca functie de timp
H, = H(t), din relatia (15) rezultd cd gi viteza undelor Alfvén este o
functie de timp V, = V, () si implicit frecventa = (). Subliniem
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cd nu este necesar si fie cunoscutd legea de variatie a acestor mdirimi
in timp. Singurele conditii impuse sint:
a) variatia In timp si fie lentd;
si
b) sd aibd loc in mod continuu, fiind satisfacutd conditia
dH,

T—t< <H, (21)

unde T este perioada undei Alfvén.
Ecuatia (19) devine in acest caz

" 4 Wit = (22)

ecuatie aseminitoare cu cea a oscilatorului armonic, dar in care frec-
venta este variabild adiabaticad, fapt care atrage dupid sine rezolvarea
ei cu ajutorul metodei invariantilor adiabatici.

Utilizind metoda lui H. Geppert [6], vom reduce ecuatia (22)
la un sistem de doudl ecuafii de ordinul unu. Introducind uotatia x; =
= T avem

da,
dt

EE (t)g.\”z

23
. (29
dt v

Considerind in prima etapid o constant, solutiile sistemului (23) sint

x, = A cos ot — 1)

Xy = 4 sin ot — £,) (23)
w
de unde obtinem imediat
A = \/x?? ©*x3
25
t —t, = — arctg (mx’) . (25)
« 2

In a doua etapi se considerid A si « variabile, invariantul adiabatic
fiind dat de ecuatia

¥ %0 (26)

unde
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g 91,
Jdo
Dupi citeva calcule se obtine ecuatia
ar A4 adl
do | 20 a1

—0 (28)

care ne di invariantul adiabatic al problemei considerate de noi,
I = A%w. {(29)

Dacd se {ine seamid de semmificatia lui w si de faptul ¢ p, K si p sint
constante, din relatia (29) se obtine

A2(8)H (¢} = constant. (30)

Din (30) rezultd ca la o variafie lentd in timp a cimpului magnetic

5
exterior H,, apare si o variatie lentd a amplitudinii si vitezei de propa-
gare a undei Alfvén. Mai precis, la o crestere a intensitdtii cimpului
magnetic apare o crestere a vitezel si o descrestere a amplitudinii undei
Alfvén ; intre amplitudinea undei si intensitatea cimpului magnetic exis-
tind o relatie bine determinatd, data de (30).

Intrat in vedactie la 4 februavie 1966
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Soew
o

BAUSAHUE MATHUTHOIO TIOJAS1 HA PACMPOCTPAHEHHWE AJIbOPEHOBBLIX
BOJIH B NMPOBOAYIIEN XUWIAKOCTU

(PeswomMme)

ABTOpBI H3YUAIOT BJAHSIHHE MeJJIe HHOTO H3MEeHeHHsI Mar HHTHOTO TNOJIS Ha PaclpocTpaue
HHe anlbPeHOBHIX BOJH B BA3KOH H HeCXKHMaeMOH JKHJIKOCTH GeCKOHeYHOH NPOBOAHMOCTH.
TTokaspiBaeTcst, 4TO MPH MeATeHHOM H3MEHEHHH BO BpeMeHH MalHHTHONO MOJS TOsBJAAETCS
MeJVIeHHOe U3MeHEeHHe aMIIHTY/bl H CKODOCTH PaclpoCTpaHeHHs! ajibpeHOBHIX BOJH.
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INFLUENCE DU CHAMP MAGNETIQUE SUR LA PROPAGATION DES ONDES
ALFVEN DANS UN FLUIDE CONDUCTEUR

(Résumé)

Les auteurs étudient dans ce travail l'influence de la variation lente du champ magné-
tique sur la propagation des ondes Alfvén dans un fluide visqueux et incompressible, de
conductivité infinie. Ils montrent que, pour une variation lente du champ magnétique dans
le temps, apparait une variation lente de l'amplitude et de la vitesse de propagation de
l'onde Alfvén.



PRODUCTIA DE ENTROPIE IN CAZUI, POLARIZARII DINAMICE
A NUCLEELOR PRIN EFECTUIL SOLID

de
FLORIN CONSTANTINESCU si VALENTIN MILITARU

I. Introducere. Folosind diverse probe materiale introduse intr-un
clmp magnetic static combinat cu un cimp de microunde si alegind in
mod adecvat conditiile experientei, putem provoca in acestea o serie de
procese de tranzitie ale electronilor si nucleelor, care duc in ultima instanta
la aparitia fenomenelor de polarizare dinamicd a nucleelor. Cele mai
importante metode de polarizare dinamici a nucleelor sint metoda efec-
tului Overhauser si metoda efectului solid [1-3).

Ambele efecte de polarizare se caracterizeazd prin faptul cd procesele
care au loc, neputind atinge starea de echilibru termodinamic din cauza
constringerilor externe exprimate prin cimpul de microunde, ating totusi
o stare stationard sub influenta acelorasi constringeri. Apare in mod firesc
problema aplicabilitafii la aceste procese, considerate din punct de vedere
termodinamic, a principiului minimei productii de entropie [4], [5].
Acest principiu se enuntd [4] In modul urmitor: dacd asupra sistemului
care evolueazd intr-un proces ireversibil nu actioneazd cimpuri magne-
tice i relatiile lui Onsager sint verificate, starea stafionard este carac-
terizatd de o productie minima de entrople in comparatie cu celelalte
stdri ale sistemului compatibile cu fortele termodinamice.

In prezenta cimpurilor magnetice valabilitatea principiului nu este
insa intotdeauna asiguratd [6], [7], necesitind o discutie de la caz la caz.
Principiul a fost insd verificat in cazul efectului Overhauser (8],
precum $i in cazul rezonantei electronilor de conductibilitate in metale
[9]. De asemenea valabilitatea acestui principiu este discutatd cu ajutorul
nofiunii de temperaturd a spinilor [10], [11].

In aceastd lucrare se studiazi cazul efectului solid folosind metoda
indicatd in [8] si fdrd a ne referi la notiunea de temperaturi de spin
a cdrei existentd este asiguratd numai in cazuri ideale.

II. Ecuatiile pentru efectul solid. 1. Efectul solid. In continuare vom
face o scurtd expunere a condifiilor de realizare a efectului solid. Efectul
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solid poate fi indus numai in probe materiale iIn care agenfii paramagne-
tici sint ficsi, spre deosebire de efectul Overhauser care apare in probe
cu o miscare rapidd a purtdtorilor paramagnetismului (exemplu elec-
tronii de conductibilitate etc.).

Vom asimila proba materiala cu doud sisteme de spini in interactiune :

- -
— sistemul spinilor electronici S si sistemul spinilor nucleari /. Pentru

. . . .. . I 2
simplitate, vom considera spini nucleari cu valoarea—. (In decursul luc-
rarii cu / este notatd counstanta lui Plank impéartiti la 2= Cimpul mag-

-
netic static H in care se afli proba, provoacd despicarea Zeeman atit

nivelelor energetice electronice, ¢it si a celor nucleare. De exemplu, din
starea fundamentald se obtin cite doud nivele energetice -+ p,H si 4+ w,H

- -
unde u, si p, sint momentele magnetice proprii pentru electroni, respectiv
nuclee.

Vom nota aceste nivele cu () si (—), cu conventia ca atunci cind
apar notatii duble primul semn se referd la electroni, iar cel de al doilea
la nuclee. Consideram ca in probad se gasesc N spini electromnici, respectiv
nucleari. Vom nota cu N, populatiile stirilor energetice electronice, si
cu #n. populatiile stidrilor energetice nucleare. In mod firesc, probablii-
tatea de ocupare a diverselor nivele energetice va fi

N 4+ n (1)

P = ] 7T =
P S + 5

Aceste probabilitati sint supuse conditiei de normare, care se deduce
direct din (1) si anume

P,‘L., "}‘ pA =1 o T + w. =1 (2)

Electronii vor putea face tranzitii intre stirile lor energetice; la
fel si nucleele. Cind aceste tranzitii au loc datoritd cuplajului spin-
retea, vom nota cu W probabilitatea unui proces electronic in unitatea
de timp s$i cu o acelasi lucru pentru nuclee.

Deoarece reteaua se poate considera ca un rezervor termic aflat la
temperatura I, probabilitatile W si  sint supuse relatiilor:

E, E,

Weasee T ”/b-»ae T (3)
_ & _&s

Wyapg€ AT o Wea € kT (4)

unde E,, E, sint nivelele energetice electronice pentru stirile a, b iar
€., €g acelasi lucru pentru nuclee.

Mai pot apdrea procese de tranzifie datoritd prezentei unui cimp
de microunde de o anumiti frecventi Q. In acest caz probabilitatea
tranzitiel directe este egald cu probabilitatea tranzitiei inverse, avind
valoarea comuna c.
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In cazul probelor cu centri paramagnetici ficsi, cuplajul dintre spinii
electronici ¢i cei nucleari este un cuplaj mai general declt cel pur scalar.
De aceea :

a) Sint posibile urmatoarele tipuri de tranzitii cuplate (primul semn
se referd la electroni, al dotlea la nuclee) :

(+, )2 (-, +) (tranzitii electronice pure)
(+ =)< (- )
(4, ) e (- )
(+, +) 2 (=, —) (tranzifii nucleare pure)

b) In prezenta clmpului de microunde putem presupune c¢i tran-
zitiile (4+ —) €2 (— +) sint induse numai de cimpul de frecventd Q
= w, — ;, 1ar cele (+, +) 2 (—, —) numai de cimpul cu Q = o, -+
cuplajul cu reteaua in acest caz fiind neglijabil (o, ©, sint frecventele
Larmoor ale electronilor si nucleelor).

¢) Puterea generatorului de microunde se alege In asa fel incit proba-
bilitatile de relaxare electronicd W sa fie mult mai mari decit probabiliti-
tile ¢ ale proceselor de tranzifie provocate de cimpul de microunde, iar
acestea din urméa sa fie mult mai man decit probabilitatile relaxirii pur
nucleare .

Gy,

In aceste conditii populatiile electronice (N ) ramin practic neschim-
bate in timp, la valoarea (N;), a echilibrului termic cu reteaua.

Din ecuatiile stochastice, care vor fi considerate si mai jos (1]
rezultd cd

no N_

Moy _(N,)
F e N+ [

Exponentialele in (3) si (6) fiind diferite de unitate, este evidenti
aparitia efectului de polarizare a nucleclor care std la baza efectului solid.
In continuare ne vom fixa asupra cazului Q = o, — ;. Atunci
putem propune ca ecuatil stochastice ale procesului urmitoarele relatii:

A ‘{\ii*“.) — exp{— hw“} pentru Q= o, — w, (3)
o RT :

exp{fv{- ];‘;S} pentru Q = o, + ,. (6)

dp

=P W —p W, tpmc—pme @)
dn+
— =T, —moe, G pmoc—p o 8)

Avind in vedere si relatia (2) obtinem

dp dp+ . dr . dﬁ,{w (9)
Tat T Tdr 0 at T d
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2. Productia de entropie pentru efectul solid. Viteza totald a produc-

. . . ds o . . .. .
tiei de entropie —- se compune aditiv din viteza productiei de entropie
t

A5y

de citre sistemul spinilor nucleart R , de citre sistemul spinilor electronici
dt

ds,

si productia de entropiec datoritd schimbdrii energiei interne a rezer-

dSg

vorului termic . Deoarece radiatia de microunde este monocromatica,

di
ea nu contribuie la productia de entropie [31.
(J.S __ds, ds,

Dep ey Ok (10)

dt - dt

. . N au -
Incepem cu rezervorul termic (reteaua). S, = dU este variafia

de energie internd a rezervorului, care este egald cu variatia cu semn
schimbat a energiei interne a sistemului de spini. Deci

ds 1 {2U] av!
R ___ n 13
=T (77 + 77) (1)
unde
U, = N(r.€, +7€); U~ N(p.E, + p_E) (12)

Accentul la derivarea din (11) indicd faptul cd la derivarea in raport
cu timpul a relatiilor (12) omitem din (7) si (8) partea care contine pro-
babilitatea ¢, care nu aduce contributii la entropie.

Din fizica statisticd stim cd

S. = — Nkp.Inp, + p_inp_) (13)
S, = — Nk(= Inm, + =_lnz_) (14)

Utilizind relatiile (11), (12}, (13), (14), (7), (8), (3), (4) si (9) si inlo-
cuind in (10) obfinem:

S Nk { (Zn h"")(p_ % — P«F) +

dt

) T /1(01 h‘! -
-+ <o+4(ln -+ 1) woe BT —m, |+ (15)

e k

— Tk
1. Prineipiul minimei produetii do entropie. 1. Starca de minim.
Si studiem conditiile de minim pentru 45 dat de (15). Variabilele noastre
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sint py si m.. Ele sint supuse conditiilor de legiturd (2). De aceea tre-
buie sd introducem doi multiplicatori Lagrange p si p'. Aplicind metoda

multiplicatorilor lui Lagrange, obtinem ecuatiile de minim pentru — -
dt

he
W__(f)_e - pv) o(p pom)
b= Nk -+ + + 7 — _*_
Py
ko
K1
4+ W,o_In e — cn_ln
Py i
(16)
hw)
u = Nk _?_"_'( a ﬁs)*‘ (P = Pym)
v P
hms _
+ W, _e ’ern«—ﬂ—ﬁ)— + oem n =
pe o
hml
( Y )
{J.,/:Nk 4 —\T_€ _'4— AC(P—' hPlT)+
T,
kor
- kT —
+ o, _In *i cp_In ——
| (17)
L)
kT
wWo=Np| =T BL T T i S LS
kwI -
0, ¢ Mly—" __ _¢p Iy-t=
+ T — " _}, C])n }‘7_71'_{_
e KT

2. Necesitatea si suficienta principiului minimel productii de entropie.
Presupunem ci s-a atins starea stajionard a sistemului. Aceasta in-
seamnd cd

dpi' . an

+
=0 5 =0 (18)
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S3 ardtim cad In aceste conditfii, relatiile de minim (16) si (17) sint
satisficute identic. In fiecare din relatiile (16) si (17) in partea dreaptd
figureazd cite trei termeni. Cu conditiile (18) primul termen din fiecare
expresie se anuleaza. Ceilal{i doi termeni rdmasi se pot aduce la o forma
care ne di tot pe primul din termeni (in aproximatia de ordinul I). Prin
urmare, in aproximatia de ordinul I relatiile (16) si (17) sint satisfacute
in mod identic pentru p =0 si p’ = 0.

Aceastd reducere se face pe baza urmitoarelor considerente: efectul
solid se realizeazd cind

de aceea in apropierea efectulul avem
T

~—;——i-————:1+8

unde § e un infinit mic de ordinul I. Dar In(l + 8) == & (in aproximatia
de ordinul I).

Acecasta e suficient pentru ca relatiile (16) sd se reducd la p =0 in
ambele cazuri.

Pentru relatiile (17) trebuie si introducem o condifie mai severd.
Aceasta este conditia considerdrii stdrii stationare nu prea departe de
echilibru (micd abatere de la starea de echilibru). Pentru echilibrul
termodinamic relatiile lui Boltzman ne dau

B €,.-€_ h(ol

= RL g AT (19)

—_—t =1+ §

unde 3§, e tot un infinit mic de ordinul I. Cu aceste conditii si ecuatiile
(17) se reduc la ' =0
Observam ci ipoteza micii abateri de la echilibru (19) poate avea
loc simultan cu conditia (5) numai in cazul temperaturilor relativ inalte.
Presupunem cid sint realizate conditiile (18) si (17) de stationaritate.
Aproximatiile facute mai sus fac ca si in acest caz ultimii doi termeni
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din fiecare relatie (16) si (17) sd se transforme in primul termen. Compa-
rind cu ecuatiile stochastice (7) si (8) obtinem :

up, = 2Nk L+
dt
16')
wp_ = 2Nk = (
) dt
, oarn Ay
pww, == 2Nk _(—1;
(17)
Cl'”'
‘m o= 2NE
wire NF -

Prin simple adundri in (16°) si (17°) ne convingem ¢ p =0 si w =0
Atunci tot (16°) si (17°) ne dau
ap-+ .odmds
= =0 s
dt g dt

= (.

ceea ce demonstreazd suficienta principiului minimei productii de entro-

pte in starea stafionara.
Ngo . , .. . dS . .
3. Minimul este veritabil. Minimul lui = a fost dedus prin anulareai

dt

variafici de ordinul I. Pentru ca minimul sd fie veritabil (excluzind posi-
bilitatea unui punct de inflexiune) e necesar ca variajia de ordinul II
sd pdstreze in jurul punctului de minim un semn constant, $i anume

.. o .o dS . P
pozitiv. Calculdm variatia a doua 3 (—~) pentru abaterile mici 3p,,
dt

3w _ de la starea de echilibru p¢, p°, =%, =°.
b .~‘L. " +
In urma unor calcule elementare obfinem: :

A how
1 g(dsy 1 L0 . / 1w - S
- a[dt)_ _\/ﬁ",. (W, _+cx)8p. \,po W, e H,H) S=_| +

e N [ DR PO W

— 8cdx_3p_

Avind in vedere condifia expusi la punctul 37, 11, termenul 8cdn_3p_
este de ordinul trei fatd de ceilalfi, deci se poate neglija. Am reusit deci
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ds

s& punem pe 8( )sub formid de sumi de patrate, ceea ce demonstreazd

dt
valabilitatea minimului.

. . ... e . o . 4dS .
IV. Discutie fizicd. In starea stationari expresia — 1ia valoarea
dt

minima
‘ ( hm\\ )
das heh - -
- e NROs 7 R p |
((lf ‘min Ak{k’]‘ i - /7 ¢ /)VH/ l

hm,
h")l -
-+ e (Tl KT,

Expresia (21) se obtine din (15) punind conditia de stationaritate

(21)

dp . . . . . o
‘;7}”3 =0, 7,'—*: == 0. Fa exprimi productia de entropie in starea stationara.
Relatia (21) se reduce usor la forma:

s E, —E € €
(;i/ )min - NC ( T - T )(/)77:: - f) LT ) (22)

Aici putem face urmaitoarea interpretare : entropia este produsd prin trans-

formarea energiet absorbiti din cimpul de microunde in energie termicd

I € —€ . .

e 7 )ne di entropia

produsd intr-un proces de tranzitie (4, —) 2 (—, ). Termenul

Ne(p_m, — pom. ) ne di numirul de astfel de procese ce se produc in
unitatea de timp sub actiunea cimpului de microunde.

a retelei la temperatura 7. Termenul (

Intrat in vedactie la 10 wmartie 1966
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[NPOU3BOJICTBO 3HTPOMKUU IMPH AMHAMHUYECKON TMOJIAPU3ALUWY AIEP
[MTOCPEACTBOM TBEPIOI'O 39 ®EKTA

(Peszwowme)

ABTOpBI NpecaeAYIOT YCTAHOBHTEL (QH3HUECKHE YCJIOBHS, B KOTOPBIX TEPMOAHHAMHUECKHH
MPHHLMI HaHMEeHBUIErOo MPOH3BOACTBA IHTPOIHH MOIKET MPHMEHSTLCS K CTAUHOHAPHOMY
HeoGp aTHMOMY NpoLeccy AHuHaMHueCKOH NMOASpPH3aUHH fep NOCPeACTBOM TBepAOro ahdeKra
(,,50lid state effect”).

HenonpzoBanuetit mMetol (8) HCXOANT JHUIL M3 CTOXAaCTHUECKHX YpaBHEHHIl mpouecca
H He MCNOJb3YyeT NOHATHA crnuuopoll Temneparypwl (10), (11), zeficTBHTENBHOCTE KOTOPOTO
ofecneyeHa JHUIb B YaCTHBIX CAY4asaX.

IMonyuenHblil pesyanbTaT NoKasplBaeT, YTO B CTAIHOHAPHOM COCTOSHIN, HEJAJeKO OT
PaBHOBECHS, NPHHIUHI HAWMEHbLIEro NMPOH3BOACTBA IHTPONHN JeficTBHTeseH B OGBIKHOBE -
HBIX 3KCHEePHMEHTAIbHBIX YC.I0BHAX Halat01e1ist TBepioro s¢gdexTa.

LA PRODUCTION D’'INTROPIE DANS LE CAS DE POLARISATION DYNAMIQUE
DES NOYAUX PAR L’EFFET SOLIDE

(Résumé)

Les auteurs ont cherché a établir les conditions physiques dans lesquelles le principe
thermodynamique de la production minima d’entropie est applicable an processus station-
naire irréversible de la polarisation dynamique des noyaux par leffet solide (,,Solid state
effect”).

La méthode employée (8) part seulement des d¢quations stochastiques du processus
et n'utilise pas la notion de température de spin (10), (11), dont la valabilité n’est assurée
que pour des cas particuliers.

Le résultat obtenu montre que dans l'état stationnaire, non loin de léquilibre, le
principe du minimum de production d’entropie est valable dans des conditions expérimen-
tales habituelles d’observation de l'effet solide.

Q - Babesg-Bolyai: Mathematica-~Physica I1/1966






UNELE CONSECINTE ALE CONSERVARII MOMENTULUI CINETIC
PENTRU INTERACTIUNILE INTRE PATRU FERMIONI

de
7. GABOS

In lucrare, utilizind ca bispinori de bazi functiile proprii ale operatorilor
-
X2, X4, vs, se ajunge la unele rezultate privind cuplajul momentelor cinetice
‘n cazul interactiunilor intre patru fermioni. Rezultatele obtinute, care

. N R . . 1.
¢+int valabile In cazul cind pentru fiecare particuld avem S = — ! =0, se

aplica apoi la studiul dezintegririi B~ a neutronilor cu spinul orientat.
1°. Daca la interactiune participd particulele (sau antiparticule) a

(a), b (3), ¢ (¢), d (d), matricea de tranzifie M,,; confine termeni de
forma

(58 aw) (w5 yaw,) (1)

in care w,, w,, w,, w; sint bispinori corespunzitori particulelor (sau antipar-
ticulelor), v, sint matricele lui Dirac, iar v; este egal fie cu v, fie cu vsy,.
De obicei in expresia (1) se inlocuiesc bispinorii lui Darwin, adicd

- -

()

A
functiile proprii ale operatorilor H —
2irl

-

A -
Hip;m,> =E|p; m, >,

——(Xp) | p;mp > = m,| p; my, >.
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In cazul cind vrem sd scoatem in evidentd proprietiti legate de momentul

cinetic, trebuie sd inlocuim bispinorii cu bispinorii de bazd |a,m >, care
. .. .. N = |

sint functii proprii comune ale operatonlor; X2, - Ya [3], [47:

2

Vil

%2317\,m> — m|am>, (3)

1
iji am > =i} Am >.

Pe de altd parte este avantajos sd utilizam coordonatele sferice p, 9, ¢
. . y Y . .
5i sd alegem ca matrice de bazd pe v,, vs, > (dintre care numai patru sint
mdependente)

in continuare vom pastra notatiile |p,9,¢; m, >, | k,m > pentru parti-
cule, iar in cazul cind avem o antxpartmula vom utiliza mdrimile barate

[P0, o my >, |3, m >. Desigur (2} si (8) rdmin valabile ¢i pentru antipar-
ticule.

B15p1nor11 lui Darwin [2], [67, {71 pot {1 exprimati cu ajutorul bispino-
rilor | 2,m > In felul urmator LLH

Ip, Y m,> = V}T’W o 2 (14 (—1)*+» B] Dyimy, (9,9, — ) [Am >, (4)

= Am

{.p: ‘(}>’19 nl;b = == \'7:1\'T % [B - ("_- 1) P i I’,,),ﬂpm (CP) 9’ - (19) 1 m> (5)

unde

-
L 2 . A
N, — BT M B = _elel Dy == e i% dy (9) ethe,
23 T -t oyt
F 1 ; —_— 1
{}_ _1_>_;__ _ 1 ,_._1_(0) L _.l_‘_ _l_>w__1_(o)
9’ sl o o o’ RV AR
2’ 2 Va2~ 27 2 2 2 V2l
i 1 1 vv}T'ﬂl 1 ( ?) I 1 1N 1IN 1 ‘1))
2 2 2’ 2 vzl ol 2’ 2 |22 AN
Relatiile (4), (5) sint valabile pentru orice fermion. Pentru neutrin avem
1 1 . . . 1 1
Mmp = ——, h=-—, B=1 s pentru antineutrin m, = k= - B =1

Bispinorii |2, m >, |»,m > satisfac relatiile

<whmlW,m > =<hm|N,m > =3,,, S, (6)

<A,

Wom > = < nm |2, m' > = 8y_ » Sr- (7)
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2°. In continuare considerdm produsul direct al bispionorilor w} si w, .
Componentele lui w} X w_ se obtine cu ajutorul expresiilor

WY, (8)

in care vy, sint matricile lui Dirac. Cu ajutorul celor 16 matrice v, se obfin
cele 16 componente ale produsului direct.

Daci in expresia (8) utilizim bispinorii de bazi |2, m >, resp. | X, m >,
atunci produsul direct ne informeaza despre cuplajul momentelor cinetice ale
particulelor a si c.

Tnainte de a face un astfel de studiu in cazul expresiilor (8) si (1), si
considerdm expresiile analoge

Sa OpSe )
si
o+ s ¢
(s 0,5.)(8,70,5,) » (10}
in care mérimile s sint spinori §i ¢, sint matricele lui Pauli (5, = —11).

Sub (10) avem produsul scalar a doi cuadrivectori

2 1 . " )
VLUVL)) = (s, “,ﬁ-) (5, 6,5,) =

1 * * * * * * * * (11)
= “2‘ (salsclsbzst + SEeScaStiSur — SaiScaSESal — Suzsclsbx&zz).
Se observi ca (11) poate fi scrisd sub forma
M@ LN et ik
ViVl = — - (89480 (8 078,) (12)
unde
1 10 1 00
‘711:"‘(1“}‘03):( )» ‘522**”‘(1”53);( ):
2 0 01
1 . 01 1 . 00
612 = - (0y + t0y) :( ): gy == — (07 — i0y) :( )’
2 00 2 10
oll = g,,, 62 = gy, G2 == — gy, o2l = — oy,.

Utilizarea expresiei (12) este avantajoasd, dacd avem ca spinori de baza
S . . o172
spinorii [m >, care sint functii proprii comune ale operatorilor— o, — 6y

DRSNS
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De fapt, in acest caz componetele spinorului s au o semnificatie fizicd evi-
dentd. Dacid avem o particuld

1 I 1

S RTARESY

prin urmare s, resp. s, este functia de unda a unei particule pentru care

§ == 8y

_— . . 1 1 ,
proiectia spinului pe axa Oz are valoarea - o Tesp. — . Dacd avem o
. P 2

antiparticuld

T 11
T S S KN

prin urmare s, resp. s, este functia de unda a unei antiparticule pentru

D . . 1
care proiectia spinului pe axa Oz are valoarea — — resp. —

Dupd cum se vede din expresia (12), matricile 6,4 $i1 o* ne dau posibili-
tatea de a reflecta cuplajul momentalui cinetic pentru pereclnle de particule
(a,c) resp. (b,d). (In continuare, pentru a scoate in evidentd compozitia

unei perechi, vom introduce simbolurile P—P, P—P, P—P, P—P, in care

P simbolizeazd o particuld, iar P o antiparticuld.) In cazul cind pentru o

pereche (a,c) resp. (h,d) numirul cuantic rezultant s este zero, vom spune

cd avem cuplaj Fermi (sau F), iar dacd numdirul cuantic rezultant m are

valoarea I sau — 1, vom spune ca avem un cuplaj Gamow-Teller (sau GT).
Daca considerdm relatiile

' > =0 |m>, |m' > =40, |m>, unde |7|=
ajungem la conculuzia ¢ matricele o, se impart in doud grupe:

A. o4, o,; pentru aceste matrice m' = m.
B. o,, 0,; pentru aceste matrice m’ = — n.

Avind in vedere apoi relatiile

<mim'y = Zﬁ[w?) = S m|m’y = —<_7;| My = Suem
ajungem la urmitorul rezultat:

Dacd avem o pereche P— P sau P P matricele din grupul 4 realizeaza
un cuplaj [, iar cele din grupul B realizeazd un cuplaj G7.

Daci avem o pereche P— P sau P— P matricile din grupul 4 realizeazi
un cuplaj GT, iar cele din grupul B realizeazd un cuplaj F.

Revenind acum la interacfiunea intre patru fermioni -considerind deci
expresia (10)- obtinem urmitoarele :

Dacd (a,c) si (b,d) sint perechi P—P sau P— P, atunci pentru ambele
perechi avem numai cuplaj F, sau numai cuplaj G7. Expresia (10) are deci
urmatoarea structurd:

F-I' +GT-GT.
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Daci una din perechile (a,c), (b.d) este de tipul P—P sau P—P, iar
perechea celalaltd este de tipul P— P sau P— P, atunci pentru (a,c) i (,d)
se realizeazd cuplaje diferite. Expresia (10) are deci urmatoarea structurd:

F-GT + GT-F.

3°. Si consideram acum expresia (1) in care avem bispinori. Rezultatele
stabilite in punctul precedent sint valabile si in acest caz cu unele precizéri
si completiri. Putem sd ne convingem de acest fapt facind calculele similare
cu cele efectuate in punctul 2°.

Deoarece in cazul cind avem bispinori, pe lingd m apare si numarul
cuantic %, pentru matricile vy, vom avea grupele A si B (analoge cu cele sta-
bilite in punctul 2°), fiecare continind doud subgrupe. De fapt, avind in
vedere relatiile
Wom'y =y, nmD, [N, m' D> =xy|am), unde | 7| =1,
ajungem la urmdtoarea grupare a matricilor lui Dirac.

Al 1, vs Ss 7Y pentru acest subgrup A = x, m’ = m.
Ao Ya YaYs Yals YaYshs, bentru acest subgrup 2 = —3, m’ = m.
By Y %o, vs¥i vsY.; pentru acest subgrup 3 =i, wm' = —m.
By 1430 vaXe Yavs s Yavshes pentru acest subgrup 2 =— i, m' = —m.
Toate rezultatele stabilite in punctul precedent in legdturd cu grupele
A st B ramin valabile.
Ca o completare la aceste rezultate giasim:
Dacd intr-o pereche (P—P, P—P, P—P, P—P) pentru o particuld
% poate avea numai o singurd valoare, atunci matricele din subgrupele 4,
si B, nu vor apare in expresia matricel de tranzifie,
Aceasta este o consecintd a faptului cd matricea vy, are urmdtoarea
> fa
proprietate :
| =2, m)> = gy | n,md, | =k m)> =7y hmy, |[n]=1
Rezultatele obfinute dau posibilitatea de a formula reguli de selectie
atunci cind pentru una din perechile (a,c) (b,d) se realizeaza un cuplaj pur
(numai cuplaj F, sau numai cuplaj GT).
Ca o aplicatie a rezultalelor obfinute si stabilim unele rezultate privind
dezintegrarea neutronilor cu spinul orientat :

n—>p e V.
In acest caz a=p, b = n, c = ¢~ d = v. Alegem un sistem de referinta
legat de neutron, cu axa Oz orientatid de-a lungul spinului neutronului.
Deoarece
YSUT - U:\Ty

trebuie si considerdm numai matricele din subgrupele A, si By:1, vs

Yo Yss resp. Y Be vs¥i, vsYe Aceste matrice se utilizeazd la for-
marea vectorului si a pseudovectorului:

VLL: - w:\{-ixu'wc’ Au - w;Elec unde Eu(ir —1Y5)
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Prin urmare ajungem la rezultatul cid se realizeaza (in cazul studiat) un
cuplaj V—A. Matricea de tranzitie poate fi scrisid sub forma [5]:

Misy = g(wj’r (r— Ys)Zuwnij(l -+ eys)wy)ec
o (1] w)(w! w3) — Mwy L) Tw).

Nucleonii formeazi o pereche P— P, iar leptonii o pereche P—P, prin
urmare expresia matricei de tranzifie poate fi descompusi intr-o suma

de doué expresii
(1 17(2)
A/[,‘_;f - Mi_,f Jr ﬂ/IL'_,,f
dintre care prima, care se obtine punind g = 3,4 si este simbolizatd prin
I'. GT, corespunde unei tranzitii Fermi, iar a doua, care se obtine punind
u = 1,2 si este simbolizata de GT.F, corespunde tranzitiei Gamow-Teller.

Intrat in vedactie la 21 octombrie 1965
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HEKOTOPBIE TIOCJIEACTBUA COXPAHEHHWA KUHETHUYECKOTO MOMEHTA
HA B3AUMOJIENCTBHA UETBIPEX ®EPMUOHOB

(PeswmMme)
HMcnoabsys B KauecTBe OCHOBHBLIX OHCHHHOPOB obuie cobcrpeHuble GyHKUHA onepa-

=
Topos 3%, Y13, Y5 ABTOP IOJIYUHI HEKOTOPHIC PE3YJIbTATHl OTHOCHTEAbHO CBAZH KHHETH-
UeCKHX MOMEHTOB B ciyuae B3aHmolefcTBHil ueTeipex depMuonos. [lonyuennele peaysnbrarst
NPHMEHSIIOTCSL K HeeJeloBaHHio 87 pacnaja HefTPOHOB C HANMpaBJCHHLIM CIHHOM.

SOME, CONSEOUENCES OF THE KINETIC MOMENT CONSERVATION FOR THE
INTERACTION BETWEEN FOUR FERMIONS

(Summary)

-

Using as basic bispinors, the proper functions, common to the operators 22, 23,

v, the author comes to some results regarding the coupling of kinetic moments in the

case of the interactions between four fermions. The obtained results are applied to the
study of B~ desintegration of the neutrons with the spin directed.



DESPRE MOMENTUL CINETIC AL CIMPURILOR

de

E. MAGYARI, J. LAUFER. E. TRIF, D. STANILA

1. Introduecere. Grupurile de transformdri ale coordonatelor x,,,(n=1,4)
care lasd invariantd acfiunea

S :LS L (Fy(x), 0,.9°,(x)) dix, (b = 1.2,...)

ic

corespunzitoare sistemului (cimpului) inchis considerat, in cazul dat se
numesc grupuri de simetrie. Un rol de seamd dintre aceste grupuri il au
grupurile de simetrie continue caracterizate printr-un numir finit de para-
metri, intrucit conform teoremei lui Noether [1]—[5] ele induc un
numir egal de legi de conservare cu numarul parametrilor lor independenti.
Daca grupul de simetrie al transformarilor infinitezimale

., — - N
Xy = Xy 7= Xy -+ 0%,

depinde de # parametri infinitezimali §¢;,(j=1,n) astfel ci
N
qu == XVJ (x)bocj, (1}
si implicd transformarea
. SN B
Fi(x) » ¥y (x) = W, (x) + 8Y,
a functiilor de c¢imp cu legea transformirii de forma
S\P‘k = (ijs%', (2>
atunci cele # constante de miscare, existenta cérora este afirmati de teorema

lui Noether, vor fi

19

K, == {ePas, (j=1n)
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unde

i 8[4 .
A= (@ = X)) o LXK 3)
dop v,

2,00 = 0. (4)

In cele ce urmeazi vom studia grupul de simetrie a rotafiilor cvadridimen-
sionale si legile de conservare asociate.

2. Momentul cinetic si teorema centrului de energie, Principiul relati-
vitdtii einsteiniene cere ca legile naturii si fie invariante fata de grupul
rotatiilor cvadridimensionale

4 -
Xy, - Xy = ad, X,
cerin{d care sub aspect geometric exprimd izotropia universului. Pentru
calcularea constantelor de migcare asociate acestei simetrii fundamentale,
counsiderdm grupul rotatiilor infinitezimale

xu. “’x"; = xu -+ Svu.xv’ lsvu! << 1. (5)

>arametrii acestor transformiri vor fi cele sase componente independente
ale cvadritensorului antisimetric ¢,,. Comparind relatia (5) cu (1), dupd
calcule simple gisim c&

X (8) = 2y 83, — 22 0, (6)
Pe baza acestor considerente, din relatia (2) rezulta
W = Dy vpea, v<<2 (7
unde
Gy oy = — D s

Avind in vedere expresia de definifie a tensorului cnergie-impuls cano-
nic [6],

al.
]‘v =L (V7 V\F s 8
i1 8 3 Gﬁu‘i'k a k ( )
din relatiile (3), (4), (6) si (7) obtinem
oL
®u., vh valu. - xlTvg,L + Mq)k, vAs
(3;1@“, vAh — O (9)

Counstantele de miscare asociate

Map = S&,, ndx, (10)

1
ic
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alcituiesc componentele unui cvadritensor antisimetric de ordinul doi,
numit cvadritensorul moment cinetic total al cimpului.
El se compune din cvadritensorul moment cinetic orbital total

oy LT 3—'

M,y — 5» (0,Trs — 7 ,0)d%
c

si din evadritensorul unui moment cinetic intrinsec, numit cvadritensorul

de spin al clmpului

(<) ] . S
1[ == - S~~()/ o (Dk \,Ad'{,\'.

Deoarece tensorul energiei-impuls canonic al cimpului nu este univoc de-
terminat de relatia 8,7, == 0, i se poate adduga — fard <& modificim prin
aceasta c¢nergia si impulsul total al clmpului-un termen de forma gy f, .,
unde f, 5= — 1, 1,

Alegind (7],

1 Jdr. Jr. Ji.
ur = |y g —— Dy, — -, ) 11
o o Lo, U ot PR aoar, M (1)
tensorul
/C-vu - Tvu + a)\fv, whs (12)

va poseda remarcabila proprietate de simetrie €, = C,,, iar cvadritensorul
moment cinetic total al cimpului, se va exprima prin formula

M == (e, Tra— Tugda. (13)

i

Prin urmare, din cele constante de miscare induse de grupul de simetrie
a rotatiilor cvadridimensionale, trei sint egale cu componentele spatiale
independente M,,, My, M,, ale cvadritensorului antisimetric M., care la
rindul lor coincid cu componentele Af,, M,, M, ale vectorului moment
cinetic total al cimpului

M; = Se}lmx Toidix L S Dy ,d Glm=13 k=12...)

00,47,
unde @ = Dy g5, Py o = Dy 4, D s = D1 12, €j1m, fiind simbolul lui Levi
Civita. Celelalte trei constante de miscare vor fi egale, evident, cu restul
de trei componente independente (temporale) My, 1[24, M,, ale tensoru-

lui M,;. Din conservarea acestor componelite rezultd ca centrul de energie
a cimpului, de coordonate

>
£ Sxftud ¥

5@44d3x
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se miscd dupd legea
¢ c‘l]ibj

X == = t ~%:—(_Mj4 =V} -t const. (153

Impulsul total

, 1 o
Ij s —S i:]‘4ddx
si energia totalda a cimpului
3—’)
,
fang ‘-S 844d j\’,,

fiind constante ale miscdrii, rezultd cd centrul de energie a cimpului se
miscd cu vitezd uniformi (teorema centrulul de energie).
In continuare vom incerca s& ddm o interpretare fizicd componentelor
. . . .. VP |
cvadritensorului 0, ,;. Din relatiile (10) rezultd cd mdrimile — 0, 5, care
1c
formeazd componentele unui cvadritensor antisimetric de ordinul doi, au
semnificatia de densitati ale componentelor corespunzitoare ale cvadriten-
sorului moment cinetic total al cimpului.
Pe de altd parte din ecuatia (9) avem

N N ) (16)

Aplicind teorema lui Gauss, pentru un volum Q al cimpului, mrginit de
suprafata inchisd X, putem scrie in continuare

._0_ [L S @4, vld:};) = (\§) ®k< vldfk‘

dt \ic
Q)

De aici rezultd ¢d componentele celor trei cvadritensori i, (k8 = 1,3)
reprezintd componentele corespunzitoare ale celor sase vectori, avind sem-
nificatia de densitd}i ale fluxurilor componentelor respective ale cvadriten-
sorului moment cinetic total al clmpului din volumul Q.

Pentru a vedea mai indeaproape semnificatiile acestor sase vectori, des-
compunem relatiile (16) in
1 @LJL -0 . 1 004 j4 — 0.

O g 4 — si 0,0, —
D% 1 i ot ¥ 'kk’]4+ic ot

intrucit

g (1 =
o2 (L A = — 60, ,-d
ot ( SQM X) (é) v

Q)

1
rezultd cid componentele tensorilor tridimensionali ©; 4, (k==1,2,3) reprezinta
componentele corespunzitoare ale celor trei vectori, avind semnificatia
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de densitati ale fluxurilor componentelor respective ale vectorului moment
L . . o1
cinetic total al cimpului din volumul Q, elementele tensorului — 0y,
Y12
fiind densitatile acestor componente. In fine, avind in vedere relatiile

(15) si ecuatia

Jd (1 5 :
Sl o) g

) X
()

rezultd ¢d mdrimile —‘1—6)4,]-4 care reprezintd densitdtile componentelor M;,
i’

precum si componentele tensorului tridimensional ), i, care reprezintd
componentele celor trei vectori avind semuificatia de densitati de flux
ale componentelor M;,, furnizeazid informafii despre miscarea centrului
de energie a clmpului din volumul Q. Dacé volumul € nu coincide cu Intre-
gul spatiu, sau cu o incintd avind pereti perfect reflectatori, atunci centrul
de energie va executa o miscare mai complicatad si, in consecintd, teorcma
centrului de energie isi pierde valabilitatea

3. Momentul ecinetie al eimpului eleetromagnetic. Drept aplicatie a
rezultatelor obtinute, considerdm cazul cimpului electromagnetic liber
existent intr-o regiune finitd a spatiului (fncintd de volum V cu pereti
perfect reflectatori). Variabilele dinamice ale acestul cimp se pot deduce
din densitatea de lagrangean

L= —__F, (17)

1
Ty

unde F,, este tensorul cimp clectromagnetic, de componente

0 B, —B, —1E,
C
—B. 0 B, —LE,
(1 ?:w ) =
B, —B, 0 —LE,
C
‘g, 'E, LE, 0
[ ¢ c

Deoarece cimpul electromagnetic este un ¢imp vectorial, coordonatele sale
generalizate A4, (componentele cvadripotentialului) se transforma la ro-
tatnle 111f1mte71malc [3] ca si compouentele cuadrivectorului de pozitie.
Din acest motiv

q)u, viA Avslu - A}S‘/u. (18)
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Avind in vedere relatiile (8), (11), (12), (17) si (18), se obtine pentru com-
ponentele tensorului energie-impuls simetric al cimpului electromagnetic
urmaitoarele expresii

1 - |
Cyy = *(val‘up - TI'aBqu) (19;

o
Astfel pentru energia totald si impulsul total al cimpului gdsim

W — %S (ED + HB)d’x si P = = (E x H)d%z
)
V) )

In posesia acestor formule, pe baza relatiilor (13)—(15), putem calcula
vectorul moment cinetic total, vectorul de pozifie a centrului de energie,
precum si viteza de miscare a acestuia. Rezultatele sint

—> 1 g -y d utd
M= -;S[xx(ExH)]dsx
C
)
e —— - - - —
WLD + HB)dbx S (E x Hyd3x
hand e — o
x, = L , V, — 9 ¥)
— = = - —y—> —— -
(ED + HE)d%x S (ED + HB)d%

(") (+)

*

Autorii $in sd mulfumeasca profesorilor Q. Gherman si Z. Gdbos pentrut
citirea $i comentarea critici a manuscrisului lucririi.

Intrat tn redactie la martie 1966
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B

O KMHETUYECKOM MOMEHTE MOJIEN

(Peswowmve)

Ha ocnoe teopembl Noether H3yuaeTCst KHHETHUECKHIT MOMEHT KJaCCiIYeCKHX ToJael,
BooOlle, 1 371eKTPOMArHHTHOIO noJas, B vactHOocTH. Jlaertcs ¢uznueckast HHTepnperaunns
COCTABIAIOWHX KBAAPHTEeH3OpA (), 4 KOTOpbe, Garofaps YPasHEHHAM HENPepLIBHOCTH
au(')u o = 0 NPHBOAAT K COXPAHEHHIO COCTABJAIOIMHX KBaJPHTEH30PA KHHETHUECKOIO
cymmapnoro moventa M, noas.

SUR LE MOMENT MAGNETIQUE DES CHAMPS

(Résumd)

Les auteurs de ce travail étudient, sur la base du théoréme de Noether, le moment
cinétique des champs classiques en général et du champ électromagnétique en particulier.
Ils donment une interprétation physique des composantes du quadritenseur (4)“ o Qui, &

cause des équations de continuité au@ 0, déterminent la conservation des compo-

wovA T
santes du quadritenscur du moment cinétique total M, du champ.






CRONICA

CONTRIBUTII LA UNILE PROBLEME TEORETICE ALE INSTABILITATII MAGNETO-

HIDRODINAMICE A UNET PLASME CILINDRICE, CU LUAREA IN CONSIDERARE

A VISCOZITATII, A CONDUCTIVITATII ELECTRICE SI A COMPRESIBILITATII
(LCUATIILE DE DISPERSILE)

Rezumatul tezei prezentate de MIRCEA VASIU
pentru obtinerea titlhului de doctor in fizicd

Teza se ocupd cu stabilirea ecuatiilor de dispersie pentru anumite modele de plasmi
cilindricd. Aceastd problemi este in strinsd legiiturd cu cercetirile stiintifice privitoare la
aplicatiile fizicii plasmei in astrofizicd gi la obtinerea reactiilor termonuclere controlate in
plasma de laborator.

In plasma respectivid apar anumite tipuri de instabilititi de tip magnetohidrodinamic,
care indepidrteazd plasma de la starca de echilibru, datoritd unor perturbatii din interiorul
plasmei §i care se presupun de forma

@ = a(r)e . S fr)e

= = i(mQ- ko) %t ~ tmB-t ka4 ¥t

(1)

- B -
unde a este: fie vectorul vitezd v al plasmei, fie vectorul cimp magnetic H; f este:
fie densitatea s a plasmei, fie presiunea p a plasmei, fie potentialul gravitational V;

-
a(r), f(r) sint amplitudinile perturbatiilor corespunzdtoare si care depind de raza vectoare
v (se alege ca sistem de coordonate sistemul de coordonate cilindrice: 7, 0, 2); m este un
numir intreg pozitiv, negativ sau zero, k este numirul de unda, ,si w*, pulsatia perturbatiei
(aceastd mdrime este presupusid complexi). In starea de echilibru, plasma se considera
in repaus i marimile fizice ce caracterizeazd plasma se presupun  constante. Perturbatiile
sint suficient de mici pentru a neglija din calcule pitratele si produsele lor. Studiul {usta-
bilitatilor de tip magnetohidrodinamic, ce apar in coloana de plasmi, se face cu ajutorul
ecuatiilor de dispersie in care figurcazi mirimea w* si care permit stabilirea diversclor
criterii ale acestor instabilitati. Iicuatiile de dispersie au fost obtinute cu ajutoral metodei
woscilatiilor normale”, metodd bine cunoscutd in literatura de specialitate. Dupd ce se seriu
ecuatiile diferentiale magnetohidrodinamice pentru modelul de plasma studiat, se anali-
zeazd starea de echilibru a plasmei ¢i starea de perturbatie a acesteia. Admitind ca pertur-
batiile sint de forma (1) se obtine sistemul de ecnatii magnetohidrodinamice pentru micile
perturbatii din interiorul plasmei i respectiv pentru mediul inconjuritor (vid sau gaz).
Cu  ajutorul acestui sistem de ecuatii diferentiale se determind perturbatiile respective.
Apoi se scriu conditiile la limitd pe suprafetele frontierd: plasmi-vid, respectiv plasmi-gaz $i
gaz-perete metalic (dacd plasma se considerd sitnatd intr-un tub cilindric cu pereti metalici).

10 — Babeg-Bolyai: Mathematica- -Physica 111966
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Tn partea iutiia a tezei se obtin ecnatiile de dispersie pentru trei modele de plasma
cilindricd supusi la actiunea propriului sdu ecimp gravitational (plasima s¢ considera de
dimensiuni suficient de mari pentru a se lua in considerare acest cimp) si a unui cimp magnetic
axial ¢i uniform. Plasma se presupune inconjuratd de un mediu vid nelimitat, unde sc admite,
pentru starea de echilibru, existenta unui cimp magnetic axial si uniform §i a unui clmp
magnetic azimutal. Perturbatia cimpului magnetic din vidul inconjurdtor se presupune ci
satisface ecuatia lui Laplace, ceea ce este in deplin acord cu alte lueriri stiintifice care s-au
ocupat de probleme similare. In toate cazurile analizate s-au neglijat procesele de conduc-
tibilitate termicd §i de transfer de radiatie. Astfel, s-au obtinut ecuatiile de dispersie pentru:
1. o coloani cilindricd de plasmi, viscoasd, incompresibild, cu conductivitate electrici infinitd.
Feunatia de dispersie este de forma:

’ ’
R T (ro) r,  Iirg) 1107 B — 2 RI,(r,) i 1
O 4 2vR* “1 1= - + = - dnGepofto | — | +
Tol(7o) B2 Ty (ry) I(ry) Rk Tg{ry) ‘ -
RH?
o o K, (7,)
- o p 0 BplTy o 2
+ I‘o("()> 10(7/41) - T, T T -+ “ﬁ vf’«“ =0 (2)
4 K, (¥y)
£p0 1o
.. . . N a a 1 * T2
unde v este cocficientul de  viscozitate a plasmei: 72 - A% 4 ((,) Ty ) Doy
' w*y A Pt
freeventa Alfvén a undelor magnetohidrodinamice din plasmi; o, o —~ doud constante;
B = I 7 ,‘)
H - mdrimea intensitdtii cimpului magnetic axial $i uniform, ¢ — densitatea plasmei
0 s g ) po
pentru starea de echilibru; ¢ - constanta gravitationald; I, I, — functiile Bessel de
argument imaginar, de ordinul zcero; Ky, [, - functiile Bessel de argument imaginar de
ordinul intii, J; — derivata functiei Bessel J, in raport cu argumentul siu; v, = kR, ¥
1 1 ] 4 0 o 7

= 7K, unde K, este raza coloanei cilindrice de plasmd. De asemenea, in tezdi s-au dat si
ecuatiile de dispersie pentru ined doud modele de plasma cilindricd si anume : 2. neviscoasd,
incompresibila, en conductivitate clectrica finitd $i 3. neviscoasd, compresibild, eun conduc-
tivitate electricd infinita.

in cazul particnlar al modelului de plasmi cilindrici neviscoasd, incompresibild, cu
conductivitate electricd infinitd, ecuatiile de dispersie obtinute se reduc la ecuatia de dispersie
cunoscutd in literatura de specialitate (stabiliti pentru prima oard de S. Chandrase-
khar gi E. Fermi in anul 1953).

In partea a doua a tezei se stabilesc ecuatiile de dispersie pentrn trei modele de
plasmi cilindricd, ce este supusi la actiunea unui cimp magnetic de anumite forme parti-
culare. Plasma fiind considerati de dimensiuni mici (plasmd de laborator) se mneglijeazi
cimpul gravitational propriu al plasmei. Coloana cilindricd de plasmd de razd R, situatd
intr-un tub cilindric metalic de razd R,, este inconjurati de un gaz neconductor, ce se giseste
supus la actiunea unui cimp magnetic de anumite forme particulare. Prezenta gazului in
jurul plasmei are ca efect micsorarea pierderilor de cnergie prin radiatie si inliturarea unei
instabilitati de tip magnetohidrodinamic din interiorul plasmei.

Astfel, s-au obtinut ecuatiile de dispersie pentru: 1. o coloand cilindricd de plasmi
neviscoasd, incompresibild, cu conductivitate electrici infinitd, care in starea de echilibru
este supusi la actiunea unui cimp magnetic uniform si axial, iar gazul ce inconjoard plasma,
la actiunea unui cimp magnetic azimutal si uniform-axial; 2. o plasmi similard, cu deose-
birea ci atit plasma, cit si gazul inconjurdtor sint supuse la actiunea unui cimp magnetic
azimutal si a unui c¢cimp magnetic axial-uniform; 3. o coloand cilindricd de plasma compre-
sibild, neviscoasd, cu conductivitate electricd infiniti, care in starea de echilibru se giseste
sub influenta unui cimp magnetic similar cu cel de la pct. 1. Pentru cazul analizat la pct.
3 ecuatia de dispersie obtinutd este de forma

*2
% x— “ilry) — ‘:71 Fylly, v;) — kafFy(ly, rg) ~ o =0 &)
2 1
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unde s-au introdus notatiile

2 2.0
2 LA 0o . o 521 ' /i;f:a [‘ . /”;(f4)
Q= 07+ 2y 7o IS L ol Filrd == )

i o 1/”[ 3 Q3 w7
*) ‘l
o " S > HU( o 2 Y ]14)

. B N e o N T
> Fo0r oo s ol % N 4 N
1 S J4 [ln' £, 4

o R
2 P PR AT P

. . ’ - . IR iET oty -
I\m\[il)]m(]. - [m”‘.l\' K m('S) . i m'r [m"()\' Im!‘\ I)Km(yﬂ)
:3(’12' }") T ' 71 - ! o ’ : ['-.:dj’ }'“) o /“ ’ o ‘L l' )
- \ Y et g -, oy ot
]‘m”:'lm(’s) 11)1{22"1‘m<75> K m(‘ll\'[m{\'()) Im('ll)]\m“(!)
.2 2 - s »2 / : TP e M
Vi = 11“/477,',/,0 este viteza Alfvén, Il’r' = AP po/ Ppg — Viteza sunetului in cazul transformi-
B . . . .v') . A
rilor adiabate ce au loc in interiorul plasmei; 17 = v S.y ~— viteza sunctului in cazul
I sa g Vg0

transformarilor adiabate ce au loc in interiorul gazului.

In cazul particular ul plasmei cilindrice inconjurate de un mediu vid, eccuatiile de
dispersie obtinute se reduc la cenatia de dispersic cunoscutd in literatura de specialitate
(stabilitd si analizatd de M. Kruskal M. Schwarzschild (1954), V. Safra-
nov (1956), R. Taviler (1887), M. Kruskal J Tuck (1958} si de alti cerce-
tatorij.

Rezolvarea ecuatiilor de dispersic obtinute ridicd dificultiiti de ordin matematic, deoarece
mdrimea o* figureazd in ceuatiile respective atit direct, cit i in argumentul unor functii
Besscl.

Problemcle teoretice referitoare la instabilitatea plasmei, ridicate de tezd, sint deosebit
de importante. Modelele de plasma analizate in tezd au condus la obtinerea unor ecuatii
de dispersie ce gencralizeazil cele cunoscute in literatura de specialitate, fiind prima diser-
tatie din tara noastrd care se ocupd de probleme de instabilitate magnetohidrodinamica
a plasmei cilindrice, in conditiile fizice analizate.

Conduciitor stiintific: Prof. dr.-docent Mircea DRAGANU, Univ. , Babes-Bolyai®
Cluj
Referenti stiintifici: 1. Acad. prof. Caius TACOB, Universitatea din Bucuresti.
2. Prof. dr.—docent Victor MARTAN, Univ. ,,Babes-Bolvai”, Cluj.
3. Aretin CORCIOVEI, cercetitor stiintific, doctor in fizicd, Inst.
de IMizied Atomicd, Bucuresti.

Sedinte de comuniedri. 4 janunarie
In anul 1965 Facultatile de Matematicd- D. Barb, E. Weissmann, 1.
mecanicd si Fizicd au tinut urmatoarele Ursu, Absorbtia apei pe Ni--Cr,0,.
sedinte de comuniciri: I. Ursu, F. Puskas, Uncle pro-
3 janunaric prietdti dielectrice ale oxidului de aluminiu,
I. Ursu, F. Puskas, Studiul efee- ceramic,
tului Seebeck la sistemul scimiconductor 8 ianuavrie
Zn0O —AlL,0,. G. Calugédreanu, Citeva probleme
A, Nicula, I. Ursu, Gh. C(ris- deschise din teoria functiilor.
tea, RES a fonului V¥ in zeoliti de tip I. Gy. Maurer, 1. Virag, O

¥ sl observatie asupra teoremei Iui Cayley.
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19 februarie
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10 martie
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11 martie
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Studiul piturilor

M. Rozemnberg (Univ. Bucuresti),
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mitru, Principiul productici minime de
centropic in formularca matricei de densi-
tate.

A, Calusarnu
Barbur, 1.
a defectelor

(I.F.A.
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Bucuresti), T
Recoacerca termicl

paramagnetice  induse prin

iradiere gama in onocristale de sulfat
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G. Cadlugdrecanu,  Asupra  unor
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I. Vincze, M. Vincze, O carac-
terizare a grupurilor ciclice.

9 aprilie
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14 aprilie

M. Soutif (Univ,
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Despre niste teoreme de tip
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Grenoble), Ttude
cristallines par la

Résonance DMagnétique  Nucléaire, telles
que zéolithe et argile.
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E. Tataru, Prezentarea disertatiei,

sustinutd la Institutul politehnic din Lenin-
orad.

10 decembrie

G. Cdlugiareann,
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Gh. Chis, A.

Asupra grupu-

rPal T. Oproiu

Cercetarea atmosferei inalte cu ajutorul
satelitilor artificiali ai Pamintului.

29 decembrie

I. Ursu, Informare generali asupra

muncii de cercetare pe anul 1963,

P. Stetiu, P. Fitori,
unor materiale active pentru
laseri.

Prepararca
maseri  si
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A. Homntiau, Despre transformarca
proicctivi a unei nomograme cu puncte
aliniate avind dond sciri cu o parabold
i una rectilinie.

E. Kolozsi, Despre
functii

didactice

clase de
la Hmita

unele
are intervin in probleme

relative la ecuatii cu  derivate partiale.
I. Mihoec, Determinarea elementelor
fotometrice ale variabilei R.V. Comae.
sr. Moldovan, I. Rip, Asupra

unei inegalitati din teoria aproximarii unei
functii de doud variabile cu polinomul lui
Bernstein.

. Olaraug, Evaluarea ordinului dc
aproximatie a unei functii continue prin
polinomul Iui ILagrange-Hermite.

T. Oproin, Asupra determindrii ele-
mentelor orbitale ale satelitilor artificiali
ai  Pamintului cu  ajutorul masinii  elec-
tronice DACICC-1.

I. Pop, Asupra solutiilor automode-
Inte ale ceuatiilor miscarii fluidelor viscoase
incompresibile,

I. Torsan., Asupra polinoamelor care
satisiac unor relatii de recurentd.

I Wiesler, Asupra unor topologii
ale  spatiilor liniare.

*articipiari o manifestiei  stiintifice  inter-
nationale

1. Prof. Gh. Chis a participat Ia
Conferinta  pentru  satelitit  artiticiali i
Pamintului (3.0.P) d¢ la Riga (27 ianua-
rie-5 februarie  1963), unde a  prezentat

comuuicarea Kealizarca  programului Intev-

obs in Remwinia (in colaborare cu prof.
I. Curea de la Univ. Timisoara).
2. Acad. prof. T. Popoviciu i

conf. F. Popoviciun au participat Ia
Consfiatuirea asupra metodelor numerice de
la Berlin (R.DD.G.), in luna iunie 1963 si
au tinut urmditoarele conferinte :

T. Popoviciu, _.dsupra conseredril
alurii functitlor  prin interpolare.
. Popoviciu,  Asupra studinlii

comparaliv al multimilor interpolatoave ci
aplicatii la calcul nwmneric.

3. In luna septembrie acad. prof. T.
Popoviciu si conf. E. Popoviciu

au tinut urmatoarele conferinge in R.P.
Polond :
T. Popovicinu, Realizarile Institu-

tulul de calewl
wlui  vestulud
ale analizel.

din Cluj in domeniul studi-
la  formulele de aproximare
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T. Popoviciu, Conservarea alurii
Sfunetiilor prin intevpolare.
. Popoviciu, dsupra compardrii

multimilor intevpolatoare
de n valentd.

4. Intre 2023 septembire acad.
G. Cialugareanu a participat la
,,Reuniunea matematicienilor de cxpresie
latind,, de la Namur (Belgia).

5. Prof. I. Ursu, membru corespon-
dent al Academiei, a participat in luna
septembrie, la sedinta plenard a Agentiei
Internationale a Inergici Atomice in Japo-
nia (Tokio).

6. Prof. Gh. Chis siconf. A. Pal
au participat la conferinta pentrn S.A.P.
de la Budapesta (13 octombrie-21 octom-
brie 1965), unde au prezentat urnmidtoarele
comunicari:

Gho Chis, Al

pe baza yelatiilor

prof.

Pat, T. Oproinu,

Compavarea a doud wmetode de  prelucrare
a observatitior |, Intevobs,,.
G I, Chig, 1. Curea, Concluzii

asupra obseriatiiloyr obfinute in
gramului | Interobs,,.

cadrul  pro-

7. Tect, T Virdg, intre 14 octom-
brie-3 noiembrie, a fost pentru speciali-

zare in R.P.Polond.

8 Cout. 0. Gherman a fost in
schimb de cexperientd in Anglia, jutre 6
noicmbrie-5 decemnbrie.

9. Asist. Vasile Ureche afost trimis
la  specializare in domeniul  fotometriei
stelare fotografice si fotoelectrice la Insti-
tutul Astronomic |, Sternberg” din Moscova
pe timp de 6 luni (octombrie 1965 - martic
1966).

Partieipari la manifestiri stiintitice ¢in tard

13— 14 februavie

Sesiunea stiintificd a Institutului peda-
gogic de 3 ani de la Baia-Mare,

D. V. Tonescu, Ilegitura
de derivare numericd a lui V. N
cu diferentele divizate.

formulei
Padeeva

Gh. Pic, Despre o teoremd a lui
Kakeya.

A, Bdédi, Miasuritori de constanta
dielectricd in  microunde.

I. Gy, Maurer, I. Purdea, Inele

pentru care submodulele sint subinele.

A, Nicula, I. Ursu, G. Cristea,
Rezonanta electronica de spini a ionilor
Catt, Moot i vHFT+ o oin policristale.

149

. Kelemen, A, Ndéda, Masurd-

tori de conductibilitate termicd in regim
de impulsuri.
I[. stamn, Consideratii asupra miscéarii

de rotatie a
15316 mai
Sesiunea stiintificd a Institutului peda-

gogic de 3 ani de la Tg. Mures.

doud corpuri gravitationale.

Gh. Pic, Despre o teoremd a lui
Kakeya.

P. Brdadeanu,  Asupra propulsiei
optime a rachetelor.

I. Gy. Maurer, M Szildagvi,

Despre convergenta produsclor infinite defi-
nite in inelele de ecudomorfisme ale unni
grup abelian.

I. Gy. Maurcer, M Szildgyi,
Despre produse infinite definite in inele
Tocale.

I. Gy. Maurer, M. Veédgh, Doud
demonstratii pentru o tecoremda a lui B
Gyires.

I. Gyv. Maurer, M. Vedégh, Des-
pre introducerea axiomaticd a numerclor
naturale.

I. Gy Maurer, BEL Kiss, Despre

o clasd de siruri aritmetice de ordin supe-
rior.

M., Radulescu, I. Marusciac,
O metodd pentru rezolvarea unui sistem
de ecuatii algebrice.

I. Stan, Problema inversd a misecirii
relativiste a punctului de masd variabila.

TI. Pop, Asupra
stratului limita.

La 20 mai prof. D. V. Tonescu a
tinut o conferintd la Societatea de Stiinte

integririi  ecuatiilor

Matematice Bucuresti, cu titlul Reprezen-
tarca  unei  diferenfe  divizate  gemeralizate
prinlr-o infegrald definitd.

la 22 sai lect. 1. Stan a participat
la Sesiunca Institutului de cercetdri fores-
tiere din Suceava si a tinut o couferintid
cu titlal Unele probleme ale Dmbundtdfivii
constvuctier viovilor.

15 1ulie

Colocviul de Teoria functiilor
cu aplicatii la calcul numeric.

CONvexe

Calugarcanu, Asupra unei pro-
bleme a lui . Poincaré.

G. Calugdareanu, Asupra unei pro-
prictati metrice ale muliimilor conexe din
plan.

T. Popoviciu, Caracterizarea fune-
tiillor convexe prin citeva inegalitati func-
tionale.



T. Popoviciu, Conservarea alurii

unei functii prin interpolare.
E. Gergely, Efectele operatorilor

asupra varietdtilor in spatiul lui Hilbert

D. V. Tonescu, Rezultate obtinute
Ia Institutul de calcul din Cluj in problema
integrarii numerice.

D. V. Tonescnu,
formule de derivare numericd
T. Popoviciu.

D. V. Tonescu, Restul in formula
de cvadraturd a lui Gauss §i a lui P. Turan.

D. V. Ionescu A Cotiu, O
extensiune a formulei de cvadraturd a
lui Lacroix.

C. Kalik, P. Szildgyi, Asupra
rezolvirii unmor probleme la limitd pentru
sisteme tare eliptice.

P. Mocanu, Stelaritatea i convexi-
tatea transformdrilor conforme.

E. Popoviciu, Citeva directii de
cercetare in teoria functiilor convexe.

Extinderea unor
ale acad.

I5. Popoviciu, Proprietatile unor
clase de multimi interpolatoare.
F. Rado6, L. Németi, Despre

rezolvarea aproximativid a problemei de
programare in timp a fabricatiei.
¥. Radé, 1. Németi, V. Pet-
eanu, Probleme de planificare in timp.
F. Raddo, V. Groze, Determinarea
transformérilor optimale ale nomogramelor
cu puncte aliniate.

D. D. Stancu, O formuli ygenerald
de interpolare.

D. D. Stancu, O metoddi pentru
calculul momentelor distributiilor multi-
dimensionale.

8. Groze, B. Orban, Criteril

pentru ca o nomogramd cu puncte aliniate
st aibd eroarc minimd.

M. Frenkel  Studiul comportirii
solutiilor sistemelor autonome de trei ecu-
atii in vecindtatea unei solutii periodice.

I. Marusciac, Infrapolinoame gene-
ralizate.

I. Marugciac, M. Radulescu,
Un algoritmi pentru rezolvarea problemei
de programare péitratici.

I. Munteanu, Aplicatii
continue in spatii vectoriale,

A. Ney, Metode noi
integralelor improprii.

M. Rdadulescu, Asupra unei gene-
ralizdri a notiunii de functie.

complet

pentru  studiul

CRONICA

E. Schecter, Metode rapide de
convergentd pentru solutiile aproximative
ale ccuatiilor parabolice.

I. Kolumban, Despre muliimea ele-
mentelor de cea mai bund aproximatie.

C. Mocanu, Observatii asupra pro-
gramirii neliniare.

P. Pavel, Restul in
cvadraturd a lui Cebigev.

A. I. Rus, Despre unicitatea solutiilor
problemelor la limita.

G. Moldovan, I. Rip, Asupra
unei constante care intervine intr-o inegali-
tate a academicianului T. Popoviciu.

F. Olariu, Ivaluarea ordinului de
aproximatie a unei functii de doud varia-
bile prin polinoame speciale de interpolare.

2730 septembrie

Conferinta de mecanicd de la Bucuresti.

Gh. Chis, A. P4l Variatia ele-
mentelor orbitale ale unui satelit artificial
al Pamintului.

D. V. Tonescnu,
extinderi ale formulei
acad. P. Turdn.

I. Stan, Asupra migcirii de rotatie
a doua corpuri gravitationale.

31 octombrie — 3 noiembrie

Coloeviul de aplicatiile matematicii in
agriculturd, Cluj.

. Radé, Programarea cu conditii
logice si aplicarea ei in agrieulturd.

I. Marugciac, M. Riadulescu,
Un algoritm pentrn rezolvarea problemei
de programare liniard.

I. Kolumban, Despre o generalizare
a problemei programdrii liniare.

C. Mocanu, Observatic asupra unor
probleme de programare patraticd.

8- 10 decembrie

formulele de

Restul  si unele
de cvadratura ale

Sesiunea  stiintificd anuald a Directiei
Centrale de Statisticd, Bucuresti.

T. Popoviciu, Probleme din eco-
nomie rezolvate la magina DACICC.

E. PYopoviciu, Observatii asupra
problemei transportului.

27— 28 decembrie

Simpozionul de astronomie, Timigoara.

Gh., Chis, A. Pdal  Determinarea

elementelor orbitale ale S.A.P. din obser-
vatii simultamne.

I. Todoran. Variatia perioadei la
sistemele XZAND si ETORI.

T. Oproiu, Programarea simultand a
doud mectode de determinare a razelor

geocentrice ale B.ALP.



CRONICA

Vizite

Yacultitile de Matematici-mecanicd si
Fizicd au fost vizitate in anul 1965 de
urmitorii oameni de stiinta din straindtate :

14 ianuarie

Prof. Henry Cabannes (Paris),

14 aprilie

Prof. M. Soutif (Grenoble).
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24 aprilie

Prof. Z. Olesiac (Vargovia).
23—25 aprilie

Prof. D. Batsuri (Ulan-Bator).
28—30 tunie

Prof. FEdmond Brunn (Paris).
24 septembrie

Prof. A. Kawaguchi
6 noiembrie

Lect. Exrdei Maria (Debretin).

(Japonia).
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