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DESPRE REZOLVAREA DIOFANTIANA RATIONALA A ECUATIEI

4

+ b
Yo ax = axt ( Il a, = b2)
1= fe=1 )
de
ERNEST DANI

In legituri cu confinutul si metoda lucririi de fati amintim de
-— o lucrare a lui Norrie {1, p.655] in care autorul a dat solutia
(9) a ecuatiei

4
> ax! = axt, (1)
=t

— unde q;, 1€{1,2,3,4} si a sint parametri, iar x;,, 7€{1,2,3,4} si «
necunoscute —, pentru cazul special @ st0, 4y= —a,, a,= —a, i

— o lucrare a lui Richmond [2], ale cirei rezultate au fost cuprinse
si intr-o lucrare a Jui Segre [3] —, in care autorul deduce o metodid
de recurentd de a obtine noi solutii rationale ale ecuatiei (1), a==0, pornind
de la una dati,

Scopul lucrdrii de fatd este de a deduce formulele (7) pentru cazul mai
4

general II @, = 82, a arbitrar pentru a generaliza rezultatele amintite,
i1

}. Fie prin inductie { x,;} o solutie a ecuatiei (1) pentru a = 0:

nt

Aplicind endomorfismul <

{237 = { x:(%x + )3, (2)
ecuafia (1) trece in
4 o4 .
DOCID A, Ayt = axt. (3)

j=1  i=l
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Precum rezulti din lucririle [2] si [3], — avind in vedere ca 11 4, —

4
= (b I %% ’2 —, sistemul de ecuatii
=9

=

A5 =0, je{l,2), (4)

4
i=1
admite solufie rationala.

Pentru endomorfismul p
{xt}p - { Bm’j)n + Qn}’
/“T"“(”)
Bnl = An2 l H Am' »
=1

R (3}
B,, = —A"ll/ In4, , ;
i=1
Bn3 = Anl An2 An4’
Bn4 = - ‘4»1 An2 ‘4n3’
— unde p, si q, sint parametri arbitrari —, care anuleazi sistemul de

ecuatii (4), ecuatia (3) se simplifici mai departe si obtinem :

4
I Anl II (Bnl — Bm‘)(4qn + Z Bni?n)ﬁ?‘x‘ +
ixl g=1 (6)

\ 44, 11 (B,, — Bm)]ﬁﬁxay = axt
i#l

Endomorfismul care anuleazd ecuatia (6) este evident si prin urmare,
facind produsul celor trei endomorfisme aplicate, obtinem urmatoarea
solujie diofantiand a ecuatiei (1):

{ xn+1,i(a)’ xn+1(“) b
{ %11(a)) = {xm'(;@ #1(“)(48,"’ - ;Bm’)p: + “)} s (7)

x”+1(a) = 4;en+l(a) pi’

"xn—fl(a) - ‘49:1 gl(Bnl - Bm’)

f%,.1,:3 { %) este o solutie inifiald dati a ecuatiel
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Pentru a =0, — neluind in considerafie semnul componentelor —,
solutia rationald (7) poate fi scrisi si in forma

{ xrr%—l:i } ::{ (xnl(Anl + 3 AnZ)vz;;Z;i;(”) + (An3 - An'l)\/z;;[{n‘z)(”)ci }’ (8)

unde {o;} este grupul lui Klein. Solutia (8)este cea a lui Richmond-Segre
prm care se generahzeaza formula de recurentd a lui Cauchy pentru ecuatia

Za X+ ay H x, = 0 (considerind a,=0) [1,p.588].

i

Pentru a:,_*O, Ay = — @y, Ay = — dy, — avind in vedere c¢d in acest
. ¢ 4w 2 2
caz pentru a =0 avem solufia parfiald xg==xq; = 0, vy = %570, Age = Al
4 (n)
—, pentru [/ 11 A,, = Ay Agps §1 po —=Po: Ay Ag obtinem solutia lui
i=1
Norrie :
211(@) = xg3(A gp24(a )PO a),

)

X19(a) = xoz(‘"Amxl(a)po + a),
)
)

%13(a) = xgi(—A p2x:(a)p} + a), )
%14(@) = xg3(A 155 (a a)py + a),

%,(a) = ( a)ps,

%(a) = 84 A go(AZ,—42).

2. Trecem la discutarea cazului a = 0, nestudiat in lucririle amintite.
. 4 4
Introducem notatia A,.,,(a) = a;2%,,1,(a), A,.1(a) = axn q(a).
Prin definitie solutia (7) este triviald de vang v, 1 < v < 4, dacd pentru
o permutare oarecare o; a grupului de permutdri de ordinul patru S, avem
r
(Z{ A, l’i(a))ci = 0.
Vi
In corpul numerelor rationale este valabila urmitoarea teoremai:
Conditia necesard st suficientd ca pentru o infinitate de valori ale parame-
trulur p, solutiile (7) sd fie netriviale st doud cite doud diferite este ca sd avem
A0, %0, 06,€S,; Ay +A4,,50; A+ 4,3 =0 sau Any + Ang =0.
In scopul demonstratiei sd notim cu 4, una dintre valorile radicalului
5w
II 4,
RES
Ca solutiile (7) si ne dea pentru diferite valori ale parametrului p,
solufii netriviale este necesar ca sd nu se anuleze simultan expresia

n+1(d b) = 4 ‘4n1A52[)n(‘4n1 - 1 )(b —T“ 1r11‘1 )(Z)n - ‘47;1‘4"4) (l()>

si conjugatul acesteia v, ,(a,, — b,).
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Daca 4,6, =0, 5, € S, fixat, sau 4,, + 4,, = 0, atunci din (10)
constatim direct cid «x,, (e, b) = x,.,(ay, — b,) = 0.

Dacd 4,, + 4, =0, 1€ {3, 4}, atunci, potrivit conditiei ZA == (),

T o=

A+ 4,, =0 7¢{3,4}. DinAd,, +4,,=0, ie{3,4}, rezultd 4,,=4,,,
iar din 4,;, + 4,5 =0, 1€{1, 2}, rezultd 4,, = A,,. Astfel (b, + A,, 4,,)
(b, - A, A, = (b, — A1 4,5 (b, + A,1A4,) si prin urmare din nou
¥, ;(a, b)) = x,, (a ——bn) = 0,

In concluzie, Londltla este necesari.
: Daci x,.,(a, b,) = x,..(a, —b,) = 0, atunci precum se constatd din (10)

Ao =0, 6,€5, flxat sau A,y + A,, =0, sau b+ 4,,4,, =051 b, +

+ A,,D,, —0, sau b, — A, 4,5=0 1 b — A4,,4,,=0, adicd 4,=4,,,
A, fAng si prin urmare A, 4+ 4,; = 0, z‘€{3 43, ;
In consecintd condifia este suficientd ca sd avem x,, (e b,) =0 sau
x, (a, —b,) % 0. In continuare considerim acea valoare a radicalului

])entru care x,_.,(a) == 0.
Din A,,.Lm( a)o; = 0, ;€ S, fixat, rezultd pentru /) = () egalitatea a =0,

contradictorie cu condl‘ga a = 0.

Din (4,,, (@) + 4,1 2((/z))c =), g;€ S, fixat, rezultd (4,, -+ 4,,)5,=0.
adicd 4,,+4,3=o0sau 4,, + 4,, = o. Nu reprezintd nici o restricfie daca
presupunem cid A, + A4,; = 0. In acest caz avem formule]e (9) si din

Ay(a) + Aya(a) =0 deducem relatia (4 02"1( )ﬁ3+a)4 = (— 17‘1( )jbo + a)t,
contradictorie cu condifia x, (a) == 0.

Dacad rangul trivialitdfii este trei, atunci A4,,,,a)s;, = 4,.,(a), de
unde pentru p, = 0 obtinem egalitatea contradictorie 2 =

In concluzie din x,.,(a) = O rezulti ci solufia este netriviald si prin
urmare condifia este suflclenta ca si obtinem o infinitate de solutii netriviale.
In continuare ne vom limita numai la astfel de solutii.

Fie {x,,,(a, pV), x,.4(a p)} o solufie datd. Sistemul de ecuatii

Al . . — - 1 . 1
xn;l 3 (d Pn) k xn 41,1 ( a, /),(,))> ?‘n—j»l (tl, /)n) - k’xn-%l (Cl, j)ﬁt>) are numait un
numdr finit de solutii in { p,, £}. Fixind valoarea p® diferitd de cele care
s . L . P 2 e i
intrd in aceste solufii, obfinem o solutie { x,, (@, p?), x,..(a, p¥)} diferitd
de cea datd. Astfel prin inductie obtinem o infinitate de solutii diferite

intre ele doud cite doui.

n
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O PAUMOHAJIBHOM [J1HOPAHTOBOM PEMIEHHWUWU YPABHEHUY
4 4
Zaixf = azt, I a,= b
i=1 =21

(Pesiwome)

4
Jlaéres pewenne (7) (pekyppentHoe A a=0) ypasneuua (1) aas eayyas I a =5
i=1

1 " I T.0¢ LT f 5 = () J— .
rae {x 1_',(0))( = {xn‘I_I_ RN Hd‘lilllblloe pewenye st a == (); P, napaMerp ; 3ua-
) i), 4 = - > 0.
venne B . nauno dpopmyaoil (5), o = a x5 ¢ nx l
HaifizenHoe pewenne o6o6waer pemenne (9) ypasHenus (1) a8 ax= 0, a, = — a,
ay = — a,, Kannoe Hoppu {11 n pemenwe (8) aas a =0 (Gi ~— [IePECTaHOBKH TIPYInu

Kaeiina), aannoe Puuymongom-Cerpe 2,37,

ABOUT THE RATIONAIL DIOPHANTINE RESOLUTION OF

4 4
THE EQUATION Eaixg =art, Ha =p
i==1

1=1 =
(Summary)

4
We give the solution (7) (recurrence for a=10) of the equation (1) for the case 11 a;, = b2,

s=1
where {xﬂ+1 '(0)} = {¥,,4 g {in} is an initial solution for a = 0; p  isa parameter; the

U 4,
value of B, is given by the formula (5), 4 . = a.x,;;

The obtained solution generalizes the solution (9) of the equation (1) for a £ 0, ay= —a,,
@4 == —a, given by Norrie [1] and the solution (8) for a =0 (s; ate Klein’s group permutations)
given by Richmond-Segre [2,3].

and n > 0.






PROPRIETATI DE STRUCTURA A UNOR
INFRAPOLINOAME, CONDITIONATE

de
I. MARUSCIAC

1. Intr-o lucrare a lui A. A. Markov [4, pag. 278] intitulati Despre
o problemd a lui Mendeleev se rezolvd o problemd care a apdrut in chimie
si care constd In urmatoarele : sd se gdseascd marginea superioari exactd a
valorilor unuia din coeficientii polinomului

P(x) = agx" + a1+ ...+ a, (1

stiind cd abaterea acestui polinom de la zero pe un interval [a, 5] dat nu
depaseste un anumit numar dat M.

Plecind de la aceasta, A. A. Markov (4, pag. 279] formuleaza ur-
mitoarea problemd mai generali: si se giseascAd marginea superioard
exacti a combinatiei liniare

!
oy + oy + ... aa,,

|

unde «g, oy, ..., 2, sint numere date, iar a4 ay, ..., a, — coeficientii
unui polinom de forma (1), stiind cd abaterea de la zero a lui P(x) pe un
interval dat [a, 67 este marginitd de un numar dat M.

In aceeasi lucrare se demonstreazd cd aceasti problemia se reduce la
gasirea unui polinom de forma (1) ai cidrui coeficienti verificd relatia liniara

Ty + a0t aea, = a(x 32 0), 2)

care se abate cel mai putin de la zero pe intervalul [a, &]. Cualte cuvinte
se ajunge la o problemd de cea mai bund aproximatie in sens Cebisev. In
cazul oy = o, o == ..., = 0, solutia problemei este datd tocmai de po-
linomul lui Cebisev de gradul # pe intervalul [a, b].

In cazul cind in loc de iutervalul [a, ] se ia o mulfime compacta oare-
care, problema devine mult mai dificild, nefiind posibild in general const-
ruirea efectivd a polinomului de abatere minimi pe aceastd mul{ime. Din
aceastd cauzd, intr-o serie de lucriri, s-au studiat diferite proprietdti ca-
litative ale acestor polinoame, ca evaluarea abaterii minime, localizarea ra-
dacinilor, ete.
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Pentru a ingloba intr-o clasid mai mare toate polinoamele de abatere
minima de la zero in diferite metrici, M. Fek et e [2, 3] a introdus nofiu-
nea de infrapolinoame restrinse si nerestrinse, demonstrind o serie de propri-
etidti ale acestora.

In lucrarea [6] autorul defineste infrapolinoamele conditionate (in
sensul cd coeficientii polinomului sint supugi la mai multe conditii liniare
date) si se dau unele proprietdfi ale acestora.

F - =1 - .

In prezenta notd se continua acest studiu pentru cazul polincamelor
conditionate printr-o singurd relatie liniard data.

2. Fie K o mulfime compacti din planul complex (z). S& notam
cu % clasa polinoamelor de gradul =

P(a) = agt + @ L+ a, 3)
ai caror coeficienti satisfac relatia
L(P) == aqay - omay + ...+ a@y = 1, 2 Jog 2520, (4)

unde o, o, ..., o, sint numere complexe date.

Spunem despre un polinom Q(z) € (P cd este un polinom adjunct al lui
P(2) ¢ % pe multimea K si vom nota Q(z) € of (P, K), daci sint indeplini-
te urmditoarele doud conditii

I Daca P(z) = 0, ze¢ K, atunci Q(z) = 0,
1 00| < |P()l, Pls)5£0, ze K.

Dacd polinomul P(z) nu admite nici un polinom adjunct, adicid
(P, K) = A, atunci el se numeste infrapolinom condifionat pe K. Mul-
timea infrapolinoamelor pe K se va mnota cu J* (K).

Se vede ugor cd infrapolinoamele conditionate P(z) care nu se anu-
leazd pe K sint strins legate de polinoamele de abatere minimi de la zero
pe K intr-o metricd ponderatd, cu o pondere pozitiva. Astfel, dacd P(z)e I%(K)
P(z) £ 0, z¢ K, atunci P(2) este de abatere minimd de la zero pe K in met-
rica ponderatd :

[1Q(2)|] = max

ek |P(2)

1Q(z)1-
Intr-adevir, daci considerim wun polinom arbitrar Q(z) € P* si
P(z) e d* (K), P(2) 0, z¢K, atunci avem

Q@I =max = > max 25 = IPE)],

deci P(z) este un polinom de abatere minimd de la zero pe multimea K
in metrica considerati,
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Se vede imediat cad dacd K ={zg, 2z, ..., 2,y si I<k<n, atunci orice
polinom de forma

P(2) = (z — zp)(z — ). .. {z — z)R(2),
unde R(z) este un polinom arbitrar de gradul n—k&, ai cirui coeficienti
Cor €1, - - - » Cn_p Vverificd relatia
Cottg + [y — (50 + 2+ -« +3)Co]oy +
+ley — (3¢ + 71 & oo ) 6 F (307 F Zg2s b . Ay )Colas +
4 (—IFNC, 4205 - - S0, = 1,

este un infrapolinom conditionat pe K, deoarece A(P, K) = A.

3. In lucrarea [6] am aritat ci au loc urmitoarele proprietdti, pe care
le enuntam mai jos in teoremele 1—3.

TrEOREMA 1. Dacd P(z) € % (K),atunci orice divizor al sdu D(z) este
tot un infrapolinom conditionat pe K. Alci prin divizor conditionat se in-
telege faptul cd dacd P(z) € P%si D(z2) =dye™ + ... + dp (m<<m) esteun

divizor al lui P(z), adicd P(z) = D(2)Q(z), atunci coeficientii d,, ..., dn
verificd relatia liniard datd
Bodo + Budy + . - + Bl = 1, (5)
unde
Br = apCy + thirCy + - - - F Chgnmbnm, R =0, 1, ..., m, (6)

Qlz) = ¢cy2® ™ + ... 4 Cym.

Fie % mulfimea polinoamelor

* * * pn1 , *
PR =agl+a +. ..+ a.
ai cdror coeficienti verificd relatia
%oy wa; + ...+ o a =0 (7)

Daca P(z)e % si P(z) 20, zeK, atunci transformarea

W == ('\‘)

transformd multimea compacti K intr-o multime compactd K« din planul
(w). Fie X+ invelitoarea convexd inchisd a lui Kpx, iar X = MNXp

TrorEMA 2. Un polinom P(z)e P%, P(z) 52 0, zeK, este un infrapoli-
nom pe K, adicd P(z)e I* (K), atunci $i numai atunci cind pentru orice
polinom P*(z)e @: originea planului (w) apariine lui X ,«, adicd Oy eK.

Cu ajutorul acestei teoreme se dd un criteriu necesar si suficient pentru
ca un polinom din @* s fie un infrapolinom conditionat pe K.



16 I. MARUSCIAC

TeoreEMA 3. Conditia necesard si suficientd pentru ca un polinom
P(z)e P P(z) # 0, z¢ K (K contine cel putin # + 1 puncte) sd fie un infra-
polinom pe K, adicd P(z)e I*(K), este ca sd existe m(n -+ 1<{m<2n + 1)
puncte z € K st m numere 3, >0 cu > A, =1, asa incit

" "k

AN =, k=0,1,...,n 9)

= P(z)

v

Polinomul P(z) este in acelasi timp st un infrapolinom pe {2} ., adici
P(z)e I* [z .

Deoarece demonstratia acestei teoreme datd in lucrarea [6] este in-
completd, avind in vedere importanta ei, ddm mai jos demonstratia com-
pletd a acesteia.

Astfel, deoarece Ziak§2¢ 0, rezultd cad oricare ar fi P*(z), se poate
scoate din (7) un coeficient a: in functie de restul coeficientilor 4, ..

# ® *
Ay Apsee s @

[

" 1
* . _ T * * L * " * 7
a, = . logay, + ...+ I ol ST 4+ xa ]
P

si polinomul P(z) se scrie sub forma

) = (" — {‘fz“"’)aﬁ o (rr — —f;;—‘ »ay |+
L gmmp=1 _ ZEEL gy o I e
4 (gn—pd . P)up+l+...+[l ap)d".
Punem
X, - R[“f‘»‘"y»-k o n-pJ
k I (J)( “p Z /’ (10)
Y, =1 {P('z)(zn—k —_ Ze,zn‘p),, k=01,....,p—1p+1,...,n
%

Fie E,,(K) imaginea multimii K din spatial euclidian E,, 2n-dimen-
sional al variabilelor X, Y, prin transformarea (10,) iar &,,(K) invelitoarea
sa convexd Inchisi.

Dacid acum P(z)e J*(K) si P(2) 3= 0. zeK, atunci din Teorema 2 re-
zultd OyeX. De aceea din (8) si (10) rezultd cd originea spatiului euclidian
E p(Xy =Y, = 0) apartine lui 6,,(K), cici atunci nu existi nici un po-
linom P%(z)e % pentru care

\P() + P*2)| > | Pz) — P'(9)|, K,
sau, ceea ce este acelasi lucru, pentru care

R[P(2)P*(2)] > 0.
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Cu notatia (10), punind a} = &7 + ic}, aceasta se poate scrie sub forma
* VS VAR i h¥ 4 L a®
boXg— Y, + o400 X, — Y, |+

. v £y v (11)
Xy T Gy Y e XY, >0,

Prin urmare, nu existd nici un plan (11) care sd lase de o parte a sa
originea 0, deci Oe&, (K).

Deoarece 0O¢ &, (K), dintr-o teoremd cunoscutd a lui Carathé-
odory rezultd cd existd m(2-<m<2n -+ 1) puncte M (X}, Y ...,

s v v v -y v - > . N ’ 4% Aie
X, b .Sp—l’ X Yoo - XL Y ekl (K) p(?lltl‘}l care, Luoanu.mltad%s
tributie a maselor, centrul de greutate este 0. De aici rezultd apoi ci exis-

ta m puncte z;, 25, ..., z, $imnumere pozitive sy, m,, ..., m , asa incit

= 0,

i m R
v=1

W

2 m, 1

v=1

%, —_—
(Zn—k —_— _,zn——p)P(z )
v a]’ v v

v v

: “p

(@”“k % ;"—’b)l)(zvl =0, k=0 ..,p—1 p4+1 .., n

de unde

sau, punind

" P k oy M AP
-~ v v <
5 D D N 12
=1 P(zv) %y v=1 v P(Zv) ( )

Inmultind cei doi membri cu coeficientii @, ai polinomului P(z) si
insumind dupd k&, obtinem

m “p Zn—p 1 " zn~—p m Zc——P
A 1__,,‘_1_;_) D D LR T L
de unde
» n—p
ZV
2y X, Pe) Ty (13)

Din aceastd relatie si din (12) rezultd relatiile (9), ceea ce trebuia de-
monstrat.

2 — Babes—Bolyui: Mathematica-Physica 1/1966
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Inmulfind fiecare relatie (9) cu a, care verificd (7) si insumind dupi £,

obtinem¥ § !k

care aratd cd O,¢_ ///*ﬂﬁl,,* Mpe — fiind invelitoarea convexd inchisd
a mulfimii M = {4, }_, de unde rezultd ci P(z) € J*(M),iar de aici partea
a douna a teoremei.

Suficienta conditiilor (9) rezultd din faptul cid din (9) urmeazd O.€_#,
cdci atunci cu atit mai mult O, € X iar din Teorema 2 rezultd cd P(z) € J*(K).

Faptul cd m>n + 1 rezultd din aceea cd P(2) este un infrapolinom si
pe M ={z, } care nu se anuleazi pe M. Intr-adevir, in caz contrar, daci
m<n, atunci P(z) ar admite un polinom adjunct Q(2) = (z — z)(z — 22). -
(z — 2,)R(2), unde R(2) este un anumit polinom de gradul n—m deci

P(z) " (K), contrar ipotezei.

4. Am vizut cd dacid mulfimea K este finitd si e formatd din m<n
puncte din planul complex, infrapolinomul se poate scrie explicit. Acest
lucru este posibil si in cazul cind m = % -+ 1. Astfel are loc

TEOREMA 4. Dacd P(z) ¢ J*(K), P(z) £ 0, ze K ={z ) _, atunci

" A

P(z) = o(z) A (14)

,;)Lk\(z — 2
unde
oz) = (z = 2)(z — z). .. (2 — 2),
”
L]. :L[:;J:}; (—1)* n o, (Zg, - - - 5y Fap ey %)

o,(%1, Xy, ..., X)) flind functia simetricd elementard de ordinul k anumere-
lor %y, x5, ..., X, tar A, >0, 27\* =1

Intr-adevir, dacd P(z)e J*(K), P(z) 3£ 0, z€K, atunci conform Teo-
remei 3 avem

n 2k 5
2 7\\; - == 1’;’ k - O; l: ceen B, (13)
=t ° Plz,)
de unde, intrucit
11 1
Pz P(z)) T A C Vi, z s
(T(é()) ~1» ’ zn) R O = v 1 _‘17;1: 0
” " " t P(E‘O') ’ P(:")
ZO 21 Zn
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unde V(z, 2, ..., 2,) este determinantul lui Van der Monde 'al numere-
lor z, 2z, ..., 2%, sistemul (15) se poate rezolva in raport cu 7,
A +ee s A, $1 avem
k
(—1)"D(a; Ty eers Fpps Tppps v z”) P(zk),
—_— o i 1
& Tz z
P(LO, I zn)

unde
«, 1 1. 1
D(f/., Xy, X, , ,‘n) — O(13—14‘1 X2 .’)C";
%y X} X3 s
Insa
” .
Dia; m .0 %) =3 (=W e, o, (x . %) Vin, o 5) =
j=0
=(—1"L{(x — %) .. (x — 2 )WV (2, ..., %)
Astfel
. (LY L s ey s 5) Pl LRP(g)
2, = ‘ , — YR .
k T(zo, 7 . 2,) o’(z,)

Aplicind acum formula de interpolare a lui Lagrange pentru poli-
nomul P(z}, avem

Pl =@y TP =@y
F=o o la)e — &) e CREN)
adica relatia (17).
Are loc si o teoremd inversd,
TEOREMA 5. Fie M =:{z }._ n + 1 puncte distincte §i 1y, 7y, .. ..7,

constante pozitive cu Y~ %, = 1, atunci polinomul.

este un infrapolinom conditionat pe M, adicd P(z) € J* (M).
In primul rind se vede ci P(z) € P%, cici coeficientii sdi sint

. )\k
a, =3 (——1)’72,; A C T N AT
=0
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si avem
" n » i
E % a, = (ml) Ik & 61(“0 4 R A SR ’ Zn) =
i=0 i=0 k=0 -
LA n . LA ¥ 3 "
::267 2)(”1)10(1'61'(20""’%»1’ Zk—{—l’""’zn): = L= N =
- po —; L —

b
<
[
R
<

Dacd P(z)§J* (M), atunci el ar admite un polinom adjunct Q(z) pe M.
Aplicind formula de interpolare a lui Lagrange pentru Q(z), avem

id Q)
Q(z) = w(z) —**'k—**
oo n)z — 3)

Deoarece Qfz) € P%, avem

— E (—1) JZ S B Fppp e 2,)05) _

= w'(z)

= ”'“ (——1)70'.] 0']'(20, e 3 Bh—y EREl s e e, Z") =

L*Q(zy)
=oelly
de unde
5 OLMIQE)T N ILEPE &

| HPEI s~y
& T < e k=L

adici am obtinut o contradictie. Astfel P(z) ¢ 7*(M) si teorema este de-
monstrata,

5S4 scriem formula (14) in citeva cazuri particulare.
a) Daci ag =1, ¢y, = a0y = ... = a, = 0 (g, = 1), atunci

=1, k=01...,n

si avem
“ X
P(z) = o(z) , - (16)
F=0% %
care reprezintd un rezultat a lui Fekete [2.
b) Daca oy == a; = ... = o, == 0, «, = l{a, = 1), atunci
IF= (=160 (20, « o s Zbct, Zhitr - o Zn) = (=D 29 ... 21 2o
$1 avem
P() = = 1ol 5~ % (17)

2oy - - %, RT0F — A,
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¢) Dacd oy =1, & = 0, 132 (a; == 1), atunci
LF = (=10, (%0, - 2ty Bhts o v s 2)
si polinomul P{z) capitd forma

Pl = (1)o@ )

=0 cj(zo,. C s S Bpre e B8 3

Din expresia (14) se vede cd numerele L* sint diferite de zero pentru
sistemul de puncte {z)’_  care verificd teorema 4, ciici avem
Aot (2}
- L
])(~k) Ees A .
1k
In general insa, luind un sistem arbitrar de puncte {z)_ si numere
) . k BEROTES
complexe { « |’  anumite numere L" = L [—~~(L

}pot fi nule. Este inte-
s,

resant insd cd pentru nici un sistem de puncte {z }7  din planul complex
S . "
si nici un sistem de numere { o} _

, 1u toate nule, numerele corespunzatoare

L* nu se pot anula simultan pe acest sistem. Astfel avem urmitoarea

LeMA. Oricare ar [i sistemul de numere complexe { o} nu toate nule,
nu existd mici un sistem de puncle distincte |z |
incit sd avem

o Ain planul complex, asa

iv

' =L [w(z) } =0, k=0, 1, ..., n (19)

g — Z

k

Intr-adevir, si presupunem contrariul, cd ar exista un sistem de punc-
te distincte {z,}7_ pentru care pentru un anumit sistem de numere com-

plexe {o }7 ~ am avea

)
k
L =0 k=0 1, ..., n
Atunci ar rezulta cd sistemul liniar $i omogen in raport cu ag, %, . . . ,%)
Ud k v p -
(=10, =0, v=0,1 ..., n,
k=0
unde ¢! = c,(z, ..., 2, |, Bypp s z), admite o solujie nebanald. Insd
determinantul acestui sistem este
0 0 0|
o) al...6Y|
ol ol ol

A o (_1)7;An+l(cz) — 0 170,

si este diferit de zero, céici vom arita cd are loc identitatea
A= (—-1)"V(, z cey2), (20)

0y "n—17

de unde rezultd o contradicfie care demonstreazi lema,
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Sd ardtim deci ca are loc (20). Avem

|

1 o of...0f I o of M
1 1 1 — — 0,1 0,1
1 o o...q 0 zp—2 (20 —2) oM ... (20 — )60

=
. —_ —2 0, —_ 0,
1 o of...c 0 zy—z, (zg —2,) 00" ... (2g — z,)00"
unde s-a notat cu 60F = 0, (2, . .. 5[ Zgs e s F,)e

Astfel am stabilit urmitoarea formuld de recurentd :
A, (o) = (50 — 2) (50 — 22)- - - (50 — 2,)B,(c0).

Din aceastd formuld de recurenta rezultd imediat (22). Prin urmare are
loc urmatoarea identitate interesantd, pe care n-am intilnit-o in literaturd

6y of o ... ol
#H—1 ti—1 71 7—1
oy ~loyTlogTh ... o) v N i
= V(zg, 2. .- -, %)
|
0 0 0 1] !
60 61 62 P G" ;

5. Vom studia la acest punct citeva proprietati ale infrapolinoamelor
in cazul cind multimea K este o muliime reald E.

Astfel, in acest caz, criteriul necesar si suficient dat in Teorema 3 se
poate enunta si sub urméatoarea forma.

TroREMA 6. Fie E o mulfime reald si P(z) e P*, P(z) 2 0, z¢ E un
polinom veal. Pentru ca P(z) € 7*(E) este necesar §i suficient sd existe n 4 1

puncte Xg, Xy, . .., ¥, din Ein asa fel incit pentru ovice polinom real P*(z)efpf,
numerele
P(x)P(x,), k=0,1,...,n (21)

sd nu fie foate de acelasi semn.

Intr-adevdr, din demonstratia Teoremei 3 rezulti ci in cazul unei
mulfimi reale E si al polinoamelor P(z) si P*(z) reale m = n + 1. Deci

existd pe baza Teoremei 3 » -+ 1 puncte x,, v, ..., %, din E in asa fel
incit P(2)ed*(N), N ={x,} _,. Insi atunci din Teorema 2 rezultdi ci

. . . Ed - 1
O,.€ N, oricare ar fi polinomul P"(z) e¢>:. Prin urmare, numerele reale

. P*(xf_)w B P¥(x,) P(x,) 22)
B P(x}) [Pz ]

nu pot fi toate pozitive sau toate negative si astfel necesitatea este de-
monstrata.
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Suficienfa rezultd din aceea cd dacd un polinom real P(z)e (P%, P(z)5£
7= 0, z ¢E verificd conditia ci pentru orice polinom real P*(z) € P% numerele

P'(x)P(x), k=0, 1,...,n

sint de semne contrare, atunci rezultd cd O,€9(ps, oricare ar fi P*(z), deci
0o W =) W px. Insa atunci cu atit mai mult O.ed, si din Teorema 2 re-
waltd cd Ple)e J*(E).

TrOREMA 7. Dacd oy, oy, ..., o, din (4) sint numere reale, atunct
orice infrapolinom P(x)e J*(E) pe o multime reald E, care contine cel pufin
n -+ 1 puncte, este real.

Intr-adevir, si presupunem ci am avea

P(x) = Py(x) + 1Py(x),
unde Py(x) si Py(x) sint polinoame de gradul » ai cdror cocficienti a, si a;

{a, = a, + 1a;) verificd relatiile

. . -
aody + wd ...+ e =1,
w,ay +ood ..+ oe,a, = 0.

Vom ardta ci dacd P,(x) £ 0, x€E, atunci se poate construi un po-
linom adjunct al lui P(x) pe E.

Astfel, fie {x,})/_, mulfimea rdddcinilor din E a polinomului Py(x),

adicd Py(x,) = 0,xeL,v=1, 2, ..., r. Atunci definim polinomul

Q(x) = Py(x) + eR(x), ¢ > 0, (23)
unde R(x) = coa® 4+ c;a"~! 4 ... + ¢, este un polinom care verificd con-
«litiile

R(x) =0, Py(x,) =0,
R(x) = 4, Py(x,)5£0, sign A, = —sign Py(x))

i
%gCo + 46 + . .o+ e, = 0.
Din (23) se vede ci Q(x) € 2%, De asemenea, dacd P(x) =0, deci Pi(x) =
= P,(x) =0, x¢kE, rezultd si Q(x) = 0.
Pentru x = x, in care P,(x ) 0, avem
1Q(x) = [P1(x,) + eR(x)| < | Pi{x,)] = |P(x)],
dacd
. T 2P(x)R(x)
€ < min —
Py (v,) # 0 [R(#x,)]
in E — {«,}, avem evident pentru un ¢ destul de mic

1Q(x)] = [Py(x) + e R(x)|<|Py(x) + 1Py(x)| = [P(x)].
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Astfel pentru un >0 destul de mic polinomul Q(x) astfel construit
este un polinom adjunct al lui P(x) pe E, contrar ipotezei. Rezulti deci
P,(x) = 0, si astfel polinomul P(x) este real.

6. In lucrarea [6] s-a aritat ci, notind cu ¢, unghiul sub care se vede
mulfimea K din punctul 2z, dacd P(2)e J*(K), P(z)5%£0, zeK, atunci
B, ..., B, fiind rddacinile polinomului P(z), avem totdeauna

i n, dacd o, = 0,
.
P, 2 y
B7 ) m— g, dacd og = ... = o, =0, a,3£0,
ceea ce aratii ca rddicinile polinomului P(z) sint continute in primul caz
in invelitoarea convexd a mulfimii K, iar in al doilea caz intr-o mulfime din
ale ciirei puncte multimea K se vede sub un unghi mai mare decit & —¢q,.
Cu alte cuvinte, teorema lui F e j er [1] nu mai este valabild in general,
cind in polinom se fixeazd nu primul coeficient ¢i, de exemplu, ultimul.
in cazul cind mul{imea E este reali si numerele {w) verifici o anu-
mitd conditie, se poate aduce o precizare relativ la localizarea rddacinilor
infrapolinoamelor definite pe aceastd multime.
Astfel, fie [a, b] cel mai mic segment care contine multimea E. Atunci
are loc.
TrOREMA 8. Dacd E este o multime reald care confine cel putin n + 1
puncte st P(z) € I*(E), P(z) = 0, z€ E, iar numerele reale (o) sint in asa fe!
Tk . . . .
tncit 1/ £ 0, pentru toti k =0,1,...,1n st orice sistem de puncte {ZXr}-o
x; € [a, b], atunci P(z) are foate rdddcinile veale distincte separate de punctele
mulpimiz E.
Intr-adevir, deocarece E este reald si P(2) 20, z¢E, existi n -+ 1
puncte {x,)_o In E pentru care

k A
P(z) = oz _t
(2) ()Z;LW-%)

cau A, >0 si T, = 1. Si presupunem cd x, < x, < ... << %,. Avem
X, , A ,
P(x:) = o' (%), Planr) = ‘:ﬂﬁ) (%r41)-
Lk L +1

Observam cd
L' >0 kE=0,1,..., n (24)
intr-adevir, considerind polinomul
O = LIX — xg). .. (X — 5 )(X — 0)(X — xpr). .. (X — 2)] X
X V%g, - o) Zoe1, X, Kpaz, o . ., X,)

avem
Qi) = LW (xg, - . o, %r, Taga, -0 X,),

Q(xk+,) = LkV(xO, ey Xy, Xpaa, ..., x”).
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o . ;-1
Daci am avea pentru un anumit k(0 <k — n) LFLM

ta §iA O(x:)Q(xp41) < 0.

Insd polinomul Q(x) fiind o functie continui, existd atunci un punct
E€ (%, Ax4q) In care acesta se anuleazd, adicd

0(z) = 0.

< 0, ar rezul-

dar atunci si

LUX — %g). . (X — %) (X — H(X — xpa). .. (X — 2)] =0

>

- . o . - ~ - k
contrar ipotezei, cici atunci punind £ = x4y, L* =

Din (24), finind cont de faptul ci sign (%) = (—1)*7* avem
T Ry q@(wg) o’ (2, )
P(xk)P(ka,l) _ kM 2 kt1 <0,
Lk [‘k’{"l
pentru & = 0, 1, ..., %, ceeace aratd cd existd v, ,€(xx, %pyi), pentru care
P(yy) =0,a=0,1 ..., n si cu aceasta teorema este demonstrati.

Intr-un anumit sens are loc $i o teoremd inversd.

TEOREMA 9. Dacd polinomul P(x) € (P* este real si are toate rdddcinile
sale reale distincte separate de punctele multimii ¥ st existd un sistem de puncte

Xy, ..., X%, din E astfel incit sign (L°ay) = 1, atunci P(x) € I*(E).
Intr-adevidr, dacd P(x) € P si v, vo, ..., ¥, sint radacinile sale, exist3
pe baza ipotezei # -+ 1 puncte din E: x, 1, ¥, asa Incit

v n

x0<y1<x‘2<.’v2<' c o <\'n<xn

Aplicind formula de interpolare a lui ILagrange pentru polinomul

P(x) pe nodurile x,, %, ..., %, avem

P(x) = o(n) S — o (25)

=0 o () (x—xy)

1

PxyLt ]_ (—1)"* sign(Zay)
(-1 -

sign ,

8 lr o’ ()

caci sign (Lfay) = sign(L%a,) = 1, k=0, 1,
Prin urmare, punind

L*p
A = o > 0,
w’(xk) )
formula (25) se poate scrie
” )\k
P(x) = w(x) 2
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Deoarece P(x)e L% avem din (23)
n LFP(x

2»—_—")- =y 0 =1

k=0 (%) k=0

si conform Teoremel 3 rezulti cd P(x)e I*(E).

Si analizim citeva cazuri particulare.

a) Dacd oy =1, o= oy= ... ==0a, =0, adicd q, =1, atunci
[P=1k==0 1, ..., n st avem

Cororar 1 (M. Marvrden [5}). Dacd B este o multime reald cave
contine cel putin n 4+ 1 puncte, atunci P(x) € P* P(x) 20, x€E, este st
infrapolinom pe Y. adica P(x)e T*(E), atunci si numai atunci cind admite
niwmar rdddacine veale st distincte separate de punclele mulfimii B,

. 1 s .
b) Dacid a, = R v, =0, ks p, adicd @, = A!P, atunci
?
& 4
L = (=17, (%0 - -, %y Xpys - o) )

st deci pﬁsi’reazﬁ un semn constant dacd originea O€ [a, b si astfel avem :

CororaRr 2. Dacd E este o multime reald cave contine cel pufin n -+ 1
puncte st O [a, b1, atunci un polinom

P(x) =ax" 4+ ... +a,_ X7 LA a,x"" Py a, > TR a,
care nu se anuleazd pe ¥ si cu signi(— a,] = 1dacd a>0sisign[(—1)%a,] =
= 1 dacd a<<0, este atunci st numar atunct un infrapolinom pe E cind admite
numal vdddcini veale st distincte separate de punclele multimit E.

Se vede si de aict ¢d dacd se fixeazd un alt coeficient, diferit de primul,
atunct originea joacé un rol special. De aceea, dacd O €fa, b], atunci nu se
poate obtine nici o informatie relativ la localizarea rdddcinilor infrapoli-
noamelor cu metoda folositd. In acest ultim caz s-ar putea folosi anumite
transformari convenabile ca si in lucrarea [7], cu ajutorul cdroras-ar putea
obtine anumite informatii si In acest caz.
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CTPYKTYPHBIE CBOUCTBA HEKOTOPBIX ObYCJ/IOBJIEHHbBIX
HHOPATIOJIMHOMOB

(Pezwowme)

[lycre K xoMmaxTHOe MHOMKECTBO KOMIVIEKCHOH MUIOCKOCTH (3) H 7% xnacc Bcex
NOJIHHOMOB 1-0il ¢ TeneHH, KO3(MPHUHEHTH KOTODPBIX VI0BJIETBOPSIOT LAHHOMY JIHHEHAHOMY
oTHOWeHH (4).

Tosopst, uto noaunom Q(z)€ 0% apanerca adpionsmusis noaunomon aas P(z) €f*
na munoxecrse K 1 odosnauaercst wepes Q(z)cf€(P,K), cean sumosusiores veaorns 111,
Ecoan nosmaoy P (2) e 101yCKaeT wd 0J1HOr0 alblOHKTHOTO NOJHHOMA, T. €. d(P,K) = A
TO OH HAa3blBaeTCA MHQPanognHoMOM, ofyciosiaenubiat Ha K.

B paBore npogoaxaioresl HecaeioBadus, uposeaéuusie apropom B paborax [6.7]
B CAyuae, xorna Gepéres oxano auuefinoe oryoulesie xozpduuentos noannoma. Heeneay-
etcd, B ocobeHnocTH, cayyali, xorjga smuoxecrso K jneficrpurensHo. B stom cayuae paéres
o140 Heo6xoaumoe u jgocrarouunoe veirosue {Teopema 6), aag TOro, urToGH MHOrOUYJEH
P(z)éﬁo“ Obla MHDpATOMIIHOMOM Ha K.

B teopemax 7—9 1aHOo HECKOJIBLKO Pe3V/bLTATOB, KACAIOUIHXCS CAyuad, KOrjga yHcaa
{2}, BXOAsHHE B YCTOBHE CBA3H {4), ABISIOTCS JeHCTBHTCILHBIME HHCAaMH. Tak, Hanpauep,
nokassiaetcst (Teopema 8), uro, ecan K sapasgercs aeficTBUTE bHBIM MHOKECTBOM, H ydCJa
{7,} YAOBJETBOPAIOT KPOME TOTO ONPEJLIEHHOMY VCAOBHIO, TOTAa Y M1060r0 HHpanom-
tova P(z) #a K Bce JeificTBUTENbHBIE KOPHM SIBAAIOTCH OTJHHUHBIME H Pa3jesi@HHBIMH OT
Touek uuokecrsa K.

PROPRIETES DI STRUCTURE DE CERTAINS
INFRAPOLYNOMES CONDITIONNES

(Résumé)

Soit K un ensemble compact du plan complexe (z) et (,[)" la classe de tous les polyndmes
de degré n dont les coefficients satisfont & la relation linéaire donnée (4).

On dit d'un polyndme Q(z)€ P* qu'il est un polynime adjoint de P(z)€7P* sur I'ensemble
K et 'on note Q(z)EcA(P, K), si les conditions I-TI sont remplies. Si le polynéme P(z) n’admet
aucun polynodme adjoint, c’est a dire si ("4(P, K) = A, il prend alors le nom d’infrapolynime
conditionné sur K.

L’auteur poursuit dans son article des recherches antérieures [6, 7] relatives au cas ol
l'on prend une seule relation linéaire entre les coefficients du polynome. Il étudie spécialement
le cas ou l'ensemble K est réel. Il donne dans ce cas une condition nécessaire et suffisante (Théo-
réeme 6) pour qu'un polyndéme P(2)€7P* soit un infrapolynéme sur K.

Les théorémes 7—9 présentent quelques résultats relatifs au cas ol les nombres {o}
entrant dans la condition de liaison (4) sont des nombres réels. On moutre ainsi, par exemple
(Théoréme 8) que, si K est un ensemble réel et si les nombres {x,} vérifient en outre une cer-

t aine condition, alors tout infrapolyndme P{z) sur K a toutes ses racines réelles distinctes et
s ¢parées par les points de l'ensemble K.






LEGATURA FORMULEI DE DERIVARE NUMERICA
A LUI V. N. FADEEVA, CU DIFERENTELE DIVIZATE

de
D. V. TONESCU

Comunicare prezentatd la prima Sesiune stiintificd a Institutwlui pedagogic de 3 ani,
Baia Mare, tn ziua de 13 februarie 1965

Sd consideram o functie f(x) de clasa C® pe intervalul [@,0] si nodurile
Xy, Xs, X3 in progresie aritmeticd cu ratia h, luate pe acest interval. V. N.
Fadeeva 1] apusin evidenﬁi formula de derivare numericg

AYn) = flwg) = 2f(xs) + floa) =, " L) 107 () A £ ()] + 08 (1)
pe care a aplicat-o in unele probleme de fizicd matematicd, la integrarea
numericd a unor ecuatii cu derivate parfiale de ordinul al doilea cu conditii
la limitd.

V. N. Fadeeva a demonstrat formula (1), aratind ca ea se obfine din
dezvoltarea lui f(x -+ /i), f(x 4 2h) dupa puterile lui h, ficindu-se grupiri
convenabile de termeni.

in aceasti lucrare vom da o noui demonstrafie pentru formula (1)
punind in evidentd originea ei $i determinind restul ei sub forma de inte-
grald definita. In acelasi timp vom stabili o legiturd intre formula (1)
si diferentele divizate, din care va rezulta posibilitatea unor noi extinderi
ale formulei (1).

1. Am demonstrat [2] cd diferenta divizatd a functiei f(x) pe nodurile
A, Xy, ¥y luate oricum pe intervalul [a,b] se poate reprezenta printr-o in-
tegrald definita

(2 2 1= o (0) £ () dx (2)

unde, in cazul x; << x, << x4, functia ¢ (x) coincide pe intervalele [xy, x,]
[xy, %3], cu functiile

o1 (1) = — " gy (3) = (3)

(7, — #y) (%y — 29), (¥5 — %) (%3 — %)
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Functia ¢ (x) este pozitiva pe intervalul (x,, x5). Aplicind la membrul
al doilea al formulei (2), o formuld de cuadraturd relativa la functia f" (x),
cu nodurile simple x;, %, x; obtinem formula

[0, %3 %3, f] = A1 f" (1) + Aof"(x) + Asf"(25) -+ R (4)
care este de tipul formulei (1).
Coeficientii 4,, A,, A, din formula (4) sint

4, = {7y — 2l — &) — (3, — 55)°
1202y — xy) (¥ — *3)
Ay = T = 2 = @) = (7 = #) (5)
12(x — 21}(x, — %) ‘
Aa _ (g — ¥y} (%g — fg) — (= Ap)?
12(x5 — m) (x5 — %o
iar testul R este exprimat printr-o integrald definitd
R =\ 4 )z | (6)
in care functia ¢ (x) coincide pe intervalele [x,, x,], [%,, &,], cu functiile
¥y (%), ¢p (x) care sint solufiile ecuatiilor diferentiale

1 (x) = galx), U2 (%) = pa(%) (7)
care satisfac l1a conditiile la limita
Ya(2) =0, $i(oy) =0
ba(%a) = a(a), ba(x) = d1(,) (8)
$a(%g) =0, a(ws) = 0

Este usor si se integreze sistemul de ecuatii diferentiale (7) cu condi-
tiile (8). Tinind seama de conditiile la limitd din nodurile x; si x; avem

1) =S ”E—)z @i(s)ds + )\i%i;ﬁ ©)

x — sP

— 3
bal) = (5T eals)ds + p BT

unde A si p sint doud constante oarecare.

Scriind ci si conditiile la limitd din nodul x, sint indeplinite avem un
sistem de ecuatii care determinid pe X si p. Se obtine

A= — A, p=d, (10)
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Deducem astfel cd §,(x), ¥, (x) sint date de formulele

F=mp
2
, (11}
unde coeficientii 4, A3 sint dati de formulele (5).

Graficul functiei pe intervalul [xy, Xg] depinde de pozitia nodului

x, fatd de intervalul ‘Z 2’], unde nodurile £, Z’ sint date de formulele

. . 3--V35 ) )

feap ey — &= Y () (12)

Este important si observdm c¢a dacd se descrie un cerc cu centrul
in x4 si razd X3— Xy se noteaza cu P, nodul x; si cu M, punctul luat pe cerc
astfel ca P, M, si fie latura demgonulul regulat fnscris In cerc si cu P
simetricul 1u1 P1 in raport cu M,, atunci nodul £ este proiectia pungtuhu
P; pe axa Ox. Nodul %’ este simetricul lui £ in raport cu mijlocul interva-
lalui (%, %,).

Dacid nodul x, este situat pe intervalul (x;, 27 functia ¢ (1) este pozi-
tivd pe intervalul (x,, x,), iar dacd nodul x, este situat pe intervalul
[£',%5) functia ¢ (x) este negativd pe intervalul (x,, x,;), Dacanodul x,este
situat pe intervalul (&, ') functia ¢ (x) se anuleazd o datd pe intervalul
(%4, #3) . Formula (4) are gradul de excitatie 4, pentru orice x, din interva-

lul (x;, x,), afard de cazul x,=""""2_ In acest caz graficul funcfiei § (x)

este simetric fatd de mijlocul intervalului (xy, x;) si prin urmare avem

B

{ s(x)ax=0 (13)
y
Sa construim formula de derivare numericd (4) pentru x, = 2% s3
2

demonstram cd gradul ei de exactitate este egal cu 5 si ¢d in acest caz ea
coincide cu formula (1).

-+ Ay

2. Pentru aceasta si observdm ca in cazul x, = , In formula (2)

avem

X X Xy
’ o S , X) e — 14’
p1(%) = o e on )
La membrul al doilea al formulei (2) si aplicam o formula de cauadra-
turd cu nodurile simple x,;, %, §i nodul dublu x,. Vom obtine o formulad
de forma

g

Scp #)dx = Byf"(ss) + Baf"(v2) + Byf" () + | 4(x)fV(m)ax  (15)

ay
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in care funcfia 9(x) coincide pe intervalele [x;, %], [x, x3], cu
functiile $y(x), ¢»(x) care sint solutiile ecuatiilor diferentiale

) =T () = T (16)

202 2h?
si care verificd conditiile la limitd
y(x) =0,  di(x) =0, ' (x) =0
Po(#a) = al#a), dals) = di(a), 92 (x) = w1 (xo) (17)
Do) = 0, 4ale) =0, Y'{xg) =0
In formula (15), avem
By= — l(x), Be— U(5) — 05 (x2), By — 0¥ (xy) (18)

Solutiile ecuatiilor diferentiale (16) care verificd conditiile la limita
(17) din nodurile x, si x, sint

o L e oyl
hln) = 0 6= wds

bal) = — o (T s — s 4 p O (19)

3! 3!

unde  si p. sint constante oarecare.
Tinind seama ci

Y (v — )3 (¥ — x)p 'l (¥ — x,)3 (v — g)®
S (s — xy)ds = TR T (s — xy)ds = S
S 31 ( 1) 51 S 31 (5 — xa)ds 51

ecuatiile (14) se reduc la

71 o 242 5! 31!
L"J‘,(x) = L= wf 4 u (@ — ) (20)
o 252 51 ) 31

Scriind cd functiile U,(x), ¢,(x) verificd conditiile la limita (17) din
nodul x,, avem ecuatiile

‘_1_:; (xg — 2y)? 4o (x, ‘-— ¥y _ L (vg — x> " {7y —l—— x)*

2/2 5! 3! 2h2 5! 3!
o~ + 3| 2 L A W 7 St Vi +ou (g — %)
2h? 4! 21 22 41! 21

1 (v — m)®

+)\ X :7_(x3-ﬁx£)i_“ux3—x_2‘
2ht 31 1! 2h? 4! 1!
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care, din cauzi ci x, — ¥%; = ¥y — %,, se reduc la

1
7\+{J,:0, )\—'M:“—l’éx

si vom avea deci

ecuatiile (20) stut prin urmare

' 1 (# — %) 1 (% — x)®
X)) = — —
() 2 51 24 3!

T W CE U WA 01
¥2(%) % 51 +24 31 1)

Observidm cid mai putem scrie

bilw) = T e S e G ks i PRt S /
h(m = T v S|, ) = B (r— - D 1)

de unde rezultd cd functia ¢(x) este negativi pe intervalul (x,;, x,).

Formulele (18) arati ci

i
B = — = B Fe— 22
LY B, 12 3 o4 (22)

Deoarece nodurile x,, x, x; sint in progresie aritmetica cu ratia #,
avem

ey xy %] =L = ) — 2 () 4 f(m)] (23)

O dati obtinute formulele (21), (22), (23), din formulele (2),(15) deducem

Fxa) — 2F(x0) + flxr) =22 [F"(x1) 4+ 10f"(xg) + F" ()] + R, (24)

12

unde

R= thg U(x) fO(x)dx (25)
Am obtinut astfel formula de derivare numerici (24), adicd formula
(1), utilizata de V. N. Fadeeva si in care am precizat restul prin formula

(25). Formula (24) are gradul de exactitate egal cu 5, deoarece am demon-
strat cd functia $(x) este negativd pe intervalul (x,, x3).

3 -~ Babey—Bolyai: Mathematica-Physica 1/1966
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Fard greutate se arati ci

2th¢(x) dx = .-2’_56

£

de unde rezulti cd restul R se mai scrie sub forma

As r,
R=—2 o) (25)

unde £& (%, x5). Deducem evaluarea restului

hﬂ H N
IR| < P M, Mg = sup fO(x)] (26}

(%1,%3)
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GBSI3b ®OPMY/Jibl UUCJEHHOTO NUOPEPEHUHUPOBAHUS B. H. PANEEBOA
C PA3HOCTHbBIMH OTHOUWEHHWAMHU

(Peswowme)

B paGorte ycraHapidBaercsi CBf3b GOpMyanl uxHcaeHHOro AHpdeperuuposanus (1} ¢
¢opmydoit (2), aaoumel npeicTaBieHHe DA3HOCTHBIX OTHOWIEHHH [¥),%,%5:;f] TOCPEACTBOM
OnpefeJIEHHOTO HWHTErpaJa.

[NpumenuB K HHTErpany u3 ¢opmyant (2) dopMyay KBaJpaTyphl € NPOCTBIMH Y3JaMu
Xy, X3, Xg, MONyuaerca dopmysa (4) ¢ kosdpduurentamu (5) U ocrarkom (6). I'padux ¢yHKuRH
¢ B HHTEpBAJE [X;, X3 ] 3@BUCHT OT NONOKEHHA YSJIa X, IO OTHOWEHHIO X HHTepBany [E, '],
rne yaau £, £ nanst gopmynaMu (12). dyHknus ¢ coxpasser cBoH 3HaK B HHTepRase (Xy, X3),
ecqnd X, = (%, §1 van x,& [£7, x5), ORHAKO H3aMeHAEeT CBOH 3HAK, Korha x, €&, ). dasn

A Xy
A60To Xy 1—; 4 dopmyaa (4) umeeT cTeNneHb TOYHOCTH PaBHYO 4.
s+ a3
Has xy = Ty cTenenb TOYHOCTH dopmynel (4) pasHa 5 v dopmyna (4) craHOBUTCH

¢opmynoitH (1)B. H. daneepoii. B pabote octatox dopmyant (1) Bupaxkaerca B BHJE ONpesie-
AEHHOrO MHTErpana ¥ Haércsl ero oueHKa NpH TMOMOIIH HepaseHcTBa (26).
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LA RELATION DE LA FORMULE DE DERIVATION NUMERIQUE DE V.N. FADEEVA
AVEC LES DIFFERENCES DIVISEES

(Résumé)

L’auteur établit une relation entre la formule de dérivation numérique (1) et la formule (2)
equi donne la représentation de la différence divisée [#,, #,, #,; f] par une intégrale définie.

En appliquant 4 I'intégrale de la formule {2) une formule de quadrature a noeuds simples
%3, %y, ¥3, o1t obtient la formule (4) avec les coefficients (5) et le reste (6). Le graphique dela fonc-
tion ¢ dans l'intervalle x), »,, dépend de la position du noeud x, par rapport a l'intervalle (£, £'],
olt les noeuds £, £’ sont donnés par les formules (12). La fonction ¢ garde son signe dans l'in-
tervalle (xy, x3) si 7, & (¥, £] on %, & [£' x,), mais elle change de signequand x, & (£, £'). Pour

%+ %
tout x, &= 1t % , la formule (4) a un degré d’exactitude égal 4 4.
%+ %
Pour #y = 1: % e degré d’exactitude de la formule (4) est égal a 5 et la formule

{4) devient la formule (1) de V. N. Fadeeva. L’auteur met le reste de la formule (1) sous forme
d’intégrale définie et donne son évaluation par l'inégalité (26).






FAMIILII DE FUNCTII CU PROPRIETATEA ILUI STURM

de
IOAN A. RUS

1. Fie I’ o mulfime de functii, definite si continue pe un anumit in
terval [a, 0]. Vom da la inceput urmaitoarea

DEFINITIE.

Familia de functii F are proprietatea lui Sturm pe intervalul [a, b7,
dacd oricare ar fi functia fel, intre doud zerouri consecutive x, si x, ale
ei, orice altd functie g€F ce nu se anuleazd in x, §i x, se anuleazi o dati si
numai o datd in intervalul (x;, z,).

De exemplu familiile de functii

a) ¥y = €% sin x
b) v = ¢6% sin x + ¢, cos %

C, si C,, constante arbitrare, au proprietatea lui Sturm.

Scopul notei de fatd este de a stabili anumite conditii suficiente pentru
ca o familie de functii F si aibd proprietatea lui Sturm.

2. Inainte de a trece la chestiunea propriu-zisi amintim unele rezul-
tate cunoscute ([2], [3]) pe care le vom utiliza in cele ce urmeazi.

Lema 1. Fie functiile g,(x) si p,(x) continue in intervalul {4, §] impreu-
nd cu derivatele de ordinul I. Dacd Wronskianul acestor functii

W), alx)) = | P 209 |2 g
| oi(0)ps(s

in orice punct al intervalului {a, b], atunci zerourile lor se separéd in acest
interval.

Lrma 2. (Tonelli). Fie functiile ¢,(x) si @o(x) definite in intervalul
{a, b] si care satisfac urmitoarele conditii:

1° ¢, si @, au derivate de ordinul intii continue,
27 gala) = 92(8) = 0,  9,(x) >0, x€(a, b)
9 (%) >0, x¢la, 7.
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Atunci existd un 2 >0 si x,¢€(a, b) astfel ca

¢1(%g) = Mpolng), @1(¥o) = Apa(%).
3. Sa trecem acum si sd stabilim

TeorEMA 1. Fie F o familie de funcii definite pe un anumit inter-
val [a, b}

Daca

1. FC C' [a, b,

2. Oricare ar fi o,(%) si vo(x)eF, Wronskianul lor sau este identic egat
cu zero sau este diferit de zero in orice punct al intervalului [a, 5.],
familia F are proprietatea lui Sturm.

Demonstratie Intr-adevir daci Wronskianul a doui functii din
familia F este identic nul, atunci ele sint liniar dependente si deci au toate
zerourile comune. Dacd Wronskianul este diferit de zero, pe baza Lemei {
zerourile lor se separa.

Din teorema de mai sus rezultd cd solutia generald a unei ecuatii di-
ferentiale de ordinul al doilea

‘

formeazd o familie de functii cu proprietatea lui Sturm. Teorema 1 con-
stituie astfel o generalizare a teoremei lui Sturm.

TroreMA 2. Fie F o familie de functii definite pe un anumit in-
terval [a, b]

Daca

1° Fc C la, &,

2° din feF rezultd ifeF peutru orice % real,

3° Oricare ar fi A si p reali iar f si g€ I sau ecuafia Af + pg = 0,
nu are zerouri multiple sau Af -+ ug = 0. Rezulti cd I are proprietatea
lui Sturm.

Demonstratie Dacd Af + pg = 0 atunci functiile f si g au toate
zerourile comune. Si presupunem deci ¢i ne situdm in cazul in care Af 4+
+ pg 5= 0. Fie x, $i x, doud zerouri consecutive ale unei functii feF. Si ari-
tdm cd oricare ar fi funcfia g€ F ce nu se anuleazd in a4y §i x,, ea se anuleazi
o datd si numai o datd in interiorul intervalului (x,, x,). S& presupunem
contrariul §i anume cd g nu s-ar anula in intervalul (x,, x,). Pe baza condifi-
ei 2° din teoremd putem presupune ci avem

S(#x)y) = f(wo) == 0, f(x) > 0, velny, x,)
g(x) >0, x(x, x,
Din Lema 2, rezulti cd existd un 2> 0, si un x,€(x;, x,) astfel ca
g(xo) = Af(%o),  £'(%o) = Af'(xy).
Cu alte cuvinte ecuatia
g(x) = (f)2) = 0

admite pe x, ca zero multiplu, fapt ce vine in contradictie cu condigia 3°
din teoremd si astfel teorema este complet demonstrati.
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Sa considerdm ecuatia diferentiald

(e, v, 5, 7)== 0 (1)

in counditiile :

1° functia F(y, ¥, v, 3") este omogena in raport cu ansamblul varia-
bilelor v, 1/, "

2° functia F satisface o conditie de existentd 3 unicitate a problemei
Ini Cauchy.

Din Teorema 2 rezultd cd solufia generald a ecuatiei (1) formeaza o fa-
milie de functii cu proprietatea lui Sturm. Teorema 2 constituie astfel o
generalizare a teoremei lui Tonelli [1L

4. Irobleme deschise.

1. In ce conditii o familie de functii de forma
v=fx; 6, )

are proprietatea lui Sturm?
2. In ce conditii o familie de funcii definitd implicit de ecuatia

F(-’C, v, Cy, C?) =0

are proprietatea lui Sturm?

3. Daca F este o familie de functii cu proprietatea lui Sturm, in ce
condifnr familia F' de functii formati din derivatele functiilor din F are
proprictatea lui Sturm. Aceasta ar constitui o generalizare a unei bine cu-
noscute teoreme a i V. A, Markov.
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CEMENCTBA ®YHKUMI CO CBOHCTBOM LITYPMA

(PesiomMe)

B navaie paborm aaérca onpeaenenue cemelcrsa ¢yHnkuuil co cpoiictsoM llrypMa.
Qupeaenense caepyomee: Cemellctso (ynxkunil £ umeer csoiicrso llrypma B uHTep-
pase {a, b}, ecan xakoil Obl HH Obta GyHKUUA [/ H3 F, MEXAy AByMs I[10CJACAOBAaTENb-
HbIMH e€ HYIIMH ¥; H %, 110645 Apyras Gy UK g 13 F, KOTOPaA HE PaBHRETCH HYII0 B %
4 ¥y, PABHACTCA HYJIO OIMH H TOJBKO OJHH Pa3 B HHTepBaJe (¥, #,).

3areM VCTAHABJAMBAWOTCH CJIEAYIOLIHE TEOPEMbL;

Teopesa 1. [lycre F cemeiferso dyukuuil, onpeieqénnsix B HHuTepBate [a, &].

Ecan

1" FCCt [a, b]
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2° Kaxkumu Al HH OblIH @y H @, € F uX BPOHCKHAH JHGO HAGHTHUHO PaBeH HY.IO0,
A16o pasublit OT HyJs B Jio6ol Toyke HHTepBana (a, b,

Torga cemeiicrso F oGnajaer csoficteom Ilrypma.

Teopema 2. Tlycts F cemelicTBO GyHKUHA, OonpefejeHHbX B HHTepsate [a, b].

Ecnu

1° FcC' [a, b]

2° Us feF cneayer MEF Jjsi BCAKOro AeHCTBHTENbHOFO 3HAUYCHHS A.

3° Kakumy Obl HH OhIM JeACTBUTEJbHBE 3HAYCHUS AH U, a fd g € F an6o ypasHeHHe
Af 4 @g =0 He HMeeT MHOrOKpAaTHuIX Hynelt, au6o A f 4+ w v =0, rorjga F oGnagaer
croiicteoM Ulrypma.

B konue pa6ors! GoOpMyJTHPYIOTCS TPH HepeluéHHblE 3a1auH.

FAMILLES DE FONCTIONS AYANT LA PROPRIKTE DE STURM

(R ésumé)

L’anteur définit d’abord ce qu’on entend par une famille de fonctions avant la propriété
de Sturm, a savoir : La famille de fonctions F a la propriété de Sturm dans lintervalle [a, ]
si, quelle que soit la fonction f€F, entre deux de ses zéros consécutifs x; et 1,, toute autre fonc-
tion g€F ne s’annulant pas en x, et », s’annule une fois et seulement une fois dans l'intervalle
(%1, %3).

! On établit ensuite les théorémes suivants:

Théoréme 1. Soit F une famille de fonctions définies pour un certain intervalle [a, 4] :

Si

1° FeCl [a, b,

2° Quels que soient g, et 9,€F, leur wronskien est, soit identiquement égal & zéro, soit.
différent de zéro en tout point de l'intervalle {4, b],

Alors la famille F posséde la propriété de Sturm.

Théoréme 2. Soit F une famille de fonctions définies pour un certain intervalle [a, b] :

Si

1° FeC? [a, b],

2° de fEF résulte Af€F pour tout 2 réel,

3° Quels que sojent A et u réels et que f et gEF ou que 'équation Af - yg = 0 n'ajent pas
de zéros multiples ou si Af + pg = 0, il résulte que F a la propriété de Sturm.

A la fin de l'article sont énoncés trois problémes non résolus.



O METODA DE REZOIVARE A PROBLEMEI DE PROGRAMARE
CONVEXA

de
I. MARUSCIAC si M. RADULESCU

1. Una dintre metodele cele mai mult folosite in diverse probleme de
extremum, in particular si in probleme de programare, este metoda gradi-
entului. Modul cum este ea insi adaptata la diferite probleme concrete
variazd de la caz la caz. In problema de programare linjard aceasta
metodd a fost folositd de citre S. 1. Zuhovitki in [2], unde se dd
un algoritm finit pentru rezolvarea unei probleme generale de progra-
mare liniari.

In programare patratici metodele folosite cauti si reduci problema
de programare patraticid la mai multe subprobleme de programare liniara
[3], sau in cazuri particulare se folosesc metode speciale ca, de exempluy,
metoda capacitagii [1, 47,

O parte din lucrdrile apdrute si legate de accastd problemi sint consa-
crate problemelor teoretice privind programarea convexd, stabilindu-se
diferite teoreme corespunzitoare de dualitate sau de existen{d a minimului,
respectiv a maximului.

In prezenta lucrare me-am propus si aplicdim metoda gradientului
pentru construirea unui algoritm cu ajutorul ciruia se rezolvid o problema
de programare convexi, care contine ca un caz particular problema gene-
rald de programare patratici.

2. Fie f(xy, %5, ..., %,) o functie de n variabile x,, x,, ... x,, continud
si care admite derivate f;,. (i =12, ..., n) continue intr-o regiune
din spatiul euclidian al variabilelor (x,, ..., x,) definiti de inegalitatile

H
A(x) = D agx, — b, =0, i=12 ..., m. (1)
k==l

In cele ce urmeazi vom presupune ci mulfimea € nu ste vida si
cd functia f(x,, ..., x,) este o functie convexd pe punctele mulfimii Q
adicd pentru orice punct 1% = (22, ..., 2% din Q corpul definit de

Sx, o x,) < (A0, 20

este un corp convex.
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Problema de programare de care ne ocupdm este urmatoarea: si

se gaseascd minimul funcfiei f(xy, ..., x,) in conditiile ca punctul x =
== (xy, ..., %x,) si aparjini mulfimii Q.

Se observd cd problema enungati contine ca un caz particular si
problema de programare patratici. Pentru aceasta e suficient ca funcfia

Sy, .., x,) sa fie o funcfie patraticd. pozitiv definiti in domeniul Q.
Mai observim cid dacid unul din punctele care realizeazd minimul
absolut al functiei f(x,, ..., x,) este confinut in Q, atunci acesta constituie

solutia problemei. De aceea presupunem ci punctele de minim absolut
nu apargin lui Q.

3. Trecem acum la descrierea algoritmului.

Se pleacd de la un punct arbitrar x° = (7, ..., x2) din Q $i se consi-
derd suprafata de nivel

Sy o) = fl, L 2. {2)

Presupunem mai intii ¢ad in v avem A, (x ) >0, 7 =1, ..., m. Din

acest punct ne deplasim pe directia gradientului funcfiei f(x,, ..., %,)
spre interiorul corpului

flx) <), 3)

unde am notat pentru prescurtare cu v = (v;, ..., x,), 1% = (x‘l’ o XY,

pind ce intilnim unul din planele
A {x) =0, =12, ...,m, {4}

sau pind la punctul in care f{x) ia valoarea minima.

Pentru aceasta calculdm gradientul functiei f(x) in punctul 2

adicd vectorul v o000, 79, unde
i 2

k=12, ..., #n (5)
si alegem semnul din fata radicalului in asa fel ca

%f(x“ + tzo)] < 0,
at

t=0

adicd functia f(x) (x = ¥ 4 £2%) si descreascid pe aceastd directie.
Calculam apoi valerile lui ¢ din expresiile

Eaik (%, =189 =10, 1 =12, ..., m,
FESY

adica

{20
t o t e ,,__A_‘."_x._)_.’ ‘l' == 1,2, . eey m.

123
0
Z a;, G

k==1
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Fie
T/ e omin g >0,
t
Presupunem cd =/ este atins pentru s == 1 5i numai pentru acesta. (Incaz ca
minimul este atins pentru mai mulfi indici, acest pas nu existi si se trece
dintr-odatd la pasul urmitor)
Calculam apoi minimul functiei

g(b) == flx0 + £29).
Fie 7, cea mai mica valoare a lui £ pentru care g(¢) isi atinge minimul.
Notam cu

To = min (1}, <7).
A doua proximatie va fi punctul

A= At 4 12l

Dacd 7, << </ atunci punctul #! joacd rolul lui #® $i, prin urmare,
se trece la punctul x* urmind aceeasi cale prin care s-a trecut de la x®
la a3,

Dacd t, = =/ adicd punctul ¥! se gaseste in planul A,(x) = 0,
s¢ considerd suprafata de nivel

Jx) = flx)

51 se determind versorul gradientului funciei f(x) in punctul »' dupd
formulele (5), luate insd in punctul x!, alegind si aici semnul din fata radi-
calului astfel ca functia f(x) sd fie descrescatoare, adicd aga incit

d

- flx' 4 tol) < 0,

| df =0

unde prin v = (0! ..., ¢!) am notat versorul gradient al funcfiei f(x)
in punctul al,

Daca pentru ¢ suficient de mic punctele v = x' 4+ ot verificd toate
ccuaftile sistefnului (1), atunci ne deplasim in continuare pe aceastd
directie. Pentru aceasta observim ci e suficient sa verificim numai inegali-
tatea A (v -- fol) >0, ceea ce revine la a verifica dacd expresia

"
2 ayv = 0, (6)
k=1
deoarece din A(xY) = 0, pentru 7 = 1, rezultd cd avem $i A (b 4 fo1) > O
dacd ¢ este suficient de mic.
Dacd inegalitatea (6) este verificata, atunci din punctul ! ne deplasdm
pe directia vectorului 2! == ¢!, ca si la pasul precedent.
Dacd a,, = Cv}, # =1, ..., n, C = const,, atunci punctul x' este
un punct optimal, caci in acest caz planul Ay(x) == 0 este tangent Ila
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suprafata de nivel f(x) = f(#!) in punctul 2! si punctele pentru care f(x) <
< f(x1) se afli In regiunea negativd a planului A,(x) = 0.

”»
Dacd 3" a5, v, < 0, atunci ne deplasam de-a lungul proiecfiei verso-
st

rului o' pe planul A;(x) = 0, adicd determinam versorul s = (¢!, ..., )
din formula

YU ol 0y pR— -
0= 4 ay, k=1, ..., n, (7)

unde », se determind punind conditia ca 2! sa fie continut in planul A,(x) =
= 0, adici

n

1
2 (T

Py = — > 0.

"

1
Z %21

=1

Din punctul x! ne deplasim pe directia versorului s! pind ce ajungem
din nou fie Ia un alt plan de ecuatie (4), fie la un punct de minim al
functiei f(x* + £21) In raport cu 7.

Sd presupunem cd procedind in modul aritat mai sus am ajuns la
un punct ¥” = (x, ..., x7) pentru care

Aj(x?) = Ap(x?) = ... = Ay(x?) == 0, 1 < g <,
Ai(x?) >0, i=¢qg-+1, ..., n.
Consideram si de data aceasta suprafata de nivel
f(x) = fla?)

s1 construim versorul gradient v/ = (vf, ..., v#) al funcfiei f(x) in punctul
x , orientat inspre interiorul corpului marginit de suprafata f(x) = f(x )
adicd calculind componentele sale dupid formula

t

fry
= =l 2 k=12, ...n (8)
k + Efi: X:AP[) J

s1 alegind semnul din fata radicalului astfel ca si avem

5-‘ flwt -+ w»)} < 0.

R

t=0

Daca acest versor este continut in €, atunci ne deplasam pe aceasta
directie pind se ajunge la un nou punct x? 1, care este sau punct de minim
pentru f(x), sau este situat pe un alt plan din planele (4), diferit de primele
g plane.
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Analitic aceasta se verificd analizind semnul sumelorZa
k=1

ik k‘

Daca
"
Yoagvi=0i=12...9q,

EY
—

atunci versorul v se gdseste in domeniul Q. In acest caz functia f(x) poate
fi micsoratdi mergind pe aceastd direct,'ie si procedind ca la primul pas,
Dacid existd un plan A, (x) = 0 (1 <7, < ¢), pentru care

atunci versorul v# nu intrd in Q si deci nu ne putem deplasa pe aceastd
directie. In acest caz ne vom deplasa pe directia proiecfiei versorului

v# pe muchia comund a planelor Ay(x) =0, ..., Ay(x) = 0, adicd pe
directia vectorului 2 = ({#, ..., {¥) determinat din relatiile
& = vf’—}«Z)\u,k,k_lZ Lo, on, (9)
j =1
unde parametrii &,, ..., A, se determind din condifiile
f:(vg; Y x,.aj,,)a,.k ~0,i=12, ..., q. (10)
=1 =

Acest sistem poate fi rezolvat relativ usor, observind ca dacd notim
cu af = (a;,, &, ..., 4;,), t =12, ..., m vectorii normali ai planelor
(4), determinantul sistemului

E(Ea,ka,k) = — ia‘kr{;, (11)

j= h=1
Sau

q
Z adai)r = — (a'v?) (12)
c¢ste un determinant a lui Gramm

(@al) (aa?) ... (a'a?)
(a%at) (a%a®) ... (a%?)

D= (13)

('a‘?;ll)‘ (c.ﬂa‘2) ‘. . '(a.qa;)

|
|



46 1. MARUSCIAC, M. RADULESCU

Daci notiam cu D,

. determinantul corespunzitor numaratorului lui

%, adicd
(@a?) ... (atai-1) (a'v?) (a'a’ *1) ... (a'a9) 1
- (e%@) ... (afaiT) (a0?) (a%ad 1Y) ... (a%a%), |
atunci avem
D, .
Aj==— 5’—,]:1,2, e Q. 114)

Deoarece in cazul nostru determinantul D este diferit de zero, caci
vectorii a', ..., a’ sint liniar independenti, rezultd cd sistemul (12) este
totdeauna compatibil. Prin urmare 2?2 se poate totdeauna determina si,
daci 2? == 0, atunci se ajunge la urmditoarea aproximatie, mergind pe
aceastd directie, la fel ca ¢i In cazurile precedente.

Daci 2¢ = 0, atunci gradientul v este perpendicular pe muchia comund
a plantelor

Ay(x) =0, Ag(x) = 0, ..., A(x) = 0, (15)

adicid aceasta din urmi se afli in planul tangent la suprafata de nivel
(x) = f(x*) si in orice directie de pe aceastd varietate n-q-dimensionald
ne-am deplasa, valoarea functiei f(x) -creste.

Conditiile analitice pentru 2¢ = 0 se obtin din

4
v‘,t-*—-z\/ Naj, =0 k=12 ... n
i=1
inlocuind pe A; cu valorile din (14), adica avem
q
Dif — 3" Dja;, =0, k= 12, ..., =, (16)
j=1

ceea ce reprezinti tocmai condifia ca muchia comuni planelor (15) si
fie continutd in planul tangent la suprafata de nivel in punctul x?.

Pentru a gisi o altd directie admisi, considerim proiectiile gradi-
entului v? pe planele (15), care se determini dupd formule analoge cu
(7), adicd notind cu z = ({,..., {) proiectiile lui v# pe planul A(x) =
= 0, avem

Verificim dacd unul din vectorii z* ne pistreazi in domeniul €, adicd
dacd

(a'a’) (aivt) — (a'v?) (@fai) >0, j =12, ..., ¢ (17)
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pentru un ¢ fixat. Dacd pentru un anumit ¢ = ¢, are loc (17), atunci ne
deplasim pe directia 2. Dacad inegalitdtile (17) nu au loc pentru nici
un ¢ = 1,2, ..., ¢, atunci punctul a? este un punct optimal, deoarece
se poate ardta usor cd in acest caz orice directie care intrd in Q este de
partea exterioard a planului tangent dus in punctul a# la suprafata de
nivel f(x) = f(x?).

Conditia analitici de optim in acest caz este verificarea relatiilor
(16) si in plus a relatiilor

(@a?)(afiv?) — (aw?)(@fali) < 0, i = 1,2, ... ¢ (18)

pentru cel putin un j; (1 < 7; < ¢).

S4 presupunem ci s-a continuat procesul de mai sus, ajungindu-se
ntr-un punct x° in care avem

Ay(x) =Dy(a) = ... =47, (55) =0, » > n,

adicd la un punct situat pe planele

Ay(%) =0, ..., Afx) = 0. (19)

Considerdm si in acest caz suprafata de nivel f(x) = f(x°) si gradi-
entul »* = (v}, ..., v3) al functiei f(x) in punctul 2, indreptat inspre
interiorul corpului definit de f(x) < f(#%).

Dacd versorul #* intrd in Q, adicd

e >0i=12 ..., 7, (20)
k=1

atunci ne deplasim pe direcfia acestui vector ajungind astfel la un alt
punct de aproximatie mai buni.

Daca printre expresiile
> v, =12 ..., 7 (21)
k=1

existd cel putin una negativi, atunci se procedeazi in felul urmaitor. Fie
p rangul matricei coeficientilor sistemului (19).

Dacd p < #, atunci planele (19) au in comun o muchie #-p-dimensio-
nald si se procedeazi, prin urmare, ca la pasul precedent, cind prin punctul
x? treceau mai putin de # plane din (4).

Dacd p = # atunci planele (19) au in comun un punct (punctul x°).
Consideram toate muschiile determinale de cite n-1 plane din (19) si proiectaim
vectorul gradient v° pe aceste drepte. Fie, de exemplu, muchia determinata
de planele

Al(x) =0, ..., A”‘_l(x> — (),
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Projectind vectorul »* pe aceastd dreaptd si notind cu 2 = ({7, ..., {))

1 ? On

vectorul-proiectie obtinut, verificim daci acesta nu iese din domeniul
Q, adica dacd avem

#H
Zaik?;;; >0, 7=n n+1... 7 (22)

h==]

Daci cel putin pentru un indice 7 =7, (n L iy < 7) are loc inegali-
tatea contrard, atunci nu ne putem deplasa pe aceastd directie. Daca
insd relatiile (22) au loc, atunci ne deplasim pe aceastd directie ajungind
astfel la un alt punct de aproximatie mai bund. Dacd relatiile (22) nu
sint verificate pentru aceastd muchie, se consideri o alti muchie, pini
se ajunge la una pentru care relatiile analoage cu (22) sint verificate.

In cazul cind pentru nici una din aceste muchii relatiile (22) nu sint
verificate, atunci acest punct x° este un punct op#imal. Intr-adevir, in
acest caz orice directie determinatid de vectorul # care intri in domeniul
(), plecind din punctul x°, este o combinatie liniard de opusii vectorilor

a4,

proiectafi z, j = 1,2, ..., C*~1, pe muchiile ce trec prin virful #*, cu
coeficienti nenegativi, adica
Cn-—l
14
= — > oz, o5 < 0,3 % #0
7=
si deci produsul scalar
n--1
¢y
) = =35y (gw) <0.
7=

Prin urmare, punctele domeniului (2 se gdsesc in partea opusi planulu
tangent la suprafata de nivel f(x) = f(#°) in punctul x° fatd de interioru
acestei suprafete. De aici rezultd cd pe orice directie de acest fel » functia
flx) creste.

Continuind agsa vom obtine un sir de puncte «°, x',. .., x?, ..., ast-
fel incit

F0) < o) < f?) <L < flRP) <L (23)

Deoarece acesta este un sir monoton §i marginit inferior, de exemplu
de min f(x), unde U = Q) [f(x) < f(*°)], x € Q, rezultd cd sirul are o
ey
limita finitd In domeiul Q.
Fie £ astfel cd

lim xf =
P>

FAN

si
lim f(x) = f(&).

P
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Sa ardtdm cd puunctal Z este un punct optimal. Pentru aceasta obser-
vam ¢d dacd algoritmul confine o infinitate de pasi, atunci I nu poate fi un
virf al poliedrului Q si dect, pentru p suficient de mare toate punctele x
se afld pe o acceeast muchie n-r — dimensionala a lui Q, unde O <r-7u.
Insd atunci

13 y , )
20 L nf (e 0,

ko1

Sau
Z { f;';\,(x;.) —+ Z/ fi; (‘\‘;)) ,_f‘//;<‘\'{> V’ |> - .f‘:'),(’\//‘) ; ()
K ko1 i . *

Deoarece derivatele partiale f; prin ipotezd sint continue. trecind aici
Ta limita, obfinem

» 3
lim > fi, (xr) =0,
Pz k-1

de unde rezulta ca
Yo O k== 1,20 0

fi(

Aceasta relatie aratd cd punctul 2 este un punct minimal si dect apro-
yumatia 7 tinde catre punctul optimal cautat,

P

2
A

Observatie. Cazul in care apar o infinitate de pasi in aplicarea prezentu-
lui algoritm poate fi exclus, dacd dupa ce s-a constatat ¢d dupd un anumit
pas  punctele de aproximatic aparfin unei aceleasi varietdti a frontierei lui
£ cu mal mult de 2 dimensiuni, se rezolva problema de minim cu legaturi
cu mijloacele analizei, pentra planele care trec prin aceastd varietate. De
exemplu, dacd punctul optimal este continut pe o fatd a domeniului £ n-1-
dimensionala, adica pe unul din planele (4), atunci se rezolvd problema de
minim cu legaturi a functici f{v) cu legdtura corespunzitoare datd de ecuatia
planului respectiv,

1. Pentru ilustrarea mctodei dam urmatorul exemplu de rezolvarea

unct probleme de programare patratici.

Exemplu Fiind data functia

" o

Slvg, va vg) e oxy b 20h oo Bad - 2, o Ay, — 12v, + 8, (24)

sd se gaseascd minimul pe punctele domeniului L determinat de ine-
ealitatile

Ay a0
Au(i) - vy e 0 (23),

A, “V Y

A4 - Bebey Boiy

o Malliema fca-Phivsiva 11966
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Mai intfi calculim minimul absolut al functiei f{x). Anulind derivatele
partiale ale functiei f(x), gasim cid minimul absolut al functiei f(x) este
atins in punctul (—1, 1, 2), care evident nu verfica sistemul (25).

Ca punct de plecare considerim originea x9 == (0,0, 0). Suprafata de
nivel corespunzitoare este

X+ 2% + 3x5 + 24, — 4x, — 1225 = 0

Observam ci
Ag(x®) = Ay(x%) = Ag(x®) = 0,

si deoarece punctul x° este un virf pentru domeniul Q, verificdm dacd vec-
torul »° intrd in acest domeniu, dupd formulele (20). Se constati ci avem

3
daym = —1<0
k=1

si, prin urmare, vectorul #° iese afard din Q.

Conform metodei descrise mai sus, determindm proiectiile vectorului »°
pe muchiile determinate prin intersectia a cite doud din cele trei plane :
A(x) =0, Ay(x) =0, Ag(x) = 0.

Calculind proiectia vectorului #° pe muchia determinati de planele
Ay(x) =i s1 A4(x) = 0, obtinem 29 = (—1, 0, 0).

1
Avem

3
Zalkc(l)k = —1 < O,
k=1

ceea ce ne arati ci acest vector-proiectie ne scoate afari din Q.

Construind proiectia vectorului »° pe muchia determinatd de planele
Ay(x) = 0, Ay(x) = 0, gdsim 22 = (0, 1, 0). Deoarece

3
2 azkcgk =1 > O,
k=1

urmeaza ci acest vector-proiectie este in (), deci noua directie pe care ne vom
deplasa este 20 = (0, 1, 0).
Avem
S 4 t20) == 262 — 4¢ + 8,

deci minimul acesteia este atins pentru { =<, = I.

Calculind valoarea lui ¢ pentru care punctul de pe directia 20 se afla in
planul A,(x) = 0, gisim £, = <} = 1. Deci 7, = 1. A doua aproximatie este
deci ' = (0, 1, 0), in care avem

fl&) = 6.
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Gradientul functiei f(x) in acest punct este ¢! = (-1, 0, 6) si avem
A(3) = Ay(w) = A,(x1) — 0,
deci punctul r' este din nou un virf. Se vede c¢d gradientul »! nu intra in

domeniul €. Proiectind vectorul »' pe muchia comunid planelor A (x)==0,
Agx) =0, giim 2z == (0, —1, 1) s

3
2 agle =10
=

deci aceasta este o directie admisd pe care ne vom deplasa in continuare.
Avem
flxr 4 gty = 52— 12¢ - 6

. e 6
care ia valoarea minimid pentru ¢ == 7/ = —.
o
Planul Ay(x)=0 este infepat pentru ¢ = </-=1, prin urmare 7,—7)- L.
Astfel al treilea punct de aproximagie este x* -= (0, 0, 1). In acest punct
J(x?) == —1. (26)

Daca se calculeazd gradientul funcfiei f(x) in punctul x* se obtine
vt = (—1, 2, 3). Avem

M) = Ag(¥) = Ay(2) 0

f
i

3

2 -
E alkv/f e —1 < ()
k=1

ceea ce ne aratd cia ¢? nu intrda in domeniul €.

Proiectind vectorul v? pe cele trei muchii determinate de planele A (x) =
= 0, Ay(x) = 0 s1 Ay(x) = 0 se constatd cda pe nici una din acestea nu ne
putem deplasa, deci punctul x? este un punct optimal. Astfel, minimul
functiei f(a) este atins in punctul x% == (0, 0, 1),
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METOI PEIEHMSY 3AAUM BBIHTYKJAONO HPOFPAMMHPOBAHHWY
{Pezwae)
TIvern £(Xy,Xs,....X,) HeUpepbiBHAH QYHKUHA 0 NCPOMCHHBIX X, X,.. .., N, JQ00Ve
KAIOLLAs 1aACTHbe TPOH3BOAHBIC NEPBOro NOPAAKE, HENPEPLIBHLIC N0 OTHOUICHHIO KO BUEM 11

nepeMeHubit B 06aactH £ n-MepHOrO 3BKJAWAOBOTO NPOCTPAHCTRA NepeMenbiX (X, . ... N.),
onpeaeIseMoil 1epaBeHcTHaMH

M
Aix) ‘Ea“\,xk a0 i 120 M
Ls

[Mpeanosaraercst Tak®ke, uro GyHKwHs (X, ... X,) SBARETCH BLUIYKAON QYHKIUHCT

. P 0 O e s
B oftactt £, T.C. Adst OGO TOUKH X=X, L. xg) 3 () tevto, onpeedsteMoe
cio D e e ) il
f(Xge0000n) 0L

SERBICTCH RBUIVRIBIM .

B padore jgaérest anropign, OCHOBAHHBIL 1d BAPHAHTE METO/1a IPAIHCHTA AJMSL PeLUeHHS
cleAviomeft 344U sKCTPeMYMa: HalTH MIHHMYM dyukumn (X, . ... X,), sotopsil viosae
TBOPSIET BbiICVIOMAHYTHIM YCJAOBHAM HA MuoKecTBe ().

B kawectse wactHoro cayuas, J1aunas 3ajavua CoMEPIKAT 33aUY  KBAIPATHYHOIO
NPOrpaMMIpOBAHH, @ HMEHHO B TOM cayuae, Koria yvukuua f(X) aBigetcs KsaapaTHuHoil
(hVHKILHER, 1OI0XKHTe1LHO  onpegeténnoil na €.

[Tocae omucanust a’ropudma 1adTcst KOHKPETHBU NPHMEP, K KOTOPOMY [PHMEHSIETCS
JAIHBIL METO 1.

METHODIE DE RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION CONVEXE
(Résuméy
Soit f(x,, x,, xy) une fonction de n variables i, Xy, ..., Xy, continue et admettant

des dérivées partielles du 197 ordre continues par rapport & toutes les i variables dans une région
2 de lespace euclidien n-dimensionnel des variables (v, ..., r,) définie par les inégalités

Aily) == E agp v — by 20, = 1,2 ., . (1

On suppose également que la fonction f{x;. ..., x,) est une fonction convexe dans la
région Q, c¢’est a dire que, pour tout point Xy (,t’(l), oo ,\';i) de Q2 le corps défini par

est WL corps convexe,

On donne dans le présent travail un algorithme fondé sur une variante de la méthode
du gradient pour la résolution du probléme suivant d’extremum: trouver le minimum de la
fonetion f(v,, ..., x,) qui vérifie les conditions ci-dessus pour 'ensemble €,

Comune cas particulier ce probléme comprend le probleme de programmation quadratique,
a savoir dans le cas on la fonction f(x) est une fonction quadratique positivement définie pour O,

La présentation de Ualgorithme cst suivie d'an exemple concret auquel est appliquée la
méthode déerite.



CONVERGENTA METODEI LUI CIAPLIGHIN PENTRU
ECUATIILE DE TIP PARABOLIC

de

E. SCHECHTER

Mai multe luerdri, ca de exemplu 1}, 13, se ocupa de extinderea me-
toder Tui Ciaplighin pentru ecuatiile de tip parabolic, in conditii de con-
vexitate a membrilor drepfi. Scopul lucrdrii de fatd este de a demonstra
convergenta sirului de aproximatii succesive fard a recurge la aceasta ipo-
teza (teorema 1). Sirul astfel obfinut nu mai este in general monoton dar
pastreazd ordinul al doilea de convergentd (teorema 2). In teorema 3 =¢
dd o delimitare a erorii pentru o aproximatie oarccare in functie de datele
cunoscute. Rezultatele se pot extinde si la sisteme de ecuatii in conditii
de valabilitate a ipotezei . Demoustratiile se bazeazd pe o delimitare
a i J. Szarski care face posibila adaptarea rafionamentelor lui
Z. Kowalski din 2] pentru cazul ecuatiilor de tip parabolic,

S consideram problema :

5 o=z + flx 4 2) (1)

unde 1D este multimea compusd din punctele (v, 0) cu 0 <2 x <2 2 si (0. 8,
{z. &) cu V) “t< T.
Vom nota in cele ce urmeazid cu Rz, 8. v) domeniul

0 v < o, 0 ¢ < B, I

sicu R (2, B) domeniul definit de O — x 7 «, 0~ ¢ <7 B. Vom presupune
de asemenea ca f(x, £, z) este continud pe R(a, 1, oc).

Iroricza H. Sd presupunem ci functiile f si /, sint continue pe R(e, T, a)
si astfel ca pe acest domeniu sid fie satisficuti urmitoarea condifie
a luil lapschitz :

Llxo tou) (o — 1) + fla, &, ) — flx, £ow)(e — w) o fla, 4 )

I\
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si L, fiind niste constante. Sa presupunem de asemenea cd existi cons-
tantele A, B, astfel ca pe R(a, T, 0)

fla S 4, flx 6 0) | < Bl
sa notim M =max {L, 4 L,, B}, N =max {2al, 4 + aB}; s fie
s(t) solutia problemei ;
Vo M y + N y(0) = 0, 2)

far I intervalul [0, T7), TS T, pe care s(f) < a. Evident 77 >0.
Vom defini acum foruul \lnﬂ aproximatiilor succesive z*(x, ¢); n =1,
1.... prin

ZO(X, i) e 0
z:t-H — Z;&;‘-l i fz (1 / ) nrl o 2’") ‘f’ f(%’ t, Z“} C*;}
() =1 2.
r

Urmitoarea lemd ne aratd cd acest sir de aproximatii succesive este de-
finit pe un domeniu convenabil ales.

Lrya 1. Fie satisfacuta ipoteza H. Atunci pentru orice n i x€ [0, o,
M, 1) < sY), tel.

Demonstratie. Vom folosi metoda inductiei. Afirmatia este evidentd pentru
n = 0. Pentru # = 1, ne folosim de teorema 2.1 a lui Szarski [6]. Intr-ade-

var, 2° este solutia problome

% =5 Zpy, Z = 0
r

si | fulx, & O)ulx, &) - flx, ¢, 0) | < B u| + 4.

Urmeaz3, deci, cd |2'(x, #)|este mai mic decit solutia ccuatiei :
Vo= By 4+ 4, (0) -0

care la rindul el este majoratd de solufia s(f) a lui:

v = My -+ N, y(0) = 0.

S3 presupunem proprietatea adevirati pentru n. In acelasi mod atunci,
deoarece,

fulw, 6, ) — %) 4 flx, ¢, ) | < Blui+ Ba + 4
rezulta ;

F2%% (g, ) ( s(f) c.o.t.d.

I

Y

Din lemd urmeazd ci pentru (v, §e[0, a] X I aproximatiile z* (x, ¢}
siut definite, deoarece z (x, ¢) < a.



CONVERGENTA METODEI LUl CIAPLIGHIN 35
LEexya 2. S84 presupunem ca sirul de funcfii w, (¢), tel, w, (0) = 0,
n =0, 1, ... are urmditoarele proprietdti:
19 wyt) = 2s(1) tel.
2% w,,, (f) este solufia problemei :
Vo= Ly A+ Law, (1), v(0) = 0; 4)
In aceste conditii:
ajyw, (&) =0 tel n=01,....
) w, (§) = w,. , (O) =0 tel n =01,..
) w (&) =Luw,(t) — Lyw, (f) teI n=0.1,.

-

fos

d) w, (f) =0 pentru # — oo pe orice interval inchis din [.

Demonstratie. Din 1° i 27 se vede cid sirul este perfect determinat
pe I de s() Fvident w () = 0. Presupunind w, = 0 rezultd prin inlocu-
irea Jui O in (4) cd si w, = =~ (). Punctele ) si c) le demonstrim prin induc-
tie. Aven :

w, = Mw, +~ 2N = Lyw, + 2L,a == Lyw, -+ Lyw,.
Din acestd inegalitate se observd si cd w, —~w, pe I.
Pentru w, avem :
wy = Lyw, + Lywy = Lyw, + Lyw,
st de atel w; = w, pe 1.

Presupunind proprietatea adeviaratd pentru # si o demonstram pen-
tru o R 1,

What = Lyw,y + Lyw, = Liw, | + Lyw,
siodect w, < w,. .

Pentru a demonstra punctul d) si observam cd din (4) si b) rezulta
cad wi(t) = wha () =0 pe I si prin urmare pe orice interval inchis I’
continut in I siral w,(¢) este egal mirginit. De aici rezultd cd sirul w,(¢)
este egal continuu (el este evident si egal mdrginit), ceea ce 1mphca uni-
form convergenfa cidtre o functie w(!) pe I'. in gonsum'ga w,(f) = w'(f)
pe orice interval inchis I’ C 1. La limitd din (4) urmeazi :

w'(t) = (L, + L,) w(f), w(0) = 0,
51 deci w(t) = 0, c.ct.d.
In continuare introducem operatorul :

v = T(; f),
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definit prin relatia o{v, 1) = ¢(x, 4 + #(x, /). unde

[
1 cxpl (x [ACUE 3 . .
(v ) = —e = A | E N TR C R N
(o) = o= G s (2
00

3, ==y, o= —rlx 1)
T
Proprietatea P. Orice solule continud a ecuatiel = = T(z; f) estc o
solutie regulard a problemei (1) pe R%x, T7).
Conditii pentru indeplinirea acestel proprietdti se gisesc de exemplu

in lucrarea 3.

TroreMA 1. Sa presupunenm cd proprietatea I are loc si ¢ problena
(1) are o solutie regulard unicd pe R”(e, 7). Atunci in conditiile ipotezei
I pe orice domenin R, ) R° (2, T, (I -2 T') sirul de
aproximatii succesive 2 (v, /) definit de (3) converge uniform catre so-
lutia problemei (1).
Aici prin solutie regulara s-a Infeles ca de obicel o solutie a problemei (1)
care ¢ste o datd continuu derivabild In raport cu ¢ si de doud ori continuu
derivabila in raport cu x, lar R («, B) este domeniul inchis 0, 21 [0,8 .

Demonstratie. Si demonstram ¢i pe domeniul  R°(«, 777) sint indepli-
nite conditiile criteriulut Tui Cauchy. Vom delimita

Pab(x, £) — (x, £) ],
unde p, ¢ = 0 sint arbitrari.
Din ILema 1 rezultd cd

Lot (x, f) — =(x, 0] wolt) el,
cicl fiecare termen e mai mic ca s(f).
Sia observam acum ci:
[fle, £, 20 )(er — 2 )+ S, 4, 220 — folaes £ 20 (22 — 20 Y) —
— flx s = Ly er — sl Ly sl 1zt U

pe R (o, 17).
Vie p, ¢ = 1. Evident = =/ ! — =0 V| wy(f), t€]. Urmeazd ca pentru
membrul intii al lui (4) avem delimitarea :

Lol ==t | + Lo,
st conform  teoremet lui Szarski:

=t Koy () pe Rl 17N

i
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Si admitem acum cit pe acelast domeniu, pentru p, ¢ = n:
[ T ( 1y
Ch T - = W, (//
Atunci membrul intii al fui (4) se delimiteazd prin:
Ly s -] Lyw,
si conform aceleiasi teoreme a lui Szarski, avem pentru p, ¢ —=n - 1:
~ P oo -~ o i
E’“‘ "Ii\“n;l(/)‘

De aici rezultd convergenja uniformia a sirului 2 (&, £ pe orice domeniu
R {«, T") citre o functie continua Z(x, ¢). Evident, atunci

L o R L o I S 4 N )

va couverge catre f{x, /0 /). Na aratam od Z comncide cu solutia regulira
o Avem
z, = Lz, i, U
sioprin trecere la limita .
z 1/, 7, b
Conformn proprietatit 2, £ = z, cc.bd.

TroREMA 2. SA presupunem cd pe domeniul K (o, 7)) C R (e, 1 ),
z,(x,¢) couverge uniform catre solutia problemci (1), si ¢ f; si fo exista
s1 sint marginite pe acest domeniu. e A si A doud constante astlel ca:

ifdx, L) =R | fodt, (02) = H

Fie sirul =, (), € (0,17, delimit astfel :

'U([) S(/‘)

{
T, L) H S et sids
i
In aceste conditii :
Po(v, ) — 2" (0, ) S 1, (1), pe R (e, 17).

Demonstratic. Pentru  n —= 0 afirmafia este evidenta, cici |2(v,0) (& =)
si 2% (/) =0 Pentru n = 1.

d(z zy) — A~ ) _/‘z (.‘\), L ()) £ — (_/(\, / “) 1 ‘/<‘\v’ l :) e

ot dx*
DL - iy e . )
= SRR ACH VRS S A O
o=
e LS Solx, 1, 02y 2 — [, £,0) 2+ [, 6 O)(z — 2y),

001
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Comparind cu solutia nuld a lui:

Uy — Uyy = 0 u | = 0,
r

primim in acord cu teorema lui Szarski, din delimitarea
Sl 8, 02) 2 — filx, 2, 0) 2 + £, (%, 1, 0)(z — ) | &
S Klz—zn|+H,
ezultatul =~ 2z — 2z | & 7, (f), cdci =, (f) este solutia problemei :
v = Kv + H2 , y{(0) =0.

T ~ e
Presupunem acum proprietatea adeviratd pentru un » oarecare.

ot — P £, ) r — 5) (5 1 2)

at a2
T — 0,
i T
iar
Oz — zpty) Oz — zn4y] \ ‘ |
ot g (v, t,2) — flx, 8 2,) +

_’L fl(:\’l t, Zn) (ZrH—l - ,3’) P' fz’(x’ £, Z,‘)(Z - :"n)'
Membrul al doilea se delimiteazd din nou in valoare absoluti prin :
Klz—z, |+ Hz—z, < Kiz—:, 0 + K2

si dect
LA Zy g Thtl (f)CCid

Coxsrcrnra 1 In condifiile teoremei 2 existi un numdr natural
p. asfel ca pentru n > p.

< o P
z(x, 8) — 2" (x, 8) | & Lum pe R® (a, 1),
C fiind o constantd independenti de #.

Demonstragie : Sa notim :

G = HeM, Cy = V2HT "M, ¢ e 1277
Avem atunci:

¥
j

¢

Fie p un numdr natural, astfel ca <,(f) << C;, pentru fe [0, T77]. Un
astfel de p existd in virtutea convergenei uniforme citre zero a lui =,(?).

Sa admitem acum ci pentra un » oarecare,

s lt) < €y [e 1
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i sd aratim cd inegalitatea subzistd si pentru n -+ 1. Intr-adevir:
¢
—'/z-}—l (t) < (; S Cl C S
0
Deoarece GC; = ¢ i 2007 — 1 > 1,

P gs =

Tupall) < Cylet 7L,
Reamintind c¢id

e = 1/27", gisim :
{12ttt
Tn(t> < (/1
Notind in fine 2¢71C,; = C, sintem condugi tocmai la delimitarea ciutata.
- TroREMA 3. Si presupunem ci pe domeniul R° (o, T") C R® (&, T"),
(%, t) converge uniform citre solutia problemei (1) si cd f, este marginit
pe acest domeniu. Fie ¢(f) o functie continui, astfel ca pe domeniul
R, T"):
(e ) — 2 () | <),
pentru un anumit .
in aceste conditii pe R° (a, T")
x, ) — 2 (%, B S ()
unde x(t) este solutia ecuatiei:
X(f) = Nx(t) + 2K<(t) x(0) =0,
iar K o constantd, astfel ca
flot, )| K (xHeR'(q T, [2/Za
Demonstratie. Avem :
. fz(xr t’ Zn)(fi“ 5 . Zn) “%_ f(x! t? Zn) —f(x: tr ‘Z)1 =
= 1]‘2(9\:, t‘ :w\)(’:n%fl Zn) _f(x’ t’ Zn—'rl) +f(xJ t’ zﬂ) + (5)
A B = J 4 2) | K [ 2y — 2| 2Ke()
st deci conform lemei lui Szarski :
5 Cp—1
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Consrcinya 2. Cu ajutorul constantei H se poate da o delimitare
care sd reflecte mai bine ordinul de convergenta.

Intr-adevir, din (3) putem primi:

! (f:(l', ll' :n)(:n =1 T Z;:) e f('\fv [) :;:) - f("(’ f’ ;) "g

iar x(/) se poate lua ca si solutia problemer :

¥ = Ky + Hs2(1) x(0) = 0.
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CXOAUMOCTL METOAA HATUIBITHHA 19 YPABHEHUH
IMTAPABOJIMHECKOI'O THIIA

(Peswwme)

Leabio paGors siBAsSeTCs A0KaA3aTeAbCTBO € XOJHMOCTH [10CI€A0BATCALHOCTH ANnpok-
cumManvii  (3) 6e3 npeAnosolKenns BHINYVKAOCTH npaBbiX unenon (Teopenma 1). [Moayuwennasn
TAaKUM 06pasom MOCAe/0BaTeILHOCTL He ABJSAeTCsl BOOOLIe MOHOTOHHOM, 01HAKO COXpansieT
BTOpOI nopsijaok cxoxaumocti (Teopema 2). B rteopese 3 Aaércst oueHka NOTPelIHOCTH st
KaKOH-1100 anTNpOKCHMALIHK NOPSIAKa 7, 34BHCSIAS OT H3BECTHBIX AAHHBIX. Pe3yirTarh
MOXHO PacnpcCTpaHiTh H HA CHCTEMBl YPABHEHHH B YCJAOBHAX EepHOCTH runotess P. Joka=
3areJILCTBa OCHOBBIBAIOTCH Ha ojHoH ouenke M. Iapckoro [6], KoTtopast jleciaeT BU3MOXK-

HBIM npHcenocolrende Metona 3. Kopaabckoro [27] K cayuao ypapueruil napalosuuectcto
THIA.
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THE CONVERGENCE OPF CHAPINGIN'S METHOD FOR THE EOQUATIONS OF
PARABOLIC TYPL

(Summary)

The purpose of this paper is to demonstrate the convergence of the sequence of successive
approximations (3} without supposing the convexity of the right members (theorem 1). The
scquence thus obtained is not monotonic in general, but it preserves the second order of con-
vergence (theorem 2j. The third theorem vields an estimate of the error for an approximation
of some order 1, depending only on the known data. The results can be also extendend to sy»-
tems of equations in conditions of valability of the P hypothesis. The proofs are based on Szar-
ski’s delimitation, (6) which muakes possible the adaptation of Z. Kowalski's (2} arguments to
the case of equations of parabolic type.






ASUPRA APROXIMARII FUNCTIILOR CONTINUE
PRIN POLINOAME BERNSTEIN

de
GRIGOR MOLDOVAN

1. In 1912 S.N. Bernstein |17 a dat o noud demonstratie teo-
remei i K. Weierstrass de aproximare prin polinoame a functiilor
continue pe un interval inchis [a,b]. Nuse stirbeste cu nimic din generali-
tate dacd se considerd a =0 §i b = 1, adicd intervalul {0,1]. Astfel,
considerind functia f{x) definitd gi continud pe intervalul 0,1}, demons-
trafia teoremel amintite decurge elegant utilizindu-se polinoamele speciale

B, =3 /(L) )
unde
Puidt) = () w1 2)

Fie, acum, functia f(x) definita pe intervalul [0,1] ;i continud aici
impreund cu denva‘cele de ordinele care vor interveni in consideratiile
noastre, In 1932 SW. Wigert [67 a demonstrat ci pe intervalul [0,1]
are loc in mod uniform

lim BY (x) = f"(%).
Ny ©
Notind cu o, (§) modulul de continuitate al derivatei de ordinul » a func-
tiel f(x), adica
o, (0) = max [f0x) — fAy) | (xye[01], 8> 0), (3)
=2l
T. Popoviciu {27 a dat, in 1937, o noud demonstratie rezultatului lui
Wigert, stabilind inegalitatea

0w = B <A o (=) SN () 0<r<n) ()
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unde

a

A, =2 Pyn oo - S , ML(f) = sup | fo(y) ] (5)

2 ” 2 o

in doua lucrari mai recente 4, {37 D.D. Stancu a imbunatatit
accastd inegalitate, utilizind o noud metodd. Astfel in 741 se stabileste
inegalitatea

S - By | 2

')w( ! )»;»”,’; AL (o)

\/11 2n

Apoiin lucrarea 5. D.D. Stancuademonstrat ¢ ordinul de aproximare
dat de aceastd inegalitate In general nu poate 1 imbunatatit,

In aceasta lucrare! ne vom ocupa de megalitatea (4). Vom extinde,
cu ajutorul unei metode a lut P.C. Sikkema 3§ rezultatele autortlor
mai sus amintiti $1 vom obtine o imbundtitire a rezultatelor acestora.

2. Tncepem prin a da o evaluare diferentei
Q(v) = f(x) — B (x) (7)
Notind

avenmn

B (x) =7 Clnr) 3:_\: Pu (X)), ")

=

unde A, inseamund diferenta divizata

I ik i [
B P
l 3 i n /l
Considerind polinomul
P - B (), (10)

putem scrie
) — BS(x) = ) - PO - L Clnr) P ()

Vom folosi in continuare formula de medie generalizati

FUAL f“’(' V "ff" (O < 0 <1y, (11)
»

P Prezental studin ne-a fost propus de Doho Stanen edraia it exprimim ma!tumirile
noastre sincere,
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negalitatea cunoscuta

1 Cuy) <0 (12)
2n
si identitatea
=1 (13)
Gasim cd
P = 0 () i) < MU, (14)
unde M, (f) are semmnificatia data la (5).
Putem scrie
Q) << ) P T R ML), (15)

In

De asemenea avem

r; _ pn - n:\r; in) i b ; o
F e I L A R [ R

= (")r( 15\? — t-%:’(')l_’ )pn—n(x)
1=0 | " t

Tinind seama cd

by bt Orl o fr g

R e L e )< (17)

- x_J,,A;.J[__C : ,()'i‘<ix_~ i + I,

i Hno— nin-—v i n -7 »n

incgalitatea (16) devine
) — P ()] <3 m,{ X -t | i]p,._,,i(x). (18)
3 =0 | n—r: n

Aici am avut in vedere faptul ca funcfia o, (3) este nedescrescdtoare.

Vom folosi de asemenea inegalitatea

w,(a) < (1 +- } -O;- “w,(@},

5 — Buabes—Bolyai: Mathematica-Physica 1/1966
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prin Ja{ ingelegind cel mai mare intreg pozitiv care este strict mai mic
decit a. Considerind un numir 0 < § < 1, vom avea

i ¥
n—ry X — -+
S = P < 0,0) |1+ 21— | peni(®) [ <
=0 :
1 ; (19}
=2 w,(S){l +T Hx'—’ : +L)Pn~—m’(x)l,
N a0 - v n l
unde accentul inseamnid ¢d insumarea se face numai pentru cazul
x ——

deoarece in cazul contrar termenii sumei sint egali cu zero. Mai departe,
ultimul termen al inegalititii de mai sus devine

77 = PR < o)1+ £+ 45

nd S i=

n —r

Puril )}- (200

N

3. Alegem pentru & valoarea convenabild

1
% e Tt -
‘ vn —_i + 2

Notim cu k% valoarea cea mai mare a lui 7 pentru care mai este satisfiacu-
td inegalitatea

i 1
X e > ez, (21}
Wo— ¥ Vu —» =

KEvident, intregul pozitiv %k are valoarea
k= lxn—7») —\n—7r[. (22)

Notiam de asemenea cu / cea mai micad valoare a lui ¢ pentra care are loc
inegalitatea

i 1
s L 23
R (23)

Aici
[ = [x(n —#) +\Vn—r+1]. (24)

Luind in considerare notatiile si precizdrile de mai sus, adicd relatiile (22)
si (24), suma X’ ce intervine in inegalitatea (20) se poate scrie astfel

o A
;2_'6 - ‘,Z;) + %/ (25)

Dacd # < 0 sau (si) / > n—r atunci suma respectivii este egald cu zero.
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4. Pentru calculul celor doud sume din egalitatea (25) folosim urmsi-
toarea lemi.
Lemd. Fie m > 1 un numar intreg. Au loc urméitoarele relatii :

.k
a) Pentru 0 < A< m sl — < x < 1 avem
m

k

Sl e=( e o

=0

, . l
b) Pentru O < {<Cm $1 0« x < — avem

>
w

"

¢ k) = 77 D e @

|
|
i1 m I —1

Demonstrafia acestei leme este imediatd (vezi {3]).

5. Utilizind lema enuntata la punctul precedent, relatia (25) devine

’ no—y =11 o \m—r—k n—r-—1 . a\r—r—
g} :( ’ J,(,k (1 — x) k+( e jx‘(l x)n—r—bt1

Acum, inegalitatea (20) se poate scrie astfel

| £ PO _:,lfi,f Y. { L Vi —7 n .
7@ = P w’(\/n_y n) ! }_‘n+r\/n—7+n+r\/n——r

— L ey 28
Vi — r{(” r 1; AR (1 — g)rrk (” v 1) a1 — x)r—r—i+ }} (28)
k / I —1
Aici("“;* 1):0 daci k<0 si (” ‘l"':]) =0 dacd > n—r.
Se observa cd functiile
L I R 1 T (" — 7= 1} iy el 29
O e (it A E (S (29)

prezintad salturi pentru acele valori ale variabilei x pentru care marimile

x(n —7) =V —7r, x(n—r)+Vn—r+1 (30)

sint egale cu un numdir intreg. Evident, pentru valorile lui x pentru care
mdrimile (30) nu devin intregi, functiile (29) sint continue.
Introducem functia

0 daca O <o (m—1)"s
Foi(x) = , 31
o (” B ; N 1) A1 — x)~F dacd (m— )" < x L 1 (31
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Aceastd functie este de fapt primul termen din paranteza acoladd a inega-
litatii (28), unde s-a considerat % > 0, adici x(n —7) — Vn—r >0,
deci x > (n — 7)~'".

Al doilea termen, din parantezele amintite, se poate scrie

n—r—1 ; n - — 11
Al 1 —x% #—i—1+1 :( xl 1 — « p—p—I41
( -1 ) ( ) n—r»—l’ ( )

sau dacd notim £ —= n—r—1 avem

n—r—1 ! . n—r—I+1 n—r =1 -1 . n—r—8&
(", )= (" )y (32)

unde y = l-—x. Vom arita ci 2 > 0 revine la y > (n—7r)=". Intr-ade-
var,

Bo=p—7 — [x(n —7) +\Vn—7r4 1=
—n 7= —r—(yn—7) —\Vn—r—1)] =

_k{y(n —7) —Vn—7r—1 dacid y(n — r) — Vn — reste intreg
[y(# —7) —Vn — 7] dacd y(n —7) — \Vn — 7 nu este intreg
deci V

B=n—r—1=1yn—7r —VYn—r[ (33)

k>0 fnseamni y(n—r) —\Vn —7>0 sau y> (n — r)~" ceea ce tre-
buia aritat. Aceasti condifie se obfine de altfel 5i dacd finem seama
cd I < n—r, adicd x(n—7r) - \/n — 7 <<n —r. Mai observim cid pentru
¥ =y avem &’ == k. Din cele aritate aici rezultd

F’,‘;i,(l — x) = (n -l— r: I)xl(l — x)nr=it (34)

si in fine

/(%) — PP < (35)

<o) e ol e +

+ Fi (1 — x) H .
Daca notam

Surl%) = Vn —r{Fp.(x) + Fo,(1 — %)} (36)
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s
.Mﬁ, == sup Sf.,,(x) (37)

0.1
putem scrie

ummnwww<(_W+J{~wﬁiw4wfﬁ+wm%.

Vr — ¥ n4ryn —r

6. PC.Sikkema (3] studiind functia

0 pentru 0L x Lm™ s
F(x) = - (39
) (m i l)x"“( ~x)m=k pentru m~r < a1 )
cu k=] mx —\m [, a demonstrat ci
max 0s<uzl Vo {F,(x) + Fo(l — %)) = S (40)
unde
g _ 20983 V6 — 47022

46656
(S = 0,093785. . .).

Aceasta constantd se obtine calculind valoarea functiei, a cdrei supremum
s-a luat in considerare, pentru m = 6. Dupd cum s-a demonstrat egali-
tatea precedenti este adeviratd pentru orice m, numair intreg pozitiv.

7. Functia F,,(x) introdusi de mnoi (31) are aceeasi expresie analiticd
cu functia (39) studiati de P.C. Sikkema, dacd notdm n—r7 = m,
Tinind seama de aceasti precizare si de egalitatea (40), avem

) = B (x)| <

8. Din inegalitatea (41) pentru 7 = 0 obfinem inegalitatea

f6) = By < (148) o =)

care a fost stabiliti de P.C. Sikkema si care a aparut cu o imbunitatire
a inegalitdtii lui T. Popoviciu

) = B < o)
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De asemenea pentru r == 1, obfinem din {(41) inegalitatea

@ = B <1 1S o[+ )

De remarcat aici este cd termenul al doilea nu mai apare si deci avem
ol expresie mult simplificatd a membrului doi din inegalitatea (41}

9. Daca-l considerim pe § = Vi atunci urmind calea de la punctele
- :

3.5 se obtine din (20)
)~ P <

|

~<{ R A )%~?541-XH}<w(g§?fy

unde
' 0 daca 0<{a<C L . $i S >0
‘ \/n—r n \/n — LI
i I 4
i :r‘t ¥ X} == ! dac" = < \\1 e 0
?;( ) ! a'\/n,_y I ¥ $lvn—-f n =
n—r- 1 k41 vy or—k
{ k ’ e (1—x) dacd O=ix<l1 io— — " <0
l Vn— v #

.x"(n—r—r) -+ \/1—1_~—7 =

St A =

Notind
M, = sup \,Y"hf:?{(,?f;_,, {x) + ?ﬁ:,(lm x)},

10,13
primim inegalitatea

SO) — B (%) o<

;;(1 S ) o )+ T ),
\ ! Vau—7 2n

10. Dacii f”(x) satisface conditia lui Lipschitz, adicd
}f(')(x) __f(f)(y)i -« A4 Ix__y!a‘
0251 4 =0)

atunci
o (8) L A48
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Prin urmare inegalitatea (41) capiti forma

) — BY ()] < Ky, A=+ i}"‘+ =D )

Va7 ” 2n
unde
K, , =1+ S R (ryn—r + nS).
" I +r\/n—-7

Din aceasti inegalitate avem posibilitatea si determindm valoarea lui
n pentru care obtinem o aproximatie doritd a functiei date prin polinomul
Bernstein atasat ei.
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OTHOCHTEJBHO ANIIPOKCHUMALLMU HENPEPBIBHbBIX ®YHKI UM MPU
MOMOIILH MHOTOUJIEHOB BEPHUITENHA

(Peswowme)

B paGore ycranapausaercst nepasedctso (41), B kKotopom vayuilleH K03(GQpHUHEHT
YMHOXKAOUHIT TOPANOK annpoKCHMAalHH NpoHM3BOJAHON mnopdaxa » OYHKIUMH f(¥) Ha
NPOH3BOAHYIO MNOpsiiKa r INpHCOeAMHEHHOTo K Hefl MHoroujsena Depumrefina.

Hernonp3oBaHHBIE aBTOPOM MeTOJ OCHOBRIBAETCH HA pe3vibTaTax, H[OJAYUeHHBIX
TT.K. Cuxkema, I.4. Crauky u 1. A

SUR IAPPROXIMATION DES FONCTIONS CONTINUES PAR LES POLYNOMES
BERNSTEIN
(Résumé)

Lauteur établit Vinégalité (41) dans laquelle on a obtenu une amélioration du coefficient
yui multiplie I'ordre d’approximation de la dérivée d’ordre 7 de la fonction f(x) par la dérivée
d’ordre v du polynéme Bernstein qui lui est attaché.

Le procédé emplové ici s'appuie sur les résultats obtenus par P.C. Sikkema, D.D,
Stancu cte.
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Steaua SY Piscium este o variabild de tipul RR Lyrae. Unica cerce-
tare asupra acestei stele este cea a lui Shapley si Hughes [2]. Asa
cum rezulti din O.K.P.Z. [1], el au stabilit urmitoarele elemente ale
variatiei de luming :

Max. hel. = D.J.2425180,30 -+ 0¢, 67354E, (1)

cu o variajie a luminozititii intre 12,4 si 13,8 magnitudini fotografice.

Pe baza planului de colaborare cu Observatorul astronomic din Odesa,
variabila SY Piscium a fost introdusi in programul Observatorului astro-
nomic din Cluj. Astfel intre 7 octombrie 1963 si 11 ianuarie 1964 s-au
efectuat 248 de expuneri de c¢ite 10 minute, cu ajutorul telescopului Newton
(F =250 cm, D = 50 cm.) pe plici Isopan F. sensibilizate cu o solutie
de alcool, utilizindu-se un filtru Schott GG 11. S-au obtinut astfel 248
imagini fotovizuale ale variabilei. Observa-
tiile au fost efectuate de colectivul Obser- °
vatorului (Ureche 429%,, Popa 349, To- e} 4
doran 129 si Mihoc 129%). B

In vecinitatea variabilei am ales 8
stele de comparatie, notate cu a, b, ¢, d, 30'}
e, f, g, h (fig. 1). Pentru determinarea < he
magnitudinilor lor fotovizuale, pe 6 plici 1e
Isopan F sensibilizate, utilizind filtrul 40Ty @>e
Schott GG 11, s-a fotografiat Secventa g .
Polara de Nord si regiunea variabilei SY 50t 4 :.
Piscium. Innegririle stelelor de compa- ¢ .
ratie le-am mésurat pe placi cu ajutorul ohs5™ 567
unui microfotometru fotoelectric M ® — 2.

Curbele caracteristice ale pldcilor le-am A= 580 4°66
trasat cu ajutorul a 21 stele standard = 045g°
din Secvenfa Polari de Nord cu magni- B =80 47758
tudini fotovizuale precis determinate. Eroa- 1., 1. ilarta resiuaa variallei

* .

© - <
-
» -0
> -0

- b

.-
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rea de scari s-a eliminat prin medierea rezultatelor. Astfel s-au obtinut
urmitoarele valori pentru magnitudinile fotovizuale ale stelelor de com-
paratie, corectate de extincfie :

Tabel 1

§ AT

Steaua Mpa . Eroare medie pitratica

! !

a 12,31 40,02
b 12,38 ' . +0,03
c 12,42 40,02
d 12,62 +0,05
¢ 12,97 ! 4-0,03
f 13,10 40,07
o 13,60 10,04
h 13,84 = 0,03

Dintre acestea s-au utilizat mai ales stelele a, d, e, {, g.

Pentru determinarea magnitudinilor fotovizuale ale variabilei, inne-
gririle imaginilor ei le-am mésurat pe placi cu acelasi microfotometru
fotoelectric. Curbele caracteristice le-am trasat cu ajutorul stelelor de
comparatie date mai sus. S-au obfinut astfel 248 valori wm,,, ale ciror
momente corespunzdtoare au fost reduse la centrul Soarelui cu ajutorul
tabelelor Ini Prager. Momentele astfel reduse si magnitudinile corespun-
zdtoare sint date in tabelul observatiilor individuale (tabel 4).

Grupiund observatgiile dupa fazele calculate cu ajutorul elementelor
(1) s-au format 38 de puncte normale, date in tabelul 2, in care prima coloa-
na reprezintd aumAral de ordine al punctului normal, a doua faza ¢, a
trein magnitudinea fotovizuald m,.. iar a patra numdrul de observatii
individuale incluse intr-un punct normal N.

Pe baza tabelului 2 s-a construit curba medie de lumind, reprezentata
in fig. 2. Din curba medie de lumind se cbservd c¢d luminozitatea stelei
SY Pisciin variazi fntve M == 1246 si e = 13,43 magnitudini fotovizu-
ale. Maximnl in curba de lumind este ascutit. Asimetria in fazd a curbet
de Tnmind oste

2o (M) — o (m) = 0,160

far asimetria in magnitudine

1 |
I ! e (M - ) oz O, 39
‘({'H\:I\' T P 2
i 2
De aiet rezulta ¢d variabila SY Piseiwm apartine clasei cefeidelor de tip
RR arae, subtipul RR, .

In curba medie maximul are loc la faza Qe = 07,416 fiind astfel
deplasat cu aproape o jumdtate de perioadd fatd de elementele (1). S-a
ivit astfel problemu Je a determina noi elemente ale variatiei de lumini,
intrucit maximele variatiet de lumind se produc cu aproximativ 6% 41 mai
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tirziu decit indicd elementele (1). Astfel pe baza observatiilor obfinute am
determinat momentele a 10 maxime, prin metoda lui Pogson pentru maxime-
le cu observatii pe ambele ramuri si cu ajutorul curbei medii pentru maxi-
mele cu observatii pe o singurd ramurd a curbei de lumina. Maximele
observate sint date in tabelul 3, in care prima coloand reprezintd momen-

Mpe
24
.
r *
L]
F *s
L .
L]
1228 | LI
-
® e
F . .
.
L ..
32 o
- .‘
. . .
Y LI . ¢ * . o
00 a2 o4 [4[3 08 10’0

Fig. 2. Curba medie de Inmini.

tul observat al maximului, a doua numarul de observatii pe ramura ascen-
dentd, a treia numarul de observatii pe ramura descendentd, a patra pon-
derea p, a cincea diferentele O—C (momentul observat minus momentul
calculat), caleulate cu elementele (1), iar a sasea diferentele O—C,, caleu-
Iate cu noile elemente (2), care au fost determinate pe baza maximelor
din acest tabel. Noile elemente au fost determinate prin metoda  celor
matl micl patrate i au fost urmatoare :

Max. hel. = D.J. 2438314.6085 i (r, 673573E 2y
=17 +33

in elementele (2) perivada nu diferd esential de cea corespunzitoare
clementelor (1), insi epoca initiald corespunde unei deplasidri de 407, 2785=
= 6 417 fatid de elementele initiale (1). Aceastd deplasare indicd necesitatea
urmdririi sistematice a cefeidei SY Pisciem pentru a decide dacd ea se
datoreste preciziei mici a elementelor (1) sau cventual efectului Blajko.
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Puncte normale Tabel 2
} 4 { i Y
Nr ! @ } Mgy N || Nr. o E Mgy N
crt. i ! : crt. | i
! ! ; ’ i
1 02,0180 i 13,35 [ ‘! 20, 07,5420 12,78 8
2 | 00420 | 1340 | 6 | 21 0,5625 12,84 . 8
3 0,0627 k 13,39 booe ! 22 0,5834 12,93 ! 8
4 0,0842 13,39 6 23 0,6081 12,96 ! 8
5 0,1128 13,37 6 24 0,6306 12,96 § 8
6 00,1447 13,34 6 25 0,6517 12,99 8
7 0,1857 13,38 6 I 26 0,6749 13,07 8
8 0,2297 13,41 6 1 27 0,7041 13,10 8
9 0,2682 13,43 6 28 0,7290 13,12 6
10 0,2957 13,34 6 29 0,7498 13,21 6
11 0,3227 13,00 6 30 0,7702 13,20 6
12 0,3630 12,68 6 31 0,7978 13,24 6
13 0,3858 12,54 6 32 0,8185 i 13,27 6
14 0,4100 12,46 6 33 0,8402 ! 13,36 : 6
15 0,4418 12,51 6 | 34 0,8670 13,34 6
16 . 00,4593 12,58 I ¢ 35 0,8937 13,31 6
17+ 0,4762 12,59 . 6 T 36 0,9253 13,35 6
18 | 0,4975 12,72 .8 37 0,9585 13,40 6
19 ' 0,5214 12,79 8 ¢ 38 | 09907 ‘ 13,39 6
Tabel 3
Maxime observate
Numirul observatiilor . %
Max. hel. |
2438... ! S ¢ 0-C 0-C,
ramura ascell- | ramura des-
dent3 cendenti
310,568 6 - 1 —+ 04,279 -+ 02,001
311,238 17 1 + 0,276 —0,003
314,614 8 -— [ + 0,284 + 0,005
319,326 3 . 15 | 15 +0,281 40,001
323,363 8 ' 11 2 + 0,277 -—0,002
342,235 — 10 0,5 + 0,290 -+0,010
348,283 — 19 1 -+0,276 —0,004
350,305 4 5 1,5 +0,277 --0,003
352,324 — 10 0,5 + 0,276 —0,005
406,217 — 10 1 -+0,286 + 0,003
Tabel 4
Observatii individuale
] |
D. T- hel. . my, D. T, hel. | my, D. T. hel. . my, ' D.T. he my,
2438..., 2438..., : 2438..., 2438..., i
H
310,4763 13,39~ 311,2944 1280 ' 311,3888 13,03 311,4694 13,32
310,4912 13,20 311,3633 | 12,74 311,3999 13,01, 311,4833 13,33
310,5013 12,91 311,3180 t 12,82 311,4110 13,151 311,5041 13,36
310,5318 ;| 12,83 . 311,3305 112,81 311,4242 1 13,071 311,5135 13,38
310,5402 + 12,54 | 3113432 1 12,85 ¢ 311,4301 13,05 311,5249 | 13,44
310,5540 ¢ 12,56 i 311,3492 12,99 | 311,4416 13,11 | 311,5360 @ 13,46
311,2833 1262 311.3763 12,93 311,4555 13,15 3132848 12,45
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Tabel 4 (continuare)

1 H !

: i i
D.J. hel. * my, D.J. hel. | my | D.J. hel. 1} Mgy, 1 D.J. hel. | my,
2438. .., | 2438, | | 2438, | 2438..,
: i

3132952 1250 | 3194374 | 12,03 I 3234164 | 12711 3484975 | 13.12
314,4104 | 1327 ' 3194496 13,03 323,4275 12,95 348,5093 | 13.26
314,4208 ' 13,35 3194621 | 13,00 | 3234386 | 12,92| 3485204 | 13,15
314,4361 13,33 3194756 | 13,01 ' 3234532 12,88 3502461 | 12.77
314,4500 13,33 319,4885 | 13,02 323,4659 12,79 350,2746 ' 12,47
314,4639 | 13,26 | 3195003 | 13,02 323,4796 12,82 | 350,2884 | 12,58
314,4903 ' 1351 | 319,5253 . 13,27 , 3234945 (12931 3503016 | 12.43
314,5041 13,44 319,5402 13,19 323,5066 ' 12,88 350,3169  12.46
314,5166 13,44 3195531 13,13 | 3242553 13,06 350,3280 © 12.53
314,5305 | 13,44 319,5669 13,15 | 3242720 13,21  350.3391  i2.52
314,5458 12,99 | 3195808 © 13.30 324,2998 13,15 350,3503 12,54
314,5666 | 12,80  319,5947 | 13,30 3243116 13,221 350,3614 | 12.64
314,5805 12,58 | 319,6086 | 13,31 | 3243220 @ 13,39, 3504058 . 12.89
314,5910 12,62 | 3196364 13,30 | 324,3400 13,30 3524071 = 1277
314,6021 12,51 | 320,2524 13,31 3244150 | 13,38 3524175 | 12.71
3154736 | 13,23 320,2677 13,29 324,4255 13,36 3524279 ' 12,74
315,4875 13,18 3202968 13,32 3252741 | 13,46 | 3524377 12,97
3155000 | 13,30 320,3100 1333 | 325,2852 | 13,44J 3524474 12,97
315,5153 13,28 3203211 1350 | 3252964 13,86 3524627 13,11
3155285 13,29 320,3378 | 1331 | 3253089 13,36 3524738 | 1314
315,5417 13,21 320,3517 | 13,34 | 3253186 13,20 ' 3524870  13.13
315,5535 , 13,26 320,3642 13,40 329,2701 13,52 3524974 ' 13.10
315,5653 | 13,34 320,3781 13,34 | 329,2854 13,39 | 4525078 . 13.12
315,5833 13,42 320,3920 13,30 3292999 1342  357,191S  12.92
315,5965 13,37 320,4061 13,35 331,5173 12,81 857,2023  12.95
315,6090 13,34 320,418+ |, 1334 . 3422990 12,68  357.2141  13.03
315,6215 | 13,36 = 3204281 13,36 3423101 1276 . 3572509  13.03
316,2723 | 13,21 320,420 1331 3423275 | 12,82, 357.2668  13.00
315,2834 13,29 822,3726 | 13,34 | 3428414 | 1290 = 357,282 | 13,09
315,2959 13,28 3223865 © 13,57 | 3423559 | 12,89 357.2974 | 13,09
316,3077 13,41+ 322,3990 13,55 4323705 1 12,89 3573182 | 13,19
318,354 13,30 © 3224115 . 13,50 342,3879 1291 357,3342 | 13.20
318,3689 13,31 3224251 1346 | 3424004 11296 357,3446 | 1334
318,3828 1329 3224393 13,38 | 3424143 13,01 | 3573717 | 13.35
318,3967 | 13,39 3221518 13,44 3424282 13,01 357.3821 | 13.39
BISA085 | 1348 3214629 13,16 347,3774 13,41 - 357.3967 ' 13.38
318,4210 13,38 322,4782 13,48 347,393+ 13,50 8574474 | 13,40
3184314 ¢ 13,31 532,4907 13,43 347,079 1342 357.4613 | 13.42
3184419 1331 522.5046 13,28 | 3474211 13,32 3574766 | 13.41
318,4599 13,43 322,5199 13,30, 3483107 12,58  357.4912 . 13,32
318,4697 13,33 322,5476 | 13,43 . 3483218 | 12.63' 357.5016 . 1337
318,4801 | 13,40 © 3225615 . 1339 3483329 |12.63 3742812 | 13.20
318,5009 | 13,38 , 3225740 . 13,28 | 3483161 | 12,83 3742923 | 1382
3185467 13,37  323,2677 | 13,51 | 3483572 | 12,90  399.2258 | 1342
319,3003 1246 3232802 | 1337 348,3704 | 12,92 399,2397 | 13.38
3193114 | 1241 | 3232920 1331 3483815 | 1299 4062336 | 12,53
319,3232 | 12,40 | 3233031 | 13,11 | 3483934 | 12,97 | 4062447 | 1258
319,3366 1239 | 3233143 | 1304 | 8484065 | 1300 4062538 | 1258
319,3489 . 12,70 3233257 | 1275 | 3484177 | 1284 4062669 | 12,69
319,3600 12,56 3233372 | 12,68 348,4288 | 12,81 4062798 | 12,66
319,3739 12,61 | 3233511 12,51 3484399 | 12,98 | 406,2026 | 12,70
319,3836 | 12,56 | 3233629 | 1248 348,4510 | 12,94 4063065 | 12.85
3193985 | 12,80 | 3233747 | 12,53 31814621 | 1313 4063311 | 12.89
319,4128 12,71 3233858 | 1271 | 3484732 | 13.09' 4063457 ' 12,92
3194253 | 12,81 | 323,3969 | 12,60 | 3484843 | 13.04| 4063637 | 12,97
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GOTOMETPUYECKHE 3JIEMEHTDBI HEGQEW bl SY PISCIUA
(Peszwme)

Agrop npusoant 248 doropuayanbHeiXx HabGaoileHnid uedenamt SY  Piscium,
npouspeR€HHbIX B Kayxckoll Acrponomuueckoii OGcepmaTopun B mnepuol ¢ 7 okralps
1963 r. no !l supaps 1964 r. B pabore naérca kaprta o6nactd H GOTOBH3Y A bHBIE BEJHUH-
Hpl 3Bé31 cpaBHenusi. [louyepHEHHS] CHHMKOB H3MepeHbl NMPH MOMOLHM HOTOAEKTPHUUECKOTO
mukpodoromerpa MP-2.

Ha6moaenus crpynnuposanb B 38 HOPMaJdbHBIX TOUKAX, NPH TMOMOILH KOTOPHIX
nocTpoeHa cpeluas kpupas 6JieCKa, yKasbiBaiollas Ha To, YTO nepeMeHHass SY  Piscium
spasercs uedennoit THna RR  Lyrae, noaruna RRa. Ha ochosanuy nabmoleunit
onpejeiieHs # MOMeHTH 10 MaxkCHMYyMOB, He TDOBEpPSIOWHX 3jeMeHTOR Shapley n Hughes.
ITo sTofl npHynHe onpejesleHn HOBbE 3JeMCHTH BapuauuH Oaecka (2). Horwpe sneventn
COOTBETCTBYIOT CMELIEHHIO MOMEHTA Makchmyma Ha 0F, 416=6*41" no cpasmenmo ¢ sae-
menTaMu (1), cMelleHHIO, KOTOpOE MOXKET ObTh cBA3aHo ¢ sdgpekToM Baaxko. Ito cMetueHue
YKAa3bBaeT Ha HeOGXOJHMOCTL CHCTEMaTHUYeCKOro HabJIOAeHHS nepemedHoll 3Be3jbl.

LES ELEMENTS PHOTOMETRIQUES DE LA CEPHLIDE SY PISCIUM

(Résumé)

L’auteur présente 248 observations photovisuelles de la céphéide SY Piscium, effectudes a
1’Observatoire Astronomique de Cluj entre le 7 octobre 1963 et le 11 janvier 1964, I’étude conticnt
aussi la carte de la région et les magnitudes photovisuelles des ¢toiles de comparaison.
Les noircissements des images ont ¢té mesurés a 'aide d’un microphotométre photoélectrique
M2

Les obscrvations ont été groupdes en 38 points normaux, a 'aide desquels on a constiuit
la courbe moyenne de lumiére, qui montre que la variable SY Piscium est une céphéide du type
RR Lyrae, sous-type RRa. On a déterminé également sur la base des observations les moments
de 10 maxima ne vérifiant pas les éléments de Shapley et Hughes ; ¢’est pourquoi 'on a déterming
de nouveaux éléments de la variation de lumiere (2). Les nouveaux ¢léments correspondent a un
déplacement du moment du maximum de 02, 416 =641 par rapport aux éléments (1), déplace-
ment qui pourrait étre 1ié a Ueffet Blajko, indiquant la néeessité de Pobscrvation systématique
de la variable.
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in 1849 a apirut la Iasi un manual didactic intitulat Fizica
Elementara., Autorul manualului este paharnicul Teodor Stamati,
profesor la Academia Mihdileani din Iasi [17.

Importanta carfii constd in faptul cd este primul manual roménesc
de fizicd, reprezintd deci inceputul invatdmintulul in limba patriei al aces-
tei discipline. In scolile grecesti din Térile romane s-a predat fizica inca
din secolul al XVI1I-lea, in cadrul filozofiei. Astfel s-au pidstrat manus.rise
atit la Bucuresti cit si la Iasi dupd cursurile filozofului bizantin Coridaleu,
celebru interpretator al filozofiei lui Aristotel [2]. In secolul al XVI1T-lea
se folosea la Tasi manualul grecesc al lui N. Theotokis [3], tipdrit la
Leipzig fn 1765. Un manuscris romanesc cu continut de fizicd s-a desco-
perit de curind in Transilvania. Este lucrarea Iui G. Sincai {4]: Fuvdzd-
turd fiveascd spre suvparea superstitiel novodului, scrisi probabil intre 1804
si 1808 i tiparitd in 1964, Ea insd era destinati masei mari de cititori
pentru combaterea superstitiei, deci nu era manual didactic si nu cuprinde
chestiuni de fizicd decit incidental. Valoarea ei scade prin faptul ¢d nu a
fost tipdritd la timp, insd e totusi pretioasd atit pentru studiulepocii, cit
st pentru terminologia folositd de Simcai, care impreund ca a lui Stamati
ne dau indicatii pretioase asupra formdrii limbajului stiintific roméinesc.

*

Manualul lui Stamati este o cirticicd de format 12x18 cm, legatd
in jumatate pinzd, avind 188 pagini tipdrite cu litere cirilice. Fa poartd
titlul : Fizica Elementard pentru clasele colegiale din Printipatul Moldoves,
compilatd dupd IF. Crisu de pah. Teodor Stamati, doctorw de filosofie si
de frumoasele arte, profesoru publicu de fizicd si istorica natiunes la Academia
Mihdileand din Fasi, mddulariu efectivu societitic de wmedici si naturisti
din Pringipatul Moldovei. Intiia editie. Cu cheltueala Casei Scoalelor, Iasi.
Tipografia Institutul Albiner 1849.

Pe dosul foii de titlu sint citate cuvintele lui Cicero : Naturae cognitio
est fons sapientiae (Cunoasterea naturii este izvorul intelepciunii).
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Cuprinsul cartii este urmitorul : Scara pag. III—1IV. Precuvintare pag.
V—VIIIL. Introducere pag. 1—4; TFizica generald pag. 5—62, Fizica
speciali pag. 63 — 140, Fizica aplicatd 141-—184, Tabla de materii pag.
185—188. I.a sfirgit sint anexate trei tabele cu figuri.
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Dupi cum rezultd din foaia de titlu manualul lui Stamati nu e original,
ci o compilatie dupd F. Crisu. Atanasiu i Cimpan au dedus cd ar fi
vorba de germanul . Kries, care a publicat un Lelhrbuch der Physik in
1805, [1, pag. 20], precum si manuale de matematici. Autorii articolului
recunosc insd ca nu au putut procura pind acum cartea lui F. Kries, asa cd nu
au fost in misurd si arate intru cit s-a folosit Stamati de manualul german.
Faptul ci Intr-un memorin al sdu din 1844 Stamati afirmi cd a alcatuit
in limba romand si o Fizicd experimentald dupd Muncke, lasi problema si
mai lncurcati, mai ales cd manuscrisele lui Stamati s-au pierdut.
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Pentru a lAmuri aceastd chestiune am ciutat si dau de urmele manua-
lelor lui Kries si Muncke. In Biblioteca Academiei, R.S.R. Filiala Cluj
am descoperit atit manuale de fizici, cit si de matematici ale lui . Kries.
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Fig 2.

Friedrich Christian Kries (1768—1849) a fost mai intii invatitor,
apoi din 1789 profesor de matematicd si fizicd la gimnaziul din Gotha. In
tinerete a tradus in nemteste Lettres a une princesse d’Allemagne a lui
L. Euler, apoi a scris cdrfi didactice si stiintifice.

Dintre manualele sale didactice de fizica si matematici, menfiondm
urméatoarele :

1. Lehrbuch der Naturlehre fiir Anfinger, 8°, Gotha, 1804; ed. 5 din
1824, iar ed. 8 din 1844.

2. Lehrbuch der Physik, 8°, Jena, 1805 ; ed. 3-a din 1821,

 —- Babes—-Bolyai: Mathematica-Physica I/1966
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3. Lehrbuch der reinen Mathematik, 8°, Jena, 1810, ed. 7 din 1844,
4. Lehrbuch der mathematischen Geographie, 8°, Leipzig 1844.

Georg Wilhelm Muncke (1778—1847) a fost profesor de fizicd la Uni-
versitatea din Marburg, apoi la cea din Hannover. Are numeroase lucrari
stiingifice si didactice. Dintre aceste din urmi amintim urméitoarele :

1. Anfangsgriinde der Naturiehre, 2 vol. 8°, Heidelberg, 1819—20.

2. Anfangsgriinde der mathematischen und physikalischen Geographie, 87,
Ib. 1820.

3. Die ersten Elemente der gesammien Naturlehre, 8°, Heidelberg, 1825,
cd. 2 din 1829.

4. Handbuch der Naturlehre, 2 vol. 8° Ibid. 1829.

Din Lehrbuch der Plysik al lui Kries se afli in Biblioteca Filialei din
Cluj a Academiei, editia a patra, tipdritd Ia Jena In 1827. Ea este un
manual de aproape 500 de pagini, de nivel mai nalt decit al lui Stamati.

Lehrbuch der Naturiehre filr Anfinger se aflda in Biblioteca aceleiasi
Filiale in edifia a opta, tipdrita la Gotha in 1844. Comparind aceasta
carticicd de acelagi format cu a lui Stamati si avind 192 de pagini, am
descoperit cd cuprinsul celor doud manuale este aproape identic. Asadar
manualul lui Stamati este o prelucrare dupd Lehrbuch der Naturlehre al
lui F. Kries. In consecinti, in cele ce urmeazi voi analiza cuprinsul Fizi-
cii Elementare a lui Stamati, comparind-o cu Naturlehre a lut Kries, ara-
tind in ce misurd a folosit-o Stamati si care e rolul sdu In scrierea manua-
Tului.

Telul in care a utilizat Stamati manualul lui Kries se vede deja din
comparatia cuprinsului celor doud cirfi. Kries trateazi urmaitoarele :

Einleitung . . . . T
A Erster Haupttheil . Allgemeinu Naturlehre

I. Von der Korpern fiiberhaupt.

1. Allgemeine Figenschaften der Kérper,. § 88— 20
2. Von der Bewegung der Kérper iiberhaupt, § 21— 32
3. Vom Fall der Ké&rper, .. ) § 33— 40
II. Von den festen Korpern.
1. Vom Gleichgewicht fester Korper § 41— 33
2. Von den Schwingungen fester Kérper § 41— 32
a) Vom Pendel . § 54— 58
b) Vom Schall § 59— 66
3. Vom Stoss fester Korper . § 67— 70
4. Vom Druck fester Korper auf eine schiefe Ebenec § 71— 74
5. Von der Reibung oder Friction fester Korper § 75— 78
III. Von den flissigen Korpern § 79
1. Von den tropfbaren Flu551gke1ten § 80— 88
2. Von den elastischen Fliissigkeiten. § 89— 95

IV. Von festen und flissigen in Verbindung.
i 1. Vom Gleichgewicht fester und flissiger Korper . § 96—105
2. Vom Widerstand ﬂusslger gegen bewegte feste Kor-
per .. . . . . Lo . §106—109



PRIMUL MANUAL ROMANESC DE FIZICA 83

B. Zweiler Haupttheil; Besondere Naturlehre.

I. Von der chemischen Aunziehung . . . . . . . . . § 110—111
II. Von den einfachen Korpern, die eine merkliche Schwere
haben . . . . e e e e s s I8 124
ITI. Von den Sauren Basen und Salzen . . . . . . . § 125—-129
IV. Vom Wasser . . . . . . . . . . . . . . .. .. §130-138
V. Von den Lauftarten . . . . . . . . . . . . . .. §$139—-144
VI. Vom Iicht . . . . . . . . . . .. . .. . ... §145—-166
VII. Vom Ieuer . . e e e e oo 8 167188
VIII. Von der E 1ektr1/1tat S 8189206
IX. Vom Magnet e e e e oo S 207228

C. Dritter Haupttheil . Angewandie Naturiehre.

I. Vom Weltgebdude und der mathematischen Einthei-

lung der Erde . . . . oo §224--248

11. Von den physikalischen Besclnffenhelt der I‘rde . § 249-269

111, Von den ILufterscheinungen . . . . . . . . . . . § 270—-204

Einleitung in die Naturgeschi¢chte . . . ... §295--331

Anhang. La Stamati acestora e corespunde urmitoarea
Scara.

Introducere . . . . . . . . . . . . . . .o ..o 8 1= 7
A. Pariea intdr: fizica generald.
I. Despre trupuri in general

1. Insusirile generale ale trupurilor 8-— 20

2. De miscarea trupurilor indeobste . . . . . . . . § 21— 32
3. Despre ciderea trupurilor § 33— 40

II. Despre trupurile solide.

1. Despre ecvilibria trupurilor solide. § 41— 52
2. Despre oscilafiile trupurilor solide . . . . . . . § 53
si despre pendel . R L
3. Debpre ciocnirea trupurllor solide . . . . . .. § 59— 62
4. Despre apdsarea trupurilor solide pe un plan incli-
nat . § 63— 66
5. Despre frecarea trupulllm solide § 67— 70
II1. Despre trupurile fluide § 71
1. Despre fluidele licvoroase . § 72— 80
2. Despre fluidele elastice seau gazoase Co § 81— 93
IV. Despre trupurile solide si fluide privite in unire.
1. Despre ecvilibria trupurilor solide si fluide . . . § 94—103
2. Despre impotrivirea trupurilor fluide cétre cele mis-
- X L S

3. Despre son . . . . . . . . . . . . . .. ... §108~115
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B. Partea a doua: fizica speciald.

I. Despre atragerea chemica § 116119
I1. Despre lumind § 120—170
III. Despre foc si caldurd § 171--197
VI. Despre electricitate § 198223
V. Despre magnet § 224251
C. Partea a treia: fizica aplicatd.
I. Despre impirfirea pamintului cea matematicd si des-
pre univers C e § 252--276
II. Geografia fizicd. a) Fata pidmintului
1. Marea § 277282
2. Lacuri § 283
3. Fluvii § 284
4. Izvoari, fintini § 285
5. Pamint uscat sau continent § 286288
6. Insule § 289
b) In launtrul pammtulm § 290297
III. Despre Meteorologie § 298

*

Dupad cum se vede din aceasti comparafie deosebiri esentiale intre
cele doud manuale existd numai incepind cu Partea a doua, unde Stamati
a omis paragrafele despre corpurile simple, acizi, baze si siruri. De aseme-
nea in Partea a treia a introdus Geografia fizicd, 1dsind afara Amnexa cu
Introducerea in istoria naturii. E interesant ci Kries din motive pe care
le considerd pedagogice nu a pus in cdrticica sa nici o figuri, pe cind
Stamati a anexat trei tabele cu figuri foarte bine executate. Mai amintesc
ca ambele manuale au la sfirsit cite un indice alfabetic al termenilor tehnici
folositi, care ugureazi orientarea cititorului.

Manualul lui Stamati fncepe cu o Precuvintare a sa, pe care pentru
fmportanta ei istoricd o redau aici in intregime. ,, Toate ﬁintelc universu-
lui sint create de bunul D-zen pentru un scop : Soarele-i pus sd lumineze
si s incidlzeascd, apa si adape si sd spele, aerul si fie de rdsuflat pentru
viezetoare si prin miscare se producd prefaceri in atmosferd, mineralele
sd fdptuiascd intre sine si asupra altora, plantele sd creascd, si se repro-
ducd si sa fie mijloc de viatd animalelor, animalele si creasci, si se misce,
si se reproducd, si fie in relatie intre sine si mijloc de vietuire, de inles-
nire, de comoditate, de ajungere la un scop mai inalt altei fiinfe din
imperiul lor, si acesta e omul.

Intre toate fiintele viezetoare dar spre pimintul nostru, omul singur
dupa mai multe dovezi, rezemate pe o cugitare rationald, este creat pentru
un scop mai nobil, mai inalt, mai sublim, cici lui adecd omului, in privirea
spiritului, 1 s-a dat ceva mai mult decit tuturor celorlalte fiinte ale globu-
hii nostru, i s-au dat, zic, minte, ratiune ; iard in privirea fizicd, i s-a dat
un organ (trupul), in carele si lucreze si carele impreuni cu celelalte fiinte
ale universului si-i fie de mijloc ca s ajunga la acel inalt, nobil, D-zeesc scop.
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Dar care este acest nobil, inalt si sublim scop, la care omul trebuie si
tinteascd si si se sirguiascd ca sd ajungd, sau macar si se apropie? Scrip-
tura si tofi Inteleptii ne l-au spus, ne l-au limurit, ne l-au ficut cunoscut.

Cum cd fiziceste omul cind se naste este foarte mérginit, se stie, si
cum cd si lucrurile ratiunei se desfasurd si sfera cunostintelor se intinde cu
cresterea si desevirsirea organismului si cu cunostinta obiecturilor ce-l
incunjurd este viderat.

Omul capitd cele intli cunostinte despre obiecturile naturei numai
prin contact. Aceste cunostinte urmeazi dupid gradul impresiunei, ce fac
obiecturile asupra simturilor. Cunostintele despre obiecturile intelectuale
le capatd prin rafiunea sa, treptat dupd gradul desfisurdrei cu cresterea
si desdvirsirea trupului si dupd sfera cunostintelor despre obiecturile uni-
versului.

Ca sd volascd omul ceva si sd tinteascd In ceva trebuie mai intli si pri-
ceapd, si intdleagd, sa cunoascd ce voeste, si la ce tinteste; si ca si ajungi
la tintd, la scop, trebue sa cunoascd, sa stie atit scopul acesta, cum si
mijloacele prin care se poate ajunge la dinsul. Cunostiniele dar si stiin-
tele sint omului neaparate ca si ajungd la acel scop Inalt, sublim. Aces-
tea sint uneltele, acestea sint mijloacele, acesteasint Iuminile, ce-l1 caliu-
zesc; fard dinsele omul ritdceste, rimine, ori unde intre celelalte animale,
care potrivit naturei lor, {intesc numai la un scop material, si se aseamani
lor, ,,Alituratu-s-au cu dobitoacele cele fird de minte $i s-au aseminat
lor. Fari cunostinte si stiinte omul perde calea cea adevarata, oarbeca
intru intuneric, nu cunoaste ce este de folos si ce este vatidmitor sufle-
tului si trupului, nu cunoaste nici adevaratul bine, nici adeviratul riu;
face ce nu-i de facut, isi perde timpul inzddar, isi perde viata {ird nici un scop,
se perde trupeste si sufleteste pre sine Insusi si pre alfii. Cunostintele si
stiintele arati omului calea cea adevirati, cea mai scurtd si mai lesnicioasd ;
ele 1l invatd in fericire <d nu-si iasd din masuri si In nenorocire si nu-si
piardd cumpétul, si nu se despereze. De aceea dar se cer cunostinte si
stiinte, se cere a sti, si spre a sti se cere a inviita, cici nimine nu se
naste invitat.

Stiintele sint foarte intinse si feliurite, dupd feliurimea obiecturilor
si dupd gradul cunostintelor de cdpdtat despre dinsele. Omul nu poate
si aibd In spefial cunostin{d despre toate, ba st In general este cu anevoe,
drept care omul nu poate sti toate, cici numai D-zeu este a toate stiitor;
totusi prin o sistematicd invidtdtura poate ajunge de stie multe, foarte
multe ; si dupa cele zise, este de nevoe sd invete un curs regulat si sistema-
tic de stiinte, cdci alt feliu Invatind numai cite ceva de ici colea si adesea
pe dos fird adevaratul in‘;éles se face un om stricat $i mai rdu decit cel
firesc pre care 1l pova‘;ue§te micar frica lui D-zeu si dreapta sa Judecata in
cele ce cunoaste, si nu se atinge de cele ce nu cunoaste, cici nu se rugineaza
a-gi marturisi negtnntq si a intreba pre cei ce stiu. Un om stricat, un sarla-
tan vatimi mai mult sotietdtei decit un om firesc, cdci omul stricat si sarla-
tanul nu cunoaste adevirata vrednicie a omului, nu se cunoaste pre sine,
este o creaturd fard suflet, o masind infernald, cdzutd din vrednicia omenirei,
gata a implini ori ce faptd nelegiuita si vdatdmatoare, Cunostinte si stiinte
sistematice sint de nevoe omului ca si fie adevarat om.
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Am 7zis ca stiingele dupid {eliurimea obiecturilor sint fielurite. Stiin-
tele ce ne povijuesc cdtrd cunogtinta obiecturilor naturei se numesc stiinte
naturale sau mai bine stiintele obiecturilor naturei.

Intre aceste stiinte fizica este una din cele mai insemnate, cici dupi
istoria naturei, apoi ne Incunoaste chiar din pruncie cu fenomenile, cu pre-
facerile, cu legile statornicite de creator in naturi.

Cind aflim In copildrie cd focul arde, ne Incalzeste si ne frige, ¢i apa ne
adapa, ne ricoreste, si ne ineacd, Invatdm fizica. Acestea insd sint feno-
mene foarte cunoscute ; dar sint altele mai ascunse si mai greu de intiles,
care tousi atirnd de la niste legi statornice, si pe acestea ni le spune fi-
zica. O asa frumoasd si folositoare stiintd la natiile civilizate se impértd-
seste tinerimei Incd in fragida varsti; noi Roménii pana acum in limba
noastrd incd n-avem o carte cuprinzidtoare de aceastd stiintd, aceasta este
cea intii cars acum pdraseste tipariul. Fa inse este menitd a fi mai mult
o carte elementard scolasticd pentru clasele de colegii, drept care pre cit
s-au putut potrivit pentru aceste clase m-am sirguit de o am si prelucrat-o

Tasi, in asril, 1949, T. Stamati”’

In ciuda caracterului teologic al inceputului Precuvintirii, ceea ce de
altfel este caracteristic epocii si mediului in care a trait Stamati, ea scoate
in evidenta Importanta stiinfelor ¢ mai ales a folosului fizicii pentru edu-
catia tinerimii.

Introducerea cartii lui Stamati nu mai este originala, ¢i e luatd din
manualul lui Kries. Aceasta se poate vedea mai ldmurit din confruntarea
textelor. Jatd inceputul Introducerii in cele doud manuale :

Kries

I. HEs ist fiur den Menschen von
Wichtigkeit, die Dinge, die ihn in
der Nahe unde in der Ferne umge-
hen, und mit welchen er auf so
vielfache Weise in Verbindung steht,
kennen zu lernein. Die Menschen
haben sich daher schon von Alters
mit der Betrachtung und Untersu-
chung dieser Dinge, die man zusam-
men wohl unter dem Namen Natur
begreift, beschiftigt, allein man ist
darum noch lange nicht dahin ge-
langt, sie alle genau und vollstindig
+11 kennen ; woran theils die uner-
messliche Menge der Dinge, thils
ihre verborgene Beschaffenheit—ver-
bunden mit der Eingeschrankheit
der menschlichen Frkenntnisskraf-
te —Schuld ist.

Stamati

1. In natura ne nastem, crestem
st murim; ne este dar de mare
trebuintd a cunoaste obiecturile ei,
cu care venim in atingere prin feliu-
rite chipuri. Qamenii insa din ve-
chime s-au indeletnicit a observa =1
a cerceta pe aceste  obiecturi cu-

: prinse toate supt cuvintul Natwrd

inse veacuri trecurd pind ce au
ajuns Ii a cunoaste macar pe unele
cu deplinitate, parte din pricina
mulfimei obiecturilor, iard parte si
pentru insusimele lor cea ascunsi,
si adese cu greu patrunsi de cuno-
stinfa omineascid cea foarte mairgi-

C nitd.



BRIMUL MANUAL ROMANESC DE FIZICA S7

Avem agadar de a face cu o prelucrare strins legatd de original mai
bine zis cu o traducere libera a cirtii lui Kries. In continuare in Introducere
se defineste ce sint stiintele naturale, fizica, puierea, fenomenele naturale.
.. Fizica incd e una din stiintele naturale, cici ea se indeletniceste cu frupu-
rile neorganice, cercetind legile fdptuirilor lor, intre sine”. Introducerea se
incheie cu aritarea scopului fizicii, — care este stabilirea legilor cdrora le
sint supuse fenomenele fizice — si a foloaselor acestei stiinte. Intre foloase
se amintesc : 1. Fizica ne lumineaza mintea; 2. Ne dd o mai limurita
cunoastere a cauzelor unor fenomene si obiecte ; ,,scofindu-ne din prejude-
tile ce ne sint atit de inrddicinate din copilarie, i care pricinuird si pri-
cinuesce fned atite daune. 3. Ea ne invatd si cunoastem ,,Preputernicia
plasmuitorului** ; 4. Ne fnvatd si intrebuintam spre folosul nostru o
nmlynne de lucrun si sd ne ferim de ,,vatdmatoarele inrfuriri ale altora‘.
In sfirsit: 5. Ne inlesneste si o plicutd indeletnicire:.

%

Partea intita care cuprinde fizica generald incepe cu u)llSldelatn asu-
pra proprietitilor generale ale corpurilor: ,,Intre accste se pot socoti
urmdatoarele : mtmflerea ne;ﬁatmndarm zmpartzbzlzmea coherenfia, porimea,
crentatea, Aicl Stamati 'meteste ca ,,Unii mai adaog si alte insusiri intre
qeeste’, fara insi a le 111§1m.

Intinderea are loc in trei ,,dimensii*, dar intinderea corpurilor e mar-
ginitd, de aceea orice trup ,,are o formd sau figurd“. Locul ocupat de un
trup se numeste ,,trup matematic’’. Corpul material se opune cu o ,,putere
respingdtoare’ ca un altul si-i ia locul; aceasta este , nepidtrunzimea‘.
De aicl urmeazd ci trupurile se pot ,,despica’, dar nu se poate spune pind
unde. ,, Trupurile ce nu se mai pot Impérti cu instrumentele noastre se nu-
mesc Atomi -- niste asemine inse nu sintem In stare a ardta in fapta“,

Partile trupurilor sint finute laolaltd de ,,puferea atractivd seau a
coheziei'. Aceasta 1nsid nu are aceeasi tidrie, de unde provin diferitele ,,gra-
duri de solidifatea trupurilort. Dar nu se stie de unde provine aceastd
soliditate. Cohezia este de mai multe feluri, de aceea trupurile incd sint
diferite si anume ,,solide si fluide, tari si moi, scrupoase {fragide) si elastice
(vinjoase) s.c.1.°

Intre particelele unui trup ,,rimin niste borfite mici numite pori®
aceastd insusire generald a corpurilor se numeste porime sau porozitate. Din
cauza porozitdtit trebuie sd deosebim masa si volumul sau cuprinsul unui
trup. Din raportul lor se obfine desimea unui trup. Masele se mdsoard cu
cumpdna, din raportul pondurilor. ,,Pondul atirnd de la grentatea trupurilor,
carca este produsad de o putere numitd a greutdfer, ce fiptueste necontenit
asupra tuturor trupurilor.”* Datoritd greutitii toate trupurile tind si cadi
in directia verticalei. Raportul pondurilor a doud corpuri de aceeasi mdirime
ne dd pondul specific al lor.

Paragrafele care urmeazi se ocupd cu miscarea corpurilor. Dupa ce se
defineste Jocul absolut i relativ al unui corp, repausul si miscarea absoluta
51 relativd se trece la nofiunea de #nerfie. Privitor la aceastd notiune Kries
scrie
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,,23. So viel ist aber gewiss, dass, wenn ein Korper einmal sich in wirk-
licher Ruhe hefindet, er so lange darin verharret, als er nicht durch irgend
eine Kraft daraus getrieben wird. Ist er hingegen einmal in wirkliche Bewe-
gung gesetzt worden, so wirkt die Kraft so lange bestindig in thm fort bis
sie durch eine andere Kraft aufgehoben wird. Dieses Beharren der Kérper
in dem Zustande, in welchem sie sich einmal befinden, nennt man ihre
Trigheit®,

Stamati insd in loc sd traducd acest paragraf il prelucreazd simplificin-
du-l dupa cum urmeazi :

., 23, Atita se stie ¢d ajungind un trup s fie odatd in repaos adevirat,
nu se porneste de sine pand nu va fi fmpins de vreo putere.

Aflindu-se Inse odatd in miscare adevirata, el merge necontenit si nu
se opreste pana ce nu va faptui dinpotriva o altd putere. Deci aceastd plecare
a trupurilor, de a rAmine in repaosul in care au cizut odati se numeste Tner-
tia sau lenea lor'*.

Confruntarea acestor doud texte arati cd Stamati a wmodificat propo-
zifia a doua inlocuind din enuntul lui Kries expresia ,,forta care acfioneazi
constant in el cu aceea ci ,,el merge necontenit si nu se opreste, In schimb
insd traduce cuvintul Zusfand din Kries, cu termenul de repaus, care nu este
potrivit.

In continuare se defineste corect repegiunea, miscarea uniformd si cea
neuniformd, pripitd si intivzietd, regulatd si neregulatd, dindu-se exemple de
migcare uniformi.

Dupid enuntarea principiului inertiei intilnim legea a doua a dinamicii
exprimatéd astfel : , Puterea ce miscd un trup poate si-i dee o repegiune cu
atita mai mare, cu cit mai micd masé are trupul. ... Dinpotrivid ea di unui
trup o repegiune cu atit mai mici cu cit el are o masi mai mare. Asadar din
raportul puterilor ce fiptuiesc asupra unor trupuri, si din raportul meselor
acelor trupuri se poate afla raportul repegiunei lor'’.

Ca aplicatie se dd urmitorul exemplu : ,,Daci o putere va mina un trup
de o ocd de 50 de palme pe secundd, atunce o putere intriit mai mare va

mina pe un trup de 1 %océ, 100 de palme. Agadar acesta va ave o repegiune

indoit mai mare‘.

Se vede din cele de mai sus cd Kries $i dupd el Stamati foloseste ca ma-
surd a fortel cantitatea de miscare, adicd produsul dintre masi si vitezi. De
fapt unii autori din secoiul al XVIII-lea ¢i al XIX-lea datoritd haosului ce
domnea privitor la notiunea de fortd, intrebuintau ca masuri a ei fie ,,forfa
moartd‘ fie , forta vie'* a lui Leibniz. Altii luau ca masurd a fortei instantanee
cantitatea de miscare si numai ca masuri a forfei constante produsul dintre
masd si acceleratie.

Legea a treia a lui Newton (al cidrui nume aici nu se pomeneste) o intil-
nim exprimatd in urmatoarele :

. Faptuind un trup asupra altuia, perde acela pe atita din puterea sa,
pre cit el ii Impotriveste acestue, incit s-ar pute zice ci aice puterea trece
dintr-un trup in altul. Micsurarea in putere ce sufere trupul fiptuitoriu, se:
numeste contra-faptuirea altui trup asupra celui faptuitoriu ; drept care se
zice cd contra-faptuivea ar fi pururea egald faptuiver, adecd un trup perde



PRIMUL MANUAL ROMANESC DE FIZICA SO

pre atita din puterea sa precit impartageste altuia‘‘. Aceste legi sint comple-
tate cu observafia cd puterea determind nu numai mirimea miscirii, ¢i si
directia ei. Miscarea unui corp sub acfiunea unei singure puteri este o mis-
care simpld, sub actiunea mai multor ea este compusd. Aceasta din urmi se
determind cu ajutorul paralelogramului puterilor. Miscarea strimblinicd
se datoreste fiptuirii continue a multor puteri. Cazul cel mai simplu este
cind asupra trupului fiptuesc doud puteri, una centripetald, iar cealalti
centrifugd. Spatiu plin cu materie se {mpotriveste miscirii.

Caderea corpurilor este o miscare pripitd ce are loc dupa legea : ])Lallt‘
trupurilor cdzdtoare se rapoarta ca patratele timpurilor*. In vid toate cordurile
cad 1a fel. La aruncarea in sus se pune intrebarea : , Puteoar un trup s fugi
de tot de la pamint? in sine nu ar fi cu neputinta ; s-ar cere insd o repegiune
de vr-o mild si jumitate pe secunda dar atita de mare repegiune noi nu putem
produce“ in mod elementar, cu ajutorul unei figuri, se aratd ci linia des-
crisi de un corp aruncat orizontal este o j)ambola.

La capitolul despre solide se studiazd mai intli ecvilibria lor. Se trateaza
mai intli rddicatorul matematic, adicd pirghia matematicd care este o linie
dreptd neindoibild, si se aratd conditia de echilibru a ridicatorului cu brafe
egale si neegale, precum $i a celui ungheat. Aceste sint radicitoare dibra-
tate ; radicatoriul fixat la un capit se numeste unibratat. Legea de echilibru
insd este aceeasi pentru ambele genuri de rddicitoare : ,,puterea si povara
vor fi In proportie intoarsd cu depiartirile lor de la punctul oprirei*. De la
ridicatoriul matematic se poate face aplicatie la cel fizic.

Seriptii pot fi simpli, dupli (roata cu sul) si simpli cu osie infepenitd. Se
defineste apoi punctul greutdtei, adicd centrul de greulale.

Oscilatiile trupurilor solide sint tratate pe scurt. Miscarea oscilindd | se
poate isca prin un Indoit chip. 1. prin greutate, 2. prin elasticitatea trupurilor.
Din aceasta se nasc doud feliuri de fenomene oscilatit de pendel si oscilatin
de son‘*.

O linie matematicd adicd fard greutate avind ,,la unul din capeteleei in-
tepenit un punt cu greutate‘ formeazid un pendul simplu sau matematic. Du-
pa enuntul legilor acestuia se trece la pendelul fizic sau compus, la care |31
linia lui are o greutate si trupul din capit o insemnatd Intindere. Aici se
defineste atit oscilatia mijlocie, cit si punctul oscilagislor, adicd centrul de
oscilatie.

La ciocnirea trupuriloy solide se are in vedere atit ciocnirea trupurilor
virloase, cit si a celor elastice, fie in ciocnirea centrald fie in cea oblicd pe o
Cuprafa’;a plana La aceasta din urma unghiul incdderei cste egal cu unghiuol
rdsdriver.

Expunerea apdsdrer trupurilor solide pe un plan inclinat, Stamati o
completeazd dupa Lehrbuch der Physik a lui Kries, folosind notiunea de
sinus. El aratd cd pe un plan inclinat , se rapoartd intreaga putere la partea
ce apasa trupul spre plan ca 1 la sinul unghiului inclinirei, iard la partea ce-1
mini paralel cu planul ca 1 la sinul acelui unghiu®. Se amlnteg‘ce aplicarea
planului inclinat la pand, surub etc.

Frecarea trupurilor solide ,,se naste din neaseminimea fefilor trupuri-
lor*. Se dau cinci reguli practice pentru micsorarea frecirii si anume :

,,1. TLucierea seau netezirea tru 1)111'1101‘
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2. Unsori, oloiuri, sopon si alte asemine materii, puse intre fefele ce se
freaca.

3. Roti, vdlatuci si suluri, pe care seau intre care se dau povoarele.

4. O potrivitd alegere de materii. ..

5. O formid potrivitd‘.

Capitolul despre trupurile fiuide se ocupd pe rind cu fluidele licvoroase
si cu cele elastice sau gazoase. Primele sint caracterizate prin aceea cid for-
meazd picdturi. Pentru ele ¢ valabil paradoxul hidrostatic si legea waselor
unite. Se aratd aplicatia la apaduceri, fintini sdrvitoare . sifonul anatomic al
Tui Wolf“, presa ,reala” (a lui Real) etc,

Gazele se pot indesa si ,,rari*; ele sint grele. Se trece la aplicatiile
aerului indesat la pustele de vind, fintina lui Heron, pustele de foc, cufundacinl
carterian. Se aminteste ¢d |, decurind unele gaze s-au condesat panid ce s-au
prefacut in fluide licvoroase . Prin rarirea aerului puterea lui elasticd scade ;
pe aceastd Insusive a lui se razimd pumpa sau fulumba puewmaticd, aero-
pumpa, inventata de Otto von Guericke. Se descrie experienfa lui Torri-
celli care aratd ¢a ,,apdsarea acrulul in apropierea pdmintulul std tn cumpdind
cu o colond (stalp) de argint viu 22 palmace de naltd*. Descriind aceastd ex-
perientdd, care nu se gaseste in manualul lui Kries, Stamati adaugd urmi-
toarea notitd istorica.

,.La aceasta i-au dat pricind niste fintinari, carii voea se ridice apa
¢-0 pumpid sugatoare peste 32 palme, dar nu putea. Acestia se duserd la
vestitul fizic Galilei ca sd le ajute In nedumerire, dar nice acesta nu le putu
spune adevirata cauzd. Mai tirziu scoleriul seu Toriceli au descoperit la
1643 ¢d apisarea aerului era pricina®.

Ca aplicatii se di barometrul, sifonul, rddicdtor ete.

Capitolul despre echilibria trupurilor solide si fluide in wunire incepe cu
phatirea corpurilor solide st fluide intr-un fluid. Fara a se mentiona numele
Tul Arhimede se enuntd cd un corp cufundat intr-un fluid ,,perde pe atita
din pondul seu, precit trage cifimea de fluid rispinsd din loc”. Ca aplicatii
se dau arecinctrul, haine de scaldat, cordbiile si se atrage atenfia c¢d ,,un
gulben bun trage mai mult in apa decit unul rdu (fals); iar la plutirea in
eare baloanele saw werostaturile. Aflatorii acestora ,,au fost niste francezi,
fratii Montgollier ; i1 intrebuia la aceasta aerul cel rdrit prin cildurd, si cea
intii cdlitoric aericd ficutd la 21 noem. 1783 in Paris, Pilatru de Rozier si
marchizul 4’Arlandes.

Cumpanirea trepuarilor intr-un fluid ne da pondul lui specific. Aceasta
se face cu balanta edrostaticd. ,,Un palmac cubic decimal de Paris trage 557
griunte colonice* (de Koln). .

Fluidele se fmpotrivesc miscarii prin ele a solidelor. Limpotrivirea e cu
atit mai mare cu cit {luidul e mai mare, sau ,,cu cit mai multd masd se
impotriveste trupului miscat“. Ea mai depinde de forma corpului miscat si
de vdpegiunea lui. Ca aplicafii se aminteste navigatia, morile de api si
de vint.

Sonul san sunetul este produs de oscilatiile corpurilor elastice. ,,Ba tuca
si trupurile fluide sint in stare a oscila.* Sunetul e produs de o miscare, cioc-
nire sau o scuturare. Cu cit oscilatiile sint mai repezi cu atit mai sus este
tonul sunetulai si cu cit sint mai rari cu atit tonul e mai jos. Oscilatiile ne-
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regiilate produc niste suunete care se numesc : scirfiere, vuel, zuzdive etc. Se
aminteste de figurile regulate ale lui Chladni,de fundurile sundloare. Oscila-
tiile se j)ro])lmteaza prin aer la urechea noastrd si produc sunetul. El se
mamteste in toate pari;lle in linii drepte numite raze de sunet. In aer sunetul
mmntegte cu o repegiune de vreo 1193 palme pe secunda. Prin vorbariu si prin
tevi lungr sunetul se duce Intr-o directie, 1ar cind dd de un obstacol, unde se
rasfringe. se naste ecoul.

Partea a dowa a fizicii, adicd cea speciald Incepe cu citeva notiuni
de chimie, care e definitd astfel : ,, Hemia sau maestria a desface se inde-
letniceste cu desfacerea trupurilor in pértile constdtitoare eterogene si
din cele eterogene a compune felurite trupuri. Se spune ce este afragerca
hemicd a trupurilor afz’n:" Cind un corp solid cufundat intr-un fluid e udat
de acesta inseamni cd ele sint fini. Se dau exemple de acest fel, cum este
masina de funie a lui Vera, fenomenele capilare ete.

quitolclﬂ de chimie din Kries, care se ocupid cu elementele, acini,
haze i sdrari, apd s gaze sint omise, trecindu-se direct la cel despre lumini.
Acesta este tratat de Stamati cu malt mai pe larg decit in Kries, ocupind
un spatit mai marc decit dublul din  manualul german. Explicatia e
simpla ;| Lumina pentru noi este cel mai minunat si mai insemnat
obiect din naturd; cicl prin trdnsul ni se deschide privelistea lumei;
carea alt fel mai ui ar f1 cu totul necunoscutd’. Cea mai multd lununa
ae vine de la Soare in 8 ininute.

In privinta luminii corpurile se impart in : singure lumindtoare, luni-
noase si welumindloare neluminoase. Cele neluminatoare pot fi: ,ori lusui-
nate, in care intlmplare multe din trinsele seamand celor lumindtoare ;
oti intunccoase . Trupurile nelumindtoare prin care trece lumina sint
Jprevdzie, iar acelea prin care nu trece sint neprewdziic. Lumina se rdspin-
deste fu toate partile in linii drepte nuwmite raze de lumind. Cind razele
G luming Intilnesc un corp intunecat s netransparent 1l luwmineazd
in dosul acestuia se face wmbrd. Taria lumindrii la departare indoita
de corpul luminator este 1/4 la una intreiatd 1/9, la una impatrita 1/16 ete.

Cind fumina cade piezis pe un corp tmnsparent are loc fringerea
razelor de lumind ; ea depinde de Insusimea wmediniui fringdtoriu. Refractia
este tratatd dupd cartea lui Kries: Lelrbuch der Physik, din care e luatd
si figura. Raza incdzeloare | vine dintr-o spatie desartd ori dintr-un mediu
mai rar i intrd intr-altul mai des apucd‘ spre perpendiculard iar daca
,vine dintr-un medin mai des si trece 1n spatie desartd, ori intr-un mediu
mai rar, apucd” abatindu-se de la verticald. ,,Raza incdzetoare si raza
frintd se afla tot intr-un plan®. Refractia luminii std la originea amdgi-
rilor optice.

O aplicatie foarte folositoare a fringerii razclor de lumind este constru-
irea sticlelor optice. Ele sint de doud feluri: unele méresc si se numesc
viscate bulbucate, iar altele micsureazd si se numesc gdvdnate, covdete,
addncate, , s toate la un loc cu un cuvint se cheamd linti, pentru ca au
forma unei linti“. Proprietitile acestor linti sint redate iarasi dupa Lehrbuch
der Physik al lui Kiries.
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Razele ce vin la lintile bulbucate paralel cu osiea liniii se taie intr-un
punct numit focul linfii. Departarea acestuia de la linte se numegte depdr-
tarea foculur lingii. Cele care pleacd de la un punct mai depirtat de linte
decit focul ei dupa fringere taie osia intr-un punct mai departat de linte
decit focul ei. Razele ce purced dintr-un foc al lin{ii merg paralel cu osia.
Razele ce pornesc dintr-un punct mai apropiat de linte decit focul ei,
trecind prin ea dupd fringere nu numai cd nu se taie ci se despart. ,,Cu
toate acestea desvertirea lor este mail micd, decit dacd n-ar fi lintea‘’.

La lintile gdvanate razele paralele cu axa se desverfesc trecind prin
linte si numai prelungite indidrdt se intilnesc in focar. Raza neparaleli
cu osia si care nu se fringe se numeste razd principald.

Razele ce vin la lentild de la un punct sau se intilnesc intr-un puuct
numit geomelvic sau virfuel, san se intilnesc numai prelungite Iintr-un
punct fizic. In ambele cazuri avem cite un chip al punctului. La imaginea
unui obiect trebue sd ludm aminte la : 1. locul lui 2, pusdciunea si 3. miri-
mea lui. La lentilele bulbucate chipul este infors, la cele givanate e drept.
Se explicd apoi ce este un wnghin optic s1 mirimea pdrutd a unui obiect.

Cu ajutorul unei bucidti ,,de stecla in trei muchi, numitd prismd
se obtine un spectru prismatic. ,,Cu fringerea luminii se aseamind plecarea
ei, adicd difracfia. Cu trecerea si refractia luminii se ocupd dioptrica.

,,Cézind o razd pe un trup intunecos si mnepreviziu, se rdsfringe,
si anume ca un trup elastic, fof supt acel unghiu supt carele cade. Dacé
fata obiectului e lucie avem o oglindd. Oglinzile sint: plane sau strimbe.
Se aminteste oglinda unghetd, oglinzile paralele, ldditele, camdrutele cu
oglinzi si caleidoscopul.

Oglinzile strimbe sint de doud feluri: Gdvdnate $i vescate. Se aratd
dupa Lehrbuch a lui Kries, mersul razelor la aceste oglinzi.

Atit sticlele bulbucate cit si oglinzile givinate produc in focul lor
o cdldurd mare, de aceea se numesc sfecle si oglinzi arzdtoare. Asadar
lumina produce si cdldurd. Herschel a observat ca ,,printre razile lumini-
toare sint unele infunecate, care produc cidldurd., Lumina mai arc si
inrfurire femicd. Pe aceasta se razimd , minunata aflare a lui Daguer,
numiti Daguerotipie seau fototipie‘‘.

Alte fenomene optice mentionate sint: iuelile colorate, interferentiea,
polarizarea si dupla fringere.

Trecind la insfrumentele optice se amintesc ochilarit si microscopurile
simple, numite si lupe. Instrumentele optice mai complicate sint construite
din mai multe linti, linti si oglinzi sau numai din oglinzi. Primele se
numesc diopirice, ultimele calopirice.

Dupd descrierea microscopului simplu urmeazd cel compus, care
are ,,trii lin{i bulbucate, din care cea despre obiecte, se numeste obiec-
tiva, cea din mijloc colectivd adicd culegdioare, $i a treia, ce o lipim de
ochi oculara‘‘.

O altd clasd de instrumente optice sint ockenile, care sint formate
fie numai din lentile fie din lentile si oglinzi Din fiecare clasa sint impor-
tante trei soiuri: ,,anume din clasa intilea. 1. ocheana Olandicd seau a
tur Galilei; cea astromomicd seau a [ui Kepler si cea terestrd (padminteascd)
obicinuitd. Din adoa clasi sint de Insemmnat: 1. telescopul Iui Newton,
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2. al lui Casegren, si 3. al lui Gregorie'. Ca o ocheani si fie buni se
cer doud conditii : mdrimea cimpului viderii i o indestuld curdtente.

Alte instrumente optice descrise sint : cdmara oscurd, clard $i lucida ;
laterna wmagicd, microscopul solariu i lddifele perspective seau panora-
mele. ,,0 lanternd mai mare si miscitoare pe roate cu deosebit meha-
nism, se numeste o fantasmagorie“. Laterna magicd si panorama servesc
,.spre desfitare pentru copii.

Capitolul despre foc i cdldurd incepe cu unele consideratii asupra
naturii : ,, Foc, cildurd, ferbinteald, arsitd sint niste cuvinte, ce rostesc
idei Incd ne de ajuns determinate’. Totusi mentioneazi cd | fizicii primesc
un element imponderabil foarte subtire numit caloric, si acesta in strinsi
legiaturd cu lumina este cauza escarei focului, a cdldurii, a ferbintelei
si a argitei. Acest element este de o fire atit de tainici incit pini acum
despre dinsul trebue a ne margini mai mult cu opoteze...”. Focul se
poate naste in diferite chipuri: prin impdrtdisive, atingere, frecare, razele
soarelut, fulger $i prin aprindere de sine. Focul incilzeste, inferbintdi si
aprinde. Prin foc trupurile solide se topesc; la topire ,,0 citime de cdldura
se leagd amorteste’’. Fluidele prin foc se prefac in abori.

Cu ajutorul termometrelor se stabileste o scard sau grade de cdldurd
si de frig. Se descriu sciarile de temperaturd , Fahrenheit, Celsie si
Reaumur. Trecind la prefacerea apei in aburi se descrie masina cu abort
st se aminteste aplicatia ei la vaporuri.

Prin incilzire trupurile se imfind, iar prin racire se string; mai cu
scamd se intinde aerul. Cildura poate trece de la un trup la altul, dar
ea nu piatrunde in toate trupurile cu aceeasi usurintd, deosebim asadar
buni si rdi conductori de cdldurd. Uneori prin amestecul a doud corpuri
se naste cdldurd, vdceald ori frig. ,,Acest fenomen ni dovedeste cd s-au
schimbat chiar statul trupurilor, seaun ci ele au fiptuit Intre sine hemic*.
O multime de fenomene sint insotite de cdldurd si frig. Cu aceastd ocazie
cildura sau iasd slobod, sau se leagd.

Focul poate produce mari daune, de acea se finsird mijloacele de
a-1 combate. Regulele de combidtut focul sint: stingerea Ilui imediat4,
oprirea curentilor de aer prin inchiderea ferestrelor si obloanelor, acope-
rirea focului cu o minta, tol, lopidtele de cenusd sau nisip. Apa nu trebuie
aruncatd pe pard ci pe lemnul arzdtor; in lipsda de apid se pot folosi
peteci ude legate de o prijind. Foarte bune sint pompele de foc. E
bine sd se {ind la indemind o cantitate de apa etc.

Capitolului de electricitate Stamati de asemenea i-a dat o extindere
mai mare, folosindu-se de Lehrbuch a lui Kries. Arati diferitele feluri
de a produce electricitatea : prin frecare i prin {mpdridsire, inducerc
etc. Cuvintul electricitate ,,vine de la greceste ilectron, adecid tragi-
toriu, ce inseamna chihlimbariul pentru cid el trage foarte tare, frecat
fiind*. Flectricitatea se datoreste unei materii numitd electricd. Corpurile
se impart in conducdlori si neconducdtori. Deosebim doud feluri de elec-
tricitate : pozitivd si megativd. Electricitatea are doud legi:

1. ,, Trupurile omogene electrizate se rdsping intre sine, iard trupuri
eterogen electrizate se atrag.
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2. Orice trup pus in atmosfera electrica a altui trup electrizat, in
partea despre dinsul arata electricitate opusa“

Se descrie masina electricd, apoi se insird diferitele aparate electrice :
electroscopul, electrometrul, tabla lui Franklin, ,butelia lur Leidner:, clec-
froforul si condensatorul.

Se vorbeste apoi despre descoperirea galvanismului, a elementului
voltaic, coloaner si baterier voltaice. Cu coloana lui Volta, Cersted a desco-
perit fenomenele electromagnetice. Se aminteste turmalina si pestii elec-
trici. In general de la electricitate ,,atirnd multe fenomene mnaturale.
Despre unile stim cu sigurantie. Iard despre chipurile prin care in natura
urmeaza fenomenele electrice stim prea pufin’’.

Magnetismul de avemenea este tratat mai pe larg decit in manualul
clementar al lui Kries. El incepe spunind ci: . Intre escurile feroase se
gisesc bucati ce au insusime de a trage la sine ferul'. Aceste se numiesc
magnete naturale, macnete firvesti, feromagnete. Se definesc polii magnetici
nord si sud si ,,un lor ca un inel in fierul magnetismului, de carcle
piliturile nu s-animi nici cum, seau unde magnetul nu aratd nici o tragere*
Puterea magnetici se poate Impirtdsi fierului si otelului, obtinindu-se
magnete maestrite.

Legea principald a magnetismului este ca ,,polii eterogeni se rasping
intre sine, iari cei omogeni se trag intre sine.

Acele sau acurile magnetice iau directia medianulelor magnetice, acestea
se taie in polti magnetict ai pdmintului. Dreapta ce uneste polii magnetici
ai pamintului se numeste osiea magneticd, iar cercul cu centrul pe aceasta
osie si perpendicular pe ea este ecuatorul magnetic. Se descrie busola si se
defineste abaterea magneticd, adicd declindciunea magneticd, apoi plecarea
numitd inclindciunea wmagneticd.

Dintre noile inventii in legiturd cu magnetismul se amintegte multi-
plicatorul electromagnetic al lui Poggendorf si galvanometrul. Dintre noile
descoperiri din domeniul electromagnetxsmulul sint mentionate legile Iui
Ampére privitoare la atractia a doi curenti electrici, producerea scmtezz
electrice cu ajutorul magnetilor de citre YFaraday si fermomagnetismul sau
termoelectricitatea descoperiti de Seebek. La fel se expune pe scurt teoria
magnetismului a lui Aepinus si cea a lui Ampére. Dupd aceastd din urma
,,care se tine tare’’, nu existi o deosebiti materie magnetica ,,ce tot aceleasi
materii sau tot aceleasi puteri, de care atirnd fenomenile electrice, produc
si pe cele magnetice”

*

Partea a treta, care cuprinde fizica aplicatd incepe cu notfiuni elementare
de astronomie : pamintul si universul, exact ca fn manualul elementar al
lui Kries,

Mai iIntli se aduc dovezi privitoare la rdfunjimica pdamintului, apoi
se. defineste osiea pdmintului, polii, ecuatorul, gradele, wmervidianul, ldgimca
st lungimea locului, ovizontul, zemitul, rdsdrvitul si apusul. Se aduc argumente
pentru rotirea pdmintului $i se trece la descrierea universului.

Alei se definesc polic cerulud, polit lunei sau ai wniversului, $i osiea
homei, care trece prin steawa polard, si se spune ce sint planefis i stelele
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fipte. Descrierea migcarilor ceresti, corpurilor ceresti se face mai bine cu
ajutorul sistemului copernicane sau sistemei sorestt, Numele planetelor sint :
Mercur, Vinerea, Pamintul, Mars, Vesta, Astreea, Juna, Ceres, Palas,
Joia, Saturn si Uran. Luna este frabantul sau soful Pamintului. Dar si cele-
lalte planete au trabantii lor: ,,asa Joia are 4, Saturn 7, si Uran 7, precit
sau descoperit pand acuma. Printre planete se miscd comifrs, tot in jurad
soarelui "

Stelele infipte sint foarte departe de soare si In numdr foarte mare. Iile
se claseazd in constelatii. Spre deosebire de planete care sint opace, stelele
fixe sint corpuri ce lumineazd de sine, la fel ca soarele nostru. Deci dacd
numdrul lor e atit de mare cu ¢it mai mare trebuie ¢4 fie numéarul planetilor
ce le nconjoard ! Din nemdarginiria universului in care numeroase corpuri
ar fi locuite de nenumdrate fiinte ,,putem pricepe atuncea citui de vemirgi-
nitd mirimea si bunitatea ziditorului, carele au dat vieata tuturor acestor
fiinte, leau hotdrit locul lor, st nu uitd pe nici una dintrinsele I

Urmeazd intrebarea : ,,cum se tin aceste trupuri ceresti in locurile lor:
si cum se invirtesc pe caile lor 7 Raspunsul este cd existd o putere care
sxleste un trup si se miste citre celilalt. ,,In adevir in aceastd putere a
greutdii universale videm legdtura ce ‘,cmc la un loc pe toate frupurile
universului”. Dar ca s nu cadd la un loc ele sint respinse de o alta putere,
numitd centrifugd si asa se invirtesc unul in jurul celuilalt.

Revenind la pamint se defineste ce este ecliptica, zodiile, zodiacul,
ropicele, zonele : ferbinte, stimparate, s$i geroase, $i cercurile polare. Capitolul
se incheie cu aritarea echimoctiilor si solstitiilor, care determind cele patru
timpuri ale anului si cu mentionarea antipozilor,

Geografia fizica tratazd in citeva pagini urmitoarele tcme: marea
lacuri, fluvii, rluri, izvoare, fintini, paAmint uscat sau continent, insule,
inlduntrul  pamintului.

Mai interesant pentru fizicd este capitolul de meteorologie, care se
ocupd cu ,,feluritele fenomene aerice numite Meteore' . Se descriu aict vinturile,
roa, bruma, negura, ploaia, ninsoarea, grindina, fumma si se dau regule
de pazire cind e furtund : un mijloc foarte bun de apirare sint abdtdtorii de
furtund. Intre fenomenele electrice ale atmosferei se mai insird trompele
si focurile plutitoare. Urmeaza stelile cdzdtoare, sferile focoase numite si balaur?
zburdtori, incheindu-se cu cdderea pietrelor aerice seau metcorice numite aerolifi,
curcubeul, tercdlamurile, sorii ldturali saw lunr ldturale, amurgul, zorile,
aurora boreald st cea australd.

"

In concluzie din cele de mai sus se pot desprinde urméatoarele. Estc
firesc ¢4 Stamati care a studiat la Viena a ales ca manual pentru redarc
in limba roméni, cirfi germane. Alegereaa fost buni, dar dificultifile tra-
ducerii au fost mari. El a folosit o seami de termeni populari, dar a trebuit
sd §i creeze termeni artificiali. Unii termeni s-au pastrat pind azi, mulyl
insd au fost abandonati, mai cu seama dupd aparitia in 1870 a Elementelor
de Fisicd ale lui Bacaloglu, influentat de cultura francezd. In tot carul
Stamati are meritul de a fi pus la indemina elevilor sdi un manual de fizicd
la mnivelul european. ‘
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Desigur este regretabil ¢i manuscrisul de Fizicd experimentald al lui
Stamati pe care l-a prelucrat dupa Muncke s-a pierdut, totusi prin tipdrirea
Fizicii elementare el a ficut un bun inceput editirii in limba romani a ma-
nualelor didactice de fizici,
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MEPBBIN PYMBIHCKUM YUYEBHHK
SHU3HUKHU

(Peszwowme)

Aaemenmapnan Gusuka T. Cramarn, Boimejumas B ceer B flccax B 1849 r., apnsercs
nepBLIM PYMBIHCKHM yueGHHKOM ¢u3nki. Lo mosiBiedHs storo yye6Huka Kax B Slccax, tak
» B Byxapecte $H3HKY HM3V4ajiH NO PYKONHCSIM MJIH [O TFpeYeCKHM KHHraM. YuyeGHIK
CravaTH He OpHTHHaJdbHas KHHIA, a nepepaborka no uemenkoMy astopy Kpuay. Cramaru
HCITOJIB3OBAT FJaBHbIM 00pasoM [ehrbuch der Naturlehre 3TOrO aBTOpPa H B MEHBIUEH CTeNeHH
i Lehrbuch der Physik, BpllleJiune B HECKOJLKHX H3JaHHAX B nepsoﬁ nogosure XIX-ro
Beka.

YueSunx Cramarh, inerowuit gopmar 8 12/18 em, w nanewarauusii xHa 180 ctpannuax
KHPHWAHIER, COMePMUT MNpejlicaoBlie apropa H Tpakryer caepyouee: I. O6uias ¢usuka,
T.€. MeXaHdHka H axycerika; 11, Creunaspuas ¢usnka, T.e. ONTHKa, TEIL10Ta, 2JEKTPHUECTBO
u marderusm; 1. Tlpuxaaanas ¢usuka, T. e. MareMarHueckas H ¢usHueckas reorpadus
# MeTeoposordsi. B KoHUe KHHIH HMeeTcsl 3 CTpaHHUbI C XOPOIUO HCIOJHeH HBIMH DHCYHKAMU.

EcrecrBenno, uwro Cramarid, — xoropwil yuuics B Bene — mocae toro, Kak cran
npodeccopom BhICWero yueGHOro sasejieHust , AxageMus Muxsitians’’ B Slccax, nHawan
nepepaGareiBaTh Hemeikve KHHFH. OH BcTpeuat GoNbluHe 3aTpPYJHEHHS B NepeBOje Hayu-
HbIX TEDMHMHOB, OJHaKO ero 3acjlyra B TOM, UTO OH HawéJ NOAXOAsSILHEe TONY/ADHbE
TePMHHBI H €CO31a7 APYrHe HOBHE, H3 KOTOPBIX OMHH OCTAJHChH B YHOTpeGleHHH, a Apyrue
OLLIK 3aMeHeHb! BIOCIEACTBIN JAPVFHMH TepMHHAMH, 3aHMCTBOBAHHBIMH H3 dpPaHUY3CKOro
A3LIKA.

LI PREMIER MANUEL ROUMAIN DE PHYSIQUE
(Résumg¢)
La Physique élémentaive ((Fizica Elementara) de T. Stamati, parue & Jassy en 1849, est le

premier manuel roumain de physique. Avant 'apparition de cet ouvrage, on étudiait la physique,
tant & Jassy qu’a Bucarest, dans des livres ou des manuscrits grecs. Le manuel de Stamati n’est
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pas un ouvrage original mais une adaptation d’aprés I'auteur allemand Kries. Stamati a utilis¢
de celui-ci surtout le Lelvbuch der Naturlehre, mais aussi, dans une mesure plus réduite, le Leks-
buch der Physik, paru en plusieurs éditions dans la premiére moitié du XIX¢ s,

Le manuel de Stamati, de format 12 x 18 cm, imprimé sur 180 pages en caractéres cyril-
liques, comprend une préface (Precuvintare) de l'auteur et traite des matiéres suivantes :I. Lu
Physique générale, c’est 4 dire la mécanique et I'acoustique ; II. La Physique spéciale, c’est a
dire T'optique, la chaleur, ’électricité et le magnétisme; III. La Physique appliquée, c’est &
dire la géographie mathématique, la géographie physique et la météorologie. Enfin 'ouvrage
contient aussi 3 feuilles de figures bien exécutées.

1l est naturel que Stamati, aprés avoir étudié & Vienne et avoir été nommé professeur a
I’Academia Mihiileand de Jassy, ait adapté des livres allemands. Il a rencontré de grosses diffi-
cultés duns la traduction des termes scientifiques, mais il a le mérite d’avoir trouvé des termes
populaires adéquats et d’en avoir créé de nouveaux, dont certains sont restés et d’autres out
été remplacés plus tard par des emprunts au frangais.

7 — Babes—Rolyai: Mathematica-Physica 1/1966






INFLUENTA TIONILOR Fe -+ ASUPRA PERMEABILITATIT
MAGNETICE SI A CONDUCTIBILITAIH ELECTRICE LA
FERITE

de

I. MAXIM si €. BALINTFI

S-a constatat ¢d permeabilitatea magnetica initiala, precum si conduc-
tibilitatea electrici a unor ferite policristaline depind de temperatura si
durata sinterizarii [1, 2, 3 ... 1. Aceastd dependenta a fost explicatd prin
aceea cd temperatura si durata sinterizdrii determind, pe lingéd alti factori,
concentratia ionilor Fe ! . din ferita.

Noi ne-am propus si studien1 proprietatile nmgnetice si electrice ale
feritelor simple in funcf,‘le de concentratia ionilor Fet Varn’pa concen-
tratiel de ioni Fe ' " s-a realizat nu prin varierea tempera’curu de sinterizare,
¢l prin variatia concentratiei de Fe,O, din probe. S-au ales pentru studiu
feritele simple de Ni, Mg i Cu.

Prepararea probelov si modul de lucrn. Ca materii prime s-au folosit
oxizili Fe,0;, MgO si CuO de calitate ,,p. a. si azotat de nichel de calitate
,,pur . Oxizii s-au amestecat in proportii moleculare, Incit si fie satisficutd
relatia :

in care M reprezintd ionul bivalent de Ni, Mg sau Cu. La o presiune de 2t/cm?
s-au presat probe cilindrice cu diametrul de 8 mm si lungimea de 8 mm, care
au fost sinterizate In atmosferd de oxigen. Ferita de nichel a fost sinterizati
la 1250°C, cea de Mg la 1200°C iar ferita de Cu la 950°C.

Determinarea permeabilititii magnetice s-a ficut prin metoda balistica,
introdvcind corectiile corespunzidtoare cimpului demagnetizant. Pentru a
face aceste corectii s-au determinat experimental factorii de demagnetizare
pentru fiecare probd. Permeabilitatea magnetica a fost determinata in
cimp magnetic slab, a cdrui intensitate a fost in jur de 0,1 Qe.

Rezistivitatea electrici a probelor s-a determinat prin metoda volt-
ampermetricd, pe lingd un curent de aceeasi intensitate la toate plobelc
deoarece am constatat cid rezistenta clectricd a acestor compusi variazd
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Fig 1. Dependenta permeabilititii magnetice a feritelor
de Cu(l), Ni(2) si Mg(3) de concentratfia trioxidului de fier.
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Fig. 2. Dependenta rezistivitifii electrice de concen-

tratia Fe,O; a feritelor de Mg(l), Ni(2), Cu(3).
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in functie de intensitatea curentului. Un studiu sistematic al acester depen-
dente va forma obiectul unei alte lucriri.

Rezultatele  experimentale. Masurarea permeabilitifii magnetice s-a
ficut la temperatura camerei in regim stationar, cimpul magnetizant men-
tinindu-se acelasi pentru toate masuratorile si anume 0,1 Qe.

Rezultatele sint reprezentate in graficele din fig. 1.

Din aceste grafice se vede cd permeabilitatea magneticd a {feritelor
studiate creste cu cresterea concentratiei trioxidului de fier chiar i dupa
depisirea concentratiei stoechiometrice, iar dupd atingerea unui maxim
pentru § in jur de 1,1, incepe sd scadd. Acest maxim se afld in jurul unei
concentrafii moleculare a FeO de 79,. Ceea ce Inseamnd cid o concentratie
de cca 79, Tei " Imbunatiteste permeabilitatea magneticd a acestor ferite.

Rezistivitatea electricd s-a mdasurat dupd grafitarea celor doud fete
paralele ale probelor, in vederea realizirii unor contacte cit mai bune, Rezul-
tatele misuritorilor sint reprezentate in graficele din fig. 2.

Misurdtorile s-au facut in regim stationar la temperatura camerei.
Din alura acestor grafice se constatd ci rezistivitatea electrici a celor trei
ferite studiate scad cu citeva ordine de mirime la cresterea concentratiei
de Fe,O, peste 509,. Acest lucru este in acord cu ipoteza [4] conform cdreia
conductibilitatea electrici a feritelor In mare parte este asigurata de exis-
tentd In aceeasi subretea a ionilor de fier bivalenti si trivalenti.
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BJAHSHHME MOHOB TFet+ HA MATHUTHVIO TIPOHHUAEMOCTb M 3JEK-
TPOIMMPOBOOHOCTb ®EPPHUTOB

PeswuMme)

ABTOpaMH H3YYWIOCH 3IKCIEPHMEHTANbLHO H3MEeHeHHe MArHHTHOH NPOHMILAEMOCTH B
CTauHoHapHOM pexume s nosst 0,1 3 y ¢eppuros Ni, Mg 1 Cu B 3aBHCHMOCTH OT KOH-
UEHTPAUHKH TPUOKMCH 3keJe3a. YCTaHOBJIEHO, 4TO is KOHUeHTpauu# npr6aus. B 7%
HOHOB Fe++ MaruuTHas [POHMIAEMOCTE MakKCHMadabHa. KaMepeno Ttakxke yjennuoe
3J€KTPOCONPOTHBJEHHE B CTAIOHAPHOM peXHMMe M NpH KOMHATHOH  TeMmeparype.
YeTaHOBAEHO, UTO \VAeNbHOE 3JEKTPOCONPOTHBAEHHe INAJNAET HA HECKOJbKO DOPALKOB
BeAMUYWHLl NIDH NOBbIUEHHW KouneHrpauin Fe,Op csbime 509 B MONEKYNAPHBIX NPOUEH-
Tax.
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INFLUENCE DES IONS J*E*Tt SUR LA PERMEABILITE MAGNETIQUE ET LA
CONDUCTIBILITE ELECTRIQUE DES FERRITES

(Résumé¢)

Les auteurs étudient expérimentalement la variation de la perméabilité magnétique en
régime stationnaire, pour un champ de 0,1 Oe, des ferrites de Ni, Mg et Cu en fonction de la
concentration du trioxyde de fer. Ils ont trouvé que, pour une concentration d’environ 79, des
ions Fet¥, la perinéabilité magnétique est maxima. Avec les mémes essais on a mesuré la résis-
tivité électrique, toujours en régime stationnaire et 4 la température de la chambre, On a cons-
taté que la résistivité électrique diminue de quelques ordres de grandeur avec I'augmentation
de la concentration en Fe,O, au-deld de 509, en pourcentage moléculaire,
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Studiului proprietatilor magnetice ale aliajelor binare pe bazd de nichel,
in general, i-au fost consacrate multe lucrdri [1—5]. In ce privegte siste-
mele de aliaje ternare, domeniul este complet nestudiat, desi posibilitatile
de realizare a unor interactiuni de schimb sub diverse forme sint mult mai
mari. In cazul aliajelor ternare domeniul de solubilitate solidd este mai
restrins, dar insdsi prezenta a trei componente diferite poate duce la for-
marea unor subretele cu interaciiune antiferomagneticd pentru compozitii
care depdsesc limitele solubilitdtii solide.

Prezenta lucrare este destinatd studiului comportirii magnetice in
domeniul paramagnetic al sistemelor de aliaje ternare Ni-Cu-Al si Ni-Au-Al,
pentru care anterior s-a studiat numai dependenta temperaturii Curie fero-
magnetice (0;) In functie de concentratia atomicd a componentelor nemag-
netice pentru cazul solubilitdtii solide [6].

Din sistemul ternar Ni-Cu-Al au fost studiate in domeniul de solubi-
litate solidd patru aliaje avind concentratia de 85; 88; 90; si 939, at. Nj,
raportul componentelor Cu: Al fiind de 1:1, iar din sistemul Ni-Au-Al
incd patru aliaje cu concentratia de 80; 86; 92; 869, at. Ni, 15; 10,5;
6; 7%at. Ausi 5;3,5;2;79%at. Al

Prepararea aliajelor s-a ficut intr-un cuptor cu inductie sub vid. Dupa
topire, aliajele au fost supuse unui tratament termic de omogenizare si de
calire pentru a asigura structura de solutie solida.

La toate probele s-a studiat dependenta de temperaturi a suscepti-
bilitatii magnetice cu o balantd de susceptibilititi descrisa anterior [7],
in intervalul de temperaturd 100-—1000°C. Rezultatele obtinute pentru
aliajele de Ni-Cu-Al sint date in fig. 1, unde este reprezentatd dependenta
de temperaturd a susceptibilitdtii reciproce 1]y in funcfie de temperaturi.

Din figurd se vede ci pentru probele studiate dependenta 1|x(T) este
liniard pind la temperatura de aproximativ 600—650°C, dupd care se ob-
servia o ugoard incovoiere inspre axa temperaturilor. Abaterea de la liniari-
tate este cauzati de paramagnetismul de tip Pauli al electronilor liberi,
suprapus peste paramagnetismul de tip ILangevin, al stdrilor electronice
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localizate in jurul nodurilor refelei cristaline. Cu scdderea concentratieide
nichel susceptibilitatea magneticd scade. In funcfie de temperaturi siste-
mul de aliaje este stabil la incéilzire si rdcire repetatd cu o susceptibilitate
reversibilda care poate fi descrisd
cu relatia

P AR - Aps (1)

T— 0,

unde C este constanta lui Curie,
0, — temperatura Curie paramag-
neticd, 7" temperatura, iar y, sus-
ceptibilitatea paramagneticd con-
stantd de tip Pauli.

Din constanta Curie s-a cal-
culat momentul magnetic efec-
tiv. P,, care in functie de con-
centrafia atomici a componentelor nemagnetice variazd intre limi-
tele 1,6 — 133 1y dupda o relatie patratica [8] de forma

Py = Ph [1—="5) 2
Paliaj,, . Pl\i( 60/ -

unde # este valenta medie a componentelor nemagnetice, iar 1 concentra-
tia lor atomicd, asa cum se vede din figura 2.

Pe aceeasi diagramd este reprezentatd si dependenta de concentratie
a punctului Curie paramagnetic, care, dupi cit se vede, scade liniar.

Pentru alia,ele de Ni-Au-Al omogenizate gi cilite dependenta 1]x(7)
este linjard In tot intervalul de temperaturd studiat, iar efectul electroni-
lor de conductibilitate este inobservabil, aga cum rezultd din figura 3. $i
in acest caz cu scdderea continutului de nichel susceptibilitatea magnetici
scade, insi rolul componentelor nemagnetice este echivalent, aluminiul
avind o influentd mai mare (vezi curbele II si IV).

\v]
BN S U—
?

P Hg 350
L%
ﬂ40"9
~ A 4
i W w5 %
F B -5 -35%at
* 2 . EREE: -
- 5 8 ar
45 \\ ] 2 e
i ) / 7
bl




ANTIFEROMAGNETISMUL UNOR ALIAJE TERNARE 105

Dependenta de concentratie a momentului magnetic efectiv si a punc-
tului Curie paramagnetic pentru acest sistem de aliaje este dati in fig. 4.
Dupd cum se vede din figurd, punctul Curie 6,, scade liniar cu concentratia,
iar momentul magnetic efectiv nu mai urmeazi relatia (2), avind o variatie
cvasiliniard si micd cu concentratia, intre limitele 1,6—1,5 uz. Toate aceste
deosebiri fatd de sistemul Ni-Cu-Al, indicd faptul cd sistemul de aliaje
Ni-Au-Al, nu ocupi o stare de echilibru stabild cu temperatura, iar suscep-

65
400

Y S B

Vig. 4. Yig 3,

tibilitatea este ireversibila fatd de incalzirea si récirea repetatd. Peuntru
aliajele care in diagrama de echilibru au o concentrajtxe ce depaseste do-
meniul solubilitatii “solide 1a temperatura camerei, echilibrul fatd de tem-
peraturd se stabileste foarte lent in conditii nomlale, iar caracterul inter-
actiunilor magnetice se schimba radical, asa cum rezultd din fig. 5, unde
este reprezentatd dependenfa 1|y(7) pentru aceleasi aliaje de N;-Au-Al

In primul rind are loc o e\pansmne a domeniului feroma gnenc cu
aproape 200°, iar caracterul dependentei 1{y{7) este pronuntat neliniar.
Pentru aliajele cu aceeasi concentratie de nichel (IT si IV) susceptibili-
tatea magneticd coincide, iar pentru proba IIT desi se pastreazd caracterul
unui paramagnetism normal Langevin, se¢ pune In evidentd paramagne-
tismul electronilor liberi de t1p Pauli la temperaturi mai ridicate (peste

600°C), prin curbarea usoari inspre L ,

axa temperaturilor, momentul mag- ’ . P
. . - B 815 55 at

netic revenind la o valeoare normali

conform relatiei (2), marcat pe =
fig. 4 cu un punct singular.

In figura 6, pentru proba I
(cu concentratia de 809, Ni, 15°,
Au si 59%Al), este ardtat procesul 5
de stabilire a echilibrului dupa
multe incdlziri i rdciri repetate. Se
vede cd de la o dependentd liniard
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114(T), caracteristica fazei de solutie solidd ob}inutd prin cilirea probei
incdlzite la 1000°C (curba I), dupd ridcire repetindu-se misurdtoarea,
susceptibilitatea este ireversibild si se ajunge la o dependentd neliniara
(curba I’), care insa este si ea instabild, Repetindu -se procesul de incélzire
si rtdcire de mai multe ori pe lingd faptul ca 1nterac1:1un1le devin mai
puternice, fapt indicat de cresterea susceptibilitdtii, are loc si o transformare
de retea cristalind, care se vede pe curba I prin aparifia ciclului de
termohysteresis intre 500 si 850°C.

In cazul acestor aha]e prin atingerea echilibrului, susceptibilitatea
magnetici y nu mai urmeazi legea lui Curle Weiss (1), ci o lege mai compli-
catdi, caracteristici comportdrii magnetice a substantelor cu un antifero-
magnetism necompensat, legea lui Neel, de forma

R ,,:_{+Z___,,9 (3)
e %o C T -0
uide 7, C, o i 0 sfut niste constante, iar 7 este temperatura. O asemenea
comportare a mai fost gasitd si la unele aliaje binare de nichel-crom si
mangan-stibin (9, 107,

Com‘mm teoriei Iui Neel, in cazul feritelor [11; se formeazi nigte
subretele nmgnetlce care au momentul mqgnetic dirijat antiparalel una
fatd de alta si diferit ca marime din care cauzd antiferomagnetismul este
necompensat. Din relatia (3) au fost calculate toate constantele care sint
reunite in tabel. Semmnificatia fizica a constantei C este aceeasi ca si in ca-
zul legii Curie-Weiss, prin urmare din ea se poate calcula momentul mag-

B
TABLL
Aliaijul .

1/, - 104 CC-100 5 100% 6, K - P

Ni-Au-Al I%o ; wB

1 80; 15; 59, at — 5862 ] 40 216 553 1,59

11 86 10,5; 359% ., —584 | 439 167,2 553 1,61

v 92 6; 20" 584 439 167,2 553 1,57

G 80; 15; 50, . — 3325 44 184,16 193 | 1,66

T 80; 15; 500 _ 590 459 180,45 543 | L7

netic efectiv I’,. Pentru toate cazurile momentul magnetic al aliajelor
in limita erorilor experimentale, corespunde cu momentul magnetic efec-
tiv al nichelului: P, == 1,6 p,. De aict rezulta, interpretind rezultatele prin
analogie cu ferimagnetismul, ¢d se formeazi in aliajele ternare de Ni-Au-Al
{cu exceptia III) trei subrefele maguetice ca Ni-Ni; Ni-Au; Ni-Al, care
au momentele maguetice orientate antiparalel, in asa fel ca subretelele de
Ni-Au i Ni-Al fiind echivalente isi compenseazd efectul reciproc, rimi-
nind activd numai subreteaua Ni-Ni, in deplind concordantd cu valoarea
experimentala a momentului magnetic efectiv P, (aurul fiind monovalent).

In concluzie se poate spune ci aliajele ternare de Ni-Cu-Al si Ni-Au-Al
in domeniul de solubilitate solidd an o comportare paramagneticd normala,
iar in atara solubilitdtii solide au o comportare de antiferomagnetism ne-
compensat.
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AHTHOEPPOMATHETH3M HEKOTOPBIX TPOMHBIX CITJIABOB HA OCHOBE
HHUKEJS

(Pesiove)

Mayuena tevneparypsast 34BHCHMOCTH OOGpPATHON BOTMUHHLL MAUHHTHOH BOCHPHHM-
YHBOCTH 1/x s TPOHHBIX cuerem cntasos: Ni-Cu-Al 11 Ni-Auw-Al. Y cniasoB nepsoii
CHCTOMBI MarHUTHAS BOCOPHUMYHBOCTB O6DATHMA 110 OTHOWEHHIO K TeMmepartype i NOJUHHS-
et 3akony Kiopu-Befica, fomoaneHHOMY goCTOSIHHBIM napa\mnmmm« TEPMUHOM  TUNA
Mavon. ﬂapa\mmnmaﬂ Temmueparypa K}opu Hp H3MeusieTcst JIHHEHHO ¢ ATOMHOH KOMIUEH-
Tpauuell HEMarHUTHBIX KOMIOHEHTOB. a 9thhe KTHBHBLI \mrnurnui'{ momedt P, — no xeagpa-
THUHOMY 3aKOHY.

Cinasnl Ni-Au-Al, 3akaiaéuubie 1 0oTOXKMKEuHBE HOpH Temmeparype 1000° C, iineror
TiHeldHylo saBhcuMocTb 1w (1), 8 (1), Pp (), oaHaxko nsyuaeMmasl CHCTEMA HE HAXOAHTCH
B TCIVIOBOM pasnopecks. Ilocie 1OBTOpseNbIX Warpepauuil M oXJaakieHuil pasHoBeCHe
YCTAHABAHBACTCA, a MATHHTHAA BOCOPHUMUHBOCTL GOAbLINe He Towinsgercs zakouny Kiopu-
Beiica, a saxouy Heas aasi deppuron.

THE ANTIFERROMAGNETISM OF SOME NICKEIL TERNARY ALLOVS

(Summarvy)

In the present paper swas studied the dependence on temperature of the reciprocal mag-
netic susceptibility 1/v for the ternury allovs svsteins as Ni-Cu-Al and Ni-Au-Al The mag-
netic susceptibility is reversible according to temperature for the alloys of the first system
and follows Curie-Weiss'law, compieted with a constant paramagnetic term of Pauli type
The paramagnetic Curie temperature € varies linear with the atomic concentration of the
nominaguetic components, and the efiective magnetic moment Py varies with a quadratic
relation,

The Ni-Au-Al allovs which are homogenized and stecled to 1000°C temperature shows
alinear variation 1/x(7), 0 (), Ppim but the svstemn is not in equilibrum according to temr-
peratare. Atter repeated heatings and coolings the equilibruun is estabilished and the magnetic
suseentibitity does not follow Curic-Weiss” Taw, but Nedl's law for ferrites.






REZONANTA ELECTRONICA DE SPIN A IONULUI V#* INZEOLITI
DE TIP X SI YV

de
A. NICULA, 1. URSU, membru eorespondent al Academiei si GII. CRISTEA

Spectrele RES ale ionilor metalelor de tranzitie in sticle au fost puse
in eviden}{d prima dati si studiate de citre Sands in anul 1951 [1]. Ime-
diat dupd aceasta au urmat misuritori RES asupra acestor ioni introdusi
in substanfe poroase cum sint rdsinile schimbitoare de ioni, cirbunii acti-
vali, zeolifii si silicagelurile [2]. Tonul de vanadiu tetravalent V4!, a fost
apoi studiat in GeQ, Intrucit, acesta din urmai, se aratd deosebit de interesant
pentru studii RES, gisindu-se atit in stare amorfa cit §i sub forma a doud
modificari cristalografice : forma tetragonald (structura de rutil) i forma
hexagonald (structura cuarfului [3])). L. van Reijen [4] prezinti un
studiu amanuntit asupra ionilor (Cr-O)3*:, (V—0)2t si (Mo—0)®+ in doua
tipuri de complecsi anorganici : clorati si oxalafi.

Deoarece zeolifii au capacitatea si se comporte, datoriti cantitatii
mari de apd ce o pot absorbi, atit ca un mediu apos cit si policristalin, tre-
cerea de la un mediu la altul ficindu-se treptat prineliminarea apeiin urma
activarii termice sub vid, noi am abordat studiul ionului V#i introdus in
zeoliti. In afard de aceasta, ionul 'V4* se giseste in stare izotopici des-
tul de pura (in proportie de 99,76 9,) si are o valoare mare a spinului nu-
clear. El se giseste de asemenea in citeva stdri de valentd ceea ce il face si
din acest punct de vedere interesant de studiat.

In lucrare s-a urmdrit comportarea spectrului RES, a ionul V4*, prin
trecerea treptatid de la un mediu aproape lichid (zeolit hidratat) la un
mediu policristalin solid, In urma elimindrii apei prin activare termica
sub vid.

Tehnica experimentald. Probele s-au obtinut pornind de la zeolitii
simetrici de tip X [(Na (A10,)gs (Si0y)104)] §1 Y [(Naszg (A10,)56 (SiOy)46] pro-
curafi de la Compania Linde SUA si de la sulfatul de vanadil (VO. SO,.
5H,0) atit din import cit si preparat la I. C. al Academiei Republicii Socia-
ste Roménia, Filiala Cluj. Din punctul de vedere la comportarii lor in masura-
torile RES, probele din substante cu provenientd diferitd, nu se deosebesc.

Zeolitul a fost uscat la 105°C timp de 2 ore, dupd care a fost imbibat
cu solutie de sulfat de vanadil de concentratie dorita, iar pentru o diluare
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mai mare in vederea schimbului cit mai complet, s-a ddaugat apa distilata
si s-a agitat timp de 4 ore, Amestecul obtinut s-a filtrat iar filtratul s-a
uscat timp de 2 ore la temperatura de 105 °C. Pentru a avea initial un mediu
¢it mai apos probele astfel obfinute s-au hidratat tinindu-le timp indelungat
intr-un vas cu vapori de apd saturanti. Pentru eliminarea apei si trecerea
treptatd la un mediu policristalin solid, probele au fost activate termic
sub vid de 10-% mm Hg la temperaturile de 100°C, 200°C, 300°C si 400°C,
Concentratia ionilor de vanadia aleasi a fost de 19, 5%/ si 109/,

Masurdtorile RES s-au efectuat cu ajutorul epectrometm’ul J. E S —
B, de fabricatie japonezd, ale carui caracteristici sint date in 15]. S-a lucrat
in banda X de frecvente,

Teoria spectrelor. Studii teoretice asupra RES, a iounului V* | aflat
in cimpuri cristaline de diferite simetrii nu existd pind in prezent. Totusi
au fost tratate doud sisteme analoge. B. Bleaney [6] trateazd cazul
titanului trivalent in clmp trigonal, care este izoelectronic cu vanadiul
tetravalent. D. Polder 7] trateazd cazul ionulut de cupru bivalent
in cimp tetragonal i considerd conliguratia electronica a lui, ca fiind echi-
valentd cu a Ti¥+ s1 VI, avind un singur electron ,,p()/ltl\ “in patura 3d,
adicd o gaurd. In cazul ulpruhu rezultatde diferd doar prin inversarea 1i-
velelor energetme orbitale fatd de pozifia lor Ja titan. Ambele teorii prezic
pentru factorul g, valori apropiate de ale electronului liber ceea ce inscamni ci
distanta intre nivelul orbital fundamental si imediat urmaitor este mare.

Hamiltonianul de spin care descrie spectrul RES obtinut pentru ionul
V4 in zeolifi este [37:

AN ARAY

A
H=g,pH.S, + g8 HLW -+ H\S - (S, + 5,1,

unde S = 1/2, 1 = 7/2 — Corespunzé.toare ionului de vanadiu,

= /g costt 4 ¢ sin? 0
kg = \/ A%¢? cos? § - Brgl sin? 0

i

6 fiind unghiul dintre directia cimpului magnetic exterior H ¢i axa cimpului
cristalin.

Termenul care evidenfiazd structura find lipseste pentru configuratia
3dY (S = 1/2) si am neglijat de asemeni termenii interacfiunii cuadrupolare
si al interactiunii directe intre cimpul exterior H si momentul magnetic
nuclear al vanadiului V&,

Pentru simplitatea calculelor si a formulelor hamiltonianul de spin
se diagonalizeazd, astfel c¢&, condifia de rezonanti se poate scrie :

hv = g8 H ++ K m

m— fiind proiectia spinului nuclear pe directia cimpului magnetic H. Atit
in substanta policristalind cit gi In solutie complecsii magnetici sint orien-
tati haotic. Prin urmare spectrul RES observat este o medie asupra tuturor
orientdrilor posibile. Existd totusi o deosebire esentiald intre cele doud
sfcuatu Intr-un material polmrlstahn fiecare complex magnetic este static
in spatiu si spectrul global este infisuritoarea spectrelor complecsilor indi-
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viduali, fiecare cu orientarea sa proprie; in solutie fiecare complexse ro-
teste rapid in comparajie cu perioada clmpului de microunde, deci insdsi
spectrul unui complex individual este o medie asupra tuturor orientdrilor
sale. Daci N, este numirul complecsilor magnetici din proba considerati
atunci numirul complecsilor magnetici care au orientarea in limitele deter-
minate de unghiurile 6 si 0 + 40 este [8]

AN = ’\j sin 0 40

Datoritd factorului sin 0 40, in functia de distributie a orientarilor,
orientarea cu H | Zeste mult mai frecventa decit orientarea H || OZ (Z este
axa cristalind preferentiald a complexului magnetic). De aici rezultd cé
liniile din spectru corespunzitoare lui H | Z trebuiesa fie mai intense decit
cele corespunzitoare lui H|| Z. In cazul solutiilor are loc o ingustare dina-
micd a liniilor RES si ca urmare liniile corespunzitoare diferitelor valoriale
numirului cuantic nuclear, m, nu se suprapun, spre deosebire de cazul
policristalelor unde suprapunerea este foarte accentuatd. Coordinarea vana-
diului tetravalent in compusii vanadili se presupune a fi o piramida patratica
(fig. 1) : patru liganzi X (in cazul nostru molecule de apd) la distanfa apro-
ximativ egald de ionul central si un atom de oxigen In virful piramidei la o
distanta foarte mici de ionul central.

Nivelele de energie ale ionului in clmpul cristalin al piramidei patratice
pot fi discutate din doud puncte de vedere: in functie de interactiunile
clectrice ale electronului ionului central cu liganzii sau In functie de stabi-
litatea legdturii, datoritd formirii orbitalilor moleculari Intre ionul central
si liganzi.

In prima descriere piramida patraticd poate fi considerati ca provenind
dintr-o configuratie octaedrici. Se pot distinge doud cazuri: un octaedru
deformat tetragonal care este alungit in lungul axei de simetrie si unul care
cste comprimat In lungul acestei axe.

Schema mnivelelor de energie care rezulti folosind teoria grupurilor

‘9], este redata in fig. 2.
{xzyz 322.¢2
322.42 —.xz_yz
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1*ig. 1. Coordinarea pira- Fig. 2
midal pétratica a ifonului
V4t in compusi vanadil.
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in octaedrul alungit, nivelul cel mai de jos este dubletul xz, yz, iar in
cel comprimat singletul xy. Succesiunea nivelelor pentru piramida piatra-
ticd depinde de doud circumstante : (1) distanta dintre ionul central si oxi-
genul din virful piramidei este foarte micd; (2) ligandul din virful opus
este foarte departe sau lipseste. Depinde care din aceste efecte predomini
dacd piramida patraticd este alungitd sau comprimata.

T

s

e v

Fig. 3. RES a Vit iu solutic apoasa.

Dupd cum vom vedea din discujia rezultatelor experimentale, mdisua-
ratorile RES ne permit a stabili care din aceste situafii se realizeazi in
realitate si sd tragem o serie de alte concluzii importante referitoare la
comportarea ionului V4+ in zeolifi.

Date experimentale si discutii. In cele ce urmeazi vom prezenta spec-
trele RES ale ionului V* in zeoliti, pentru concentratia de 1 9. Pentru o
mai bund reliefare a transformdirilor care survin in spectru, in fig. 3 pre-
zentdm spectrul acestui ion i In solutie apoasd. Datoritd mobilitdtii foarte
mari a moleculelor de apd ingustarea dinamici a liniilor RES este foarte
pronuntata si spectrul este bine rezolvat la temperatura camerei. Din spectru
se poate usor verifica valoarea spinului nuclear al vanadiului (I = 7/2)
si cd simetria cimpului cristalin este cubici.
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in fig. 4 prezentim spectrul ionului V*- introdus in zeolit de tip V,
obfinut la temperatura camerei. Numdirul componentelor de structurd
hiperfini se pistreazi, ceea ce ne informeazi asupra conservirii simetriei
cubice, dar spectrul este puternic distorsionat. Cu cresterea temperaturii,
pe de o parte cregte intensitatea liniilor spectrale, iar pe de altd parte spec-
trul se desface in dou# seturi a cite opt linii de structuri hiperfini. In fig. 5
prezentim spectrul obfinut la 400°C in care se disting cel mai bine aceste
seturi,

vo¥, 1%; 106s; 0dB; 20°C;

s M\ o~
J

Fig. 4. RES a V** in zeolit hidratat la 20°C.

Aparitia celor doud seturi de linii, se datoreste schimbarii simetriei
cimpului cristalin in locurile ocupate de ionulV4-4; dintr-un cimp cubic
(octaedru regulat apare un cimp de simetrie tetragonald, una dia axele de
simetrie devenind preferenjiald. Corespunzitor acestei simetrii in hamil-
tonianul de spin apar doud constante de stucturi hiperfind A si B douid
valori ale factorului de despicare spectroscopicd g;, si g |, corespuzitoare
orientarii paralele respectiv perpendiculare a cimpului magnetic in raport cu
axa de simetrie a cimpului cristalin.

Valorile calculate din spectru ale acestor constante sint:

A =1653.10~% cm? gy = 1,9307
B =76,16- 10~ cm-! si g = 1,9504

Semnul constantelor 4 i B nu poate fi calculat din cauza lipsei
structurii fine a spectrului.

8 — Babeg—Bolyai: Mathematica-Physica 1/1966
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Deoarece spectrul RES se observa usor la temperatura camerei si chiar
la temperaturi mult mai ridicate, interactiunea spin-orbitd intre singletu
orbital xy si dubletul orbital xz, yz este micd. Aceasta presupune pe de o parte
o distantd mare intre aceste nivele energetice (peste 10.000 cm—?), jar pe de
altd parte ci nivelul energetic orbital fundamental este singlet. Acest re-
zultat, conforni celor discutate in secfiunea precedentd, ne conduce la ipo-
teza ci o dati cu cresterea temperaturii de activare termici octaedrul
regulat se deformeaza in sensul comprimérii lui pe directia axei de simetrie.
In acest fel legitura chimici stabilitd Intre ionul central de vanadiu si oxi-
genul din virful piramidei devine mult mai puternicd decit legitura cu cei
patru liganzi din virfurile patratului. In aceste imprejuriri ionul V+4* se

manifestd sub forma (V—Q)2+,

O astfel de comportare a simetriei cimpului cristalin in care se afla
jonul de vanadiu In zeolifi, precum i manifestarea sa in spectrul RES, era
de asteptat : o datd cu cresterea temperaturii, moleculele de apd din virfu-
rile patratului incep sd se indepdrteze de ionul central si chiarsi pirdseascid
aceste pozitii, devenind tot mai apropiate locurile ocupate de atomii de
aluminiu, distorsionindu-se in acest fel cimpul cristalin.

Figura 5 ne aratd de asemeni cid intensitatea liniilor corespunzitoare
lui H | Z, este mai mare decit intensitatea liniilor corespunzitoare orientérii
H || Z, ceea ce este in concordanid cu teoria formei liniei in substanfe poli-
cristaline [8].

O examinare mai atentd a spectrului RES la 400°C ne permite si ob-
servim. cd pe lingd cele 16 componente de structurd hiperfind cores-
punzitoare unei simetrii axiale mai apar unele picuri de intensitate foarte
micd. Acestea se pot vedea mai bine in spectrul ridicat cu o modulatie de
22 Gs. Aparitia lor se pune pe seama existentei, la aceastd temperaturd si a
unei componente ortorombice a cimpului cristalin de intensitate slabi.
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DNEKTPOHHBIA TIAPAMATHUTHBIIA PE3OHAHC MOHA Vi+ B IIEOJIUTAX
THINA X uY

(PeswowMe)

Merosom 3IIP wuccaesoBanoch H3MeHeHHe CHMMETPUH KPHCTAMIHYECKOTO  MMOMAA
MECT, 3aHATHIX HOHOM Vi+ B npeosutax THna X u V. YcraHosleHa MocjefOBaTeAbHOCTE
Op6GUTAaNbHHX IHEPTETHUECKHX YPOBHeHl 3TOr0 HOHA B KPHCTAJIHYECKOM [MOJe H CAEdaHH
BHIBOJbl O PACCTOSTHHH MeXAY CHHIVIETOM XYy (CaMbill HHIXKHHH) M IOC/EAYIOUIHM BbILLIEAE K a-
wHM AyO0JeTOM Xz, Yz.

Jlaércss onpejenieHHe KOHCTAHT THTIEPTOHKOH CTPYKTYPH H (AKTOPH CHEKTPOCKONH-
4eCKOro paculelIeHHs, COOTBETCTBYIONIHE NapajielbHOH H NepneHAHKYJAAPHOH OpHeHTAalHK
110 OTHOUIEHHIO K BHewiHeMy noJio H H3 criektpa npo6ul ¢ xoHueuTpauueit 1% Honos Vi+,
npH TeMnepatype aktHpauuu 400°C.

ELECTRON SPIN RESONANCE OF Vit ION IN ZEOLITES OF X AND Y TYPE

(Summary)

The authors have in view by ESR method, the symmetry variation of the crystaline
field of the places occupied by V4% ion in zeolites of X and Y type. The succession of the orbital
energy levels of this jon in the crystaline field is established. They draw conclusions about the
distance between the lowest xy singlet and the immediate supetior xz, yz doublet.

From the spectrum of the concentration test 1% ion V#* at the activating temperature
of 400°C they have determined the constants of hyperfine structure, the factors of splitting spe-
ctroscopy corresponding to the parallel and perpendicular orientation in account with the ¥
external field.



POTENTIALUL EFECTIV SI STAREA LEGATA A DOI ELECTRONI
iIN CRISTALE

de
A. WEISSMANXN, D. DEMCO

Folosind expresia potentialului efectiv de interactiune in cristale [1]
se studiazd starea legatd a doi electroni si existenta bipolaronului, consi-
derind pe lingd interactia electron-refea respectiv electron-fonon [2], si
interactiunea electron-electron respectiv electron-plasmon. Se arati ci
interactiunea electron-electron intireste starea legati ducind la adincirea
si largirea groapei de potential ; la aparifia unei gropi suplimentare inguste,
stabilindu-se condifiile pentru existenta stirii legate a doi electroni respec-
tiv bipolaronului. Se analizeazi mai aminuntit cazul germaniului. Atit
calculul valorii minime a energiei cit si potentialul efectiv dedus contin
ca i cazuri limite, in aproximatie uni-electronici, rezultatele cunoscute
din literaturda [2], [3], [5].

Sistemul multi-electronic. Se considerd reteaua periodicd cristalind si
plasma electronicd, in interactiune. Neglijind interacfiunea fonon-plasmon
(care este slabd in raport cu interactiunea electron-fonon si electron-plas-
mon), Hamiltonianul sistemului este [1]

H - 2

T 2 PKPK_+AQK‘11_{2(_ n E PPy + oxQpQx

-+

2m* KIK,, 2
1 * — * 1 - -
+—~2('0K¢JKPK + UKqK pK) — Z (Pruxpx + Prix ox) + (1)
2R 2 K<Kp

1 .
+ - Z: Wk pK oK
2 K5%,

unde primul termen este energia cineticd a electronilor efectivi (cu wm*
masa efectivd multi-electronica [1]) gk, px; Qx, Px sint coordonatele si im-
pulsurile fononice respectiv plasmonice; py este o constantd definitd prin :

9 4o
EJ'K g
K®
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iar

Sx = E g~iK-r.

reprezintd fluctuatiile de densitate electronica in plasma. h=c¢=1;
KD_—le»unde )p este lungimea de undd Debye, limitind interactiunile de

D
lungd razd de actiune (organizate, colective) de cele de scurti razd de ac-
tiune (haotice, de ecranare) iar

. = Qf — ug > K < Kp
O — (2)
= Q% - K >K,
2 2
=0 =K > Kp -

unde in cazul undelor sonore (K << Kp; K =»0) avem [13]

1

4mziNget 2 4
Qp == Q, = “.""‘) @)
13
fiind frecventa ,,goald* fononicd si
1
17N, e?) 2 ‘
Wy == ( il ) (5)
m

frecventa oscilatiei plasmei electronilor | liberi“. Mai avem

= vk — dpgux > K< K,
Ug = : i (6)

= Vg =K >Kp
_ = vg + fpgug > K< Kp _
Vg = ) (7)

unde
1
o - (V) ®)
K Ly

este elementul de matrice pentru interactiunea electron-fonon in absenta
interactiunii electron-electron, iar uy este legat de elementul de matrice
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reprezentind efectul interactiunii electron-electron de lungi razi de acti-
une asupra elementului de matrice electron-fonon si are forma

Ni!
A( )z
S . 7 A

U = ng% ) : (9)
1
(5]
cu constanta k = — (4we?)':z,g unde N,, z, p, sint densitatea, sarcina

si masa ionicd N, densitatea electromnilor iar g este coeficientul de cuplaj

[5] specific.

e =r"c ()? - (10)

1 1
€ == - —

€ -4

1 . .o e . A .
unde — este constanta dielectricd ,electivd®, iar e, ¢ sint constanta di-
c

electrici opticd respectiv statici.

Incluzind in parte termenii de interactiune electron-fonon, respectiv-

plasmon in energia cineticd gi potentiald a electronilor se obtine potentialul
efectiv de interactiune sub forma

V) = {125, [kDr,t,]} —2x Ml o5 (K, 7)) — 25 124 cos(R, 7,)
fril £ ¥ Qg K<k, o (11 )
a

sau aproximind termenul de ecranare a potentialul coulombian datoriti
interactiunii de scurtd razd de actiune, prin constanta dielectricid opticd
g [2], avem conform [I]

Valry) = ———=

elr; — 7l Kp

Encergia stirii normale. Din (1) se observd ci presupunind o distributie

maxwelliand a sistemului de joni (refea) si electroni in interactiune (deci

tiietura pentru K este Kpnu K;) [6] avem pentru valoarea minimi a ener-
giei (1]

e _

—2% M cos B —7)1—22 P cos (R, (r,—7))] (11h)
K Qk K<K

Wy

1452 B2 '
E,=—N,>,—= —N —=— (12)
0 ‘; Q ’K;D o
unde
1
. {AK=“VE% |
si _ (13)
l By=— 1\%& )

sint constantele de cuplaj electron-fonon respectiv electron-plasmon.
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Considerdm
E, = EV 4 E® 4+ E® (14)
cu
EQ = NI B = — NI B — NZIBE (g5
K<Kp K<K W

si trecem la evaluarea lor concreti.

a) EY = — Nzl
K<Kp 20,
Din (6] avem v, = v; + v = v — i,

in cazul undelor sonore (K < Kp; K = 0) insi

. v . k22
v, =y — k e vk «~2 (16}
Ly Sep
3m§,
. N #hug
deoarece dezvoltarea in serie este justificatd de faptul ci: — <1 si
3mp
. L g .
astfel termenii superiori in— se neglijeazi.
3mp
Acum avem
4 2
M N Z K4V0{4rrz,-e2g N; 1
o = — IV, il o= (17}
K<Kp 90, t K w ] 2Qp
unde conform lui (2)
1 1
% 4nz?N,-fi 2 (18)
" &
pentru cazul (K << Kp) in loc de (9) avem
1 1
— N.Y2
Ug = — (4ne2)2zig(—‘) (19)
i

Punind (19) in (18), folosind (4) si (5) avem pentru (17)

r4m2 2
EP = D07 & S ks (20)

Ng 72me? 1 — g? KKy
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sau trecind la integrala in loc de sumai:
N, pam 1 ot s
EW ¢ 0 =< K 5
0 NE720me 1 — g2 (21}

partea energiei minime datoritd oscilatiei colective fononice.

b} Pentru K > K,, migcarea nodurilor refelei nefiind organizati exci-
tatia colectiva lipseste si conform (2) i (6) nu avem valori ale lui Qg si vj.
Introducind vectorul retelei reciproce K,, conform [4], reducem calculul
in zona lungimilor de undd mari si avem

K

D

E) =~ N, Y lVl_ff Ball! — _ N2reto Z_K S
3

0

2n
0

ceea ce corespunde pentru volum unitar, contributiei la energiea minima
din cauza migcdrii haotice a mnodurilor cuasi-liberi.

___d(K-EK,) (21)
~E,?

Ik —Knl<kp| 207

@ty A

| K —Kpl

Ep . M g, 22)

-
T

c) Introducind valoarea lui p% si trecind la integrali avem

Ko2n n
. v 1 =
EQ) = — 2ne2N, SS S S-I;; dK (23)
000
de unde gisim
ZN‘
Et()s) =l Ky
T

partea energiei minime datoritd interactiunii electron-electron de lungi
razd de actiune.

Din (14) avem

4 2
E, — _‘2“’ Kp - S8Nipg, N %" & K3 24
0 x N? 72002 1 — g (24)

energia minimi a sistemului de N, electroni si N; ioni in interactiune. (24)
include in sine In aproximatie unielectronici energia minimi apolaronulm

Frohlich [3]. Intr-adevirpentrug — 0din (8) v — 0si E, = — Ne Ko
k13

Din [2] avem pentru g, = 1

1

AK T e E(Z_Thwl()? t
K V
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si
Ey, = — 5_? b ol S Ey = — 2 K
T

D
g hey

adicd pentru cazul unui singur electron, neconsiderind interactia cu retea
regdsim rezultatele din literaturd (neglijind desigur principiul lui Pauli).
Potentialul efecttv. Pentru evaluarea conditiilor existentei stirilor

legate a doi electroni in cristale polare si in metale vom folosi relatia (11b)
transcrisd

2
Varlrs) = -+ Vit Vat 7, (25)
Eg¥ij
unde
V1 _ _9 Z 1Agl* ~ cos (I(, 7,‘”), V?, — 9 Z "EKP oS (I—{_, 7:;'1');
KKy, Qx KSKp Ok
Vy==—2 > 1BxI® cos (K, 7,,)
KK, ok (26)

Pentru evaluarea lui V, folosim (20), de unde avem

4, 2
1 7) " €y2 > — e
l’/ IET e A R “ S B .;
! NZ 36t (1—g? )ng cos (K, 7) (27)

respectiv

1 44172 2 7 D
vom (7
[/1 I e R amnn i - (
0

1
N> 36 me? 1= g~ (273 | S K* cos ( { )deCP sin 040 (28)
0

ceea ce dupd evaluarea integralei ne da

o 1 vim? g% . N
Vy = — 7 20~332 g ;5; { [B(Kpr;;)% — 6] sin (Kpr;4)

+ [6(Kypr;;) — (Korij)®]cos(Kpr,5)} (29)

partea potentialului efectiv datoritd preponderent ramurii acustice a osci-
latiei colective a refelei — adici datoritd interactlei fonomnice.

Termenul V, reprezintd o ecranare a potentialului coulombian dato-
ritd misclrii haotice a nodurilor retelei cristaline (K > Kj,). Conform [4],
in acest caz avem

. I 4y 4%
V,—— Y |V )‘U\QL(K—K )71 (30)

IR’_R"_(\,K 92(1\ K )
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folosind (6) si (8) pentru K > K, avem

S - cos[K'7,, 4K’
0

unde am pus K’ —= K — K,. Evaluind integrala avem

Vy = — 28 Si(Kpr,) (31)

T"’ij
ceea ce corespunde pentru g —» 1 interactiei electron-ramurd opticd a osci-
latiilor longitudinale ale retelei (formula (16) din [2]).

Interactia electron-electron de lungd razd de actiune di o contributie
la potentialul efectiv sub forma ecranirii termenului coulombian printr-un
nor plasmonic. Aceasti contributie este reprezentati prin V..

Voe 5 wieos (R 7 2

sau

X
)
k]
4

V3 — ‘ine'z SSSCOS (Kri{.cos 9) dK
6000

K*

Integrala se evalueazid relativ simplu si se obtine

V:s .

(Kp7i5) (33)

adicd tocmai ecranarea cautatd datoriti cuplajului electron-plasmon.
Din (25) avem acuma punind ky,; = x
B V)= |1 2 o1 = S| — @2 L (322 — 6) sin x +
Kp ez x w 1 — g2 a5
+ (6x — x3) cos x] (34)

potentialul efectiv de interactiune electron-electron in cristale luind in con-
siderare pe lingd cuplajul electron-retea {ramurd acusticd si opticd) si cupla-
jul electron-plasmon. Acest potential se scrie intr-o formi mai riguroasi
dacd in loc de (11 &) se porneste din (11 a) astfel

v = %[1 — é 2+ ¢S (x)] —e —F— L322 —6)sinx+

-+ (6x — x7) cos x] (34 a)

Prollema existentei stdrii legale a doi  clectron’. Pentru analizarea
alurei curbei de potentxal sd stud.em V{(x) in jurul lui x —0 (x >0)
si ¥ — + oo,
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Avem V(x) = 0 dacd x — 00 5i V(%) = oo dacd x—0 deci alura curbei
este tipici groapei de potential dacid taie axa Ox.

Din compararea potentialului nostru (34) cu cel al lui Hrivunak
(formula (23) din [2]) se observd cd pe lingd termenul coulombian la noi

. % 2 1 - N .
figureazd termenul cu - gg% 57 (%) — care luind in considerare (10) este
T X

analogul termenului al doilea din Hrivnak (interactiune electron-
ramurd opticd a oscilatiilor longitudinale ale retelei) dar mai general ca
aceasta (interactiunea electron-electron fiind luat in considerare mult mai
consecvent de la Inceput). Termenul al doilea din partea dreapta a curbei

(34) la noi mai contine cuplajul pur electron-plasmon 2o Si(x) (ceea ce
T X

la Hrivmnak lipseste complect) iar termenul al treilea este iardsi ana-

logul termenului al treilea a lui Hrivnak — cuplaj electron-retea
~ o2

ramurd acusticd (fononi) — dar de asemenea mai general |constanta @~°i’5:)
1 —g®

din cauza conceptiei multi-electronice folosite.

1. Pentru g —»0 avem evident cazul plasmei metalice, cdci vk — 0
deci si vx — 0 adici n-avem interactie electron-retea. Caz special calculat
de D. Pines [6].

2. Pentru g2 0 analizdm mai Intii curba simplificatd

2
* Vpln) = |1 = e (1 + ¢) iy (35)
Kye x
unde am neglijat interactiunea electronilor cu ramura acusticd a oscilafiei
retelei. Curba taie axa Ox in doud puncte ¥ = 1,65 x =: 6,4 dacid g,(1 + g?) ==
2~ 1,1763. Avem deci condifia necesard ca axa Ox si fie tdiatd in cel putin
doud puncte si deci sd apard o stare legatd

1< (1 + g2) < 1,1763 (36)

care pentru cazul teoretic g, == 1 da g2 = 0,1763. Sintem deci in domeniul
cuplajului slab. In [14] se arati ci pentru existenta stirii legate electron-
electron conditia suficienti este ca si avem

S V) yeo dr > - (37)
2u

cu p = -—2—‘
Folosind (34) aceastd conditie revine la

~{[ 0 = all ) =2 a1+ g cos 2] +

+ Ceug? (__ sin + 2sin #  2cos x)} 1' >h’2KD_Eo (38)

1 g2 x 8 % m*ed

Xy
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sau

——{[x(——] 4 2 (2 + g% cos xl +

}

Pentru concluzii mai profunde vom reprezenta funcfia (34) cu valori

din (36) in cazul T == 300°K evaluind constanta ¢ cu mirimile N, == 102 —
108 em~3 717, [27; K o= 107 - 108 cm ~1[4] 95 = 108—10° cmsec ~1[7
Din graficul 1 a cu € de ordinul unititilor se constata aparifia a doua
cropi de potential. Prima foarte ingustd intre x = 0,95 x = 1,05 datorita

X
2 cos ¥

> D (38a)

m¥e®

4 gt (sinx . 2sin x

I a8 12

X

considerdrii interactiunii electron-plasmon — pe care o vom numi ,,groapa
plasmei” — si a doua mai largd intre x = 1,45 x = 6,4 datoritd cuplajului
electron-fonon — pe care o vom numi ,groapa fononici” — avind o

alurd analoagd cu cel din [2: si largitd datoritd interactiunii electron-
clectron,

.. . . . €, 7 -
Minimul curbei este pentru aproximativ x =1 de - V. = 0,26
I\'l) 2

Npe? .. - N .
PV & — 0,058, Luarea in considerare

far ta Hrivnak in x « 3;
Eo

a efectelor multielectronice in spetd a interactiunii electron-plasmon intd-
reste deci cu cca. o ordine de marime existenta unor stdri legate a doi
electroni in anumite cazuri care indeplinesc condijiile mentionate in (36)
si (38). Aceste conditii insd se mai largesc din cauza considerarii termenului
al doilea din ¥V, care ridicd curba mult deasupra axei Ox. Acest fapt este
demonstrat si mai elocvent de figura 2 a unde s-a reprezentat (34) cu
¢ de ordinul miilor. Toate aceste curbe se obtin in limitele conditiilor din
(36) —(38) folosind pentru N,, K, §i v, valorile mentionate. Se observd mai
departe din 2 a c& pentru valori largi ale lui @ groapa ,,plasmei” tinde
sd dispard — mai precis se contopeste cu groapa ,fononicd” - impri-
mind acesteia din urma alura ei: ingustime si adincime excesiva. Aceastd
constatare atestd faptul cd in anumite conditii de temperaturd si densitate
electronicd interactiunea electron-electron joaci un rol din ce in ce mai
preponderent in stabilitatea stdrilor legate.

]
o

Fig. 1. (a b, ) Fig. 2. {a, b, )
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Pentru aplicarea acestor consideratii teoretice generale asupra unui
material concret, vom analiza cazul germaniului. Dupd [8] in Ge s-au con-
statat benzi de adsorbfie In infrarogu care sint asociate cu oscilatiile refelei.
Coeficientul de adsorbtie a acestor benzi este de cca trei ordine de mirime
mai mic ca si la cristalele ionice. Aceastd trebuie sa reflecte si In coeficientul
de cuplaj. Folosind datele experimentale pentru indicele de refractie, masa
efectivd si constanta dielectricd staticd din [9], [10], [11], avem din (10)
¢* = 0,06448 ceea ce in comparatie cu g ~ 5 [12] pentru Nacl este cu cca
doudl ordine de mirime mai mic g7 corespunde deci sciderii coeficientului
de adsorbfie mentfionat mai sus.

Reprezentind relatia (54) pentru germaniu cu valorile ardtate. din
figurile 1 b si 2b se observda aceiasi alurd ca i in consideratiilel generale
(figura 1a — 2a). De mentionat cd in germaniu starea stabild legata
a doi electroni — mai probabil bipolaronul — apare numai pentru valori
mari ale lui @ (figura 2b) groapa de potential fiind despirtitd de restul
curbei (x —» oc) printr-o barierd de repulsie.

Cele expuse siut confirmate Intru totul de figurile 1 ¢ — 2 ¢ unde s-a
reprezentat curba (34 a) pentru germaniu. FLulndu-se in considerare in
mod riguros ecranarea de scurtd razéd de acfiune — ¢i care arati aceiasi
alurd calitativd ca si figurile 1b — 2D — cu diferenta cd starea legatd
a doi electroni este condifionatd ¢i mai pregnant de groapa plasmei adicd
de intensificarea interactiunilor electron-electron de lungd raza de actiune.

Concluzii. Tratarea multielectronica a probleniei potentialului efectiv
intdreste conditfia aparitiei stirilor legate bielectronice in metale si bipolaroni
in cristale polare, deoarece interactiunea electron-electron de lungd raza
de actiune (aparifia cfmpului plasmonic) adinceste groapa de potential
,fononicd” — pe lingd aparitia unei gropi suplimentare ,.de plasma’.
Aceastd din urma {fiind foarte ingustd pentru valorile lui @ mici prezinta
doar posibilitatea aparifiei unei stari legate relativ instabile datoritd cimpului
plasmonic pur. Considerarea interactiunii electron-electron insi duce ia
o fratare mult mai consecventd a problemei stirilor legate, ca tratarex
uniparticuld ceea ce se observd mai ales la valori mari¥ ale lui € adica
in anumite conditii de temperaturd si densitate electronicd, unde interactia
electron-electron impriméd in esentd caracterul curbei i joacd un rol din
ce In ce mai preponderent in stabilitatea stirilor legate. Pe linga cele expuse
mai apare si un efect suplimentar, produs de interactia electroun-plasmon,
*aci datoritd el apare o corectie esentiald si in termenul interactiunii electron-
refea.

Energia minimi a sistemului coboard datoritd considerdrii consec-
vente a interacfiunilor complexe : electron-clectron, electron-retea si rezul-
tatele obfinute confin — ca mnigte cazuri particulare -— rezultatele din
literaturd referitoare la energia electronilor in cimpul cristalin.

Aceste consideratii se aplicd germaniului ¢i se aratd cd pentru valori
experimentale uzuale starea de bipolaron este stabili in anumite conditii
de temperaturd si densitate electronica.
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SOOEKTUBHbIF [TOTEHIIMAJ U CBA3AHHOE COCTOSHUWE JBYX 3JEK-
TPOHOB B KPMUCTAJIITAX

(Pesmwmnme)

Mcenonnsys  Beipasensie sqQUKTHEHOIO HOTCHIMAIY E3GNNOJICHCTRIS B KPICTANTaX
{1}, apTopm 13YuYalOT CBA3AHHOE COCTOSHHE JABYX 2JCKTPOHOR, d TAKMKe CYIHeCTBOBAaHHE
GHIONAPOHE, NPHYEM VUHTHIBAETCS, KPOME IEKTPOH-PElleTOYHOTO, COOTBETCTBEHHO 3J€KT OH~
(OHOHHOIO B3aHMOJEHCTBHA [2], 3JeKTPOH-3JICKTPOHHOE I SJeKTPOH-TVIAZMONTOC B3aHMO1eH-
crpue. Tlokazano, UTO 3JEKTPOH-3JIEKTPOHHOE — B3AHMOJENCTBHE  YCHJNBACT  CAS3AHHOC
COCTOSIHHC H OPHBOLHT K YrayGIeHHIO W ' paculMpeHyio NOTEHUHAJbHOL $aibl M K NOsi-
BJICHHIO JONOJHHTENBHOH Y3KOH NOTeHIHAMLHON siMbl, DPHUEM VCTAHARAHBAKWICS YCJIOBHS
JUTSL CYHIECTBORAHNA CBSI3AKHOIO COCTOSIHESE ABY X %I€KTPOHOB, COOTRETCTREHHO GUIIONSAPOHA.
[Mogpobno ananusupyercs cayuvail repmanpsi. Kax bCaucicuie MUHIMAABHOR BeJHUNHB
3HEPTHN, TAK H BbIBeAeHHBIH 5QQeKTHBHBIT TOTCRIMAS COACPIKAT KAK lPeJleJbHBE Caydan

B VHH3JICKTPOWHOH annpoOKCHMAlMH De3VJBTATH, lzmectuple B aureparvpe [21, [3), 75,

THY, FY¥FECTIVE POTENTIAL AND THI BOUNI STATE OF TWO ELIECTRONS
IN CRYSTALS

(Summary)

Using the expression of the interaction effective potential in crystals [1] we studicd
the bound state of two electrons and the existance of bipolaron, considering Tesides the inter-
action electron-lattice respectively electron-rhenen [2] also the interacticn electron-electren
respectively electron-plasmon. It is shown that the interaction electron-electron stremgthens
the bound state leading to the deepening and the widening of the potential gap, at the appearance
of a narrow supplimentary gap, establishing the conditions for the existance of the hound
state of two electrons, respectively of the bipolarcn. More detailed is analysed the carc of
germanium.

The minimum value calculation of the energy and the deduced cffective potentiai for
limit cases in uni-electron approximation agreed with the results known from literature
133, 151,






APLICAREA TRANSFORMARII FOLDY-WOUTHUVSEN LA
STUDIUIL POLARIZARII ELECTRONULUI

de

ZOLTAN GABOS si MIHAL GOIA

Starea de polarizare a electronului poate fi caracterizatd complet cu
ajutorul parametrilor lui Stokes. Avem urmitoarele posibilititi pentru a
ajunge la valorile acestor parametri:

a) Se calculeazd matricea de densitate

0}

=10 o) unde g = (1 + Zo),

are ne conduce intr-un mod foarte simplu la valorile parametrilor £, :

-

SPEE) =Sple ).

b) Se utilizeazi matricea de polarizare P sau Pt definite prin

gvid

Py = 1(N1(c),
o w(a)u*(s),

ande u este bispinorul corespunzitor electronului. Dacd avem expresia lui

P (sau a lui P'") avem o mulfime de posibilitati pentru a gisi valorile
parametrilor %, [27, [3], [9]. Matricca P poate fi scrisa sub forma [27:

=il

P:

1 i . .
n {1 - Mge Py, ot S, Y, I'muv\{u\‘,\') ’ M
unde p, reprezintd un vector (cuadriimpulsul), s, un pseudovector, iar m, , un
tensor antisimetric de ordinul doi. Marimile s si m , ne informeaza despre
starea de polarizare a electronului.

In aceastd lucrare aplicind transformarea Foldy-Wouthuysen
ajungem la urmitoarele rezultate noi:

A) Fie P'(0) matricea P in sistemul legat de particuld. Se arata
¢i se poate ajunge la expresia matricii de polarizare P! printr-o trans-

9 - Babes--Bolyai: Mathematica-Physica 1/1966
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formare FW. Rezultatul obfinut ne da posibilitatea de a exprima para-
metrii lui Stokes cu ajutorul marimilor s, i m,,.

B) Se stabileste expresia matricii o pentru interacfiunile la care in
starea finald avem prezent in sistem un singur electron si particule de
altd natura.

1°. In sistemul legat de particuli (electron) matricile P si P+
au aceeasi expresie [7]:

- >

Pl0) = PPO) = 4 (1 + v + D + 1) = (1 + 1)1 + £ 3).

Existd posibilitatea de a trece de la P(0) la P printr-o transformare Lorentz

2], [7]:

P = L-1P(0)L, (2)
unde
L — ,/%01[1_3(2,2)1, B= el L2,
g g C e+ myc? | p!
Avind in vedere cid

PH =Py, vall4+v) =0+ vdva=1+ 71 ors+ 1s0=0,
pe baza relatiei (2) obtinem

& 4 myc?
16 mge?

P = [+ B(a &))(14+va)(1 + E)(1 + v)[1 — Bla, 8] ya=

€ - myc?

[1— Byy(@ 911 + v)(1 + £D)[1 + Brifw, o)1.

 8mget
Se observi ci expresia lui P'*) poate fi scrisi sub forma

P¥ = = y-1PH(O)T, (3)

myc

unde U este operatorul transformairii FW

- > ——
et mett oy p) |/ =k e 1 + By,a, »
= e | m O Brde )]

Din (3) rezulti
1 > 3 myc?
P (0)= (1 + vl + EX)="0 UPDU-L,

Relatia (3) ne di posibilitatea de a exprima pe P cu ajutorul lui
P'+1(0) printr-o transformare FW. Ajungem deci la urmitorul rezultat: daca
trecerea de la PgO) la P se realizeazi printr-o transformare Lorentz, atunci
trecerea dela P1*(0) la P'+) se realizeazd prin aplicarea unei transformiri FW.
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2°. Relatiile (2) si (3) ne dau posibilitatea de a exprima parametrii Iui
Stokes cu ajutorul matricii P respectiv P :

£~ SPIZLPL-1),

- 1 >

Z = - Sply,SLPL1),

ind g c? - (

£="2" SpLZUPHU-1],
2 -

[ T Splv SUPH U1,

La efectuarca calculelor este avantajos si exprimim matricea P cu aju-

5
torul matricilor de bazid v,, yvs 2. Utilizind (1) si avind in vedere ci

obtinem

1
A+) = b
1 o= 4 Yl} + m

N
Vectorii s,

-

-

pre— Py,
e 1 SO S S -
o mge Ys(p, Z) -+ (s, Z) +isyys +valF

my ¢

F, G au componentele

—

S(Sl, 82’ 83) >

-

Z)

— -
F(myg, mgy, Mys), Gy, Mey, Mgy).

> >
—\{5.{46'2

Aplicind relatiile (4), (5), (6), (7) avem posibilitatea de a exprima parametrii £

- -

cu ajutorul mirimilor s, s,, F, G:

> >

P S F_ B pxG

¥ myc? mo(e -+ myc?) Mo

N >+ s—»

E=s+ ?énz(i :z)ocﬂ) : jﬁ’

- L 54»_’ s 3 - - '
S P 1 B % 6,
ing mgc2 * m c‘—j;(_}: ;) myed >
L
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.
Utilizind expresiile gisite pentru Z, pot fi stabilite si alte rezultate, dintre
care pentru exemplificare semnalim urmitoarele

:’gzg = 'l'moc[(; X 5) - 34;]‘
(b 5) = 2albs B, (h % 9) = (< D),
B, F) = (b, B), (p x F) =—(p x B).

2
e

Avantajul metodei indicate de noi fatd de cele folosite in literaturd consta
In aceca ca aplicarea ei nu necesitd cunoasterea expresiilor concrete ale
-+ - -
marimilor s, s, F, G.
3°. Amplitudinea de tranzitie pentru un proces la care in starea
finald avem prezent in sistem un singur electron poate fi scrisd sub forma

Mo = u () M (), a=1, 2, 3, 4, (8)

unde # este bispinorul corespunzator electronului, iar M se referd in ex-
lusivitate la restul particulelor participante la interactiune. Deoarece u poate
fi exprimat cu ajutorul hispinorilor de bazd wu,, u,

U == 0\l + C.U,,

gasim
Misy = M, - ¢, M,, Mj=urM, j=1 2
Avind in vedere ci
2ei6; = 1 4 &, 266, = & — 7:22:
Zeoel = Z) 4 1&,, 2o,y =1 — &,
se ajunge la urmétorul rezultat
CMUMY MM HMy MY~ MM

AN

1

1 . ,
Miss = 2 (0,2 01 |14 2,70 70 e

2 (M2 4 M) Myl 4+ M2

LML — AR
TS i)
Yste important de observat ci coeficientul lui £; din parantezi ne di tocmai
valoarea lui £; [3].
Utilizind (8) obtinem

Mios® = w(gu (MM (B) = PiQ,, = Sp(P Q).

= P
unde

0, = M{a) M*(8).
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Daca efectudm transformarile

P+ = PH(0) = "o 1 pg-1, Q' = UQU-,

£
se constatd in urma unor calcule simple ci

Sp(PEQ) === SPIP0)Q']

2
LI

In consecinta

Moot = 5 SpiPE0)Q] = = (SpL + 101 + ESHIL -+ v 21

i gc? 4mgc?
Avind in vedere observatia noastrd de mai sus ajungem la urmétorul rezultat

N
T Spl - yo@'E] (9)
) SpIl+ v)Q’]

prin urmare

S (L Wt vy

¥

COSPI 4 YL+ g1

Avem posibilitatea de a exprima matricea Q' cu ajutorul matricilor de baza
-

Y& Yar 2:

- -

- - - -
QI:A1+A2Y4+A3Y5+A4Y4Y5 + (45, Z)+Y4(Ae» 2)+Y5(A7y Z) +

>
+ Yavs(4sY)
Inlocuind aceasti expresie in (9) gdsim
> -

Ay 4+ Ay

S A+ A,

BAN RS

In cazul particular cind electronul este prezent si in starea initiald avem
M{a) = Typts4(P),
in consecinta

Q = TP T+,

Deoarece matricea de polarizare corespunzitoare stdrii initiale P{F) poate
fi exprimati cu ajutorul parametrilor lui Stokes corespunzitori stdrii ini-

-

tiale (&,),, relatia-(9) face legitura intre vectorii de polarizare £ si %,
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[MTPUMEHEHHWE IIPEOBPA3OBAHMHS FOLDY-WOUTHUYSEN
K HUCCJIENJOBAHUIO NOJAPU3ALINN 3JIEKTPOHA

(Peswwme)

B paGoTe ocyulecTsieHa HENMOCPEACTBEHHAs CBA3L MATPHUB INIOTHOCTH p C MaTpHueh
noaspusauuu  P(+). B kauecTBe npHMeHeHHsS pe3yJbTaTOB, YCTAHOBJEHO BhIDaXKeHHE
MaTpULBl p VIS 3JEKTPOHA, YUaCTBOBaBlUIErO BO B3aHMOMNENCTBHH 3/eMEHTApHHEX WACTHI.

THE APPLICATION OF FOLDY-WOUTHUYSEN TRANSFORMATION TO THE
STUDY OF THE ELECTRON POLARIZATION

(Summary)
In the present paper is given the direct relation between the matrix of density ;and the

matrix of polarization P(*). As an application of the obtained results, the expression of matrix
for the electron that took part in an interaction between the elementary particles is established.



RETELE ELECTRICE DUALE CU ELEMENTE NELINEARE SI
VARIABILE IN TIMP*

de
EMIL TATARU

Doud retele se numesc duale dacd curentii, respectiv tensiunile din
prima retea au acelagi mod de variatie ca si tensiunile, respectiv curentii
din a doua retea. In lucrarea [1] este dati teoria dualititii retelelor si me-
toda grafici de gédsire a dualului in cazul circuitelor electrice lineare si in-
variabile, Acest articol are scopul si arate cd existd corespondente duale si in
cazul elementelor nelineare §i variabile—elemente care au o aplicabilitate
practicd crescindd. Ca exemple de elemente nelineare si variabile se pot cita :
inductantele bobinelor cu miez de fier sau feriti, capacitatea de sarcing a
jonctiunii p —n, capacitatea condensatorului la care distanta intre armituri
variazi in timp, inductanfa bobinei Ja care miezul oscileazi, rezistenta va-
riabild in timp a microfonului cu carbune, rezistenta nelineard a joncfiunii
p—mn, diodei tunel, structurii p—n—p—mn, etc.

in cazul elementelor reactive nelineare si variabile, inductanta £ si
capacitatea @ se definesc prin relatiile :

L0, =%
N 81
Ou, t) = -Zf- (1)

unde :

i — curentul care circuld prin inductanti
u — tensiunea la bornele capacitdtii
¥ — fluxul magnetic prin bobind
Q — sarcina electricd pe armitura condensatorului
Rezultd ca tensiunea la bornele inductantei este datd de relatia:
Y ¥ di | 0¥ di | Y

My T e w T a T £ T a @

* In continuare prin termenul ,,variabil se va intelege variabil in timp,
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tar curentul prin capacitatea are expresia :

.40 aQdu . AQ
ZC::— = =

du aQ .
€ (un,t)— + = 3,
At sudt At ( )dt + at 8

In aceste relatii:

. 7i P . . ” . .
L(i, ) = — reprezintd tensiunea obfinuti la bornele inductantei
dt

cauzatd de variatia in timp a curentului care  circuli
prin inductanta;

a;‘ — reprezintd tensiunea obtinuta Ila bornele inductanfei,
care urmare a variafiei fluxului magnetic-variatie con-
ditionatd numai de variajia in timp a inductantei;

€(u, t)% — reprezintd curentul care circuld prin capacitate, produs
de variatia in timp a tensiunii la bornele capacititii;

%—~ reprezintd curentul care circuld prin capacitate dato-

ritd variatiei sarcinii electrice — variaie cauzati numai
de variafia in timp a capacitdtii.

Se vede ca relatiile (2) si (3) au aceeasi formd matematicd i se poate
conchide ci dacd inductanta £ (7, ¢) si capacitatea @ (u, f) au aceeasi forma
de nelinearitate si variatie in timp, in condifii de alimentare duald, tensiune
la bornele inductantei, respectiv curentul prin inductanid si curentul prin
capacitate, respectiv tensiunea la borpele capacititii au aceeasi forma de
variatie.

FElementele rezistive nelineare si variabile se definesc prin relatiile :
1 = u(7, t) respectiv ¢ = (%, ¢). Dacd elementul rezistiv R definit prin re-
latia % = u(i, {) are aceeasi formi de nelinearitate si variatie in timp ca si ele-
mentul G definit prin relatia ¢== i(u, £}, atunci, in conditii de alimentare duali
tensiunea la bornele elementului R si curentul prin elementul G au aceeasi
forma de variatie. Acelasi lucru se spune despre curentul prin elementul R
si tensiunea la bornele elementului G.

Prin urmare, pe baza rationamentelor de mai sus, in cazul refelelor cu
elemente neliniare si variabile, se pot da urmditoarele relatii de dualitate :

e(t) «—— i(f)
LI, t) «—— €(u, 1) (4
€(u, 1) «—— L3, §)
up = upl(t, t) > iz = ig(u, 1)

in consecints, metoda grafici de gisire a dualului, indicatd in lucrarea
[1] pentru retelele electrice cu elemente lineare si invariabile poate fi folo-
sitd cu succes si in cazul refelelor electrice cu elemente nelineare i variabile
tinind seama de relatiile (4).
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Teoria de mai sus este ilustratd prin doud exemple. Sint ardtate in
fig. 1 doui sisteme parametrice duale, cu inductania, respectiv capacitate
variabili, iar in fig. 2 doud scheme duale de generatori de impulsuri. Prima

e(t) Z(t) L(t)

$t)

Fig

schemi de generator foloseste ca element activ dioda tunel care are carac-
teristica voltampericd de tip N iar a doua schem3 utilizeaza ca element activ
structura p—n—p--n care are caracteristica voltampericd de tip S.
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AYAJIbHBIE 3JIEKTPUUYECKUE UENM C HEJUWHEVWHBIMU WU H3MEHAK)-
WHMMHCA BO BPEMEHHW 3JIEMEHTAMU

(PeswomMme)

ABTOp yKaspiBaeT Ha TO, 4TO METOJ HAXOXKJCHHS AYalbHOIO B CAYHae 3/eKTPHUYCCKHX
uenefl ¢ AHHERHLIMH H HEH3MEHSIIOLIHMHCS BO BpeMeHH sJemeHTaMu [l ] MOXKeT HCNoJb3O-
BATLCA H B CAyuae JEKTPHUECKUX LeneH C HeNUHENHBIMH H H3MEHAIOUWMMHCA BO BPEMEHH
3JeMEHTaMH, YUHTBIBast oTHoweHusi (4). Teopus winlocTpyercst AByMs NpHMepaMH.

DUAL ELECTRICAL NETWORKS WITH UNLINEAR AND VARIABLE
ELEMENTS IN TIME

(Summary)

In the present paper is shown that the method of finding the dual in the case of the electri-
cal networks with linear and invariable elements in time [1] is also utilizable in the case of
electrical networks with unlinear and variable elements in time, taking into account the re-
lations (4).

The theory is illustrated by two examples.







SCHEMA DE NUMARARE BINARA UTILIZIND
COMBINATIA TRANZISTOR—DIODA TUNEIL

de
EMIL TATARU

Unul din cele mai raspindite elemente functionale utilizate in radioelec-
tronicd este numdéritorul binar, De aceea realizarea numdritoarelor cu per-
formante bune se bucurd de atentia unui grup mare de specialisti. Viteza de
comutare foarte mare a diodelor tunel a provocat interesul specialistilor con-
Jducind la utilizarea acestor elemente in schemele de numdirare binard (1, 2},
Dar aceste numiritoare an un mare 1eajuns si anume tolerantele admisi-
bile sint mici. De exemply, in cazul folosirii celulei de numarare binara echi-
patd cu o diodd tunel, dupid cum este ardatat in [3], tolerantele tensiunilor
de alimentare si a curentului de virf a diodelor tunel trebue si tie mai mici
de +2 9. Din aceastd cauzd schemele de numairare cu diode tunel nu wu
fost introduse in productie. Pentru inldturarea acestui neajuns un com-
promis reusit il constituie utilizarea combinatiei tranzistor—diodd tunel.
Aceasta conduce la scheme de numirare binard cu tolerante acceptabile si
deci permite realizarea lor la scard industriald, numarul elementelor de cir-
cuit de aproximativ doud ori mai mic fatd de schemele cu tranzistoare rea-
lizind astfel o siguranti in functionare méritd, vitezii de comutare mare.
Schemele care utilizeazd combinatia tranzistor—diodd tunel au ncrtormante
superioare schemelor echipate cu tranzistoare {41

Un etaj al numiriatorului binar, care foloseste combinatia tranzistor—
dioda tunel, se compune din circuitul de formare a impulsurilor de durata
scurtd realizat cu ajutorul unui tranzistor si celula de numéarare propriu-zisia
cchipatd cu dioda tunel. Circuitul de formare a impulsurilor are menirea
si realizeze : forma si durata necesari 1?11})ulbur1lor, amplificarea in putere si
inldturarea reactiei intre cclulele de numirare. Intrucit viteza de comutare
a schemelor care folosesc combinatia tranzistor—diodd tunel este determinatd
de proprietatile de frecventd ale tldll/ht()ruhll se imipune cu necesitate ale-
gerea schemet optime de formare a impulsurilor. In literaturi este cunoscut
cireuitul de formare a impulsurilor cu grup RC in circuitul bazei tranzisto-
rului, utilizat pentru excitarca celulei de numarare binard echipatd cu o diodd
tunel (5] si circuitul de formarea impulsurilor cu grup RC in circuitul
emiterului tranzistorului folosit la excitarea celulei de numirare binarda
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echipati cu doui diode tunel 6. In prezentul articol se propune utilizarea
circuitului de formare a impulsurilor cu grup RC in circuitul emiterului pentru
excitarea celulei de numarare binard cu o dioda tunel. Astfel se realizeazd un
numiritor cu performante superioare celui descris in (57 : termostabilitate

intrare

—o0,2¥

mare cauzatd de prezenta rezistentei de valoare mare in circuitul emite-
rului si viteza de comutare sporitd. Schema de principiu a acestui numéardtor
este aritatd in fig. 1. S-au folosit diode tunel din germaniu tip P—2 cucurent
de virf, de 4,4 mA. Caracteristicile schemel sint:

timpul de rezolutie 0,26 ps

frecvenfa maximd de lucru 3 MHz

consumul de putere :

fiecare celuld de numirare 0.82 mW
circuitul de formare din primul etaj 2,65 mW
circuitul de formare din al doilea etaj 1,47 mW
circuitul de formare din al treilea etaj 0,88 mW
tolerantele elementelor de circuit si a tensi-

unilor de alimentare -+ 109,
tolerantele curentului de virf a diodelor tunel -+ 69,
toleranfele amplitudinii semnalului de intrare -+200/,

Experimental a fost realizat un etaj al numaritorului descris in [5] cu scopul
de a compara rezultatele. Folosind aceleasi elemente active si admitind ace-
leasi tolerante, valorile elementelor de circuit s-au ales astfel incit consumul
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de putere si fie acelasi cu al primului”etaj din fig. 1 si ele sint indicate in
fig. 2. Caracteristicile acestei scheme sint:

timpul de rezolutie 1 us
frecventa maximi de lucru 1 MHz

40 uH

Prin urmare, se poate constata ¢d schema propusd in prezentul arti-
col in comparatie cu schema descrisda in {37 are timpul de rezolutie de apro-
ximativ patru ori mai mic, frecventa maximi de lucru de aproximativ trei
ori mai mare si termostabilitate mult mai buni. Ambele scheme se carac-
terizeaza prin consum de putere redus. Aceasta se explicd prin aceea ¢i in
regim static tranzistorul este aproape tdiat, iar diodele tunel cu curent de
virf mic sint elemente active cu consum de putere redus.
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LITHAPHAY CUETHAY CXEMA, HCIIOB3VYIOILAS KOMBUHAUHWIO TPAII-
3UCTOP-TYHHEJBHbBINA 1HOA

(Peswowme)

[lpenaaraercst Henodbsaosaike Qopmupopateas’ umnyascor ¢ RC nenoukoil B uemnu
suittepa Tpausucropa (6] i Bo3OyiKAeRMA OHHApHON CYéTHON sAuelikd C OJHUM TYH-
HelbHBIM aHogoM [1]. ABTOp noayuia cuéTudx, 061alalouiuii UpeHMYWEeCTBaMH Haj Cuér-
YHKOM, OMHCAHHBIM B [D5]: NOBBLILEHHbIE TEPMOCTAGHABLHOCTL 1 CKOPOCThL IIE€PEKJIIOUEHHS .
~laores akcnepHMedTanbHbIe daHHBIE.
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SCHEMA DE NUMERATION BINAIRE UTILISANT LA COMBINAISON
TRANSISTOR — DIODE TUNNEL

(Rés umé)

Dans Varticle on propose 'utilisation du circuit pour former des impulsions avec le groupe
RC dans le circuit d’emiter du transistor (6) pour l'excitation de la cellule de numération bi-
naire avec une diode tunnel (1). On montre qu’on réalise ainsi un numérateur avec des perfor-
mances supérieures 2 celui qui est décrit en (5): grande thermostabilité et vitesse de commu-
tation accrue. L’article comprend des résultats expérimmentaux comparatifs.



COMPUNEREA UNOR TENSIUNI NESINUSOIDALE
DIN TENSIUNI DREPTUNGHIULARE

de
AL. BODI

Pereli 1. a vdemonstrat [1] cd orice functie periodicd care poate fi
exprimatd printr-o serie Fourier a functiilor sinusoidale, poate fi expri-
matd si cu o serie Fourier a unor functii dreptunghiulare.

In cele ce urmeazi, bazindu-ne pe aceasti demonstrafie, vom calcula
pentru citeva tensiuni cu forme speciale, componentele dreptunghiulare.

Compunerea tensiunii in dintii de ferdstriu din tensiuni dreptunghiu-
lare (fig. 1). Seria lui Fourier pentru tensiunea in dinti de feriistriu are
forma

2. 1. 1. 1.
#( i) =—~(sm of ——sin 2wt +-—sin3w —--sin4 ot + ...
~ 2 - 3 4 /

Fiecareia dintre componentele acestei serii 1i corespunde o tensiune
dreptunghiulari.

Armonicei fundamentale ii corespunde o tensiune dreptunghiulard
exprimatd prin seria

g( ) :i(sin mt+%sin3mt+-f-sinsmt)...} (1)
T B}
Armonicelor superioare le corespund AU v
tensiuni dreptunghiulare exprimate -
prin serii

gt wt) = 4 (sin 1wt -+ %sin 3t wt - -4
™

1 .~
+—5~s1n5uot+...) (2)

unde t =1, 3, 4, ...
Fgalind urmitoarele doud functii

ulwt) = C, + iC;g(i wt)  (3)
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si identificind coeficientii, gdsim

Co=0,Cr=—, C, = *%, Co=0, Cy = _-; Cy = Cy = C, =0,
Cy = _Tlé’ etc.

Adici seria Fourier a tensiunii in dinfi de ferdstriu construiti din compo-
nente dreptunghiulare este urmitoarea :

wlot) = glol) —Lelot) — Lodot) —LeBwt) — ...
z 4 8 16

Compunerea succesiunii impulsurilor dregtunghiulare (fig. 2). Seria
lui Fourier pentru o succesiune de impulsuri dreptunghiulare are expresia

sin kn sin 2 &n si b ,
Sl 008 f A 2 cos 2of - cos ot + .. )
1 2

n(wt) == k4 2

—
™

Armonicei fundamentale 11 corespunde o tensiune dreptunghiulara
exprimatd prin seria

g(mt):itcosl wt——écosSwt+—} cosSwt — ... ) (4
T o

Armonicilor superioare le corespund tensiuni dreptunghiulare experimate
prin serii

gl wt) = i‘cos ot — L cos 3 7wt - %COS S5twl — .. ) )
T o ¥

unde 7 =2, 3, 4, ... .

Egalind cele doud functil
oty = Cy + iC(g(icot)
si identificind coeficientii, gisim
Co=rh="0 0, = ‘l C,= 0216, €=, €, =0108 ¢, =0,
Cs = 0,072,

Adica seria Fourier a unei succesiuni de impulsuri dreptunghiulare cons-
truitd din componente dreptunghiulare are forma urmitoare :

1

u( o) ==+ _j glwt) 4 0,216¢(2 wt) + %g(&ot} 4+ 0,108 (4 wf) -
+ 0,072 g (6 wt) -
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Compunerea tensiunii triunghiulare din tensiuni dreptunghiulare
{tig. 3). Seria ¥ourier pentru tensiunea triunghiulari are forma
1 4 fcos ot | cos 3ot , cosSwi | \
w( wf) = -— — A e S ,
2wy 32 5°
Armonicei fundamentale 11 corespunde o tensiune dreptunghiulard
exprimatd prin seria (4),
Armonicelor superioare le corespund tensiuni dreptunghiulare exprimate
prin serii (5) unde

1 =2, 3, 4,
Egalind functiile u(of) si gliwt), ¢ =1, 2, 3, ... si identificind coe-
ficientii, gasim
Co= l Cr= —0318, Cp=Cy=Cy= ... =Cy =0, Cy= —0,141,
Cs = 0,031, C, = —0,052, ...

Seria Fourier a tensiunii triunghiulare construitd din componente
de tensiuni dreptunghiulare va fi

i( of) = ‘ — 0,318 g (wf) — 0,141 g B wt) + 0,051 g (5 wf) -+

0,052 (Tot) - ...

Dacd vrem sd scriem o tensiune triunghiularid simetricd, a cidrei valoare
in momentul /= 0 este nuld (fig. 4) seria lui Fourier se va modifica

8 (sin w? sin 3 wt sinde?
u{ wl) = — | e Sl —
(of) = 32 + 52 }
st rezultatul va fi
1 wt) == »Q—g {wt) — ng (Bwt) — ? gdwt) — rlzlg(7 ©f) — ...

7 T O°TT 7

Pentru a compara rezultatele insumirii componentelor sinusoidale res-
pectiv dreptunghiulare, vom-analiza grafic cazul tensiunii in dinti de fe-
rastriu. Putem observa (fig. 5) cd rezultanta primilor patru termeni a
dezvoltdrii in componente dreptunghiulare di o aproximatie mai bund decit
insumarea primilor patru termeni sinusoidali. Abaterea maximd fatd de

. o . 1. g . C oy
valoarea ideald nu intrece — din amplitudinea pozitiva, adicd 69,.
16
In concluzie se poate constata ci compunerea tensiunilor cu o forma
speciald dintr-o serie a tensiunilor dreptunghiulare se oferd ca o posibili-

tate mai practici, chiar generald, care in unele conditii concrete dau o
aproximatic mai bund decit alte metode.

103 ~— Babes—Bo!vai: Mathematica-Physica 1/1966
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COCTABJIEHHE HECHUHYCOWIAJIbHBIX HAMNPAXEHHH H3 MPIMOYIO-
JIbHBI X HATIPSDHKEHUI

(Pezome)

Ha ocnoBanun metojia [lepesid, aBTopy yjanoch BHIpasHThb NHJN000pasHoe H Tpey-
FOAbHOE HANpsIKeHHe H MNOCJAeJOBATEJIbHOCTh NPAMOYTOJbHBIX HMIVJIBCOB TNPH NOMOIIH
paaa Odypbe HEKOTOPHIX IpaAMOYronbHbX ¢yHxkuuH. IloxasaHo, uTo cocraBieHHe Ha-
npsAXeHUH CnelHaJbHOH (OPMBI PSiia NMPSIMOYTONbHBIX HaNpsXeHuit aBasercs Gojee obuen
H NPAKTHYHOH BO3MOZKHOCTBIO, AAIOIIEH B HEKOTODHIX KOHKDETHBIX YCAOBHAX Jyuinyio
ATMPOKCHMAILHIO, YeM JADYFHX MeTOLOB.

THE COMPOSITION OF SOME UNSINUSOIDAL VOLTAGES FROM
RECTANGULAR VOLTAGES

(Summary)

Using Pereli’s method the author expresses the sawtooth voltage, the triangular voltage
and a succession of the rectangular impulses through a Fourier series of some rectangular func-
tions. It isshown that the ccmpc sition of the voltageswith aspecial form from aseries of rectangular
voltages appears, to be a more practical possibility -— being even general — which in some actual
conditions gives a better approximation than other methods.






Hezonania electronicd de spin. Descope-
rita dupll cel de-al doilea rdzboi mondial,
devenit in

rezonanta clectronica de spin a

zilcle noastre un capitol important al fizieii
moderne. Aplicatiile ei au depisit granitele
fizicii §i tehmicii electronice, ca folosindu-se
chiar si in cercetiirile de chimie si biologie.
Principiile

teoretice i experimentale ale

Rezonanti electronicd de

spin (RES) s-au dezvoltat foarte rapid si

fenomenului  de
tara noastra exista deja o activitate stiin-
tilicd bogatd legatd de aceste fenomene. Se
stinfea insd nevoia unci lueiri de sintezi
care sa redea nivelul actual, teoretic sl expe-
rimental, al cercetdrilor de RES precum si
aplicatiile Tui in diverse domenii din fizicd
cleetronied, chiwie, biologi ete.

Tacrarea  Rezonania  electvonicd de

spin

G de prof. I. Ursy, membru corespondent

al Academicd, apdrutd in Editura  Academiei
Republicii Socialiste Romania, vine <& ris-
punda acestor cevinfe. Lia 31 propunce sd auna-
liveze atit principiile generale fizice, teorctice
de RES (capitolele 1-7),
cit $i princi; alele aplicatii in diverse domenii

1x

{vapitolele 814}, In Anexe se a#, sub formid

ale fenomenului

de tabele, un bogat material cxperimental
precum i un rezumat al teoriei transformiri-
lor de simetrie care se
velelor de energie din
se Incheie

aplicii  in studiul ni-
corpul solid. Carten
cu un bogat material bibliografic,
articole i monografii, din literatura univer-
salit si din literatura de specialitate din  ta-
T noastra.
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in capitolele 1 §i 2 se dau unele nofiuni
fundamentale de mecanicd cuanticd $i res-
pectiv se face o prezentare generali a feno-
menului RES.

Capitolul 3 trateazi mctodica experimen-
tald a RES si principiile care stan la baza
acesteia, in revista
principalele tipuri de spectrometre RES.

Urmadtoarele trei capitole (4--6) cupriud

incheiere trecindu-se in

studiul teoretic aminuntit legat de tipurile
de interactiune care apar in cadrul fenomec-
nului RES (cap. 4), forma linici de rezonanti
(cap. 5), la fel si studiul teoretic al fenomenc-
lor de relaxare care au loc intr-o substanti
paramagncticd (cap. 6).

Prima parte a cirtii (principiile teoretice
si experimentale} se incheie eu capitolele 7 gi
8 in care se expun fenomenele dublei rezonante
(cap. 7) i se face o tratare aminuntiti a
spectrelor si a hamiltonienilor ionilor din
grupele de tranzitic in cristale ionice si  so-
lutii (cap. 8).

Partea a doua a cdrtii cuprinde un bogat
material legat de aplicarea fenomenului RES
in diferite domenii ale fizicii, electronicii,
chimiei si biologiei. Inceputul se face cu ca-
pitolul 9 in care se expune aplicarea metodei
RES la studiul radicalilor liberi organici si
anorganici. Tot aici se expun principalele
teme ce se studiazd cu metoda RES in biologic.

Capitolele 10, 11 si 12 s¢ ocupd cn studiul
RIIS in semiconductori, in metale si studiul
centrilor de culoare. In aceste capitole sc
face si o analizd a semiconductorilor, din
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punct de vedere al stdrii lor energetice. Se
trateazi intreaga gami de semiconductori
cunoscuti pini in prezent (cap. 10). In capi-
tolul 11, se prezintd cercetdrile RES asupra
metalelor §i aliajelor. In capitolul referitor
la centrele de culoare (cap. 12) se face o prezen-
tare generali a diferitelor tipuri de centri de
culoare si obtinerea lor. Apoi se trece la
studiul centrilor de culoare prin metoda RES.

fn capitolul 13 sint expuse aplicatiile me-
todei RES in cataliza heterogend. Sint tra-
tati diferitii catalizatori care au fost studiati
pe aceastd cale.

Capitolul 14 cuprinde problema generato-
rilor gi amplificatorilor cuantici, insistin-
du-sein special asupra maserilor solizr.

Cartea este scrisi intr-un stil foarte clar;
figurile sint executate cu foarte mare atentie.
Editura Academiei s-a ingrijit si scoatd cartea
sub o forma care si reflecte continutul.

Salutam aparifia acestei cdrfi care ris-
punde cu sigurantd necesitifilor de studin
pentru studenti, aspiranti si cercetdtorii
din diferitele domenii amintite mai sus.

ALEXANDRU NICULA

Béla Sz -Nagy, lutroduction to Real

Funetions and  Orti:ogonal Exransions. Cet
ouvrage, destiné aux J¢tudiants universi-

taires et présenté emn traduction anglaise,
est remarquable par ses qualitds pédagogiqnes,
clarté ¢t simplicité de Dexposition, aussi
bien que par U'ampleur des maticres traitées
Une préoccupation constante de 'auteur est
de rendre accessibles des théories qui ont
généralement un caractére ardu et deviennent
fastidieuses pour le débutant,
pour peu que lon glisse vers I'abus des no-

tions abstraites, sans justification suffisante

facilement

dans l'immédiat. L’ouvrage
résultats  fondamentaux les plus significatifs,
que Uon a acquis dans la théorie des fonctions

jusqu’d nos jours. Ce sont des connaissances

présente les

qui doivent faire partie de la culture générale
de tout mathématicien, vu leur grand inté-
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rét théorique et leur portée pour I'ensemble
des sciences mathématiques.

I'ouvrage débute par une introduction

qui retrace 'évolution historique de la notion
de fonction et améne le lecteur 4 se poser
d’'une maniére naturelle les problémes de la
nouvelle théorie : existence des
dérivées, intégrale, représentation analytique
et classification des fonctions.

continuité,

Un premier chapitre pose les définitions
et notations de base relatives anx ensembles,
a leurs puissances, et & leur topologie dans un
espace euclidien. IL'ensemble triadique de
Cartor, si utile pour exemplifier diverses
propriétés des fonctions, est étudié avec des
moyens aussi élémentaires que possible. Suit
un chapitre sur les fonctions continues: notions
fondamentales de limite, lim sup et lim inf
semi-continuite,

d’'une fonction, continuité,

continuité uniforme; convergence uniforme
et quasi-uniforme des suites, continuité¢ de la
limite d’une suite, classification de R. Baire ;
approximation par polynimes (Weierstrass-
Stone), prolongement des fonctions continues
(Tietze);

a variation bornée. Il.e

fonctions monotones et fonctions

chapitre suivant,
différentiation, dé¢bute par 'exemple, dit & van
der Waerden, d'une fonction continue sans
dérivée, dont la démonstration occupe moins
d'une page. Suit le théortme fondamental de
Lebesgue sur la dérivabilité d'une fonction
monotone, démontrdée, suivant F.Riesz, par une
méthode bien adaptée a lenscignement. Le
théoréme de Fubini et le théoréme de densité
de Lebesgue préparent le lecteur au théoréme
de Denjoy-Young-Saks. Ici, de méme qu’en
d’autres endroits, des figures suggestives aident
la compréhension des notions assez subtiles
qui sont employces.

Lie chapitre suivant, relatif a lintdgrale
de Riemann, débute par les propriétés des
fonctions d’intervalle, Uintégrale riemannienne
étant ensuite présentée dans ce cadre, avec
les critéres d’intégrabilité de Riemann et
Lebesgue. Problémes de lintégrale indéfinie
et de la fonction primitive, avece les exemples

nécessaires, et intégration des fonctions de
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plusieurs variables. Suit le chapitre sur l'in-
tégrale de Lebesgue, construite, suivant
F. Riesz, par la méthode des fonctions en es-
calier ; théorémes fondamentaux de Lebesgue
ot Fatou; intégrale indéfinie et continuité
absclue ; les notions de fonction mesurable et
d’ensemble mesurable sont présentées comme
applications de lintégrale mais le point de
vue historique n’'est pas ignoré, d’autant plus
que les concepts de Lebesgue restent un mo-
dele pour la théorie générale de la mesure,
développée 4 motre époque. Ensembles de
Borel, mesurabilité des fonctions de Baire,
théorémes fondamentaux sur les fonctions
mesurables dus a Egoroff et Lusin, intégrale
des fonctions de deux variables. Le chapitre
suivant traite de lintégrale de Stieltjes et
son application au calecul fonctionnel (théore-
me de Riesz) ; intégrale de Lebesgue-Stieltjes,
notions sur I'intégrale de Radon; apergus
sur la théorie de 'intégrale et de la mesure
dans les espaces abstraits. Au suivant chapitre
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se place d’abord une étude assez complet®
de I'espace L* avec ses systémes orthogonaux,
suivie des applications aux séries trigono-
métriques, puis & d’autres systémes orthogo-
naux (polynbdmes orthogomaux, systémes de
Haar, Rademacher). Notions de base sur
les intégrales et transformations de Fourier.
Le chapitre se termine par une ¢tude de l'es-
pace L et de ses fonctionnelles linéaires, et le
concept d’espace de Banach. Le dernier chapit-
re donne une étude plus approfondie des sé-
ries de Iourier en utilisant les méthodes de
sommation ; avant d’arriver au théoréme fon-
damental de L.Fejér, les résultats antérieurs
(Dirichlet, Jordan) sont traités parles méthodes
directes. Le volume se termine par U'exposition
des méthodes de sommation avec applica-
tion aux séries de Fourier. La plupart des
Paragraphes sont suivis d’exercices proposcs
au lecteur.

Acad. GEORGE CALUGAREANU
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5, place St. Jean — BRUXELLES POB 3267 — OSLO
BULGARIE — Raznoisnos PAYS-BAS — Moulenhoff
1, rue Tzar Assan — SOFIA Beulingstraat 2 — AMSTERDAM
CHINE — Waiwen Studian POLOGNE — Ruch
POB 88 — PEKING ul. Wilcza 46 — WARSZAWA
COREE (République Populaire Démocratique) PORTUGAL — Libreria Bucholz
Chulphanmul Av. da Liberdade — LISBOA
PYONGYANG SUEDE — D. C. Fritze
CUBA — Cubartimpex Fredgatan 2 — STOCKHOLM 16
Calle Ermita 48 San Pedro — HABANA SUISSE — Pinkus et Cie
ESPAGNE — Libreria Herder Froschaugasse 7 — ZURICH
) Calle de Balmos 26 — BARCELONA TCHECOSLOVAQUIE — Artia
ETATS UNIS — Farn Book Service Ve Smenkach 30 — PRAHA |
69 Fifth Avenue Suite 8 F : . ;
NEW YORK 10003 N.Y. U.R.S.S. — Mejdounarodna‘ia Kniga

MOSKVA G 200

Continental Publications VIETNAM (République Démocratique)

111, South Mermanee Ave.

" ; So Xunt Nhap Khap Sach Bao
ST. LOUIS Missouri 63105 Hai Ba Trung 32 — HANOI
FINLANDE — Akateminen Kirjakauppa
POB 128 — HELSUNKI YOUGOSLAVIE — Jugoslovenska Knjiga
i . Terazije 27 — BEOGRAD
FRANCE — Messageries de la Presse Parisienne
111, rue Réaumur — PARIS 2e Forum
. Terazije 16/1 — BEOGRAD
GRANDE BRETAGNE — Collets Holdings Ltd.
Denington Industrial Estate Prosveta o
WELLINGBOROUGH, Northants I Vojvode Misica — NOVISAD

43875



