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DEvSPRE REZOLVAREA DIOFANTIANÄ RAŢIONALĂ A ECUAŢIEI
4 4

Y2 aixi = ах* ( П at -  ьАi=1 4=1 J

de
ERNEST DANI

In legătură cu conţinutul şi metoda lucrării de faţă amintim de
— o lucrare a lui N o r r i e  [1, p-655] în care autorul a dat soluţia 

(9) a ecuaţiei 4
У  a , x t  — a x 4, ( 1)
*= 1

— unde air f ç { l , 2 ,  3, 4} şi a sínt parametri, iar xt, t ' ç{ l ,2 ,  3, 4} şi x 
necunoscute —, pentru cazul special a =£ o, aa =  —  alt a4 =  — a2 şi

— o lucrare a lui R i c h m o n d [2], ale cărei rezultate au fost cuprinse 
şi într-o lucrare a lui S e g r e  [3] —, în care autorul deduce o metodă 
de recurenţă de a obţine noi soluţii raţionale ale ecuaţiei (1), a —0, pornind 
de la una dată.

Scopul lucrării de faţă este de a deduce formulele (7) pentru cazul mai4
general П ai =  b'1, a arbitrar pentru a generaliza rezultatele amintite.

I ~  1
1. Fie prin inducţie { x m } o soluţie a ecuaţiei (1) pentru a =  0 :4

2 - /  • !  ni  —  • I i i i  =  a i X »i  ■1

Aplicînd endomorfismul ~

{ Xf  } t  =  { X ni( XfX  +  у ) }, (2)
ecuaţia (1) trece în

£  Ci J2  An, Axiy t - i  =  ax*
t*=l

(3)
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Precum rezulta din lucrările [2] şi [3], — avînd în vedere că II Л
o L

Ъ П Xni I —, sistemul de ecuaţii
i - i  / 4

Y^Ani4  =  ®, j ç {  1, 2 },
»= 1

admite soluţie raţională.

Pentru endomorfismul p

{ *< }p =  { BniPn +  î .  b

l w2
/'4 (n>
n  Ani ,
î — 1/ 4 (»)

«̂2 == —^nl / .i=l

■̂ яЗ =  -4Л1 ^n2 -Ant,
B n i  ~  *4„1 ^ » 2  ^ „ 3 ,

(4)

(5)

—' unde pn şi qn sínt parametri arbitrari —, care anulează sistemul de 
ecuaţii (4), ecuaţia (3) se simplifică mai departe şi obţinem :

•<4*i П (Bni — Bnl)(4qn -f- Ê  Bntprt)p3„xi +
•;fcl »'=1

j 4 4 я1 П (Bnl -  B J p 3nx3y  =  a x*.
(6 )

Endomorfismul care anulează ecuaţia (6) este evident şi prin urmare, 
făcînd produsul celor trei endomorfisme aplicate, obţinem următoarea 
soluţie diofantiană a ecuaţiei (1) :

{ X n + l , i ( a )> X n + l ( a ) }>

{ *„+1, ,• W } = [ x j x n {a)\4Bni -  E  Bni)K  +  «)} , (7)

Xn+ 1  («) =  4x,l+1 {a) PI,

* , » = 4 . n  (b ^ - b j

unde { #„+it<(0) } =  { v„rli, }, {%,•} este o soluţie iniţială dată a ecuaţiei 
(1), a =  0 şi n >  0 .
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Pentru а — 0, — neluînd în consideraţie semnul componentelor —, 
soluţia raţională (7) poate fi scrisă şi în forma

{ *„ + !,.■ } = {  {x»M„x +  3 Ani) i  An3 An3(n) +  {A«3 (8)
unde { CTj} este grupul lui Klein. Soluţia (8) este cea a lui Richmond-Segre 
prin care se generalizează formula de recurenţă a lui Cauchy pentru ecuaţia3 3
Y 2 aixi +  a4 П X ,  — 0 (considerînd я4=0) [1,р.588].
î i Î---1

Pentru a 
caz pentru a -

—, pentru

=£0, a3 ~  — av a4 =  ■— a2, — avînd 
=0 avem soluţia parţială xos-=xtl =± 0, 
l~4 <B)

П Ani =  A 01 A q2 ŞÎ Pa —̂Pa '■ A ol

în vedere că în acest 
xoi =  Xq̂ ^O, *4 02 doi

-402 obţinem soluţia lui
Norrie :

=  хог{Аогхг{а)р  ̂ +  a), 
x1 2 {a) =  Xwi—A n X ^ p *  +  a),

*1з(я) =  *oi(—А огхг[аЩ +  a),
(9)

хы(а) =  *02 {A0 1Xy[a)p* +  a),

Xi(a) =  *i (a)p30,
xl(a) — 3d 01d 02(d 2̂ d'j) .

2. Trecem la discutarea cazului а Ф 0, nestudiat în lucrările amintite. 
Introducem notaţia An+U(a) =  «;*»+!,,■(«), An+1 (a) =  axî,+1 {a).
Prin definiţie soluţia (7) este trivială de rang r, 1  <y r ^  4, dacă pentru 

o permutare oarecare a, a grupului de permutări de ordinul patru S4 avem

( É ^  i » ) < b  =  0.

în  corpul numerelor raţionale este valabilă următoarea teoremă: 
Condiţia necesară şi suficientă ca pentru o infinitate de valori ale parame

trului p n soluţiile (7) să fie netriviale şi două cite două diferite este ca să avem 
°- ai € S4 ; A nl +  4 г ^ 0 ;  Ля1 +  A n 3 0 sau Anx +  Anx 0. 

în scopul demonstraţiei să notăm cu bn una dintre valorile radicalului
1 /1 (»)
/ и / . .

Ca soluţiile (7) să ne dea pentru diferite valori ale parametrului pn 
soluţii netriviale este necesar ca să nu se anuleze simultan expresia

K) =  4 A nlA 2n2bn{Anl +  Anî)(bn +  A nlA n3){bn -  d nl.4>l4) (10)

şi conjugatul acesteia xn .̂1 (al, — b„).
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Dacă Ап1 а{ =  0, а, ( S4 fixat, sau А и 1  +  A„2 =  0, atunci din (10) 
constatăm direct că x„,.1 (a, b) — xn+1 (alt — bn) -- 0 .

4

Dacă Anl 4- Ani = 0, fç  {3, 4), atunci, potrivit condiţiei ^  An, — 0,
A „ 2  +  Ani — 0, f e{3 ,  4) .  Din A nl +  Ani =  0, i ç {  3 ,4},  rezultă Аи3 =  Л п4,
iar din A,„ +  A n3 =  0, f 6 { 1,2},  rezultă Anl =  Ля2. Astfel (&, +  Ая1 Лп3)

— An] Ani) =  (bn — /!„!/!„:,)(&„ +  -4„г Ani) şi prin urmare din nou
x„. ,(a, bn) =  xnţ.l{a,—hn) =  0.

în concluzie, condiţia este necesară.
Dacă xnj_l(a, bn) =  xu-rl(a, —b j  =  0, atunci precum se constată din (10) 

A„,(г, -= 0, я, € S4 fixat ; sau Аи1 +  A n 2 =  0, sau b +  AnlA „ 3 =  0 şi b„ -j 
+  ^ » i d „ 4 = 0 ,  sau bn —  AnlA n3 =  0 şi è„ -  AnlAni=  0, adică .-1„3 . ln4,
A„i Anî şi prin urmare A t +  Ani = 0, г f  { 3, 4}.

în consecinţă condiţia este suficientă ca să avem xn+1 (a, b:l) y ± 0  sau
,r„ : |(a, —bn) 4  0. în  continuare considerăm acea valoare a radicalului
pentru care *,t+1(a) 0.

Din A„ n .i(«jo; =  0, 0,- Ç S4 fixat, rezultă pentru pn — 0 egalitatea a = 0 , 
contradictorie cu condiţia a =£ 0.

Din (AM+1>1(a) +  A„hl,2(a))a, = 0 ,  <t, € S 4 fixat, rezultă (Anl +  Ая2)<у,.=0. 
adică Ani + A n3 =  o sau Ля1 +  /1„4_ =  o. Nu reprezintă nici o restricţie dacă 
presupunem că A nl +  A nS — 0. în acest caz avem formulele (9) şi din 
А п (а) +  Л13(а)= 0  deducem relaţia (A ^ x ^ p ţ  +  a)* =-= ( A ^ x ^ p ^  +  a)f 
contradictorie cu condiţia xx (a) == 0.

Dacă rangul trivialităţii este trei, atunci А п+1А(а)<з{ =  A,n l (a), de 
unde pentru p n =  0 obţinem egalitatea contradictorie a — 0.

în concluzie din x,l + 1 (a) =£ 0 rezultă că soluţia este netrivială şi prin 
urmare condiţia este suficientă ea să obţinem o infinitate de soluţii netriviale, 
în  continuare ne vom limita numai la astfel de soluţii.

Fie { хплЛ1 {а, p^), xn + 1  (a, p ^ ) } o soluţie dată. Sistemul de ecuaţii 
*»•! x,i («. Po) =  k xn+lti (a, pV), x„ + 1  (a, p„) =  kxn+l (a, p»)) are numai un 
număr finit de soluţii în {pa, k J. Fixînd valoarea pW diferită de cele care 
intră în aceste soluţii, obţinem o soluţie { xn+hi(a, p [„]), xa + 1  (a, p ^ ) }  diferită 
de cea dată. Astfel prin inducţie obţinem o infinitate de soluţii diferite 
între ele două cîte două.

li Г И Ы  U G R Á F I  К
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О РАЦИОНАЛЬНОМ ДИОФАНТОВОМ РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ

J2  aixi “ а**' п  ь2i=-i *==1
( Р е з ю м е ) 4

Даётся решение (7) (рекуррентное для а—0) уравнения (1) для случая П а Ьг.
» = i  ‘

где {* (0)} =  { * .} ; {.т0.} — начальное решение для а — 0; р^ — параметр ; зна
чение В ni дано формулой (5), А = а. х*; ; а иД 0.

Найденное решение обобщает решение (9) уравнения (1) для О, а3 =  — аг. 
at =  — я2, данное Норри [1 ] и решение (8) для а — 0 (о — перестановки группы 
Клейна), данное Ричмондом-Сегре г2,3].

ABOUT T H E  R A T IO N A L  D IO P H A N T IN E  R E S O L U T IO N  O F
4 4

T H E  E Q U A TIO N  Y\a.x* = ax4, П e = b2
И  * »=1

( S u m  m  a r y ) 4
We give th e  so lu tion  (7) (recurrence for a - Oj of th e  eq u atio n  (1) for th e  case II a b~,

i= l *
w here {x n+1 t (0)} =  {x 0 + i  ,•) ■ {x oi> *s 311 in itia l so lu tion  for a  =  0 ; p n is a  p a ram ete r ; the  
value of В  . is g iven b y  th e  fo rm ula  (5), =  a x ^  ; an d  я ( д  0.

The o b ta in ed  so lu tion  generalizes th e  so lu tion  (9) of th e  eq u atio n  (1) for a ?£ 0, a3=  —a,,
«4   —a 2 g iven  by N o m e  [1 ] an d  th e  so lu tion  (8) for a — 0 (a, are  K le in 's  g roup  p e rm utations)
given b y  R ichm ond-Segre [2,3].
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INFRAPOUINOAME CONDIŢIONATE

de
I. MARUŞCIAC

1. într-o lucrare a lui A. A. M а г к o v [4, pag. 278] intitulată Despre 
o problemă a lui Mendeleev se rezolvă o problemă care a apărut în chimie 
şi care constă în următoarele : să se găsească marginea superioară exactă a 
valorilor unuia din coeficienţii polinomului

P(x) =  a0xn +  (Tja-"-1 +  . . . +  an, (1)

ştiind că abaterea acestui poliuom de la zero pe un interval [a, b] dat nu 
depăşeşte un anumit număr dat M.

Plecînd de la aceasta, A. A. M a r k o v  [4, pag. 279] formulează ur
mătoarea problemă mai generală : să se găsească marginea superioară 
exactă a combinaţiei liniare

Koao 4~ а1я1 T  • • • 4*
unde a0, ocj, . . . , sínt numere date, iar a0, av . . . , an — coeficienţii 
unui polinom de forma (1), ştiind că abaterea de la zero a lui P(x) pe un 
interval dat [a, b] este mărginită de un număr dat M.

în  aceeaşi lucrare se demonstrează că această problemă se reduce la 
găsirea unui polinom de forma (1) ai cărui coeficienţi verifică relaţia liniară

ж0й0 -j- a 1 a1 +  oi„a„ — a(a şzi 0), (2)
care se abate cel mai puţin de la zero pe intervalul [a, 6]. Cu alte cuvinte 
se ajunge la o problemă de cea mai bună aproximaţie în sens Cebîşev. în  
cazul a0 =  a, og =  . . . я„ =  0, soluţia problemei este dată tocmai de po- 
linomul lui Cebîşev de gradul n pe intervalul [a, b],

în  cazul cînd în loc de intervalul [a, Z>] se ia o mulţime compactă oare
care, problema devine mult mai dificilă, nefiind posibilă în general const
ruirea efectivă a polinomului de abatere minimă pe această mulţime. Din 
această cauză, într-o serie de lucrări, s-au studiat diferite proprietăţi ca
litative ale acestor polinoame, ca evaluarea abaterii minime, localizarea ră
dăcinilor, etc.
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Pentru a îngloba într-o clasă mai mare toate polinoamele de abatere 
minimă de la zero în diferite metrici, M. F e к e t e [2, 3] a introdus noţiu
nea de infrapolinoame restrînse şi nerestrînse, demonstrînd o serie de propri
etăţi ale acestora.

în  lucrarea [6 ] autorul defineşte infrapolinoamele condiţionate (în 
sensul că coeficienţii polinomului sínt supuşi la mai multe condiţii liniare 
date) şi se dau unele proprietăţi ale acestora.

în  prezenta notă se continuă acest studiu pentru cazul polinoamelor 
condiţionate printr-o singură relaţie liniară dată.

2. Fie К  o mulţime compactă din planul complex (z). Să notăm 
cu <pa clasa polinoamelor de gradul n

P(z) =  а„2”- 1 +  aiZ“- 1 4- . . . +  a„ (3)
ai căror coeficienţi satisfac relaţia

L(P) -- a0a0 -J- агй, +  аnan  ̂ l, 1а* !2 9  ̂0, (4)
unde a0> ocj, . . . .  oc„ sínt numere complexe date.

Spunem despre un polinom Q(z) 6 <Ţ>X că este un polinom adjunct al lui 
P(z) 6 ^ “pe mulţimea К  şi vom nota Q(z) 6 Л  (P, K), dacă sínt îndeplini
te următoarele două condiţii

I Dacă P(z) 0, z ţ K ,  atunci Q(z) =  0,
II \Q(z) \ <  |P(*)|, P(z) ^  0, ^6 K.

Dacă polinomul P(z) nu admite nici un polinom adjunct, adică 
at{P, K) A, atunci el se numeşte infrapolinom condiţionat pe K.  Mul
ţimea infrapolinoamelor pe K  se va nota cu Э* (К).

Se vede uşor că infrapolinoamele condiţionate P(z) care nu se anu
lează pe К  sínt strîns legate de polinoamele de abatere minimă de la zero 
pe К  într-o metrică ponderată, cu o pondere pozitivă. Astfel, dacă P(z) 6 Э*{К) 
P(z) şz£ 0, 2 6 A, atunci P(z) este de abatere minimă de la zero pe К  în met
rica ponderată :

I\Q(z)IÍ =  max - \Q{z)\.
ÆK |Р(г)!

într-adevăr, dacă considerăm un polinom arbitrar Q(z) 6 d p  şi 
P{z) 6 9* (K), P(z) ÿz£ 0, z ţ K ,  atunci avem

||Ç(*)|| =  m a x >  max ^  -  \\P{z)\\,
z€k |P(d| z<=b | P ( d !

deci P(z) este un polinom de abatere minimă de la zero pe mulţimea К 
în metrica considerată.
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Se vede imediat că dacă К  == {z0, zlt , zk} şi I atunci orice
polinom de forma

P(z) =  (z — s0)(z -  Zi). . . (z -  zk)R{z),

unde R(z) este un polinom arbitrar de gradul n —k, ai cărui coeficienţi 
ci)t сл, . . . ,cn__k verifică relaţia

coxo +  tci — (zo +  +  . . . + 2fc)c0]aj +
+  !c2 Йо +  “1 +  • • • +  ~*) ci +  (zozi +  zaz 2 +  • • + 2*_1zA)c0]a2 +

-f- ( l)ft ' 1Ся_Аг0г1. . . znv.n — 1,
este un infrapolinom condiţionat pe K,  deoarece d ( P ,  К) — Л.

3. în  lucrarea [6 ] am arătat că au loc următoarele proprietăţi, pe care 
le enunţăm mai jos în teoremele 1 — 3.

Teorema 1. DacăP(z) ç Э* (К),atunci orice divizor al său D(z) este 
tot un infrapolinom condiţionat pc K. Aici prin divizor condiţionat se în
ţelege faptul că dacă P(z) € <'pi şi D(z) =  dfíz’n -P . . .  p  dm (m < n ) este un 
divizor al lui P(z), adică P(z) =  D(z)Q(z), atunci coeficienţii d0, . . . , dm 
verifică relaţia liniară dată

ßô o "b ßl l̂ "b • • • 4" ßmdm — 1. (5)
unde

“i” -j— . . . A a.kjţ-n—tn̂ n— mi k 0, 1, . . . , m} (6)
Q{z) =  c0z”- m +  . . .  +  cn__m.

P'ie mulţimea polinoamelor
P m(z) — a*0 z +  a* zn~‘ + • • • + « »  

ai căror coeficienţi verifică relaţia

яоа1 +  «1«* + • ■ • + « „  e’ =  0. (7)

Dacă P(z)ç <pa şi P(z) şz£ 0, z ţK ,  atunci transformarea

■PM

transformă mulţimea compactă К  într-o mulţime compactă K p* din planul 
(w). Fie 3Cp* învelitoarea convexă închisă a lui K p*, iar JC r= П JCP*-

Teorema 2. Un polinom V(z)ç<pa, P(z) 0, zçK, este un infrapoli- 
nom pe K, adică P(z)f £7“ (K), atunci şi numai atunci cînd pentru orice 
polinom P*(z)g (ŢP originea planului (w) aparţine lui ZKP*, adică Ow(K.

Cu ajutorul acestei teoreme se dă un criteriu necesar şi s u f i c i e n t  pentru 
ca un polinom din ('fJt sa fie un infrapolinom condiţionat pe K.
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T e o r e m a  3 .  Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un polinom 
P(z)€ <Ţ>a, l ’(z) 0, z£ К (К conţine cel puţin n -V-1 puncte) să fie un infra-
polinom pe K, adică P(z)çi?a(K), este ca să existe m(n -4- l<Çm<î2n -f 1) 
puncte z 6 К şi ni numere >. > 0  ж  ^ 1 = 1 ,  aşa incit

E \V=1 P(\)
o ,  1,

Polinomul P(z) este în acelaşi timp şi un infrapolinom pe {zv)”_ adică 
P(z)€ Э*[zvj.

Deoarece demonstraţia acestei teoreme dată în lucrarea [6] este in
completă, avînd în vedere importanţa ei, dăm mai jos demonstraţia com
pletă a acesteia.

E i 12 4
la*i yé 0, rezultă că oricare ar fi P (z), se poate 

scoate din (7) un coeficient a* în funcţie de restul coeficienţilor a*, . . . ,

! a „a,u“ o a.P — 1 p + l *p+iaU i + X a*}П П J

şi polinomul P(z) se scrie sub forma

p*(z) =  lzn -  -z”~P)a* +  . . . +  (zn~ï+l -  zH~P)a* , +j- \ ; \ a ! o v a , ’ P - 1
P P

+  , z „ - p - ! _  f p ± l z ^ - p ) a *  +  . . . + ! l  _  “ " )  Й * .
a .  P f  1 ' I / »

Punem

; к P(z)\z>‘- k - ak \
*P P (10)

Yk ^ I P(z) [zn~k - **-p\ 
4  !

, k =  0, 1, . ■ .,/> h p  -r 1,. . , n.

Fie Е Ы(К) imaginea mulţimii i i  din spaţiul euclidian E 2n 2»-dimen- 
sional al variabilelor Xh, Y *, prin transformarea (10,) iar $ 2n(K) învelitoarea 
sa convexă închisă.

Dacă acum P(z)ţ 3 a(K) şi P(z) 0. zçK, atunci din Teorema 2 re
zultă OnţJC. De aceea din (8) şi (10) rezultă că originea spaţiului euclidian 
E in{Xk = Y k =  0) aparţine lui Sin(K), căci atunci nu există nici un po
linom P*(z)ç pentru care

P(z) +  P*{z) \ >  I P(z) -  P*(z) I, zţK,  

sau, ceea ce este acelaşi lucru, pentru care

R[P(z)P*(z)] > 0 .
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Cu notaţia (10), punînd a* — b* +  ic*, aceasta se poate scrie sub forma

c*Y Lo o
b * , X h 4 ,

/>4-1 />4-1
r*  Y

p  4-1 />4-1

«5-Л-. -  t . v .  +
- . . . -f b* X  -■ c* Y  >  0.1 n  « «  «

( И )

Prin urmare, nu există nici un plan (11) care să lase de o parte a sa 
originea 0, deci 0ç о ои (К).

Deoarece 0^S„n(K), dintr-o teoremă cunoscută a lui C a r a t h é -  
o d о г y rezultă că există m(2 <; m 2n Jţ~ 1) puncte Л/ (X*, Y“, . . . .  
X". ,, Y v. ,, X* , ,  У/ , . ,  . . . , X v, Y V)(:E (K) pentru care, cu o anumită dis- 
tribuţie a maselor, centrul de greutate este 0. De aici rezultă apoi că exis
tă m -Duncte Z-,, z si m numere pozitive m,, ni.,, . . . , m , asa incit

mvR
V = 1

m

E  w vJV=1
■de unde

- у П - р

« — ft aft « —/»

-P K ) = o,

0 , ft = o, 1, -f 1, n.

sau, punînd

E - M f W l 1 ■Ppy)

S»»vl-P0v)l2

=  o,

« -  ft

E >  v
v44 'v -p(̂ v : ■ É v i

j x - p

*P V = 1
( 12)

înmulţind cei doi membri cu coeficienţii a* ai polinomului Р(г) şi 
însumînd după k, obţinem

Е ч  U
n — pa . z., y  ■V m

» E  \°Ţ> V = I P K )
—  Я р  E x

Í V -POv) '

de unde

E \
, » - p

p (* v )
(13)

Din această relaţie şi din (12) rezultă relaţiile (9), ceea ce trebuia de
monstrat.

2  — B abe?— Bolyai: M a th e m a t ic a -P h y s ic a  1/1966
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înmulţind fiecare relaţie (9) cu a* care verifică (7) şi însumînd după k, 
obţinem '! g  1 i*

y s  P

h i v p(*v) =  o,
care arată că OwţjH. =  r\JÎLţ* JUp* — fiind învelitoarea convexă închisă 
a mulţimii M  =  {zv , de unde rezultă că P(z) Ç £7“(M),iar de aici partea 
a doua a teoremei.

Suficienţa condiţiilor (9) rezultă din faptul că din (9) urmează Owţ j H , 
căci atunci cu atît mai mult Oa Ç JC iar din Teorema 2 rezultă că P(z) ç £7a(K).

Faptul că m ^ n  +  1 rezultă din aceea că P(z) este un infrapolinom şi 
pe M  =  {2V } care nu se anulează pe M. într-adevăr, în caz contrar, dacă 
m^n,  atunci P(z) ar admite un polinom adjunct Q(z) — (z — 2 (̂2 — z2). . . 
(2 — zm)R(z), unde R(z) este un anumit polinom de gradul n — m deci 
-P(z)ţ|£7a (К ), contrar ipotezei.

4. Am văzut că dacă mulţimea K  este finită si e formată din ш.Ал 
puncte din planul complex, infrapolinomul se poate scrie explicit. Acest 
lucru este posibil şi în cazul cînd m =  n +  1. Astfel are loc

Teorema 4. Dacă P(z) f S?“(K), P(z) şz£ 0, z ç К =  {zv}“=0 atunci

unde

P(z) =  «(*) £  jJ  
A=0 ^ -  zk)

(14),

Oi(z) =  (2 — 20)(2 — zfj. . . (z — 2„),

=  £  ( “ 1)*а Л ( г о. • • • - ^ - 1 .  Zj + V ■ ■ ■> 4 )
k = 0

x 2, . . . , X ) fiind funcţia simetrică elementară de ordinul к a numere
lor x1( x„, . . . , X , iar X > 0 ,  л = 1 .

într-adevăr, dacă P(z)çDa(K), P(z) 5A 0, A", atunci conform Teo
remei 3 avem

n — k

v = 0

de unde, întrucît

U(z0, Zl t  . . . , 2 Я) —

P( )̂
=  a., k =k ' = o, 1, . . . , M,

1 1 1
P{*j) "■ ■ P(*„) _  ̂Ц)' ~1’ ”'d

4 . . <
pp0) ... iA„)

p{*0) -РЦ)

(15)

0 ,
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unde V(z0, zx, . . . , z j  este determinantul lui Van der Monde ’al numere-
lor z0, zlt . . . , zn, sistemul (15) se poate rezolva în
Xj, . . .  , Xn şi avem

-l)*23(a; v . . . , 1' Zk+V ■ • - zn>P(zk).j

Í-1
o

ÍN ■ ■ ■ Zn)

II o b-» . . , n,
unde

OL 1 n 1 . . . 1

D(a ; л1. *2, • • • . *„) = *2 • . . %n

«o X” . . . Vя«
însă

D(a; xv . . .  , xn) =  £ ( - i ) 4 - , v , (%>.. - x n) ■ V(Xl
l - o

Astfel
( - ! ) • £ [ ( *  -  %)• ■ ■ ( *  -  • • • .  *„)•

\ )n~ kLkV(z . . . .  Zk _ v  Z ^ v . . .  . zn)P(zk) L kP(h )

r < v  I • *»>

Aplicînd acum formula de interpolare a lui L,agrauge pentru poli- 
nomul P(z), avem

*<**) J L  К
P(z) =  o>(*)£- =  <*(*)£-

jfco “ (zk> (* -  **) fco L
adică relaţia (17).

Are loc şi o teoremă inversă.
Teorema 5. Fie M == {-?v}*=0n +  1 puncte distincte şi X,„ X1; 

constante pozitive cu ^  Xy =  1, atunci polinomul,

P(2) =  * > ( * ) £ -  *
h o L  ( * -  zp)

este un infrapolinom condiţionat pe M, adică P(z) Ç ij* (M).
în  primul rînd se vede că P ( z ) ţ f p a, căci coeficienţii săi sínt

k—0 ^
Zk+l>
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şi avem

£ “**<= Е Е ( - 1) 'л  <W *o.$=0 « =0 к—О ^

Ет^

ык— 1- "‘A-fl’ , »'

J L  Ь,

А=0  ̂ »=0 ft + 1’ 0 = £ - 4 - L = Е Х* = 1к=О
Dacă Р(я) $ £7“ (М), atunci el ar admite un polinom adjunct Q{z) pe M. 

Aplicînd formula de interpolare a lui Lagrange pentru Q(z), avem

Q(z) =  *>(*) E ~7ГТ/-------Г
fco “ (**)0 -  **)

Deoarece Çjzjçrp“, avem

j  __ ^ 1 ̂  j a  ^~N aj (Z0’ ' Zk — V *tA+l* • ’ ~ * f c O f c )   

fco J fc0 “'(A)
" 60*) ” , ,

=  E n  E ' ^  “ j ffi F o ,  • • • . * * - ь  **+i , ■ • • , Z„) =
*=0 “  O*) j =  o

LkQ(zk)

de unde

vE4 » ' 
*̂ o “'(A

1 y s  1-̂  H60*)i y N  1-̂  <\P(Zk)\ __ y x  . __ ,

adică am obţinut o contradicţie. Astfel P(z) ç Яa(M) şi teorema este de
monstrată.

Să scriem formula (14) în cîteva cazuri particulare,
a) Dacă a0 =  1, ах =  a2 =  . . . =  a„ =  0 (a0 — 1), atunci

L *=  1, Ä =  0,1 . . . , n
şi avem

P(z) =  с ф ) £ - Е _ ,  
fco г -  гк

care reprezintă un rezultat a lui Fekete [2].
b) Dacă 0L0 =&! =  . . .  =  a„_i -= 0, а„ =  1(а„ =  1), atunci

Lh =  (— l)nff„ (л„, . . . , л*_ь . . . , zn) =  (—l)”z0 . . . 2*_i zk+i
si avem

(16)

P(z) 1 )«w  4 -’t (1 7 )
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с) Dacă aj  =  1, а,- =  0 , i j  (a } =■- 1), atunci
L  =  ( 1) Gj (zq , ■ . . , Z/ t - i ,  Zk_ i, . . . , z n)

şi polinomul P(z) capătă forma
»

W М2 ) M  -------------------------------
'* - ! •  zk+ l’ ■ ■ ■ ■

P(z) =  ( -1У  *>(*)£ f
f c u  ajO o’ ■ ■ zk)

: i 8 )

Din expresia (14) se vede că numerele Lk sínt diferite de zero pentru 
sistemul de puncte {г )" care verifică teorema 4, căci avem

X. w'i
M M , к

In general însă, luînd un sistem arbitrar de puncte (*}” şi numere
complexe (a  }’* anumite numere L =- L pot fi nule. üsté inte

resant însă că pentru nici un sistem de puncte ( zv}” din planul complex 
şi nici un sistem de numere { av }y=0 nu toate nule, numerele corespunzătoare 
Lk nu se pot anula simultan pe acest sistem. Astfel avem următoarea 

D e m ă . Oricare ar fi sistemul de numere complexe { a }“ nu toate nule, 
nu există nici un sistem de puncte distincte ( cv din planul complex, aşa 
incit să avem

L cop)
0 ,  k  =  0 ,  1, n. (19)

într-adevăr, să presupunem contrariul, că ar exista un sistem de punc
te distincte { zv }* pentru care pentru un anumit sistem de numere com
plexe { av )X-o am avea

l!: = 0, k --= 0, 1, ___ ii. .
Atunci ar rezulta că sistemul liniar şi omogen în raport cu a0, x1; . . . ,a)

o, 0 ,  1, . . , n,

unde ai . . . , ~ ~ ,k k' V’ f V—1’ v-f
determinantul acestui sistem este

егДг0, . . . , zv_v 2V+1, ■ • • » zn)> admite o soluţie nebanală. însă

a =  ( - i )4 +,Kv)

T« * . G°0 n

T» g J . . G 10 n

7« g "  . . Gn0 1 n

şi este diferit de zero, căci vom arăta că are loc identitatea
Д =  ( - 1  )nV(zn>zn_v . . . ,z0),

de unde rezultă o contradicţie care demonstrează lema.
( 2 0 )
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Să arătăm deci că are loc (20). Avem

1 «î «s- . a° П, 1 ° 02 G°H
1 Gl ■ . G1* n =

0 ZQ -  Z 1 (z0 гг) «г®’1 . . ■ (zo - zi K A

1 <7” °K2 - . ann 0 zo (zo -  • • • (*0 - Z  ) с т ° 'я11' n

unde s-a notat C U  =Я - Gk(zl’ 2’ i  —
Astfel am stabilit următoarea formulă de recurenţă : 

(0*) =  (го ~~ -îĤ 'o “  zî)- ■ • (A —

Din această formulă de recurenţă rezultă imediat (22). Prin urmare are 
loc următoarea identitate interesantă, pe care n-am întîlnit-o în literatură

=  V(z0, zv . . . .  :J.

5. Vom studia la acest punct cîteva proprietăţi ale infrapolinoamelor 
în cazul cînd mulţimea K  este o mulţime reală E.

Astfel, în acest caz, criteriul necesar şi suficient dat în Teorema 3 se 
poate enunţa şi sub următoarea formă.

T e o r e m a  6. Fie E o mulţime reală şi P(z) ç (p*, P(z) 0, zg E un 
polinom real. Pentru ca P(z) ç V a(E) este necesar şi suficient să existe n +  1 
puncte x 0, Xj, . . . , X din Jfîn aşa fel incit pentru orice polinom real P (z)ç<pa, 
numerele

g ” G» g ” . . a n0 1 2 n
_ n —1 a n - ‘ o ? “ 1 . . . a n ~ lи n

0® a ? < . . a °0 2 n

P’ W P W .  к =  0, 1, ----- n (21 )

să nu fie toate de acelaşi semn.
Intr-adevăr, din demonstraţia Teoremei 3 rezultă că în cazul unei 

mulţimi reale E şi al polinoamelor P(z) şi P*(z) reale m — n +  1. Deci 
există pe baza Teoremei 3 n 4- 1 puncte x0, xlt . . . , xn din E în aşa fel 
încît P{z)^PPï{N), 2V =  {.rv}“=0. însă atunci din Teorema 2 rezultă că 

Np.i: oricare ar fi polinomul P*{z) Ç <Ţ>\ Prin urmare, numerele reale

P*(*k) P* (Xk)P(xk) 

P(xh) ~  [P{xk) f
( 22)

nu pot fi toate pozitive sau toate negative şi astfel necesitatea este de
monstrată.
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Suficienţa rezultă din aceea că dacă un polinom real P{z)ţ <Ţ>a, P(z 
=7î 0, г (-E verifică condiţia că pentru orice polinom real P*(z) Ç numerele

P*(xh)P(xk), k =  0, 1

sínt de semne contrare, atunci rezultă că oricare ar fi P*(z), deci
Owţ'7l=C\9lp*.  însă atunci cu atît mai mult Ow£Ô, şi din Teorema 2 re
zultă că P{z)Ç_ 3 a(E).

Teorema 7. Dacă Kfl, аг, . . . , а„ din (4) sínt numere reale, atunci 
orice infrapolinom P(a) Ç i7a(E) pe o mulţime reală E, care conţine cel puţin 
n +  1 puncte, este real.

într-adevăr, să presupunem că am avea
P(x) =  Рг(х) +  i P 2 (x),

unde Pi{x) şi P 2 (x) sínt polinoame de gradul n ai căror coeficienţi a’k şi a' 
(a’k =  я -f- ia”) verifică relaţiile

V fo +  ai*i +  ■ • • +  «„an =  1.
+«!«; '  +  ■•• +  a-na” =  0.

Vom arăta că dacă P 2 (x) -jA 0, x f_E, atunci se poate construi un po
linom adjunct al lui P(x) pe E.

Astfel, fie {#v}vf=1 mulţimea rădăcinilor diu E a polinomului P 2 {x), 
adică P 2 (xw) =  0, xjţE.v — 1, 2.......... r. Atunci definim polinomul

Q(x) =  P 1(a) +  zR(x), s >  0, (23)
unde R(x) =  c0xn -j- CjV"-1 -f . . . +  c„ este un polinom care verifică con
diţiile

R(xJ =  0, P.ţxJ =  0,
R(x.) =  A., P^x.) ^  0, sign A. =  -s ig n  P^x.)

а  0C0 +  a l Cl  +  • • ■ +  л псп =  0 .

Din (23) se vede că Q(x) € <pa. De asemenea, dacă P(x) = 0 , deci P^x) =  
— P 2 (x) =  0, x(:E, rezultă şi Q(x) =  0.

Pentru x =  xv în care Рг(х ) =A 0, avem
I Q(xv) I =  IP^xJ +  zR(xpI <  I P^xpi  =  |P(*V)I.

dacă
-  2 P 1(xv) R { x J

s <  m m ------------- ----- •
л  (*v) * °  [Л (^ )1

în  E — { xv}, avem evident pentru un e destul de mic 
\Q(x)\ =  IP^x) +  Ef i WKIPj W +  *P2(*)| -  \P(X)\.
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Astfel pentru un e > 0  destul de mic polinomul Q(x) astfel construit 
este un polinom adjunct al lui P(x) pe E, contrar ipotezei. Rezultă deci 
P 2 {x) =  0, şi astfel polinomul P(x) este real.

6. în  lucrarea [6] s-a arătat că, notînd cu cp» unghiul sub care se vede 
mulţimea К  din punctul dacă P(z)çDa(K), P(z) 0, zţK,  atunci 
ßj, . . . , ß„ fiind rădăcinile polinomului P(z), avem totdeauna

?h >
7t,  dacă a„ =  0,
n — cpn, dacă y. 0 =  . . . — a„_i =  0, anjX:0,

ceea ce arată că rădăcinile polinomului P(z) sínt conţinute în primul caz 
în învelitoarea convexă a mulţimii K, iar în al doilea caz într-o mulţime din 
ale cărei puncte mulţimea К  se vede sub un unghi mai mare decît7t —ф0.

Cu alte cuvinte, teorema lui F e j e r [1] nu mai este valabilă în general, 
cînd în polinom se fixează nu primul coeficient ci, de exemplu, ultimul.

în  cazul cînd mulţimea E este reală şi numerele {a*} verifică o anu
mită condiţie, se poate aduce o precizare relativ la localizarea rădăcinilor 
infrapolinoamelor definite pe această mulţime.

Astfel, fie [a, 6] cel mai mic segment care conţine mulţimea E. Atunci 
are loc.

Teorema 8. Dacă F  este o mulţime reală care conţine cel puţin n -4- 1 
puncte şi P(z) 6 3 “(E), P(z) 9A 0, zç E, iar numerele reale {a*} sínt în aşa fel 
incit ij* 9  ̂0, pentru toţi к =  0, 1, . . . , n şi orice sistem de puncte {x*}*= ,0, 
X* € [a, b], atunci P(z) are toate rădăcinile reale distincte separate de punctele 
mulţimii E.

într-adevăr, deoarece E este reală şi P(z)ÿà 0, z ţE ,  există n-±- 1 
puncte {Vv/v-o în E pentru care

P(z) v(z)
V~0 D i

cu X„ >  0 şi 2X„ =  1. Să presupunem că x 0 <  <  . . .  <  xn. Avem

P{xk) = ^ . ы'{хк), P(xk+l)
Lk

bi-t-I
~Lk+l 4̂ (#Â-fl).

Observăm că
LkLk+l > 0 , k =  0, 1, . . . , n. (24)

într-adevăr, considerînd polinomul 
Q(x) =  Щ Х  -  v0). . . (Z -  xk̂ ) (X  -  x)(X -  xk+2). . . ( X  -  x„)] X 

X V(x0, . . . , xk-u X, xh+2, ■ ■ ■ , x„)

Q{xk) =  Lk+lV{xQ, . . . .  xk, xk+2, . . . ,  xn), 

Q(xk+1) =  LkV(x0, . . . , Xk-\, xk+u . . . , xn).

avem
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Dacă am avea pentru un anumit k(0 <  k <  n) Lk Lk ' ' <  0, ar rezul
ta şî  Q(xk)Q(xk+1) <  0.

însă polinomul Q(x) fiind o funcţie continuă, există atunci un punct 
?€ (xk, Xk+i) în care acesta se anulează, adică

<?(£) =  0 .

dar atunci şi
L[(X  -  x0). . . ( X -  Хл-г)(Х -  ЩХ -  хк+2). . . (X -  я-J ]  =  0,

contrar ipotezei, căci atunci punînd ç =  xk+i, Lk =  0,
Din (24), ţinînd cont de faptul că sign <л’(хк) =  ( — 1)”“*, avem

P(xk)P(xk+l) -  <  o,
7 k г HI

pentru  k =  0, 1, . . . , w, ceea ce ara tă  că există y k.n f ( r t , дгА+1), pentru  care 
Р(д’а) =  0, й =  0, 1, . . . , n, şi cu aceasta teorema este dem onstrată, 

în tr-un  anum it sens are loc şi o teoremă inversă.
Teorema 9. Dacă polinomul P(x) ç срл este real şi are toate rădăcinile 

sale reale distincte separate de punctele mulţimii E şi există un sistem de puncte 
x 1( . . . , xn din E astfel incit sign (E°a0) =  1, atunci P(x) çi7a(E).

în tr-adevăr, dacă P(x) f  şi y lt y2, , . . , y„ sínt rădăcinile sale, există
pe baza ipotezei n 1 puncte din E : x(), xlt . . . , xn aşa încît

a0<Vi < a2< v2< .  . . < y n< x n.

Aplicînd formula de interpolare a lui Eagrange pentru polinomul 
P(x) pe nodurile x0, xv . . . , xn, avem

P(x) =  a>(x)Yf—, P P k )

însă

sign P(*k)L
a ’(xk)

ţ=i<*'(xk)(x-xk)

(-1)*' '* Sign(/A0)
( - 1)

n~k 1,

căci sign (Lha0) =  sign(L°a0) =  1, k =  0, 1, . . . .  n.
Prin urmare, punînd

L ‘*P(x.)
\  = -------- — >  0 ,

“  (x k)

formula (25) se poate scrie

(25)

P(x) =  o>(x) Ÿf
A=0 L (x ~~ xk)
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Deoarece P(.r)ç rp *, avem din (25)

L*P{*k)4 = 0  ы'{хк)E ■ E > ,

şi conform Teoremei 5 rezultă eă P(x)ţ Э а (E).
Să analizăm cîteva cazuri particulare.
a) Dacă a0 — 1, жх == x.z — . . .  — oc„ — 0, adică д0 =  1, atunci 

L": -- 1, k =0, 1, . . . , « şi avem
Corolar 1 (M. M ar d e n  C5]). Dacă E este, o mulţime reală care 

conţine cel puţin n +  1 puncte, atunci P(x)ç<"/D“, P(x) ?z£ 0, xçE,  este şi 
infrapolinom pe E, <t<ííc<í P(x)ç ;7“(E), atunci şi numai atunci cînd admite 
numai rădăcini reale şi distincte separate de punctele mulţimii E.

b) Dacă 0, k ẑ£ p t

Г ■*)PaÀxo к- 1

adică л --- A,,P p

xh+i> ■■■’ x»)

atunci

şi deci păstrează un semn constant dacă originea 0 &\a,b]  şi astfel avem : 
Corolar 2. /Tied E este o mulţime reală care conţine cel puţin n 4- 1 

puncte şi 0Й [a, b 1, atunci un polinom

P(x) П !a0x + ■ • +  a* ,Jl — k+ 1 . n — к - -1

care nu se anulează pe E şi cu signF(—l)ÿanj =  1 dacă a > 0  şi sign [( —1)*а0] =  
— 1 dacă a<0, este atunci şi numai atunci un infrapolinom pe E cînd admite 
mimai rădăcini reale şi distincte separate de punctele mulţimii E.

.Se vede şi de aici că dacă se fixează un alt coeficient, diferit de primul, 
atunci originea joacă un rol special. De aceea, dacă 0Ç[a, b], atunci nu se 
poate obţine nici o informaţie relativ la localizarea rădăcinilor infrapoli- 
noamelor cu metoda folosită. în  acest ultim caz s-ar putea folosi anumite 
transformări convenabile ca şi în lucrarea [7], cu ajutorul cărora s-ar putea 
obţine anumite informaţii şi în acest caz.
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СТРУКТУРНЫЕ СВОЙСТВА НЕКОТОРЫХ ОБУСЛОВЛЕННЫХ 
ИНФРАПОЛИНОМОВ 

( Р е з ю м е )

Пусть К компактное множество комплексной плоскости (:) и ^prí класс всех 
полиномов íL-oii степени, коэффициенты которых удовлетворяют данному линейному 
отношению (4).

Говорят, что полином Q(z) (: ГР У' является адыонктным полиномом для Р (?-)РР% 
на множестве К и обозначается через Q(z)o7é(P, К), если выполняются условия I —11. 
Если полином Р (/.) не допускает ни одного адъюнктного полинома, т. е. ст£(Р,К) — А 
то он называется инфраполиномом, обусловленным на К-

В работе продолжаются исследования, проведенные автором в работах [6,7] 
в случае, когда берётся одно линейное отношение коэффициентов полинома. Исследу
ется. в особенности, случай, когда множество К действительно. В этом случае даётся 
одно необходимое и достаточное условие (Теорема 6), для того, чтобы многочлен 
Р{'рР~Р% был инфраполиномом на К.

В теоремах 7—9 дано несколько результатов, касающихся случая, когда числа 
{ } ,  входящие в условие связи (4), являются действительными числами. Так, например, 
показывается (Теорема 8), что, если К является действительным множеством, и числа 
{у.к} удовлетворяют кроме того определённому условию, тогда у любого и нфр а поли
нома P(z) на К все действительные корни являются отличными и разделёнными от 
точек множества К.

P R O P R IÉ T É S  DU ST R U C T U R E  U E  C E R TA IN S 
IN FR A PO LY N O M ES C O N D IT IO N N ÉS 

(R é s u m é)

Soit K  u n  ensem ble com pact du  p lan  com plexe (z) e t fyû2 la  classe de tous les polynôm es 
de degré n  d o n t les coefficients sa tis fo n t à la  re la tio n  linéa ire  donnée (4).

On d it  d 'u n  polynôm e Q(z)€. ^ P x q u ’il est un  polynôme adjoint  de su r l ’ensem ble
K  e t  l 'o n  n o te  Q (z)6 cê (P ,  K),  si les conditions I - I I  so n t rem plies. Si le polynôm e P{z) n ’adm et 
aucun  polynôm e ad jo in t, c ’est à d ire  si c i ( P ,  K) =  A ,  il p ren d  alors le nom  d ’infrapolynome  
conditionné sur K .

L ’au teu r p o u rsu it dans son a rtic le  des recherches an té rieu res [6, 7] re la tiv es au  cas où 
Ton p ren d  une seule re la tio n  linéaire en tre  les coefficients du  polynôm e. I l  é tu d ie  spécia lem ent 
le cas où l ’ensem ble K  est réel. I l  donne dans ce cas une cond ition  nécessaire e t suffisan te  (Théo
rèm e 6) p o u r q u 'u n  polynôm e P(z)Ç.^P% so it un  infrapo lynôm e su r K.

Les théorèm es 7 —9 p ré sen ten t quelques ré su lta ts  re la tifs  au  cas où les nom bres 
e n tr a n t  dans la  cond ition  de liaison (4) so n t des nom bres réels. On m o n tre  ainsi, p a r  exem ple 
(Théorèm e 8) que, si K  est un  ensem ble réel e t si les nom bres v é rifien t en  o u tre  une cer- 

t  aine condition , alors to u t  infrapo lynôm e P(z) su r  K  a  to u te s  ses racines réelles d is tin c tes  e t 
s éparées p a r les p o in ts  de  l ’ensem ble K.





LEGĂTURA FORMULEI DE DERIVARE NUMERICĂ 
A LUI V. N. FADEEVA, CU DIFERENŢELE DIVIZATE

de
I). V. IONESCU

( omunicarc prezentată la prima Sesiune ştiinţifică a Insti tutului pedagogic de 3 ani, 
Baia  Mare, în ziua de 13 februarie 1965

Să considerăm o funcţie f(x) de clasa C6 pe intervalul [a,b] şi nodurile 
л-,, xs, x3 în progresie aritmetică cu raţia h, luate pe acest interval. V. N. 
F a d e e V  a A] a pus în evidenţă formula de derivare numerică

pe care a aplicat-o în unele probleme de fizică matematică, la integrarea 
numerică a unor ecuaţii cm derivate parţiale de ordinul al doilea cu condiţii 
la limită.

V. N. Fadeeva a demonstrat formula (1), arătînd că ea se obţine din 
dezvoltarea lui f ( x  -f- h), f (x-\-2h)  după puterile lui h, făcîndu-se grupări 
convenabile de termeni.

In această lucrare vom da o nouă demonstraţie pentru formula (1) 
punînd în evidenţă originea ei şi determinînd restul ei sub formă de inte
grală definită. în acelaşi timp vom stabili o legătură între formula (1) 
şi diferenţele divizate, din care va rezulta posibilitatea unor noi extinderi 
ale formulei (1).

1. Am demonstrat [2] că diferenţa divizată a funcţiei f(x) pe nodurile 
xlt x3, x3 luate oricum pe intervalul ~a,b] se poate reprezenta printr-o in
tegrală definită

unde, în cazul хг <  x2 <  x3, funcţia <p (x) coincide pe intervalele [хъ я2 
[,ï 2, x3], cu funcţiile

( 2)

X,

<Pi (*)
X

{x 2 ~~ X\)> (x3 x l)(*Z ~~
(3)
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Funcţia ф {x) este pozitivă pe intervalul (xv x3) . Aplicînd la membrul 
al doilea al formulei (2), o formulă de cuadratură relativă la funcţia /"  (x), 
cu nodurile simple xlt x2, x3 obţinem formula

l>i, X 2 x3;f]  =  AJ'^xJ  +  A 2f"{x2) +  A 3f"{x3) +  R (4)
care este de tipul formulei (1).

Coeficienţii A lt A 2, A 3, din formula (4) sínt

A 1
(*i -  х 3)(хг -  x 3) -  (x2 -  x 3)- 

12(*i -  x 2)(xl -  x 3)

A a =

A 3 =

__ x \ ) (x 2 X3) (*3_
12( x 2 -  x 1){x2 — x 3) 

(x3 -  x j)(x3 -  x 3) -  {xi r

1 -  ' л а x l){*3 -A'

f i i 2

x 2)2

iar restul R este exprimat printr-o integrală definită

R =   ̂'b{x)f5 (x)dx

(5)

(6)

în care funcţia ф (x) coincide pe intervalele [хъ x2], [x2, x3], cu funcţiile 
Çi (x), ф2 (x) care sínt soluţiile ecuaţiilor diferenţiale

+”W = 9 i W .  Ф 2(x)=<?2(x) (7)
care satisfac la condiţiile la limită

Ф̂ АО =  0, Ф̂ х̂) =  0

Ф 2(^2) =  Фг(#2) == Ф1 (*a) (8)

92(^3) — 0, фг^з) — 0
Este uşor să se integreze sistemul de ecuaţii diferenţiale (7) cu condi

ţiile (8). Ţinînd seama de condiţiile la limită din nodurile xx şi x3 avem

Ш  =  J ^ " 2 ф1(5)̂  +  X ( 9 )
%

ъ

unde X şi p sínt două constante oarecare.
Scriind că şi condiţiile la limită din nodul x2 sínt îndeplinite avem un 

sistem de ecuaţii care determină pe X şi p. Se obţine X
X =  — A u P =  A s ( 10)
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Deducem astfel că ф1(лг), ф2 (a ) sínt date de formulele

Фг(а )
{ x - x xY A (x  -  X1?

24 (*l -  X2)(*l -  X3)
A í .

Ф2(а ) = (x ^ x n f t A (X ~~~ Xz)~ 
h 3 224(я-, -  я р и ,  -  х г)

unde coeficienţii A lt A 3 sínt daţi de formulele (5).
Graficul funcţiei y ' pe intervalul [a x, x 3] depinde de poziţia nodului 

A'2 faţă de intervalul rE,E’], unde nodurile ţ, E' sínt date de formulele

a. 3  — У  5 (Л'з ( 12)

Este important să observăm că dacă se descrie un cerc cu centrul 
în x3 şi rază x3—x1 se notează cu Р г nodul ax şi cu .1/, punctul luat pe cerc 
astfel ca P x M 1 să fie latura decagonului regulat înscris în cerc şi cu P[ 
simetricul lui P x în raport cu Mlt atunci nodul ÿ este proiecţia punctului 
P[ pe axa Ox. Nodul E' este simetricul lui E, în raport cu mijlocul interva
lului (xv x3).

Daca nodul a' 2 este situat pe intervalul (a 1; E~\ funcţia y  ( a ) este pozi
tivă pe intervalul (a,, x3), iar dacă nodul a 2 este situat pe intervalul 
[V ,a3) funcţia ф (a) este negativă pe intervalul (лу, x3), D acănodul A2este 
situat pe intervalul (E, E') funcţia ф (x) se anulează o dată  pe intervalul 
(xlt x3) . Formula (4) are gradul de excitaţie 4, pentru  orice x2 din in terva
lul (ax, x3), afară de cazul a2 == F’-Tri3 în  acest caz graficul funcţiei ф {x)

este simetric faţă de mijlocul intervalului (a 1; x 3) şi prin urmare avem
ч
 ̂ Ф(а )^а = 0  (13)

Să construim formula de derivare numerică (4) pentru a 2 sa
demonstrăm că gradul ei de exactitate este egal cu 5 şi că în acest caz ea 
coincide cu formula (1).

2. Pentru aceasta să observăm că în cazul a2 =  *-■̂  *3, în formula (2) 
avem

? i ( * )  =  4 . <P*(*) =  ‘ Щ2h~
Ea membrul al doilea al formulei (2) să aplicăm o formulă de cauadra- 

tură cu nodurile simple a x> x3 şi nodul dublu a 2. Vom obţine o formulă 
de forma

•#3 Л'з

J ф(x)f"(x)dx =  B J ' 4 Ay) 4  B J " ( x 2) +  B3f ”(x3) +  5 Ф(а ) / {в)(а )^а  (15)
Д'1 Лу
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în care funcţia ù(x) coincide pe intervalele [хъ x2], [x2, x3], cu
funcţiile ф2(.г') care sínt soluţiile ecuaţiilor diferenţiale

Vii4i( )̂
x  — x x

2 }f- Ф.<4,(*) = X  - Л'з

2 h2 ( i e )

şi care verifică condiţiile la limită

Vi(*i) =  Ф!(*г) =  v"(% ) =  o
ф2(*2) =  Vi(^2). фг(*2) =  ФН*2). Фг'(*2) =  ФГ(*2) ( l 7)

ф2(*з) =  0 , ф2(*з) =  0 , фг'(*з) =  О
în formula (15), avem

в ! =  -  фГ(*х), =  фГ(*2) -  ф2 (хг), в з =  ф"(ж8) (18)
Soluţiile ecuaţiilor diferenţiale (16) care verifică condiţiile la limită 

(17) din nodurile xx şi x3 sínt

(s — Xi)ds X (* -  ■ 
3!

ф2М  = - ~  \  ^ r ~  {s -  ( i9)2nÂ J  o! oi
лз

unde X şi (л sínt constante oarecare.
Tinînd seama că

(* -  S? 
3 !

x\)ds s (s x3)ds (x -  H)b
5 !

ecuaţiile (14) se reduc la

21fi 5 J

I /  \ 1 ( x  — Ж,)5 ,w 2\x) = -----r -——^  +  И-

3 !

(X -  x a)3

2h* 3 !
(20)

Scriind că funcţiile â\{x), ф2(л') verifică condiţiile la limită (17) din 
nodul x2, avem ecuaţiile

1 (x 2 — x t )a  ̂  ̂ ( x 2

2 h2 3 !
1 (x3 -  х,У 

2h2 5 !

(xa-z x2y 
3 !

1 (-v2 A'l;i I  ̂_(*2 — *1
2/i2 4 ! 4 2 !

1 (x3 -  x 2f  (xa -  -V,)2
Í~" V*2 7,2 4 ! 2 !

1 (x,  -  ar j 3 ^  -  ,rx _  1_ (x3 - -  ж3)4 __ J X H f ä
2K‘ 3 \  1 ! 2h2 4 ! 1 !
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care, din cauză că x3 — xx =  x3 — x2l se reduc la

X -f- fr =  0, X — |A 1
12 ’

si vom avea deci

ecuaţiile (20) sínt prin urmare

Фг(*)

Фг (*) =

1 1
—  , fi. =  ,
24 24

J _  ( x  -  x j > ___ 1_ ( X  -  gţ)3

2A2 5 ! 24 3 !

J_ (* -  *з)5 I J_ (* —
2A2 5 1 ^  24 3 !

Observăm că mai putem scrie
( *  —  * l!

240A2
(ж — vd2----- h2

3
, ф,(ж) =

Y2V ’  240A2
(д;8 — х)'г ----- h2з

( 21)

(21')

de unde rezultă că funcţia ф(лг) este negativă pe intervalul (x1, x3). 
Formulele (18) arată că

B1 =  - ,  B% =  , B3 =  —
1 24 2 12 3 24

( 22)

Deoarece nodurile xlt x2, x3 sínt în progresie aritmetică cu raţia h,
avem

[%i, x2, x3 :/] . A3/(̂ i) 1 Г/ W  —  2 / Ы  +  / ( % ) ] (23)
2 I А2 2A2

O dată obţinute formulele (21), (22), (23), din formulele (2),(15) deducem

f(x3) -  2f(x3y +  f(Xl) =  ^  [f"(Xl) +  10/" (*2) +  /"(*,)] +  R. (24)

unde
*3

=  2h2^ { x ) f (6){x)dx (25)

Am obţinut astfel formula de derivare numerică (24), adică formula 
(1), utilizată de V. N. Fadeeva şi în care am precizat restul prin formula 
(25). Formula (24) are gradul de exactitate egal cu 5, deoarece am demon
strat că funcţia ф(я) este negativă pe intervalul (xlt x3).

3  —  B a b e ş — B o ly a i:  M a th e m a t ic a - P h y s ic a  1/1966



34 D. V, IONESCU

F ără  g reu ta te  se a ra tă  că

2  hfi $ ФМ dx = ifi
240

de u n d e rezu ltă  că  restu l R  se  m a i scrie su b  fo rm a

bfiR
240 / <6)Ш

u n d e Z,&(xlt x3). D ed u cem  ev a lu a rea  restu lu i

M 6 =  su p  ; /w ( * ) l240

(25'>

(26)
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ав я зь  ФОРМУЛЫ ЧИСЛЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ В. H. ФАДЕЕВОЙ 
С РАЗНОСТНЫМИ ОТНОШЕНИЯМИ 

( Р е з ю м е )

В работе устанавливается связь формулы численного дифференцирования (1) с 
формулой (2), дающей представление разностных отношений \_хх,х г,х3,/]  посредством 
определённого интеграла.

Применив к интегралу из формулы (2) формулу квадратуры с простыми узлами 
х3, хг, х3, получается формула (4) с коэффициентами (5) и остатком (6). График функции 
фв интервале [хг, х3] зависит от положения узла х2 по отношению к интервалу 
где узлы Ç, Ç' даны формулами (12). Функция ф сохраняет свой знак в интервале (дсх, х3), 
если х2£Е(*i > £] или х26Е ß ' ,  х3), однако изменяет свой знак, когда Gr ?. £')• Для
любого Х 2 =р *1+ *3

2
формула (4) имеет степень точности равную 4 .

Для х2 *1+ *г степень точности формулы (4) равна 5 и формула (4) становится
формулойН (1)В. Н. Фадеевой. В работе остаток формулы (1) выражается в виде опреде
лённого интеграла и даётся его оценка при помощи неравенства (26).
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ХД R E L A T IO N  D E  LA FO R M U L E  D E  D É R IV A T IO N  N U M É R IQ U E  D E  V.N. FA D EEV A  
AVEC L E S  D IF F É R E N C E S  D IV IS É E S  

( Résumé)

L 'au teu r  é ta b lit  une re la tio n  en tre  la  form ule de d é riv a tio n  num érique  (1) e t  la  form ule (2) 
qui donne la  rep résen ta tio n  de la  différence divisée [xv  x 2, x 3 ; / ]  p a r  une  in tég ra le  définie.

E n  a p p liq u an t à  l ’in tég rale  de la  form ule (2) une  form ule de q u ad ra tu re  à  noeuds sim ples 
*j, x 3, x3, on o b tie n t la  form ule (4) avec les coefficients (5) e t le reste  (6). Le graph ique  d e là  fonc
tio n  ф dans l ’in te rvalle  x v  x 3, dépend  de la  position  du  noeud х г p a r  ra p p o rt à  l 'in te rv a lle  [Ç, £ '], 
où  les noeuds Ç, Ç’ so n t donnés p a r  les form ules (12). L a  fonction  ф garde son signe dans l 'in 
tervalle  (xv  x 3) si x2G: (*1 . 5] ou x ï  Gr [S ’ *3). m ais elle change de signe q uand  (Ç, ' ') .  Pour

to u t x 3 ?£
* 1  +  x 3

la  form ule (4) a  un  degré d 'e x ac titu d e  égal à  4.

Pour * 1 + *3
, le degré d 'e x ac titu d e  de la  form ule (4) e s t égal à  5 e t la  form ule

(4) dev ien t la  form ule (1) de V. N . F'adeeva. L ’a u te u r  m et le reste  de la  form ule (1) sous forme 
d 'in tég ra le  définie e t  donne son év a luation  p a r l’inégalité  (26).





FAMILII DE FUNCŢII CU PROPRIETATEA TUI STURM

de
IO AN A. BUS

1. Fie F o mulţime de funcţii, definite si continue pe un anumit in 
terval [a, b], Vom da la început următoarea

D e f i n i ţ i i ;.

Familia de funcţii F  are proprietatea lui Sturm pe intervalul [a, b], 
dacă oricare ar fi funcţia f ţ F ,  între două zerouri consecutive xx şi x% ale 
ei, orice altă funcţie g ţF  ce nu se anulează în aţ şi хг se anulează o dată şi 
numai o dată în intervalul (xx, x2).

De exemplu familiile de funcţii
а) у  =  cxec‘x sin x
b) у — cxe* sin x +  c.,e* cos x

Cj şi C2, constante arbitrare, au proprietatea lui Sturm.
Scopul notei de faţă este de a stabili anumite condiţii suficiente pentru 

ca o familie de funcţii F să aibă proprietatea lui Sturm.
2. înainte de a trece la chestiunea propriu-zisă amintim unele rezul

tate cunoscute ([2], [3]) pe care le vom utiliza în cele ce urmează.
T e m a  1. Fie funcţiile ox{x) şi ф ,( .г )  continue în intervalul [a, b] împreu

nă cu derivatele de ordinul I. Dacă Wtonskianul acestor funcţii

W{<?AX), <P2 ( * ) ) < P i ( * )  <?AX)
9i(xWAx)

7+0

în orice punct al intervalului [a, b], atunci zerourile lor se separă în acest 
interval.

T e m a  2 . (Tonelli). Fie funcţiile yx(x) şi y 2{x) definite în intervalul 
! a, b] şi care satisfac următoarele condiţii:

1° <pj şi <p2 au derivate de ordinul întîi continue,
2° <p2(a) =  f 2(b) =--0, <?AX) > 0, xç(a, b)

<px(x) > 0, xç[a,  Ь].
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Atunci există un л > 0  şi x0ţ(a, b) astfel ca
<Pl(*o) =  Лфо(А'0), <pí(A0) =-: K<?2(X0).

3. Să trecem acum şi să stabilim
T E O R E M A  1. Fie F o familie de funcţii definite pe un anumit inter

val [a, b]
Dacă
1. F c  O  [a, bl,
2. Oricare ar fi ox(x) şi <p2(x)çF, Wronskianul lor sau este identic egal 

cu zero sau este diferit de zero în orice punct al intervalului [a, £>.], 
familia F  are proprietatea lui Sturm.

D e m o n s t r a ţ i e .  într-adevăr dacă Wronskianul a două funcţii din 
familia F este identic nul, atunci ele sínt liniar dependente şi deci au toate 
zerourile comune. Dacă Wronskianul este diferit de zero, pe baza Lemei 1 
zerourile lor se separă.

Din teorema de mai sus rezultă că soluţia generală a unei ecuaţii di
ferenţiale de ordinul al doilea

y" +  P{x)y' +  яХх)'У == 11
formează o familie de funcţii cu proprietatea lui Sturm. Teorema 1 con
stituie astfel o generalizare a teoremei lui Sturm.

T eorema 2. Fie F o familie de funcţii definite pe un anum it in
terval [a, 6]

Dacă
1° F C  O  [a, b],
2° din /ç F  rezultă X/çF pentru orice л real,
3° Oricare ar fi X şi pi reali iar /  şi g ç F  sau ecuaţia X/ +  да =  0, 

nu are zerouri multiple sau X/ +  pig =  0. Rezultă că F  are proprietatea 
lui Sturm.

D e m o n s t r a ţ i e .  Dacă X/ +  jzg =  0 atunci funcţiile /  şi g au toate 
zerourile comune. Să presupunem deci că ne situăm în cazul în care X/ +  
+  ug ф  0. Fie xx şi a » două zerouri consecutive ale unei funcţii /çF . Să ară
tăm că oricare ar fi funcţia g Ç F  ce nu se anulează în xx şi x2, ea se anulează 
o dată şi numai o dată în interiorul intervalului (xx, x2). Să presupunem 
contrariul şi anume că g nu s-ar anula în intervalul (zx, x,). Pe baza condiţi
ei 2° din teoremă putem presupune că avem

f(x)i) — f(x2) =---• 0, f ( x ) >  0, xţ{xx, x2) 
g(x) >  0, x[xXl a2].

Din Dema 2, rezultă că există un X> 0, şi un xQç(xx, x2) astfel ca 
g(x0) =  X/(* o), g'(x0) =  \ f ' ( x 0).

Cu alte cuvinte ecuaţia
g(x) -  * if)*) ^  0

admite pe x0 ca zero multiplu, fapt ce vine în contradicţie cu condiţia 3® 
din teoremă şi astfel teorema este complet demonstrată.
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Să considerăm ecuaţia diferenţială

F(-<, У, У .  У") 0  (!)
în condiţiile :
1° funcţia F(.v„ y, y" , y") este omogenă în raport cu ansamblul varia- 

bilelor V, y ' , y" .
2° funcţia F satisface o condiţie de existenţă şi unicitate a problemei 

lui Cauchy.
Din Teorema 2 rezultă că soluţia generală a ecuaţiei (1) formează o fa

milie de funcţii cu proprietatea lui Sturm. Teorema 2 constituie astfel o 
generalizare a teoremei lui T o n e l l i  [1].

Probleme deschise.
1. în ce condiţii o familie de funcţii de formă

y  = f (x ; Cj, c.,)
are proprietatea lui Sturm ?

2. în  ce condiţii o familie de funcţii definită implicit de ecuaţia
F{x, y, C1; Cs) =  0 

are proprietatea lui Sturm?
3. Dacă F este o familie de funcţii cu proprietatea lui Sturm, în ce 

condiţii familia F' de funcţii formată din derivatele funcţiilor din F  are 
proprietatea lui Sturm. Aceasta ar constitui o generalizare a unei bine cu
noscute teoreme a lui V. A. Ma r kov .

Bl  BI,Il) O RAFI E

1. T o n e l l i ,  L,., Un ossernasione su un teorema di S tu rm , „Boli. Un. M at. I t ." ,  6, 126 —
-128  (1927).

2. R u s ,  I. A., Asupra unor teoreme de Up Sturm,  „ S tu d ia  U niversităţi«  B abeş-Iio lyai", Cluj, 
îasc. 2, 1962, p . 33.

3. R u s ,  I. A., Asupra  rădăcinilor componentelor soluţiilor unui sistem de două ecuaţii diferen
ţiale de ordinul  1, „S tu d ii şi Cercet. de M atern .” , Cluj, XIV, ur. 1 (1963), p. 153.

С Е М Е Й С Т В А  Ф У Н К Ц И Й  СО С В О Й С ТВ О М  Ш Т У Р М А

(Р с з ю м е)

В н ачале  работы  даётся определение семейства ф у н к ц и й  со свойством  Ш турм а. 
О пределение следую щ ее: Семейство фу н к ц и й  У имеет свойство  Ш турма в ин тер
вале [а, Ъ], если к а к о й  бы ни бы ла фу н к ц и я  / из F , м еж ду двум я по сл ед о вател ь
ными её нулям и х г и .v, л ю бая  д р у гая  ф у н к ц и я  g из F,  ко то р ая  не р авн яется  нулю  в x t 
и равн яется  нулю  один и т о л ь к о  один р аз  в ин тервале (лу, * 2).

Затем  устанавли ваю тся следую щ ие теоремы:
Теорема  1. П усть F  семейство фу нк ц ий ,  о п ределён н ы х  в ин тервале  [а, Ь].
Если
1" F С С 1 [а , Ъ ]
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2° Ка к ими  ды ни были и ţ>2 € F  их в р о н ск и ан  л и бо  идентично р авен  нулю , 
л и б о  разн ы й  от нуля в лю бой то ч к е  и н тер в ал а  [а, Ь ] ,  

то гда  семейство F  о б л ад ает  свойством  Ш турм а.
Теорема  2. П усть F  семейство ф у н к ц и й , определенн ы х в ин тервале  [а, Ъ ].
Если
1° F  с  С1 [а, Ь]
2° Из / 6 F  следует X /€F для  всяк о го  действительного зн ач ен и я  ?..
3° К аким и  бы ни были действительны е зн ач ен и я  X и pi, a f  и g € F  л и бо  у р авн ен и е  

X f  +  y.g =  0 не имеет м н о го к р атн ы х  нулей, либо  X f +  р. g = 0 ,  то гда  F  о б л а д а ет  
свойством  Ш турм а.

В к онце работы  ф орм улирую тся три нереш ённые за да чи .

FA M IL LE S D E  FO N C TIO N S AYANT LA P R O P R IÉ T É  D E STURM

(R é s u m  é)

L ’a u te u r  d é fin it d ’abord  ce q u ’on en ten d  p a r  une fam ille de fonctions a y a n t la  p ro p rié té  
de  S tu rm , à savo ir : L a  fam ille  de fonctions F  a la  p ro p rié té  de S tu rm  dans l ’in te rv a lle  [a, b] 
si, quelle que so it la  fonction  / 6 F ,  e n tre  deu x  de ses zéros consécutifs x x e t  to u te  au tre  fonc
tio n  g € F  ne s ’a n n u la n t pas en  x x e t x2 s 'an n u le  une  fois e t seu lem ent une fois dans l ’in te rv a lle
(x i> *2).

On é ta b lit  ensu ite  les théorèm es su iv an ts  :
Théorème 1. So it F  une fam ille de fonctions définies p o u r un  certa in  in te rv a lle  [a, b] : 
Si
1° FéC1 [a, b],
2° Quels que so ien t iţq e t tp26 F , leu r w ronsk ien  est, so it id en tiq u em en t égal à  zéro, so it 

d iffé ren t de zéro en  to u t  p o in t de  l ’in te rv a lle  [a, b],
A lors la  fam ille  F  possède la  p ro p rié té  de  S turm .
Théorème 2. So it F  une fam ille  de  fonctions définies pour u n  c e rta in  in te rv a lle  [a, b] : 
Si
Г  F é C 1 [a, b],
2° de / 6 F  résu lte  X /6F pour to u t  X réel,
3° Quels que so ien t X e t u. réels e t  que / e t  g £ F  ou que l ’éq u atio n  X/ p.g =  0 n 'a ie n t pas 

de zéros m u ltip le s  ou si X/ +  pg  =  0, il résu lte  que F  a  la  p ro p rié té  de S turm .
A la  fin  de l ’a rtic le  so n t énoncés tro is  p roblèm es non résolus.



O METODĂ DE REZOEVARK A PROBIJÎMEI DE PROGRAMARE
CONVEXĂ

de

I. MARUŞCIAC şi M. RADULESCU

1. Una dintre metodele cele mai mult folosite în diverse probleme de 
extremum, în particular şi în probleme de programare, este metoda gradi- 
entului. Modul cum este ea însă adaptată la diferite probleme concrete 
variază de la caz la caz. In problema de programare liniară această 
metodă a fost folosită de către S. I. Z u li o v i ţ к i în [2], unde se dă 
un algoritm finit pentru rezolvarea unei probleme generale de progra
mare liniară.

în programare patratică metodele folosite caută să reducă problema 
de programare patratică la mai multe subprobleme de programare liniară
[3], sau în cazuri particulare se folosesc metode speciale ca, de exemplu, 
metoda capacităţii [1, 4].

O parte din lucrările apărute şi legate de această problemă sínt consa
crate problemelor teoretice privind programarea convexă, stabilindu-se 
diferite teoreme corespunzătoare de dualitate sau de existenţă a minimului, 
respectiv a maximului.

în prezenta lucrare ne-am propus să aplicăm metoda gradientului 
pentru construirea unui algoritm cu ajutorul căruia se rezolvă o problemă 
de programare convexă, care conţine ca un caz particular problema gene
rală de programare patratică.

2. Fie f(xlt x2, . . ., xn) o funcţie de n variabile xlt x2, . . .  xn, continuă 
şi care admite derivate /*. (i =  1,2, . . . , n) continue într-o regiune Q 
din spaţiul euclidian al variabilelor {xx, . . ., xn) definită de inegalităţile

П
Ă.M  =  E — b, >  0, i =  1,2, . . ., m. (1)

În cele ce urmează vom presupune că mulţimea O nu ste vidă şi 
că funcţia f(x lt . . ., xn) este o funcţie convexă pe punctele mulţimii D 
adică pentru orice punct x° =  (xf , . . ., я®) din O corpul definit de

/(* o • ■ - - x») /(*?, • • • d *")
este un corp convex.
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Problema de programare de care ne ocupăm este următoarea : să 
se găsească minimul funcţiei f{x1, . . ., x„) în condiţiile ca punctul x - 
-- {xlt . . . .  xn) să aparţină mulţimii £2.

Se observă că problema enunţată conţine ca un caz particular şi 
problema de programare patratică. Pentru aceasta e suficient ca funcţia 
/(.r,, . . . .  xn) să fie o funcţie patratică. pozitiv definită în domeniul £2.

Alai observăm că dacă unul din punctele care realizează minimul 
absolut al funcţiei f(xv . . . .  xn) este conţinut în £2, atunci acesta constituie 
soluţia problemei. De aceea presupunem că punctele de minim absolut
nu aparţin lui £2.

4. Trecem acum la descrierea algoritmului.
Se pleacă de la un punct arbitrar x° — (x°, . . ., x°) din £2 şi se consi

deră suprafaţa de nivel
f (Xl, / ( vi'-. . . .  *2). m

Presupunem mai întîi că în x avem Ai (x ) > 0 , i =  1, . . ., m. Din 
acest punct ne deplasăm pe direcţia gradientului funcţiei f(x lt 
spre interiorul corpului

/(*) A * uh (3)
unde am notat pentru j>rescurtare cu .v — (x1: . . xH), x° =  (x°, . . x%),
pînă ce întâlnim unul din planele

ă, {%) 0, i -  1,2, . . ., m, (4)
sau pînă la punctul în care f(x) ia valoarea minimă.

Pentru aceasta calculăm gradientul funcţiei f(x) în punctul x*, 
adică vectorul (Ţ’, . . . ,  ??), unde

eoък (5)

şi alegem semnul din faţa radicalului în aşa fel ca

+  tz°) 
at

adică funcţia f(x) (x = x° f  iz0) să descrească pe această direcţie. 
Calculăm apoi valorile lui t din expresiile

= b „  i 1.2.

adică
Ajî.v0: , г 1,2, . . ., m.t -, L
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Fie
7' min íj >  О.

fi;

Presupunem că ?' este atins pentru i ~  1 şi numai pentru acesta. (Incaz că 
minimul este atins pentru mai mulţi indici, acest pas nu există şi se trece 
dintr-odată la pasul următor.)

Calculăm apoi minimul funcţiei

ЯМ /tv '1 -f fe°).
Fie t" cea mai mică valoare a lui t pentru care g(t) îşi atinge minimul. 
Notăm cu

t o -= min (t), r'0).

A doua proximaţie va fi punctul
X1 Xй -f- T 02°.

Dacă t0 <  r' atunci punctul x1 joacă rolul lui x° şi, prin urmare, 
se trece la punctul xs urmînd aceeaşi cale prin care s-a trecut de la a*
la a1.

Dacă t„ — 7() adică punctul .r1 se găseşte în planul A^a) -  0, 
se consideră suprafaţa de nivel

f(x) = f ( x l)
şi se determină versorul gradientului funcţiei f(x) în punctul x1 după 
formulele (5), luate însă în punctul x1, alegînd şi aici semnul din faţa radi
calului astfel ca funcţia f(x) să fie descrescătoare, adică aşa încît

I —f ix1 -j- tvl)
\Jt

unde prin г — (v\ . . . .  r'J am notat versorul gradient al funcţiei f(x) 
în punctul xA.

Dacă pentru l suficient de mic punctele x =  x1 +  tvl verifică toate 
ecuaţiile sistefnului (1), atunci ne deplasăm în continuare pe această 
direcţie. Pentru aceasta observăm că e suficient să verificăm numai inegali
tatea A,(.r' ş- tv1) > 0 ,  ceea ce revine la a verifica dacă expresia

«uK >  0, (6)

deoarece din A,(a1) > 0 ,  pentru i == 1, rezultă că avem şi АД.г1 r tv1) >  0» 
dacă t este suficient de mic.

Dacă inegalitatea (6) este verificată, atunci din punctul .v1 ne deplasăm 
pe direcţia vectorului zl — v1, ca şi la pasul precedent.

Dacă alk Cv). к 1, . . ., n, C — corist., atunci punctul x1 este 
un punct optimal, căci în acest caz planul A1(a) — 0 este tangent la
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suprafaţa de nivel f(x) =  Дх1) în punctul x1 şi punctele pentru care f(x) <  
<  Дх1) se află în regiunea negativă a planului A1(.r) =  0.

П
Dacă aik vl <  0, atunci ne deplasăm de-a lungul proiecţiei verso-

&= I

rului V 1 pe planul А2(л;) — 0, adică determinăm versorul ri =  (ÇJ, . . Z}„)
din formula

Kl =  +  Âi«iv k =  \, (7)

unde Xj se determină punînd condiţia ca zl să fie conţinut în planul A^v) 
■• = 0, adică

>4
23 ai Â

> 0 .

Din punctul x1 ne deplasăm pe direcţia versorului 21 pînă ce ajungem 
din nou fie la un alt plan de ecuaţie (4), fie la un punct de minim al 
funcţiei Д х 1 +  tz1) în raport cu /.

Să presupunem că procedînd în modul arătat mai sus am ajuns la 
un punct xp =  (xp, . . ., xp) pentru care

\ { x p) =  â.2(xp) =  . . .  — &q(xp) ----- 0, 1 . q <  n,
A,• (xp) >  0, i =  q -f 1, . . ., vi.

Considerăm şi de data aceasta suprafaţa de nivel
f(x) =f(xP)

şi construim versorul gradient vp =  (d(’) . . . ,  vp) al funcţiei f(x) în punctul 
x , orientat înspre interiorul corpului mărginit de suprafaţa Дх) =  f(x ) 
adică calculînd componentele sale după formula

p, k =  1,2, . . . .  и (8)
1хк

± УТХ
şi alegînd semnul din faţa radicalului astfel ca să avem 

; — f(xp tvp) <  0.
d t  Jî = o

Dacă acest versor este conţinut în O, atunci ne deplasăm pe această 
direcţie pînă se ajunge la un nou punct xp >, care este sau punct de minim 
pentru f(x), sau este situat pe un alt plan din planele (4), diferit de primele 
q plane.
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Analitic aceasta se verifică analizând semnul sumelor aikvî ■
*=i

Dacă

£ > « » $ >  °>* =Ä« 1

atunci versorul ^  se găseşte în domeniul O. In acest caz funcţia f(x) poate 
fi micşorată inergînd pe această direcţie şi procedînd ca la primul pas. 

Dacă există un plan Ait(x) =  0 (1 <  t0 <  q), pentru care

Ê v ”'  < 0 >

atunci versorul vp nu intră în Q şi deci nu ne putem deplasa pe această 
direcţie. In acest caz ne vom deplasa pe direcţia proiecţiei versorului 
vp pe muchia comună a planelor Д^я) = 0 ,  . . ., ДP(x) =  0, adică pe
direcţia vectorului zp =  (Zţ, . . Zp) determinat din relaţiile

+  k =  1>2’ •••>; =1 (У)

unde parametrii \ lt . . ., \  se determina din condiţiile
ч

E | " * 4 E  h aik\a>k =  0. i =  1,2, ?• ( 10)

Acest sistem poate fi rezolvat relativ uşor, observînd că dacă notăm 
cu a' =  (aa , й,2> . . ain), i — 1,2, . . ., m vectorii normali ai planelor
(4), determinantul sistemului1: ( _

\ k  =  l
Е Е йл 1 ^ E e <*vî' ( i i )

Sail

E^(a*V)X;-

este un determinant a lui Gramm

1)

[а1 а1) (я^2) 
(й2й1) (й2й2)

{a'vp)

. . (й1#7) 

. . (й2й ?)

( 12)

(й’й1) (й’й2) (й«й*)
(13)
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Dacă notăm cu Dj determinantul corespunzător numărătorului lui
adică

(a1«1) . .. (a1ai~1) (aht11) (alai л) . . . (a1̂ )
Dj =

{aqa1) . . (aiai-1) (aqvq) (a4a> :J) . . (a4aq),

atunci avem
Л, • V  / 1,2, (14)

D

Deoarece în cazul nostru determinantul 1) este diferit de zero, căci 
vectorii я1, a'1 sînt liniar independenţi, rezultă că sistemul (12) este
totdeauna compatibil. Prin urmare z4 se poate totdeauna determina şi, 
dacă z4 =£ 0, atunci se ajunge la următoarea aproximaţie, mergînd pe 
această direcţie, la fel ca şi în cazurile precedente.

Dacă zq — 0, atunci gradientul v este perpendicular pe muchia comună 
a plantelor

\ ( x )  = 0, A2(x) = 0 ,  . . . .  A,(.r) -- 0, (15)

adică aceasta din urmă se află în planul tangent la suprafaţa de nivel 
(X) =  f{xp) şi în orice direcţie de pe această varietate n-q-dimensiotială 

ne-am deplasa, valoarea funcţiei f(x) creşte.
Condiţiile analitice pentru z4 =  0 se obţin din

vţ +  22 =  0, A =  1,2, . . ., n
i=1

înlocuind pe Xj cu valorile din (14), adică avem

Dvţ -  22 Djdjk -.= 0, k =  1,2, . . . .  n, (16)
y-i

ceea ce reprezintă tocmai condiţia ca muchia comună planelor (15) să 
fie conţinută în planul tangent la suprafaţa de nivel în punctul xp.

Pentru a găsi o altă direcţie admisă, considerăm proiecţiile gradi- 
entului vp pe planele (15), care se determină după formule analoge cu 
(7), adică notînd cu л =  (Çj,. . ., Z‘n ) proiecţiile lui vp pe planul ДДж) =  
=  0, avem

(a*vP)

a*a*
î, . , n, l 1, . . . .  q.

Verificăm dacă unul din vectorii z' ne păstrează în domeniul O, adică 
dacă

{a*a') {ahp) — (a'vp) (a'a.i) > •  0 , j  =  1,2, . . . ,  q (17)
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pentru un i fixat. Dacă pentru un anumit i =  i1 are loc (17), atunci ne 
deplasăm pe direcţia z*1. Dacă inegalităţile (17) nu au loc pentru nici 
un * =  1,2, q, atunci punctul xp este un punct optimal, deoarece 
se poate arăta uşor că în acest caz orice direcţie care intră în O este de 
partea exterioară a planului tangent dus în punctul xp la suprafaţa de 
nivel f(x) =  f(xp).

Condiţia analitică de optim în acest caz este verificarea relaţiilor 
(16) şi în plus a relaţiilor

(a'a')(ativp) — (a}vp)(a'aii) <  0, i 1,2, . . q (18)

pentru cel puţin un j t (1 <  ji <  q).
Să presupunem că s-a continuat procesul de mai sus, ajungîndu-se 

ntr-un punct xs în care avem

Ai(*s) =  A2(*s) — . . .  =  (xs) — 0, r O  n,

adică la un punct situat pe planele

A^x) = 0 ,  . . ., \ r{x) =  0. (19)

Considerăm şi în acest caz suprafaţa de nivel f(x) =  f(xs) şi gradi- 
entul V s  =  (i>j, . . ., v'n) al funcţiei f(x) în punctul xs, îndreptat înspre 
interiorul corpului definit de f(x) f(xs).

Dacă versorul vs intră în O, adică

» =  1,2, . . . ,  r, (20)
*=i

atunci ne deplasăm pe direcţia acestui vector ajungînd astfel la un alt 
punct de aproximaţie mai bună.

Dacă printre expresiile

£ ЙЛ  * =  1.2, . . . .  r
k=l

(21)

există cel puţin una negativă, atunci se procedează în felul următor. Fie 
p rangul matricei coeficienţilor sistemului (19).

Dacă p <  n, atunci planele (19) au în comun o muchie w-p-dimensio- 
nală şi se procedează, prin urmare, ca la pasul precedent, cînd prin punctul 
Xp treceau mai puţin de n plane din (4).

Dacă p — n atunci planele (19) au în comun un punct (punctul xs). 
Considerăm toate muschiile determinale de cîte n-l plane din (19) şi proiectăm 
vectorul gradient vs pe aceste drepte. Fie, de exemplu, muchia determinată 
de planele

AiW = 0 ,  . . . .  A ,,-^ ) = 0 .



48 I. MARUÿCIAC, M. RÄDULESCU

Proiectînd vectorul vs pe această dreaptă şi notînd cu zs -  (Ç4, . . ., Q) 
vectorul-proiecţie obţinut, verificăm dacă acesta nu iese din domeniul 
Q, adică dacă avem

22  % ?k >  o, i = n, n +  1,. . . ,r. (22)

Dacă cel puţin pentru uu indice г == î 0 (n i 0 ^  r) are loc inegali
tatea contrară, atunci nu ne putem deplasa pe această direcţie. Dacă 
însă relaţiile (22) au loc, atunci ne deplasăm pe această direcţie ajungi iui 
astfel la un alt punct de aproximaţie mai bună. Dacă relaţiile (22) nu 
sínt verificate pentru această muchie, se consideră o altă muchie, pînă 
se ajunge la una pentru care relaţiile analoage cu (22) sínt verificate.

In cazul cînd pentru nici una din aceste muchii relaţiile (22) nu sínt 
verificate, atunci acest punct xs este un punct optimal. Intr-adevăr, în 
acest caz orice direcţie determinată de vectorul и care intră în domeniul 
îl, plecînd din punctul xs, este o combinaţie liniară de opuşii vectorilor 
proiectaţi zs., j  =  1,2, . . . ,  Cp"1, pe muchiile ce trec prin vîrful ж4, cu 
coeficienţi nenegativi, adică

С Г 1
и =  — 22  ai ^  О, У) а, Ф 0

şi deci produsul scalar
c „~r

(uvs) =  — ^  осу (zw) <  0. 
i - 1

Prin urmare, punctele domeniului LI se găsesc în partea opusă planulu 
tangent la suprafaţa de nivel f(x) =  f(xs) în punctul xs faţă de interioru 
acestei suprafeţe. De aici rezultă că pe orice direcţie de acest fel и funcţia 
f(x) creşte.

Continuînd aşa vom obţine un şir de puncte x°, x1, . . ., xp, . . ., ast
fel incit

/(*°) : /(.vb < f ( x 2) <  . . . < f ( x p) <  . . .  (23)
Deoarece acesta este un şir monoton şi mărginit inferior, de exemplu 

de min f(x), unde U =  Of) [/(*) < /(* °)], x s  14, rezultă că şirul are o
xeu

limită finită în dóméiul O.
Fie \  astfel că

lim xp =  E
p-t CC

Ş!
lim f(xp) =  /(£).

CC
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Să arătăm că punctul 'Í este un punct optimal. I’entru aceasta obser
văm că dacă algoritmul conţine o infinitate de paşi, atunci ç nu poate fi un 
vîrf al poliedrului LI şi deci, pent ru /> suficient de mare toate punctele ,v 
se află pe o acceeaşi muchie n-r -- dimensională a lui ÍÍ, unde 0 < r- 'n .  
însă atunci

JÍ

k î '■ A
sau

Í b f > k(xt) -l- ‘)--/л*{*<)) °-

Deoarece deriv atele parţiale ])rin ipoteză sínt continue, treeînd aici 
la limită, obţinem

lim E  К  (xP) -/М a î l ' *
de unde rezultă că

0 , Ii : 1 , 2 ,  . . .  , n .

Această relaţie arată că punctul ç este un punct minimal şi deci apro
ximaţia л" tinde către punctul optimal căutat.

Observaţie. Cazul în care apar o infinitate de pasi în aplicarea prezentu
lui algoritm poate fi exclus, dacă după ce s-a constatat că după un anumit 
pas punctele de aproximaţie aparţin unei aceleaşi varietăţi a frontierei lui 
11 cu mai mult de 2 dimensiuni, se rezolvă problema de minim cu legături 
cu mijloacele analizei, pentru planele care trec prin această varietate. De 
exemplu, dacă punctul optimal este conţinut pe o faţă a domeniului O n-1- 
(limensională, adică pe unul din planele (4), atunci se rezolvă problema de 
minim cu legături a funcţiei /(л) cu legătura corespunzătoare dată de ecuaţia 
planului respectiv.

'i. Pentru ilustrarea metodei dăm următorul exemplu de rezolvarea 
unei probleme de programare patratică.

К X e ni p 1u. Fiind dat;ă funcţia

/ S e , ,v„ ,v3) . S 2.V0 - 3.A.Í +  2.A, - 4 ax. - 12.V3 4- 8, (24)
ă se găsească 
calităţile

minimul pe punctele domeniului îl determinat de ine-

V(x)  - -'ă :■ 0

-M-v) .V2 >  0 (25).
A3(.v) -V;. f  "
-А И -.A, .A, хя -  1 >  0.

.1 - Hi.-N-j. I ! o , M d A I-:«., u P Ş v u  I 19(56
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Mai întîi calculăm minimul absolut al funcţiei f(x). Anulînd derivatele 
parţiale ale funcţiei f(x), găsim că minimul absolut al funcţiei f(x) este 
atins în punctul (—1, 1, 2), care evident nu verfică sistemul (25).

Ca punct de plecare considerăm originea x° =  (0,0,0). Suprafaţa de 
nivel corespunzătoare este

%\ -f* 2#2 —f- 2%̂ — — 12лг3 - 0
şi vectorul gradient v° =  (—1, 2, 6).

Observăm că
Ai(*°) =  Ай(х°) =; Д3(я°) -- 0,

şi deoarece punctul X й este un vîrf pentru domeniul Q, verificăm dacă vec
torul ii° intră în acest domeniu, după formulele (20). Se constată că avem3

E au v° = — 1 < oA-=l
şi, prin urmare, vectorul v° iese afară din Q.

Conform metodei descrise mai sus, determinăm proiecţiile vectorului t,u 
pe muchiile determinate prin intersecţia a cîte două din cele trei plane : 
Дг(д;) =  0, Дг(ж) =  0, A3(x) =  0.

Calculînd proiecţia vectorului ifi pe muchia determinată de planele 
A2(x) =  şi şi A3(x) — 0, obţinem 2̂  =  (—1, 0, 0).
Avem

X X &  =  - 1  < o ,

ceea ce ne arată că acest vector-proiecţie ne scoate afară din O.
Construind proiecţia vectorului v° pe muchia determinată de planele 

Aj(%) =  0, Д3(ят) =  0, găsim ^  =  (0, 1, 0). Deoarece

E -  1 > o,
A = l

urmează că acest vector-proiecţie este în O, deci noua direcţie pe care ne vom 
deplasa este z° =  (0, 1, 0).

Avem
f(xfi +  tz«) =  2tz -  4t +  8,

deci minimul acesteia este atins pentru t =  ~'0' =  1.

Calculînd valoarea lui t pentru care punctul de pe direcţia 2° se află în 
planul At(x) =  0, găsim tA - t' =  1. Deci t0 =  1. A doua aproximaţie este 
deci X х =  (0, 1, 0), în care avem

/ (x1) =  6.
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Gradientul funcţiei f(x) în acest punct este v1 =  (—1 , 0, в) şi avem

Д ,Н  =  Д з И  =  Д4(^) •--- о.
deci punctul a1 este din nou un vîrf. Se vede că gradientul v1 nu intra în 
domeniul Q. Proiectînd vectorul vl pe muchia comună planelor Дх(л:)=0, 
Д4(ж) - 0, gă im 4  (0, - 1 ,  1) şi

a
E «3*0 » = 1 > o*=1

deci aceasta este o direcţie admisă pe care ne vom deplasa în continuare. 
Avem

/(.v‘ -f te1) = 51- -  12/ A 6

care ia valoarea minimă pentru t x" =  — .
5

Planul A3(v)=0 este înţepat pentru t =  4 - 1, prin urmare t x —4  - 1. 
Astfel al treilea punct de aproximaţie este .v2 = (0, 0, 1). în  acest punct

/(**) -  - 1. (26)

Dacă se calculează gradientul funcţiei f(x) în punctul x2 se obţine 
?!2 =  (—1, 2, 3). Avem

Д^д;2) =  A2(v2) =  Д4(.г2) 0
şi

£ * v r f  =  - 1 < 0*=1

ceea ce ne arată că v2 nu întră în domeniul îl.
Proiectînd vectorul r>2 pe cele trei muchii determinate de planele Ax(a) == 

-  0, Д8(я) =  0 şi A4(v) =  0 se constată că pe nici una din acestea nu ne 
putem deplasa, deci punctul x2 este un punct optimal. Astfel, minimul 
funcţiei f(x) este atins în punctul ,r2 (0, 0, 1).
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МЕТОД PE LIII- 11 ИЯ ЗАДАЧИ ВЫПУКЛОЮ ПРОГРАММИРОВАНИЯ
( Р е з ю м е )

Пусть ï ( xt ,х2, . . . , х„) непрерывная функция п переменных х,, х , ........х,., допус
кающая частные производные первого порядка, непрерывные по отношению ко веем и 
переменными области П п-мерного эвклидового пространства переменных (хр . . . , х„), 
определяемой неравенствами

П
Ддх) ■■ Ь. О, i - 1,2........и. (1)

/: I

Предполагается также, что функция f(x,........х„) является выпуклой функцией
в области 12, т.е. для любой точки х - ( х'1........х* ) из 12 тело, определяемое

í(x , ........х„) <  1(х".........х")

является вьщуклым.
В работе даётся алгорифм, основанный на варианте метода градиента для решении

следующей задачи экстремума: найти минимум функции f ix , ........х„), который удовле
творяет вышеупомянутым условиям на множестве 12,

В качестве частного случая, данная задача 'содержит задачу квадратичного 
программирования, а именно в том случае, когда функция f(x) является квадратичной 
Функцией, положительно определённой на 12.

После описания алгорифма даётся конкретный пример, к которому применяется 
данный метод.

M ÉTH O D E DK R É S O I.E T IO X  DU PROIILÉM F, DK PRO GRAM M A TION CO N V EN E

(R é s u ra é)

Soit ........ ,r„) une fonction de n variables л,, r2........... t„, continue e t a d m e ttan t
des dérivées partielles du 1er ordre continues par rapport à tou tes les ,/ variables dans une région 
12 de l’espace euclidien n-dim ensionnel des variables (ar,...........xn) définie par les inégalités

Î2
A,( T) -- atk x k l'i >  0» >— 1 , 2 , . . . ,  ni. (1)

On suppose égalem ent que la fonction f ( x l ....... ,r„) est mie fonction convexe dans la
région 12, c 'es t à dire que, pour to u t po in t x{) ( x^ ........... v") de 12, le corps défini p a r

/Ф, -, { x >

est un  corps convexe.

On donne dans le présent trav a il un algorithm e fondé su r une v a rian te  de la m éthode 
du g rad ien t pour la résolution du  problèm e su iv an t d 'ex tre in u m  : tro u v er le m inim um  de la 
fonction  /'(.ty, .... x K) qui vérifie les conditions ci-dessus pour l'ensem ble 11.

Comme cas p a rticu lier ce problèm e com prend le problèm e de program m ation  quadratique, 
à savoir dans le cas où la fonction /(a )  est une fonction quad ratiq u e  positivem ent définie pour 12.

I,a  p résen ta tion  de l'algorithm e est suivie d 'u n  exem ple concret auquel est appliquée la 
m éthode décrite.



CONVERGEXŢA METODEI LUI CIAPL'ÎGHIN PEN TRU 
KCUAŢIILK DE TIP  PARABOLIC

tie
i;.

Mai multe lucrări, ca de exemplu 1 j, j3 •, se ocu])ă de extinderea me
todei lui Ciaplîghin pentru ecuaţiile de tip parabolic, în condiţii de con- 
vexitate a membrilor drepţi. Scopul lucrării de faţă este de a demonstra 
convergenţa şirului de aproximaţii succesive fără a recurge la această ipo
teză (teorema 1). Şirul astfel obţinut nu mai este in general monoton dar 
păstrează ordinul al doilea de convergenţă (teorema 2). în teorema 3 se 
dă o delimitare a erorii pentru o aproximaţie oarecare în funcţie de datele 
cunoscute. Rezultatele se pot extinde şi la sisteme de ecuaţii în condiţii 
de valabilitate a ipotezei P. Demonstraţiile se bazează pe o delimitare 
a lui J. S z a r s k i  care face posibilă adaptarea raţionamentelor lui 
Z. K o w a l s k i  din :2j pentru cazul ecuaţiilor de tip parabolic.

Să consideram problema :

"i -  zr, f  /(*, t. г) (1)
2, -  0,

Г

muie Г este mulţimea compusă din punctele ( a , 0) cu 0 <  A' <  y si (0, /), 
iz, /) cu 0 ; t <  T.

Vom nota în cele ce urmează cu A’(a, ß, у) domeniul
0 x ^  л, 0 ^  t <  ß, z I şC у ;

şi cu R (a, ß) domeniul definit de 0 -у a .< a, 0 - / <  ß. Vom presupune 
de asemenea că / ( a , t ,  z) este continuă pe R(a, 7‘, oc).

IPOTivZA Я. Să presupunem că funcţiile /  şi / .  sínt continue pe R(y,T, er) 
şi astfel ca pe acest domeniu să fie satisfăcută următoarea condiţie 
a lui Lipschitz :

/ г ( д ,  t ,  h ) ( v u )  - f-  / ( a , t ,  h ) -■ f z { a , / ,  u ) { v
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Ly şi L2 fiind nişte constante. Să presupunem de asemenea că există cons
tantele A, B, astfel ca pe R(a, T, 0)

f ( x , l , 0 ) \ ^ A ,  \f.(x, t> 0) \ £ B .
Să notăm M =  max { Lx -f- L2, B }, N  — max {2aL2, A r a B } ; şi fie 
s(t) soluţia problemei :

/  -  My  4- N  y{0) =  0, ( 2 )
iar I intervalul [0, T'), 'Г T, pe care s(£) a. Evident T  > 0 .

Vom defini acum formal şirul aproximaţiilor succesive zn{x, t ) ;n =  0, 
1,. . . prin

—— ^H-rl 
z t *xx

z°(x, /• .0

f.  (U t, zn) (2”+1 (3)

.2"+1 0 n =  1, 2,. . . .
г

Următoarea lemă ne arată că acest şir de aproximaţii succesive este de
finit pe un domeniu convenabil ales.

Е клГА i . Fie satisfăcută ipoteza H. Atunci pentru orice и şi [0, ou
zn{%, t) ; fC, s(t), t ţ l .

Demonstraţie. Vom folosi metoda inducţiei. Afirmaţia este evidentă pentru 
n =  0. Pentru n =  1, ne folosim de teorema 2.1 a lui Szarski [6]. într-ade- 
văr, z ° este soluţia problemei

=  0 
г

I f z(x, t, 0)u(x, t) \~ f{x, t, 0) I В \ и ; U A.

Urmează, deci, că ! z1(x, l) | este mai mic decit soluţia ecuaţiei :
v' : By -j- A, y(0) -0

care la rîndul ei este majorată de soluţia s(t) a lui :

y' ~  My +  N, _v(0) =  0.

Să presupunem proprietatea adevărată pentru n. în acelaşi mod atunci, 
deoarece,

f t(x, t, zn)(u — z”) 4- f(x, t, z”) \ < ,  B \ u  \ +  Ba 4- A
rezultă :

I z»+i Q j s(i) c.c.t.d.

Din lemă urmează că pentru (x. i)ç[0, a] X I aproximaţiile zn (x, t) 
sínt definite, deoarece z (x, t) a.
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Eiî.ma 2 . Să presupunem eă şirul de funcţii wn (t), tel ,  wn (0) =  0, 
n = 0, 1, . .. are următoarele proprietăţi :

1c w0(t) =  2s(T) t e I .
2° wn+1 (t) este soluţia problemei :
v' =  Lxy +  L 2wn (t), y(0) =  0 ; (4)

în aceste condiţii :

a) w„ (t) : > o t e i  n  = o , i , . . .  .
b) wn {() ^  œ,,...! (t) > o  tei n =  o , i , . . . .
c) w'„ (t) ^LiW„{t)  — L2wn (t) tel  n =  0,1, . . .
d) wn (t) 0 pentru n —> o o  pe orice interval închis din /.

Demonstraţie. Din 1 ° şi 2 ° se vede că şirul este perfect determinat 
pe I  de s(t). Evident w°(t) ^  0. Presupunînd wn^=e0 rezultă prin înlocu
irea lui 0 în (4) că şi î. , - 0. Punctele b) şi c) le demonstrăm prin induc
ţie. Avem :

w„ =  Mw0 4- 2 N  Lxw 0 +  21..,a ■ ■ Lxwn ~T

Din acestă inegalitate se observă şi că ;r0 : wx pe I.
Pentru u\ avem ;

- L1w1 +  L2w0 L 1w1 L2wx
şi de aici wx De w2 pe I.

Presupunînd proprietatea adevărată pentru n să o demonstrăm pen
tru n b 1.

w'n+ 1  ---= LiWn, 1 -f L2 wn Г> I. , re, i L2 w„ , t 

şi deci wn . » ,+ 1,
Pentiu a demonstra punctul d) să observăm că din (4) şi b) rezultă 

că ’w'Jt) w’n+i{t) i > 0  pe I  şi prin urmare pe orice interval închis Г  
conţinut în I  şirul w'n{t) este egal mărginit. De aici rezultă că şirul wn{l) 
este egal continuu (el este evident şi egal mărginit), ceea ce implică uni
form convergenţa către o funcţie w(t) pe Г . In consecinţă w'n{t) —Ï w'(t) 
pe orice interval închis Г  С I ■ Ea limită din (4) urmează :

w'{t) =  (Lx +  L2) w(t), w{0) =  0,
şi deci w(t) =  0, c.c.t.d.

în continuare introducem operatorul :
у =  T ( u ;  / ) ,
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definit prin relaţia ü’(.y. /) -- </(.v, /) -f- r(x, /). unde
t 1

1 ,\ 1 Г f C.v/4 ;.r - î)-/4U ,Y, /-
И  ' V — ■..........
О О

iar í/(.v,/) este soluţia problemei :

z))d'íd~.

Z, =  -  r(.Y,/). 
Г

Proprietatea A. Orice soluţie continuă a ecuaţiei c T(z ; /)  este <» 
soluţie regulară a problemei (1) pe A :(a, T).

Condiţii pentru îndeplinirea acestei proprietăţi se găsesc de exemplu 
în lucrarea 3 .

T e o r e m a  1 . Să presupunem că proprietatea P  are loc şi că problema 
(1) are o soluţie regulară unică pe R T ' ) .  Atunci în condiţiile ipotezei 
II pe orice domeniu A' (a, T") C R° (a, T'), (7" • /') şirul de
aproximaţii succesive :„(.v, /) definit de (3) converge uniform către so
luţia problemei (1).
Aici prin soluţie regulară s-a înţeles ca de obicei o soluţie a problemei (1) 
care este o dată continuu derivabilă în raport cu t şi de două ori continuu 
derivabilă în raportcu v, iar R : (a, ß) este domeniul închis 0, a : X f0,ß .

Demonstraţie. Să demonstrăm că pe domeniul R~ (a, T") sínt îndepli
nite condiţiile criteriului lui Cauchy. Vom delimita

j z/’ix, t) — Z'>(x, t) I ,

unde p, < / 0 sínt arbitrari.
Din berna 1 rezultă că

I zP (.V, /) -  z"(x, /) I wn(t) t ţ l ,
căci fiecare termen e mai mic ca ${t).
Să observăm acum că :

1/Д.Г, /, zP ')(V -  V ') 4 / ( ax /, zP >) - M x .  t. z'1 •)(*« -  U >) -  
— f{x. t , A) I <  AI I zP — z" i +  L2 I z>’ 1 — zJ 1 , 

pe R° («, T).
Fie p, < / 1. Kvident . z1’ 1 — z'1 1 | fC, w0(t), t Ç I. Urmează că pentru 
membrul întîi al lui (4) avem delimitarea :

Ly I z>' —zq I +  L.2w0
si conform teoremei lui Szarski :

, ~p ~  z‘! \ u'i (0 l)e R {y.. T'}.
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Să admitem acum că pe acelaşi domeniu, pentru p, qTZ n :

; A -  A !<= wn {!)■
Atunci membrul întîi al lui (4) se delimitează prin :

Li i A - - 1 -h Lo w„
şi conform aceleiaşi teoreme a lui S/.arski, avem pentru p, q ^  n -j 1 :

De aici rezultă convergenţa uniformă a şirului z (x , /) pe orice d o m e n i u  

R («, 1'") către o funcţie continuă Z(x, t). Evident, atunci

К  ■•■-/=(A4 I, :в)(~я :| - - A  +f ( x ,  /. z11)
va converge către /(.v, /, / ) .  Să arătăm că Z coincide cu soluţia regulară 
z. Avem :

zn = T(zn, hn, 0)
şi prin trecere la limită :

A 7 1/, / . ( m

Conform proprietăţii P, Z — z, c.c.t.d.
T korjvUa 2 . Să presupunem că pe domeniul R (а, T")  C  A'‘■(a, 7 ), 

zn(x,t) converge uniform către soluţia problemei (1), şi că f z şi f zz există 
şi sínt mărginite pe acest domeniu. Fie К şi / /  două constante astfel ca :

!/ Д /  /, ;) j А , К  ; I M - C  t. :•) : <  H

Fie şirul z, ((), t 6 0 .7 ' definit astfel :

■- Á)
l

~n : 1 (7) ■ Я Jj ehU zj:(s)ds.
O

în aceste condiţii :
! ф:, /) - zH (X, l) ; Tn (t), pe R" (a, T").

Demonstraţie. Pentru n — 0 afirmaţia este evidentă, căci | z(x,t) j s(/) 
şi c° (v,/) 0 Pentru n ----- 1.

Í < f l\\ -...j z \-a I , v)~ 1 -  (fix, 1,0) t A V, i, ~Ox-

- ■  "l! - / Á D  A 0) 2,, T Л ( V, /, 02) ~ -Ox-

+  A(x,  1, Ö2) 2 -  f z{x, / , 0 ) 2  r /i(:r, ÎD))(Z

0 <  0 <  1
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Comparînd cu soluţia nulă a lui :
щ — uxx =  0 и I =  0,

T

primim în acord cu teorema lui Szarski, din delimitarea
fjyx, t, Oz) z — f s(x, /, 0) 2 +  f z (x, t, 0)(г — Zj) \ <,

<= К  \ z — zx \ +  H z-,
e/.ultatul z — zx j Tj (t), căci (t) este soluţia problemei :

y' =  Ky -i- Hz’l , _y(0) =  0.
Presupunem acum proprietatea adevărată pentru un n oarecare.

iar

di - —' 1 -Mx,t ,z„)(zn+1ÔX1
., -  0,

- / ( * .  Z n )

d(z zn+-y) d2(z 1 ;
dt d x 2

+  Мх, t, zn)(zn+1 -

t, ZI - / ( * .  t> Zn) 

z) +  f z(x, t, zn)(z -  z„).

Membrul al doilea se delimitează din nou în valoare absolută prin :

K \ z — zn+1 I +  j H z — zn \2 -X; K  > z — ;-i 1 K t- (()
şi deci

 ̂ •- ~„;i Sä V i l  W-C.C.t.d.
CoNSrîctxţa 1 în  condiţiile teoremei 2 există un num ăr natural 

p, asiei ca pentru n >  p.

I z(x, t) — zn (x, t) Pe (K> î  ) >

C fiind o constantă independentă de n.
Demonstraţie : Să notăm  :

G =  HeK1", Cx - - 1 ‘l H T " e ‘ ‘ z = 1.2 T".
Avem atunci :

i

t„+iW <  t* (s)ds

Fie p  un număr natural, astfel ca тp(t) <  Cx pentru iç  [0. T"}.  Un 
astfel de p există în virtutea convergenţei uniforme către zero a lui xn(t). 
Să admitem acum că pentru un n oarecare,

A «  <  Ci [s t T 1
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şi sâ arătăm că inegalitatea subzistă şi pentru n +  1. într-adevăr :

Reamintind eă s =  1/27'”, găsim :

Notînd în fine 2/>!1C1 =  C, sîntem conduşi tocmai la delimitarea căutată.

T e o r e m a  3. Să presupunem că pe domeniul R° (a, T") C R° (a, T'), 
""(x,t) converge uniform către soluţia problemei (1) şi că f.  este mărginit 
pe acest domeniu. Fie s(t) o funcţie continuă, astfel ca pe domeniul

s l 2 B - /1 + i _ a d s  =

0

Deoarece GC± =  £ şi _  1 >  1,

unde x(t) este soluţia ecuaţiei :

x'(t) -  Kx{t) +  2Ke(t) x(0) =  0,

К  o constantă, astfel ca

(x,t) e  R° («, T"), \ z \ ^ a .

Demonstraţie. Avem :

(5)

şi deci conform lemei lui Szarski :
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C o n s e c i n ţ a  2. Cu ajutorul constantei H  se poate da o delimitare 
care să reflecte mai bine ordinul de convergenţă.
Intr-adevăr, din (5) putem primi :

! (f:(x, t ,  Zn)(z„.tl -  Z„) -"/ÍV, l, Z„) - f ( x ,  t, Z)

^  i f:.(X> 0 ~J (-« l — Z„) — f-(X' 0 T  0 fo, 1 - - . 1 — ~„) +

f :{x, t, z 0 (:„ г -  z j j { : : , — ,;) [ =

=  , ! -  ţ ,))0(ţ ; : , -  4  f :{x.t,z — 0(c„ . zj){z„ t -  z) î<L

<1 Hz2 (/) -  К  '■ zn ., ----- z I ,

iar x(t) se poate lua ca şi soluţia problemei :

x' — Kx  -j- Hz2(t) ;v(0) =  0.
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СХОДИМОСТЬ МЕТОДА ЧАПЛЫГИНА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

( Р е з ю м е )

Целью работы является доказательство сходимости последовательности а ппрок 
симаций (3) без предположения выпуклости правых членов (Теорема 1). Полученная 
таким образом последовательность не является вообще монотонной, однако сохраняет 
второй порядок сходимости (Теорема 2). В теореме 3 дается оценка погрешности для 
какой-либо аппроксимации порядка и, зависящая от известных данных. Результаты 
можно распространить и на системы уравнений в условиях верности гипотезы Р. Дока
зательства основываются на одной оценке И. Шарского [6], которая делает возмож
ным приспособление метода 3. Ковальского (2] к случаю уравнений параболическою 
типа.
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TH H  COXYKRU. KXCK OI '  СИЛ PI,  Y Г. I X ’S MICTHOI) TOR THI i  K O b AT i O XS  Ol-
T A R A H O U C  t y p t ;

( vS u in m а г у )

The purpose of th is paper is to  d em onstra te  the convergence of th e  sequence of successive 
approx im ations (3) w itliout supposing the convexity  of th e  rig h t m em bers (theorem  1). The 
sequence th u s  o b ta ined  is no t m onotonie in general, b u t it preserves th e  second order of con
vergence (theorem  2). The th ird  theorem  yields an estim a te  of the erro r for an approx im ation  
of some order n, depending only on the  known d a ta . The resu lts  can be also ex teu d en d  to sys
tem s of equations in conditions of valabi l i ty of the  P hypothesis. The proofs are based on Szar- 
sk i’s delim ita tion , (в) which m akes possible the  ad ap ta tio n  of Z. K ow alski's (2) a rgum ents to 
the  case of equations of parabolic  type.





ASUPRA APROXIMĂRII FUNCŢIILOR CONTINUE 
PRIN POLINOAME BERNSTEIN

do

KHItiOK MOLDOVA*

J. ln 1912 S.N. B e r n s t e i n  , L; a dat o nouă demonstraţie teo
remei lui K. W e i e r s t r a s s  de aproximare prin polinoame a funcţiilor 
continue pe un interval închis [a,b]. Nu se ştirbeşte cu nimic din generali
tate dacă se consideră a =  0 şi b =  1, adică intervalul [0,1]. Astfel, 
considerind funcţia f(x) definită şi continuă pe intervalul j0,l], demons
traţia teoremei amintite decurge elegant utilizîndu-se polinoamele speciale

В Д  ( 1 )

unde

( 2 )

Fie, acum, funcţia f(x) definită pe intervalul [0,1] şi continuă aici 
împreună cu derivatele de ordinele care vor interveni în consideraţiile 
noastre. în 1932 S.W. W i g e r t  [6] a demonstrat că pe intervalul [0,1] 
are loc în mod uniform

lim B{; \x )  =  f \ x ) .

Notînd cu (ù, (8) modulul de continuitate al derivatei de ordinul r a func
ţiei f{x), adică

<or (8) =  max |/M(*) -  \ (x,y € [0,1], 8 >  0), (3)
X  —  y \ < 6

T. P o p  o v i c i u  j2] a dat, în 1937, o nouă demonstraţie rezultatului lui 
W i g e r t ,  stabilind inegalitatea
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ruule

A M r(f) -- sup ;/'•'>(.v) I (5)
0.1

In două lucrări mai recente 4 , |’5] D.D. S t a u e n  a îmbunătăţit  
această inegalitate, utili/.îml o nouă metodă. Astfel în ’4 ’ se stabileşte 
inegalitatea

Ş/'(.v) -  B\ï'{x) C v- ' - 1 f ) со,. I 1
2 у» ! ! V«

r(r
(«)

Apoi în lucrarea o : D.D. S t a n c u a demonstrat eă ordinul de aproximare 
dat de această inegalitate în general nu poate fi îmbunătăţit.

în această lucrare1 ne vom ocupa de inegalitatea (4). Vom extinde, 
cu ajutorul unei metode a lui I’.C. S i k k é  m a  3 j , rezultatele autorilor 
mai sus amintiţi şi vom obţine o îmbunătăţire a rezultatelor acestora.

2. începem prin a da o evaluare diferenţei

li:(x) I (?)
Xotînd

c m - f ,  - m i , , m

avem
n r

Kn'{x) r \C{n,r)Y^Kpn rj(x), (9)
! - <1

unde Ar înseamnă diferenţa divizată

U il )1
Considerînd polinomul

Pi'{x) - 1 B,l (.v), (10)( {U, Y)
putem scrie

f " ( x )  -  b ;'{x) ~-=/:,,(.v) -  Р)Г(Х) - 1 - C ( n j )  K ( X )

Vom folosi în continuare formula de medie generalizată

1 Рге/л-ntul s tudiu  ne-u fost p r o p u i  (}'• S t a n  o 11 e.'u aia  îi e x p r im a m  m u lţu m ir i le
n oastre  sincere.
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inegalitatea cunoscută

şi identitatea

1 -  C(n,r) r(r

2  n

<--- o',PUX) =  l -

Găsim că

/V ( aj = : E / ir) (— ■' 1  P« -л * )  ; <  м д  a
j I « V « )

unde M T (/) are semnificaţia dată la (5).
Putem scrie

iïv(x) <  ) -- P(r\x )I +  ^  _ —2«

De asemenea avem

-  P {n \x)  < E i / in(* )  ( t +  0i , , ) j  P»-r.i(x)>“0j l л Л
-G

n —f

E«,(0 V
i + 0,

p r -  r,,(x).

Titiînd seama că
г +  0, r

X ----------------
n

1 x  _------ +  -; n - r n

A' -- : I — 0,11 <
n — r n \n  -  r■(--- o,)|- r / I

Ö; i < I A  —  ‘ -  I-
n  —  r \  n

inegalitatea (16) devine

\ f{,)(x) — P»(( ^ ) | < E “ rf *=0 I W — r Í «

( 12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

Aici am avut în vedere faptul că funcţia o>r (â) este nedescrescătoare. 
Vom folosi de asemenea inegalitatea

o>r(a) <  | l  +  ^ Jwr(S),

5 —  B a b e ş — B o ly a i;  M a th e m a t ic a - P h y s ic a  1/1966
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prin ]a[ înţelegînd cel mai mare întreg pozitiv care este strict mai mie 
decît a. Considerînd un număr 0 <  § -O 1, vom avea

\ f \ x )  -  P ‘r)(*)j <  cof(S) 1 +  £
i'-OJ

i r
X  — 4*

n  —  r n
p n - f . i { x )

a
<

“ r P i j l  + 7 E  I X ----- H- - - - 1 pn-r,i(x )\ >
I Ъ *=..-() , n -  Y n  J j

(19)

unde accentul înseamnă că însumarea se face numai pentru cazul
Г

"h
n  — r n

deoarece în cazul contrar termenii sumei sínt egali cu zero. Mai departe, 
ultimul termen al inegalităţii de mai sus devine

\f[r\x) -  P"{x)i îS. <or(S) | l  +  -  +  -J-E' * -  — -  Рп-'Лх)\ ■ (20)
( n o  b  t = o n  —  r  J

3. Alegem pentru 8 valoarea convenabilă

8 =  - p U  +  -  •
V П — i П

Notăm cu k valoarea cea mai mare a lui i pentru care mai este satisfăcu
tă inegalitatea

n  — r  V» — r

Evident, întregul pozitiv k are valoarea

k =  ]x(n — r) — У и — r[.

( 21 )

(22)

Notăm de asemenea cu l cea mai mică valoare a lui i pentru care are loc 
inegalitatea

x >  ,
n  —  r  y n  —  r

Aici
I =  [x(n — r) -}- Vw — z +  !]•

(23)

(24)

Euînd în considerare notaţiile şi precizările de mai sus, adică relaţiile (22) 
şi (24), suma 2' ce intervine în inegalitatea (20) se poate scrie astfel

E '-E  + E (25)
i - 0  Í---Ü i —l

Dacă k <  0 sau (şi) l >  n — r atunci suma respectivă este egală cu zero.
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Pentra calculul celor două sume din egalitatea (25) folosim urmă
toarea lemă.

Lemă. Fie m >  1 un număr întreg. Au loc următoarele relaţii :
a) Pentru 0 <  k <  m şi — <  # <: 1 avem

m

k

—Ip,K.i{x) =  I'"  ̂ Ti+I(l — x)m~k (26)

b) Pentru 0 <  l <c m şi 0 <  X <  — avem
m

m
p m , i ( X) =  _  X ) m~ l + l (27)

Demonstraţia acestei lerne este imediată (vezi [3]).
5. Utilizînd Ierna enunţată la punctul precedent, relaţia (25) devine

' 4**!-‘(1 -  x)n~’- k +
к I

n  — r  —  1 

l -  1 X l ( l  — x)n~'~l+1

Acum, inegalitatea (20) se poate scrie astfel

i/ " m  -  i - r w i  «  » ,  +  - )  ■ j 1 +  +  — ^ .
\ y t l  —  Г 11 )  I n  -j- r \ n  —  r  n  +  r \ n  —  r

V«— ( 1 j *i+,(i -- A + (K F  T ~ )} •  ̂ ^(

‘Г П 0 dacă k <  0 si W _ f _ J
/ -  1 0 dacă / >  n —r.

Se observă că funcţiile

**+'(1 -  ”  r “ 1 j **(l-^ )«-f- ,+1 (29)

prezintă salturi pentru acele valori ale variabilei x pentru care mărimile

x(n — r) — У я — г, я (я — т) +  У» — г -f- 1 (30)
sínt egale cu un număr întreg. Evident, pentru valorile lui x pentru care 
mărimile (30) nu devin întregi, funcţiile (29) sínt continue.

Introducem funcţia
0 dacă 0 ж <; (w — r)_1'!

* xh+i{\ — x)n~’~~k dacă (n — r)~,/s <  x <  1
(31)



68 GRIGOR MOLDOVAN

Această funcţie este de fapt primul termen din paranteza acoladă a inega
lităţii (28), unde s-a considerat k >  0, adică x(n — r) — ~\Jn — r >  0, 
deci X >  (n —

Al doilea termen, din parantezele amintite, se poate scrie 

(” 7 Г T *) X^ 1 ~  х)п̂ ‘ + 1 =  j” “ ' “ jj V(1 -  x)n-r-i+i

sau dacă notăm k' =  n —r ~ l  avem

(” 7 r 7 ') *i(1 _  л;)И~ " г+1 =  (” _ [ Г  *) y k'+l(l -  У)п~г~к' (32)

unde у  =  1 —л:. Vom arăta că k' >  0 revine la 3/ >  (w— într-ade- 
văr,

k' ~  n — r — [x(n — r) -f V« — r -f- 1 ] =

=  n — r — [» — r — (y(n — r) — У« — r — 1) ] =

Iy(n — r) — У и — r — 1 dacă y(n — r) — ţ/и — reste întreg 
l [у(и — r) — \/« — r] dacă у (и — r) — ţ/и — r nu este întreg

deci

k' — n — r — I =  ] y(n — r) — У« — r [ .  (33)

k'^.0 înseamnă y(n —r) —Уи — r >  0 sau _y >  (w — r)~‘6 ceea ce tre
buia arătat. Această condiţie se obţine de altfel şi dacă ţinem seama 
că l <  и —z, adică x(n—r) 4- yjn — r <  n — r. Mai observăm că pentru 
x =  у  avem k' — k. Din cele arătate aici rezultă

FhJ- n»,,(1 -  X )  =  ( я г ^ F ( l  -  %)»— '+'

şi în fine

\ f ir](x) -  Р ‘г,(*)| <М/

(34)

(35)

<  «r - 1 -  +  A
ţ/n  — Г n

1 +  +
i + z Уn — r n  +  г Vй — z

у  и — г{р*,,(ж) +

+  F U I  -  ж)

Dacă notăm

•SÍL, (ж) =  У «  — r { F Í , { x )  +  Fn,r( 1 — x) } (36)
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Şi

putem scrie

M \r =  sup S „ A X)
[0 ,1]

l / , r )  ( * )  -  * » ' ( * )  I <  * > , ( - p L _  +  - ) - { !  +  - r 4 =  [r V
\  V n  —  г я / l «  +  f  y »  — r  I

8. P.C.S i к к e m a [3] studiind funcţia

0 pentru 0 ,r Ç nr' '

| w 'J xk+1(l — pentru w • ‘ > <  ,r <

« — r t-n-

P,„(x) 1

cil A =  ] vix — yjm [, a demonstrat că

unde

max sup yjm{Fm(x) +  Pm(l — x)} =  S
0<-r<l

20983 У б -  47022

46656

(S =  0,093785...).

(37)

(39)

(40)

Această constantă se obţine calculînd valoarea funcţiei, a cărei supremum 
s-a luat în considerare, pentru m =  6. După cum s-a demonstrat egali
tatea precedentă este adevărată pentru orice m, număr întreg pozitiv.

7. Funcţia FknA x) introdusă de noi (31) are aceeaşi expresie analitică 
cu funcţia (39) studiată de P.C. S i k k é  ma,  dacă notăm n —r ~ m ,  

Ţinînd seama de această precizare şi de egalitatea (40), avem

\ f ](x) в ;  (xi

r { r  -  1 j 

2 n
М А Л - (41)

8. Din inegalitatea (41) pentru r =  0 obţinem inegalitatea 

/(* )-  BJx) < (1  + S )  <■> Ц ] ,

care a fost stabilită de P.C. S i k k e m a  şi care a apărut cu o îmbunătăţire 
a inegalităţii lui T. P o p o v i c i u

l / W - n . W  | < { < о ( 4 = ) .
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De asemenea pentru r — 1, obţinem din (41) inegalitatea

\f'(x) -  ß i ( r ) |< { l  H------- y .... (V« -  1 +  «s )f 'I n  \jn —  1 I i y w — i « '

De remarcat aici este că termenul al doilea nu mai apare şi deci ауеш 
oi expresie mult simplificată a membrului doi din inegalitatea (41). ;

9. Dacă-1 considerăm pe S 
3,5 se obţine din (20)

1
y a r

'II rD)

atunci urmînd calea de la punctele

!/'"(*) -  Pn (x)

Vr  \ J n  —  r

unde

>7ч,(*) =

+  Vn ~ r  {' f.n.r(x) +  ■ f„ . ,(  1 •-*))!  0i r I ) ,
\ \  u  -  r j

dacă 0- :.v,. ' - -- şi 1 ------r > 0
Yn r n Yn — r n.

f u  — r ~  1 I

k I dacă ------ — r ' г • . 1 şi-^Lzr-----Y  n  —  r  n  Y  n  —  f  n

хкл-1{\ — х)п '-'к „ . , . 1  rdaca ü í i r í - l  ş i -------------У« — r

> 0

< о

si к x(n — r) -f 'sjn—r r(n - r)| 
n

Notînd

/Ця„.г=  SU]) \n  ~r{> f Kn,r{x) -f —x)),

primim inegalitatea

f \ x )  -  BX'(x)

i ■ ; 'П\ Л o ,/  1 r(r -  i) ,
1 У n — r

10. Dacă f r){%) satisface condiţia lui TJpschit/., adică 

f r)(x) r S( v ) : . :,1 л: y !1.

(0 <  7. 1. .! > 0)

atunci

М Д /) .

wr(8) <  -t- 8“
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Prin urmare inegalitatea (41) capătă forma

\ f \ x )  -  B îix ) ’ : K „t, A i  1 +  - f +
\ y n +  r n  )

-  1 ) 
2« Mf(/)

unde
K n r == 1« » Г + Г Y« — У (ryjn—r -f- «S).

Din această inegalitate avem posibilitatea să determinăm valoarea lui 
n pentru care obţinem o aproximaţie dorită a funcţiei date prin polinomul 
Bernstein ataşat ei.
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ОТНОСИТЕЛЬНО АППРОКСИМАЦИИ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ ПРИ 
ПОМОЩИ МНОГОЧЛЕНОВ БЕРНШТЕЙНА

( Р е з ю м е )

В работе устанавливается неравенство (41), в котором улучшен коэффициент 
умножающий порядок аппроксимации производной порядка г функции f ( x )  на 
производную порядка г присоединённого к ней многочлена Бернштейна.

Использованный автором метод основывается на результатах, полученных 
Л . К.. Сиккема, Д.Д. Станку и т. д.

S U R  I / A P PR O X IM A T IO N  D E S  PO N C TIO N S C O N TIN U E S PA R  L E S  POLYNOM ES
B E R N S T E IN

( Résumé)

L ’a u te u r  é ta b lit l ’inégalité  (41) dans laquelle  ou  a o b ten u  une am élio ra tion  du  coefficient 
qui m ultip lie  l ’o rd re  d ’appro x im atio n  de la dérivée d ’ordre  r de la  fonction  f ( x)  p a r  la dérivée 
d ’ordre r du  polynôm e B ernstein  qui lui e st a ttach é .

Le procédé em ployé ici s’appuie su r U s ré su lta ts  ob tenus pa r P  ,C, S i k k e m  a, D . D.  
S t a n c u  etc.





ELEMENTELE FOTOMETRICE ALE CEFE II) EI S Y  PISCIUM

llr
VASii.K гнксш:

Steaua SY Piscium este o variabilă de tipul RR Lyrae. Unica cerce
tare asupra acestei stele este cea a lui S h a p l e y  şi H u g h e s  [2]. Aşa 
cum rezultă din O.K.P.Z. [1], ei au stabilit următoarele elemente ale 
variaţiei de lumină :

Max. hei. =  D.J.2425180,30 +  0*. 67354E, (1)

cu o variaţie a luminozităţii între 12,4 şi 13,8 magnitudini fotografice.
Pe baza planului de colaborare cu Observatorul astronomic din Odesa, 

variabila SY Piscium a fost introdusă în programul Observatorului astro
nomic din Cluj. Astfel între 7 octombrie 1963 şi 11 ianuarie 1964 s-au 
efectuat 248 de expuneri de cîte 10 minute, cu ajutorul telescopului Newton 
(F =  250 cm, I) — 50 cm.) pe plăci Isopan 1\ sensibilizate cu o soluţie 
de alcool, utilizîndu-se un filtru Schott G G 11. S-au obţinut astfel 248 
imagini fotovizuale ale variabilei. Observa
ţiile au fost efectuate de colectivul Obser
vatorului (Ureche 42%, Popa 34%. To- 
doran 12% şi Mihoc 12%).

în vecinătatea variabilei am ales 8 
stele de comparaţie, notate cu a, b, c, d, 
e, f, g, h (fig. 1). Pentru determinarea 
magnitudinilor lor fotovizuale, pe 6 plăci 
Isopan I' sensibilizate, utilizînd filtrul 
Schott G G 11, s-a fotografiat Secvenţa 
Polară de Nord şi regiunea variabilei SY  
Piscium. înnegririle stelelor de compa
raţie le-am măsurat pe plăci cu ajutorul 
unui mierofotometru fotoelectric M  Ф — 2.
Curbele caracteristice ale plăcilor le-am 
trasat cu ajutorul a 21 stele standard 
din Secvenţa Polară de Nord cu magni
tudini fotovizuale precis determinate. Eroa- 1' i

A s  вО Ь°166 
B * B Ù  U°158°

. !. H a r t a  recnu L.i v a r ia b i le i
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rua de seară s-a eliminat prin medierea rezultatelor. Astfel s-au obţinut 
următoarele valori pentru magnitudinile fotovizuale ale stelelor de com
paraţie, corectate de extincţie :

Tabel 1

S te au a ! in pv 1 E ro a re  m edie p ă tra tic ă

a
1

12,31
!

■4-0,02
b 12,38 ± 0 ,0 3
C 12,42 ± 0 ,0 2
d 12,62 ± 0 ,0 5
e 12,97 ± 0 ,0 3
f 13,10 4-0,07
к 13,60 4-0,04
il 13,84 -0 ,0 3

Dintre acestea s-au utilizat mai ales stelele a, d, e, f, g.
Pentru determinarea magnitudinilor fotovizuale ale variabilei, înne- 

gririle imaginilor ei le-am măsurat pe plăci cu acelaşi microfotometru 
fotoelectric. Curbele caracteristice le-am trasat cu ajutorul stelelor de 
comparaţie date mai sus. S-au obţinut astfel 248 valori mp,„ ale căror 
momente corespunzătoare au fost reduse la centrul Soarelui cu ajutorul 
tabelelor lui Prager. Momentele astfel reduse şi magnitudinile corespun
zătoare sínt date în tabelul observaţiilor individuale (tabel 4).

(Irupînd observaţiile după fazele calculate cu ajutorul elementelor 
(1) s-au format 38 de puncte normale, date în tabelul 2, în care prima coloa
nă reprezintă numărul de ordine al punctului normal, a doua faza cp, a 
treia magnitudinea fotovizuală mh.,, iar a patra numărul de observaţii 
individuale incluse îutr-uu punct normal N.

Pe baza tabelului 2 s-a construit curba medie de lumină, reprezentată 
în fig. 2. Din curba medie de lumină se observă că luminozitatea stelei 
,SV Piaci iun variază între M - 12,46 şi m == 13,43 magnitudini fotovizu
ale. Maximul în curba de lumină este ascuţit. Asimetria în fază a curbei 
de lumină este

' - ?{M) -  o (w) -  <>'\ 160 
iar asimetria în magnitudine

Г - , m , i _u -- — (M 4- m) = ()”», 39
• 2 7 i 2

De aici rezultă ea variabila SY Piaciam aparţine clasei eefeidelor de tip 
KR  byrae, subtipu! RR„ .

Iu curba medie maximal are loc la faza -- (F,416 fiind astfel 
deplasat cu aproape o jumătate de perioadă faţă de elementele (1). S-a 
ivit astfel problema de a determina noi elemente ale variaţiei de lumină, 
întrucît maximele variaţiei de lumină se produc cu aproximativ 6* 41’* mai
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tîrziu decît indică elementele (1). Astfel pe baza observaţiilor obţinute am 
determinat momentele a 10 maxime, prin metoda lui Pogson pentru maxime
le cu observaţii pe ambele ramuri şi cu ajutorul curbei medii pentru maxi
mele cu observaţii pe o singură ramură a curbei de lumină. Maximele 
observate sínt date în tabelul 3, în care prima coloană reprezintă momen-

"V

12M

m

>3,2

0 P0  02 0,t+ 0 6  0,8 1,0

F' i g . 2. C urba medie de lum ină.

tul observat al maximului, a doua numărul de observaţii pe ramura ascen
dentă, a treia numărul de observaţii pe ramura descendentă, a patra pon
derea p, a cincea diferenţele O^C (momentul observat minus momentul 
calculat), calculate cu elementele (l), iar a şasea diferenţele O —C2, calcu
late  cu noile elemente (2), care au fost determinate pe baza maximelor 
din acest tabel. Noile elemente au fost determinate prin metoda celor 
mai mici pătrate şi au fost următoare :

Max. hei. =  D. J. 2438314.6085 i- O, 673573K (2)
17 : 33

în elementele (2) perioada nu diferă esenţial de cea corespunzătoare 
elementelor (1), însă epoca iniţială corespunde unei deplasări de +0*, 2785= 
- 6*41’" faţă de elementele iniţiale (1). Această deplasare indică necesitatea 
urmăririi sistematice a cefeidei -S'V Piscium pentru a decide dacă ea se 
datoreşte preciziei mici a elementelor (1) sau eventual efectului Blajko.

î: I в I, I о с. к л F I r;

1. K u k a r k i u ,  В. V. ş. a. ,,Obştii katalog pi’iuinennîh zoczd" to m  I, M oskva 1958.
2. S h a p l e y ,  H.  ; H u g h e s ,  T{. M., ,, Annals of th e  A stronom ical O bservatory  of H a rv ard  

College" 90, no. 4, 1934.
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1‘unete norm ale Tab

!
Nr ! Ф 1 m pv N ! Nr, j

9  ’ ; N
crt. ,

_ .... J crt. _  1 J _

1 I Oi, 0180 , 13,35 6 ! 20 0Í.5420 12,78
Í
: 8

2 1 0,0420 1 13,40 ; в i 21 0,5625 12,84 8
3 0,0627 13,39 6 22 0,5834 12,93 I 8
4 0,0842 13,39 6 23 0,6081 12,96
5 0,1128 13,37 в 24 0,6306 12,96 I 8
6 0,1447 13,34 6 25 0,6517 12,99 8
7 0,1857 13,38 6 26 0,6749 13,07 8
8 0,2297 13,41 e 1 27 0,7041 13,10 8
9 0,2682 13,43 6 28 0,7290 13,12 6
10 0,2957 13,34 6 ! 29 0,7498 13,21 6
11 0,3227 13,00 6 30 0,7702 13,20 6
12 0,3630 12,68 6 31 0,7978 13,24 6
13 0,3858 12,54 6 32 0,8185 ; 13,27 6
14 0,4100 12,46 6 33 0,8402 i 13,36 , 6
15 0,4418 12,51 ; 6 34 0,8670 13,34 6
16 0,4593 12,58 ! 6 35 0,8937 13,31 6
17 ! 0,4762 12,59 1 6 36 0,9253 13,35 6
î s  ; 0,4975 12,72 8 37 0,9585 13,40 6
19 1 0,5214 12,79 1 8 38 0,9907 13,39 6

Maxime observate
Tabel 3

N um ăru l observaţiilo r

’ .......... .
ra m u ra  asceţi- j ra m u ra  des- 

d e n tă  cen d en tă

310,568 6 •- 1 +  0*279 +  0*,001
311,238 . . . . 17 1 +  0,276 - 0 ,0 0 3
314,614 8 — ; 1 +  0,284 +  0,005
319,326 3 15 i  1,5 +  0,281 +  0,001
323,363 8 11 2 +  0,277 - 0 ,0 0 2
342,235 — 10 0,5 +  0,290 +  0,010
348,283 — 19 1 +  0,276 - 0 ,0 0 4
350,305 4 5 1,5 +  0,277 - 0 ,0 0 3
352,324 — 10 0,5 +  0,276 - 0 ,0 0 5
406,217 — 10 1 +  0,286 +  0,003

Tabel
Observaţii individuale

i
D. T- hei. : ™po D . T . hei. m pv D. T . hei. I D . T . hei m
2438..., 2438..., 2438..., 2438...,

310,4763 13,39 311,2944 12,80 ! 311,3888 13,03 311,4694 13,32
310,4912 13,20 311,3033 12,74 311,3999 13,01 311,4833 13,33
310,5013 12,91 311,3180 12,82 311,4110 13,15 311,5041 ; 13,36
310,5318 : 12,83 311,3305 12,81 311,4242 ' 13,07 311,5135 13,38
310,5402 1 12,54 311,3432 12,85 311,4301 13,05 1 311,5249 13,44
310,5540 1 12,56 311,3492 12,99 ; 311,4416 13,11 1 311,5360 : 13,46
311,2833 12,62 311.3763 12,93 311,4555 13,15 313,2848 12,45
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Tabel 4 (continuare)
I ' , ....

D .J . hei. ™pv D .J . hei. mpv D .J . hei. D .J . hei. ■
2 4 3 8 . . . . 2438..., 2438..., 2438...,

313,2952 12,50 319,4374 12,93 323,4164 12,71 348,4975 13,12
314,4104 13,27 319,4496 13,03 323,4275 12,95 348,5093 13,26
314,4208 13,35 319,4621 13,00 323,4386 12,92 348,5204 13,15
314,4361 13,33 319,1756 13,01 323,4532 12,88 350,2461 12,77
314,4500 13,33 319,4885 13,02 323,4659 12,79 350,2746 12,47
314,4639 13,26 319,5003 13,02 323,4796 12,82 350,2884 12,58
314,4903 13,51 319,5253 13,27 323,4945 12,93 350,3016 12,43
314,5041 13,44 319,5402 13,19 323,5066 12,88 350,3169 12,46
314,5166 13,44 319,5531 13,13 324,2553 13,06 350,3280 12,53
314,5305 13,44 319,5669 13,15 324,2720 13,21 350,3391 12,52
314,5458 12,99 319,5808 13,30 324,2998 13,15 350,3503 12,54
314,5666 12,80 319,5947 13,30 324,3116 13,22 350,3614 12,64
314,5805 12,58 319,6086 13,31 324,3220 13,39 350,4058 12,89
314,5910 12,62 319,6364 13,30 324,3400 13,30 352,4071 12,77
314,6021 12,51 320,2524 13,31 324,4150 13,38 352,4175 12,71
315,4736 13,23 320,2677 13,29 324,4255 13,36 352,4279 12,74
315,4875 13,18 320,2968 13,32 325,2741 13,46 352,4377 12,97
315,5000 13,30 320,3100 13,33 325,2852 13,44 352,4474 12,97
315,5153 13,28 320,3211 13,30 325,2964 13,36 352,4627 13,11
315,5285 13,29 320,3378 1.3,31 325,3089 13,36 352,4738 13,14
315,5417 13,21 320,3517 13,34 325,3186 13,20 352,4870 13,13
315,5535 13,26 320,3612 13,40 329,2701 13,52 352,4974 13,10
315,5653 13,34 320,3781 13,34 329,2854 13,39 452,5078 13,12
315,5833 13,42 320,3920 13,30 329,2999 13,42 357,1918 12,92
315,5965 13,37 320,4061 13,35 331,5173 12,81 357,2023 12,95
315,6090 13,34 320,4184 13,34 342,2990 12,68 357,2141 13,03
315,6215 13,36 320,4281 13,36 342,3101 12,76 357,2509 13,03
316,2723 13,21 320,4420 13,31 342,3275 12,82 357,2668 13,00
315,2834 13,29 322,3726 13,34 342,3414 12,90 357,2821 13,09
315,2959 13,28 322,3865 13,57 342,3559 12,89 357,2974 13,09
316,3077 13,41 322,3990 13,55 432,3705 12,89 357,3182 13,19
318,3544 13,30 322,4115 13,50 342,3879 12,91 357,3342 13,20
318,3689 13,31 322,4254 13,46 342,4004 12,96 357,3446 13,34
318,3828 13,29 322,4393 13,38 342,4143 13,01 357,3717 13,35
318,3967 13,39 322,4518 13,44 342,4282 13,01 357,3821 13,39
318,4085 13,48 322,4629 13,46 347,3774 13,41 357,3967 13.38
318,4210 13,38 322,4782 13,48 347,3934 13,50 357,4474 13,40
318,4314 13,31 322,4907 13,43 347,4079 13,42 357,4613 13,42
318,4419 13,31 322,5046 13,28 347,4211 13,32 357,4766 13.41
318,4599 13,43 322.5199 13,30 348,3107 12,58 357,4912 13,32
318,4697 13,33 322,5476 13,43 348.3218 12,63 357,5016 13,37
318,4801 13,40 322,5615 13,39 348,3329 12,63 374,2812 13,29
318,5009 13,38 322,5740 13,28 348,3461 12,83 374,2923 13,32
318,5467 13,37 323,2677 13,51 348,3572 12,90 399,2258 13,42
319,3003 12,46 323,2802 13,37 348,3704 12,92 399,2397 13,38
319,3114 12,41 323,2920 13,31 ' 348,3815 12,99 406,2336 12,53
319,3232 12,40 323,3031 13,11 348,3934 12,97 406,2447 12,58
319,3366 12,39 323,3143 13,04 348,4065 13,00 406,2558 12,58
319,3489 12,70 323,3257 12,75 348,4177 12,84 406,2669 12,69
319,3600 12,56 323,3372 12,68 348,4288 12,84 406,2798 12,66
319,3739 12,61 323,3511 12,51 348,4399 12,98 406,2926 12,70
319,3836 12,56 323,3629 12,48 348,4510 12,94 406,3065 12,85
319,3985 12,80 323,3747 12,53 348,4621 13,13 406,3311 12,89
319,4128 12,71 32.3,3858 12,71 348,4732 13,09 406,3157 12,92
319,4253 12,81 323,3969 12,60 348,4843 13,04 406,3637 12,97
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ФОТОМЕТРИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТЫ ЦЕФЕИДЫ 5У / ‘ISC/и м  
( Р е з ю м е )

Автор приводит 248 фотовизуальных наблюдений цефеиды S Y  P isa tim ,  
произведённых в Клужской Астрономической Обсерватории в период с 7 октября 
1963 г. по 11 января 1964 г. В работе даётся карта области и фотовизуальные величи
ны звёзд сравнения. Почернения снимков измерены при помощи фотоэлектрического 
микрофотометра МФ-2.

Наблюдения сгруппированы в 38 нормальных точках, при помощи которых 
построена средняя кривая блеска, указывающая на то, что переменная S Y  P iscium  
является цефеидой типа R R  L y rae , подтипа R R a . На основании наблюдений 
определены и моменты 10 максимумов, не проверяющих элементов S hapley  и H ughes- 
По этой причине определены новые элементы вариации блеска (2). Новые элементы 
соответствуют смещению момента максимума на 0^, 416= 6^41 ”* по сравнению с эле
ментами (1), смещению, которое может быть связано с эффектом Блажко. Это смешение 
указывает на необходимость систематического наблюдения переменной звезды.

LES É L É M E N T S PH O T O M É T R IQ U E S D E  LA C É P H É ID E  S V  P / S C I U M

( Résumé)

L ’au teu r présen te  248 observations photovisuelles de la céphéide S Y  P iscium , effectuées à 
l ’O bservato ire A stronom ique de Cluj en tre  le 7 octobre  1963 e t le 11 jan v ie r 1964. L ’é tude  co n tien t 
aussi la  carte  de la  région e t les m agn itudes photovisuelles des étoiles de com paraison. 
Les no ircissem ents des im ages on t é té  m esurés à l ’aide d ’un m icrophotom ètre  photoélectiique  
М Ф - 2 .

Les observations o n t é té  groupées en 38 po in ts norm aux, à  l ’aide desquels on  a c o n s tiu it 
la  courbe  m oyenne de lumière“, qui m on tre  que la variab le  SI P iscium  est une céphéide du  ty p e  
R R  Lyrae, sous-type R R a . On a dé te rm in é  égalem ent su r la base des observations les m om ents 
de 10 m axim a ne v é rifian t pas les élém ents de Shapley  e t H ughes ; c ’est pourquoi l ’on a dé term iné  
de nouveaux  é lém ents de la v a ria tio n  de lum ière (2). Les nouveaux  élém ents correspondent à un 
dép lacem en t du  m om ent d u  m axim um  de 0P, 416 =  6A41"> par ra p p o rt au x  é lém ents (1), déplace
m en t qui p o u rra it être  lié à l ’effet lîla jko , in d iq u an t la nécessité de Tobst rv a tio n  sy stém atique  
de  la variable.
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în 1849 a apărut la Iaşi un manual didactic intitulat F i z i c a  
E l e m e n t a r ă .  Autorul manualului este paharnicul Teodor Stamati, 
profesor la Academia Mihăileană din Iaşi [1].

Importanţa cărţii constă în faptul că este primul manual românesc 
de fizică, reprezintă deci începutul învăţămîntului în limba patriei al aces
tei discipline. în  şcolile greceşti din Ţările române s-a predat fizica încă 
din secolul al XVII-lea, în cadrul filozofiei. Astfel s-au păstrat manuscrise 
atît la Bucureşti cît şi la Iaşi după cursurile filozofului bizantin Coridaleu, 
celebru interpretator al filozofiei lui Aristotel [2]. în  secolul al XVIIT-lea 
se folosea la Iaşi manualul grecesc al lui N. Tlieotokis [3], tipărit la 
Leipzig în 1765. Un manuscris românesc cu conţinut de fizică s-a desco
perit de curînd în Transilvania. Este lucrarea lui G. Şincai [4] : învăţă
tură firească spre surparea superstiţiei norodului, scrisă probabil între 1804 
şi 1808 şi tipărită în 1964. Ea însă era destinată masei mari de cititori 
pentru combaterea superstiţiei, deci nu era manual didactic şi nu cuprinde 
chestiuni de fizică decît incidental. Valoarea ei scade prin faptul că nu a 
fost tipărită la timp, însă e totuşi preţioasă atît pentru studiul epocii, cît 
şi pentru terminologia folosită de Şincai, care împreună ca a lui Stamati 
ne dau indicaţii preţioase asupra formării limbajului ştiinţific românesc.

Manualul lui Stamati este o cărticică de format 12 x 18 cm, legată 
în jumătate pînză, avînd 188 pagini tipărite cu litere cirilice. Ea poartă 
titlul : Fizica Elementară pentru clasele colegiale din Prinţipatul Moldovei, 
compilată după F. Crişu de pah. Teodor Stamati, doctoru de filosofic şi 
de frumoasele arte, profesorii publiai de fizică şi istorica naţiunei la Academia 
Mihăileană din laşi, mădulariu efectivii societăţii de medici şi naturişti 
din Prinţipatul Moldovei. Întîia ediţie. Cu cheltueala Casei Şcoalelor, Iaşi. 
Tipografia Institutul Albinei 1849.

Pe dosul foii de titlu sínt citate cuvintele lui Cicero : Naturae cognitio 
est fons sapientiae (Cunoaşterea naturii este izvorul înţelepciunii).
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Cuprinsul cărţii este următorul : Scara pag. III —IV. Precuvîntare pag. 
V—VIII. Introducere pag. 1—4; Fizica generală pag. 5 —62, Fizica 
specială pag. 63 — 140, Fizica aplicată 141 — 184, Tabla de materii pag. 
185—188. La sfîrşit sínt anexate trei tabele cu figuri.
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După cum rezultă din foaia de titlu manualul lui Sta maţi nu e original, 
ci o compilaţie după F. Crişu. Atanasiu şi Câmpan au dedus că ar fi 
vorba de germanul F. Kries, care a publicat un Lehrbuch der Physik în 
1805, [1, pag. 20], precum şi manuale de matematici. Autorii articolului 
recunosc însă că nu au putut procura pînă acum cartea lui F. Kries, aşa că nu 
au fost în măsură să arate întru cît s-a folosit Stamati de manualul german. 
Faptul că într-un memoriu al său din 1844 Stamati afirmă că a alcătuit 
în limba română şi o Fizică experimentală după Muneke, lasă problema şi 
mai încurcată, mai ales că manuscrisele lui Stamati s-au pierdut.
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Pentru a lămuri această chestiune am căutat să dau de urmele manua
lelor lui Kries şi Минске. în Biblioteca Academiei, R.S.R. Filiala Cluj 
am descoperit atît manuale de fizică, cit şi de matematici ale lui F. Kries.
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Friedrich Christian Kries (1768—1849) a fost mai întîi învăţător, 
apoi din 1789 profesor de matematică şi fizică la gimnaziul diu Gotha. In 
tinereţe a tradus în nemţeşte Lettres à une princesse d'Allemagne a lui 
F. Fuler, apoi a scris cărţi didactice şi ştiinţifice.

Dintre manualele sale didactice de fizică şi matematică, menţionăm 
următoarele :

1. Lehrbuch der Naturlehre für Anfänger, 8 J, Gotha, 1804; ed. 5 diu 
1824, iar ed. 8 din 1844.

2. Lehrbuch der Physik, 8°, Jena, 1805 ; ed. 3-a diu 1821.

6 ßabe$--Boiyai; Mathematica-Physica 1/1966
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3. Lehrbuch der reinen Mathematik, 8°, Jena, 1810, ed. 7 din 1844.
4. Lehrbuch der mathematischen Geographie, 8°, Leipzig 1844.
Georg Wilhelm Muncke (1778—1847) a fost profesor de fizică la Uni

versitatea din Marburg, apoi la cea din Hannover. Are numeroase lucrări 
ştiinţifice şi didactice. Dintre aceste din urmă amintim următoarele :

1. Anfangsgründe der Naturlehre, 2 vol. 8°, Heidelberg, 1819—20.
2. Anfangsgründe der mathematischen und physikalischen Geographie, 8°, 

Ib. 1820.
3. Die ersten Elemente der gesammten Naturlehre, 8 ", Heidelberg, 1825, 

ed. 2 din 1829.
4. Handbuch der Naturlehre, 2 vol. 8° Ibid. 1829.
Din Lehrbuch der Physik al lui Kries se află în Biblioteca Filialei din 

Cluj a Academiei, ediţia a patra, tipărită la Jena în 1827. Ea este un 
manual de aproape 500 de pagini, de nivel mai înalt decît al lui Stamati.

Lehrbuch der N aturlehre für Anfänger se află în Biblioteca aceleiaşi 
Filiale în ediţia a opta, tipărită la Gotha în 1844. Coniparînd aceasta 
cărticică de acelaşi format cu a lui Stamati şi avînd 192 de pagini, am 
descoperit că cuprinsul celor două manuale este aproape identic. Aşadar 
manualul lui ^Stamati este o prelucrare după Lehrbuch der N aturlehre al 
lui F. Kries. în  consecinţă, în cele ce urmează voi analiza cuprinsul Fizi
cii Elementare a lui Stamati, comparînd-o cu Naturlehre a lui Kries, arâ- 
tînd în ce măsură a folosit-o Stamati şi care e rolul său în scrierea manua
lului .

Felul în care a utilizat Stamati manualul lui Kries se vede deja din 
comparaţia cuprinsului celor două cărţi. Kries tratează următoarele :
E in le itu n g .......................................................................................§ 1— 7
A. Erster Haupttheil : Allgemeine Naturlehre

I. Von der Körpern überhaupt.
1. Allgemeine Eigenschaften der Körper..................... § 8 — 20
2. Von der Bewegung der Körper überhaupt, . . . § 2 1 — 32
3. Vom Fall der Körper, ..................................................§ 3 3 — 40

II. Von den festen Körpern.
1. Vom Gleichgewicht fester K ö r p e r ................§ 41— 53
2. Von den Schwingungen fester K ö r p e r .......§ 4 1 — 52

a) Vom P e n d e l .................................................§ 5 4 — 58
b) Vom S c h a l l ................................................ § 5 9 — 66

3. Vom Stoss fester K ö r p e r ................................§ 6 7 — 70
4. Vom Druck fester Körper auf eine schiefe Ebene § 71— 74
5. Von der Reibung oder Friction fester Körper . . § 75— 78

III. Von den flüssigen Körpern .....................................§ 79
1. Von den tropfbaren F lü ssig k e iten ............... § 80— 88
2. Von den elastischen Flüssigkeiten................... § 89— 95

IV. Von festen und flüssigen in Verbindung.
; 1. Vom Gleichgewicht fester und flüssiger Körper . § 96—105

2. Vom Widerstand flüssiger gegen bewegte feste Kör
per .........................................................................................§106—109
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B. Zweiter Hauptthcil ; Besondere Naturlehre.
I. Von der chemischen Anziehung ................................. § 110—111

II. Von den einfachen Körpern, die eine merkliche Schwere
h a b e n ...................................................................................§ 118—124

III. Von den Säuren, Basen und Salzen ............................§ 125 — 129
IV. Vom W a s s e r ...................................................................... § 130-138
V. Von den L u fta r te n ......................................................... § 139—144

VI. Vom L ic h t ..........................................................................§ 1 4 5 —166
VII. Vom Feuer ..................................................................... § 167—188

VIII. Von der Elektrizität ................................................§ 189-206
IX. Vom Magnet . ......... ....................................................§ 207-223

C. Dritter Haupttheil : Angewandte Naturlehre.
I. Vom Weltgebäude und der mathematischen Einthei-

lung der Erde ...................................................................§ 224-248
II. Von den physikalischen Beschaffenheit der Erde . § 249—269

III. Von den Lufterscheinungen ......................................§ 270—294
Einleitung in die N aturgesch ich te.............................§ 295 — 331

Anhang. La Stamati acestora le corespunde următoarea

Scară.
Introducere.......................................................... • ...........................§ 1— 7
A. Partea întăi : fizica generală.

I. Despre trupuri în general
1. însuşirile generale ale tru p u rilor................................§ 8 — 20
2. De mişcarea trupurilor îndeobşte................................. § 21— 32
3. Despre căderea tru p u rilor............................................... § 33— 40

II. Despre trupurile solide.
1. Despre ecvilibria trupurilor solide.................................. § 41— 52
2. Despre oscilaţiile trupurilor s o l i d e .............................. § 53

şi despre pendel ..........................................................  54— 58
3. Despre ciocnirea trupurilor solide .........................§ 59— 62
4. Despre apăsarea trupurilor solide pe un plan încli

nat .......................................................................................§ 63— 66
5. Despre frecarea trupurilor s o lid e .................................. § 67— 70

III. Despre trupurile fluide ...................................................§ 71
1. Despre fluidele licvoroase............................................... § 72— 80
2. Despre fluidele elastice seau gazoase ......................§ 81— 93

IV. Despre trupurile solide şi fluide privite în unire.
1. Despre ecvilibria trupurilor solide şi fluide . . .  § 94—103
2. Despre împotrivirea trupurilor fluide către cele miş

cate .....................................................................................§ 104—107
3. Despre s o n .............................................................................§ 108-115
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В. Partea a doua : fizica specială.
I. Despre atragerea c h e m ic ă ................................................. § 116 — 119

II. Despre lu m in ă ...................................................................... § 120—170
III. Despre foc şi c ă ld u r ă .........................................................§ 171 — 197
VI. Despre e lec tr ic ita te ..............................................................§ 198—223
V. Despre magnet ..................................................................§ 224—251

C. Partea a treia : fizica aplicată.
I. Despre împărţirea pămîntului cea matematică şi des

pre univers .......................................................................§ 252 — 276
II. Geografia fizică, a) Fata pămîntului

1. M area ............................................................................... § 277-282
2. Bacuri ..................................................• .................... § 283
3. F l u v i i .................................................................................. § 284
4. Izvoară, fîntîni ..............................................................§ 285
5. Pămînt uscat sau c o n tin e n t ......................................... § 286 — 288
6. I n s u le ...................................................................................§ 289

b) In lăuntrul p ă m în tu lu i......................................... § 290—297
III. Despre Meteorologie ..........................................................§ 298

*

După cum se vede din această comparaţie deosebiri esenţiale între 
cele două manuale există numai începînd cu Partea a doua, unde Stamati 
a omis paragrafele despre corpurile simple, acizi, baze şi săruri. De aseme
nea în Partea a treia a introdus Geografia fizică, lăsînd afară Anexa cu 
Introducerea în istoria naturii. E interesant că Kries din motive pe care 
le consideră pedagogice nu a pus în cărticica sa nici o figură, pe cînd 
Stamati a anexat trei tabele cu figuri foarte bine executate. Mai amintesc 
că ambele manuale au la sfîrşit cîte un indice alfabetic al termenilor tehnici 
folosiţi, care uşurează orientarea cititorului.

Manualul lui Stamati începe cu o Preeuvîntare a sa, pe care pentru 
îtnportanţa ei istorică o redau aici în întregime. ,,Toate fiinţele universu
lui sínt create de bunul D-zeu pentru un scop : Soarele-i pus să lumineze 
şi să încălz.ească, apa să adape şi să spele, aerul să fie de răsuflat pentru 
viezetoare şi prin mişcare se producă prefaceri în atmosferă, mineralele 
să făptuiască între sine şi asupra altora, plantele să crească, să se repro
ducă şi să fie mijloc de viaţă animalelor, animalele să crească, să se mişce, 
să se reproducă, să fie în relaţie între sine şi mijloc de vieţuire, de înles
nire, de comoditate, de ajungere la un scop mai înalt altei fiinţe din 
imperiul lor, şi acesta e omul.

între toate fiinţele viezetoare dar spre pămîntul nostru, omul singur 
după mai multe dovezi, rezemate pe o cugitare raţională, este creat pentru 
un scop mai nobil, mai înalt, mai sublim, căci lui adecă omului, în privirea 
spiritului, i s-a dat ceva mai mult decît tuturor celorlalte fiinţe ale globu
lui nostru, i s-au dat, zic, minte, raţiune ; iară în privirea fizică, i s-a dat 
un organ (trupul), în carele să lucreze şi carele împreună cu celelalte fiinţe 
ale universului să-i fie de mijloc ca să ajungă la acel înalt, nobil, D-zeesc scop.
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Dar care este acest nobil, înalt şi sublim scop, la care omul trebuie să 
ţintească şi să se sirguiască ca să ajungă, sau maear să se apropie ? Scrip
tura şi toţi înţelepţii ne l-au spus, ne l-au lămurit, ne l-au făcut cunoscut.

Cum că fiziceşte omul cînd se naşte este foarte mărginit, se ştie, şi 
cum că şi lucrurile raţiunei se desfăşură şi sfera cunoştinţelor se întinde cu 
creşterea şi desevărşirea organismului şi cu cunoştinţa obiecturilor ee-1 
încunjură este viderat.

Omul capătă cele iutii cunoştinţe despre obiecturile natúréi numai 
prin contact. Aceste cunoştinţe urmează după gradul impresiunei, ce fac 
obiecturile asupra simţurilor. Cunoştinţele despre obiecturile intelectuale 
le capătă prin raţiunea sa, treptat după gradul desfăşurărei cu creşterea 
şi desăvârşirea trupului şi după sfera cunoştinţelor despre obiecturile uni
versului.

Ca să voiască omul ceva şi să ţintească în ceva trebuie mai întîi să pri
ceapă, să înţăleagă, să cunoască ce voeşte, şi la ce ţinteşte ; şi ca să ajungă 
la ţintă, la scop, trebue să cunoască, să ştie atît scopul acesta, cum şi 
mijloacele prin care se poate ajunge la dînsul. Cunoştinţele dar şi ştiin
ţele sínt omului neaparate ca să ajungă la acel scop înalt, sublim. Aces
tea sínt uneltele, acestea sínt mijloacele, acestea sínt luminile, ce-1 călău
zesc ; fără dînsele omul rătăceşte, rămîne, ori unde între celelalte animale, 
care potrivit natúréi lor, ţintesc numai la un scop material, şi se aseamănă 
lor. ,,Alăturatu-s-au cu dobitoacele cele fără de minte şi s-au asemănat 
lor.“ Fără cunoştinţe şi ştiinţe omul perde calea cea adevărată, oarbecă 
întru întuneric, nu cunoaşte ce este de folos şi ce este vătămător sufle
tului şi trupului, nu cunoaşte nici adevăratul bine, nici adevăratul rău ; 
face ce nu-i de făcut, îşi perde timpul înzădar, îşi perde viaţa fără nici un scop, 
se perde trupeşte şi sufleteşte pre sine însuşi şi pre alţii. Cunoştinţele şi 
ştiinţele arată omului calea cea adevărată, cea mai scurtă şi mai lesnicioasă ; 
ele îl învaţă în fericire să nu-şi iasă din măsuri şi în nenorocire să nu-şi 
piardă cumpătul, să nu se despereze. De aceea dar se cer cunoştinţe şi 
ştiinţe, se cere a şti, şi spre a şti se cere a învăţa, căci nimine nu se 
naşte învăţat.

Ştiinţele sínt foarte întinse şi feliurite, după feliurimea obiecturilor 
şi după gradul cunoştinţelor de căpătat despre dînsele. Omul nu poate 
să aibă în speţial cunoştinţă despre toate, ba şi în general este cu anevoe, 
drept care omul nu poate şti toate, căci numai D-zeu este a toate ştiitor ; 
totuşi prin o sistematică învăţătură poate ajunge de ştie multe, foarte 
multe ; şi după cele zise, este de nevoe să înveţe un curs regulat şi sistema
tic de ştiinţe, căci alt feliu învăţînd numai cite ceva de ici colea şi adesea 
pe dos fără adevăratul înţăles, se face un om stricat şi mai rău decit cel 
firesc pre care îl povăţueşte măcar frica lui D-zeu şi dreapta sa judecată în 
cele ce cunoaşte, şi nu se atinge de cele ce nu cunoaşte, căci nu se ruşinează 
a-şi mărturisi neştiinţa şi a întreba pre cei ce ştiu. Un om stricat, un şarla
tan vatămă mai mult soţietăţei decit un om firesc, căci omul stricat şi şarla
tanul nu cunoaşte adevărata vrednicie a omului, nu se cunoaşte pre sine, 
este o creatură fără suflet, o maşină infernală, căzută din vrednicia omenirei, 
gata a împlini ori ce faptă nelegiuită şi vătămătoare. Cunoştinţe şi ştiinţe 
sistematice sínt de nevoe omului ca să fie adevărat om.
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Am zis că ştiinţele după feliurimea obiecturilor sínt fielurite. Ştiin
ţele ce ne povăţuese cătră cunoştinţa obiecturilor natúréi se numesc ştiinţe 
naturale sau mai bine ştiinţele obiecturilor natúréi.

între aceste ştiinţe fizica este una din cele mai însemnate, căci după 
istoria natúréi, apoi ne încunoaşte chiar din pruncie cu fenomenile, cu pre
facerile, cu legile statornicite de creator în natură.

Cîud aflăm în copilărie că focul arde, ne încălzeşte şi ne frige, că apa ne 
adapă, ne răcoreşte, şi ne îneacă, învăţăm fizica. Acestea însă sínt feno
mene foarte cunoscute ; dar sínt altele mai ascunse şi mai greu de înţăles, 
care tousi atîrnă de la nişte legi statornice, şi pe acestea ni le spune fi
zica. O aşa frumoasă şi folositoare ştiinţă la naţiile civilizate se împărtă
şeşte tinerimei încă în fragida vărstă ; noi Românii pană acum în limba 
noastră încă n-avem o carte cuprinzătoare de această ştiinţă, aceasta este 
cea întîi care acum părăseşte tipariul. Ea înse este menită a fi mai mult 
o carte elementară scolastică pentru clasele de colegii, drept care pre cît 
s-au putut potrivit pentru aceste clase m-am sirguit de o am şi prelucrat-o

Iaşi, in a ;ri 1, 1449. T. S ta m a ti"

în ciuda caracterului teologic al începutului Precuvîntării, ceea ce de 
altfel este caracteristic epocii şi mediului în care a trăit Stamati, ea scoate 
în evidenţă importanţa ştiinţelor şi mai ales a folosului fizicii pentru edu
caţia tinerimii.

Introducerea cărţii lui »Stamati nu mai este originală, ci e luată din 
manualul lui Kries. Aceasta se poate vedea mai lămurit din confruntarea 
textelor. Iată începutul Introducerii în cele două manuale :

Kries
1. Es ist für den Menschen von 

Wichtigkeit, die Dinge, die ihn in 
der Nahe unde in der Ferne umge
hen, und mit welchen er auf so 
vielfache Weise in Verbindung steht, 
kennen zu lernen. Die Menschen 
haben sich daher schon von Alters 
mit der Betrachtung und Untersu
chung dieser Dinge, die man zusam
men wohl unter dem Namen Natur 
begreift, beschäftigt, allein man ist 
darum noch lange nicht dahin ge
langt, sie alle genau und vollständig 
zu kennen ; woran theils die uner
messliche Menge der Dinge, thils 
ihre verborgene Beschaffenheit—ver
bunden mit der Eingeschränkheit 
der menschlichen Erkenntnisskräf- 
te -  Schuld ist.

Stamati
1. în natură ne naştem, creştem 

şi murim ; ne este dar de mare 
trebuinţă a cunoaşte obiecturile ei, 
cu care venim în atingere prin feliu- 
rite chipuri. Oamenii însă din ve
chime s-au îndeletnicit a observa si 
a cerceta pe aceste obiecturi cu
prinse toate supt cuvîntul Natură ; 
înse veacuri trecură pînă ce au 
ajuns îi a cunoaşte macar pe unele 
cu deplinătate, parte din pricina 
mulţimei obiecturilor, iară parte şi 
pentru însuşimele lor cea ascunsă, 
şi adese cu greu pătrunsă de cuno
ştinţa ominească cea foarte mărgi
nită.
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Avem aşadar de a face cu o prelucrare strîns legată de original mai 
bine zis cu o traducere liberă a cărţii lui Kries. în  continuare în Introducere 
se defineşte ce sínt ştiinţele naturale, fizica, puterea, fenomenele naturale. 
,,Fizica încă e una din ştiinţele naturale, căci ea se îndeletniceşte cu trupu
rile neorganice, eercetînd legile făptuirilor lor, între sine". Introducerea se 
încheie cu arătarea scopului fizicii, — care este stabilirea legilor cărora le 
sínt supuse fenomenele fizice — şi a foloaselor acestei ştiinţe. între foloase 
se amintesc: 1. Fizica ne luminează mintea; 2. Ne dă o mai lămurită 
cunoaştere a cauzelor unor fenomene şi obiecte ; ,,scoţindu-ne din prejude- 
ţile ce ne sínt atît de înrădăcinate din copilărie, şi care pricinuiră şi pri- 
ciimesc încă atîte daune. ,,3. Ea ne învaţă să cunoaştem „Preputernicia 
plăsmuitorului“ ; 4. Ne învaţă să întrebuinţăm spre folosul nostru o 
mulţime de lucruri şi să ne ferim de „vătămătoarele înrîuriri ale altora", 
în sfîrşit : 5. Ne înlesneşte şi o plăcută îndeletnicire".

Partea întîia care cuprinde fizica generală începe cu consideraţii asu
pra proprietăţilor generale ale corpurilor : „între aceste se pot socoti 
următoarele : întinderea, nepătrunderea, împărţibilimea, coherenţia, porimea, 
greutatea". Aici Stamati aminteşte că „Unii mai adaog şi alte însuşiri între 
aceste", fără însă a le înşira.

întinderea are loc în trei „dimensii", dar întinderea corpurilor e măr
ginită, de aceea orice trup „are o formă sau figură". Focul ocupat de un 
trup se numeşte „trup matematic". Corpul material se opune cu o „putere 
respingătoare" ca un altul să-i ia locul: aceasta este „nepătrunzimea". 
De aici urmează că trupurile se pot „despica“ , dar nu se poate spune pînă 
unde. „Trupurile ce nu se mai pot împărţi cu instrumentele noastre se nu
mesc Atomi — nişte asemine înse nu sîntem în stare a arăta în faptă".

Părţile trupurilor sínt ţinute laolaltă de ,,puterea atractivă seau a 
coheziei“ . Aceasta însă nu are aceeaşi tărie, de unde provin diferitele „gra- 
duri de soliditatea trupurilor“ . Dar nu se ştie de unde provine această 
soliditate. Cohezia este de mai multe feluri, de aceea trupurile încă sínt 
diferite şi anume „solide şi fluide, tari şi moi, scrupoase (fragide) şi elastice 
(vînjoase) ş.c.l."

între părticelele unui trup „rămîn nişte borţite mici numite pori“ ; 
această însuşire generală a corpurilor se numeşte porime sau porozitate. Din 
cauza porozităţii trebuie să deosebim masa şi volumul sau cuprinsul unui 
trup. Din raportul lor se obţine desimea unui trup. Masele se măsoară cu 
cumpăna, din raportul pandurilor. „Pondul atîrnă de la greutatea trupurilor, 
carea este produsă de o putere numită a gr cut aţei, ce făptueşte necontenit 
asupra tuturor trupurilor." Datorită greutăţii toate trupurile tind să cadă 
în direcţia verticalei. Raportul pondurilor a două corpuri de aceeaşi mărime 
ne dă pondul specific al lor.

Paragrafele care urmează se ocupă cu mişcarea corpurilor. După ce se 
defineşte locul absolut şi relativ al unui corp, repausul şi mişcarea absolută 
şi relativă se trece la noţiunea de inerţie. Privitor la această noţiune Kries 
scrie :
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,,23. So viel ist aber gewiss, dass, wenn ein Körper einmal sich in wirk
licher Ruhe befindet, er so lange darin verharret, als er nicht durch irgend 
eine Kraft daraus getrieben wird. Ist er hingegen einmal in wirkliche Bewe
gung gesetzt worden, so wirkt die Kraft so lange beständig in ihm fort bis 
sie durch eine andere Kraft aufgehoben wird. Dieses Beharren der Körper 
in dem Zustande, in welchem sie sich einmal befinden, nennt man ihre 
Trägheit'*.

Stamati însă în loc să traducă acest paragraf îl prelucrează simplificîn- 
du-1 după cum urmează :

,,23. Atîta se ştie că ajungînd un trap să fie odată în repaos adevărat, 
nu se porneşte de sine pănă nu va fi împins de vreo putere.

Aflîndu-se înse odată în mişcare adevărată, el merge necontenit şi nu 
se opreşte pănă ce nu va făptui dinpotrivă o altă putere. Deci această plecare 
a trupurilor, de a rămîne în repaosul în care au căzut odată se numeşte iner
ţia sau lenea lor“ .

Confruntarea acestor două texte arată că Stamati a modificat propo
ziţia a doua înlocuind din enunţul lui Kries expresia ,,forţa care acţionează 
constant în el“ cu aceea că „el merge necontenit şi nu se opreşte“, în  schimb 
însă traduce cuvîntul Zustand din Kries, cu termenul de repaus, care nu este 
potrivit.

în  continuare se defineşte corect repegiunea, mişcarea uniformă şi cea 
neuniformă, pripită şi întîrzietă, regulată şi neregulată, dîndu-se exemple de 
mişcare uniformă.

După enunţarea principiului inerţiei întîlnim legea a doua a dinamicii 
exprimată astfel : „Puterea ce mişcă un trup poate să-i dee o repegiune cu 
atîta mai mare, cu cît mai mică masă are trupul. . .. Dinpotrivă ea dă unui 
trap o repegiune cu atît mai mică cu cît el are o masa mai mare. Aşadar din 
raportul puterilor ce făptuiesc asupra unor trupuri, şi din raportul meselor 
acelor trupuri se poate afla raportul repegiunei lor“ .

Ca aplicaţie se dă următorul exemplu : „Dacă o putere va mîna un trup 
de o ocă de 50 de palme pe secundă, atunce o putere întriit mai mare va
mîna pe un trap de 1 ~ ocă, 100 de palme. Aşadar acesta va ave o repegiune
îndoit mai mare“ .

Se vede din cele de mai sus că Kries şi după el Stamati foloseşte ca mă
sură a forţei cantitatea de mişcare, adică produsul dintre masă şi viteză. De 
fapt unii autori din secolul al XYIII-lea şi al XIX-lea datorită haosului ce 
domnea privitor la noţiunea de forţă, întrebuinţau ca măsură a ei fie „forţa 
moartă“ fie „forţa vie“ a lui Beibniz. Alţii luau ca măsură a forţei instantanee 
cantitatea de mişcare şi numai ca măsură a forţei constante produsul dintre 
masă şi acceleraţie.

Legea a treia a lui Newton (al cărui nume aici nu se pomeneşte) o întîl
nim exprimată în următoarele :

„Făptuind un trap asupra altuia, perde acela pe atîta din puterea sa, 
pre cît el îi împotriveşte acestue, încît s-ar pute zice că aice puterea trece 
dintr-un trup în altul. Micşurarea în putere ce sufere trupul făptuitoriu, se 
numeşte contra-făptuirea altui trap asupra celui făptuitoriu ; drept care se 
zice că contra-făptuirea ar fi pururea egală făptuirei, adecă un trup perde-
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pre atîta din puterea sa precît împărtăşeşte altuia“ . Aceste legi sínt comple
tate cu observaţia că puterea determină nu numai mărimea mişcării, ci şi 
direcţia ei. Mişcarea unui corp sub acţiunea unei singure puteri este o miş
care simplă, sub acţiunea mai multor ea este compusă. Aceasta din urmă se 
determină cu ajutorul paralelogramului puterilor. Mişcarea strîmblinică 
se datoreşte făptuirii continue a multor puteri. Cazul cel mai simplu este 
cînd asupra trupului făptuesc două puteri, una centripetală, iar cealaltă 
centrifugă. Spaţiu plin cu materie se împotriveşte mişcării.

Căderea corpurilor este o mişcare pripită ce are loc după legea : pcăile 
trupurilor căzătoare se rapoartă ca pătratele timpurilor' ‘. în vid toate corău rile 
cad la fel. Pa aruncarea în sus se pune întrebarea : „Puteoar un trup s fugă 
de tot de la pămînt ? în sine nu ar fi cu neputinţă ; s-ar cere însă o repegiune 
de vr-o milă şi jumătate pe secundă dar atîta de mare repegiune noi nu putem 
produce". în  mod elementar, cu ajutorul unei figuri, se arată că linia des
crisă de un corp aruncat orizontal este o parabolă.

Pa capitolul despre solide se studiază mai întîi ecvilibria lor. Se tratează 
mai întîi rădicătorul matematic, adică pîrghia matematică care este o linie 
dreptă neîndoibilă, şi se arată condiţia de echilibru a rădicătorului cu braţe 
egale şi neegale, precum şi a celui ungheat. Aceste sínt rădicătoare dibra- 
ţaţe ; rădicătoriul fixat la un capăt se numeşte unibraţat. Pegea de echilibru 
însă este aceeaşi pentru ambele genuri de rădicătoare : „puterea şi povara 
vor fi în proporţie întoarsă cu depărtările lor de la punctul oprirei". De la 
rădicătoriul matematic se poate face aplicaţie la cel fizic.

Scripţii pot fi simpli, dupli (roata cu sul) şi simpli cu osie înţepenită. Se 
defineşte apoi punctul greutăţei, adică centrul de greutate.

Oscilaţiile trupurilor solide sínt tratate pe scurt. Mişcarea oscilîndă „se 
poate isca prin un îndoit chip. 1. prin greutate, 2. prin elasticitatea trupurilor. 
Din aceasta se nasc două feliuri de fenomene oscilaţii de pendel şi oscilaţii 
de son".

O linie matematică adică fără greutate avînd „la unul din capetele ei în
ţepenit un punt cu greutate" formează un pendul simplu sau matematic. Du
pă enunţul legilor acestuia se trece la pendehd fizic sau compus, la care , ,şi 
linia lui are o greutate şi trupul din capăt o însemnată întindere". Aici se 
defineşte atît oscilaţia mijlocie, cît şi punctul oscilaţiilor, adică centrul de 
oscilaţie.

Pa ciocnirea trupurilor solide se are în vedere atît ciocnirea trupurilor 
rîrtoase, cît şi a celor elastice, fie în ciocnirea centrală fie în cea oblică pe o 
suprafaţă plană. Pa aceasta din urmă încăderei este egal cu unghiul
răsărirei.

Expunerea apăsărei trupurilor solide pe un plan înclinat, Stamati o 
completează după Lehrbuch der Physik a lui Krics, folosind noţiunea de 
sinus. El arată că pe un plan înclinat „se rapoartă întreaga putere la partea 
ce apasă trupul spre plan ca 1 la sinul unghiului înclinărei, iară la partea ce-1 
mînă paralel cu planul ca 1 la sinul acelui unghiu". Se aminteşte aplicarea 
planului înclinat la pană, şurub etc.

Frecarea trupurilor solide „se naşte din neaseminimea feţilor trupuri
lor". Se dau cinci reguli practice pentru micşorarea frecării şi anume :

„1. Pucierea seau netezirea trupurilor.
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2. Unsori, oloiuri, sopon şi alte asemine materii, puse între feţele ce se 
freacă.

3. Roţi, vălătuci şi suluri, pe care seau între care se dau povoarele.
4. O potrivită alegere de materii. . .
5. O formă potrivită“ .
Capitolul despre trupurile fluide se ocupă pe rînd cu fluidele licvoroase 

şi cu cele elastice sau gazoase. Primele sínt caracterizate prin aceea că for
mează picături. Pentru ele e valabil paradoxul hidrostatic şi legea vaselor 
unite. Se arată aplicaţia la apaduceri, fîntîni săritoare ,,sifonul anatomic al 
lui Wolf“ , presa „reală“ (a lui Real) etc.

('razele se pot „îndesa“ şi „rări" ; ele sínt grele. Se trece la aplicaţiile 
aerului îndesat la pustele de vînt, fîntina lui Heron, pustele de foc, cufundaciul 
cartezian. Se aminteşte că „decurînd unele gaze s-au condesat pană ce s-au 
prefăcut în fluide licvoroase“ . Prin rărirea aerului puterea lui elastică scade ; 
pe această însuşire a lui se razimă pumpa sau tulumba pneumatică, aero- 
pumpa, inventată de Otto von Guericke. Se descrie experienţa lui Torri
celli care arată că ,.apăsarea acrului în apropierea pămîntului stă în cumpănă 
cu o colonă {stâlp) de argint viu 22 palmace de naltă“ . Descriind această ex
perienţă, care nu se găseşte în manualul lui Kries, Stamati adaugă urmă
toarea notiţă istorică.

„Da aceasta i-au dat pricină nişte fîntînari, carii voea se rădice apa 
e-o pumpă sugătoare peste 32 palme, dar nu putea. Aceştia se duseră la 
vestitul fizic Galilei ca să le ajute în nedumerire, dar nice acesta nu le putu 
spune adevărata cauză. Mai tîrziu seoleriul seu Toriceli au descoperit la 
1343 că apăsarea aerului era pricina".

Ca aplicaţii se dă barometrul, sifonul, rădicător etc.
Capitolul despre echilibria trupurilor solide şi fluide în unire începe cu 

plutirea corpurilor solide şi fluide într-un fluid. Fără a se menţiona numele 
lui Arhimede se enunţă că un corp cufundat într-un fluid „perde pe atîta 
din pondul seu, preeît trage eîţimea de fluid răspinsă din loc“ . Ca aplicaţii 
se dau arcometrul, haine- de scăldat, corăbiile şi se atrage atenţia că „un 
galben bun trage mai mult în apă deeît unul rău (fals)“ ; iar la plutirea în 
gaze baloanele sau devastaturile. Aflătorii acestora „au fost nişte francezi, 
fraţii Montgolfier ; ii întrebuia la aceasta aerul cel rărit prin căldură, şi cea 
întîi călătorie aerică făcută la 21 noem. 1783 în Paris, Pilatru de Rozier şi 
marchizul d'Arlandcs“ .

Cumpănirea trupurilor într-uu fluid ne dă pondul lui specific. Aceasta 
se face cu balanţa edrostatică. „Un palmac cubic decimal de Paris trage 557 
grăunţe colonice“ (de Köln).

Fluidele se împotrivesc mişcării prin ele a solidelor. împotrivirea e cu 
atât mai mare cu cît fluidul e mai mare, sau „cu cît mai multă masă se 
împotriveşte trapului mişcat“ . Ea mai depinde de forma corpului mişcat şi 
de răpegiunea lui. Ca aplicaţii se aminteşte navigaţia, morile de apă şi 
de vînt.

Sonul sau sunetul este produs de oscilaţiile corpurilor elastice. „Ba încă 
şi trupurile fluide sínt în stare a oscila.“ Sunetul e produs de o mişcare, cioc
nire sau o scuturare. Cu cît oscilaţiile sínt mai repezi en atît mai sus este 
tonul sunetului şi cu cît sínt mai rari cu atît tonul e mai jos. Oscilaţiile ne
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regulate produc nişte sunete care se numesc : scîrţiere, vuet, zuzăire etc. Se 
aminteşte de figurile regulate ale lui Chladni,de fundurile sunătoare. Oscila
ţiile se proplintează prin aer la urechea noastră şi produc sunetul. El se 
înainteşte în toate părţile în linii drepte numite raze de sunet. în  aer sunetul 
înainteşte cu o repegiune de vreo 1193 palme pe secundă. Prin vorbariu şi prin 
ţevi lungi sunetul se duce intr-o direcţie, iar cînd dă de un obstacol, unde se 
răsfrînge. se naşte ecoul.

Partea a doua a fizicii, adică cea specială începe cu eîteva noţiuni 
de chimie, care e definită astfel : „ Hernia sau maestria a desface se înde
letniceşte cu desfacerea trupurilor în părţile constatatoare eterogene şi 
din cele eterogene a compune felurite trupuri“ . Se spune ce este atragerea 
hemi'că a trupurilor afine. Cînd un corp solid cufundat într-un fluid e udat 
de acesta înseamnă că ele sínt fini. Se dau exemple de acest fel, cum este 
maşina de funie a lui Vera, fenomenele capilare etc.

Capitolele de chimie din Kries, care se ocupă cu elementele, acizi, 
baze şi săruri, apă şi gaze sínt omise, treeîndu-se direct la cel despre lumină. 
Acesta este tratat de Stamati cu mult mai pe larg decît în Kries, ocupînd 
un spaţiu mai mare decît dublul din manualul german. Explicaţia e 
simplă .,Elimina pentru noi este cel mai minunat şi mai însemnat 
obiect din natură ; căci prin trănsul ni se deschide priveliştea lumei ; 
carea alt fel mai ni ar fi cu totul necunoscută“ . Cea mai multă lumină 
ne vine de la Soare în 8 minute.

în privinţa luminii corpurile se împart în : singure luminătoare, lumi
noase şi neluminătoare neluminoase. Cele neluminătoare pot fi : ,,ori lumi
nate, în care întîinplare multe din trînsele seamănă celor luminătoare ; 
ori întunecoase“ . Trupurile neluminătoare prin care trece lumina sínt 
prevăsii, iar acelea prin care nu trece sínt neprevăzii. Elimina se răspîn- 
deşte în toate părţile în linii drepte numite raze de lumină. Cînd razele 
de lumină întîlnese un corp întunecat şi netransparent îl luminează ; 
in dosul acestuia se face umbră. Tăria luminării la depărtare îndoită 
de corpul luminător este 1/4 la una întreiată 1/9, la una împătrită 1/16 etc.

Cînd lumina cade pieziş pe un corp transparent are loc frîngerea 
razelor de lumină ; ea depinde de însuşimea mediului frîngătoriu. Refracţia 
este tratată după cartea lui Kries : Lehrbuch der Physik, din care e luată 
si figura. Raza încăzeloare „vine dintr-o spaţie deşartă ori dintr-un mediu 
mai rar şi întră într-altul mai des apucă“ spre perpendiculară iar dacă 
„vine dintr-un mediu mai des şi trece în spaţie deşartă, ori într-un mediu 
mai rar, apucă“ abătîndu-se de la verticală. „Raza îneăzetoare şi raza 
frîntă se află tot într-un plan". Refracţia luminii stă la originea amăgi
rilor optice.

O aplicaţie foarte folositoare a frîngerii razelor de lumină este constru
irea sticlelor optice. Ele sínt de două feluri : unele măresc şi se numesc 
vîşcate bulbucate, iar altele mieşurează şi se numesc găvănate, covăete, 
adâncate, „şi toate la un loc cu un cuvînt se cheamă linţi, pentru că au 
forma unei linţi“ . Proprietăţile acestor linţi sínt redate iarăşi după Lehrbuch 
der Physik al lui Kries.



VICTOR MARIAN92

Razele ce vin la linţile bulbucate paralel cu osiea linţii se taie într-un 
punct numit focul linţii. Depărtarea acestuia de la linte se numeşte depăr
tarea focului linţii. Cele care pleacă de la un punct mai depărtat de linte 
decit focul ei după frîngere taie osia într-un punct mai depărtat de linte 
decit focul ei. Razele ce purced dintr-un foc al linţii merg paralel cu osia. 
Razele ce pornesc dintr-un punct mai apropiat de linte decit focul ei, 
trecînd prin ea după frîngere nu numai că nu se taie ci se despart. ,,Cu 
toate acestea desverţirea lor este mai mică, decit dacă n-ar fi lintea“ .

Ra linţile găvănate razele paralele cu axa se desverţesc. trecînd prin 
linte şi numai prelungite îndărăt se întîlnese în focar. Raza neparalelă 
cu osia şi care nu se fringe se numeşte rază principală.

Razele ce vin la lentilă de la un punct sau se întîlnese într-un punct, 
numit geometric sau virtuel, sau se întîlnese numai prelungite într-un 
punct fizic. în  ambele cazuri avem cîte un chip al punctului. Da imaginea 
unui obiect trebue să luăm aminte la : 1. locul lui 2. pusăciunea şi 3. mări
mea lui. Da lentilele bulbucate chipul este întors, la cele găvănate e drept. 
Se explică apoi ce este un un ghiu optic şi mărimea părută a unui obiect.

Cu ajutorul unei bucăţi „de steclă în trei muchi, numită prismă“ 
se obţine un spectru prismatic. „Cu frîngerea luminii se aseamănă plecarea“ 
ei, adică difracţia. Cu trecerea şi refracţia luminii se ocupă dioptrica.

„Căzînd o rază pe un trup întunecos şi neprevăziu, se răsfringe, 
şi anume ca un trup elastic, tot supt acel unghiu supt carele cade“ . Dacă 
faţa obiectului e lucie avem o oglindă. Oglinzile sínt : plane sau strîmbe. 
Se aminteşte oglinda ungheţă, oglinzile paralele, lădiţele, cămăruţele cu 
oglinzi şi caleidoscopul.

Oglinzile strîmbe sínt de două feluri : Găvănate şi veşcate. Se arată 
după Lehrbuch a lui Kries, mersul razelor la aceste oglinzi.

Atît sticlele bulbucate cît şi oglinzile găvănate produc în focul lor 
o căldură mare, de aceea se numesc stecle şi oglinzi arzătoare. Aşadar 
lumina produce şi căldură. Herschel a observat că „printre razile lumină
toare sínt unele întunecate, care produc căldură“ . Dumiua mai are şi 
înrîurire hemică. Pe aceasta se razimă „minunata aflare a lui Daguer, 
numită Daguerotipie seau fototipie“ .

Alte fenomene optice menţionate sínt : inelile colorate, interfer enţiea, 
polarizarea şi dupla frîngere.

Trecînd la instrumentele optice se amintesc ochilarii şi microscopurile 
simple, numite şi lupe. Instrumentele optice mai complicate sínt construite 
din mai multe linţi, linţi şi oglinzi sau numai din oglinzi. Primele se 
numesc dioptrice, ultimele catoptrice.

După descrierea microscopului simplu urmează cel compus, care 
are „trii linţi bulbucate, din care cea despre obiecte, se numeşte obiec
tivă, cea din mijloc colectivă adică culegătoare, şi a treia, ce o lipim de 
ochi oculară“.

O altă clasă de instrumente optice sínt ochenile, care sínt formate 
fie numai din lentile fie din lentile şi oglinzi Din fiecare clasă sínt impor
tante trei soiuri : „anume din clasa întîlea. 1. ocheana Olandică seau a 
lui Galilei ; cea astronomică seau a lui Kepler şi cea terestră (pămîntească) 
obicinuită. Din adoa clasă sínt de însemnat : D telescopul lui Newton,



2. al lui Casegren, şi 3. al lui Gregorie“ . Ca o ocheană să fie bună se 
cer două condiţii : mărimea cîmpului vicierii şi o îndestulă curăţenie.

Alte instrumente optice descrise sînt : cămara oscură, clară şi lucidă ; 
laterna magică, microscopul solariu şi lădiţele perspective seau panora
mele. ,,0  lanternă mai mare şi mişcătoare pe roate cu deosebit meha-
nism, se numeşte o fantasmagorie“ . Laterna magică şi panorama servesc 
„spre desfătare pentru copii“.

Capitolul despre foc şi căldură începe cu rmele consideraţii asupra
naturii : „Foc, căldură, ferbinţeală, arşiţă sínt nişte cuvinte, ce rostesc
idei încă ne de ajuns determinate". Totuşi menţionează că „fizicii primesc 
un element imponderabil foarte subţire numit caloric, şi acesta în strînsă 
legătură cu lumina este cauza escărei focului, a căldurii, a ferbinţelei 
şi a arşiţei. Acest element este de o fire atît de tainică îneît pînă acum 
despre dînsul trebue a ne mărgini mai mult cu opoteze...“ . Focul se
poate naşte în diferite chipuri : prin împărtăşire, atingere, frecare, razele 
soarelui, fulger şi prin aprindere de sine. Focul încălzeşte, înferbîntă şi 
aprinde. Prin foc trupurile solide se topesc; la topire „o cîţime de căldură 
se leagă amorţeşte“ . Fluidele prin foc se prefac în abori.

Cu ajutorul termometrelor se stabileşte o scară sau grade de căldură 
şi de frig. Se descriu scările de temperatură „Fahrenheit, Celsie şi 
Reaumur“ . Trecînd la prefacerea apei în aburi se descrie maşina cu abori 
şi se aminteşte aplicaţia ei la vaporuri.

Prin încălzire trupurile se întind, iar prin răcire se string ; mai cu 
seamă se întinde aerul. Căldura poate trece de la un trup la altul, dar 
ea nu pătrunde în toate trupurile cu aceeaşi uşurinţă, deosebim aşadar 
buni şi răi conductori de căldură. Uneori prin amestecul a două corpuri 
se naşte căldură, răceală ori frig. „Acest fenomen ni dovedeşte că s-au 
schimbat chiar statul trupurilor, seau că ele au făptuit între sine hemic“ . 
O mulţime de fenomene sînt însoţite de căldură şi frig. Cu această ocazie 
căldura sau iasă slobod, sau se leagă.

Focul poate produce mari daune, de acea se înşiră mijloacele de 
а-l combate. Regulele de combătut focul sînt : stingerea lui imediată, 
oprirea curenţilor de aer prin închiderea ferestrelor şi obloanelor, acope
rirea focului cu o mintă, ţol, lopăţele de cenuşă sau nisip. Apa nu trebuie
aruncată pe pară ci pe lemnul arzător ; în lipsă de apă se pot folosi
peteci ude legate de o prăjină. Foarte bune sînt pompele de foc. E
bine să se ţină la îndemînă o cantitate de apă etc.

Capitolului de electricitate Stamati de asemenea i-a dat o extindere 
mai mare, folosindu-se de Lehrbuch a lui Kries. Arată diferitele feluri 
de a produce electricitatea : prin frecare şi prin împărtăşire, inducere 
etc. Cuvîntul electricitate „vine de la greceşte ilectron, adecă trăgă- 
toriu, ce înseamnă chihlimbariul pentru că el trage foarte tare, frecat
fiind“ . Electricitatea se datoreşte unei materii numită electrică. Corpurile 
se împart în conducători şi neconducători. Deosebim două feluri de elec
tricitate : pozitivă şi negativă. Electricitatea are două legi :

1. „Trupurile omogene electrizate se răsping între sine, iară trupuri 
eterogen electrizate se atrag.
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2. Orice trup pus în atmosfera electrică a altui trup electrizat, în 
partea despre dînsul arată electricitate opusă".

Se descrie maşina electrică, apoi se înşiră diferitele aparate electrice : 
electroscopul, electr ometrul, tabla lui Franklin, ,,butelia Im Leidner“ , elec
tr of orul şi condensatorul.

Se vorbeşte apoi despre descoperirea galvanismului, a elementului 
voltaic, coloanei şi bateriei voltai ce. Cu coloana lui Volta, Oersted a desco
perit fenomenele electromagnetice. Se aminteşte turmalina şi peştii elec
trici. în general de la electricitate „atîrnă multe fenomene naturale. 
Despre unile ştim cu siguranţie. Iară despre chipurile prin care în natură 
urmează fenomenele electrice ştim prea puţin".

Magnetismul de asemenea este tratat mai pê  larg decit în manualul 
elementar al lui Kries. El începe spunînd că : ,,Intre eseurile feroase se 
găsesc bucăţi ce au însuşime de a trage la sine feiul". Aceste se numesc 
magnete naturale, maşnete fireşti, feromagnete. Se definesc polii magnetici 
nord şi sud şi „un loc ca un inel în fierul magnetismului, de carele 
piliturile nu s-animă mei cum, seau unde magnetul nu arată nici o tragere". 
Puterea magnetică se poate împărtăşi fierului şi oţelului, obţinîndu-se 
magnete maestrite.

Legea principală a magnetismului este că „polii eterogeni se răsping 
între sine, iară cei omogeni se trag între sine".

Acele sau acurile magnetice iau direcţia mediamdelor magnetice, acestea 
se taie în polii magnetici ai pămîntului. Dreapta ce uneşte polii magnetici 
ai pămîntului se numeşte osiea magnetică, iar cercul cu centrul pe această 
osie şi perpendicular pe ea este ecuatorul magnetic. Se descrie busola şi se 
defineşte abaterea magnetică, adică declinăcmnea magnetică, apoi plecarea 
numită inclinăciunea magnetică.

Dintre noile invenţii în legătură cu magnetismul se aminteşte multi
plicatorul electromagnetic al lui Poggendorf si galvanometrul. Dintre noile 
descoperiri din domeniul electromagnetismului sínt menţionate legile lui 
Ampère privitoare la atracţia a doi curenţi electrici, producerea seînteii 
electrice cu ajutorul magneţilor de către Faraday şi termomagnetismulsau 
termoelectricitatea descoperită de Seebek. La fel se expune pe scurt teoria 
magnetismului a lui Aepinus şi cea a lui Ampère. După această din urmă 
„care se ţine tare", nu există o deosebită materie magnetică „ce tot aceleaşi 
materii sau tot aceleaşi puteri, de care atîrnă fenomenile electrice, produc 
şi pe cele magnetice".

*

Fartea a treia, care cuprinde fizica aplicată începe cu noţiuni elementare 
de astronomie : pămîntul şi universul, exact ca în manualul elementar al 
lui Kries.

Mai întîi se aduc dovezi privitoare la rătunjimiea pămîntului, apoi 
se: defineşte osiea pămîntului, polii, ecuatorul, gradele, meridianul, lăţimea 
şi lungimea locului, orizontul, zenitul, răsăritul şi apusul. Se aduc argumente 
pentru rotirea pămîntului şi se trece la descrierea universului.

Aici se definesc polii cerului, polii bunei sau ai universului, şi osiea 
lumei, care trece prin steaua polară, şi se spune ce sínt planeţii şi stelele
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fipte. Descrierea mişcărilor cereşti, corpurilor cereşti se face mai bine cu 
ajutorul sistemului copernicane sau sistemei soreşti. Numele planetelor sínt : 
Mercur, Vinerea, Pămîntul, Mars, Vesta, Astreea, Juna, Ceres, Palas, 
Joia, Saturn şi Urau. Duna este trabantul sau soţul Pămîntului. Dar şi cele
lalte planete au trabanţii lor : „aşa Joia are 4, Saturn 7, şi Uran 7, precît 
sau descoperit pănă acuma. Printre planete se mişcă comiţii, tot în jurul 
soarelui

Stelele înfipte sínt foarte departe de soare şi în număr foarte mare. Ele 
se clasează în constelaţii. Spre deosebire de planete care sínt opace, stelele 
fixe sínt corpuri ce luminează de sine, la fel ca soarele nostru. Deci dacă 
numărul lor e atît de mare cu cit mai mare trebuie să fie numărul planeţilor 
ce le înconjoară ! Din nemărginiria universului în care numeroase corpuri 
ar fi locuite de nenumărate fiinţe „putem pricepe atuucea eîtui de nemărgi
nită mărimea şi bunătatea ziditorului, carele au dat vieaţă tuturor acestor 
fiinţe, leau hotărît locul lor, şi nu uită pe nici una dintrînsele !"

Urmează întrebarea : „cum se ţin aceste trupuri cereşti în locurile lor? 
şi cum se învîrtesc pe căile lor ?“ Răspunsul este că există o putere care 
sileşte un trup să se mişte către celălalt. „în adevăr în această putere a 
greutăţii universale videm legătura ce ţine la un loc pe toate trupurile 
universului”. Dar ca să nu cadă la un loc ele sínt respinse de o altă putere, 
numită centrifugă şi aşa se învîrtesc unul în jurul celuilalt.

Revenind la pămînt se defineşte ce este ecliptica, zodiile, zodiacul, 
tropicele, zonele : ferbinte, stimparate, şi geroase, şi cercurile polare. Capitolul 
se încheie cu arătarea echinocţiilor şi solstiţiilor, care determină cele patru 
timpuri ale anului si cu menţionarea antipozilor.

Geografia fizică tratază în cîteva pagini următoarele tune : marea 
lacuri, fluvii, rîuri, izvoare, fîntîni, pămînt uscat sau continent, insule, 
înlăuntrul pămîntului.

Mai interesant pentru fizică este capitolul de meteorologie, care se 
ocupă cu „feluritele fenomene aerice numite Meteore“. Se descriu aici vînturilc, 
roa, bruma, negura, ploaia, ninsoarea, grindina, furtuna şi se dau regule 
de păzire cînd e furtună : un mijloc foarte bun de apărare sínt abătătorii de 
furtună. între fenomenele electrice ale atmosferei se mai înşiră trompele 
şi focurile plutitoare. Urmează stelile căzătoare, sferile focoase numite şi balauri 
zburători, încheindu-se cu căderea pietrelor aerice scaii meteorice numite aeroliţi, 
curcubeul, ţercălamurile, sorii lătur aii sau luni lăturate, amurgul, zorile, 
aurora boreală şi cea australă.

*

în concluzie din cele de mai sus se pot desprinde următoarele. Este 
firesc că Stamati care a studiat la Viena a ales ca manual pentru redare 
în limba română, cărţi germane. Alegerea a fost bună, dar dificultăţile 1ra- 
dueerii au fost mari. El a folosit o seamă de termeni populari, dar a trebuit 
să şi creeze termeni artificiali. Unii termeni s-au păstrat pînă azi, nralţi 
însă au fost abandonaţi, mai cu seamă după apariţia în 1870 a Elementelor 
de Pisică ale lui Bacaloglu, influenţat de cultura franceză. în tot cazul 
Stamati are meritul de a fi pits la îndemma elevilor săi un manual de fizică 
la nivelul european.
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Desigur este regretabil că manuscrisul de Fizică experimentală al lui 
St a maţi pe care l-a prelucrat după Muncke s-a pierdut, totuşi prin tipărirea 
Fizicii elementare el a făcut un bun început editării în limba română a ma
nualelor didactice de fizică.
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ПЕРВЫЙ РУМЫНСКИЙ УЧЕБНИК 
ФИЗИКИ

( Р е з ю м е )

Элементарная физика Т. Стамати, вышедшая в свет в Яссах в 1849 г., является 
первым румынским учебником физики. До появления этого учебника как в Яссах, так 
и в Бухаресте физику изучали по рукописям или по греческим книгам. Учебник 
Стамати не оригинальная книга, а переработка по немецкому автору Кризу. Стамати 
использовал главным образом Lehrbuch der N aturlehfe  этого автора и в меньшей степени 
и Lehrbuch der Physik, вышедшие в нескольких изданиях в первой половине XlX-ro 
не к а.

Учебник Стамати, имеющий формат в 12/18 см, и напечатанный на 180 страницах 
кнриллищей, содержит предисловие автора и трактует следующее: I. Общая физика, 
т.е. механика и акустика; 11. Специальная физика, т.е. оптика, теплота, электричество 
н магнетизм; 111. Прикладная физика, т .е .  математическая и физическая география 
и метеорология. В конце книги имеется 3 страницы с хорошо исполненными рисунками.

Естественно, что Стамати, — который учился в Вене — после того, как стал 
профессором высшего учебного заведения „Академия Михэйлянэ” в Яссах, начал 
перерабатывать немецкие книги. Он встречал большие затруднения в переводе науч
ных терминов, однако его заслуга в том, что он нашёл подходящие популярные 
термины и создал другие новые, из которых одни остались в употреблении, а другие 
были заменены впоследствии другими терминами, заимствованными из французского 
язы ка .

LE P R E M IE R  M A NUEL ROU M AIN D E  PH Y SIQ U E  

( K é s  u m é )

L a Physique élémentaire ((Fizica E lem entară) de T. S tam a ti, pa ru e  à Ja ssy  en 1849, est le 
p rem ier m anuel roum ain  de physique. A van t l ’ap p aritio n  de cet ouvrage, on é tu d ia it  la physique, 
ta n t  à  Ja ssy  q u 'à  B ucarest, dans des livres ou  des m anuscrits  grecs. Le m anuel de S tam a ti n ’est



PRIMUL MANUAL ROMANESC DE HZICA 97

pas un  ouvrage  orig inal m ais une a d ap ta tio n  d ’après l ’a u te u r allem and  K ries. S tam a ti a  u tilisé  
de celui-ci su r to u t le Lehrbuch der Naturlehre, m ais aussi, dans une m esure plus réd u ite , le Lehr
buch der P h ysik , p a ru  en  p lusieurs éd itions d an s la  p rem ière m oitié  d u  X IX e s.

Le m anuel de S ta m a ti, de fo rm at 12 x 18 cm, im prim é su r 180 pages en  caractères cy ril
liques, com prend une p réface  (P recuvîn tare) de l ’a u te u r e t  t r a i te  des m atières su iv an te s  :I. L a 
Physique générale, c 'e s t à  d ire la  m écanique e t  l ’acoustique ; I I .  L a  P hysique spéciale, c’e st à 
d ire  l 'o p tiq u e , la  chaleur, l ’é lectricité  e t  le m agnétism e ; I I I .  L a  Physique appliquée, c ’e st à 
d ire  la  géographie m ath ém atiq u e , la géographie physique e t  la  m étéorologie. E n fin  l ’ouvrage 
co n tien t aussi 3 feuilles de figures b ien  exécutées.

I l  e s t n a tu re l que S ta m a ti, après avo ir é tu d ié  à  V ienne e t  avoir é té  nom m é professeur à 
Г A cadem ia M ihăile ană  de Jassy , a it  a d ap té  des liv res allem ands. I l  a  ren co n tré  de grosses d iffi
cu ltés dans la trad u c tio n  des term es sc ientifiques, m ais il a  le m érite  d ’avoir tro u v é  des term es 
populaires ad éq u a ts  e t  d ’en  avoir créé de nouveaux , d o n t certa in s  so n t re stés  e t  d ’au tre s  o n t 
é té  rem placés p lus ta rd  pa r des em p ru n ts  au  frança is .

7  —  B a b e ş — B o ly á t:  M a th e m a t ic a - P h y s ic a  1/1966





INFLUENŢA IONILOR Fe ASUPRA PERMEABILITĂŢII 
MAGNETICE ŞI A CONDUCTIBILITĂŢII ELECTRICE LA

FERITE

de

I. maxi m şi iiAu x t i  I

S-a constatat, că permeabilitatea magnetică iniţială, precum şi conduc- 
tibilitatea electrică a unor ferite policristaline depind de temperatura şi 
durata sinterizării [1, 2, 3 . . . ]. Această dependenţă a fost explicată prin 
aceea că temperatura şi durata sinterizării determină, pe lingă alţi factori, 
concentraţia ionilor Fe t . din ferită.

Noi ne-am propus să studiem proprietăţile magnetice şi electrice ale 
feritelor simple în funcţie de concentraţia ionilor Fe Variaţia concen
traţiei de ioni Fe ! s-a realizat nu prin varierea temperaturii de sinterizare, 
ci prin variaţia concentraţiei de Fe20 3 din probe. S-au ales pentru studiu 
feritele simple de Ni, Mg şi Cu.

Prepararea probelor şi modul de lucru. Ca materii prime s-au folosit 
oxizii Fe20 3, MgO şi CuO de calitate ,,p. a.“ şi azotat de nichel de calitate 
,,pur Oxizii s-au amestecat în proporţii moleculare, încît să fie satisfăcută 
relaţia :

= o. 0,7 vC 8 - f 1,3
M O

în care M reprezintă ionul bivalent de Ni, Mg sau Cu. La o presiune de 2t/cm2 
s-au presat probe cilindrice cu diametrul de 8 mm şi lungimea de 8 mm, care 
au fost sinterizate în atmosferă de oxigen. Ferita de nichel a fost sinterizată 
la 1250 °C, cea de Mg la 1200°C iar ferita de Cu la 950 °C.

Determinarea permeabilităţii magnetice s-a făcut prin metoda balistică, 
introducând corecţiile corespunzătoare cîmpului demagnetizant. Pentru a 
face aceste corecţii s-au determinat experimental factorii de demagnetizare 
pentru fiecare probă. Permeabilitatea magnetică a fost determinată în 
cîmp magnetic slab, a cărui intensitate a fost în jur de 0,1 Oe.

Rezistivitatea electrică a probelor s-a determinat prin metoda volt- 
ampermetrieâ, pe lîngă un curent de aceeaşi intensitate la toate probele, 
deoarece am constatat că rezistenţa electrică a acestor compuşi variază
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P i g .  1. D ep en d en ţa  p e rm eab ilită ţii m agnetice  a  fe ritelo r 
de  C u(l), Ni(2) şi Mg(3) de c o n ce n tra ţia  trio x id u lu i de fier.

P i g .  2. D ep en d en ţa  re z is tiv ită ţii  e lectrice  de  concen
t r a ţ ia  Fe2Oa a  fe rite lo r de  M g(l), N i(2), Cu(3).
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în funcţie de intensitatea curentului. Un studiu sistematic al acestei depen
denţe va forma obiectul unei alte lucrări.

Rezultatele experimentale. Măsurarea permeabilităţii magnetice s-a 
făcut la temperatura camerei în regim staţionar, cîmpul magnetizant men- 
ţinîndu-se acelaşi pentru toate măsurătorile şi anume 0,1 Oe.

Rezultatele sínt reprezentate în graficele din fig. 1.
Din aceste grafice se vede că permeabilitatea magnetică a feritelor 

studiate creşte cu creşterea concentraţiei trioxidului de fier chiar şi după 
depăşirea concentraţiei stoeehiometrice, iar după atingerea unui maxim 
pentru 8 în jur de 1,1, începe să scadă. Acest maxim se află în jurul unei 
concentraţii moleculare a FeO de 7%. Ceea ce înseamnă că o concentraţie 
de cca 7% b'e t îmbunătăţeşte permeabilitatea magnetică a acestor ferite.

Rezistivitatea electrică s-a măsurat după grafitarea celor două feţe 
paralele ale probelor, în vederea realizării unor contacte cît mai bune. Rezul
tatele măsurătorilor sínt reprezentate în graficele din fig. 2.

Măsurătorile s-au făcut în regim staţionar la temperatura camerei. 
Din alura acestor grafice se constată că rezistivitatea electrică a celor trei 
ferite studiate scad cu cîteva ordine de mărime la creşterea concentraţiei 
de Fe20 3 peste 50%. Acest lucru este în acord cu ipoteza [4] conform căreia 
conductibilitatea electrică a feritelor în mare parte este asigurată de exis
tenţă în aceeaşi subreţea a ionilor de fier bivalenţi şi trivalenţi.
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ВЛИЯНИЕ ИОНОВ Fe++ НА МАГНИТНУЮ ПРОНИЦАЕМОСТЬ И ЭЛЕК
ТРОПРОВОДНОСТЬ ФЕРРИТОВ 

Р е з ю м е )

Авторами изучилось экспериментально изменение магнитной проницаемости в 
стационарном режиме для поля 0,1 э у ферритов Ni, Mg и Cu в зависимости от кон
центрации триокиси железа. Установлено, что для концентрации приблиз. в 7% 
■ионов Fe+ + магнитная проницаемость максимальна. Измерено также удельное 
электросопротивление в стационарном режиме и при комнатной температуре. 
Установлено, что удельное электросопротивление падает на несколько порядков 
величины при повышении концентрации 1'е,03 свыше 50% в молекулярных процен-
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IN F L U E N C E  D E S I O N S E E ++ S U R  LA P E R M É A B IL IT É  M A G N ÉTIQ U E E T  LA 
C O N D U C T IB IL IT É  É L E C T R IQ U E  D E S  F E R R IT E S

(Résumé)

Les au teu rs  é tu d ie n t ex p érim en talem en t la  v a ria tio n  de la  p erm éab ilité  m agnétique en 
régim e sta tio n n a ire , pour u n  cham p de 0,1 Oe, des ferrites de Ni, Mg e t Cu en fonction  de la  
co ncen tra tion  du  trio x y d e  de fer. Ils  o n t tro u v é  que, pour une con cen tra tio n  d 'en v iro n  7%  des 
ions Fe+ + , la  perm éabilité  m agnétique  est m axim a. Avec les m êm es essais on a m esuré la  résis
t iv ité  électrique, to u jo u rs  en  régim e s ta tio n n a ire  e t à  la  tem p é ra tu re  de la  cham bre. On a  cons
ta té  que la  ré sis tiv ité  é lectrique d im inue de quelques o rdres de g ran d eu r avec l ’au g m en ta tio n  
de la concen tra tion  en Pe20 3 au-delà  de 50%  en pourcen tage m oléculaire.



ANTIFEROMAGNETISMUR UNOR ARIA JE TERNARE 
PE BAZĂ DE NICHER

de

lU L lU  ГОР şi 10АЛ MAXIM

Studiului proprietăţilor magnetice ale aliajelor binare pe bază de nichel, 
în general, i-au fost consacrate multe lucrări [1—5]. în  ce priveşte siste
mele de aliaje ternare, domeniul este complet nestudiat, deşi posibilităţile 
de realizare a unor interacţiuni de schimb sub diverse forme sínt mult mai 
mari. în  cazul aliajelor ternare domeniul de solubilitate solidă este mai 
restrîns, dar însăşi prezenţa a trei componente diferite poate duce la for
marea unor subreţele cu interacţiune antiferomagnetică pentru compoziţii 
care depăşesc limitele solubilităţii solide.

Prezenta lucrare este destinată studiului comportării magnetice în 
domeniul paramagnetic al sistemelor de aliaje ternare Ni-Cu-Al şi Ni-Au-Al, 
pentru care anterior s-a studiat numai dependenţa temperaturii Curie fero- 
magnetice (0y) în funcţie de concentraţia atomică a componentelor nemag
netice pentru cazul solubilităţii solide [6].

Din sistemul ternar Ni-Cu-Al au fost studiate în domeniul de solubi
litate solidă patru aliaje avînd concentraţia de 85; 88; 90; şi 93% at. Ni, 
raportul componentelor Cu : Al fiind de 1:1,  iar din sistemul Ni-Au-Al 
încă patru aliaje cu concentraţia de 80; 86; 92; 86% at. Ni, 15; 10,5; 
6; 7 % at. Au şi 5; 3,5; 2 ; 7 % at. Al.

Prepararea aliajelor s-a făcut într-un cuptor cu inducţie sub vid. După 
topire, aliajele au fost supuse unui tratament termic de omogenizare şi de 
călire pentru a asigura structura de soluţie solidă.

Ra toate probele s-a studiat dependenţa de temperatură a suscepti
bilităţii magnetice cu o balanţă de susceptibilităţi descrisă anterior [7], 
în intervalul de temperatură 100—1000°C. Rezultatele obţinute pentru 
aliajele de Ni-Cu-Al sínt date în fig. 1, unde este reprezentată dependenţa 
de temperatură a susceptibilităţii reciproce 11  ̂ în funcţie de temperatură.

Din figură se vede că pentru probele studiate dependenţa 11 /(  T) este 
liniară pînă la temperatura de aproximativ 600—650°C, după care se ob
servă o uşoară încovoiere înspre axa temperaturilor. Abaterea de la liniari
tate este cauzată de paramagnetismul de tip Pauli al electronilor liberi, 
suprapus peste paramagnetismul de tip Rangevin, al stărilor electronice
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localizate în jurul nodurilor reţelei cristaline. Cu scăderea concentraţiei de 
nichel susceptibilitatea magnetică scade. în funcţie de temperatură siste
mul de aliaje este stabil la încălzire şi

P i g .  1.

centraţia atomică a componentelor 
tele 1,6 — 1,33 P-B după o relaţie

răcire repetata cu o susceptibilitate 
reversibilă care poate fi descrisă 
cu relaţia

m

unde C este constanta lui Curie, 
Op — temperatura Curie paramag- 
netică, T temperatura, iar yp sus
ceptibilitatea paramagnetică con
stantă de tip Pauli.

Din constanta Curie s-a cal
culat momentul magnetic efec
tiv Pp, care în funcţie de con- 
nemagnetice variază între limi- 
atratică [8] de forma

ps _ pî■̂ Poliaj ^ X?NI
n T !

I60/ (2)
unde n este valenţa medie a componentelor nemagnetice, iar т concentra
ţia lor atomică, aşa cum se vede din figura 2.

Pe aceeaşi diagramă este reprezentată şi dependenţa de concentraţie 
a punctului Curie paramagnetic, care, după cît se vede, scade liniar.

Pentru aliajele de Ni-Au-Al omogenizate şi călite dependenţa l|x (7 )  
este liniară în tot intervalul de temperatură studiat, iar efectul electroni
lor de conductibilitate este inobservabil, aşa cum rezultă din figura 3. Şi 
în acest caz cu scăderea conţinutului de nichel susceptibilitatea magnetică 
scade, însă rolul componentelor nemagnetice este echivalent, aluminiul 
avînd o influenţă mai mare (vezi curbele II şi IV).
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Dependenţa de concentraţie a momentului magnetic efectiv şi a punc
tului Curie paramagnetic pentru acest sistem de aliaje este dată în fig. 4. 
După cum se vede din figură, punctul Curie 0f , scade liniar cu concentraţia, 
iar momentul magnetic efectiv nu mai urmează relaţia (2), avînd o variaţie 
cvasiliniară şi mică cu concentraţia, între limitele 1,6—1,5 pB. Toate aceste 
deosebiri faţă de sistemul Ni-Cu-Al, indică faptul că sistemul de aliaje 
Ni-Au-Al, nu ocupă o stare de echilibru stabilă cu temperatura, iar suscep

tibilitatea este ireversibilă faţă de încălzirea şi răcirea repetată. Pentru 
aliajele care în diagrama de echilibru au o concentraţie ce depăşeşte do
meniul soîubilitaţii solide la temperariira camerei, echilibrul faţă de tem
peratură se stabileşte foarte lent în condiţii normale, iar caracterul inter
acţiunilor magnetice se schimbă radical, aşa cum rezultă din fig. 5, unde 
este reprezentată dependenţa l|x(T) pentru aceleaşi aliaje de NrAu-AL 

în  primul rind are loc o expansiune a domeniului feromagnetic cu 
aproape 200°, iar caracterul dependenţei l|x(T) este pronunţat neliniar. 
Pentru aliajele cu aceeaşi concentraţie de nichel (II şi IV) susceptibili
tatea magnetică coincide, iar pentru proba III deşi se păstrează caracterul 
unui paramagnetism normal Dangevin, se pune în evidenţă ţmramagne- 
tismul electronilor liberi de tip Pauli la temperaturi mai ridicate (peste 
600°C), prin curbarea uşoară înspre 
axa temperaturilor, momentul mag
netic revenind la o valoare normală 
conform relaţiei (2), marcat pe 
fig. 4 cu un punct singular.

în figura 6, pentru proba I 
(cu concentraţia de 80% Ni, 15%
Au şi 5%Al), este arătat procesul 
de stabilire a echilibrului după 
multe încălziri şi răciri repetate. Se 
vede că de la o dependenţă liniară
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1 j x(T), caracteristică fazei de soluţie solidă obţinută prin călirea probei 
încălzite la 1000°C (curba I), după răcire repetîndu-se măsurătoarea, 
susceptibilitatea este ireversibilă şi se ajunge la o dependenţă neliniară 
(curba I'), care însă este şi ea instabilă. Repetîndu-se procesul de încălzire 
şi răcire de mai multe ori pe lîngă faptul că interacţiunile devin mai 
puternice, fapt indicat de creşterea susceptibilităţii, are loc şi o transformare 
de reţea cristalină, care se vede pe curba I” prin apariţia ciclului de 
termohysteresis între 500 şi 850°C.

în cazul acestor aliaje prin atingerea echilibrului, susceptibilitatea 
magnetică x nu mai urmează legea lui Curie-Weiss (1), ci o lege mai compli
cată, caracteristică comportării magnetice a substanţelor cu un antifero- 
magnetism necompensat, legea lui Nèel, de forma

1 _1_ T  _  o

x Xo : ( : r  -  0
(3 )

unde / n> C, a şi 0 sínt nişte constante, iar T este temperatura. O asemenea 
comportare a mai fost găsită şi la unele aliaje binare de nichel-crom şi 
mangan-stibiu [9, 10].

Conform teoriei lui Nèel, îu cazul feritelor L11 j se formează nişte 
subreţele magnetice care au momentul magnetic dirijat antiparalel una 
faţă de alta şi diferit ca mărime din care cauză antiferomagnetismul este 
necompensat. Din relaţia (3) au fost calculate toate constantele care sínt 
reunite în tabel. Semnificaţia fizică a constantei C este aceeaşi ca şi în ca
zul legii Curie-Weiss, prin urmare din ea se poate calcula momentul mag

Ni-Au-Al 1/Xo • 10~4 C ■ IO4 <7 ■ K T 4 6, CK A  14;
—

I 80 ; 15 ; 5%  at -- 5.862 40 216 553 1,59
I I 86 ; 10,5; 3,5%  ., -  5,84 43,9 167,2 553 1,61

IV 92 ; 6 ; 2%  ., - 5,84 43,9 167,2 553 1,57
I ' 80 ; 15 ; 5%  ,, -  3,325 44 184,16 493 1,66
I " 80 ; 15 ; 5?o - -  5,22 45,9 180,45 543 1,7

netic efectiv l ’p. Pentru toate cazurile momentul magnetic al aliajelor 
în limita erorilor experimentale, corespunde cu momentul magnetic efec
tiv al nichelului : Pp I ,b uls. De aici rezultă, interpretáld rezultatele prin 
analogie cu ferimaguetismul, că se formează în aliajele ternare de Ni-Au-Al 
(cu excepţia III) trei subreţele magnetice ca Ni-Ni ; Ni-Au ; Ni-Al, care 
au momentele magnetice orientate antiparalel, în aşa fel ca subreţelele de 
Ni-Au şi Ni-Al fiind echivalente îşi compensează efectul reciproc, rămî- 
nînd activă numai subreţeaua Ni-Ni, în deplină concordanţă cu valoarea 
experimentală a momentului magnetic efectiv Pp (aurul fiind monovalent).

în concluzie se poate spune că aliajele ternare de Ni-Cu-Al şi Ni-Au-Âl 
în domeniul de solubilitate solidă au o comportare paramagnetică normală, 
iar în afara solubilităţii solide au o comportare de antiferomagnetism ne
compensat.
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АНТИФЕРРОМАГНЕТИЗМ НЕКОТОРЫХ ТРОЙНЫХ СПЛАВОВ НА ОСНОВЕ
НИКЕЛЯ

( P е з ю м е )

Изучена температурная зависимость обратной величины магнитной восприим
чивости 1 /.1- для тройных систем сплавов: Ni-Cu-Al и Xi-Ati-Al. У сплавов первой 
системы магнитная восприимчивость обратима по отношению к температуре и подчини 
ется закону Кюри-Вейса, дополненному постоянным парамагнитным термином типа 
Пасли. Парамагнитная температура Кюри ()р изменяется линейно с атомной концен
трацией немагнитных компонентов, а эффективный магнитный момент Рр— по квадра
тичному закону.

Сплавы Xi-Au-Al, закалённые и отожжённые при температуре 1000° С, имеют 
линейную зависимость 1/.г (Т), 6 (т), Рр (т), однако изучаемая система не находится 
в тепловом равновесии. После повторяемых нагреваний и охлаждений равновесие 
устанавливается, а магнитная восприимчивость больше не подчиняется закону Кюри- 
Вейса. а законе' Неля для ферритов.

ТН К  A N T IK E R RO M A G X ETI8M  O F SOME N IC K E L  T E R N A R Y  A LLO Y S

(S u in ni a r y)

In the present paper was studied  the  dependence on tem pera tu re  of th e  reciprocal m ag
netic susceptibility  1 (x  for the te rn a ry  alloys system s as Ni-Cu-Al and  Ni-Au-Al. The m ag
netic susceptib ility  is reversible according to  tem pera ture  for th e  alloys of th e  first system  
and follows Curie-W eiss'law, com pleted w ith a constan t param agnetic  te rm  of Pauli type 
The param agnetic  Curie tem pera tu re  0 varies linear w ith the  atom ic concentra tion  of the  
nonm agnetic  com ponents, and the effective m agnetic  m om ent Pp  varies w ith a q u ad ra tic  
re la tion .

The Ni-Au-Al alloys w hich are hom ogenized and steeled to  1000°C tem p era tu re  shows 
a linear variation  I A ( i  p 0 (yg Ppizi b u t the  system  is no t in equ ilib rum  according to  te m 
perature. After repeated heatings and coolings the  equilibrm n is established and the  m agnetic 
vusc.-ptihPity d'4*s not follow Curie W eiss’ law, but Xeél’s law for ferrites.





REZONANŢA ELECTRONICĂ DE SPIN A IONULUI V4+ ÎNZEOLIŢI
DE TIP X ŞI Y

de
A. NICliLA, I. lltS U , membru corespondent al Academiei şi GH. CKISTEA

Spectrele RES ale ionilor metalelor de tranziţie în sticle au fost puse 
în evidenţă prima dată şi studiate de către S a n d s  în anul 1951 [1]. Ime
diat după aceasta au urmat măsurători RES asupra acestor ioni introduşi 
în substanţe poroase cum sínt răşinile schimbătoare de ioni, cărbunii acti
vaţi, zeoliţii şi silicagelurile [2]. Ionul de vanadiu tetravalent V4 L a fost 
apoi studiat în Ge02 întrucît, acesta din urmă, se arată deosebit de interesant 
pentru studii RES, găsindu-se atît în stare amorfă cît şi sub forma a două 
modificări cristalografice : forma tetragonală (structura de rutil) şi forma 
hexagonală (structura cuarţului [3]). L- v a n  R e i j e n  [4] prezintă un 
studiu amănunţit asupra ionilor (Cr-O)3 ‘, (V—O)2 ‘ şi (Mo—O)3 : în două 
tipuri de complecşi anorganici : cloraţi şi oxalaţi.

Deoarece zeoliţii au capacitatea să se comporte, datorită cantităţii 
mari de apă ce o pot absorbi, atît ca un mediu apos cît şi policristalin, tre
cerea de la un mediu la altul făcîndu-se treptat prin eliminarea apei în urma 
aetivăru termice sub vid, noi am abordat studiul ionului V4 ' introdus in 
zeoliţi. în  afară de aceasta, ionul 51V4+ se găseşte în stare izotopică des
tul de pură (în proporţie de 99,76 %) şi are o valoare mare a spinului nu
clear. El se găseşte de asemenea în cîteva stări de valenţă ceea ce îl face şi 
din acest punct de vedere interesant de studiat.

în  lucrare s-a urmărit comportarea spectrului RES, a ionul V4+, prin 
trecerea treptată de la un mediu aproape lichid (zeolit hidratat) la un 
mediu policristalin solid, în urma eliminării apei prin activare termică 
sub vid.

T e h n ic a  ex p er im en ta lă . Probele s-au obţinut pornind de la zeoliţii 
simetrici de tip X [(Na (A102)88 (Si02)1O4)] şi Y[(Na56 (A102)58 (S i02)36] pro
curaţi de la Compania Linde SUA şi de la sulfatul de vanadil (VO. S 0 4. 
5H20) atît din import cît şi preparat la I. C. al Academiei Republicii Socia- 
ste România, Filiala Cluj. Din punctul de vedere la comportării lor în măsură
torile RES, probele din substanţe cu provenienţă diferită, nu se deosebesc.

Zeolitul a fost uscat la 105 °C timp de 2 ore, după care a fost îmbibat 
eu soluţie de sulfat de vanadil de concentraţie dorită, iar pentru o diluare
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mai mare în vederea schimbului cît mai complet, s-a adăugat apă distilată 
şi s-a agitat timp de 4 ore. Amestecul obţinut s-a filtrat iar filtratul s-a 
uscat timp de 2 ore la temperatura de 105 °C. Pentru a avea iniţial un mediu 
cît mai apos probele astfel obţinute s-au hidratat ţinîndu-le timp îndelungat 
într-un vas cu vapori de apă saturanţi. Pentru eliminarea apei şi trecerea 
treptată la un mediu policristalin solid, probele au fost activate termic 
sub vid de 10" 5 mm Hg la temperaturile de 100 CC, 200 °C, 300rC şi 400CC. 
Concentraţia ionilor de vanadiu aleasă a fost de 1%, 5% şi 10%.

Măsurătorile RES s-au efectuat cu ajutorul spectrometrului J. E. 5 ,— 
B, de fabricaţie japoneză, ale cărui caracteristici sínt date în '5]. S-a lucrat 
în banda X de frecvenţe.

Teoria speHrelor. Studii teoretice asupra RES, a ionului V4 , aflat 
în cîmpuri cristaline de diferite simetrii nu există pînă în prezent. Totuşi 
au fost tratate două sisteme analoge. В. В 1 e a n e у Гб] tratează cazul 
titanului trivalent în eîmp trigonal, care este izoelectronic cu vanadiul 
tetravalent. D. P o l d e r  [7] tratează cazul ionului de cupru bivalent 
în cîmp tetragonal şi consideră configuraţia electronică a lui, ca fiind echi
valentă cu a Ti3 c şi V4 , avîud un singur electron ,,pozitiv“ în pătura 3d, 
adică o gaură. în cazul cuprului rezultatele diferă doar prin inversarea ni
velelor energetice orbitale faţă de poziţia lor la titan. Ambele teorii prezic 
pentru factorul g, valori apropiate de ale electronului liber ceea ce înseamnă că 
distanţa între nivelul orbital fundamental şi imediat următor este mare.

Hamiltonianul de spin care descrie spectrul RES obţinut pentru ionul 
V4 în zeoliţi este [31 :

А Л  Л  A A  A  A  A  A
Я  =  gu$HeSz -f- g± p[HxSx +  Hys v] 4- ASZL  +  />' > ./. +  SyIy] 

unde S =  1/2, I  7/2 — corespunzătoare ionului de vanadiu,
g =  Y  g2 cos2 ö -f g2, sin2 0

kg =  Y  A 2g-, cos2 0 -j- B- g2 sin2 0

0 fiind unghiul dintre direcţia cîmpului magnetic exterior H şi axa cîmpului 
cristalin.

Termenul care evidenţiază structura fină lipseşte pentru configuraţia 
3d1 (S =  1/2) şi am neglijat de asemeni termenii interacţiunii cuadrupolare 
şi al interacţiunii directe între cîmpul exterior H şi momentul magnetic 
nuclear al vanadiului V51.

Pentru simplitatea calculelor şi a formulelor hamiltonianul de spin 
se diagonalizează, astfel că, condiţia de rezonanţă se poate scrie :

hv — gß Я  +  К m

m— fiind proiecţia spinului nuclear pe direcţia cîmpului magnetic H. Atit 
în substanţa policristalină cît şi în soluţie complecşii magnetici sînt orien
taţi haotic. Prin urmare spectrul RES observat este o medie asupra tuturor 
orientărilor posibile. Există totuşi o deosebire esenţială între cele două 
situaţii. într-un material policristalin fiecare complex magnetic este static 
în spaţiu şi spectrul global este înfăşurătoarea spectrelor complecşilor indi-
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viduali, fiecare cu orientarea sa proprie; în soluţie fiecare complex se ro
teşte rapid în comparaţie cu perioada cîmpului de microunde, deci însăşi 
spectrul unui complex individual este o medie asupra tuturor orientărilor 
sale. Dacă N 0 este numărul complecşilor magnetici din proba considerată 
atunci numărul complecşilor magnetici care au orientarea în limitele deter
minate de unghiurile 6 şi 0 +  d% este [8]

Datorită factorului sin 0 dQ, în funcţia de distribuţie a orientărilor, 
orientarea cu II I Z este mult mai frecventă decît orientarea H \\ OZ (Zeste 
axa cristalină preferenţială a complexului magnetic). De aici rezultă că 
liniile din spectru corespunzătoare lui /7 _ Z trebuie să fie mai intense decît 
cele corespunzătoare lui H || Z. în cazul soluţiilor are loc o îngustare dina
mică a liniilor RES şi ca urmare liniile corespunzătoare diferitelor valori ale 
numărului cuantic nuclear, m, nu se suprapun, spre deosebire de cazul 
policristalelor unde suprapunerea este foarte accentuată. Coordinarea vana- 
diului tetravalent în compuşii vanadili se presupune a fi o piramidă pătraticâ 
(fig. 1) : patru liganzi X  (în cazul nostru molecule de apă) la distanţă apro
ximaţie' egală de ionul central şi un atom de oxigen în vîrful piramidei la o 
distanţă foarte mică de ionul central.

Nivelele de energie ale ionului în eîmpul cristalin al piramidei pătratice 
pot fi discutate din două puncte de vedere : în funcţie de interacţiunile 
electrice ale electronului ionului central cu liganzii sau în funcţie de stabi
litatea legăturii, datorită formării orbitalilor moleculari între ionul central 
şi liganzi.

în prima descriere piramida pătratieă poate fi considerată ca provenind 
dintr-o configuraţie octaedrică. Se pot distinge două cazuri : un octaedru 
deformat tetragonal care este alungit în lungul axei de simetrie şi unul care 
este comprimat în lungul acestei axe.

Schema nivelelor de energie care rezultă folosind teoria grupurilor 
;9], este redată în fig. 2.

dN N o-sin 0 dl)

P i g .  1. C oordinarea p ira 
m idal pü tra ticü  a ionului 

V4+ în com puşi vanadil.

P o
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în octaedrul alungit, nivelul cel mai de jos este dubletul xz, yz, iar in 
cel comprimat singletul xy. Succesiunea nivelelor pentru piramida pătra- 
tică depinde de două circumstanţe : (1) distanţa dintre ionul central şi oxi
genul din vîrful piramidei este foarte mică ; (2) ligandul din vîrful opus 
este foarte departe sau lipseşte. Depinde care din aceste efecte predomină 
dacă piramida pătratică este alungită sau comprimată.

După cum vom vedea din discuţia rezultatelor experimentale, măsu
rătorile RES ne permit a stabili care din aceste situaţii se realizează iu 
realitate şi să tragem o serie de alte concluzii importante referitoare la 
comportarea ionului V4 г în zeoliţi.

Date experimentale şi discuţii. în  cele ce urmează vom prezenta spec
trele RES ale ionului V4 r în zeoliţi, pentru concentraţia de 1 %. Pentru o 
mai bună reliefare a transformărilor care survin în spectru, în fig. 3 pre
zentăm spectrul acestui ion şi în soluţie apoasă. Datorită mobilităţii foarte 
mari a moleculelor de apă îngustarea dinamică a liniilor RES este foarte 
pronunţată şi spectrul este bine rezolvat la temperatura camerei. Din spectru 
se poate uşor verifica valoarea spinului nuclear al vanadiului (1 =  7 /2) 
şi că simetria cîmpului cristalin este cubică.

V

H

F i g .  3. R IïS  a Vi+  iu soluţie apoasă.
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în  fig. 4 prezentăm spectrul ionului V4 ■- introdus în zeolit de tip Y, 
obţinut la temperatura camerei. Numărul componentelor de structură 
hiperfină se păstrează, ceea ce ne informează asupra conservării simetriei 
cubice, dar spectrul este puternic distorsionat. Cu creşterea temperaturii, 
pe de o parte creşte intensitatea liniilor spectrale, iar pe de altă parte spec
trul se desface în două seturi a cîte opt linii de structură hiperfină. în  fig. 5 
prezentăm spectrul obţinut la 400 °C în care se disting cel mai bine aceste 
seturi.

V02'i !% iOGsf OtJB; 20°C;

Apariţia celor două seturi de linii, se datoreşte schimbării simetriei 
cîmpului cristalin în locurile ocupate de ionulV1-)-; dintr-un cîmp cubic 
(octaedru regulat apare un cîmp de simetrie tetragonală, una dia axele de 
simetrie devenind preferenţială. Corespunzător acestei simetrii în hamil- 
tonianul de spin apar două constante de stuctură hiperfină A şi В două 
valori; ale factorului de despicare spectroscopică g// şi g_L, corespuzătoare 
orientării paralele respectiv perpendiculare a cîmpului magnetic în raport cu 
axa de simetrie a cîmpului cristalin.

Valorile calculate din spectru ale acestor constante sínt:
A =  165,3 • IO-4 cm"1 gn =  1,9307
В =  76,16 • IO-4 cm -1 şi g± = 1,9504

Semnul constantelor A şi В nu poate fi calculat din cauza lipsei 
structurii fine a spectrului.

8  —  B a b e ş — B o l y a i ; M a th e m a t ic a - P h y s ic a  1/1966
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Deoarece spectrul RES se observă uşor la temperatura camerei şi chiar 
la temperaturi mult mai ridicate, interacţiunea spin-orbită între singletu 
orbital xy şi dubletul orbital xz, yz  este mică. Aceasta presupune pe de o parte 
o distanţă mare între aceste nivele energetice (peste 10.000 cm-1), iar pe de 
altă parte că nivelul energetic orbital fundamental este singlet. Acest re
zultat, conform celor discutate în secţiunea precedentă, ne conduce la ipo
teza că o dată cu creşterea temperaturii de activare termică octaedrul 
regulat se deformează în sensul comprimării lui pe direcţia axei de simetrie, 
în  acest fel legătura chimică stabilită între ionul central de vanadiu şi oxi
genul din vîrful piramidei devine mult mai puternică decit legătura cu cei 
patru liganzi din vîrfurile pătratului. în  aceste împrejurări ionul V+4 se 
manifestă sub forma (V — 0)2+.

O astfel de comportare a simetriei cîmpului cristalin în care se află 
ionul de vanadiu în zeoliţi, precum şi manifestarea sa în spectrul RES, era 
de aşteptat : o dată cu creşterea temperaturii, moleculele de apă din vîrfu
rile pătratului încep să se îndepărteze de ionul central şi chiar să părăsească 
aceste poziţii, devenind tot mai apropiate locurile ocupate de atomii de 
aluminiu, distorsionîndu-se în acest fel cîmpul cristalin.

Figura 5 ne arată de asemeni că intensitatea liniilor corespunzătoare 
lui HX_Z, este mai mare decit intensitatea liniilor corespunzătoare orientării 
H U Z, ceea ce este în concordanţă cu teoria formei liniei în substanţe poli- 
cristaline [8].

O examinare mai atentă a spectrului RES la 400°C ne permite să ob
servăm că pe lingă cele 16 componente de structură hiperfină cores
punzătoare unei simetrii axiale mai apar unele picuri de intensitate foarte 
mică. Acestea se pot vedea mai bine în spectrul ridicat cu o modulaţie de 
22 Gs. Apariţia lor se pune pe seama existenţei, la această temperatură şi a 
unei componente ortorombiee a cîmpului cristalin de intensitate slabă.
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ЭЛЕКТРОННЫЙ ПАРАМАГНИТНЫЙ РЕЗОНАНС ИОНА V 4+ В ЦЕОЛИТАХ
ТИПА X и Y 

( Р е з ю м е )

Методом ЭПР исследовалось изменение симметрии кристаллического поля 
мест, занятых ионом V4+ в цеолитах типа X и Y. Установлена последовательность 
орбитальных энергетических уровней этого иона в кристаллическом поле и сделаны 
выводы о расстоянии между синглетом ху (самый нижний) и последующим вышележа 
щим дублетом xz, yz.

Даётся определение констант гипертонкой структуры и факторы спектроскопи
ческого расщепления, соответствующие параллельной и перпендикулярной ориентации 
по отношению к внешнему полю Н из спектра пробы с концентрацией 1% ионов V4+, 
при температуре активации 400°С.

E LE C T R O N  S P IN  R E SO N A N C E  O F V4+ IO N  IN  Z E O L IT E S  O F X  AND Y T Y P E

( Summary)

The au th o rs  have in  view  by  E S R  m ethod , th e  sy m m etry  v a ria tio n  of th e  c rystaline  
field  of th e  places occupied b y  F4+ ion  in  zeolites of X  an d  Y  typ e . The succession of th e  o rb ita l 
energy  levels of th is  ion  in  th e  c rysta line  field  is estab lished . T hey  draw  conclusions ab o u t th e  
d istance betw een th e  low est x y  sing le t an d  th e  im m edia te  superior xz, yz doublet.

F rom  th e  sp ec tru m  of th e  co ncen tra tion  te s t  1 % ion  V4+ a t th e  ac tiv a tin g  tem p era tu re  
of 400°C th ey  have d e term ined  th e  co n stan ts  o f hyperfine  s tru c tu re , th e  facto rs of sp littin g  spe
c troscopy  corresponding to  th e  paralle l and  perpend icu lar o rien ta tio n  in  account w ith  th e  H 
e x te rn a l field.



POTENŢIALUL EFECTIV Şl STAREA LEGATĂ A I)OI ELECTRONI
ÎN CRISTALE
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A. WEISSMAW, 1». DEMCO

Folosind expresia potenţialului efectiv de interacţiune în cristale !1] 
se studiază starea legată a doi electroni şi existenţa bipolaronului, consi- 
derînd pe lîngă interaeţia electron-reţea respectiv electron-fonon [2], şi 
interacţiunea electron-electron respectiv electron-plasmon. Se arată că 
interacţiunea electron-electron întăreşte starea legată ducînd la adîncirea 
şi lărgirea groapei de potenţial ; la apariţia unei gropi suplimentare înguste, 
stabilindu-se condiţiile pentru existenţa stării legate a doi electroni respec
tiv bipolaronului. Se analizează mai amănunţit cazul germaniului. Atît 
calculul valorii minime a energiei cît şi potenţialul efectiv dedus conţin 
ca şi cazuri limite, în aproximaţie uni-electronică, rezultatele cunoscute 
din literatură [2], [3], [5].

Sistemul multi-electronic. Se consideră reţeaua periodică cristalină şi 
plasma electronică, în interacţiune. Neglijînd interacţiunea fonon-plasmon 
(care este slabă în raport cu interacţiunea electron-fonon şi electron-plas
mon), Hamiltonianul sistemului este [1]

H y ^  Pj y ^  Pk Pk  +  ^кЧкЧк j y >  р к р к +  ык 8 к в к  
• 2w* к 2 к<кп 2

+  ~r E  ( Vicqic Pk  +  Vk Çk Pk ) ------ У  { Р к р - к р к  ~b Р к р - к р к )  +  (1)
2  К  2  K < K D

+1 Е \& Р К  Р к2 K>KD

unde primul termen este energia cinetică a electronilor efectivi (cu m* 
masa efectivă multi-electronieă [1]) qK, p K ; QK, P k  sínt coordonatele şi im
pulsurile fononice respectiv plasmonice ; pA- este o constantă definită prin :

2 4тгб)2 =  ----A'2
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iar
У . •*

reprezintă fluctuaţiile de densitate electronică în plasmă, h =  c =  1 ; 
K D — unde ),D este lungimea de undă Debye, limitînd interacţiunile de
lungă rază de acţiune (organizate, colective) de cele de scurtă rază de ac
ţiune (haotice, de ecranare) iar

O2К == £& 2Uk

Q2К

=> К  <  K D 

=>ü  > K D
( 2)

—2Cùk =
—
=  0

H> K < K D 

> i i  >  /vD

unde în cazul undelor sonore (K <  K D ; l i  -,> 0) avem [13]

o* =  o ,  -  ! --f, * i
4kzlN^e* |2

fiind frecvenţa „goală" fononică şi
1

(4nNee*ÿ
P ( m J

frecvenţa oscilaţiei plasmei electronilor „liberi". Mai avem

Vk — Щкик => K  <  KD

vir = Ж Ж о
vK

unde

Vk
—- Vk +  ЩкИц 

i=

=> К  < K D 

= }K  > K D

v 'k  Ш
ii-z^g

К

î
~Ô

й

(4)

(5)

(6)

(Л

(8)

este elementul de matrice pentru interacţiunea electron-fonon în absenţa 
interacţiunii electron-electron, iar uK este legat de elementul de matrice
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xeprezentînd efectul interacţiunii electron-electron de lungă rază de acţi
une asupra elementului de matrice electron-fonon şi are forma

uK =
1 +

(9)

cu constanta к — — (4же2)'1‘г^  unde Nit zit p., sínt densitatea, sarcina 
şi masa ionică Ne densitatea electronilor iar g este coeficientul de cuplaj
[5] specific.

1

1 icu c = ---------
e0 в

unde — este constanta dielectrică „efectivă", iar efl, e sínt constanta difi
electrică optică respectiv statică.

Incluzînd în parte termenii de interacţiune electron-fonon, respectiv- 
plasmon în energia cinetică, şi potenţială a electronilor se obţine potenţialul 
efectiv de interacţiune sub forma

-  ■ cos(7?,7ÿ)
(П а)rij I \ ■ Si [V i,] 2 2  cos (K, Tfj) - 2 2

к Q-K K < K n

sau aproximînd termenul de ecranare a potenţialul coulombian datorită 
interacţiunii de scurtă rază de acţiune, prin constanta dielectrică optică 
Sq [2], avem conform [1]

e\ri -  fji
—  22  —

K nk cos[*,^i - r J) ] - 2 2 - l~ ^ co si;Â ’, ( r , - r f)] (11b)
K < K D <^k

Energia stării normale. Din (1) se observă că presupunînd o distribuţie 
maxwelliană a sistemului de ioni (reţea) şi electroni în interacţiune (deci 
tăietura pentru K  este K D nu K c) [6] avem pentru valoarea minimă a ener
giei [1]

unde
i v .E ăk • * . E

|Bda
ык

( 12)

Şi
A K =

V 20*

BK= -
(13)

sínt constantele de cuplaj electron-fonon respectiv electron-plasmon.
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Considerăm

E0 = £„<» +  £ 0(2) +  E, (3)

cu

£<;> ==_ A.-SM^2 ; £
K<KD n,

şi trecem la evaluarea lor concretă.
> E-l1)  a) -o o — —

; E
K<K Q.

E*i2
K < K D  2П*2

(14)

(15)

Din [6] avem u* =  w* +  v i  = v \ — i\ikuk 
în  cazul undelor sonore (K < KD ) К => 0) însă

Wfc =  »* 9 2
n v o1 + ' o3o>2

k4Vk — (16V

deoarece dezvoltarea în serie este justificată de faptul că : — < 1 şi* 4
3(úf

Wvi
astfel termenii superiori în— se neglijează3uf

Acum avem

EP » , e 5
k < K q  ^iùp 1 К  J Kt** J ţţ

unde conform lui (2)
1 1

Q2k  4 nz?Nie* 2
--------- — u.

W

pentru cazul (К <  KD) în loc de (9) avem

ик =  -  (4та?2)2 J2

Punînd (19) în (18), folosind (4) şi (5) avem pentru (17)

(17).

(18).

(19)

(o N , V0m g2

Щ 72тге2 1 -  g* кТквE m
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sau trecînd la integrală în loc de sumă :

pil)  _  _  Ni V0m‘ g‘ 7-S 
N% 720Л 2 1 -  g2 D

partea energiei minime datorită oscilaţiei colective fononice.

(21 )

b) Pentru К  >  K D mişcarea nodurilor reţelei nefiind organizată exci 
taţia colectivă lipseşte şi conform (2) şi (6) nu avem valori ale lui QK şi v'K.. 
Introducînd vectorul reţelei reciproce K n, conform [4], reducem calculul 
în zona lungimilor de undă mari şi avem

27t 71

£Ô2) = -  N, =  -  N ( г С С C 1 d(K-K„)  (21)'
ix~x„kx0! 2 0 ,*- _ É n {  (277)3 J J J ! K - Kn\2

ceea ce corespunde pentru volum unitar, contribuţiei la energiea minimă 
din cauza mişcării haotice a nodurilor cuasi-liberi.

E (2)O “; Kr (22)

c) Introducînd valoarea lui р|. şi trecînd la integrală avem

de unde găsim

E f  =  -  2ne2Nt
К  о 2тс я

0 0 0

E!i ] e2Ne K D

(23)

partea energiei minime datorită interacţiunii electron-electron de lungă 
rază de acţiune.

Din (14) avem
e2N, K D e*g2Nf v  N{ v y  gг-------A j ,------- ---------------- -£i/j

7t N2 72(Ь3й2 I -  g2 (24)

energia minimă a sistemului de N„ electroni şi N{ ioni în interacţiune. (24) 
include în sine în aproximaţie unielectronică energia minimă a polaronului
F r ö h l i c h  [3]. într-adevăr pentru g —*- 0 din (8) v'K -+ 0 şi E0 =  — — ? K D.

TC
Din [2] avem pentru e0 =  1

AK ie f 2~hco^'\2 
K \  V )
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şi

E0 - y'' Mii
к К =>£0

у-
7С К 1)

adică pentru cazul unui singur electron, neconsiderînd interacţia cu reţea 
regăsim rezultatele din literatură (neglijînd desigur principiul lui Pauli).

Potenţialul efectiv. Pentru evaluarea condiţiilor existenţei stărilor 
legate a doi electroni în cristale polare şi în metale vom folosi relaţia (11b) 
transcrisă

unde

Vt = - 2  £

V e M  -  — ^ V 1 +  v 2+ v 3
e Qr i j

Ş - c o s  (Â >,y); V* =  -  2 £
n K K > K

1 to h ^ c o s  (K, rt1)

(25)

Ик12cos (К, К  ;

K < K n  a>K (26)

Pentru evaluarea lui V1 folosim (20), de unde avem

Vx =  -  i  E  ^  cos (K, ri}) (27)
ív;  зб та2 { \ - g 2)K < K D v '

xespectiv

V,
1

N* 36 ке-

у
I -  g» (2-)3

i) -3 n

Ш0 0 0
K l cos (K, rij)dKd(p sin 6d6 (28)

ceea ce după evaluarea integralei ne dă

Vi
1 v%m2 g2 1

N i  7 2тА 2 1 -  g2 v\j
{ [3(Квги)* 6] sin (Квгв)

+  [6(К0Гц) -  (К0г ^ ] с о 5(К0г^)} (29)

partea potenţialului efectiv datorită preponderent ramurii acustice a osci
laţiei colective a reţelei — adică datorită interacţiei fononice.

Termenul V2 reprezintă o ecranare a potenţialului coulombian dato
rită mişcării haotice a nodurilor reţelei cristaline (K >  K D). Conform [4], 
în acest caz avem

V2 ^ ~ У
! K-iT'

E k e 12cos [ ( K - K n)rtj] (30)
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folosind (6) şi (8) pentru К  >  K D avem

V2
4?r e2g2 

(2-)8

2n re

J $ S0 0 0

unde am pus K* --- К  — K n. Evaluînd integrala avem

Ft = - ^ S / ( A > 0.) (31)

ceea ce corespunde pentru g —► 1 interacţiei electron-ramură optică a osci
laţiilor longitudinale ale reţelei (formula (16) din [2]).

Interacţia electron-electron de lungă rază de acţiune dă o contribuţie 
la potenţialul efectiv sub forma ecranării termenului coulombian printr-un 
nor plasmonic. Această contribuţie este reprezentată prin V?i.

v я =  -  J C  t4 C0S (K ’ rij) (32)

sau

V.t
K 0 2 rt n

4r.e2 f  (■ (“ cos (K r  .cos 6)

K 2 d K
0 0 0

Integrala se evaluează relativ simplu şi se obţine
2«*V., rei- . O

Si(KDr,: (33)

adică tocmai ecranarea căutată datorită cuplajului electron-plasmon. 
Din (25) avem acuma punînd kbr,j =  x

Eo
KDe2

V.a {x)
1
* 1 - 2

7Г
-  g  - 5 ^ -  i  [(Зх2 -  6) sin x +

1  —  g 2 X 5

+  (6x — x3) cos x] (34)
potenţialul efectiv de interacţiune electron-electron în cristale luînd în con
siderare pe lîngă cuplajul electron-reţea (ramură acustică şi optică) şi cupla
jul electron-plasmon. Acest potenţial se scrie într-o formă mai riguroasă 
dacă în loc de ( l i é )  se porneşte din (11 a) astfel

l
K D e2

Veff{x) = 1
X

1 - A (2 +g*) Si (x)
7Г

g  ----- L [(3x2 — 6) sin x -f-
1 — g2 x b

-+- (6x — x3) cos x] (34 a)
Problema existenţei stării legate a doi electron’. Pentru analizarea 

alurei curbei de potenţial să stud.em V_if{x) în jurul lui x —► 0 (x >  0)
şi x —f -f- oo.
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Avem V(x) => 0 dacă x —► oo şi V(x) => oo dacă v—>0 deci alura curbei 
este tipică groapei de potenţial dacă taie axa O.r.

Din compararea potenţialului nostru (34) cu cel al lui H r i v i i a k  
(formula (23) din [2]) se observă că pe lingă termenul coulombian la noi

2 1figurează termenul cu — ê g2 Si (x) — care luînd în considerare (10) este-  X

analogul termenului al doilea din H r i v n a k  (interacţiune electron- 
ramură optică a oscilaţiilor longitudinale ale reţelei) dar mai general ca 
aceasta (interacţiunea electron-electron fiind luat în considerare mult mai 
consecvent de la început). Termenul al doilea din partea dreapta a curbei

’> e
(34) la noi mai conţine cuplajul pur electron-plasmon “ " Si(x) (ceea ce

V. X

la H r i v n a k  lipseşte complect) iar termenul al treilea este iarăşi ana
logul termenului al treilea a lui H r i v n a k  — cuplaj electron-reţea 
ramură acustică (fononi) — dar de asemenea mai general j constanta Q — j 
din cauza concepţiei multi-electronice folosite.

1. Pentru g2-*0  avem evident cazul plasmei metalice, căci tijr —► 0 
deci şi Vk —y 0 adică n-avem interacţie electron-reţea. Caz special calculat 
de D. Tines [6].

2. Pentru g2 0 analizăm mai întîi curba simplificată
Eo

A'ô V M
1
X

— --- £0 0  +  g2} s i (x) (35)

unde am neglijat interacţiunea electronilor cu ramura acustică a oscilaţiei 
reţelei. Curba taie axa Ox în două puncte ж % 1,65 x 6,4 dacă s0(l +  g2j 9̂  
^  1,1763. Avem deci condiţia necesară ca axa Ox să fie tăiată în cel puţin 
două puncte şi deci să apară o stare legată

К  e0(l + g * ) <  1,1763 (36)

care pentru cazul teoretic e0 =  1 dă g2 =  0,1763. Sîntem deci în domeniul 
cuplajului slab. în  [14] se arată că pentru existenţa stării legate electron- 
electron condiţia suficientă este ca să avem

[r\V(r) v<0dr > - h, (37)J 2 fi
m*

CU !X =  —  
r 2

Folosind (34) această condiţie revine la

-  JJ [x{\ -  s0[l +  g2]) -  ^  e0 (1 +  g2) cos xj +

+ ■Чё sin x  2 sin x

*  X 3

2 cos x

)} > br2KDe0
X т*ег (38)
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sau

II*(— 1 - - £3) • -  2-  (2 +  g~) cos * +

X ,

Pentru concluzii mai profunde vom reprezenta funcţia (34) cu valori 
din (36) în cazul T — 300°K evaluînd constanta cp cu mărimile Ne -- IO22 — 

1023 cm -3 rij( Г27; K„ -  IO7 -  IO8 с т - : [4] v0 =  IO8 —10® cmsec _1 [7 j 
Din graficul 1 a cu 6  de ordinul unităţilor se constată apariţia a două 

gropi de potenţial. Prima foarte îngustă între x =  0,95 x =  1,05 datorită 
considerării interacţiunii electron-plasmou — pe care o vom numi „groapa 
plasmei” — şi a doua mai largă între x --= 1,45 x =  6,4 datorită cuplajului 
electron-fonon -  pe care o vom numi „groapa fononică” — avînd o 
alură analoagă cu cel din j‘2| şi lărgită datorită interacţiunii electron- 
electron.

a efectelor multielectronice în speţă a interacţiunii electron-plasmon întă
reşte deci cu cca. o ordine de mărime existenţa unor stări legate a doi 
electroni în anumite cazuri care îndeplinesc condiţiile menţionate în (36) 
şi (38). Aceste condiţii însă se mai lărgesc din cauza considerării termenului 
al doilea din care ridică curba mult deasupra axei Ox. Acest fapt este 
demonstrat şi mai elocvent de figura 2 a unde s-a reprezentat (34) cu 
(g de ordinul miilor. Toate aceste curbe se obţin în limitele condiţiilor din 
(36) —(38) folosind pentru Nc, K u şi u0 valorile menţionate. .Se observă mai 
departe din 2 a că pentru valori largi ale Iui ê  groapa „plasmei” tinde 
să dispară mai precis se contopeşte cu groapa „fononică” - impri- 
inînd acesteia din urmă alura ei : îngustime şi adîncime excesivă. Această 
constatare atestă faptul că în anumite condiţii de temperatură şi densitate 
electronică interacţiunea electron-electron joacă un rol din ce în ce mai 
preponderent în stabilitatea stărilor legate.

Minimul curbei este pentru aproximativ x а; 1 de s° F,.// a; 0,26
к D «-

iar la H r i v n a k  în x -o3; -'D-- ■ Veff a- — 0,058. Luarea în considerare

1' i g. 1. (a, b, c). K i g. 2. (a, b, o) •
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Pentru aplicarea acestor consideraţii teoretice generale asupra unui 
material concret, vom analiza cazul germaniului. După [8] în Ge s-au con
statat benzi de adsorbţie în iufraroşu care sínt asociate cu oscilaţiile reţelei. 
Coeficientul de adsorbţie a acestor benzi este de cca trei ordine de mărime 
mai mic ca şi la cristalele ionice. Această trebuie să reflecte şi în coeficientul 
de cuplaj. Folosind datele experimentale pentru indicele de refracţie, masă 
efectivă şi constanta dielectrică statică din [9], [10], [11], avem din (10) 
o- =  0,06448 ceea ce în comparaţie cu g % 5 [12] pentru Nacl este cu cca 
două ordine de mărime mai mic şi corespunde deci scăderii coeficientului 
de adsorbţie menţionat mai sus.

Reprezentáld relaţia (34) pentru germauiu cu valorile arătate, din 
figurile 1 b şi 2 b se observa aceiaşi alură ca şi în consideraţiile! generale 
(figura 1 a — 2 a). De menţionat că în germaniu starea stabilă legată 
a doi electroni — mai probabil bipolaronul — apare numai pentru valori 
ma,ri ale lui G (figura 2 b) groapa de potenţial fiind despărţită de restul 
curbei (x - +  o o )  printr-o barieră de repulsie.

Cele expuse sínt confirmate întru totul de figurile 1 c — 2 c unde s-a 
reprezentat curba (34 a) pentru germaniu. Puîndu-se în considerare în 
mod riguros eeranarea de scurtă rază de acţiune — si care arată aceiaşi 
alură calitativă ca şi figurile 1 b — 2 b — cu diferenţa că starea legată 
ii doi electroni este condiţionată şi mai pregnant de groapa plasmei adică 
de intensificarea interacţiunilor electron-electron de lungă rază de acţiune.

Concluzii. Tratarea multielectronicâ a problemei potenţialului efectiv 
întăreşte condiţia apariţiei stărilor legate bielectronice în metale şi bipolaroni 
în cristale polare, deoarece interacţiunea electron-electron de lungă rază 
de acţiune (apariţia cîmpului plasmonic) adînceşte groapa de potenţial 
„fononică” — pe lîngă apariţia unei gropi suplimentare ,,de plasmă”. 
Această din urmă fiind foarte îngustă pentru valorile lui (2 mici prezintă 
doar posibilitatea apariţiei unei stări legate relativ instabile datorită cîmpului 
plasmonic pur. Considerarea interacţiunii electron-electron însă duce îa 
o tratare mult mai consecventă a problemei stărilor legate, ca tratarea 
uniparticulă ceea ce se observă mai ales la valori marii ale lui 6  adică 
în anumite condiţii de temperatură şi densitate electronică, unde interacţia 
electron-electron imprimă în esenţă caracterul curbei şi joacă un rol din 
ce în ce mai preponderent în stabilitatea stărilor legate. Pe lîngă cele expuse 
mai apare şi un efect suplimentar, produs de interacţia electrou-plasmon, 
căci datorită ei apare o corecţie esenţială si în termenul interacţiunii electron- 
reţea.

Energia minimă a sistemului coboară datorită considerării consec
vente a interacţiunilor complexe : electron-electron, electron-reţea şi rezul
tatele obţinute conţin — ca nişte cazuri particulare — rezultatele din 
literatură referitoare la energia electronilor în cîmpul cristalin.

Aceste consideraţii se aplică germaniului şi se arată că pentru valori 
experimentale uzuale starea de bipolaren este stabilă în anumite condiţii 
de temperatură şi densitate electronică.
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ЭФФЕКТИВНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ И СВЯЗАННОЕ СОСТОЯНИЕ ДВУХ ЭЛЕК
ТРОНОВ В КРИСТАЛЛАХ 

( Роз  ю м с )

Используя выражение эффективного потенциала взаимодействия в кристаллах 
fl] ,  автор!,! изучают связанное состояние двух электронов, а также существование 
биполярона, причём учитывается, кроме электрон-решеточного, соответственно электрон- 
фононного взаимодействия [2], электрон-электронное и электрон-плазмойпое взаимодей
ствие. Показано, что электрон-электронное взаимодействие усиливав связанное 
состояние и приводит к углублению и 'расширению потенциальной ямы и к поя
влению дополнительной узкой потенциальной ямы, причём устанавливаются условия 
для существования связанного состояния ди\ х электронов, соответственно биполярона. 
Подробно анализируется случай германия. Как исчисление минимальной величины 
энергии, так и выведенный эффективный потенциал содержат как предельные случаи 
в униэлектронной аппроксимации оезультаты. известные в литературе [21, [3], АТ.

Т Н К  E F F E C T IV E  PO T E N T IA L  A N D  T H E  BOLAND STA TE OE TW O E L E C T R O N S
IN  C RYSTA LS 

(S u m m a r y)

U sing th e  expression of th e  in te rac tio n  effective po ten tial in crysta ls f l]  we studied  
th e  bound  sta te  of tw o electrons an d  th e  ex istance of b ipolaren , consider ing Insides th e  iutei 
action  e lectron-lattice  respectively e lectron-phoncn [2] also th e  in te rac tion  electron-electron 
respectively electron-plasm on. I t  is show n th a t  th e  in te rac tion  electron-electron streng thens 
th e  bound  sta te  leading to  th e  deepening and  th e  w idening of th e  p o ten tia l gap, a t th e  appearance 
of a  n a rro w  supplem entary  gap, e stab lish ing  th e  conditions for th e  existance of th e  bound 
s ta te  of tw o  electrons, respectively of th e  b ipo laren . More deta iled  is analysed th e  case of 
germ anium .

T he m in im um  value calcu la tion  of th e  energy and  th e  deduced effective po ten tial for 
lim it cases in  un i-electron  approx im ation  agreed w ith th e  results known from  lite ra tu re  2 , 
[3), Г51.





APUCAREA TRANSFORMĂRII FOFDY-WOUTHUYSEN FA 
STUDIU F POFARIZÄRII EFECT RONUFUI
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ZOIXÍX «ÄBOS Şi Л1ШЛ1 «OIA

Starea de polarizare a electronului poate fi caracterizată complet cu 
ajutorul parametrilor lui Stokes. Avem următoarele posibilităţi pentru a 
.•ajunge la valorile acestor parametri :

a) Se calculează matricea de densitate

care ne conduce intr-un mod foarte simplu la valorile parametrilor

b) Se utilizează matricea de polarizare P sau P<+1 definite prin

1\„ =■= u{\)u{a),

unde M este bispinorul corespunzător electronului. Dacă avem expresia lui 
P (sau a lui jP(+i) avem o mulţime de posibilităţi pentru a găsi valorile 
parametrilor [2], [3], [9]. Matricea P  poate fi scrisă sub forma [2] :

unde p  reprezintă un vector (cuadriimpulsul), un pseudo vector, iar un 
tensor antisimetric de ordinul doi. Mărimile şi m ne informează despre 
starea de polarizare a electronului.

în această lucrare aplicînd transformarea F o 1 d y-W o u t h u y s e n  
ajungem la următoarele rezultate noi :

A) Fie P (+>(0) matricea P (+' în sistemul legat de particulă. Se arată 
că se poate ajunge la expresia matricii de polarizare P (+) printr-o trans

P-j.G = u{<x)u+{n j,

9  — B a b e ş  - B o l y a i :  Mathematica-Physica I/19Ö6
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formare FW. Rezultatul obţinut ne dă posibilitatea de a exprima para
metrii ltd Stokes cu ajutorul mărimilor s şi m .

B) Se stabileşte expresia matricii p pentru interacţiunile la care în 
starea finală avem prezent în sistem un singur electron şi particule de 
altă natură.

1°. în  sistemul legat de particulă (electron) matricile P  şi P b > 
au aceeaşi expresie [7]:

P(0) =  P (+)(0) =  -g- (1 +  y4)(l +  Щ)(1 +  y4) =  4  (1 +  ï4)(l +  ÇE).  

Există posibilitatea de a trece de la P(0) la P  printr-o transformare Lorentz
[2], [7] :

P  =  Р-!Р(0)Р, (2)

130

unde

/  _ L ± _ [1 -  B(«, e)l В 011 L
г + m„c2

±_
liî2 m0c2

Avînd în vedere că__ —►
P<+> =  Py4, y4 (1 4- y4) =  (1 +  y4)y4 =  1 +  y4, ay4 +  T4 « =  0,

pe baza relaţiei (2) obţinem

p i + )
16 т „ сг

[1 +  B(a, * )](l+ y4)(l +  ÇS)(1 +  y4) [1 -  B(a,e)]yt=
s  +  m 0c2 

8tn„c2 [1 -  Вy4(a, *)] (1 +  y4)(l +  Ç S ) [ 1  +  By4(ot, e) l

Se observă că expresia lui P (+) poate fi scrisă sub forma

p(+) =  f/-ip(+)(o) u,  (3)
m0c2

unde U este operatorul transformării FW

U s +  П10с г +  cy4(q, p )  

\ '2e(s +  т 0сг)

Í  e +
[1 +  B y t ( a ,  p ) ] .

Din (3) rezultă

P(+) (0)=  ^  (1 +  y4)(l +  I £ )  =  mf u P i+)U-\
Relaţia (3) ne dă posibilitatea de a exprima pe P <+) cu ajutorul lui 
P l+!(0) printr-o transformare FW. Ajungem deci la următorul rezultat: dacă 
trecerea de la PÍ0) la P  se realizează printr-o transformare Lorentz, atunci 
trecerea delà P (+'(0) la P (+) se realizează prin aplicarea unei transformări FW.
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2°. Relaţiile (2) şi (3) ne dau posibilitatea de a exprima parametrii lui 
Stokes cu ajutorul matricii P  respectiv P l+I :

l  = (4)

-► l -+ —
? = - S p i ^ L P L - ^ , (5)

i  =  S p [ i .U P <+)U-~i}, (6)

î  =  ~ S p i y i Ï U P l+)U - 4  (7)

La efectuarea calculelor este avantajos să exprimăm matricea P (+) cu aju-
—►

torul matridlor de bază y4, y5, L. Utilizînd (1) şi avînd în vedere că

Pl + ) =  Py4>
obţinem

1* + ) T 4 + . î s (P> s ) -Г (s, 2); +  î's4Yb +YÂF,  2 ) - y 5Y4G,S

Vectorii s, F, G au componentele
—► —*■ —►
S { $ 1> 2̂> 5 3), WÎ31, ^12)» ^ 24, W34).

ApHcînd relaţiile (4), (5), (6), (7) avem posibilitatea de a exprima parametrii E 

cu ajutorul mărimilor s, s4, -F, G :

-ţ e ţ ţ  />(/>. -P) . ?  X GV — — ____ /■*  _____________ __ --------  j
'  ж 0 с 2 m 0 (e  -f* w 0 c 2) m 0c

£ =  s +
fi(P. Д)

»>o(e + »»o«2) +  * »t0c ’

•+ «г2с*r  o т0с*р(р, s) 
e2(e + m0c2) +  * T ( ÿ x G ) ,

»г0с2
£ F ™oc*P (P' P)

e 2 ( e  +  тасг)
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Utilizînd expresiile găsite pentru ', pot fi stabilite şi alte rezultate, dintre 
care pentru exemplificare semnalăm următoarele

p  J2Ç =  im0c[(p X G) — s4p].

( p , s) £)* ( /  X s) =  (P X ?),

{p,F) =  { p , D,  { p x F ) = ~ ( p x l ) .fno и
Avantajul metodei indicate de noi faţă de cele folosite în literatură constă
în aceea că aplicarea ei nu necesită cunoaşterea expresiilor concrete ale 

—► -> —► 
mărimilor s, s4, F, G.

3°. Amplitudinea de tranziţie pentru un proces la care în starea 
finală avem prezent în sistem Lin singur electron poate fi scrisă sub forma

Mire =  u+(x)M(x),  a =  1, 2, 3, 4, (8)
unde и este bispinorul corespunzător electronului, iar M se referă în ex- 
lusivitate la restul particulelor participante la interacţiune. Deoarece и poate 
fi exprimat cu ajutorul bispinorilor de bază ulr u2

c]M,

u - 

c* Л/j,

4->f\ ( •w,2 +  м г I) i

C,U,

Avînd în vedere că
2ciC* = l  +  ĝ,

2c2 c* =  h  +  i ii ,  
se ajunge la următorul rezultat

io 1

c..u0

Mj — ut  M, j  =  1, 2.

2C1C2

2C2C2 1 -
4  2.
SS3.

МгМ2 + M2.MŢ
' \м,\* + : Ж! " 2 .U ,1- м 212

, W 2 -  Ж12
^  Мf 2 + \М2\- ■

liste important de observat că coeficientul lui £,• din paranteză ne dă tocmai 
valoarea lui [3].

Utilizînd (8) obţinem

•W:-M 2 =  « (ß )« : («)M («)M i (3 i =  P£>Çe„ -= s p ( p  </),

unde
-  м (« )м ц р ) .
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Dacă efectuăm transformările

P<+!' =  P (+)(0) =  U P ' + W - 1, Q' =  U Q U - \
£

se constată în urma unor calcule simple că

Sp(PirQ) Sp l>--(())Q',.

In consecinţă

iA W  -  ‘ , W >( + >((%>'] =  ^ { ^ [ ( 1  + y4)Ç'] +Ísp[{\  +  ïJÇ'i]].
m 0c- 4m 0c-

Avînd în vedere observaţia noastră de mai sus ajungem la următorul rezultat

y =  ^L(l Ţ4)g4] (9)
" - [̂(1 + Yl)0']

prin urmare
(1 +  TdS'd +  Y.)

S í[ ( l+  Y«)ß'(l+ Y«)!

Avem posibilitatea de a exprima matricea Q' cu ajutorul matricilor de bază

Ï4 -  Ys. s  ;

Ç' =  ̂ i +  ̂ 2Ï4+^3Y5+^4Y4Y5 +  M 5. S) +  y4(Ae, S) +  y5(A7, 2) +

+  Y4Y5( A .â
înlocuind această expresie în (9) găsim

?  Л ,  4- A a

Л + A,
In cazul particular cînd electronul este prezent şi în starea iniţială avem

M (a) =  T w u 0(P),

în consecinţă

Q -  / ' V  Ti-.

Deoarece matricea de polarizare corespunzătoare stării iniţiale P^+) poate 
fi exprimată cu ajutorul parametrilor lui Stokes corespunzători stării ini
ţiale (<yo, relaţia • (9) face legătura între vectorii de polarizare E, şi c0-
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ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ FO R D Y -W O U TH U Y SEN  
К ИССЛЕДОВАНИЮ ПОЛЯРИЗАЦИИ ЭЛЕКТРОНА 

( Р е з юм е )

В работе осуществлена непосредственная связь матрицы плотности р с матрицей 
поляризации Р(+). В качестве применения результатов, установлено выражение 
матрицы р для электрона, участвовавшего во взаимодействии элементарных частиц^

T H E  A PPR IC A TIO N  O F  FORD V- WO UT HUY SEN  T R A N SFO R M A T IO N  TO T H E  
STU D Y  O F T H E  E L E C T R O N  PO R A R IZA TIO N  

( S u m m a r y )

In  th e  p resen t paper is given th e  d irec t re la tio n  betw een th e  m a trix  of d en sity  p and  the  
m atrix  of polarization  P (+ ). As an  app lication  of th e  o b ta ined  results , th e  expression of m a trix  
for th e  electron  th a t  took  p a r t  in  an  in te rac tio n  betw een th e  e lem en tary  particles is established.



REŢELE ELECTRICE DUALE CU ELEMENTE NELINEARE ŞI 
VARIABILE ÎN TIMP*

de
EMIL TÄTARU

Două reţele se numesc duale dacă curenţii, respectiv tensiunile din 
prima reţea au acelaşi mod de variaţie ca şi tensiunile, respectiv curenţii 
din a doua reţea. în  lucrarea [1] este dată teoria dualităţii reţelelor şi me
toda grafică de găsire a dualului în cazul circuitelor electrice lineare şi in
variabile. Acest articol are scopul să arate că există corespondenţe duale şi în 
cazul elementelor nelineare şi variabile —elemente care au o aplicabilitate 
practică crescîndă. Ca exemple de elemente nelineare şi variabile se pot cita : 
inductanţele bobinelor cu miez de fier sau ferită, capacitatea de sarcină a 
joncţiunii p —n, capacitatea condensatorului la care distanţa între armături 
variază în timp, inductanţa bobinei la care miezul oscilează, rezistenţa va
riabilă în timp a microfonului cu cărbune, rezistenţa nelineară a joncţiunii 
p —n, diodei tunel, structurii p —n —p —n, etc.

în cazul elementelor reactive nelineare şi variabile, inductanţa Л  şi 
capacitatea ê  se definesc prin relaţiile :

i — curentul care circulă prin inductanţă 
и — tensiunea la bornele capacităţii 
T  — fluxul magnetic prin bobină 
Q — sarcina electrică pe armătura condensatorului 

Rezultă că tensiunea la bornele inductanţei este dată de relaţia :

£(i, t) =  ^

du ( i )

unde :

(2 )

* în  con tinuare  p rin  term enu l „ v a riab il"  se v a  în ţelege v a riab il în tim p .
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iar curentul prin capacitatea are expresia :
dQ SQ du 

dt S u d t

în aceste relaţii :
St dt st ( 3 )

£{i,  t) Л
(U

dV
dt

Щи, t ) -
dt

SQ
s t

— reprezintă tensiunea obţinută la bornele inductanţei
cauzată de variaţia în timp a curentului care circulă 
prin inductanţă;

— reprezintă tensiunea obţinută la bornele inductanţei,
care urmare a variaţiei fluxului magnetic-variaţie con
diţionată numai de variaţia în timp a inductanţei;

— reprezintă curentul care circulă prin capacitate, produs 
de variaţia în timp a tensiunii la bornele capacităţii;

— reprezintă curentul care circulă prin capacitate dato
rită variaţiei sarcinii electrice — variaţie cauzată numai 
de variaţia în timp a capacităţii.

Se vede că relaţiile (2) şi (3) au aceeaşi formă matematică şi se poate 
conchide că dacă inductanţă Л  (i , t) şi capacitatea P (и, t) au aceeaşi formă 
de nelinearitate şi variaţie în timp, în condiţii de alimentare duală, tensiune 
la bornele inductanţei, respectiv curentul prin inductanţă şi curentul prin 
capacitate, respectiv tensiunea la bornele capacităţii au aceeaşi formă de 
variaţie.

Elementele rezistive nelineare şi variabile se definesc prin relaţiile : 
и =  u(i, t) respectiv i =  i(u, t). Dacă elementul rezistiv R definit prin re
laţia и =  u(i, t) are aceeaşi formă de nelinearitate şi variaţie în timp ca şi ele
mentul G definit prin relaţia i(u, t), atunci, în condiţii de alimentare duală 
tensiunea la bornele elementului R şi curentul prin elementul G au aceeaşi 
formă de variaţie. Acelaşi lucru se spune despre curentul prin elementul R  
şi tensiunea la bornele elementului G.

Prin urmare, pe baza raţionamentelor de mai sus, în cazul reţelelor cu 
elemente neliniare şi variabile, se pot da următoarele relaţii de dualitate :

e(t) <— ► i(t)
£(i, t) <— >- Щи, t) (4)
Щи, t) <— > JH(i, t)

U r  =  UR{i, t) 4-----У iG =  iG{u, t)

în  consecinţă, metoda grafică de găsire a dualului, indicată în lucrarea 
[1] pentru reţelele electrice cu elemente lineare şi invariabile poate fi folo
sită cu succes şi în cazul reţelelor electrice cu elemente nelineare şi variabile 
ţinînd seama de relaţiile (4).
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Teoria de mai sus este ilustrată prin două exemple. Sínt arătate în 
fig. 1 două sisteme parametrice duale, cu inductanţă, respectiv capacitate 
variabilă, iar în fig. 2 două scheme duale de generatori de impulsuri. Prima

schemă de generator foloseşte ca element activ dioda tunel care are carac
teristica voltamperică de tip N  iar a doua schemă utilizează ca element activ 
structura p — w—p — n care are caracteristica voltamperică de tip S.

1. M. F. G a r d n e r ,  J.  L.  B a r n e s ,  Transients in linear systems. New-York, 1942.

ДУАЛЬНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ С НЕЛИНЕЙНЫМИ И ИЗМЕНЯЮ
ЩИМИСЯ ВО ВРЕМЕНИ ЭЛЕМЕНТАМИ 

( Р е з ю м е )
Автор указывает на то, что метод нахождения дуального в случае электрических 

цепей с линейными и неизменяющимися во времени элементами [1 ] может использо
ваться и в случае электрических цепей с нелинейными и изменяющимися во времени 
элементами, учитывая отношения (4). Теория иллюструется двумя примерами.

DU AL E L E C T R IC A L  N E T W O R K S  W IT H  U N L IN E A R  AND V A R IA B L E
E L E M E N T S  IN  T IM E  

(Summary)
In  th e  p resen t p ap er is show n th a t  th e  m eth o d  of find ing  th e  dual in th e  case of th e  e lectri

cal ne tw orks w ith  linear and  in v ariab le  e lem ents in  tim e [1 ) is also u tilizab le  in  th e  case of 
e lectrical ne tw orks w ith  un linear and  variab le  e lem ents in  tim e, tak in g  in to  account th e  re 
la tio n s (4).

T he th eo ry  is i llu s tra te d  b y  tw o exam ples.

P i g.

L
—ЛИЛО—

B I B L I O G R A F I E





SCHEMĂ DE NUMĂRARE BINARĂ UTIUZÎND  
COMBINAŢIA TRANZISTOR— DIODA TUNEL

de
EMIL TÄTAIIU

Unul din cele mai răspîndite elemente funcţionale utilizate în radioelec- 
tronieă este numărătorul binar. De aceea realizarea numărătoarelor cu per
formanţe bune se bucură de atenţia unui grup mare de specialişti. Viteza de 
comutare foarte mare a diodelor tunel a provocat interesul specialiştilor con
ducând la utilizarea acestor elemente în schemele de numărare binară [1, 2j. 
Dar aceste numărătoare au un mare neajuns şi anume toleranţele admisi
bile sínt iniei. De exemplu, în cazul folosirii celulei de numărare binară echi
pată cu o diodă tunel, după cum este arătat în [3], toleranţele tensiunilor 
de alimentare şi a curentului de vîrf a diodelor tunel trebue să fie mai mici 
de Ţ;2 %. Din această cauză schemele de numărare cu diode tunel nu au 
fost introduse în producţie. Pentru înlăturarea acestui neajuns un com
promis reuşit îl constituie utilizarea combinaţiei tranzistor—diodă tunel. 
Aceasta conduce la scheme de numărare binară cu toleranţe acceptabile şi 
deci permite realizarea lor la scară industrială, numărul elementelor de cir
cuit de aproximativ două ori mai mic faţă de schemele cu tranzistoare rea
lizând astfel o siguranţă în funcţionare mărită, viteză de comutare mare. 
Schemele care utilizează combinaţia tranzistor—diodă tunel au performanţe 
superioare schemelor echipate cu tranzistoare [41.

Un etaj al numărătorului binar, care foloseşte combinaţia tranzistor — 
diodă tunel, se compune din circuitul de formare a impulsurilor de durată 
scurtă realizat cu ajutorul unui tranzistor şi celula de numărare propriu-zisă 
echipată cu diodă tunel. Circuitul de formare a impulsurilor are menirea 
să realizeze : forma şi durata necesară impulsurilor, amplificarea în putere şi 
înlăturarea reacţiei între celulele de numărare. Întrueît viteza de comutare 
a schemelor care folosesc combinaţia tranzistor —diodă tunel este determinată 
de proprietăţile de frecvenţă ale tranzistorului, sepimpune cu necesitate ale
gerea schemei optime de formare a impulsurilor. în literatură este cunoscut 
circuitul de formare a impulsurilor cu grup RC în circuitul bazei tranzisto
rului, utilizat pentru excitarea celulei de numărare binară echipată cu o diodă 
tunel [5J şi circuitul de formarea impulsurilor cu grup RC în circuitul 
emiterului tranzistorului folosit la excitarea celulei de numărare binară
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echipată cu două diode tunel ;6 . In prezentul articol se propune utilizarea 
circuitului de formare a impulsurilor cu grup RC în circuitul emiterului pentru 
excitarea celulei de numărare binară cu o diodă tunel. Astfel se realizează un 
numărător cu performanţe superioare celui descris în L5 ' : termostabilitate

mare cauzată de prezenţa rezistenţei de valoare mare în circuitul emite
rului şi viteza de comutare sporită. Schema de principiu a acestui numărător 
este arătată în fig. 1. S-au folosit diode tunel din germaniutip P —2 cu curent
de vîrf, de 4,4 mA. Caracteristicile schemei sínt :

timpul de rezoluţie 0,26 jas
frecvenţa maximă de lucru 3 MHz
consumul de putere ;
fiecare celulă de numărare 0,82 mW
circuitul de formare din primul etaj 2,65 mW
circuitul de formare din al doilea etaj 1,47 mW
circuitul de formare din al treilea etaj 0,88 mW
toleranţele elementelor de circuit şi a tensi
unilor de alimentare ^  10%
toleranţele curentului de vîrf a diodelor tunel ^  6% 
toleranţele amplitudinii semnalului de intrare +20%

Experimental a fost realizat un etaj al numărătorului descris în [5] cu scopul 
de a compara rezultatele. Folosind aceleaşi elemente active şi admiţînd ace
leaşi toleranţe, valorile elementelor de circuit s-au ales astfel încît consumul
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de putere să fie acelaşi cu al primului*etaj din fig. 1 şi ele sínt indicate în 
fig. 2. Caracteristicile acestei scheme sínt :

timpul de rezoluţie 1 gs
frecvenţa maximă de lucru 1 MHz

Prin urmare, se poate constata că schema propusă în prezentul arti
col în comparaţie cu schema descrisă în [5] are timpul de rezoluţie de apro
ximativ patru ori mai mic, frecvenţa maximă de lucru de aproximativ trei 
ori mai mare şi termostabilitate mult mai bună. Ambele scheme se carac
terizează prin consum de putere redus. Aceasta se explică prin aceea că în 
regim static tranzistorul este aproape tăiat, iar diodele tunel cu curent de 
vîrf mic sínt elemente active cu consum de putere redus.

1. R. A. K a e n e l  One tunnel  -- diode flip-flop  ,,P roc. T .R .E .", nr. 3, 1961, p. 671.
2. \V. I*'. C h o w, Tunnel diode digital circuitry, „ IR E  Trails, E lectronic C om puters" , nr. 3, 

1960, p. 2 9 5 -3 0 2 .
3. M. C o o p t r m a n ,  300 Mc. Tunnd-dm de logic circuits, , , I . Ii.li.lv . T rans. E lectron ic  

C om puters" n r. 1, 1964, p. 18 -2 7 .
4. K. T ă t a r  ii, Explicarea unor proprietăţi ale combinaţiei tranzistor-diodă tund .  , ,S tu d ia  

IT iiversita tis B abeş-B olyai' , Series M athem atica-Physica , 1/1966
5. B. N. K o n o n o v ,  A. S. S i d o r o v ,  Primenie tun d n îh  diodov v uzlah elektrojiziceskoi 

aparaturi.  ,,T ru d i p iato i naueiiiotelm iceskoi konferenţii po iadernoi rad io  - e le k tro n ik e " , 
tom . 1, p. 169 — 183.

6. E . O o  t l i  e Ii, J .  G i o r g i s, Tunnel diodes, Part T V :  Logic and switching circuits, 
..E lectron ics", ju ly  5, 1963 p. 16 -23.

БИНАРНАЯ СЧЕТНАЯ СХЕМА, ИСПОЛЬЗУЮЩАЯ КОМБИНАЦИЮ ТРАП- 
3 ИСТОР-Т У Н Н Е Л Ь Н Ы Й Д ИОД 

( Р е з ю м е )

Предлагается использование формирователяТ импульсов с RC цепочкой в цепи
эмигора транзистора /6] для возбуждения бинарной счётной ячейки с одним тун
нельным диодом [1]. Автор получил счётчик, обладающий преимуществами над счёт
чиком, описанным в [5]: повышенные термостабильность и скорость переключения.
Дакггся экспериментальные данные.

hOpH

/лЕа%—ф

1! i  В I, I О G R A F I К
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SCHÉMA D E  K U M ÉR A TIO N  B IN A IR E  U T IL IS A N T  LA COM BINAISON 
T R A N S IS T O R  -  D IO D E  T U N N E L  

(R  é s u  m  é)

D ans l'a rtic le  on propose l 'u tilisa tio n  du  c ircu it pour form er des im pulsions avec le groupe 
RC dans le c ircu it d ’em iter du  tran s is to r  (6) p o u r l 'ex c ita tio n  de la  cellule de num éra tio n  b i
na ire  avec une diode tu n n e l (1). On m o n tre  q u ’on réalise ainsi u n  n u m éra teu r avec des perfo r
m ances supérieures à  celui qu i e s t d écrit en (5) : grande th erm o stab ilité  e t  v itesse de com m u
ta tio n  accrue. L ’a rtic le  com prend des ré su lta ts  ex p érim en taux  com paratifs.



COMPUNEREA UNOR TENSIUNI NESINUSOIDAUE 
DIN TENSIUNI DREPTUNGHIULARE

de
A h .  BŐDI

P e r e l i  I. a demonstrat [1] că orice funcţie periodică care poate fi 
exprimată printr-o serie Fourier a funcţiilor sinusoidale, poate fi expri
mată şi cu o serie Fourier a unor funcţii dreptunghiulare.

în  cele ce urmează, bazîndu-ne pe această demonstraţie, vom calcula 
pentru cîteva tensiuni cu forme speciale, componentele dreptunghiulare.

Compunerea tensiunii în dinţii de ferăstrău din tensiuni dreptunghiu
lare (fig. 1). Seria lui Fourier pentru tensiunea în dinţi de ferăstrău are 
forma

u( cot) =  — /sin cot----- sin 2 cot 4- —• sin 3 «  — 1 sin 4 cot 4 - . . .  )
7t l  2 3 4

Fiecăreia dintre componentele acestei serii îi corespunde o tensiune 
dreptunghiulară.

Armonicei fundamentale îi corespunde o tensiune dreptunghiulară 
exprimată prin seria

g( cot) =  — [sin cot +  — sin 3 cot +  ~  sin 5 cot) . . . j ( 1)
tv ţ  3 5 j

Armonicelor superioare le corespund 
tensiuni dreptunghiulare exprimate 
prin serii
g(i cot) =  4 I sin i cot -f- — sin 3i cot +

7t \ 3

-ţ—  sin 5 i  cot -j- ■ ■ ■ I (2)

unde i =  1, 3, 4, . . .
Egalînd următoarele două funcţii 

06
«( wt) =  C0 +  Cig{i cot) (3)

P  i g. 3. F i g .  4.
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şi identificînd coeficienţii, găsim 

- ,  C» =  -  -  ,
2 4

ca o, c x Ca =  0, C4 c E C« c 7 =0 ,

Cs = -----, etc.b 16

Adică seria Fourier a tensiunii în dinţi de ferăstrău construită din compo
nente dreptunghiulare este următoarea :

u( cút) =  --- g( (út) — — g(2 oÜ ) -----g(4 <út) — — g(8 (út) — . . .

Compunerea succesiunii impulsurilor dreytunghiulare (fig. 2). Seria 
lui Fourier pentru o succesiune de impulsuri dreptunghiulare are expresia

// ( Ы) 

unde k

7 , 2 ,  si n A-  , . si n 2 k -  0  ,/e 4---- --------cos (út 4---------- cos 2 ok
77 1 1 2

— I de ex. к — 1 !.
T  ' 6 I

sin ЗА 77 cos 3 (út

Armonicei fundamentale îi corespunde o tensiune dreptunghiulară 
exprimată prin seria

g( <■>*) |coS 1 (út cos 3 (út 
3

— cos 5 (út
5

(4)

Armonicilor superioare le corespund tensiuni dreptunghiulare experimate 
prin serii

g(i (út) =  — I cos i (út — -1- cos 3 i (út ~r — cos 5 i (út — . . .  ) (5)

unde i =  2, 3, 4, . . . .
Egalînd cele două funcţii

CC

it( (út) — C0 -j- C,g(i(út)
»=1

şi identificînd coeficienţii, găsim

C0 =  k =. ^  , Cx =  - ,  C, =  0,216, C3 =  1 , C4 =  0,108, C3 -  0,
6 4 "  4

Ce =  0,072, . . .

Adică seria Fourier a unei succesiuni de impulsuri dreptunghiulare cons
truită din componente dreptunghiulare are forma următoare :

u((út) =  — +  --g(ok) +  0,216g(2 coi) +  -g{3(út) +  0,108 g(4 Ы) -f
6 4 4

+  0,072 g (6 u>t) -i- . . .



COMPUNEREA DREPTUNGHIULARA A UNOR TENSIUNI NESINUSOIDALE

Compunerea tensiunii triunghiulare din tensiuni dreptunghiulare
(fig. 3). Seria Fourier pentru tensiunea triunghiulară are forma

, 1 4 / cos Ы  , cos 3 a t  , cos 5 <o i , iui (d) = -----  4---------  4------------- 1- . . . .
2 - M  Г- 32 5= I

Armonice:' fundamentale îi corespunde o tensiune dreptunghiulară 
exprimată prin seria (4).
Armonicelor superioare le corespund tensiuni dreptunghiulare exprimate 
prin serii (5) unde 
i =  2, 3, 4, . . . .

Egalînd funcţiile u( (ùf) şi g{i td), i =  1, 2, 3, . . .  şi identificînd coe
ficienţii, găsim

C0 =  ^ , C, =  -  0,318, C2 =  C4 =  C6 =  . . . =  C2n =  0, C3 :-= -0,141,

c5 =  0,051, C- =  -0 ,0 5 2 ,. . .

Seria Fourier a tensiunii triunghiulare construită din componente 
de tensiuni dreptunghiulare va fi

u( od) =  — 0,318 g {Ы) — 0,141 g (3 cd) -f 0,051 g (5 Ы) +

-  0,052 g (7 at) +  .. .

Dacă vrem să scriem o tensiune triunghiulară simetrică, a cărei valoare 
în momentul l =  0 este nulă (fig. 4) seria lui Fourier se va modifica

, ,, 8 / sin  ы t sin  3 toi . sin  5 to t i
U{ cd)  ---------------------- + ............  — . . .

-M . i 2 3'- 52 !

şi rezultatul va fi

u(cd) 2-g {a>t) -  8- g  (3at) -  ^~g(5tí>t) -  ^-g(7 cd) -  . . .
~ Зг— 52тг 72tt

Pentru a compara rezultatele însumării componentelor sinusoidale res
pectiv dreptunghiulare, vom analiza grafic cazul tensiunii în dinţi de fe
răstrău. Putem observa (fig. 5) că rezultanta primilor patru termeni a 
dezvoltării în componente dreptunghiulare dă o aproximaţie mai bună decit 
însumarea primilor patru termeni sinusoidali. Abaterea maximă faţă de
valoarea ideală nu întrece — din amplitudinea pozitivă, adică 6%.

în  concluzie se poate constata că compunerea tensiunilor cu o formă 
specială dintr-o serie a tensiunilor dreptunghiulare se oferă ca o posibili
tate mai practică, chiar generală, care în unele condiţii concrete dau o 
aproximaţie mai bună decit alte metode.

10 — B a b e s —ßo/yai: Mathematica-Physica 1/1966
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B I B L I O G R A F I E

1. P e r e l i  I ., „ E lec tro n ic  E n g in eerin g " , 31 (1959) n r. 373, p . 166.

СОСТАВЛЕНИЕ НЕСИНУСОИДАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ ИЗ ПРЯМОУГО
ЛЬНЫ Х НАПРЯЖЕНИЙ 

( Р е з ю м е )

На основании метода Перели, автору удалось выразить пилообразное и треу
гольное напряжение и последовательность прямоугольных импульсов при помощи 
ряда Фурье некоторых прямоугольных функций. Показано, что составление на
пряжений специальной формы ряда прямоугольных напряжений является более общей 
и практичной возможностью, дающей в некоторых конкретных условиях лучшую 
аппроксимацию, чем других методов.

T H E  COM POSITIO N O F SOM E U N SIN U SO ID A L  V O LTA G ES FROM  
R E C TA N G U LA R  V O LTA G ES 

( Summary)

U sing P e re li 's m eth o d  th e  au th o r expresses th e  saw to o th  voltage, th e  tr ia n g u la r  voltage 
and  a  succession of th e  rec tan g u la r im pulses th ro u g h  a F ourier series of some rec tan g u la r func
tions. I t  isshow n th a t  th e  c í  mp< s itio n o fth e  vo lt ages w ith  a special form  from  aseries of rec tan g u la r 
voltages appears, to  he  a m ore p rac tica l p o ssib ility  — being  even general — w hich in  som e actual 
co n d itio n s  gives a b e tte r  a p p ro x im atio n  th a n  o th e r m ethods.
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Rezonanţa electronică de spin. Descope
r i tă  d u p ă  cel de-al doilea război m ondial, 
re zo n an ţa  electronică de spin a deven it în 
ziiele n o astre  u n  capito l im p o rtan t al fizicii 
m oderne. A plicaţiile ei au depăşit g ran iţele  
fizicii şi tehnicii electronice, ea folosindu-se 
chiar şi în cercetările  de chim ie şi biologie. 
Principiile teoretice  şi experim entale  ale 
fenom enului de R ezonan ţă  electronică de 
•spin (RIÎSi s-au d ezv o lta t foarte  rap id  şi 
ţa ra  n o astră  ex is tă  deja  o ac tiv ita te  ş tiin 
ţifică  bog a tă  legată  de aceste fenom ene. Se 
sim ţea însă nevoia unei lucări de sin teză  
care. să  redea n ivelu l actual, teo re tic  şi expe
rim ental, al cercetărilor de R E S precum  şi 
ap licaţiile  lui în diverse dom enii d in  fizică 
ilec trou ică , chim ie, biologi etc.

E ucrarea Rezonanta electronică de spin  
scrisă da prof. I. Ursit, m em bru  corespondent 
ai \cadem iei. a p ă ru tă  în  E d itu ra  Academ iei 
Republicii Socialiste R om ânia , vine să ră s 
p undă  acestor eer inţe. lia  îşi p ropune să an a 
lizeze a tî t  principiile generale fizice, teoretice  
ale fenom enului de R E S  (capitolele 1 — 7), 
cit şi princi; alele aplicaţii în diverse dom enii 
(capitolele 8 —14). In  A nexe se dă , sub  form ă 
de tabele, un  b o g a t m ate ria l experim ental 
precum  şi un  rezu m at al teoriei tran sfo rm ări
lor de sim etrie care se aplică îu s tud iu l n i
velelor de energie d in  corpul solid. C artea 
se încheie cu un  bogat m ate ria l bibliografie, 
a r t icole şi m onografii, d in  l ite ra tu ra  u n iv e r
sală şi din lite ra tu ra  de specia litate  din ţ a 
ra n oastră .

In  capitolele 1 şi 2 se d au  unele n o ţiu n i 
fundam en ta le  de m ecanică cu an tică  şi res
pectiv  se face o p rezen tare  generală  a feno
m enului R E S.

C apitolul 3 tra te a z ă  m etod ica  experim en
ta lă  a R E S  şi principiile care s ta u  (la baza 
acesteia, în  încheiere treeîndu-se  în  rev is tă  
principalele tip u ri de spec tron ietre  R E S .

U rm ătoarele  tre i capito le (4--6) cuprind  
s tud iu l teo re tic  a m ă n u n ţit lega t de tip u rile  
de in te rac ţiu n e  care a p a r în  cadru l fenom e
nului R E S  {cap. 4), fo rm a liniei de rezo n an ţă  
(cap. 5), la  fel şi s tu d iu l teo re tic  al fenom ene
lor de re lax are  care an  loc în tr-o  su b s ta n ţă  
param  agnetieă  (cap. 6).

P rim a parte  a cărţii (principiile teoretice  
şi experim entale) se încheie cu capito lele 7 şi 
8 în care se expun fenom enele dublei rezonan ţe  
(cap. 7) şi se face o tra ta re  a m ă n u n ţită  a 
speetrelor şi a ham ilton ieu ilo r ionilor din 
grupele de tran z iţie  în c rista le  ionice şi so
lu ţii (cap. 8).

P a r tea  a doua  a  cărţii cuprinde  un  bo g a t 
m ate ria l legat de ap licarea  fenom enului R E S  
în d iferite  dom enii ale fizicii, electronicii, 
chim iei şi biologiei. în c e p u tu l se face cu  ca 
p ito lu l 9 în care se  expune ap licarea  m etodei 
R E S  la  s tud iu l rad icalilo r liberi organici şi 
anorganici. T o t aici se expun  principalele 
tem e ce se stu d iază  cu m etoda  R E S  în biologie.

Capitolele 10, 11 şi 12 se ocupă cu s tud iu l 
R E S  în  sem iconductors, în  m etale şi s tud iu l 
cen trilo r de culoare. î n  aceste capito le se 
face şi o analiză  a  sem iconductorilor, d in
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p u n c t de vedere al s tă rii lor energetice. Se 
tra te a z ă  în treag a  gam ă de sem iconductor! 
cunoscuţi p în ă  în  p rezen t (cap. 10). î n  cap i
to lu l 11, se p rez in tă  cercetările  R E S  asupra  
m etalelor şi aliajelor. î n  cap ito lu l referito r 
la  centrele de culoare (cap. 12) se face o prezen
ta re  generală  a d iferitelo r tip u ri de  cen tri de 
culoare şi o b ţin e rea  lor. Apoi se trece  la 
s tu d iid  cen trilo r de culoare p rin  m eto d a  R E S .

în  cap ito lu l 13 s ín t expuse aplicaţiile  m e
todei R E S  în ca ta liza  heterogenă. S ín t t r a 
ta ţ i  d iferiţii cata liza to ri care au fost s tu d ia ţi 
pe această  cale.

Capitolul 14 cuprinde prob lem a g en era to 
rilo r şi am plificatorilor cuan tici, insistîn- 
d u -se în  special asu p ra  m aserilor solizi.

C artea  este  scrisă în tr-u n  s til  fo a rte  clar ; 
figurile s ín t ex ecu ta te  cu fo arte  m are  a ten ţie . 
E d itu ra  Academ iei s-a în g rijit să  sco a tă  cartea  
su b  o form ă care să  reflecte con ţinu tu l.

S a lu tăm  a p ariţia  acestei c ă rţi care ră s 
punde cu s ig u ran ţă  n ecesită ţilo r de s tu d iu  
p e n tru  stu d en ţi, asp iran ţi şi cercetă to rii 
d in  diferitele  dom enii a m in tite  m ai sus.

A L E X A N D R U  N ICU LA

B é l a  S z. - N a g y, Introduction  to ilea l 
fu n c tio n s  and O rti oyonal Ex! misions. Cet
ouvrage, destiné  aux  é tu d ia n ts  un iversi
ta ire s  e t  p résen té  en trad u c tio n  anglaise, 
est rem arquab le  p a r ses qualités pédagogiques, 
c larté  e t  sim plicité  de  l ’exposition, aussi 
bien  que p a r l ’am pleur des m atières tra itée s  
U ne p réoccupation  co nstan te  de l ’au teu r est 
de ren d re  accessibles des théories qui on t 
généralem ent un caractère  a rd u  e t dev iennen t 
facilem ent fastid ieuses pour le d éb u tan t, 
pour peu  que l ’on glisse vers l 'ab u s  des no
tio n s  ab stra ites , sans ju stifica tio n  suffisante 
dans l ’im m édia t. L ’ouvrage p résen te  les 
ré su lta ts  fo n d am en tau x  les plus significatifs, 
que l ’on a acquis dans la  théorie  des fonctions 
ju sq u ’à nos jours. Ce son t des connaissances 
qui do iven t fa ire  p a rtie  de la cu ltu re  générale 
de  to u t  m athém atic ien , vu  leu r g rand  in té 

rê t théorique e t leu r portée pour l ’ensem ble  
des sciences m ath ém atiq u es.

L ’ouvrage débu te  p a r une in tro d u c tio n  
qui re trace  l ’évolution h isto rique  de  la  n o tio n  
de fonction  e t am ène le lec teu r à  se  poser 
d ’une  m anière  n a tu re lle  les p roblèm es de la 
nouvelle théorie  : co n tin u ité , ex is ten ce  des 
dérivées, in tégrale , rep résen ta tio n  ana ly tiq u e  
e t c lassification des fonctions.

Un p rem ier ch ap itre  pose les défin itions 
e t n o ta tio n s de base re la tiv e s  aux  ensem bles, 
à  leu rs puissances, e t à leu r topologie dans un 
espace euclidien. I/en sem b le  D iad iq u e  de 
Car tor, si u tile  pour exem plifier d iverses 
p roprié tés des fonctions, est é tu d ié  avec des 
m oyens aussi é lém entaires que possible. S u it 
un  chap itre  sur les fonctions continues : notions 
fon d am en ta les de lim ite , lim  su p  e t lim  inf 
d ’une  fonction, con tinu ité , sem i-con tinu ité , 
c o n tin u ité  un iform e ; convergence uniform e 
e t quasi-un iform e des suites, con tin u ité  de  la 
lim ite  d ’une su ite , classification de R . B aire ; 
ap p rox im ation  p a r polynôm es (W eierstrass- 
S tone), p ro longem ent des fonctions continues 
(T ietze) ; fonctions m onotones e t fonctions 
à v a ria tio n  bornée. Le chap itre  su ivan t, 
d ifféren tia tion , débu te  pa r l ’exem ple, dû à van  
d e r W aerden , d ’une fonction continue sans 
dérivée, d o n t la dém o n stra tio n  occupe m oins 
d ’une page. Su it le théorèm e fondam en ta l de  
L ebesgue su r la  dérivab ilité  d ’une fonction 
m onotone, dém ontrée, su iv an t F .R iesz, p a r  une 
m éthode bien  ad ap tée  à l ’enseignem ent. Le 
théorèm e ele E ubini e t le théorèm e de d en sité  
de  L ebesgue p rép aren t le lec teu r au  th éo rèm e  
de D enjoy-Y oung-Saks. Ici, de m êm e q u ’en 
d ’au tres  endroits, des figures suggestives a id e n t 
la  com préhension des no tio n s assez su b tile s  
qui so n t em ployées.

Le chap itre  su iv an t, re la tif  à  l ’in tég ra le  
de  R iem an n , déb u te  p a r  les p ropriétés des 
fonctions d ’in tervalle , l ’in tég rale  riem ann ienne  
é ta n t ensuite  p résen tée  dans ce cadre, avec 
les c ritères d ’in tég rab ilité  de R iem ann e t 
Lebesgue. Problèm es de  l ’in tégrale  indéfin ie 
e t de la  fonction p rim itiv e , avec les exem ples 
nécessaires, e t in tég ra tio n  des fonctions de
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plusieurs variab les. Su it le chap itre  su r l 'in 
tégrale  de L ebesgue, constru ite , su iv an t 
F . Riesz, p a r  la  m éthode  des fonctions en  es
calier ; th éo rèm es fo n d am en tau x  de Lebesgue 
e t F a to u ;  in tég ra le  indéfinie e t  co n tin u ité  
absolue ; les no tions de  fonction  m esurab le  et 
d ’ensem ble m esurab le  son t présen tées com m e 
applications d e  l ’in tég ra le  m ais le p o in t de 
vue h isto rique n ’est pas ignoré, d ’au ta n t plus 
que les concepts de L ebesgue re s ten t un  m o
dèle pour la  théo rie  générale de la  m esure, 
développée à  n o tre  époque. E nsem bles de 
Borel, m esurab ilité  d es fonctions de  Baire, 
théorèm es fo n d am en tau x  sur les fonctions 
m esurab les d us à  Egoroff e t Lusin, in tég ra le  
des fonctions de  deu x  variables. Le ch ap itre  
su iv an t t r a i te  de  l 'in tég ra le  de  S tieltjes e t 
son app lication  au  calcul fonctionnel (théorè
me de Riesz) ; in tég rale  de L ebesgue-S tieltjes, 
no tions su r l ’in tég rale  de  R adon  ; aperçus 
sur la  théorie  de  l ’in tég ra le  e t de  la  m esure 
dans les espaces ab stra its . Au su iv an t chap itre

se place d ’abord  une é tu d e  assez com plète 
de l ’espace L2 avec ses systèm es orthogonaux, 
su iv ie  des app lications au x  séries trigono- 
m étriques, p u is  à  d ’a u tre s  systèm es orthogo
n a u x  (polynôm es orthogonaux, systèm es de 
H aar, R adem acher). N o tio n s de  base  sur 
les in tég ra le s  e t tran sfo rm atio n s de Fourier. 
L e ch ap itre  se te rm in e  p a r  une é tude  de  l ’e s
pace L  e t de  ses fonctionnelles linéaires, e t le 
concep t d ’espace de B anach. Le d e rn ie r ch ap it
re donne une  é tu d e  p lus approfondie des sé 
ries de  Fourier eu  u tilisa n t les m éthodes de 
som m ation  ; a v an t d ’a rriv e r au  théo rèm e fo n 
d am en ta l de  L. Fejér, les ré su lta ts  an té rieu rs  
(D irichlet, Jo rdan) so n t t ra i té s  p a r  les m éthodes 
d irectes. L e volum e se te rm in e  p a r  l ’exposition  
d es m éthodes de  som m ation  avec ap p lica 
tio n  aux séries de  Fourier. L a  p lu p a rt  des 
p a rag rap h es  so n t su iv is d ’exercices proposés 
au  lecteur.

Acad. G E O R G E  CĂ LUG ĂREAN1I



î n t r e p r i n d e r e a  P o lig ra fică  C lu j  7564 1966





A V IS A U X  LEC TE U R S A  L ’ÉT R A N G E R

A fin  d e  v o u s  a s s u r e r  u n  s e r v ic e  p r o m p t  e t  r é g u l ie r ,  il e s t r e c o m m a n d é  d e  r e n o u v e l e r  d e s  
m a in te n a n t  v o t r e  a b o n n e m e n t  a u x  S T U D IA  U N IV E R S IT A T IS  B A B EŞ— B O L Y A I.

N o u s  v o u s  p r io n s  d e  v o u s  a d r e s s e r  à  c e t  e f f e t ,  s o i t  d i r e c te m e n t  à  C A R T IM E X , p .O .B . 134— 135 
à B U C A R E S T  (R o u m a n ie ) ,  s o i t  à  u n e  d e s  m a is o n s  s u iv a n t e s :

A L B A N IE  —  N d e r m a r j a  S h te tn o r e  e  B o tim e v e  
T IR A N A

A L L E M A G N E  ( R é p u b l iq u e  D é m o c ra t iq u e )  
D e u ts c h e r  B u c h -E x p o r t  u n d  Im p o r t  
L e n in s t r a s s e  16 
L E IP Z IG  701 
(R é p u b l iq u e  F é d é r a le )
K u b o n  u n d  S a q n e r  
P O B  68 —  M Ü N C H E N  34 
W . E . S a a r b a c h  
P O B  1510 —  6 K Ö L N  

A U T R IC H E  —  „ G lo b u s “ B u c h v e r t r i e b  
S a lz g r ie s  16 —  W IE N  X X  

B E L G IQ U E  —  L ib r a i r i e  d u  M o n d e  E n t ie r  
5, p la c e  S t. J e a n  —  B R U X ELLES 

B U L G A R IE  —  R a z n o is n o s
1, r u e  T z a r  A s s a n  —  S O F IA  

C H IN E  —  W a iw e n  S tu d ia n  
P O B  88 —  P E K IN G

C O R É E  ( R é p u b l iq u e  P o p u la i r e  D é m o c ra t iq u e )  
C h u lp h a n m u l 
P Y O N G Y A N G  

C U B A  —  C u b a r t im p e x
C a l le  E rm ita  48 S a n  P e d ro  —  H A B A N A

E S P A G N E  —  L ib r e r ia  H e r d e r
C a l le  d e  B a lm o s  26 —  B A R C E L O N A  

É T A T S  U N IS  —  F arn  B o o k  S e r v ic e  
69 F if th  A v e n u e  S u i te  8 F 
N E W  Y O R K  10003 N .Y .

C o n t in e n ta l  P u b l ic a t io n s  
111, S o u th  M e r m a n e e  A v e .
S T . L O U IS  M is s o u r i  63105 

F IN L A N D E  —  A k a te m in e n  K i r ja k a u p p a  
P O B  128 —  H ELSÚ N K I

F R A N C E  —  M e s s a g e r ie s  d e  la  P r e s s e  P a r i s ie n n e  
111, r u e  R é a u m u r  —  P A R IS  2e

G R A N D E  B R E T A G N E  —  C o l l e t  s H o ld in g s  L td . 
D e n in g to n  I n d u s t r ia l  E s ta te  
W E L L IN G B O R O U G H , N o r th a n t s

H O N G R IE  —  K u l tú r a
P O B  149 —  B U D A P E S T  62 

IS R A Ë L  —  H a if l e p a c  L td .
11 A r lo s o r o f f  S t r e e t  —  H A IF A  
L e p a c
15 R a m b a m  S t r e e t  —  TEL A V IV  

IT A L IE  —  S o . C o . L ib . R i. E x p o r t - I m p o r t  
P ia z z a  M a r g a n a  33 —  R O M A  

J A P O N  —  N a u k a  L td .
2 K a n d a  Z im b o c h o  
2 C h ô m e  K iy o d a -k u  —  T O K Y O  

M O N G O L IE  —  M o n g o lg o s k n ig o to r g  
U L A N  B A T O R

N O R V E G E  —  N o r s k  B o g im p o r t  
P O B  3267 —  O S L O  

P A Y S -B A S  —  M o u le n h o f f
B e u l in g s t r a a t  2 —  A M S T E R D A M  

P O L O G N E  —  R u c h
u l.  W i lc z a  46 —  W A R S Z A W A  

P O R T U G A L  —  L ib r e r ia  B u c h o lz
A v . d a  L ib e r d a d e  —  L IS B O A  

S U E D E  —  D . C . F r i tz e
F r e d g a t a n  2 —  S T O C K H O L M  16 

S U IS S E  —  P in k u s  e t  C ie
F r o s c h a u g a s s e  7 —  Z Ü R IC H  

T C H É C O S L O V A Q U IE  —  A r t ia
V e  S m e n k a c h  30 —  P R A H A  I 

U .R .S .S . —  M e jd o u n a r o d n a 'i a  K n ig a  
M O S K V A  G  200

V IE T N A M  (R é p u b l iq u e  D é m o c ra t iq u e )
S o  X u n t  N h a p  K h a p  S a c h  B ao 
H a i B a T r u n g  32 —  H A N O I

Y O U G O S L A V IE  —  J u g o s l o v e n s k a  K n jig a  
T e r a z i j e  27 —  B E O G R A D

F o ru m
T e r a z i j e  16/1 —  B E O G R A D  

P r o s v e ta
I V o jv o d e  M is ic a  —  N O V IS A D
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