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DESPRE O FORMULA COMBINATORICA

de
GH. PIC

1. In anul 1867 a apirut la Nanking o carte a matematicianului chinez
Li-Jen-Su in care este reprodusd o formuld combinatoricd cunoscuta
de mult de matematicienii chinezi si anume :

(C;)“ qlk i (Cjk}) (D

Nu s-a dat si nu se cunoaste calea pe care matematicienii chinezi au ajuns
la acest rezultat.

Dupad anul 1954 mai multi matematicieni au dat o demonstratie a
acestui rezultat; prima a fost datd de P. T urédn [10] care are si meritul
de a fi atras atentia matematicienilor asupra acestei formule. Demonstra-
tia lui P. T ur dn se bazeazd pe proprietiti ale polinoamelor lui Legendre.
Dupa P. Turdn aumaidat demonstratii ale acestui rezultat I. Takdcs
M9],J. Surdnyi [7,Hua-Lo-Ken, G. Huszar [2],1,. Carlitz
(1], J. M4dthé [6]. De egalitatea (1) s-a ocupat incepind din 1962 J.
Kaucky [3], [4], [5] care a dat o noud demonstratie si a indicat strinsa
legaturd ce existd intre ea §i unele probleme ale calculului probabilititilor.

In prezenta lucrare ne propunem si aritim ci (1) este un caz parti-
cular al unei egalititi mai generale referitoare la functiile Gamma, care
este dedusd folosindu-ne de polinoamele lui Jacobi. Se da si o altd gene-
ralizare si anume egalitatea analogd care subsistd dacd in locul numdrului

k . w +k . o o . .
C, folosim un alt numar N care poate avea si legdturd cu teoria grupurilor
abeliene.

2. Vom incepe prin a calcula in doud moduri deosebite expresia :

k
i=0

B I (z - x)‘“ I PTG L ) 1,
T " I (2)
2= —

In aceste calcule vom folosi anumite dezvoltari in serie care subzista in
anumite conditii care nu vor fi indicate explicit, cdci nu sint esentiale
pentru existenta rezultatului stabilit.
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Tolosind regula lui Leibniz vom avea :

atB »
Er Chin + )0+ 2 — 1) (4 % — I 4 D" x
h=0

X A= a8+ (n4 o+ 842). . (2 gk L) (5L ) A B

z

z= —1
:iCk T +a+1) TEntat+f—nr+1) (x — 1)t
= "t a—h+1)  Todatst+l) o
si scriind in locul lui #n — /o pe &
I I L L S SR 3)

f=6 "Tk+ae+1) Tr+at+st+l
Pe de altd parte noi putem scrie pe 4 si sub forma:

4= {25 (1 + —Z—)HB}Z_ . X { Z: Hl + = )_n“ung_lgslﬁe;” .

Iuind fireste precautiile necesare in ce priveste determinarea aleasd pentru
(— 1)

Dezvoltind [1 + Z
pe

—n—o—f—1 .
) i serie avem !

(L+iy“”&4:§:h4fv‘W+“+efh+ﬂw(1r

=0 Plh+ 15T +a-4+8+1 12

h

e = Dt o+ &+ 5+ 1) %
: - Db+ O+ o+ o+ 1) P

Derivind de # ori deducem :

" Les o m—a—B—1- @ P i 51 }
¢ [n“(z-l-”nocﬁllz__l ] (n—:—oc+ + 1) .
@ I=0 1(/1 4 DT ¢ o - 8 - 1)
Tets i+t
D@+ 741y e
si
a’ o =81 o
LG+ ) }
Ze e}

! —

. x
T+ %+ 84 1) TE+h+1)

i I‘m-, @+ 84+h+1) T+ B84r+1)
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— £,R
unde # = 2"}, _ _.

Avem totodati :

{z ath yo B ® N L j
T R )
e z =l + Dl ae+B8—-7+ Dz
iz L \%HE , oy .
N 2) } :uZ(—l)v’ T 1(°f 5 1). o
: = ~1 j=0 '+ e+ B —741)
Dect
@ - '
A:.._E(_I)J I(ofwr Il). Y
=0 T+ Il(e+8 -7+ 1
z I‘ - 3 1 Tin R |
S ELLALELIE L BNTES EAE 31N
o+ DT+ o+ 24 1) T8 4 &+ 1)

si fnmulfind cele doud serii obfinem a doua expresie pentru A

RN

E=0 h=0

]»— h

T+ et B+n+1)
P+ DI+ «+ B+ 1)

T8+ I+ 1)

(e + 8

Tk -

4+ 1 (oc§—i+h—k—w}—1)

Te+B8+2+1)

)

Expresia (3) a lui 4 se obtine folosindu-ne si de polinoanele lui Jacobi
si de unele rezultate indicate in cartea lui Szego [8]

In baza

cuel cunosc

ute formulel!
T+ oa+B+ri+1) Thn+atl) (f_: !

prPY =" 3 C, |
R T4 o+ B+ 1) Tle &+ 1) 2
Punind £= """ vom avea —t—:—l = ! si deci
X — p X —
1)”1)(% 5 (’x + 1) _ 1 "~k r(;z Ffatbthktl) Tht+atl)
(x n v —1 nl 7= bt )z+a1~1+ 1) I'ih 4 o+ 1)
si deci tinind scamd si de (3)
S, B)f & 1 (x - 1)o7l
(x = 1)"P” ’(— ) == -
x o 1 7!

Dar in baza formulei

l):(’ Bj(’) =

1Vezi 8 formula (4,

(4, 3,1) din cartea lui Szegd
o & — R 1)

2"t — ¥ -+ 18 ar*

21, 2.

1 Jk
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Deci aplicind regula lui Leibniz deducem :

Bl L nprTltat ) Dhe4+B+1) 0 -
P 2”»;1!,;; "Th+o+1) Tho+p—rk4+1) (=11 =

1 (tn1)'”ickr<n+a+1)_ T'(n48-+1 [t+1)"*"

wtl 2 ) & "M tatl) Tr+s—ktnlt—1
o ¢
Substituind ¥ = +1— avem
t__
1 1 " T + 1 T4 6+ 1 .
])<°‘F3)(x+ ): nzci (n+ o ) (n+4 841 xz i
x -1 nwlix — 1) £ T'ktat+l) T'n+B8—%-F1

si schimbind » — & cu £

P(a,&)(x+l): Z Tln + o« + 1) .I‘(”—f‘@*}‘l)xk
Pl a—k+1) TR+ 8+1)

n

x — 1 *v~1

R . . . 1
Introducind aceastd expresie a lui Pff’ # (iL

) in (35) iar pentru A expre-
¥ — 1

sia (4) deducem :

(1 — ) (2D ick Ut atl) Lo+p+l) s
= P T +a—k+ 1) TH+8+1)

_ Z‘”: é —h_TrtatBtidD)  Tdptrtl) T+ p+1) o
= = POHDT (et Bl D@ A1) TE—ht D (atf+k—k+1)

Dezvoltind (I — x)” *"Yin serie si inmultind cele doud dezvoltiri obfinem
ca prima parte a egalitdfii de mai sus este

& cr e P + o+ 1) T+ 84 1) &
Z E o Untk—h T ‘e X
=0 = T'n + o« — h+1) IS+h+1)

si egalind coeficientul lui a* din ambele parti ale egalitatii astfel stabilite
obtinem :

Z": ch Dn + o+ 1) Mn + 8+ 1)

Ly n AR TG e k1) 1“(:’3 PRI

k e (n O I I I ¢ N S o+ 8+ 1)
,{2 - Ul - a+ 8+ 1) T@+A+1)  Dik—h+1)T(at B+h—h+1)

care constituie generalizarea relatiei (1) in care fireste pentru o $i  se impun
restrictii datoritd faptului cd I'(z) are pe 0 —1, —2, ... ca poli.

3. Vom stabili in cele ce urmeazi o egalitate analogd cu (1) pentru
numerele

[T I WM k-1 :
N = DL m el 28 )y =0 NS =0 dacan <k (6)
(r = D* = 1. =1
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a . A w . k A
In cazul particular ¢ind p este un numdr prim N, nu este altceva decit

. . . k ’ . .

numdrul subgrupurilor de ordin p"al grupului abelian elementar (1, 1,...1)
. k - . .

care are n componente. Numerele N se bucurd de o serie de proprie-

. 3 . vre n .
titi analoge cu cele ale numerelor € . Vom stabili in cele ce urmeazi unele
din ele.

Pentru simplificarea scrisului vom nota

Rl=0" =0T =1 . (p— 1

. . .o k .
Cu ajutorul acestei notatii N, se va putea scrie:

' Tt ck
A/vk - [s2] ! 9 7
* Lk;ﬁ.;'n——/«]!i) ()
Aceasta ne aratd ca
(?2 C ATR ('% ik
/) i l\ i\ n = f) ,‘ ]\ H (8)

Totodata

2 -
G oars—i U5 [n!
NN =l

(1t -
. j)(f ]! p(*f (511 P‘d i
[siiin —s) PR
Deci folosindu-ne din nou de (7).
NN pls T SN N (9)
»n o] noos
se verificd imediat prin calcul ci
7% LN pE=1 Ark-1
Aw{—l - P z\rn + f) l\n
si plecind de aici prin inductie completi
k ki) Arl Ak
ATR — ) L N
L\n;vl #EP NI ‘\71 —141 (10)

§=0

Se mai pot stabili si alte formule, de exemplu una analogi cu formula bino-

mului, dar ne-am mdrginit aici la cele pe care le vom folosi in cele ce
urmeaza.

Ne propunem si calculim urmditoarea suma :

k 2

. VY Sl

S = 2 :AlAu‘/ ni—/yﬁjp )
Je=t
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Tinind seami de (10):

S = k NﬂAﬂk \h ~k;~hp;+w+mkﬁ>mf
=2 NN, S NN

j=0 =0

—h

o . . . R . . n
cicl prin definitie A’nxj este egal cu zero pentru /s > & — 4. Schimbind or-

dinea insumdrii si notind pe urmd £ — /A =s

2
-~ +h the—j—h R {k+Dk—j- 0 —C7T
S = 3N, SN e

ka—‘ NN e

k41

si aplicind pe rind formula (9), (8) st (10)

E; . 9 ]
- h— 25 Ari phjERADG - ) ~CF w0 o
S = NI YINNLN e e
s=0 i=
B rhesars O P ArS— phi (e s —j)— 2
= EN N ZNJN T pNTIETRE T
k41 1 s
s=0 j=0
9
L 7 7S ATS ks —C~
== ‘\kw NN b
=
Aplicind din nou formula (9) vom avea:
zfl Nk ”_Sﬁw‘p“‘f?::
PR FimCo R % c2
— .V AR A phs—Cp 3 ¥ = Ch
m‘\k—}»lzj\k :\np N k+ \l“inlb
§=0
si astfel am stabilit cd :
k ok kj c k k o2
77, A )G " bl A5
3—\‘\ N \/n—‘—k—{-l 1/) = N 4 k+n/§ (an

h
<

Plecind de 1a acest rezultat se poate stabili formula corespunzatoare
lui (1) sialte care corespund unor rezultate stabilite de Surdanyi si
Huszar

Punind % =1 vom avea

& : ;
BN EN L] kj —C7 kR "k
E:‘ NN wroh—j P =N, N Lt

=0

care corespunde unui rezultat stabilit de Huszdr [27.
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Folosind expresia (7) deducem ca

(4] [ - %] '*i NININEC
- _ e L .
m]12k1 ny2k—f
\” k71 ])(]? n+2/c—-—ﬂ])k ff)k] ¢? _
Fg7 ke — 471 ok 1 — i1
]77 [N ]] . (4 ] [% 71
2 2 . 2
= 2 N] N], f\’ik o Jpck~j“°2k+k1—cj
i=0 ‘

Pe de altd parte
[kéll}pll[:k ]kg !Nzk N ﬁﬂ'ﬁ _C’% = (Nﬁr;&k)%’ »cﬁ
si deci am ajuns la egalitatea
i(N]) N:zk 2~ ]Pcz—ﬁkﬁcf - (Nﬁ+k) pcgk_
=0

care corespunde formulei (1).

13

Din formula (11) _putem deduce ¢1 o egalitate care corespunde unei

formule stabilitd de Surdnyi 7). Avem:

[k]t[n 01 ]\/; N NET pmz cj2 _

[t (A 4 [ ! no ke
N k]! 7"6’2 R el BN ST e
Ptk — a0 [k + 13 tn — ]!
o 2 2
AT AT k1 Chog TH -7 =Chag
”‘NtNan+}¢+1~j1‘) ! !
Totodati
[R1M0 D ask ak = CF Al Ak oG
]k 4111 *H k+ni) b= 1\,\_ N,H,kf’
si deci :

k s 2 c 2 2 2
i Bt CE_+ki—CF A kL Ch G

NIN;?kaH—ij ! 7= AM—HZ\VH-kP v
=0

J
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OB OAHOM KOMBUHATOPHOM ®OPMYJIE

(Peziowve)

BosoGHoBasieTca H3yyeHue opuol ¢opmyanl  ApeBHeR  KHTalickoil MmarteMaTHKH,
cuoa ualifenuoii n gokasaunoft Il. Typanowm (10). ABTop noKasbiBaeT, HCTIOIB3YS
ofnpejeseHHple CBojicTBa MHorounenos SIKoGH, uTto iMeeT mecTo Goree o6imiee paBeHCTBO,
a HMeHHO:

i ch o U@ + 2+ 1) T +8+1)
= " m b T+ — 0 1) T(B+h—1)
k pop Lt o B+ E+1) Te+Bkrl) Flw o 8 + 1)

= —1 -k . . B
2 ( ) T N +a =8-4+1) s -=h+1) Tik—hod D +8-+2—k -1}

h=0
3aT8M paccmanmsa}mCﬂ YyHesaa
s W=D =) ("
" (p—1) (P*—1)...(pF—1)

rje p—npocroe uncao. Hucao Nﬁpasﬂo uHCJY NOAFpYNI mopsiika pk saevenTapHoll aGenesoii
rpynnsl (1,1,...,1), uneoniell # KomnoHeHToB. [lokaswiBaercsa, uTo

2
+ki—C

. 2 G, -c?
7 —-(\nJA) [, Ic I3

2 (Nk) ‘\’n+ >/w]/’ k K

KOTOpBIH cooTBercTByeT ¢opayie Typana. Jokassiawrca B apyrue GopMyasl, mo106HbE
teM, HafinewusM lypanu (7J wan X ycapowm [20.

SUR UNE FORMULE COMBINATOIRE
(Résnumé)
1auteur reprend une ancienne formule mathématique chinoise, retrouvée et démontrée
par P. T u r 4 n [10]. Il montre, en utilisant certaines propriétés des polynémes de Jacobi, qu'une
égalité plus générale a lieu, a savoir :
ZC Tin + o+ 1) I‘(n+ﬁ )
n 2n+khr(n__‘_“_h+) T(ﬂ h—l—l)

TrtatB+htl)  DlebBth=1) (x4 6+ 1)

k
— —1 .
,.2 O e Tratgsn  TELALD D(k—h+ )t BHh—k+1)

[
=
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On considére ensuite les nombres

"

— " =) ..t =P
- npP—=1...0" — 1

¥4

ko
NE =

ol p est un nombre premier. Le nombre Nﬁ est égal au nombre de sous-groupes d’ordre pk du

groupe abélien élémentaire (1, 1, . . . 1) ayant n composantes. On montre que
Ld 2 g o2 2 .2
Ni )2 N2E Comj TH=CG vk 42 0% ~ G
2 DN T < o

qui correspond a la formule de Turdn. On démontre aussi d’autres formules semblables 2 celles
trouvées par Surdnyi [7] ou Huszdr [2].






DESPRE CONVERGENTA PRODUSELOR INFINITE DEFINITE
IN INELELE DE ENDOMORFISME ALE UNUI GRUP ABELIAN

de
1. GY. MAURER si M. SZILAGYI

Fie G un grup abelian oarecare si E(G) inelul complet al endomorfisme-
lor lui G. Elementele 1ui G vor fi notate cu litere latine, endomorfismele
si in general aplicatiile lui G In G cu litere grecesti. Operatia in G se va
numi adunare, aplicatiile lui G in G se folosesc ca si operatori la dreapta.

Se poate introduce in spatiul E(G) o topologie pe baza urmitoarei
notiuni de convergentd [1]:

Sirul {e,} de endomorfisme o,€E(G) are ca limitd pe «€E(G) atunci
si numai atunci, dacid pentru orice x€G existi un numdir natural R,
astfel ca sd avem xz, = xo pentru 7 > R,. In acest caz zicem ci (s}
este convergent si scriem: ¢, — «.

In [2] s-a introdus notiunea de produs infinit de endomorfisme in
felul urmétor :

@w
Numim produs infinit J] «, (notat mai scurt Ile,) sirul {s,} format

r=1
din clementele girului {¢,} dupi formula de recurentd s, = 6,1 - «, (* = 1,2,
.}, unde o, == ¢ reprezintd elementul unitate al lui E(G).

Zicem cd produsul He, este convergent atunci sl numai atunci, dacid
sirul {o,) este convergent. Dacid o, — o, atunci zicem ca o este valoarea
produsului infinit considerat.

S-a dedus in [2] urmatoarea conditie necesari si suficientd pentru
convergenta produselor infinite :

Produsul Ife, este atunci si numai atunci convergent, daci pentru
orice xe( existd un nwndr natural R,, astfel ca si avem pentru » > R, :
x(op,) 0, = Xog,

Avind in vedere cd operatia de inmultire definitd in E(G) nu este comu-
tativd, rezultd ca convergenta unui produs infinit depinde in general de
ordinea factorilor. Vom zice cd produsul este mnecondifional convergent,
daca convergenta i valoarea produsului este independentd de ordinea fac-
torilor produsului. In nota de fati vom studia produse necondifionat conver-
gente. Pentru acest studiu avem nevoie de generalizarea notiunii de con-
vergentd in sensul urmdtor :

9, — Babes—DBolyai: Mathematica-Physica 11'1965,
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Drrixtria 1. Fie H o submultime oarecare a grupului G. Numim limita
relativd la H a sirului {0y, unde %,€E(G), o aplicatie univocd o a lui
H C Gin G, care se bucurd de proprietatea: pentru ovice x€H existd un numar
natural R, astfel incit xo, = :u dacd v > R,. In acest caz zicem ci sirul

converge pe H si scriem: o, 5

TroreyMA 1. Sirul{a) (o, € E(G)) este atunci st numar atunci convergent pe
H C G, dacd pentru orice x€ 1l existd un numdr natural R, in asa fel
ca pentru 1,1, > R, sd subziste egalitatea x(a, — o,,) = 0.

Demonstratie. Din convergenfa pe H a sirului {o), rezultd cd
pentru orice x € H §i pentru orice 7,7, > R,, avem xo, = yx §1 xo, = %%,
dect x{et,, — a,,) = 0.

Sa presupunem acum condifia indeplinitd. Rezultda cid xo, = xo,
pentru 7,7, > R,. FYie g, = xo, = xa,,€G. Definim o aphcajme o
H — G in felul urmitor: xa =g, pentru orice x ¢ H. Din constructia

. . . .. o . . . . H
lui #, rezultd cd o este o aplicatie univocd a lui H in G si cd «,~ o.
Din definitia 1 rezultd imediat
TEOREMA 2. Daca H st K sint doud submulfimi ale lui G, astfel cd

K

HC KCG, alunci din o, = o, rexulld convergenfa pe H a sirului {a,) si dacd
4 ltimea H

a, = 2, alunci x, = o, pe multimea H.

TeorrMA 3. Dacd swrul {o} este convergent pe subgrupul G C G st
G’
o, = 2, atunci « este o aplicatie omomorfd a lui G' in G.

Demonstratie Tiexsiydoud elemente oarecare alui G'. Deoarece

' este un subgrup al lui G', rezulti cd x4 y€G'. Din o',—(:> o, rezulta
existenta unor numere naturale R,, R,, R, astfel ca si avem pentru
r >max (R, R, R..,) egalitatile: %o, = 22, vy, = va, (¥ -+ V), =
= (v + v)a. Dar =z, € F{(G), deci (¥ +v)o, = xo, -+ vo, si astfel: (v 4 y)u==
= X0 T Vi

CororAR. Dacd G' = G, atunci a€ E(G).

DrrixiTia 2. Produsul infinit Wa, (o, € E(G)) este convergent pe o siub-
multtme YL C G, atunci st nwmai  atunct, dacd sivul {o,; al produsclor
partiale este convergent pe H. Dacid o, — o, atunci zicem cd « este valoares
velativd la H a lui Il o, si scriem : ITa, = «(H).

DrriNrris 5. Produsul infinit e, (o, € E(G)) este neconditionat conver-
gent pe o submultime H C G atunci st numai atunct dacd 1o, este convergent
pe H st are aceeasi valoave velativd la L pentris orice ovdine a factorilor sdi.

LeMma 1. Dacd factorii produsului e, sint automorfisme ale lui G st
o, -= «(G), atunci o este un automorfism al lui G.

- . ~ - G
Demonstratie Din o, = %(G) rezultd cd ¢,— «. Pe baza co-
rolarului teoremei 3, o€ E(G), deci trebum si ardtim cd dacd x, v € G si

x -} vy atunci xe 7= vz Din conditia G-—> « rezultd existenta unor numere
natumle R,, R, astfel incit xs, = xa si v, = ya pentru » >max (K,, R,).
Avind in vedere ci o, = o, - %,. .. ¢, este un automorfism al lul G, rezulta

cd xo, =F vo,. Deci xoof yo.
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Troreyas 4. Fie o, un produs convergent pe G $i x, (r==1,2,...)
antomorfisme ale lui G. Produsul 1l v, este neconditionat convergent pe G atuncit
st numal atunct, dacd jfactorii sdi sint comutativi dor cile doi.

Demonstratie Conditia este necesard. Iie Ilz, necondifionat
convergent pe G sz, = o(G). Considerim doi factori arbitrari a2 $1 o Al
produsului ¢ formam produsele xa;tly; st ooy wlly, unde Il r,preziuti
produsul obtinut din ITw, prin suprimarea factorilor a; 51 ;. Conform ipo-
tezel avem wolly = o st oojolly; == o,

Demonstrdm ¢ad = este convergent pe (. Presupunem contrariul.
Atunci conform teoremei 1 existd un clement x' €6 pentru care nu putem

edsi nici un pumdr natural R, astfel ca s3 avem ,r’(c:;,l — ) = U daca
1

¥, ;' > R... Observim ci se noteazd cu s, uu produs partial de rangul » al
produsului Illv,, Avind in vedere cd «,%; este un automorfism allui G, exista
un singur element ¥e€G pentru care x{s ;) == v’ Deoarece produsul Iz, =
= oyodl; este convergent pe G, rezulta existenta unui R, astfel cd pentru
i Vo />1\1 subzistd coahtat( a x5, — 5,) =0, unde o, reprezintd produsul
parfial de rangul 7 al lui zoytly Astlel avem: o, = 22,6 respectiv

. . . 1t ’
6y, == ;6 ,, unde o= 7y~ 2 respectiv g =1, — 20 Dect dacd ry, v > R, =
= R, — 2, atunci

x{o, = m, ) =4

= v (o o)

Deoarece pentru ry, r, > K, subzistd cpalitatea x(s, — 5,) == 0, re-
zultd pentru ), 7, > R, == R, — 2 cgalitatea v'{s, — 5} == 0, ceea ce

g ’ ’

(SN

reprezintd o contradictie.
Deoarece factorii produsulul II; sint antomorfisme ale lul G s H; este
convergent pe G, re/,ulta conform lemel 1 cd Il == B(() este un automoriisin

allui G. Deci egalitatea »,2;8 = #,;%,;8, care rezultd din ozo8 = o si 90,0 =
== o, poate fi fnmultitd cu 877 21 astfel obtinem : wo; = o2,

Conditia este suficientd. Presupunem ca factorii produsului conver-
gent pe G sint comutativi doi cite doi si fie 1%, = «(G). Rezultd ci pentru

orice ¥ € (¢ existd un R, astfel ca s avem ve, = vapentruy > R,. Tie ll12] acel
produs, care se obtine din 1, puntr 0 pcmlutare oarecare a factorilor prmdw-
sului Ha,. Notdm cu 7, r,,. o Py indicii factorilor «, @y, ..., 25 ai pro-
dusului I1s, o produsul e si fie Ro= max (r, 7y, ..., 1’1\,\}. Avemr  evi-
dent R = K, deci pentra » > R subzistd egalitatea ve, == yvz. Ifolosind
Londljma de comutativitate a factorilor putem scrie pentru orice xv€G si
r > R 1o == .\7((51\,,t Dpoiy #,) =12, Decillz, . . 2(G).

Observatie Ia demonstrarea suficientei condifici nu s-a folosit
conditia ca factorii produsuini si fie automorfisme. Deci este valabild
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urmitoarea afirmatie: Dacd factorii produsului W [o,eE(G)], convergent
pe G, sint comutativi doi cite dot, atunci W, este un produs neconditionat con-
vergent pe G.

In cele ce urmeazi vom examina anumite conditii in cadrul cirora
comutativitatea factorilor constituie o conditie necesard si suficientd pentru
convergenta neconditionatd a produsului. Prealabil vom preciza un luecru.
Fie 2 €FE(G), Go imaginea lui G in « si B o aplicatie omomorfd in G a unui sub-
grup G’ pentru care GzCG'. Atunci produsul «f definit in felul obisnuit

x(af) = (vo)p pentrun orice x €G] are sens si «3¢E((G). Daca deci oy, 2, €£(G)
sl Guy = Guy == G', atunci avind in vedere cd G(z; — o) CG’, rezultd ca
produsul (o — 2,)B are sens §i (% — 2y)BeL(G).

Toyma 2. Fie op,0,cE(G), Gy] =Ga, =G si B o a/zlzcatze omomor fi
a lut G in G. Atunci pentrie orice xeG ave loc c’mlzzfm‘(a a7 (o — %)B =
Ay ) -~ w(2aB).

Demounust rat ie. Tie xo, = a'eG’, vz, = 1" eG' Atund avem ;

Aoy — )P == k(11 — o) 18 = (wo; — xo)f = (a7 — a')% = A8 —

0B s x(o) — x(2.B) — (12)B — (xwy)B = B — x8

Comparind cele doua egalititi, rezultd afirmatia lemu.

TroreMA 3. Fie o, un produs convergent peG si a,cE{G) (r =1, 2.,
Dacid 1° intr-o anumiid ordine a Jactorilor 11, = 2(G) este un clement /ugular
la stinga al lur E(G), 2° Goyoy == Gojou (i, 7 == 1, 2, .. ) s 3" [G(z7 —
-— 1]/.;)‘ o & Gloagay — oga)(i, 7= 1, 2, .. .), atunci conditia wncecsard
st suficientd pentri convergenta necondzgfzo;zam pe G a lui N, constd in comu-
tativitatea dov cite doi a factorilor produsului.

Demonstratie. Conform observatiei ficute la sfirsitul teoremei 4
este suficient sd se arate necesitatea conditiei. Fie IT«, necondifionat con-
vergent pe G si a;,9; doi factori ai acestui produs. Considerdm produsele
aiolly; 81 oy Ilzj, unde 11, reprezinta produsul obtinut din e, prin 5up11-
marea factorilor a; 51 ;. Conform ipotezei avem «; 7]11 i == o st agadly; = o

Demonstram cia I1,; este convergent pe 511bgrupul G o = (JJ,Jy.i al
grupului G. Presupunem contrariul. Atunci conform teorewel 1 existd un
clement x'€Gozoy = Goya; pentru care nu putem gisi nicl un numar na-

tural R, astfel ca sd avem x'(¢ ' — ) == ( daca ry, ¥, > ]\ .. Observam ci
1

se noteazd cu ¢, un produs partial de augul r al p10dusulu1 ;. Deoarece
2'€Go;yy == Gy.]az, existd un element xeG pentru care x(oyz;) = x'. De-
oarece produsul Ilo, == a;o4ll;; este convergent pe G, rezultd existenta unui
R, astfel cd pentru », 7, >R, subzistd egalitatea x(s5, -~ o,) = 0, unde
g, reprezinta produsul partial de rangul 7 al Tui w115, Astfel avem : o, =

=z oG Tespectiv o, = o,y oo, unde rl =y — 2 respectiv y)=r,—2. Deci
J n 72 1o 1 1
dacd v, vy > R = R, — 2, atunci:
. . L O VT L vy Su
x{a,, —6p ) = r(myo y e ) = w(ye ’,1) Vmpmn' ) =
y ’ _ e ’ _ ! ’ - ' 14 . ’ 7 . ’
= x(o%) . (oi2;) (6, =1 o, s = (G’i ')
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Deoarece pentru 7, 7, > K, subzistd egalitatea x(o, — g,) = 0,
rezulta pentru 7, 7,> R, = R, — 2 egalitatea ;v’(o;i — G;r;) = 0, ceea
ce reprezintd o contradictie.

Deoarece Il; este un produs convergent pe subgrupul Guey = Gy
al lui G, rezultd conform teoremei, 3, call; = B8(Goyay = Go,o) este o a-
plicatie omomorfa a lui Gue; = Gz;%; in G. Pe de altd parte din egalititile
293 = o $i ojoP = o rezultd pentru orice x€G: x(w;u;B) — x(oyoif) = 0.
De aici deducem pe baza lemei 2 egalitatea x[(e;05 — a;2;)B) = 0 pentru
orice ¥€(G. Daca deci pentru prescurtare se introduce notatia o0, — oo == v,
atunci avem x(yP) = 0 pentru orice xe(. Avind in vedere cd x(yp) =
= (xv)B, rezultd : (Gy) B = 0. Dar conform conditiei 3° avem (Gv)x,a; C Gv.
Deci pentru orice rveG avem : x(yaoy) = (¥y)a06Gy. Rezultd, folosind
relatia (GY)B = 0, cd pentru orice x€G subzistd egalitatea x(ya) = x(youp) =
a(yosoy) 18 =0 Aceasta Inseamnid ¢i ya = (. Deoarece conform ipotezei
I endomorfismul « este un element regular la stinga in E(G), rezultd ca
Vo= 0, deci A% =0
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O CXOIOMMOCTH BECKOHEYHBIX NPOM3BEAEHUN, ONPEAEJSEMBIX B
KOJIbIIAX 3HIOMOP®U3MOB O/JHOM ABEJIEBOM TPYTIIbI

(Peswae)

IMyers G rarag-wndyae aGesesa rpynna i £(G) 1noauoe KOJbLO 3HIOMOPGHH3NOB
rpynosl G. DuemeATH rpynnsl G 060314y al0TCs JaTHHCKHMH OYKBaMH, a IPUMEHCHIS TPYRTH
G B G — rpeyeckiMy. Onepauiss B & Ha3wIBAETCS CJOKEHHEM, a NMPHMEHEHNS TPYNINL G B (7
HCAOJIB3YIOTCH KaK I[paBbie ONeparophl.

B paGore [1] BBesena rtonosorus B E((G) ua ocHOBauuu NOHATHS CXOINMOCTH, a B
2] napo HeOGXOHMOE H JOCTATOYHOE VCIOBHE 1151 CXOAHMOCTH GeCKOHEY HbI X NPOH3BEAEHIIT,
onpeneasieMplx B E(G). CxoauMocTe GecKoneuHblX INpoH3BelieHHIl, onpejeiaseMbx B G,
3aBHCHT OT nopsijka ¢$akTopoB npouspelcHus. B Hacrodmeft paGore nayuacres KJaacc
GeCKOHCUHBIX NPOH3BeJCHIU, omnpelenseMblX B G, JIs KOTOPOrO CXOIIMOCTH He3aBHCHMA
or nopgaaxa ¢GhakTopoB TPOHIBEIEULSA.

Onpeceaerue I. Iycrs H xaroe-unGyab noaMuoxkecTso rpynnel G. Haswsaem npeje-
A0M, oTHOCAmuNCA K, nocaenosaresnnocti {o}, rae «, €E£(G) 11 x — ojHO3ZHAUNOE
oro6paxkenrte H C G 8 (G, xoropoe o6najaer ClIeAYIOWKM CBOfICTBOM! st modoro x € H
HNeeTCsT HATYPadbHOe uueao R, Tak, uTo X 2, == 1o, eCIH T > /. B aToM cavuae rosopum,
uro pAj cxomures 8 H u numem;

Teopema I. Ilocnenomareabuocth {o,} (=, €E(G)) Toraa # TOALKO TOFAa SABASETCA
cxopswmeiicss 8 I & G, korpa aas moboro » € H umeeTcs OJHO HaTypaibHOE 4HCI0 R,
TakuM 00pasoM, 4TOOb A4 7y, ¥y > 1! NMEJOCH PABEHCTBO x(acu — arz) = 0.
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Teopesma 2. Ecan H 1 K — 1Ba nojavuoxkectsa rpynnmel G, tax, urobus H S KCG,
K i H
TOTAa M3 2%, ~> o CIAYET CXOAMMOCTL B [T TOCICAOBATETLHOCTIL 2} I eCiH %, —» oy,

tToraa gy = oy B MHOWecTne H.

i

Teopesa 3. Ecau nocaegoBare1LHOCTD {7.,} ABIsCTCS CXojsielics B noArpynne

4 C G x, -(i» o, TOF1a o €CTh roMoxopdoe oTobpakeie e

Kopomtapiii. Ecaun o= G, roraa % 2GS

Onpedesernue 2. Becroneunoe nponspeienne IT 2 (2 €77(/r)) ABIAETCA CXOAA HMES
8 01HOM ToJMHoXkecTse ff CO G torja M TOJLKO TOr1d, KOT1a [OC1e10BaTeIbLHOCTh {c},}

YACTHYHBIX TIPOH3BE e HHIl G, 0y - Ay ... o SIBJSIETCSE cxoaaweiica s /. Ecan G,i{» o,
TOr1a TOBOPHM, UTO o €CTh 3HAaUCHIEe HPOH3BE1eHUs IT % OTHOCHTE TLHO H H mHILeM: Ha,—':x(f[)

Onpedeasenue 3. Bbecroneunoe npousseienue Il o, (% € £(G)) apasercs 1eoGyCl0BIEHHO
¢xogaumMess B nojvuoxkeerse H C G ororjga H TOJILKO TOra, Korja IT2, cxoautest B H
W HMeeT TO e CaM0e 3HaucHue orHocnTe bHo [, 11a moforo pacnonokenns CBONX GhakTo-
poB.

Jdewmsa I. Ecaw daxropel npousselcHus Ilx aBi1gi01Cs aBTOMOPH3MAMH TPV THIbL
G Hao= a(G), Tor1a « siBisiercst apToMOPHUINOM IPyInp (.

Teopesa 4. Tlyers Iz, oauo cxoxsuieecs npouspeienne B G n oo, (v == 2, .00
apToMOpGU3MBl Ipyanb (. Tlponssetente o, spasercss neoGyCiopaeiio CXOLsILLMCH B
G TOr1a H TOJILKO TOM1a, KOI1a ero GakTophl KOMMYTATHBHBL NOMAPHO.

3ameuanue. Mz goxazareincTsa teopeMut 4 BulTexaer ceAyIOUCe: eCIu (GpaxTo-
PBL IPOH3BEIeHH I'Iccr (txyE (), cxoasulerocst B G, KoMMYTaTHBHE nonapuo, torjia Ilz,
SARIACTCH HEOOVCJAOBACH HLIM TTPOH3BEIEHHEN, CXOASIHMCH B (7.

" . . . R ’ , N

Jemna 2. TIvere oy, 2y £ 1(G), Gog = Goy, = (1 5 rovovopdroe orofpamenie ¢
B ;. Toraa, aast soGoro v £ G HMEeT MeCTO PaBeucTBO: & (%y — %) B8] = #(a B) — v(2%,8)

Teopesa 5. Tlyvern Hy.r —- CXoastlieecst nponsseicuie B G U oz, ELG) (r=1,2,...).
Eean 17 B onpegesennoy nopsigxe (akropon Ila, == a ectb seswil peryaspubiil aaemedt
[ e o e
EAG), 20 Gaoy = Goyn,(ij = 1,2, ... ) 0 3% [6{on — ax)]ogn, C Gllogoy — o0)
(i, 7 == 1,2,...), Toraa HeoOXOMINMOC [ J0CTATOUHOE VCI0BHE AT HEoOYCIOBJIEHHOH CXO-
anvoctit B G nponasetema o cocTonT B mapnofi KOMMYTaTHBIOCTH (AKTOPOB NPOH3BE-
AeHUS .

SUR LA CONVERGENCE DES PRODUITS INFINIS DLFINIS DANS
LES ANNEAUX D’ENDOMORPHISMES D’UN GROUPE ABLLIEN

(Résumé)

Sojent  un groupe abélien quelconque et E(G) I'anneau complet des endomorphismes
de G. Les éléments de G sont notés en caractéres latins, les applications de G en G en caractéres
grecs. L’opération en ¢ se nomme addition, les applications de G en G sont utilisées comme des
opérateurs a droite.

Dans le travail[1] on a introduit une topologie en £(G) sur la base d’une notion de con-
vergence, et en [2] on a donné une condition nécessaire et suffisante pour la convergence des
produits infinis, définis en £(G). La convergence des produits infinis définis en [2] dépend de
T'ordre des facteurs du produit. Dans la note présente on étudie une classe de produits infinis
définis en G, pour lesquels la convergence est indépendante de 'ordre des facteurs du produit,
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Définition 1. Soit H un sous-ensemble quelconque du groupe G. Nous appelons limite

de la propriété suivante : pour tout xEH il existe un nombre naturel R;r tel que xzx, = xe,si

. .. H
r > R_. En ce cas, nous disons que la série converge sur H et nous écrivons : @, —> «:

Théoréme 1. La suite {x} (x €E(G) est convergente sur HCG et ne l'est que si, pour tout
#€H, il existe un nombre naturel & _tel que, pour 7y, ¥, > R, subsiste 'égalité »(«¢, — «, ) =0
; 1 X .

Théoréme 2. Si H et I sont deux sous-ensembles de G, tels que H C K C G, alors

K H
4 v ST ) < 3
dea, — oy résulte la convergence sur H de la suite lzxi} et si a, — ay, alors ap = ay sur
Vensemble H.

s . . - G’
Théorome 3. Si la suite {«} est convergente sur le sous-groupe G C G et o~ a, alors «
: . N4 -
est une application homomorphe de (- en C.

Corollaive. Si G' = G, alors «€E (G).
Définition 2. Le produit infini Il« [« €L7(G)] est convergent sur un sous-ensemble HCG
si (et seulement si) la suite {5} des produits partiels o, = «ja,.. ., est convergente sur H.

H
Si 6, — @, alors on dit que « est la valeur relative & 2/ de Il«, et I'on écrit: o, = a(H).

Définition 3. Le produit infini Ile (x €E(G) est inconditionnellement convergent sur un
sous-ensemble H C G si (et dans ce cas seulement) 1T« est convergent sur F et a la méme
valeur relative & H quel que soit 'ordre de ses facteurs,

Lemme 1. Si les facteurs du produit IT«, sont des automorphismes de G et si Ila, = «(G),
alors o est un automorphisme de G.

Théoréme 4. Soit Il«, un produit convergent surGet o (v = 1, 2,...) des automorphis-
mes de G. Le produit Il«, est inconditionnellement convergent sur G si (et alors seulement) ses
facteurs sont commutatifs denx a deux.

Observation. Dela démonstration du théoréme 4 résulte ce qui suit : Si les facteurs
du produit Il«, [& €E(G)], convergent sur G sont commutatifs deux & deux, alors ITe est un

produit 1ncond1t10nne11exnent convergent sur G.

Lemme 2. Solent oy, 0,€F(G), Ga,; = Ga, = G’ et B une application homomorphe de G’
enG ; alors, pour tout #€G alieul'égalité : x[(x, — a,)8] = #(xB) — x{x,3).

Théoréme 5. Soit Ila un produit convergent sur G et « €E(G)(r =1, 2,...). 81 1° dans
un certain ordre des facteurs, Hocr = a(G) est un élément régulier a la gauche de E(G); si 2°.
Gojo; = Gojo, (1 =1, 2, .. ) ietsi 30 (G(a Higj = % l)lata]CG(aa — ) (6 F=12 ...},
alora la condxtlon nécessaire et suffisante pour la convergence inconditionnelle sur G de IIx,
consiste dans la commmutativité deux a deux des facteurs du produit.






ASUPRA LIMITARII IN MODUI, A RADACINILOR
ECUATIII,OR ALGEBRICE

de
ILIE TORSAN

Se considerd ecuatia

fo) ="+ a7 . e,

Referitor la limitarea modulului rddicinilor ecuatiei (1), P. Willi-
ams, in [1], a demonstrat cd modul ul oricidrei ridicini a ecuatiei 71)
satisface conditia

x+a =0 M

K3

1xi§<“\/1 + 11 —alf J,ﬂ(zl_azz—k“. —i«]an_l—anf—i—[an}z (2)

Carmichael i Mason, in [2], glsesc ca limita superioard a
modulului rddécinilor ecuajiei (1) expresia

<YL+ af e+ e (3)

P

In cele ce urmeazi vom demonstra o teoremi care cuprinde drept
cazuri particulare rezultatele de mai sus.

I. Fie « un parametru arbitrar. Vom considera ecuatia
(v — a)f(x) = 0 (4)
care are ca ridicini, radicinile ecuatiei (1) si in plus rdddcina x = «, deci
0o margine superioard a modulului rddacinilor ecuatiei (4) determinata

pentru toate valorile parametrului « ne va da in acelasi timp o margine
superioard pentru modulul rddicinilor ecuatiei (1).

Ecuatia (4) se scrie
2 (@, — 0)x" + (a, — or.al)x”‘“1 +.o (e, — ocan_l)x —oaa, =0 (5)

Vom presupune pentru inceput ci

fx] >1, (6)
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atunci din ecuatia (5) se obtine

1 1 1
x= (z—ay) + (2a, — a,) ) S (““;_1 —~a) e -+~ oc(l”?‘—
de unde rezulta
1 1 1
[x = i (¢ — aq) + (2a; —a,) < + oo+ (oa,  —a) = —+ occzn»;;[ (7)

i

Se gtie insi (de exemplu in [3]) cd, avind 2# numere reale sau com-

plexe a, si b, (k= 12,...n) si doud numere reale p i ¢ mai mari decit
unu, astfel fncit

i
Lylan
b2 q

7 n q qu 7 b 1517

| i ! |
Eakbk \<{ Py ] [Zbk } (8)
F=1 =1 = .

care constituie inegalitatea lui Holder.
Aplicind inegalitatea (8) relatiei (7) obtinem

atunci avem

IR
i ! ¥ ]11[) (9)

l; .
wl<lz—a "+ 1w, —af + .. 1o

sau, tinind seama cd in a doua parantezi avem o progresie geometricd,
rezultd

. . »
. q 7 , ¢ PR .
’x}[[a— al] 4—11a1~a2§ - —{—iaanE] ———— (10}
Kl
Ridicind la puterea p aceasti inegalitate, se obtine
1
, L
p g \a e | x|+ 2
|x) <[}a——a.1; loaa, —a + ... + | oa,| ] _m___J,I_v , (11
|« (P
dar din (6) rezultd cid /
11— >0 (12)

"*’;P

si deci, amplificind inegalitatea (11) cu membrul sting al inegalitatii (12)
si majorind apoi membrul drept, obtinem

?/,
=t fla—afton, —a = 4laa ] 03)
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de unde rezulta

q

s 21
:q ip
x| <{1 lle—a, " raa, —a ] } (14)

Inegalitatea (14) a fost dedusd in cazul | x| > 1, dar ea se poate de-
duce si pentru | x| << 1. Rezultd deci ¢d ea este valabila pentru toate ri-
décinile ecuatiilor (1) si (4).

Am demonstrat deci :

Troreay 1. Pentru modulul tuturor rddicinilor ecuatiei (1) avem

1

1N
tx. < 1»1—[7-aiq—1~'xa —a - a%]yq}q
Pve s i o 1 o 1 9 ;...Tiﬁxw

unde p si ¢ sint doud numere reale mai mari decit unu, astfel fucit

Observatii.

1) Dacd p=¢ =2 si o« =0, din teorema 1 rezulti inegalitatca (3)
aluiCarmichael i Mason.

2) Daca p =g =2 si o =1, din teorema 1 rezulti inegalitatea (2)
alui Williams.

3) Daca ecuatia (1) are coeficientii in progresie geometricd cu ratia
a, atunci din inegalitatea (14) rezultd

EARIL +ws””]"’

II. In cele ce urmeazd vom determina valoarea parametrului «, astfel
incit delimitarea datd de teorema 1 sd fie optima. Aceasta inseamnd cd
trebuie determinat « pentru care

9

Pt e, (15)

1
oo —ay +[aa; — a, "

este minimi.
Fie p = ¢ = 2 si o« un numir real oarecare.
Dacd a, = 1, + 1y,, atunci (15) devine

2 ¢ N 2 2 2
(= n)" 4 w2+ (o, — n,)" (o, — ) o (2, )
2 2
(o, — )" 4 ()" () (16)

sau, derivind in raport cu o, objinem

n =1
o T+ (n; + u,%)] — {nl + kEl (0 0sy + ukuk+1)] (17)

k=1
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care se anuleazd pentru
n—1
an et T Btas)
% = — (18
1 Z + 1)

aceasta fiind valoarea parametrului real « pentru care delimitarea datd
de teorema 1 este optimd in cazul p = ¢ = 2

Aplicatic.
Fie
) = xt — 3 4 (3 — 20)4* + 3ix — 2

In acest caz din (18) rezulta

si deci, din teorema 1 avem
Ly < 4,39,
din (2) avem
| v, < 87178,
iar din (3) avem
Px, | < 35,2915,

deci marginea superioard a modulului rddédcinilor datd de teorema 1 este
mai bund decit (2) si (3).
Dacd p = ¢ = 2 iar o = K -+ i/, un calcul simplu ne conduce la

[ n—1

LN - ]Z (T)kﬂk+; T ELka_;,l)
k=8
R =
n
2 0
1+ (g + )
k=1

(19)

e + 2 ("Ik(J-k_;_l - Hk'flk_;.l)
I — k=1

n—1

I—Z(nk ”'k

pentru care delimitarea datd de teorema 1 este optima.
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OB OTPAHUYEHHU MOIYJIEW AITEBPAMUECKUX YPABHEHHH

(Peszwaae)

Hawrea orpandueita soavaeil xopueii vpasuerus (1). O6o6manTes taxuy obpasoy
pesvabTaTel, noayusenuse I. Buawvavcoyn B [I1. n Kapmaitkeadonw u Maco-
Hom B [2].

OcHOBHBIM pPe3y1sTatort paGoThl ARIACTCS
Teopesta 1. das yoayas peex xopuell ypansuenus (1) maees
19

T f T 7 7 T R A
L, \</l14§-'_/,~nt g —ay T aa | i

rae p i g — asa 2eficTBUTeTLHB X uHeIa (o0 bie eAnHHLb, TaK, uTofn

Bo wsropoll uwact# paGoTul OnpeiessiioTes 3Haueus LIS mapaverpa o, Tak uToln
orpaHiuense, jgannoe Teopenmoit 1 ObL10  HaWTyULHA.

SUR LA LIMITATION EN MODULE DES RACINES DESLEQUATIONS ALGIEBRIQUES

(Résumé)

On donne des limitations en module pour les racines de 'équation (1} ; on adnéralise ainsi
les résultats obtenus par P. Williamsen 1 et par Carmichael et Mason en [2].

Le résultat de base de notre contribution est constitué parle

Théorime 1. On a pour module de toutes les racines de I'équation (1}

LT ; ' o LAy
fy + e —a T Jaay — af? + 00 aan,

FARN

ol p et g sont deux nownbres réels plus grands que un, tels que

Dans la seconde partie, on détermine des valeurs pour le parametre « telles que la déli-
mitation donnde par le théoréme 1 soit la meilleure.






RIELATII INTRY, NUMERELE CARDINALE ATASATE
MULTIMILOR INCHISE SI FUNCTICNALELOR CONTINUE DEYI-
NITE PE UN ACELASI SPATIU TOPOLOGIC

de
v. ¢IMPIAN

Intre notivnile: mul{inie inchisi si aplicajic continui existd o strinsd
legaturd. Unul din criteriile pentru continuitatea aplicatiei f din spatiul
topologic X in spatiul Y e urmétorul:

Aplicatia j: X —» Y e continud pe intreg spatiul X, dacd si numai
dacd imaginea inversd, prin f, a oricirei mulfimi inchise din Y, ¢ o multime
inchisi din X.

Astfel apare In mod natural problema relatiei dintre numérul cardinal
atasat familieli mulfimilor inchise ale spatiului X si numadrul cardinal ata-
sat mulfimii aplicatiilor continue din X in Y. Trei exemple vor rezolva,
in general, problema.

Notam cu: (F — familia mulfimilor inchise din X; € — mulfimean
aplicatiilor continue din X in Y ; card /#, card ¢ — numerele cardinale ata-
sate celor dould mul{imi.

7. Fie X = {xy, x,}, ¥ = {x,) doud spatii in care am introdus topo-
logia discretd : fiecare submulfime ¢ deschisa (inchisd). In acest caz avem o
singurd aplicatie f: X -»Y i patru multimi inchise ale spafiului X. Decci

card (¥ > card &

2. Fie X =Y = R; axa reald cu topologia euclidianid. E cunoscut
rezultatul :

card fF == card @ = R

3. Fie X = {x,, x,, ..., 1, dotat cu topologia discretd, 3} = R,
Spatiul X fiind discret, orice aplicatie a acestuia pe axa reald, R, e continud.
Deci card @ = (card R)«4¥ — g* = x, lar card I' = 2*; de¢ unde rezultd
si a treia relatie :

card F << card @.
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Am aridtat, astfel, ci nu existd o aceeasi relatie intre numirul cardi-
nal asociat familiei multimilor inchise, ale unui spatiu topologic X si numdirul
cardinal asociat multimii aplicatiilor continue din X in Y.

Vrem si ardtdm cd, In anumite conditii, numdrul cardinal atasat fa-
miliei multimilor inchise ale unui spatiu topologic X e acelasi cu numarul
cardinal atagat mulfimii functionalelor continue pe X. Deci, in continuare,
ne vom limita la cazul Y = R, iar X va fi un spatm ’copologlc oarecare,
Problema prezintd interes, pentru cd se incadreazd in una din problemele
importante din topologie :

Fiind dat spatiul functionalelor continue, C(X), definite pe spatiul
topologic X, cum se reflecta proprietitile din C(X) asupra lui X.

Consideram, peutru aceasta, mulfimea tuturor aplicatiilor axei reale
in familia mulfimilor inchise, adicd :

. 7'18 (1)

Vom ardta c¢i, oricdrei functionale continue i1 putem asocia o astfel de
aplicatie, iar pentru functionale continue diferite se obtin aplicatii diferite.
Astfel va fi stabilitd o corespondenta biunivocd intre multimea functionalelor
continue $i o parte a submultimii f, de unde va rezulta :

card @ <L card 4 (2

In adevar, daci /eC, atunci imaginea sa inversd, /%, va apartine fa-
miliel o, cicl fie r € K, un punct oarecare al axei reale, el fiind o multime
inchisd, imaginea ¢i inversd prin f, va fi o multime inchisd, deci /() é 1—
adicd fec#. Tar dacd f¢ g, rezultd cd existd un puuct pel, incit f(p)
:/g(p) Notam cu 7 == f(p) valoarea funcfionalei f In punctul p. Atunci
/)(/( 7) sl peg 2—), ciaci g(p) 5= f(p) = 1. Decl din f=2 g rezultd fe 3£ g+,
$1 astfel relatia (2) e dClIl()Ilth’lt’i

Din (1) rezultd card 4 == (card F)@¢ & == (card F)x ; folosind (2)
edsiin

card @ < (card (F). (3

Pentru a delimita inferior cardinalul functionalelor continue in {func-
tic de cardinalul multimilor inchise, ne restringem la spatiile topologice
care verificd proprietatea :

— Orice multime inchisd e o zeromultime!, Q)

In spatiile topologice care verificd proprietatea (), putem asocia
-

oricdrel multimi inchise, I, o functionald continua f(v) fucit F = f (0},
iar mulpmllor inchise dlterltc fum;wndle diferite. In ade\"n fie I'y . Iy ;

1 E cunoscutd definitia zeromultimii Multimea F din X e o zerowmultime dacd existd o

functionald continud, f, incit F - / 0) ={v € X; f(x) = 0}.
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deci existd un punct vy € X, Incit, ficind abstractie de ordinea multimi-

lor, si fie indeplinite relatiile: x,¢ I} si x,€ f,. Dar conform proprie-

tatii (Q) existd functionalele continue f; si f,, incit Iy = f,(0) s1 F, = f,(0).
«

Pe punctul xg, f;(x,) = 0, cdci vy € Iy = f(0), iar f,(x,) #Z 0, cici xye I, =

+
= [,(0). Deci din F, 3£ F, rezultd f, -« f,.

Astfel am pus in evidentd o corespondentd biunivocid intre familia
mulfimilor inchise $i o parte din mulfimea funcfionalelor continue, defi-
nite pe un acelasi spatiu topologic ce verificd proprietatea (Q). Deci

card F « card €. &)
Din relatiile (3) si (4) rezultad

TroreMA. Oricare ar fi spatiul topologic cu proprietatea cd orice
multime inchisd e o zeromultime, intre familia mulfimilor inchise $i multi-
mea functionalelor continue definite pe acest spatiu existd relafia :

card (F = card € - (card F)®

Consecinfa 7. Dacid cardinalul multimilor inchise ale unui spatiu topo-
logic, ce verificd proprietatea (Q) e 2%, atunci

card . F == card €

Demonstratie. Fiind in conditiile teoremei, avem :

card (F = card @ - (card “£)¥

Dar card (F = 2% iar (card (F)¥ = 2% = 2" = card (%, de unde card F =
= card €.

Consecinfa 2. Admitind ipoteza continuului & = g,, pentru orice
spatiu topologic care verificd proprietatea (Q) avem

card \F == card €
dacd card «F >R.

Demonstratie. Fiind in conditiile teoremei, avem :

Daz, folosind [1], avem relatia (card (F)* = card (£ daca card (f = ¥,
o > 2, de unde, in ipotezele consecintei 2, gdsim egalitatea :

card /F = card €
Observatia 7. Conditia card (F > g e implicatd de urmatoarea : spatiul

topologic X verificd axioma T, — orice punct din X e o mul{ime inchisd —
— i card X > §n.

3 — Babes—Bolyai: Mathematica-Physica 11/1965.
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Observatia 2. Spatiul numerelor reale, spatiile metrice separabile ce
contin i mulfimi inchise, verifica concluzia consecintei 2, fard a se incadra
in ipotezele acesteia.

Existenta spatiilor topologice care verificd proprietatea (Q) se pune
in evidentd prin urmétorul

Exemplu. Orice spajiu metric verificA proprietatea (Q).

Se stie cid orice spatiu metric, X, d], 4 fiind metrica din X, e topo-
logic, unde multimile inchise se definesc astfel:

M={xz X, d(x,M) = 0}
pentru orice multime M din X ; infelegind prin d(x,M), functionala continud
d{x, M) = inf d(x,»)
vel
Oricarei muljimi inchise, F, din X ii asociem functionala continui

flx) = d{x,F). Prin definific avem F =1 = [yeX; d(xF) = 0}. Deci
F = f«<U), adicda mulfimea inchisd, [, e o zeromultime.
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OTHOWEHHA MEXIAY KAPAMHAJILBHBIMH YUCIAMY, COOTBETCTB VIOULM-
MU 3AMKHYTBIM MHOXECTBAM 1 HEITIPEPBIBHBIM <& YHKUIHOHAJIAM,
OINPEAEJEHHDBIM HA OXHOM M TOM )XE TOMNOJOIMMUECKOM INPOCTPAHCTBE

(Pesiwome)

Jns HEXOTOPHIX TONONOTHUYECKHX TIPOCTPAHCTB MEAKAY KapANHAIbLHBLIM YHCIOM, COOT-
BETCTBYIOLLHM CeMbe 3aMKHYTHIX MIOYKECTB TOMOJOTHUeCKoro npocrpadcrea X M Kap-
AHHATBHBIM UHCION, COOTBETCTBYIOLLHM MHOMECTBY HENPCDHBHHIX (YHKUHOHANOB, Ollpe-
JenenublX Ha X, CYLIECTBYeT TeCHAsA CBA3b. B paborte jpaercs caegyloias Teopema :

Teopema. Kakuu 6n HH OLLIO TOIOJOTHYECKOE TNPOCTPAHCTBO €O CBOMCTBOM, uTO
M060€ 3aMKHYTOE MHOMKECTBO SIBJSETCH HV/IEBBIM MHOMKECTBOM, MeXKIV CeMbeH 3aMKHYTHIX
MHOKECTB, (f, H MHOXKECTBOM HenPepBBHBIX QYHKUIOHATOB, ¢, ONPEIEJEHHBIX HA 3TOM

DPOCTPAHCTBE, CYWECTBVET CJAEAYIOULCe OTHOIICHHE :
card [ < card € 7 (card ?)"
Caedcmeue. B runorese KOHTHHYYMa, R = Rj, sl J1060T0 TONOJOTHYECKOTQ NpoCT-
paHCTBa, A KOTOpPOro J1060E€ 3AMKHYTOE MHOMKECTBO SIBJISIETCS HYJEBBIM MHOJKCCTBOM,

HMCETCY Clejylollee OTHOLUCHHE ]

card (;C = cud @

ecan card (? = x
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RELATIONS
ENTRE LES NOMBRES CARDINAUX ATTACHES AUX ENSEMBLLS
FERMES ET AUX FONCTIONNELLES CONTINUES DEFINIES PAR UN MOME
ESPACE TOPOLOGIQUE

(Résum )
Pour certains espaces topologiques il existe une étroite relation entre le nombre cardinal

attaché ala famille des ensembles fermés de 'espace topologique .\ et le nombre cardinal atta-
ché i Vensemble des fonctionnelles continues définies sur X. On établit le théoréme suivant :

Théoréme. Quel que soit 1 espace topologique pour lequel tout ensemble fermé est un zéro-
ensemble, il existe entre la famille . F des ensembles fermés et I'ensemble @ des fonctionnelles

continues définies pour cet espace, la relation suivante :
card f < card @ < (cal‘d ;7-)“

Corollaive. Dans Uhypothese du continu R = {,, il existe pour tout espace topologique
possédant la propriété que tout ensemble fermé est un zéro-ensemble, la relation suivante :
card (F == card
card 7 d @
si card (fF > R,






SOLUTION O SOME PARTIAIL DIFFERENTIAL
EQUATIONS BY METHOD OF INTEGRAI, TRANSFORM

by

M. DUTTA and L. DEBNATH (Caleutta, India)

1. 1. Introduction : Usually, integral transforms are defined by means
of integrals over a range for a class of Kernels and then the theory of these
transforms is developed and applied in deriving the solutions of a certein
class of linear partial differential equations of Applied Mathematics and
Theoretical Physics under certain prescribed boundary conditions.

The theory of ILaplace, Fourier, Mellin and Hankel transforms cte.
has been developed and applied in finding the solutions of differential
equations occuring in many problems of Applied Mathematics and Mathe-
matical Physics.

Churchill (1] introduced the theory of TLegendre Transform and
applied it in finding the solutions of partial differential equations of the
theory of Potential under certain prescribed boundary conditions. Conte
‘37 introduced the Gegenbauer transform und utilised the transform in
deriving the solution of one dimensional heat equation with variable con-
ductivity under certain boundary conditions.

Debnath [47—([8] has recently introduced the theory of Laguerre,
Hermite and Jacobi transforms and has made applications of these trans-
forms in deriving the solutions of certain partial differential equations of
theory of conduction of heat in solids containing sources and oscillation
of a very long and heavy chain ete. under certain prescribed boundary
conditions.

The object of the present paper is to introduce a suitable integral
transform associated with any given linear partial differential equation
and to develope a general theory of such transform by application of which
the general solution of the given partial differential equation can be derived,
under certain prescribed boundary conditions.

1.2, Statement of the Problem : Let us consider a linear partial diffe-
rential equation of the form

LY (%, )] = BY(x, 1)] (1
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where I, is a lincar differential operator of the second order of the form

-

[ — ) 62 - . o
Ly = CZ:(,\/ ax? -+ al(/‘) '\) a/‘

where 2 is any constant and B, 1s also a linear partial differential operator
of any finite order such that the equation of the form

BIU{T = cU() (¢ being a counstant)
can be solved.
For simplicity, we shall take at present a,(x) and a,(x) as polynomials.
Consider the linear ordinary differential equation of the form
Ny dy . \ o
a.(x) — -+ a(x, n) - + a,(2, #)y =0 (2)
dx® dx
having discret eigen values only and subject to the condition ay (7, n) =
= a, (», ).
Further, we may assume that the function Ki (x) is a solution of the
differential equation (2) and it can be easily shown that KNi(x) satisfies
the orthogonal relations

»
-

L A .
\ () RN R x)dx = 0 st om
Ld
“ = Opa n=m |
where the range (a, 4) of the integral is someway related to the ordinarv
differential equations (2) and (%) is the weight function associated with
the orthogonal function Kh(x).

Now, we shall introduce an integral transform of a function F(x), de-
noted by fi(n) associated with the differential equation (2), by means of
the 1utegral

b
-~ y ar ~ R . . A . 7. . N
Jalny = TIF(x) f—,go,l(,wx,,(;\)l«(i)d,x 4
<3
provided the integral cxists in the sense of Lebesgue and () is the weight
function of the orthogonal function KX(x) and the range (a, b) of the in-
N S ! " ! )
tegral defining the transform is related to equation (2.

Next, we propose to develop a theory of the integral transform (4)
in order to make applications in deriving the solution of the given linear
partial differential equation of the form (1), under certain prescribed boun-
dary conditions,

V.3, Important Resulis -

Turoreas 1: The inverse transformation of f3 (1) can be represented by

il

I(x) == i (8ua) ‘fl(u‘)[\'f;(x), (@=2x. )

s}
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Proof : Tet us consider the function F(x) which can be represented as
F(x) = 3> C,K(w) (1)
# =)

Multiplying (1) by oy (¥)Kh(x) and then using the integrating over (a, b)
and then using the orthogonal relation (3), we obtain

#H, A
Hence we conclude that
F(x) =3 (5 ) )i (axd)
#==0

We multiply the differential equation (2) by wy(x) so that the equation can
be put into the form

! tor(W)i v =0 v Ki(y) (5)

Now comparing the coefficients of (2) and (5), we obtain
D(x) = ay(x)or(x)
D' (1) = ay(x, Wp(x)

T == dg(n, #)

From this, we can deduce

1 S‘izﬁ%:?? ix
- e
oy (¥) = - eV
aylx)
Hence
(e e
ag(x)
Ox) = A"

Now, it is to be noticed, for classes of all orthogonal functions that
o (%) plays a role like a convergent factor and which is non-negative and
integrable in (a, b).

Thus, if the range (4, ) be infinite, in order that the integral (3) exists,
the function ,(x) must be 0(e**), a<<0 Hence, it is easy to note that the zeros
of a,(x) are also zeros of ®(x), provided wy(x) is bounded. This has been ob-
served in cases of classical orthogonal functions. Further, it can be easily
seen, for the classes of all well known orthogonal functions defined in (a, &)
that if a, & are either zeros of a,(x) as in the case of Legendre function or
one of them is a zero of a,(x) and the other is a pole of a,(x) as in the case
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of Laguerre function or both arc poles of a;(x) as in case of Hermite function.
For snnphclty, we assume that the zeros of a,(x) at a or b or at a, b both,
must be simple zeros and a,(x) should have a negative principal part at
its poles i.e. at a or & or at both a, & if there be any. It can be easily seen
that these assumptions are valid in known classical orthogonal functions
and polynomials. Hence the function ®(x) vanishes at a and b. In the pre-
sent discussion, we impose the above conditions on a@;(x) and a,(x).

TaHEOREM 2: If F’(x) be continuous and F''(x) be bounded and
integrable (L) in each of the subintegrals a<<x<b and T{F(x)} exists, then
T{RF(x)]y also exists and is given by

KR{F(x)1} = —mfa(n)
where RTI(x)] is the differential form
RUF(2)] = (e ()} 1 [(b( )L Ki;(x)]
Proof : Now
T{RF(x)]) = S 4 [(D(x) ;i u.w} KXx) d

dx

- I'K},(x)@(x)i F(x)Ja . S“ [ Kﬁ(x)] {(I)(x)iF(x) dx

dx

{00 | o) K|

dy 2

(by partial integration)
— S T (%) KA(%) F(x)dx
(by (5), § 1.3)
ne ey 1 (0)
Hence the result follows.

V.4, Solution of the given partial differential equation: Now, we shall
open the main discussion how the given linear partial differential equa-
tion of the form

LIY(x, )] = BY(x1)] (1)

where B, = Z b, (¢) — and b,(t) are functions of ¢ alone, can be solved by
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the integral transform (4). Multiplyving the equation (1) by ,(r), we can
reduce it into the form

I o) 2 vix, z)} = Do (V)Y (1,0)
Ox | ox
+ @1 (2)0,(1)Y (1, ©)
0
o ()b () (‘N Y(x, t)
‘ of
- (x);\(.")bp(t) Y(x, t)
at?
or
RIY (v, )] = {4 D03 ¥ (v, 1) -+ By(0) (;7 Yv, ) +... -+
’
»
Fhplt) Y (x, 1)
atP
or
T{RIF(R)Y = {1~ bl TLY (%, 0)) - /;I(M‘]f;%y( , m}_ﬁ
b
1ty v, l)l
W07 Y0 0|
or
— (0, 1) = (- DO, 6 - by(0) d’t Lin, 8) +
ar
Ak byt — Ii(n, 8
ar?
where
b
Lin, ) = T/Y(x, 1)} == S o (VENx)Y (x, {)dx
we therefore obtain an ordinary linear differential equation of the form
P p—1
() L ) - b,y () P ACAE
it datt

b () c(llt L, 1) - {20+ b)Y Tn(n, 1)~ 0

The solution of the equation can be given by

b
]l(”y t) Z Cm“m(fa 7, ”)

==l

where C,, are constants and u,, (t, A, #) arc fundamental set of zolutions.
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Suppose that

and

W}lere i:: 0) 17 2: LR (/) - 1)

Hence
/)
@) =32 G (0, 7. ) 2)
me=}
where
e -
w0, %, n) = 9 Um (4, 7, 77)]
ot
t=0
g=10 1,2 p—1
Thus
Ai o
(/, ==z *‘&‘ N i 1, 2., 3 P
where

A = Aluy(n, 0), u, (n, O), ..., %ff “(n, ()))
is the Wronskian determinant of the system of equation (3) and A; is the
determinant obtained from A by replacing the ith column of A by gi’(#) ’s.
Therefore

roA
Lin, 1) = 5 &"f um(t, 2, 1)

0=l

Using the inverse-transformation formula (1) of § 1.3, we obtain

4 @ A,
f) == mzz Z- “I‘ n 3. I< ( )”m( 7 71)

which is the required solution of (1).

In conclusion, we express our sincere thanks to Mr. P. K. Ghosh, De-
partment of Applied Mathematics, Calcutta University for his interest
during the preparation of this paper.
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REZOLVAREA UNOR IICUATII DIFIRENTIALL CU A JUTORUL
TRANSFORMARILOR INTEGRALIL

(Rezumat)

In lucrare se introduce o transformare integrald legatd de ecuatia cu derivate partiale da-
ti. Se dezvoltd teoria generald a transformirii introduse si se dau aplicatii la anumite probleme
la limitd.

PEWEHHUE JHPPEPEHIMAMILHDIX YPABHEHMM [1PH MTOMOILM
HMHTETPAJILHBIX TMTPEOBPA3OBAHTI
(Pesiowme)
B paGore BsOaMTCA HHTeTrpaibHOe nNpeoGpasoBaHHC, CBAZAHHOL C Yparueulesm ¢

aactupivi upoussoareMi (1), Paspusaerca ofuias Teopud sneilnuoro npeopasopanus
W Jal0TCA MPHMEHEeHHsT K ONpeieiICiHbiM Hpe e TbHBIM 3a4avas.,






OBSERVATII CU PRIVIRE LA METODA LUI CIAPLIGHIN
PENTRU SISTEME DE ECUATII

de
E. SCHECHTER

Se stie cd metoda lui Claplighin ne furnizeaza un sir monoton de functii
rapid convergent citre solugia ccuatiel sau sistemului de ecuafii studiat.
Pentru aplicarea el insd, trebuie presupusd monotonia membrilor drepi
ai ecuatiilor diferentiale, precum si convexitatea de un anumit tip a acesto-
ra [1L In plus 1)re/mta (hflullta],l gasirea aproximatiei inifiale.

In aceasti notd se aratd ci dmbele inconveniente pot fi inldturate,
renuntind la monotonia sirului aproximant. Dupd cum rezultd din Teorena
2, convergenta este de acelasi ordin cu cea de la cazul unei ecuatii cu con-
ditii suplimentare de convexitate 37

I. Vom enunta sub forma de lemd o consecintd a unei teoreme a lui
Z. Kowalski. Pentru accasta vom introduce intii:

Tvoriza i 1. Functia /(, u, v) este definitd ¢i continud pe domentul
o definit de relatiile
o 0= t < o, # si v clemente ale unui spatiu Banach complet B.

20R(t, w, v)elB pentru (¢, u, v)€w
3. Are l(x pe domeniul «, conditia lm Lipschitz

VR, at, v) — D, e, o) e M — a4 Nl v — vl
Vom nota de asemenea, cu s(f); te0, o), solutia ecuatici
s'(8) = (M -~ N)s{t) + {ja, 0, 0},

cu condifia initiald s(0) = 0; si cu I intervalul [0, «).
Lrva 1l (Kowalski [27). Sa presupunem ci functia 2(f, #, v) satis-
face ipoteza H. In acest caz

17 Sirul de aproximatii succesive v, {f) este unic determinat pe inter-
valul I de yy(f) = 0 ¢i de ecuatiile

Sl = Bt 3,0, 2,0 0
unde v, (0) = v (0) =0, » — 0, 1, ... tel
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2% Vv leos(t), tel, == 0,1,
Sl »
3° Sirul y, converge uniform pe orice interval inchis continut in 7,
citre solufia ecuatiei

V=i, ) (2)
cu condifia initiald y(0) = 0.
47 v 1 =), tel.
In cele ce urmeazi ne intereseazi sisteme finite de ecuatii diferentiale,
Pentru simplificare ne mirginim la sistemul de doud ecuatii:

3)

cu conditiile initiale v(0) = 2{0) == 0.

Sa atagdm acestui sistem functia 2(¢, #, v) de doud componente (¢, w, u, v, v)

si Jg(t, u, u, v, ) definite astfcl
Iyt w, w) = [, )@ — ) - L0 w00 — ) = S, )

Bg(t, e, w) = g (6, w0 — ) 4+ g (6 1w, w)(e — ) == gt u, u)

e

Vom enunta acum o teoremd relativd la convergenja metodei lui
Ciaplighin :

TroreMA 1. 84 presupunem ca functia (4, v, v) definitd de (4) exista
si satisface ipotezei H. Atunci sirul de aproximatii succesive definit pe I de

-\',u+l = /71([’ v,"n’ ,3'", »/\'nﬁ-l’ :n«b!)
- . (5)
St T ]Z:(lf, Mo yn—é—l’ Zu ;fl)

\ = {0 - =1 9
Vurt(0) =2_(0) =0, n=1 2
si de aproximatiile initiale v,(f) = z,{{) = 0, sint mdirginite de s(¥) s1 con-
verg uniform pe orice interval fnchis cuprins in 7/, cdtre solujia sistemului (3).
Pentru demonstratie este suficient sd observim ci
I v,z v,z = Jl6 v, 2
holt, v, 2, v, 2) == g(t, v, 2),
si si aplicam lema 1.

2. In acest punct ne vom ocupa de viteza de convergentid a metodei
lui Ciaplighin, in condifiile noastre. Vom avea nevoie In acest scop de ur-
métoarea lema :

Levma 2 (Wazewski[5)). Fie ecuafia diferentiald

¥ =1t y) »(0) = 0. (6)
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Atunci dacd :
1° J(£, ») este definitd pentru el si y oarecare.
2° Functia continud o(f) satisface pe intervalul I inegalitatea :

D le@ = ft 1o ])

precum si conditia ¢(0) = 0.
3° Ecuatia (6) are o solutie unicd ~«(f) care trece prin origine.
Avem indeplinitid relatia :

8l < =() pe 1.

Prin inegalitatea de la punctul 2° se infelege ¢ cel putin unul dintre de-
rivatele Dini la dreapta satisface relatfia.
Inainte de a enunfa urmitoarea teoremi si notim

8,(t) =y(t) —x, (1) i n,00) =20 —z0) n=01...,
sl s& reamintim cd aceste functii siut definite pe intervalul 1.

TEOREMA 2. S& presupunem ci functule S, v, 2), g, v, 2) sint con-
tinue §i au derivate partiale continue pind la ordinul al doilea pentru

tel0, al; y, z oarecari, 0<a<o.

In acest caz, incepind de la un anumit ordin »

13, ()1 si 7,00 | < pentru tel0, al.
2

Demonstratie: Deoarece [y (1) |z (1), |v()], |2(t)] = <(t) pentru

t€l0, a, putem alege niste constante % si w astfel ca derivatele de ordinul
intli ale luifsi g sd fie mirginite in valoare absolutd pe (f, v(¢), z(f)) s
¢ 3,0, 2z,(t) de 3, iar derivatele de ordinul al doilea,de %, pentru n =
=0,1,... si €0, al.
Cu ajutorul formulei mediei gisim :
S 30 A = f 3y 5) =hl % 08, 9, F L 3, 7 O, =
A S B A Sl 0, 05
T st O =4l e BB, L Y 2,
+&%%+%%@WHﬁM%WJthm+m%%”+%w My
Rezultd deci ca,
Sl =Ll 3 28+ Sl Yy 20 Ll 3, + 03, 2082 +
+ 1ot 3, 2, Oam,) Oy "f‘f S 2 2, B4m,)8,m,,
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Prin majordri adecvate gisim

312 08,00+ 5,00 + 508,01+ 5,02
¢i In mod analog
OISO, O 1 T, 0 208,01+ 0112
Dar D |3, = & 1 si D |6, =

s1 11 consecintd ;

D, (8, 1O+ [9,.,00 =203, 4+ 7,00 + (3,00 +1,06))* (7)
Evident {3, ,(0) + |4, ,(0)] = 0.

Sa inlocuim (7) cu problema

’ N 9
AL ) = A () + pAl(), AL(0) =0
</ I N {
s Ag(8) == | 34(8) | -+ | mo(0) |-

Dacd A (f) << C, unde C -= 1/, naer, (un astfel de p existd in virtutea
convergentei sirului) se poate demounstra reproducind rationamentul Iui

i 5 o : 1 . an .

Luzin [3] casirul A,(¢) tinde la zero ca $1 2 C/27 |, fucepind de la rangul p.
Prin urmare si, |3,()! -+ |r,(8)] conform lemei 2 va avea acecasi vitezd de
convergentd. Cu atit mai mult atunci au loc inegalititile din concluzia
teoremet.

Observatie 1. Dupda cum rezultd din [2] dacd domeniului o i-se
impune restricfia ||#]|<<b si jjv]|<C) atunci rezultatele ramin valabile pe
un interval I’<CT astfel ca pe acest interval s{f)«h. De asemenea alegerea
particulard a aproximatiei de ordinul zero, nu este esentiald in aceste re-
zultate.

Observatie 2. Fvident ordinul de convergentd se pastreazad si
dacd impunem conditiile suplimentare din [1'. Prin urmare ordinul dat

on

acolo se poate imbunatiti pina la 27
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O METOJAE YAIJBIFMHA /11 CUCTEM VPABHEHHN

(Peswwme)

Kaxk n3secto, merol Hamiuruua Aaét MOHOTOHHBIH GLICTPO CXOAAUIHICS PSI DVHE-
WHH K PeUIeHHIO YPABHEHHS HIH clicTeMbl vpapueHuil. OJHAKO st ero npiMeneis caeiver
HPEANOI0KITD MOHOTOHHOCTS NMPABBIX UICHOB IUDDEpeHUHATHLHBIX YPABHEHHI, a TaKKe
HX BBIIYKAOCTb onpegenéuuoro tuna [1,4]. Ceepx Toro, 3arpy/HeHns MpeICTABISET HA X0 K-
NeHHe Hauaanuoil annpoxcHMalliy.

ABTOp paloTel MOKA3BIBACT, HCIOAL3YS obmyio Teopemy 3. KoBaabCkKoro
[2], uro ofa HeyloG6CTBA MOMKHO UPEOAO]IETh, OTKAa3biBACh OT MOHOTOHHOCTH anlpok-
cumupylouero pajga. Kax caexyer u3 Teopembl 2, CXOJIHMOCTb SIBJSIETCS TOTO Xe NOpAlka,
9TO M B CIyyae OJHOTO VDaBHEHHs, HMCIOWEro JOMOTHUTEABHLIE YCAOBUSA BHIIYKIOCTH

{31, . e. mopazok 272%. Iror MOpsOK VAVHuIaeT pe3vabTar (4.

OBSERVATIONS RELATIVES A LA METHODE DE TCHAPLYGUINE
POUR LES SYSTEMES D’EQUATIONS

(R ésum é)

On sait que la méthode de Tchaplyguine nous fournit une série monotone de fonctions
convergeant rapidement vers la solution de l'équation ou du systéme d'équations étudié. Mais
son application suppose la monotonie des membres droits des équations différentielles ainsi
que la convexité d’'un certain type de celies-ci [1, 4]. En outre, ia recherche de ’approximation
initiale offre des difficultés.

IL’auteur montre dans sa note, en utilisant un théoréme général de Z. Kowalski [2, que
ces deux inconvénients peuvent étre Ccartés en renongant a la monotonie de la série approximan-
te. Comme il résulte du théoréme 2, la convergence est du méme ordre que celle du cas d’'une

. . s . . . - S . ’ —h
seule équation aux conditions supplémentaires de convexité 3], c’est a dire d’ordre 2727, Cet
ordre améliore le résultat de 4.

4 ~— Bebes - Bolyai: Mathematica-Physica 111965,






ASUPRA PREZENTIEI CELUI DE-AL TREILEA CORP
IN SISTEMELYE SW CYGNI, Z DRICONIS 81 RT PERSEI

de

T0AN TODORAN

Studiul variatiel perioadei unor stele variabile, bazat pe analiza di-
ferentelor dintre momentele minimelor observate si cele calculate (0—C),
a condus la citeva ipoteze referitoare la explicarea cauzei care ar putea pro-
voca variatia respectiva.

La unele binare fotometrice s-a observat c¢d perioada sistemului res-
pectiv este supusd uner variatii periodice, curba O—C-urilor putind fi
reprezentatd printr-o sinusoidi. In asemenea cazuri, pentru explicarea
cauzei variatiei perioadei sistemului dublu, se fac doud ipoteze : a) mis-
carea liniei apsidale si b) prezenta unui al treilea corp.

Perioada sinusoidei O— C-urilor fiind destul de lungd — aproximativ
30—40 de ani —, a impus cercetitorilor, in majoritatea cazurilor, si se
bazeze pe un singur ciclu sau, uneori, pe un ciclu incomplet. Dar, practica
observationald a ardtat cd examinarea unui singur ciclu din variatia perioa-
dei, nu poate duce la concluzii durabile deoarece, in majoritatea cuurﬂor, ob-
servatfiile ulterioare aratd cd ciclul respectiv se modificd atit In ceea ce
priveste durata cit §i forma sa.

In cele ce urmeazd, vom arfita ¢ variafia perioadei la sistemele SW Cygnd,
Z Draconis si RT Persei, cunoscute in literatura astropomica ca ,sistenie
triple”, nu poate fi explicatd prin presupunerea existentei unui al treilea corp.

SW Cygni, Variatia perioadei sistemului SW Cygne a fost pusd in evi-
dentd de S, N. Bla] ko [32 in anul 1925 cind determini elementele
parabolice

Min, hel. == D.J. 2417128,336 -+ 4/572836. £ — 0!60 - 10-7
iar in anul 1930, P. P. Parenago (321 redetermind noi elemente para-
bolice
Min., hel. — D.J. 2418440, 758 - 415728184, F — 0”’706 107712
In anul 1939, R.S. Dugan si F. W. Wright 327 reiau studiul
variafiei perioadei sistenmului ST C_\'gm si, bazati pe un ciclu incomplet,
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admit ipoteza prezentei unui al treilea corp, perioada de rotatie a sistemului
dublu in jurul centrului de greutate al sistemulai triplu fiind = == 3500 . P
(P = perioada in sistemul dublu) iar amplitudinea 4 = 0,'012.

In anul 1954, N. P. Slovohotova [32] reia studiul prezenfei ce-
iui de-al treilea corp In sistemul Sil” Cygns s1, bazindu-se pe un ciclu aproape
complet si utilizind metoda Iui J. Voltjer, determind elementele ,sis-
temulul triplu”’ cu perioada = = 44035. P.

Observatiile efectuate dupd anul 1954 au aritat insd cd elementele
determinate de N. P. Slovohotova [32] in ipoteza celui de al treilea corp
nu mai corespund. Astfel, G. A. Lange [17], [18] aratd cd noile obser-
vafii nu pot fi reprezentate prin elementele deduse in ipoteza sistemului
triplu.

Problema variatiei perioadel la sistemul ST Cygni este reluatd de H.
Schneller [27] care giseste pentru perioada = o valoare cu aproximativ
10°, mai mare decit aceea determinatd de N. P. Slovohotova. In conclu-
zie, H. Schneller arati cid ipoteza celui de-al treilea corp nu poate explica
variatia perioadei si cerceteazd instabilitatea componentelor ardtind ci
sistemul SW Cygni este o binard semi-detagata.

Ta Observatorul astronomic din Cluj am efectuat 132 evaludri directe
si 40 pe plici fotografice din care au rezultat trei minime normale care

sint date in tabelul 1.
Tabel 7
{,J;D"'T‘ het ‘ 1 0—-C 0-C, 0--C, 0-—C, Observatori si surse
K | K J

11658.986 — 827 0,171 - 0L0680 0 0,010 i N.P. slovohotova (32)
14998,787 — 768 10,170 —0,045 | 0,008 ~ .
13491,254 — G845 10,168 0,626 0.000 L
16433,276 — 439 1 40,170 . 40,015 . 0,013 "
17366,144 — 235 0,163 | L0,045 40,015

18619,008 439 0 --0,138 0 10,087 ¢ --0,003 .
19341,603 187 20,123 -L0075 0 0,012 P .
21472,187 663 0,028 0,044 40,004 .
23996,623 11215 - —0,085  —0,010 — (0,008 ),
24961,482 41426 0111 0,018 (1004 .
28322,515 2161 0,171 - (),036 0,004 .
33087,501 43203 --0,163 | —0,028 - 40,006 .
33156,093 43218 0,164 —0,025 40,003 G. A Lange 7:
34070,686 4-3418 0,156 0,022 ' — 0,002 .
34157,572 -3437 0 0,154 1 0,022 --0,002 | N. s, Slovoho-

| tova

34322,201 3473 . —0,150 0,020 0,002 . A. Lange
34683,476 43352 0 0,135 | —0,008 40,005 ; H. Schneller
35296,254 +3686 - —0,128 | —0,008 —0,002 = G. A. Lange [17:
35963,916 --3832 . 0,101 0,000 —0,003 | H. Schneller 27"
36439,496 43936 —-0,115 + 0,010 —0,021 | G. A. Lange 117,
36787,052 4012 0,100 0 —0,001 —C,018 - 18
37436,454 +4154  --0,052 0,038 40,007 1. Todoran

38264, 16 44335 | —0,04 1,03 —0.03 = K. Kordylewski 11’
38296,195 +4342 0,019 | -+0,033 40,007 | I. Todoran
38625,469 4440 R0,005 0 440,070 0,018 | .
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Pentru examinarea modului in care variazd perioada sistemului SH
Cygni, am plecat de la tabloul minimelor normale intocmit de N, P. Slovo-
hotova [327, completindu-1 cu minimele normale obtinute ulterior de di-
feriti autori, rezultatele fiind date in tabelul 1, unde diferentele 0—C sint
raportate la eclementele lineare

Min.hel. = D.J. 2418440,616 - 4]5729153,E n
Reprezentarea greficd a difercutelor 0-—C in functie de numirul de

perioade (F) este datd in fig. 1, de unde se vede clar €@ nt putem vorbi de
o sinuscidd ¢l mai curind de un are de parebold sau eventual ,,0 portiune

i
i
= te e . i
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‘ ]
Y I
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ig, I

dintr-o sinusoida‘“ cu perioada = mult mai mare decit se cunostea pind acum.
Prin urmare, considerdm c¢i incd nu poate fi vorba, deccamdati, de exa-
minarea prezenfel unui al treilea corp, extrapolarea pe care ar trebui s-o
facem ar putea si ne ducd la rezultate prea pufin sigure.

Dacd admiteni cd printre punctele din fig. 1 ar trece un arc de paraboli,
atunci prin rezolvarea unui sistem de 25 ecuatii de conditie de forma

0—C =AT + E-ADP + ¢ E? 2)

rezultd urmatoarele elemente parabolice:

Cu ajutorul acestor elemente am calculat diferentele 0—C, din tabelul 1
iar reprezentarea lor graficd este datd in fig. 2, de unde rezultd cd noua
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diagramé obfinutd are fluctuatii periodice, insd nu putem gasi o singurd
functie periodicd care s& reprezinte in intregime curba respectiva.
Utilizarea elementelor parabolice (3) a redus mult amplitudinea diagra-
. . . . a4 ~ - P
mei 0—C-urilor (cu aproximativ 0°,2) Insd, cu toate acestea, nici aceste ele-
mente nu verifica bine observatiile. Din fig. 2 se vede ¢d prima serie de ob-
servatii (— 1000 << E << +200) pot fi reprezentate prin elementele (3) aducind

&8y Sw CYGN!

-a020

- RO8)

j
|
|
|
!
i
i
!
i
|

<orectiile corespunzitoare primilor doi termeni, iar celelalte observatii
(0<<E<<4300) vor putea fi reprezentate prin noi elemente parabolice ob-
tinute din (3) prin. determinarea corectiilor corespunzitoare tuturor celor
trei termeni. In acest mod obtinem

Min. hel. = D.] 2418440, 736 + 49572890 - E+-2918 . 10— . [2
L7 12 - 405

pentru prima serie de observatii (1000 < -£230) cu ajutorul cdrora
am calculat diferentele 0—C,, si

o

Min. hel. = D.J. 2418440,807 + 4,572628 - E - 57463 . 108 . L (
< 15 213 +4- 236
pentru a doua serie de observatii (O0<E <24500) la care siut raportate di-
ferentele 0—C,.
Din rezultatele obtinute aici se vede ¢d pentru fiecare serie de observatii
putem determina elemente de forma

Lo, == Lo+ Polr 4 ¢ - E? (6

unde 7'y este epoca initiald iar P, reprezintd perioada medie presupusi
constanta.
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Dacd admitem cd pericada P este egald cu diferenta de timp dintre
doud minime consecutive, atunci putem scrie

P=Tgyy — Tp=Py+29E + ¢

sau neglijind termenul liber ¢ care, de obicei, este foarte mic, obtinem

P — P, + %E. (7)

De aici rezultd cd, in ipotezele fdcute mai sus, perioada variazd propor-
tional cu numdirul de perioade (E), adicd proportional cu timpul. Sensul de va-
riatie al lui P este dat de semnul lui ¢ ; perioada se micsoreaza cind ¢<<0 sicreste
cind ¢>0.

Pentru perioadele de timp cdrora le corespund elementele (4) si (5)
deduse mai sus, putem considera P, si ¢ constante, atunci din (7) rezulta

dP = 2qdE )

adicd variatia perioadei pe unitate de timp egald cu pericada P.

In cazul sistemului SW Cygni, utilizind valorile lui ¢ din elementele (4)
si (5), obtinem

2q, = 5%836.10-% pentru intervalul —1000<E < 200, si
29, = 10,926 - 10-¢ . 0<E <4500.

Variatia perioadei pusd aici in evidentd, poate fi legatd de instabilitatea
componentelor sistemulud.

Z. Kopal [9] incadreazi binara SW Cvgni intre sistemele semi-
detasate cu componenta secundard in contact cu prima suprafatd echipo-
tenfiald criticd. De asemenea, problema instabilitafii acestui sistem este
studiatd si de H. Schneller [27] care ajunge la aceeasi concluzie — siste-
mul SW Cygni este o binard semi-detasata.

Atit Kopal cit si Schuneller utilizeazd aceleasi raze determinate de
H. Shapley [31] din observatii vizuale obtinute cu un fotometru pola-
rizator.

In anul 1925, din observatii vizuale efectuate de A. A, Nijland,
J. Fetlaar [43] redetermind constantele sistemului SW Cvgni si obtine
pentru cele doud componente: 7, = 0,098 si », = 0,350. Utilizind masele
determinate de Kopal si razele calculate de Fetlaar, ajungem la concluzia ci
raza componentei secundare, In directia perpendiculard la planul orbital,
depédseste cea de a doua suprafatd echipotentiala criticd cu 0,032 uni-
tati din raza orbitei.

Oricare ar fi elementele utilizate, instabilitatea componentei secun-
dare este sigurd, iar variatia perioadei poate fi pusd in legaturd cu aceastd
instabilitate. In acest scop vom utiliza doud relatii [41] care exprimi va-
riatia perioadei In functie de variatia masei dm, a componentei secundare

ar _ (3{ . 3) dniy (9)
r My
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pentru cazul cind componenta secundard pierde masd in afara sistemului
dublu, si

AP
. gl= 10
P I —a my ( )

pentru cazul cind existd o scurgere de masid de la componenta secundard
spre componenta principald.

In expresiile (9) si (10) am notat o == m,| (5, -~ m,), unde m, <, adicd
valoarea lui « este cuprinsd intre 0,0 si 0,5

Din examinarea expresiilor (9) si (10) rezultd cd totdeauna valoarea
lui dP va avea semnul opus fatd de dm,, ceea ce este indepling corcondantd
cu observatiile (g, >0, ¢,>0) adici perioada creste cind are loc pierdere de
masid (dm,<<0).

Compararea relatiilor (9) si (10) cu relatia (8) 1e aratd ca in ipoteza cind
variatia perioadei ar fi cauzatd numai de variatia masei componentei se-
cundare, am putea calcula aceastid variatie din, corespunzétoare celor doud
intervale de timp pentru care sint determinate valorile lui ¢ din elementele
(4) st (3). In cazul sistemului SW Cygni, aceastd variatie este de ordinul
a —107% mase solare pe an.

Z Draeonis. Variatia perioadei sistemului Z Draconis a fost pusid in
evidentd de citre R. 8. Dugan [29] care, pe baza observatiilor efectuate
intre anii 1890—1913, stabileste primele elemente periodice.

Min. hel.=D. J.2418388,63736 - 1'3574258 E — 0'0069 . 'n (0°, 050 E
L 42°) + 090028 sin (0°,125E — 4°).

5. N. Blajko [29], bazat pe observatiile efectuate intre anii 1903--
— 1921, determina de asemenea un sistem de elemente periodice, iar I. I s-
cenko [4], bazat pe 172 minime observate de diferiti observatori, stabi-
leste urméitoarele elemente periodice

Min. hel. = D.J. 2416177410 -+ 1,3574225 I +

a . , 360 |

-+ 090209 sin | (E — 4200) 2=
10400

Din elementele obtinute, I. Iscenko trage concluzia ¢ variatia perioa-
dei acestui sistem este cauzatd de prezenta unui al treilea corp si determina,
in accastd, ipotezd valorile constantelor ,,sistemului triplu’.

In anul 1956, G. A. Lange [14] arati ci noile observatii nu sint
verificate de elementele deduse in ipoteza celui de al treilea corp.

Problema existentei celui de al treilea corp in sistemul Z Draconis a mai
fost studiatd de E. Iles-Almar sil. Almar [1], care, inanul 1960,
redetermind constantele sistemului presupus triplu.

Inlegdtura cu prezenta celui de al treilea corp in sistemul Z Draconss,
H. Schneller [28] aratici elementele deduse in aceastid ipotezi nu
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verificd noile observafii si calculeazd abaterea minimelor observate fatd
de momentele calculate cuelementele obfinute de E. Almar sil. Almar. De
asemenea, H. Schneller trage concluzia c& nu se poate gésinici ofuuctie
periodicd care sd poatd reprezenta diagrama O0—C-urilor.

I.a Observatorul astronomic din Cluj au fost efectuate 65 observatii
fotografice pentru determinarea momentelor minimelor, iar difereufele 0—C
au condus la cercetarea modului de variafie al f)enoadel in vederea confir-
marii sau infirmdrii ipotezei prezentei celui de al treilea corp fn sisteinul
Z Draconis. In acest scop am utilizat tabelul minimelor normale intocmit
de I. Iscenko [4] pe care l-am completat cu mwinimele observate de diferiti
astronomi dupd publicarea lucririi acestuia. Am dispus astfel de 35 minime
care sint date in tabelul 2 (tabelul minimelor individuale).

Min, hel.

|
243 } O ! 1 Observatori i surse
c | {
I i
4
2790,8965 | —0,0880 1 10610 PG, AL Lange [14)
3005,366 — 0,043 i 10768 A, Szczepanowska 367
3032,515 0,042 10788 | "
3066,452 — 0,041 10813 |
3172,331 — 0,041 10891 | . 7]
3184,547 : — 0,042 10900 . i
3385,447 — 0,041 L 11048 | o
3628,4284 ~0,0385 | 11227 M. F. Lenouvel [227
3799,465 0,038 ; 11353 A, Szezepanowska  [37]
3890,415 —0,035 L1420 ' .
3928,422 —0,036 11448 .
4490,408 — 0,024 11862 . 1381
4661,441 — 0,027 11988 : .
1848769 —0,023 . 12126 | R. H. Koch [6]
5360,527 —0,015 I 12503 L AL Kruszewski (127
3371, 38" j —0,019 i 12511 . AL Szezepanowska [38
5394,4545 : —0,0230 o 12528 G. A, Lange [141
5713,4563 —0,0162 12763 i J. Lazarewicz {21]
5743,321 —0,015 | 12785 . A. Szczepanowksa [39]
5762,324 —0,016 o 12799 ‘ v
5876,353 —0,011 L 12883 | J. Kordylewski [10]
5930,648 —0,013 L 12923 | "
6047,384 -0,015 i 13009 [ K. A, sSatanova [26]
6051,455 —0,016 L18012 .
6070,463 —oo01z | 13026 | |
6074,531 —0.,017 113029 | o
6081,322 —0,013 © 13034 i o
6112,538 — 0,018 i 13057 I G. A Lange [46]
6662,3028 . —0,0101 ! 13462 | K. Kordvlewski [46]
7202,5667 ‘ —0,0015 © 13860 I 7. Rodzinki [46]
7202,5674 —0,0008 ' 13860 | Z. Szpor [46]
7202,5681 ’ —0,0001 13860 i B. Rubika [46]
7866,3575 ; 40,0082 14349 | I. Todoran
8151,4175 | --0,0088 | 14539 | .
8246,4350 i 40,0066 | 14629 | .
8626,5200 i +0,0124 | 14909 .
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Minimele individuale din tabelul 2 au fost grupate in 11 minime nor-
male care sint date in ultima parte a tabelului 3, unde primele 26 minime nor-
male sint reproduse din lucrarea lui I. Iscenko [47].

In tabelele 2 si 3, diferentele 0—C sint raportate la elementele lineare

Min. hel. = D.J. 2418388,6508 4 1,3574255 . E

Tabel 3

Sy el ; it 0-C 0-¢ | 0-C,
| d | d

16152,6950 — 1647 —0,0080 -+0,0030

16223,5306 — 1595 | —0,0065 40,0028

16383,7244 L 1477 —0,0089 +0,0012

16743,4387 = 1212 —0,0124 | —0,0005

16948,4072 I — 1061 —0,0151 —0,0024

17389,5693 L 736 —0,0163 —0,0018

17800,8677 — 433 —0,0179 —0,0021

18084,5689 .= 224 —0,0186 ! —0,0022

18290,8980 L= 72 —0,0182 —0,0014

18942, 1624 Lk 408 —0,0180 | —0,0006

19782,7081 L4 1027 —0,0187 —0,0015

20544,2266 . - 1588 —0,0159 —0,0002

21516,1517 L 4 2304 —0,0075 | 40,0049

22222,0143 + 2824 —0,0061 40,0025

22925,1620 4 3342 ! —0,0048 —0,0006

23757,2742 I = 3955 | 40,0055 40,0032

24418,3423 L4 4442 +0,007+4 —0,0011

24627,3882 L - 4596 40,0098 —0,0009

24828,2873 ! 4 4744 +0,0099 —0,0023 y

25584,3743 I+ 5301 | 40,0109 —0,0050

26250,8648 L - 5792 20,0055 ‘ —0,0009

26978,4375 + 6328 —0,0019 4-0,0009

27684,2893 -4 6848 -—-0,0113 | -+0,0002

28459,3704 4 7419 —0,0202 —0,0025

29116,3681 L+ 7903 | --0,0164 ! 40,0063

30019,0520 . - 8568 —0,0205 ! 40,0076

32790,8965 L 10610 —0,0389 —90,0072

33142,4671 I 410869 —0,0415 —0,0108

33811,6851 Po-11362 —0,0342 —0,0053

34666,8727 +11992 —0,0247 —0,0001

33375,4544 +12514 | —0,0191 +0,0005

35805,7634 . 412831 | —0,0140 40,0020

36070,4602 L a-13026 —0,0152 i 40,0006

36662,3028 P 13462 ; —0,0101 : 40,0011

37202,5674 [ 413860 | —0,0008 —0,0045

37866,3375 + 14349 -+0,0082 —0,0015

383414575 14699 4-0,0093 —0,0025

Reprezentarea graficd a diferentelor 0—C din tabelul 3 in functie de
numarul de pericade (F), este datd in fig. 3, de unde se vede cd exista anu-
mite fluctuatit periodice, insd, agsa cum a aratat deja H. Schueller, aceste
diferente nu pot fi reprezentate printr-o functie periodicd. Prin urmare, ipo-



ASUPRA PREZENTEI CELUI DE-AL TREILEA CORP 59

teza prezentei celui de al treilea corp nu poate sta la baza explicarii cauzet
variatiel perioadei sistemului Z Draconis.

Modul de cercetare al variatiei perioadei sistemului SW Cygni poate
fi aplicat si in cazul sistemului 7 Draconis. Intr-adevir, examinarea gra-
ficului din fig. 3 ne aratd ca este mult mai usor de reprezentat observatiile
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prin doud arce de parabold decit printr-o sinusoidd. Tn acest mod se obtin
urmitoarele elemente parabolice :

Min. hel. = D.J. 2418388,6339 - 178574235 . F + 1‘1740 10-% . E2 (11}
+52 +52 154
pentm observatiile efectuate intre anii 19001923 (-1700.<F -7 +3000,
si
Min. hel. = D.J. 2418388,8353 -+ 173573823 . - 27149 . 10-° . (12)

i -

4148 }-32 :i':;lk»b
pentru observatiile efectuate intre anii 1928--1964 (43000 F -2 15000).

Utilizind expresia (8), din elementele (11) si (12) obtinem pentru uni-
tatea de timp egald cu perioada,

dP, = 3/480 . 10-9 JE pentru prima serie de observatii, si
dFP, = 4,298 . 10-% dF pentru a doua serie de observatii

Instabilitatea sistemsului Z Draconis este semnalatd de Z. Kopal si
M. B. Shapley [8] care redetermind constantele orbitei fotometrice si
1azele celor deud componente din observatiile foetometrice vizuele efectuate
de R.S. Dugan. Daca insd, ludm in considerare razele determinate, 1. Is-
cenko [4] din observatii fetografice, instabilitatea este si mai mare. Astfel,
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lnind mwascle determinate de Z. Kopal 1 M. B. Shapley (n, == 1,4 m o st
iy, = 0,38 m o ¢ razele determinate de 1. Tscenko (ry == 0,187 i ry == ,301)
ge obtin urmatoarcle rezultate :

a5 — 1y = — 0004, B — 7, = — (037, by = — 0,047

unde a2, bs gi ¢; reprezintd i ensiunile piimel supralefe echipotentiale
critice corespunzitcare ovalului din jurul componentel  secundare,

Dacid ludm ca unitate de timp anul, putem exprima pierderea de masa
in unititi de masd solard pe an; se obtine astfel:

dity =z —10~7 mase solare pe an.

RT Persei. Variaiia luminozitdii sistemului RT Perser a fost desco-
peritd de I, Ceraski [1] in anul 1904 la Observatorul din Moscovz,
De atunci si pind in prezent s-a adunat un mare numér de observatii a ci-
rer prelucrare a condus la unele reznltate care au fost, uneori, iniirmate de
observatiile ulterioare. Astfel, R. &. D ugan (45], In anul 1915, pune in
evidenta variatia perioadei sipresupuune ca aceasta este cauzati de miscarea
liniei ap<12110r si prezenta unui al treilea corp. In 1938, acelasi autor analizind
curba 0—C-urilor, corstati ci aceste diferente sint reprezentate prin aceeasi
curbd atit pentru minimul principal cit si pentru cel secundar. Deci, ipo-
teza iigcdrii liniei dpsidale este infirmatd de Insusi antorul ei, urmind ca
variafia perioadei sd fie explicatd prin presupusa existentd a celui de-al
treilea corp. In acest n:od, 1<1 S, Dugan [45] si AL A, Vasilieva {45]
au incercat sd explice variatia pcuoqdel sistenului 7 Persei. In urma aces-
tor cercetari, A.A. \aslheva isi intituleazd lucrarea ,,Sls’cemul triplu R7T
Persei, insd ultenor diferiti astronomi ca Z. K opal (8, G A Lange[l4]
pun la indoiald prezenta unui al treilea corp. In ,,C’ltalo“lﬂ general de stele
variabile’ {137 se mentioneazd cd ciclul de 16 000 zile care a fost stabilit de
A. Al Vasilieva nu verifica observatiile efectuate ulterior.

Intr-o lucrare recent aparutd, H. Schneller [30] arati de aseme-
nea ca elementele deduse de Scott (H. B. 912, 3, 1940) cu ciclul de 13590
zile, nu verificd noiile observatii.

La Observatorul din Cluj, steaua variabild RT Persei a fost introdu-
s& In planul de observaiii pentru observatii de minime. Astfel intre 26. XI.
19591 4. X. 1964 s-au efectuat de catre intregul colectiv un numéir de 129
expuneri fetografice din care s-au determinat momentele a 15 ininie prin-
cipale care sint date in tabelul 4. De asemenea au fost efectuate 39 evaludri
vizunale directe din care au rezultat 5 winime principale (tabel 4).

Pentru examinarea modului de variajie a pericadel am plecat de la
tabloul minimelor normale intocmit de A.A.Vasilieva [45], pe care l-am
completat cu incd 10 mininie normale care au rezultat din tabelul 4, rezul-
tatele fiind datein tabelul 5. In tabelele 4si 5, diferentele 0—C sint raporta-
te la elementele lineare date de Vasilieva :

Min. hel. = D.J. 2424553,248 -+ (0°84940765 - E

Reprezentarea graficd a diferentelor 0—C in functie de numdrul de
perioade (E) este datéd in fig. 4, de unde se vede ca pericada are fluctuatii
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23

3159,450
3509,408
3532,340
3543,383
4634,868

5364.303
54.44,346
5444,3534
5443,2033
5445,201
5451,147
3451,1488
5456,240
5495,3193
5669,4423
5691,5268
5719,5495
5726,3494
53742,4876
5742,4936
5743,3430
5748,4339
5748,4353
5749,2773
6069,5144
6075,4620
6075,4333
6GO81,3982
GO81,4094
6104,3318
6256,379
6453,438
6629,265
6809,339
6814,432
6849,263
6894,285
6899,370
7163,536
7175,425
7180,528
7181,373
7192,419
7197,516
7208,552
7284,156
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18
21
21
18
12

15
19
28
10

16
16

23
24
28
28
24
30
22
23
20

20

40,004
0,008
40,004
0,004
--0,001

-— 0,004
— (1,007
- 0,0025
+0,0010
- 0,001
—0,001
--0,0007
0,005
40,0020
—(,0036
~= (03,0037
—0,0115
—(,0068
--0,0074
-~ {,0014
--0,6014
—0,0069
—0,0055
—0,0129
—0,0023
- 0,0008
00,0093
), (:104
-+ 0,0008
—0,0108
—1,008
0,011
0,012
—0,012
0,015
--0,010
-—0,007
—0,618
--0,018
0,021
- 0,014
-— 0,019
- 0,015
—0,014
—0,02]
0,011

- {0,019
—0,018
—0,008
--0,008

10132
10544
10571
10584
11869

12728
12822
12822
12823
12823
12830
12830
12836
12882
13087
13113
13146
13134
13173
13173
13174
13180
13180
13181
135358
13565
13363
13572
13572
13599
13778
14010
14217
14429
14435
14476
14329
14535
14846
14860
14866
14867
14880
14886
14899
14988

15265
151272
15318
13318

. G. AL Lange (163

Tabel !

D. A Ustinoy 443

I C Koeh, R, H. Koch
7.

V. P. Tsesevieh 437
oo AL Lange (147

V. ML Grigorevski 37

»
G. AL Lange [14]

V. M. Grigorevski [3]

- G. A, Lange 147

G. A. Lange "151

I

S, DL Markovski (247
G. A, Lange [13]

© N. X Izraetskaia [3]
¢ G AL Lange [15]

O. Ii. Mandel {237

(5. A. Lange [167

0. . Mandell 7237

| R. Szafraniec (347

s
.o [83]
G. A. Lange {18

sy

I. Todoran

’y
,

G. A. Lange, R, K. Ka-
nisheva [20]
G. A. Lange [14]

.
I. Todoran
I. Popa (manuscris)
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Tabel 4 (continuare)

Min. hel.

243 . . n 0--C ¥ . Observatori gi surse
! a

7565,317 8 —-0,007 15319 1. Todoran [40]

7565,315 9 --0,009 : 13319 . I. Popa (manuscris)

7570,406 9 0,014 ; 15325 . I Todoran

7576,359 5 — 0,007 15332 1. Todotan [40]

7582,298 T 0,014 ; 15339 0. Oburka, Brano [25]

7582,298 L10 0,014 ‘ 15339 ©G. AL Lange [19]

7605,227 L1 —0,019 j 15366 ; .

7943,288 i 7 —-0,022 i 15764 . 1. Todoran

7976,419 o —0,018 15803 f .

7983,215 5 0,017 15811 )

8638,490 1 —-0,021 16608 : .o

8659,341 Y —-0,020 16607 : ),

8665,285 8 0,022 16614 .

Tabel 5
P .h‘d", E 0 0-¢ 0--¢ 0., 00y 0-C,
d i i |

134327860 | —13092  —0,0170 ©  --0,0212 |
16122,8727 | — 9925 = —0,0044 | +0,0020 |
16772,6714 | — 9160~ -—-0,0025 | —0,0038
17030,8984  — 8856 - 00045 | --0,0002
17244,9501 | — 8604 ©  -+0,0055 | —0,0013
17451,3630 | — 8361 | --0,0124  --0,0031
17873,5226 | — 7864 -+0,0164 -+0,0021
18278,6960 | — 7387 40,0223 | 40,0032
18715,2938 | — 6873  --0,0246 -+0,0003
19556,2113 | — 5883 10,0285 —0,0057 | £ :
19997,9038 | — 5363  +0,0290 L 0,000 |
20394,5755 = — 4896 . 40,0274 PL0,0005 ‘
21970,2193 | — 3041 | -0,0200 L --0,0024
23520,3783 | — 1216 | -0,0100 -0,0015
24279,7404 | — 322 40,0017 —0,0024 | !
24616,9561 | + 75 . -1-0,0025 i 10,0004
24769,8473 . 4 255 .1.0,0003 - 10,0009
26092,3649 4 1812 1 —-0,0098 | —0,0032
27219,5259 | -+ 3139 —0,0127 ! L0,0004
28117,3463 4196 | —0,0162 L0,0022 P
29542,6530 | - 5874  —0,0155 | L 40,0021
30868,5839 | - 7433 —0,0100 | ~ —0,0012 |
32433,3954 L 9289 . —0,0003 ~0,6019 | d
33434,6585 = --10456 = --0.0041 00009 | —0,0039
34634,868 + 11869 @ 40,0006 | ‘ | —0,0004
35449,446) | 4-12828 +0,0024 i 40,0012
35730,5982 | 413159 —0,0051 : | -+0,0002
36104,3366  --13399 —0,0060 | | =+-0,0015
36764,3230 | 14376 | —0,0004 +0,0019
37196,6640 | 414885  —0,0169 | « [ —0,0030
37565,3113 | 415319 = —0,0125 L --0,0035
37969,6226 | -+15795 | —0,0192 ‘ . —0,0009
38659,3400 | 4-16607 | —0,0208 | L -.0,0015
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periodice, intervalul dintre doud valori maxime fiind de 16050 perioade
(=13 600 zile) care este egal cu acela dat de Scott si mai mic decit ciclul
stabilit de A. A. Vasilieva [45].

Exeaminarca graficului din fig. 4 ne aratd ca si aici am putea reprezen-
ta observatiile prin elemente parabolice corespunziitoare unor anuwite
intervale de observatii. Astfel prima serie de ohservatii care corespunde
intervalnlui de tin'p cuprins intre anii 1904 —1910, ar putea fi reprezentatd

0-¢ P ae JE—

abso
+gozo | . i
6010 .

»qoc0} . . ] !
~0.0%0 |
-qew t ) to.

-q030 L

Fig. 4.

printr-un arc de parabold, insd observatiile siut prea putine pentru a putea
determina clementele parabolice respective. Observatiile dintre anii 1911
—1950 pot i reprezentate prin elementele

s
P

Min. Lel. = D.J. 2424553 2468 + (/84940379 . £ 139895 . 10-10, 2 (15)

iar ultima serie de observatii corespunziteare anilor 1952—1964 ar putea
€3 aparfind si ca unui arc de parabold care, deocamdatd, nu poate fi de-
terminata.

Coeficientul lui £2 din (15) ne aratd cd pericada creste in intervalul de
timp corespunzitor si, prin urmare, aceste elemente sint in corcordanta
cu form-ulele (9) si (10) pentru cazul instabilitdtii componentei secundare.

Pentru cercetarea instabilitatii ccmpenentelor sistemului BT Persel »m
adunat elementele fotometrice determinate de Giferifi autori ¢l masele ¢:lor
deud cocmponente determirate de Z. Kopal in colaborare cv M. B. Sha p-
ley [8] si cele determinate de ALA. Vasiieva (457, Rezultatele obtinute
sint aproximativ aceleasi, iar aici dam nupai cele obtinute utilizind razele
componentelor date de Z. Kopal s1 M. B. Shapleyv : 7, = 0,310, », == 0,255
si masele m; = 1,4, m, = 0,35 determinate de A.A. Vasilieva cu ajutorul
razelor si spectrelor corespunzitoare,
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Utilizind metoda si notatiile indicate in cazul sistemului Z Draconis,
obtinem

a; — 7y = -+ 0,036, b —r, =+ 0003, c—r, = —0007

ceea ce ne aratd cd, in sistemul RT Perser, componenta secundard se afli
la limita instabilitdtii, fapt care ar putea cauza variajia perioadei.

Din graficsl 0—C-vrilor se poate trage si concluzia cd variatia perioa-
dei s-ar produce prin salturi bruste in:tre care observatiile pot fi reprezen-
tate prin elemente lineare. In acest scop am determinat urmitoarele patru
serii de elemente :

Min. hel. ==D. J.2413432,7648 + 084941770 - E peatru anii 1904 —1910
==[). ].2419997,9039 -- 0,84940268 . E . , o 19111936
=D, ].2429542,6509 + 0,84941330 . E - . 1938-1930
=D. J.2433434,6624 -+ 0,84940272 . E 1952 —1€64

Diferentele 0—C raportate la ¢lementele lineare sint date in ultimele patru
coloane ale tabelului 5, de unde se vede ¢i primul minim normal nu este
verificat de elementcle lineare ale primei serii de observatii ceea ce este in
favearea ipctezel cd prima sexie de observatii ar putea fi reprezentatd prin-
tr-un arc de parabola.
Concluzii. Din cercetarea modvlui de variatie a perioadei sistemelor
SW Cygni, Z Draconis si RT Persei se desprind vrméitoarele concluzii :
1. ipoteza prezentel unui al treilea corp nu este potrivitd pentru ca-
zurile cind dispunem numai de un singur ciclu, observatiile ulterioare
neputind fi reprezentate de elementele deduse in aceastd ipotezi,
sistemele studiate aici sint binare semi-detasate cu componenta
secundard la limita instabilitdtii,
3. minimele observate pot fi reprezentate de elemente parabolice care
sint in concordantd cu ipoteza variafiei masei componentei secun-
dare.

1o

BIBLIOGRAFIE

et

Almar I, Almar J. I, Acta Astronomica 13, 72, 1963.

.Ceraski L., AN. 166, 155, 1904,

. Grigorevski V. M., Astronomiceskii Tirkuliar 167, 22, 1936.

. Iscenko I, Tashk. Bull. 2, 435.

.Izraetskai a N. N., Astronomiceskii Tirkuliar 175, 20, 1956.

Koch R. H.,, A.J. 66, 35, 1961.

Koch 1. C., Koch R. H., A J. 67, 462, 1962.

. KopalZ, Shapley M. B. Tordel Bank Annals 1, 140, 1956.

9. Kopal Z, Annales d’Astroph_Vslque 19, 308, 1956.

10, Kordylewski J.,, S.A.C. 29, 108, 1958.

11. Kordylews ki K., Inform. Bull. on Variable Stars nr. 35 Budapest.

12. Kruszewsk i A.. S.A.C. 29, 108, 1958.

13, Kukarkin B. V,, Parenago P. P, Efremov Iu I, Holopov P. N., Obscit
katalog pevemennth szvezd, Moskva 1958.

[¢ 30N o ¢ [ RN IR IVIN |



ASUPRA PREZENTEI CELUI DE-AL TREILEA CORP 63

4. Lange G. A., Astronomiceskii Tirkuliar 167, 19, 1956.

15. . ., . 175, 19, 1956.
16. " ,, 190, 24, 1958.
17. " " " 201, 13, 1959.
18. ., . ., 209, 24, 1960,
19. , 228, 24, 1962.

20. Lange G. A, Konidheva R. K., Astronomiceskii Tirkuliar 219, 31, 1961.
21. Lazarevicz J, Pagaczewski B, Acta Astronomica 8, 48, 1938.

22. ,enouvel M. F., Journal des Observateurs 34, 19, 1951.

23. Mandell O. E., Peremennie zvezdi 13, 228, 1960.

24 Markovski S D., Astronomiceskii Tirkuliar 177, 18, 1957.

25. Obourka O. B, BA.C. 14, nr. 1, pg. 26, 1963.

26. Satanova E. A.,, Peremennie zvezdi 13, 125, 1960.

27. Schneller H.,, AN, 287, 183, 1963.

28. " A. N. 288, 1, 1964.
29, . Geschichte und Litevatuy dev verinderlichen Sterne, 11, 78, 1963.
30. . Mitteilungen der Sternwarte der Ungarischen Akad. der Wissenschaf-

ten 53, 1, 1962
3l. Shapley H. Princ. Contr. 3,11915,
32. Slovohotova N, P, Peremennie zvezdi, 10, 21, 1954,
33. Struve O, Ap. J. 106, 92, 1947.
34. Szafraniec R., Acta Astronomica 9, 49, 1959.

35. . Vs v 10, 70, 1960.

36. Szczepanowska A., Acta Astronomica 4, 117, 1954,

37. . . ) 5, 73, 1955,

38. . . ', 6, 144, 1956.

39. . . s 9, 46, 1959,

40. Todoran I, Studii si cercetiri de astronomie, 8, 245, 1963,
41. " s . 10, , 1965.

42. Tschudovicev N.J., Biulleten Astronomiceskoi Observatorii imeni V. P, Engelgardta
nr. 28, 1952.

43. Tsesevich V. P, Astronomiceskii Tirkuliar 167, 20, 19536.

44. Ustinov V., = » 118, 5, 1951.

45. Vasilieva A. A., Biulleten Stalinabadskoi Astronomiceskoi Observatorii, 4, 1, 1952,

46, * * * Iclipsing Binaires Circulars, Krakow, Oct. 1960.

O NPHCYTCTBUH TPETLEIO TEJIA B CUCTEMAX SH" CYGN/I, Z DRACUNIS
U RT PERSE!
(Peszwwme)

ABTOpOM HCC€JOBAH BOMPOC O BAPHALKH HEPHOAOB ABOHHEIX cucrem SW Cigui,
Z Draconis v RT Persei. C sToH LebI0 aBTOP JOUOJHHJI HOBEIMH HalmofeHUAMH Tabauuy
HOPMAJdbHBIX MHHHMYMOB, A4HHYIO pAasTHYHBIMH AaBTOpPAaMH, H IMpeiCcTaBH] Tpaduuecky
pasuuupt O-—C B 3aBucuvocTi oT uyncaa nepronos (E), OTKyaa BeiTekaeT, YTO Baphallic
NepHoAa Heddb3d OGBACHHTL MHNOTE30H NMPHCYTCTBHS TPEeTLEro Tena.

Jas npeacrasiennss HaGLiofeHiil, aBTop onpetesand napabosHuecKie 31eMEHTH LA
pasIHuHbIX NpOMeXKYTKOB BpeMend. Kosdduuwedt urena BTOpONl CTeneHd NOKaswiBaer,
4TO B COOTBETCTBYIOWHX MIPOMEKYTKax TlepHOoj BO3pacraer NPONOPLHOHAJILHO BPEMEHH.

B cessn ¢ HpH'{HHOﬂ, KOTOpast Moria Obl BHIBBLIBATH HCCJe1YeMVIO BapHalulio nepruojaa,
a4BTOD NOpOCICKHBAI HeyCTOﬁ‘IHBOCTb KOMIIOHEHTOB W NOJYUYHJI, 4YTO B KaxaoH nsyqaeMoﬁ
3]1eCh Ccucreme, BTOpOCTeHeHHbIﬁ KOMIIOHCHT Haxopurca B npepene HeyCTOﬁqHBOCTH. B
CBA3H C 3THM, aBTOD MNPeAnoOJ0:XKHJI, UYTO papHauus epHOoJa Bhi3BaHa Bapnaunei’x MacCH
BTOPHUHOTIO _KOMIIOHEHTA.

5 - Babes—Bolyai: Mathematica-Physica 1171965,
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SUR LA PRESENCE DU TROISIEME CORPS DANS LES SYSTEMES
SIW CYGNI, 7 DRACONIS ET RT PERSEI

(R ésum €

L’auteur étudie dans le présent travail le mode de variation des périodes des systémes
binaires SW Cygni, Z Draconis et RT Persei. A cet effet, il a complété par des observations
nouvelles le tableau des minimes normaux donné par divers auteurs et il a représenté graphique-
ment les différences O —C en fonction du nombre de périodes (E) ; il en est résulté que la varia-
tion de la période ne peut pas s’expliquer par I'hypothése de la présence d’un troisiéme corps.

Pour représenter les observations l'auteur a déterminé des éléments paraboliques pour
différents intervalles de temps; le coefficient du terme de degré deux montre que, dans les
intervalles respectifs, la période croit proportionneliement au temps.

Relativement & la cause qui pourrait produire la variation observée de la période, P'au-
teur a étudié I’instabilité des composantes, d’olt il résulte que, dans chaque systéme étudié
ici, la composante secondaire se trouve 3 la limite d’instabilité. Cela étant, I'auteur fait la suppo-
sition que la variation de la période serait due a la variation de la masse composante secon-
daire.



ASUPRA OSCILATIITLOR SUBARMONICYE, ALE FECUATIEI LUI
DUFFING
de
AUREL TURCU

In articolul de fatd se studiazi, prin metoda lni Malkin [1], con-

ditiile in care pot lua nastere oscilatiile subarmonice de ordinul — ale ecua-
K

tiei lui Duffing 2, de forma:

72
(i; + R2x = u(yx® — ZHx) - Acos(t + @) == w(vx® —2H k) + Feost—Gsing, (1

unde &, v=0, H>0, » >0, y, (I' >0, G >0) sint niste constante
iar p este un parametru mic real.

Vom studia aceastd problemad in prezenta amortizarii (H = 0) cu con-
ditia ¢ = 0, dar neprecizat a priori i vom face observatii asupra cazului
cind amortizarea lipseste (H = 0) iar y =

Vom aridta cd in prezenfa amortizdrii conditiile de existentd a oscila-

.. . B . 1 . . A o
tillor subarmonice de ordinul Y sint mai exacte decit acelea gasite de

Y. H. Ku (4], care studiazd aceastd problema printr-o metoda mai putin
riguroasd propusd de J. Stoker 5],

Aceeasi problemd, in lipsa amortizarii (H = 0), cu conditia ¢ = 0
a fost analizati de V. M endelson, ale cirui rezultate sint expuse in
cartea ui I. G. Malkin [1].

1. In studiul problemei puse, ecuatia lui Duffing (1) poate fi considerata,
dupd cum se stie, ca un caz particular al ecuatiei cvasiliniare de forma :

kx4 () = uF(, v, %, w), @

dt?
unde f si F sint functii continui, periodice, de perioadd 2w, in raport
cu ¢, dezvoltabile in serie Fourier; F este o functie analitici in raport cu
x si %, p, iar p este un parametru mic real.



68 AUREL TURCU

. - S . 1 .
Presupunind cd constanta & diferd putin de—, unde # ¢ un numdr
11
intreg, adicd
s 1 a
b2 U=,
7% 72

(3)

{unde a este o marime pozitivd sau negativa finitd) si inglobind termenul
' N . N . .

0= x in funcfia pF, ecuafia (2) se va scrie sub forma :
n?

I SN .

— A —x  f() =l x, g, 0 (4)

n

Fste cunoscut cd, spre deosebire de sistemele liniare, in sistemele ne-
liniare, sub actiunea fortelor excitatoare de perioadd 7', pot sd apard osci-
latii fortate intense si in cazul cind perioada oscilatiilor proprii este apro-
piatd de #n7 (n fiind un numdr intreg diferit de 1), atit in cazul prezentei
¢it si al lipsei fortel de amortizare. (In acest caz perioada oscilatiilor for-
tate este egald cu nT).) Acest fenomen observat, dupda Maundelstam
si Papalexi {3, poartd denumirea de rezonantd de ordinul =, iar

i

oscilatiile care apar se numesc oscilafii subarmonice de ordinul —.
n

Problema noastri, de determinare a oscilatiilor subarmonice de ordinul

1 . . pres o .
- se reduce deci la determinarea conditiilor peutru care in sistemul deschis

2
de ecuatiile (4), iau nastere solutii periodice de perioadi 2z=n, care nu se
reduc la oscilatii periodice de perioada 2w, cind u tinde citre zero.

Pentru existenfa unor asemenea solutii, conform rezultatelor lui Malkin,
este necesar gi suficient ca in descompunerea functiei I'(¢, x,, x,, 0), dupa

e A o . t e N -
sinusii si cosinusii unghiurilor multiple de — , s lipseasci termenii in cos
n 3

Lo . . o o
s1 sin —, adicd e necesar si suficient sd avem :
n

Jmn

P(M No) = \ I(L, xg, ,, O)sin Lat=0
I~ K2
0 _
g (D)
Q0o Ny = 0, xy, 0, Opcos @t = 0
h k12
iar determinantul functional
all )y 2
sl () €
Al Ny 7 ())

sd fie diferit de zero. In ecuatiile (5), x,, dat de expresia

xy == g(t) -+ Mycos ! - Nosin—t—, (7}
"

7
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unde M, si NV, sint doud constante arbitrare, reprezintd familia de solutii
periodice a ecuafiei generatoare (w = 0), de perioadd 2zn. Functia (/)
este solutla perlodlm paltlculard a ecuatiel generatoare neomogene,

. In cele ce urmeazi pentru studiul ecuatiei lui Duffing (I), vom alege
asa [el unitatea de timp incit partea dreaptd a ecuatiei (1) sid aibd peri-
oada 2%,

" n
In acest caz problema constd in a determina condifiile pentru care
ecuatia lui Duffing are solutii periodice de perioadd 2n gi care nu se reduc
[0
la solutia periodicd de perioadd -“=, cind p tinde citre zero.
n
Procedind dupd cum s-a aritat mai sus, vom pune deci :

Ny ==y te=ww, aPho== 2y, Hn= H,,
(1 fiind un numar intreg diferit de 1). Atunci ecuatia (1) deviue :
iy
d=*

Aeox = Jgcos(inr - g) 4 wlax - oy ad — 2H %) 9y
si problema noastrd constd in a cauta solutiile periodice ale acestei ecuati
de perioada 2w, Aceste solutii le cautam sub forma seriei {17:

. (10)

T oxy - oua ey A
unde

Xy = ——l—; cos(nv -+ &) + Mycost -+ Nysine (11)

este solutia periodicd a ecuatiei generatoare, care depinde de doud constante
arbitrare My si Ny dar x;(0 = 1,2, .. .) sint functii periodice de =. Vom
determina aceste constante din condifia ca ecuajcm diferentiala in v, sa
aibd solutie periodicd. Inlocuind seria (10) in (9) si identificind coeficientii
ul u, obtlnem ecuatia care determinid pe x;, in forma :

ax, o 3 9 dx, I , [ 3 7 L 12}
- Xy, = gAY, — VY,Xy — 4 } [ T ﬂ/[ A A e S T ( s
P! o T YVite v l 0 2 11— e /

s 3 2 2 ' ‘ T 1 1 I T 7 | 3-:’1 ;"12
e f Yl(juo T i ‘0) 1 — Z}]l‘\ 0 j COS T —+ li\/o a -+ - ‘*;T =

Sk N 1 oMM, } sine - ; S MM 3N cos3e -

o1 2 N L3 2 22, -
e N8 — f\i)smS‘: T (MG = NG)eos
4 1 ot

(n— 2% L — 2 LM N sin (n— 27 LT -
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+ {j )‘1 i 3 )‘IYL

1— w2 21—~ n?j

l(l _,+ M + Ng]} costnr + &) +

2

+ 2H, P sin(nr + J) 4 = —

1 — u? 21—~7

M N osin[(n + 2)r + ¢ +

J

42 MM % NBeos[(n 4 2)c 4 -

4 1 —n?
b3 T Mocosi@n— 1 4247 — oy N osinT
4 ' e 40— ey L
3 .2
[(2n — v -+ 247 + - «{1(1__;2)7 Mocos[(2n + 1)r + 207 -
3 7?‘{1 Nosinl . 1 /31 o
oy VoSl s 2]+ s cosBln 7 ).

Se observa, din aceastd ecuatie, cd conditiile de periodicitate al func-
tiei x; vor diferi dupa cum # = 3 sau #n = 3.

A. In cazul vibratiilor subarmonice cu amortizare (H = 0) cu conditia
v 7 0 (neprecizat incd) pentru # = 3, conditiile de periodicitate ale functiei
x; capata forma :

3 32 3 Y ‘
g P(M, N, =N, [a + —Y-l ~——:" — + ) v (M + Ng)] +2H,M, =0
(13)

3y
( VMoo = M {“ e T —non Nﬁ)] — 2H,Ny =0

Aceste ecuatii nu admit decit solutia triviald
My=Ny=0
Din acest motiv, insemneaza ¢d pentru » = 3 in sistemul nostru nu

pot lua nastere decit solutii periodice de perioadd 2r, care se reduc pentru
2

u = 0 la solutia periodicid generatoare x, = - cos(nt+y), de perioadd
ot

2n

7, solutii de care, asa dupd cum spus, nu ne ocupim.
n
B. Pentru cazul # = 3, din (12) obtinem urmatoarele conditii de perio-

dicitate :

P(My N,) = [a 4 T ,,H» +— L+ Ng) |+ 2H M,
4+ 2y (ME — N¥sing + ' 17 N geosy = 0 (14)

32
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3v;

2. 64

2 3
QMo No) = My |a + P T (0 4 N | - 2N, —

_% Y124 (M; — Ng)cosy + 56 Y1k M N gsing = 0

Aceste ecuatii, In afari de M, = N,y =0, admit, pentru M, si N,
solutia :

BFy £/ — 8072 ay, — 9488 — FD

' E—— . J—
Ny=20; My=+ e

(15)
unde
Fy = icosd
Pentru ca aceastd solutie sa fie reald e necesar ca expresia de sub
radical si fie pozitiva, adica
— 1024 ay, — 3y] - (83 — F}) >0

De aici rezultd cd a si vy, trebuie si fie de semne contrare si in plus
trebuie ca

3 2 2
ol > —— |7, (8% — FY) (17)
deoarece din faptul cd Fi 4 G} =33, unde G, = »;8ind, rezulti cd n —
— F7> 0 si in consecinti si 82 — F; > 0
Tinind seama de relatiile (8), inegalitatea (17) se poate scrie sub forma :

pe 1 1
9 1024 9

1>ﬂimﬂ(8x2—ﬁz); G )y>0pentru§/>0,a>0 (18)

Dacd in prima ecuatie (14) facem N, = 0 gisim ecuatia

2H, 4 33" TimM gsing = 0, (19)
de unde rezultid ci
sing| = =2 )
PN Y17\1Mo

| 32
In felul acesta faza initiali a forfei excitatoare este determinati-
. o o . F
Aceasta revine, pe de altd parte, la a spune cd am determinat raportul -

care inifial nu era precizat.

Avind in vedere faptul ca [sing| < 1, din ecuatia (20) gidsim urmi-
toarea conditie care se impune asupra coeficientului de amortizare H :

2H, < 2 |ty | sau 2H < 221 | yAM, | (21)
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Aceastd rclatie demonstreazd faptul cd oscilatiile subarmonice de or-
. 1 . . . y .. .
dinul - nu sint posibile decit dacid coeficientul de amortizare nu este o
3

cantitate micd, cel putin de acelasi ordin ca al coeficientului partii neliniare
a fortei de restabilire. In cazul nostru aceasti condifie este satisficutd
prin insusi faptul cd am luat coeficientul de amortizare egal cu 2uH.

Y. H. Ku [4], rezolvind aceeasi problemd printr-o metodd mai putin
riguroasid propusd de J. Stokert [5], a gisit urmitoarele inegalitdti:

1 - 3 luy! 22 _ 2
9o 7 1024 & (8 ) (22)

o
1 ¢4

3

32 13

oI = <70M | (23)

Comparind aceste inegalitdti cu inegalitdtile (18), (21) deduse de noi
in cele de mai sus, prin metoda lui Malkin, se observd cd, prin aceastd
ultimd metod4d, conditiile de existentd ale solutiilor subarmonice de ordi-

1 . . .
nul —- sint mai riguros determminate.

3. Observagie. In absenta amortizirii (H = 0) cu conditia ¥ = 0, pe
baza ecuatiilor (14) obtinem urmitoarele conditii de existentd a oscilatiilor

subarmonice de ordinul = :
IS

+ li 1M oNy =0
ol
3 3 3 (24)
, 2 2 g2 12 72 a2
a - 198 Y11+ 1 1M + Ny) J - 3*2‘{17‘1(1110—*\’70)20

/ - 3 .2 3 2 0
| POMoNo) =No |a+ 2 v (M5 + NG

( Q(JMOJ No) = J’Io

\

Asa dupd cum remarcd si Mendelson [1], ecuatiile (24), au, printre
alte solutii, in afard de M, = N, = 0, solufia :
~ By 7y =V = 3072 avy — 63 vix -
No=0, My= 200 V=072 0 =65 i (25)
48 v,

5(P,
(pentru care M)—— = 0}
a(Mg, Ny
Pentru ca aceastid solujie sd fie reald, e necesar ca a si v, si fie de

semue contrare si totodatd si fie satisfAdcutd inegalitatea :

AT \ (26)

1024

la|>

1 Metoda lui Stoker, de gisire a oscilatiilor subarmonice atit in prezenta amortizirii cit
si in lipsa acesteia, constd in cdutarea solutiei sub forma unei serii Fourier a cirei coeficienti ii
determind prin metoda aproximatiilor succesive,
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sau, tinind seama de (8), e necesar si fie satisfdcutd inegalitatea :

| 11 2181 _, . 1 5 -
B> Wy s (kz— 9] v >0 (daci a >0, v>0). (27)
J. Stokler [5], rezolvind aceeasi problemd printr-o metodd mai
putin riguroasd, gdseste inegalitatea
. 1 2t 1
B2 > A 2. (28
Se observi, asadar, cd folosirea metodei lui Malkin conduce si in acest
caz la rezultate mai exacte.
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O CYDPrAPMOHHYECKHX KOJEBAHUAX YPABHEHUS AYDDPHUHIA
(Peszwome)

Merozom Maaxunua [1] uzyuawores ycjoBisl, B KOTOPBX MOI'YT 006pasoBaTnest ¢yl-
1

rapMoHHueCKne KonaebaHus mopsjika ypagpueuns Hdydduura [2], BHpa:
n
¥k Ry e u{ya® — 2HY) - hcos (£ + &) = w(ys® — 2H¥) + Fcost — Gsint 1)
rae k y=0, H20, 220, & (F>»0, G>0) — nocrositiuple, a @ — AelfCTBHTE/bHbIH

MaJptif mapaverp.

DTOT BONPOC H3YuaeTCsi NpH HaJH4HW saryxauus (H == 0) ¢ ycaopuem y = 0,
HO HehHKCHPOBAHHOTO 3apaHee, H 1€Jal0TCS 3aMEuaHusi O Clyyae, Korja OTCYTCTBYeT 3ary-
xaunue (H = 0} ad - 0.

JokaspiBaercst, u4to B NPHCYTCTBHIl 3aTyXaHHA YCJIOBHA CYINECTBOBAHHSL CYOrapuo-

1 ,
HHuECKHX KoJaebanuii mopsika ';; Toynee tex, Hallgennmix M. X. Ky [4], usyuamwmny

3TOT BOIpPOC MEHee CTporuy meroioM, npeitoxenusint K. Croxepowm [6].

Tor e cawmplll Bonpoc, B orcyrersuu saryxaunusi (H = O), ¢ yeaosuem ¢ = 0, Ol
npoaHadnsdpoBan B. Mew1eabhcoHOM, ubH pesyabTarsl H3J0XKEHH B Khilie
M. T. Manguma 01].
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SUR LES OSCILLATIONS SOUS-HARMONIQUES DE L'EQUATION DE DUFFING

(Résumé)
On étudie, par la méthode de M alkin [1],sous quelles conditions peuvent prendre nais-

1
sance les oscillations sous-harmoniques d’ordre — del'équationde Duffing [2] deforme:
n

¥4 kx = u(yx® — 2Hzx) + A cos (4 §) = u{y#® — 2Hx) + Fcos t —Gsin ¢ (1)

ouk,vy=0,H >0 A>0,¢, (F> 0G> 0)sontdes constantes et u est un petit paramétre réel.

On étudie ce probléme en présence de I'amortissement (H == 0) sous la condition ¢ == 0
mais non précisé a priori, et 'on fait des observations sur le cas ol I'amortissement mancue
(H =0)etot ¢ = 0.

On montre qu'en présence de Vamortissement les conditions d’existence des oscillations
1
sous-harmoniques d’ordre 3 sont plus exactes que celles trouvées par V. H. Ku [4], qui étudie

ce probléme suivant une méthode moins rigoureuse proposéepar J.Stoker [5].

Le méme probléme, en l'absence de I'amortissement (H = 0) et sous la condition ¢ =0,
a été analysé par V. Mendelson, dontles résultats sont exposés dans Pouvrage de
I. G. Malkin [1].



APARAT PENTRU DETERMINAREA TFIGURILOR CHLADNI LA
PLACILE DE VIOARA

de

ION STAN, ION PAUL BELDIE, ALEXANDRU TOTH, TRAIAN PENCIUC,
EMIL BATAGA

I. In ultimii ani s-au preconizat unele metode in vederea ameliorari
calitatii acustice a viorilor fabricate pe scard industriald. Cercetdrile in
aceasta directie sint de naturd experimentald, avindu-se in vedere numi-
rul mare de parametri (forma complicatd a conturului, faptul ci plicile
sint curbate, in interiorul fefei este lipitd asimetric o bari, etc.), ceea ce
face ca aceastd problemd si nu poatd fi rezolvatd pe cale teoretici.

Aldturi de problema materialului din care sint construite viorile, a lacu-
lui (verniului), este si problema modului de imbinare a fetei si spatelui viorii.

O metodd larg raspinditd in constructia viorilor, de imbinare a fetei
si spatelui viorii este aceea care sustine cid fata si spatele viorii trebuie
sd aibd anumite sunete de percujie* inainte de imbinare. De obicei
latierii urmdresc ca tonurile de bazd a fetel si spatelui s nu difere intre
ele mai mult de un ton [1..

Aceastd metodd este o metodd subiectivd, bazindu-se numai pe prac-
tica si urechea exersatd a lutierului.

Plecind de la aceastd metodd empiricd, am cdutat s& o transpunem
pe o bazd obiectivi. In acest scop ne-am gindit si utilizim figurile Chladni
si frecventele de vibratie corespunzitoare, ca mijloc obiectiv de aplicare
a metodei amintite mai sus.

Din diveresele posibilitdti de punere in vibratie a pldcilor am folosit**
metoda excitirii plicilor prin introducerea lor intr-un c¢imp sonor dirijat.

Metoda aleasd de noi prezintd mai multe avantaje:

a) Proprietdfile mecano-acustice nu sint modificate, ca in cazul insta-
latiei transductorului electromagnetic***,

* Cind scobirea este in fazd inaintata, lutierul tinind placa intre degetul ardtdtor si de-
getul mare, bate cu un deget placa in diferite puncte.

** Prin placile viorii intelegem atit fata cit si spatele viorii.

*#*% Aceastd metodd necesitd lipirea unei lame metalice pe placd care schimbi intr-o
oarecare mdisurd proprietitile mecano-acustice, este o operatie in plus intr-o productie de serie,
51 lasd pete a ciror inldturare influenteazd din nou proprietatile viorii.
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b) Liniile nodale se vizualizeazd direct fara a i necesard filtrarea
punctelor in diferite faze.

¢) Datoritd posibilitdtii de dirijare a cimpului sonor se poate excita
placa in diferite regiuni.

d) Instalatia poate fi folositd pentru punerea in vibratic a placilor
din orice material (lemin, metal, sticla, stiplex, cte.).

e} Poate fi folositd la studierea proprictitilor, vieri gata miontate.

f) Fste usor de manevrat.

II. In realizarea unei instalatii electro-acustice pentru obtinerea figu-
rilor Chladni ale placilor de vioard, am avut in vedere ca ea s poatd fi
utilizatd usor in procesul de productie.

Schema bloc a instalatiel este datd In figura 1 ¢ cuprinde urmitoarcle
pirii:

Un generator de ton (2) de tip =35
RC TESLA BM 363 cu o precizie de =
3%,. Un amplificator I. O. R. (3) tip
AT 6 C de 20 W. Doud difuzeare cu
caracteristici  diferite, unul pentru
frecvente joase si medii (25--900 Hz)
notat (4) siunul (4) pentru frecvente
relativ inalte (900—8000 Hz).

Tntreaga instalatic a fost alimen- T i 71
tatd de la retea printr-un stabilizator 2zov~i § —“@ ”‘4‘ A “"””‘:3
de tensiune (1). Placile studiate (3) au - 7 P 3
fost fixate la o Indltime de 1—35 cm
deasupra membranei difuzorului, fiind Fig. I

sprijinite  pe  benzi  de  material

sintetic spongios. Tigurile Chladni au fost vizualizate {olosindu-se umr
praf din pesmet prajit, colorat cu tus negru, fiind fotografiate cu un
aparat fotografic (G) fixat deasupra instalatiei.

I, Verificarea metodei ¢i a functiondrii instalatiei am facut-o utilizind
placi plaune izotrope ale cdror figuri Chladni si frecvenfele corespunzidtoare
sint cunoscute din literatura de specialitate. In acest scop am comparat
figurile Chladni i frecventele obtinute de noi la o placd dreptunghinlari
de aluminiu, cu acelea obtinute prin metoda excitidrii directe — prin evapo-
rarea rapida a bioxidului de carbon solid [21.

Rezultatele obtinute de noi prin metoda excitarii pldcilor in cimp
sonor dirijat, sint in buni concordantd cu cele obtinute de M. D. Waller
2.

IV. Cu ajutorul acestei instalatii am putut determina cu suficientd
precizie frecventele de rezonantd ale plicilor viorii, avind astfel posibili-
tatea obiectivd de a combina acele plici care Indeplinesc criteriul de imbi-
nare amintit (diferenta maximi de un ton).

Studiul figurilor Chladni ne-a permis punerea in evidentd a influen-
tei pe care o are In constructia viorii neomogenitatea placilor, provenitd
din neparalelismul inelelor anuale, grosimi neuniforme, structura neomo-
gend a lemnului, o proastd prelucrare a sa, etc.
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In continuare dam citeva fotografii ale figurilor Chladni, obtinute
pentru diferive placi. Iv figura 2 dam plici plane cu forma de vioard in care
prima (a) este o placa de aluminiu izotropd, iar cclelalte (b, ¢, d) pléci
plane cu feuri, din molid de rezonanti.

Se observa o perfecta simetrie a figurilor obtinute atit la frecvente
joase, cit i la frecvente ridicate, aseminitoare cu ccle ale placii izotrope
de aluminiu.

Aceasta reflecta faptul cd placile anizotrope sint omogene in ceea ce
priveste paralelismul inelelor anuale, al grosimii uuniforme, etc.

In figura 3 (a,b.c,d) dam figurile Chladni pentru o placd de vioard cu
feuri, prelucrata de maistrul lutier Boianciue Roman. Se observd o perfecti

4 [ s

¥

denotd o prelucrare a plicii Ta un nivel ridicat, cu o mare precizie.
In fig. 4, dam figurile unei placi de serie intre frecventele 835
— 805 H-.

simetric a figurilor obtinute intre frecvengele de 83—640 Iz, Aceasta
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Se observd cd la frecvente jease figurile prezintd simetrie, dar la
frecvente ridicate nu. Trebuie remarcat ci defectele de fabricatie apar
numai la frecvenje relativ inalte. In acest mod instalatia construitd de

noi pune in evidentd in diferite etape ale productiei buna prelucrare a
plicii, putindu-se interveni la inldturarea eventualelor defecte de prelucrare,
in diferite faze. Pentru a ariita influenta oricirel modificdri a pldcii de
vioard, dam figurile Chladni obtfinute dupd montarea barci. Se observa
o deplasare a liniilor nodale citre partea unde este montatd bara, fapt
ce reiese foarte clar din figura 5 (a,b,c).

Acestea sint numai unele rezultate obfinute cu ajutorul aparatului
construit de noi. Intr-o lucrare urmdtoare vom dezvolta aceste rezultate
atit sub aspect teoretic, cit si sub aspect experimental.
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IIPUBOP IJIS1 OINPEAEJEHHWUA OUTYP XJIAIHW ¥ CKPHIIHMUHBIX
ITJTACTMHOK

(Peswwme)

Apropnl mpepcrasasior nprbop nast ompepenenust ¢uryp Xaaiud Y CKPHIHYHBIX
OJaCTHHOK, OCHOBAHHHIM Ha MeToJe HamnpasJeHHOro 3Bykosoro mnoas. llpy nomomu
3TOro NpHGOpa aBTOPH CMOIVIM ONpPEJeNHTh C TOUHOCTBIO PE30OHAHCHBIE YAaCTOTH CKPHIIHY-
HblX IJIACTHHOK M CMOIVIH BBIABHTh 3BEHTYaJbHOE€ OTCYTCTBHE FOMOTEHHOCTH INTACTHHKH,
a Takxe jaedexThl (pabpHKalHH.

APPAREIL POUR LA DETERMINATION DES FIGURES CHLADNI
SUR LES PLAQUES DE VIOLON
(Résumé)

Les auteurs présentent une installation pour la détermination des figures Chladni sur les
plaques de violon, fondée sur la méthode du champ sonore dirigé. Cette installation a permis
de déterminer avec précision les fréquences de résonance des plaques de violon, de mettre en
évidence le manque éventuel d’homogénéité de la plaque ainsi que les défauts de fabrication.






O METODA DE IMPULS DE CALDURA PENTRU DETERMINAREA
CALDURII SPECIFICE A CORPURILOR SOLIDE

de
FRIDERIC KELEMEN si ARPAD NEDA

Lucrare comunicatd in sesiunea stiinfificd a Institulului pedagogic de 3 ani,
Baia Mare, din 12—13 februarie 1965

Introducere. In ultimii ani s-au claborat mai multe metode pentru
determinarea difuzivitatii termice prin impuls de cdldurd, adicd prm incal-
zire de scurtd durati [1]. In afard de aceasta s-au ficut citeva incerciri
de a aplica procedeul acesta si la determinarea coeficientului de conducti-
bilitate termicd, respectiv a cildurii specifice. Astfel, in lucrarea [2] se
propune un procedeu prin care, printr-o singurd experientd, se poate deter-
mina atit difuzivitatea termicd cit si conductibilitatea termicd, folosindu-se
un corp. etalon la care sint cunoscute aceste doud mirimi. Autorul acestei
lucrdri insd nu mentioneazd detalii experimentale ale metodei propuse.
In lucrarea [3] s-a elaborat o metodd rapidi pentru determinarea difuzi-
vitatii termice si a cdldurii specifice a metalelor in jurul temperaturii
camerei, Metoda aceasta, insd, necesiti un aparat cu care se pot Inregis-
tra variatii mici de temperaturd si de duratd scurtd ( de ordinul 1072 s),
la care se poate neglija schimbul de cildurd intre corpul de probd si mediul
ambiant.

In lucrarea de fati se prezinti o metodd de determinare a cdldurii
specifice la probe mici de metal si semiconductor, prin impuls de cildura,
luindu-se In consideratie transmisia de cdldurd intre corpul de proba si
mediul ambiant. Avantajul metodei constd in faptul cd permite determi-
narea cildurii specifice chiar pentru probe mai mici decit un gram, iar
masurarea temperaturii se poate face cu un galvanometru. Totodatd metoda,
in forma realizatd de noi, poate fi aplicati la determinarea caldurii speci-
fice iIn domeniul de temperaturd 20°—400°C. p

Principiul metodei. Sa considerdm cd un corp de
probda P, in forma de disc circular, este iradiat pentru 4, T
un timp scurt la suprafata frontald cu un fascicul de
lumind @ (fig. 1) Grosimea probei sa fie asa de mici, b
Incit egalizarea temperaturii si se facd intr-un timp Fig. 1.

G — Babes—Bolyai: Mathematica-Physica 11/1965.
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scurt, de ordinul duratei impulsului de cidldurd. Astfel, diferenta de tempe-
raturd Intre suprafata frontald si cea posterioard este micd, neglijabili.
Variatia temperaturii corpului la iradiere se misoard cu ajutorul unui
cuplu termoelectric, Tc, care este in contact cu suprafata posterioari a
corpului, Aceastd variatie, in timpul d=, este descrisa de formula
\ x5
a7 = —— (T, — Td~ . (1)
cm ¢

unde S, — suprafata frontald, ¢ — cidldura specificd, m — masa corpului,
T, — temperatura mediului (corpului iradiant), 7 — temperatura corpu-

lui intr-un moment dat, iar « — un coeficient care caracterizeaza puterea
de absorbtie a unititii de suprafatd a corpului. Din formula (1) rezultd
cd temperatura corpului variazi dupd o functie exponentiald in timp [4].

Dupid incetarea 1Incdlzirii, temperatura corpului scade exponential
in functie de timp, conform ecuatiei:

- e p o’ h-S
I —T,= (T, - T,). exp(—~ "-') (2)

C -
in care 7; — temperatura corpului in momentul inifial, 7, — tempera-
tura mediului ambiant, S — aria suprafefei totald a corpului, iar 7 —

coeficientul de transmisie Intre corpul si mediul ambiant (4).

Th A

[

B
X \x
\X
\X\Q
0 T

Fig 2.
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Variafia temperaturii corpului, la incélzire si racire, In functie de tempe-
raturd este reprezentatd prin curba OAB in figura 2. Aceastd variatie de
temperaturd a fost ridicatd la o proba de semiconductor, de grosime
2 mm. In aceastd figurd se observd cd la inceputul incilzirii, aproximativ
pind la timpul «, variafia temperaturii se poate considera liniard. Ast-
fel, dacd durata incalzirii (impulsului) 7, este mai micd decit 7, variatia
temperaturii este datd de curba OCD care Intre punctul O si ¢ este liniara,
iar pe portiunea CL este exponentiald.

Cantitatea de caldura transmisa corpului in timpul <, serveste Ia
ridicarea temperaturii corpului de la 7 la T , iar o mici parte a acestei

cantitdfi de caldurd este transmisd mediului ambiant. Dacd na s-ar pro-
duce transmisia de caldurd catre mediul exterior, temperatura corpului
ar atinge o valoare 7\, mai mare decit 7 . Prelungirea portiunii exponen-
tiale CD a curbei OCD intersecteazd la valoarea 7, axa ordonatelor,
temperatura de la care s-ar rdci corpul la 7, in timpul =,. Durata impul-
sulul de caldurd =; fiind micd, variafia temperaturii Intre 7, si T, se
poate considera liniard, astfel cd temperatura 7, va fi datd de relafia

1 = ]‘m ]‘

(7‘1} - /]‘m) - (Tz + Y‘M)' (3>

,‘ 1 1

Ont 2 2
Rezultd ca, cantitatea de caldura AQ transmisd corpului in timpul

=, printr-un impuls de cdldurd, este datd de relatia

AQ =c a(Tl, — T,). (4)

Pentru determinarea cdldurii specifice din aceastd formuld, diferenta
de temperaturd (T — T,) se mdisoard prin deviatia galvanometrului
care este legat in circuitul cuplului termoelectric, iar temperatura T, se
determind prin extrapolare la = = 0 a portiunii CD a curbei de tempera-
tura-timp. Extrapolarea se face reprezentind grafic log7 in functie de~.

Cantitatea de caldurd AQ transmisd corpului se determina folosind
un corp etalon a carui cdldurd specificd este cunoscutd, ca si la metodele
propuse de autorii [27 < [3].

Procedeul experimental. Schita dispozitivului experimental este repre-
zentatd in figura 3. Corpul de probd este introdusintr-unbloc cilindric B
confectionat dintr-un material ceramic si acesta este agezat in portiunea
centrald a cuptorului electric C, in aga fel ca si fie in contact cu blocul
cilindric A, confectionat de asemenea din material ceramic. Temperatura
cuprului se mésoard cu cuplul termoelectric T,, iar variatia temperaturii
probei la iradiere, cu cuplul termoelectric 7. Amindoud cuplurile termo-
electrice sint din fier-constantan. Sudura s; a cuplului 7 este in contact
cu suprafata probei iar sudura s, este introdusd in blocul B. Sudura cuplu-
lui termoelectric 7, se introduce de asemenea in blocul ceramic B.

Pentru a asigura un contact perfect intre sudura s; a cuplului 77 si
suprafata probei, ea sc sudeazd pe probd, sau se monteazd pe o placutda
de argint care se lipeste cu pasti de argint de suprafata probei.
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Impulsul de cdldurd se produce cu ajutorul unui bec electric I (de
35 wati) care iradiazd proba pentru un timp bine determinat. Becul este
legat in circuitul secundar al unui transformator, circuitul primar fiind legat

o
o
o
o
o o
)

Fig. 3.

la un stabilizator de tensiune alternmativd. Durata impulsului de cilduri
este determinatd prin viteza de rotatie a unui intrerupator circular, legat
in circuitul primar [17.

S-au ficut masurdtori, cu impulsuri de caldurd de diferite durate de
timp (1,8 s, 6,5 s, 7,2 s). Variatia cantitdtii de caldurd transmisi unei
probe de cupru prin iradiere, la doul valori ale duratei impulsului de cil-
durd, este reprezentatd In fig. 4, in functie de temperaturi.
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Pentru a asigura ca structura suprafefei iradiatd a diferitelor probe
sd fie aceeasi, s-a depus un strat subtire de pastd de argint pe aceasti
suprafatd, si dupd aceea, pe acesta s-a depus negru de fum. Prin procedeul
acesta s-a asigurat totodatd ca stratul de negru de fum si nu se desprinda
de pe suprafata corpului.

Kezultatele mdsurdatorilor. Pentru a verifica valabilitatea metodei s-au
facut mdésurdtori cu corpuri de probd confectionate din diferite substante :
fier, argint, aluminiu, grafitsi clorurdé de sodiu. Variatia céldurii specifice
in functie de temperaturd la aceste substante, este reprezentati in figurile
5si 7. Curbele punctate si notate cu e reprezintd variatia obfinutd de noi,
iar curbele notate cu / variatia calculata din formula

c=a-+ bl +dT* (3}

mérimile caracteristice fiind luate din literaturda [5,6].

La grafit si clorura de sodiu concordana dintre valorile obtinute de
noi si valorile din literaturi este buni. In cazul aluminiului variatia lui ¢,
obtinutd de noi in functie de temperaturd, este mai lentd, iar la argint este
mai bruscd, decit la variatia data in literaturd (la argint s-au gasit valori
diferite pentru cdldura specifica, in cele doud lucrdri citate). Aceastd aba-
tere provine probabil de la impuritdtile continute in probe. La fel se explica
si faptul cd valorile gésite pentru ¢ la fier sint mai mici decit cele din litera-
turd (diferenta cea mai mare dintre valorile gisite de noi si cele din litera-
turd este de 5—69).

In afari de cele mentionate s-au ficut misuritori si la semiconduc-
tori ZnTe, HgTe si HgSe. Valorile cildurii specifice a acestor substante
obtinute de noi la diferite temperaturi, sint notate in fig. 6. Curbele repre-

0.201
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zintd variatia calculatd dupad regula lui Neumann-Kopp. Se vede ci con-
cordanta intre valorile mdsurate si cele calculate este bund. Se observid
o abatere de la variatia calculatd numai la HgTe peste 200°C, probabil
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Fig. 6.

din cauza variatiel structurii retelei, prin sublimarea mercului. Valoarea

cdldurii specifice a seleniului nu s-a gisit in literaturd decit in intervalul
de temperaturd 20°- 60°C.

Erori st surse de evori. La determinarea cdldurii specifice dupid formula
(1}, cea mai mare eroare provine din maisurarea temperaturii 7, si T,.
Masurarea lui T,, se poate face cu o precizie pind la 0,59, iar determina-
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rea lui 7; cu o precizie pind la 19%. Astfel, dacd ludm in considerare ci
aceste erori pot exista si la ridicarea curbei de etalonare, eroarea comisi
la determinarea cédldurii specifice este maximum 39%.

O eroare sistematicd poate rezulta din oscilatia tensiunii aplicati la
becul electric I. De aceea este necesar s se controleze tensiunea aplicatd
in circuitul primar al transformatorului. In acest scop mai este necesar
sd se asigure o turatie comstantd pentru intrerupdtorul rotativ, pentru ca
durata impulsului de caldurd s& rdmind aceeasi. Eliminarea erorilor siste-
matice de altd naturd a fost mentionatd mai sus.
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METOJ TETIJIOBOIO HMITYJIbCA A4 OMPEAEJEHUS VYAEJbHOM TENJO-
EMKOCTHU TBEPIABIX TEJ

(Pesiwome)

B paGore omucan npocToif MeTod omnpejesenns yAeNbHOH Tem108MKOCTH HeGOJIbUINX
METALIHYeCKHX H IOJYNPOBOAHHKOBLIX 00pasloB, B TeMneparypHoM HurepBajte 20°—400°
C. Ipu mocrosiHHON TeMmepaType (PppoOHTaNbLHAs NMOBEPXHOCTH 06pasia, B BHAE TOHKOrO
IHCKa, MOJBEpraeTcs KPaTKOBPeMEHHOMY obiayvenHio MyukoM cseta. OnpefeisieTcs Hame-
HeHHe TeMrepaTypet ofpasla, a Tax:ke HU3MEHeHHe TeMIepaTyphl, IPOUCXOAsLIee U3 TEIIO-
ofmeHa MeK Y 006pasloM H OKpykaiouell cpesoii 8 Teuenne o6aydenvs. Koauuecrso Te nyorH,
nepejanHoe Teady TEIIOBBIM HMIYJIBCCH, ONpejessieTCs NPH NMOMOUM 3TajJoHHOro o6pasua
C M3BECTHOH TEMI0EMKOCTBHIO.

UNE METHODE D’IMPULSION DE CHALEUR POUR LA DETERMINATION
DE LA CHALFEUR SPECIFIQUE DIES CORPS SOLIDES

(R ¢sum é)

Les auteurs décrivent une méthode simple permettant de déterminer la chaleur spécifi-
que de petits essais de métal et de semiconducteur, dans I'intervalle de température 20°—400°C,
A température constante la surface frontale du corps d’essai, en forme de disque mince, est irra-
diée pour une bréve durée par un faisceau de lumiére. On détermine la variation de la tempéra-
ture du corps, ainsi que la variation de température provenant de 1’échange de chaleur entre le
corps d’essai et le milieu ambiant durant l'irradiation. La quantité de chaleur transmise au corps
par U'impulsion de chaleur est déterminée en employant un corps étalon dont la chaleur spé-
cifique est connue.






VARIATIA PERMITIVITATII DIELECTRICE IN CIMP UL/ TRASONIC
IN CAZUL UNOR ALCOOLI PRIMARI (II)

de
D. AUSLANDER, E. CONSTANTIN

Intr-o lucrare anterioari [1] s-a aritat ci literatura furnizeazi date
contradictorii in ceea ce priveste acfiunea ultrasunetelor asupra lichidelor
dielectrice. Rezultatele experimentale obtinute de noi [1] in cazul unui
cimp ultrasonic cu frecventa de 1 MHz si energii corespunzatoare la curenti
de placd avind valori intre 65 mA — 100 mA si tensiuni la placd variind
intre 1,15 Kv — 1,3 Kv, ne-au permis si stabilim urmitoarele :

1. Existd substante a céror permitivitate nu suferd variafii in nici
un sens; ea ramine riguros constantd atit la intensitdfi mari ale cimpului
cit si la valori apreciabile ale timpului de ultrasonare.

2. Determindrile ficute au ardtat cd apa si o serie de alcooli primari
manifesta o scddere a permitivitdtii. Notind Az variatia permitivitatii
s1 considerind cd ¢ =0, coincide cu momentul de aparifie a cimpului
ultrasonic s-a remarcat in alura curbei Ae = f(f} o crestere intiald brusca,
urmatd de o desfdsurare paraleli cu axa timpului.

Drept una din cauzele ce determind acest fenomen am presupus a
fi variatia gradului de asociere a moleculelor lichidului, atit apa cit si
alcoolii fiind caracterizafi de existenta legiturii de hidrogen si implicit
de o structurd cvasicristalind care poate fi perturbatd de prezenta cimpu-
Iui ultrasonic.

Cum gradul de asociere se poate modifica prin incidlzirea sau ricirea
lichidului, am considerat cid semnificative in verificarea ipotezei puse pot
fi variatiile lui Ae cu temperatura. Intr-adeviar, daci ultrasunetele aduc
schimbari in gradul de asociere a moleculelor, rezultatul global al acestor
schimbari trebuie si depindd de numdirul de molecule asociate existente
la momentul considerat. Astfel curba reprezentativd a lui Ae, in functie
de temperaturi, trebuie si reflecte, sub un anume aspect, modul de actio-
nare a ultrasunetelor asupra moleculelor de lichid.

Scopul lucririi de fatd il constituie urmdirirea modificirilor de permiti-
vitate in cimp ultrasonic in cazul alcoolilor metilic, etilic, n-propilic,
i-propilic, n-butilic, i-butilic, luind drept parametru temperatura.
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Modul de lucru. Pentru mdisurarea permitivititii s-a folosit un DK-
metru tip OEHME ce lucreazd pe o frecventd de 7 MHz. S-a utilizat un
condensator plan c¢u plici de plating.

Fasciculul ultrasonic a fost orientat paralel cu plicile condensatorului
si s-a obtinut de la un generator tip TESLA avind frecventa de 1 MHz.
In conditiile de lucru tensiunea la placd a avut valoarea 1,2 KV, iar curentul
de placd a fost 70 mA.

Lichidul studiat s-a introdus intr-un vas de sticlid, cu peretii dubli
pentru a se asigura o bund termostatare.

Intervalul de temperaturd explorat este cuprins intre 10°C-—-30°C.

S-a determinat permitivitatea In urmitoarele conditii: inainte de
ultrasonare, in timpul ultrasondrii si dupd ultrasonare,

Timpul de ultrasonare a fost de 10 minute.

Rezultate experimentale. Rezultatele determindrilor ficute figure-
azd in tabelul 1. Din tabel se vede cid, pe de o parte valoarea lui Ac,
pentru o temperaturd datd, depinde de alcool, iar pe de altd parte, in inter-
valul de temperaturd studiat alcoolii citati prezintd o variatie a lui Az
cu temperatura, cea mal mare valoarea a lui Ae revenind temperaturii
celei mai mici considerate. Astfel, in cazul alcoolilor metilic si etilic,
dacd la 15°C efectul este reflectat in valoarea unitdtilor, la 30°C el afec-
teazd numai valoarea cifrelor zecimale.

Tabel 1
! Ae -
Tipul alcoolului ; :
prEee T e ] e e Lot | s0ec
— | s e |
Metilic | 1,17 | 0,93 } 0,75 ;038
Ftilic ’ 1,12 3 0,66 : 0,40 L0204
I-propilic \ 0,37 ; 0,28 | 0,19 L0012
N-butilic i 0,33 ; 0,24 | 0,20 | 0,18
I-butilic | 0,13 ‘ 0,08 | 0,08 C 0,04
| Mai  reprezentative sint
A¢, 7 curbele de pe fig. 1, ce cores-

pund la alcoolii metilic, izopro-
pilic si izobutilic, curbe care
indicd o scadere neliniard a efec-
1,0 tulml cu temperatura.

Pare interesantd ordinea in
care se succed curbele in sen-
sul lui  Ac descrescitor (alcool

25 2
3 I'ig. 1. Variafia efectului ultrasunete-
< lor in functie de temperaturd :
TG, ’ e
“*om\m\;)_o\\ 1. alcoolul metilic,

. 2. alcool i-profilic,
o 45 20 28 30 3 t°C 3. alcool i-butilic.
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metilic, i—propilic, i—butilic) ca si convergenta lor lentd in domeniul
temperaturilor mai mari. Tabelul 2 consemneazi aceastd comportare prin
valorile pantelor calculate pentru curbe la 15°C si 30°C in cazul alcoolilor
metilic, i—propilic 1 i—butilic ca si prin valoarea variatiel lui tgz ce s-a
raportat la alcoolul metilic.

Tabel 2
: tg o 7, B kA tg « 9
Tipul alcoolnlui ;—*’ - s - g ‘
| 15° C ; 30° C 15° C 30° C
Metilic 5,0 2,8 0,0 0,0
I-propilic 3,0 1,0 2.0 1,8
I-butilic 1,3 0,3 3,7 2,0

De asemenea, se remarcd o deosebire in ceea ce priveste méarimea
efectului la compusii normali si izo : alcool n—butilic si i—butlic. Pe fig.

2 se poate urmari aceastd deosebire.

Intr-o lucrare anterioard [17 am semnalat existenta unor diferente
asemidnatoare la alcoolii amilic si izoamilic la 20°C.

Interpretarea vesultatelor experimentale. Rezultatele obfinute confirmi
ipoteza formulatd de noi dupa care una din cauzele ce modificd permitivi-
tatea lichidelor studiate rezidd iIn perturbarea legaturilor, preexistente
intre molecule in virtutea puntii de hidrogen.

In acest sens pledeazd nu numai variatia in sine a lui Ae ci si conver-
genta mentionatd a curbelor, convergentd similard celei ce se intlineste
in reprezentarea lui Ae in functie de temperaturd pentru diferiti alcooli.
Or, se stie cd in acest ultim caz, alura curbelor este determinatid de variatia
eradului de asociere.

Concluzii. 1. Ffectul cimpului ultrasonic asupra permitivitatii dielec-
trice a alcoolilor studiafi de-
pinde de temperaturd. XM

2. Efectul se manifesti di-

ferit la compusii normali i izo. 101
3. Fenomenul 1l atribuim
variatiel gradului de asociere a
moleculelor.
05 | 4

Fig. 2. Variatia lui A in functie de
temperaturd : . \O\o-
3. alcool 1 — butilic,

4. alcool n-hutilie. 10 15 20 2'5 3'0 .j.'5 lt_&
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USMEHEHUE JIMAJEKTP MUECKOW TTPOHHUAEMOCTH B VJ/IbTPA3BYKO-
BOM TIOJIE B CJIVUAE TIEPBHMUHbBIX CITMPTOB (I1)

(Peswwme)

YCTAaHOBIEHO 3KCTEPHMEHTANIBHO CHIJKEHHE JH3JEKTPHUeCKOH MPOHiIaeMOCTH psAla
NepBHYHLIX CIHPTOB B IPHCYTCTBHH YJBTPa3BYKOBOTO IoJst yacToroit 1 mrru.

IlpoBefeHHpe H3MepeHHs TMOKa3BBAIOT 3aBHCHMOCTh 3ddeKTa VIbTPa3BYKOBOIrO
T10JI51 OT TeMIeparypsl *KHIKOCTH.

VARIATION DE LA PERMITIVITE DIFLECTRIQUE DANS UN CHAMP
ULTRASONIQUE DANS LE CAS D'ALCOOLS PRIMAIRES (II)

(Résumé)

On a établi par voie expérimentale la diminution de la permitivité dic¢lectrique pour
une série d’alcools primaires en présence d'un champ ultra-sonique a fréquence de 1 MHz.

Les déterminations effectuées mettent en évidence la dépendance de I'effet du champ
altra-sonique a la température du liquide.



FENOMENE ELECTROMAGNETICE IN INTERIORUIL FRONTULUI
UNDEI DE $SOC SLABE MAGNETOHIDRODINAMICE

de
R. V. DEUTSCH, T.. BLINDU si M. CRISTEA

1. Undele de soc magnetohidrodinamice au o mare importantd in
problemele practice ale fizicii plasmei. Cu ocazia trecerii frontului undei
de soc prin plasmd, in interiorul frontului au loc o serie de fenomene cu
importantd practicd. Pe baza metodelor elaborate in lucrdrile [1—37 se
pot studia sistematic fenomenele electrice si termodinamice din interiorul
frontului. In lucrarea de fatd se pune chiar aceastd problema.

Vom serie ecuatiile care trebuie si fie satisfacute la suprafata de dis-
continuitate, si vom alege axa OX astfel ca ea i fie perpendiculard pe
aceastd suprafafa.

Ecuatia conserviarii materier va fi:

]‘ o '11 s j{) (1 * 1)

unde v, este componenta vitezei hidrodinamice iar V' volumul specific.
Indicele 0 il vom intrehuinta de obicei pentru a nota marimile din fata
frontului undei de soc.

Din ecuatia div H =0 obtinem
H,r - HAU e ]{n (1L>
iar din ccuatiile '
rot. E =0 (1.3)
rot. H — 47/ (1.4)
2
G (BRTI201) ] = — Tx 7 InT - 2] (1.5)
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vom avea pentru un mediu in miscare

dinT dH dH, 1 | _

E, = . + 4y e — Ay B (e, — wH,) =0 (17)

alnT dH aH, .

E, = o, + A, — 4, A= (v, H, —v,Hy) =0 (1.8)
dx dx ax ¢

In aceste ecuatii am folosit urmitoarele notatfii: & — constanta Iui

— -
Poltzmann, E — intensitatea cimpului electric, [ - inteunsitatea cimpu-

-
lui magnetic, J -— intensitatea densitd{ii curentului, £ — potentialul
chimic al mediului, % -- coeficient care caracterizeazd efectele difuziono-

electrice, x, a, 6~} — tensorii conductibilitdtii termice, tensorul caracteri-
stic efectelor termoclectrice si tensorul invers tensorului de conductibili-

tate electrica.

Dacd am alege sistemul de coordonate (%, &,, &) astfel ca axa Z
si fie orientatd in directia liniilor de fortd ale cimpului magnetic, tensorii

amintifi ar avea forma :

B, 0 0
B=10 Bl BH (1.9
\() — B, BJ_

. —1
iar tensorul 4 = co™ /1 4=

Din ecuatia Navier-Stookes pentru componentele curentului de impuls,
dacd axa y este aleasd astfel ca H,, = 0, avem:

} . dv dv, dv,
gty — —— HyHy + p107 —— -+ g - 7 4 gy —— = ju,0 — — H wHyo  (1.10)
4. dx dx
. av d”' (ZU‘
JU - HnH + ppaf — + -—;- g =0 (L.11}
X dx
I LT L LAV i dv,
IV + o (H, + H)) + P + onj ((1,{ - T **d’::* T =
2 . 1 a2 O
=7V, + ;H3’0+‘/}0 (1.12)

Componenta curentului de energie ¢, se compune din curentul care
este in legdturd cu transportul simplu de mas&, din curentul datorit efecte-
lor de frecare internd si din curentul de energie caloricé'

L 22 5 >
q, = —z—(sz + o+ vl + w] + o117 V +

. dV R dvy y (]L'Z A ) R dﬂy
T praty) dx = Aty - Hysty N + e130:7 D r13¥ e -+ (1.13)
dv dnT | ¢ aH AH\ 1 4ow 1
M Z T ) ¥ 3 - 13 F2 o ,
T s — Ful dx - P (Utl PP i ¥ J - ~2wJ ¥ R —+ Jw,
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Adci au fost introduse urmétoarele notatii:
w — entalpia unitdtii de masd a materiei, §i coeficientii i, 2, p, care
sint in legaturd cu componentele tensorului tensiunii viscoase :

dv dv dv

— * Yoy A
T T B N - )‘ik dv Fip

ax

Pornind din ecuatiile (1.1), (1.2). (1,7}, (1,8), (1,10), (1.11), (1.12)

(1 13) ne vom limita la studiul undelor de soc slabe, cind saltul de

presmne Ap este mult mai mic decit presiunea “mediului p. In acest caz
diferenta méarimilor fizice

Sp=p—po W =V—"V, 85T =1 — T, 3H, = H, — H,, SH,=H,

N
Oy == Uy — TUyg, dv, = v,

va i o mirime micd si poate fi dezvoltatd in serie in raport cu Ap/p.

In acest caz, aplicind metoda din lucrarea [3] vom obfine

IIL/ _A.p . )
H, = )(1 + th ) (sin 0 -cos® + ... (2.1)
Vo
.92 H N 6 U»_) H )
H: E vz S ~——i<£3¢ ).” _f,_ Y.)i ¢ 972 By‘ Sllle —
Uey— U, ™ L;-—Di
L(ap)* (2.2)
—— Vg C P Uyy Il

iar cimpul electric longitudinal

dg @, + ooy, g0 ~ 11y
E,=n—+ — . = T(";'"—"c") -
dx ] Tev, ” P

Ui, (ap) (2.3)
- -2 - 72 2 (- . By_ th) —
i (L - Ui) ‘ 2ok’ T
unde U, — viteza de propagare a undelor magnetohidrodinamice,

¢ — densitatea substantei,
v, — viteza sunetului,
6 — unghiul intre I—} si normala la discontinuitate,
¢, §i ¢, — céldurile specifice la volum, respectiv presiune constanta.

} H
U=t ) = cd4
Varp P
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Indicele (&) se referd la undele accelerate, iar (—) la undele lente.
Marimea 1,

= 0 (L) S
= ¢, p 4 c, Cp )

o p
2 : s : N 2
— [y -+ U (pee €020 - (hyy + pyy) sinh.cosO-4-2,, sin?0) — (h,, -+ ) U e

- N 2 2 U2 —~1
— 05— U | x [ [ 0 = o) (1) 3 07 g

ap? v,
iar

r=IAp
3. Conform relatiei (2.1) liniile de fortd magneticd vor fi deviate in

—->
planul definit de H si normala la suprafata de discontinuitate cu unghiul :

A0 -
30, = (1 L ﬂzf_J (3.1)

unde -
A6 Ug:, sinf cos6 A 39
e e (3:2)

In cazurile limita ;

s inf cosH tg 6 .
U% v A, =TT AL A =B Ap
€7y B oU”

U= A, =0 Ap Ap — - AB (3.9)
Yy '

. 2 tg .
U U, AD, = o ;6 Ap: A = — ?39,;3‘,9 Ap
£ U

4. Conform ecuafiei (2.2), in interiorul frontului H,z0. De aceea,
daca liniile de for{d magnetice inaintea frontului undei de soc sint paralele
cu planul %0y, dupd discontinuitate vor fi din nou paralele cu acest plan,
dar in interiorul discontinuitdtii pentru H, »£ 0 liniile de fortd vor fi devi-
ate. Proiectind liniile de fortd pe planul xy primim din ecuatia (2.2) urma-
toarea ecuatie pentru liniile de forta

Az k
PR w(1 A th ) (4.1)
2 7]
unde saltul liniilor de fortd :
UL Ap Ultgh el
Az = — ”—'Tf"jlﬁ—‘“s’_ e A 8 o o Batgl -
202Vy(U; - UL) | U - UL A
4 T1 1y
_ ey Sy (4.2)
H cost T \e, [ - ;
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- -

Trebuie s mentiondm cd, in sistemul de coordonate unde v ¢i H sint
paralele inaintea discontinuitdtii, vor fi paralele si in interiorul frontului
undei de soc si dupd discontinuitate. Deci in acest sistem de coordonate
liniile de fortd pot fi considerate drept linii de curent.

h\Z

.,

7
[

L /h
[

(

3
L

H/

-

.
[/

Iy,
L[]

i

Conform ccuatiel (4.2) mérimea Az este legatd de componentele ten-
sorului de disipatie, care in mediu izotrop se anuleazi. De aceea, acest
¢fect de deformatie a liniilor de fortd magnetice si liniilor de curent apare
ca un efect legat de anizotropia medmlul provocatd de cimpul magnetic
exterior intens. In urma acestui efect Clmpul magnetic din interiorul fron-
tului undei de soc se intensificd. Aceasti 1nten<1f1care ar fi de asteptat s3
se accentueze mai ales in cazul undelor de soc mai intense.

5. Dacd mediul se presupune neutru din punct de vedere electric, se
poate ardta cd:
az (9 ap

(0]7 s dx

S

dx

unde n, este raportul concentratiilor electronilor si ionilor, si E, <0 in
interiorul discontinuititii. De aceea, in interiorul dlscontmmtatu apare un
strat dublu electric cu densitatea de sarcini (fig. 1) :

E,, si prin urmare g, in interiorul frontului, este diferit de zero conform
expresiei (2.3) si in medii izotrope in urma proceselor de difuzie si termo-

7 — Babes—Bolvai: Mathematica-Physica 11/1965.
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difuzie. Aparifia acestui efect in cazul plasmei partial ionizate duce la
o crestere a gradului de ionizare in interiorul frontului undei de soc nu numai
din cauza cresterii temperaturii, dar $i din cauza prezentei cimpului
electric longitudinal.

6. Efectele insirate sub punctul 4 si 5 sint legate de fenomenele disi-
pative. Tensorii disipativi pentru plasma complet ionizatd sint cunoscuti
in literaturd. Ca si in lucrarea [3], si aici vom caracteriza plasma cu un
singur parametru P == n~'T°L™” unde » — numirul particulelor in 1 cm3
al plasmei, T — temperatura, L — logaritmul culombian.

De aceea se pot analiza efectele de mai sus in functie de parametrii
P si H.

a) Vom considera cazul V2> v2 cind ecuatia (4.2) se simplificd si

avem
2 -1
oy Ap
Az, = dmo Uol sindg (6.1)
mp Uy sin 0
iar
_— Hesp' (ap)*
e T T o
anvé)\j,_ o
L

care pentru cimpuri atit de intense, ca w > v (unde w este frecventa
Larmor, iar v frecventa medie de ciocnire dintre ioni si electroni) avem :

_ L AUap)
w+ % (6.2)

: 2
newg hy ch” T
+

Tn cazul undelor lente:

E ==

= nex

3,7 sin?0 — 0,8 (Ap)?
-1 ch® ¥ (6.3)

I

Din expresiile (6.2) si (6.3) se vede ci in medii anizotrope, cu inten-
sificarea cimpului electric E,, creste ca H?, iar E, tinde cédtre o valoare
constanti. De asemenea g, creste ca H* iar p,_ tinde cdtre o mdrime con-
stantd. De aceea, cresterea ionizatiel unui mediu partial ionizat este de
asteptat mai ales in cazul undelor de soc rapide.

Aici dorim sd mulfumim tov. prof. K. P. Staniucovici, V. P, Silin
si S. I. Sirovaskii pentru indrumdrile pretioase.
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JIERKTPOMATHUTHBIE UBJEHHUY BHYTPU ®POHTA CJIABOWM MATHUTO-
FHAPOTHHAMHIUECKON YJIAPHOW BOJIHDbI

(Pesiwe)

B sxcnepusentaibHoOl Gu3WKe nasmpl ocofoe 3HaueHHE TPEJCTABJSIOT YAap Hble
soaum. IlosToyy, B Hacrosumell pafore 110CTaBJeH BOMPOC O TEOPETHUECKOM H3yUEHUH
AB1eHIll, NPOHCXOAAWMX BHVTPH ($poHTa viapHoli BoauL. /loKkassiBaeTCs CyniecTBORaHHE
JBOIIHOTO 3JEKTPHYECKOTo €105, a TaKKe TIPOAOJBHOIO 3JIEKTPHUECKOTO NOJAS BHYTPH
dpoHTa yAapHOl BOIHBLI H B TOM Clyuyae, KOTjJa BOJAHA DacnpOCTPAHAETCH B 3JIEKTPOHEH-
Tpanabuol cpeje. Mayuaercst TakiKe aedopmallis MarHNTHOIO Q04 BHVTPH GpPOHTA YAapHOM
BOJIHBI.

PHENOMENES BLECTROMAGNETIQUES A I/INTERIEUR DU FRONT DE
I/ONDE DE CHOC MAGNETO-HYDRODYNAMIOUE FAIBLE

(Résum ¢

Les ondes de choc présentent une importance particuliére dans la physique expérimentale
liée a 1’étude des propriétés du plasma. C’est pourquoi les auteurs du présent article ont posé
le probleme de 'étude théorique des phénoménes qui se passent a 'intérieur du front de I'onde
de choc. On démontre l'existence d’'une double couche électrique et d’un champ électrique
longitudinal & V'intérieur du front de I’onde de choc et dans le cas ot I'onde se propage en milien
électro-neutre. On étudie également la déformation du champ magnétique & I'intérieur du front
de l'onde de choc.






UNELY, PROPRIETATI MAGNETICE SI S'l‘Rl,TC'l‘I,'RALI‘? ALE
ALIAJELOR DE GADOLINIU - CERIU

de
IULIU POP

In ultimii ani, studiului proprietatilor fizice si mai cu seama al celor
maguetice a metalelor din seria paminturilor rare, i-au fost consacrate
un mare numndr de lucrdri. Acest fapt se explicd prin proprietidfile magne-
tice si structurale interesante pe care le prezintda lantanidele, precum si
prin latura lor aplicativd in tehnica modernd. Cu toate acestea, "di’l]'(‘l(‘
si compusii intermetalici ai lantanidelor au fost relativ putm studiati pina
in prezent, desi proprietdtile lor magnetice nu suscitd mai putin interes.

Lucrarea de fatd este o continuare a studiului proprietitilor magnetice
inceput la sistemul de aliaje de gadoliniu-ceriu [1, 2]. In lucrdrile '3,4]
a fost elaboratd diagrama de echilibru pentru acest sistem de aliaje, utili-
zind un complex de metode structurale si de analizd termomagnetica,
Conform diagramei stabilite, sistemul prezintd patgu domenii de solubili-
tate solidad, a caror structurd cristalind diferd de la domeniu la domeniu.
Aceastd diversitate a structurii cristaline se manifestd foarte pronuntat
in comportarea magnetici a aliajelor. S-a stabilit ca, susceptibilitatea
magneticd [1, 21 prezintd o comportare anomald in intervalul de tempera-
tura 100°—300°K, unde are loc procesul :
de ordonare magnetica de tipul para-
magnetism-antiferomagnetism-feromag-
netism pentru aliajele cuprinse in dome-
niul de concentratic de la gadoliniu ¢i pind
la 339, Gd, si ordonarea de tipul para-
magnetism-antiferomagnetism  pentru
restul concentrafiilor pina la ceriul pur.

In acest interval de temperaturi
am studiat izotermele intensitatii de
maguetizare in functie de umpul mag-
netizant. In fig. 1 este reprezentatd
dependenta o(H) la temperaturd cons-
tanta pentru aliajul cu 93% Gd. Se vede Fig. I
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cd o, in functie de cimpul magnetic, la Inceput creste liniar, sila un cimp
magnetic denumit critic H.=~ 3000 Oe sufera un salt, dupd care creste
in continuare liniar cu intensitatea cimpului magnetic. Aceasti de-
pendentd este specificd intregului domenin de solubilitate solidd o« cu
refea hexagonald compactd de la gadoliniu $i pind la 959, Gd, precum si
amestecului mecanic de doud faze » + « de la 959, Gd si pind la 909, Gd.

Pentru domeniul de solubilitate solidd » cu refea hexagonald de tipul
samariului, a cirui ax ¢ este de 4,5 ori mai mare decit intr-o refea obisnuita,
cuprins intre 65—-90%, Gd, izotermele de magnetizare au o formi cu totul
deosebitd. In fig. 2 a si 2 b sint reprezentate aceste curbe pentru aliajele
cu concentratia de 73,87, Gd si 65°, Gd.

Cd-Ce i3gwGd

Gd-Ce. 65 Gd

S BT A e

Tig., 2a. Fig, 2h,

In acest domenia dependenta 6(H)7...mue.es5te neliniard pind la valoarea
criticd a cimpului magnetic Hea 11 000 Oe, pentru temperatura de 93°K,
dupd care se continud printr-o variatie liniard cu clmpul magnetic. Se
vede ¢d valoarea crititd a clmpului magnetic, cu cresterea temperaturii
se deplaseazd Inspre valori mai mici. Dependenta neliniard a intensitatii
de magnetizare in functie de clmpul magnetic este caracteristicd pentru
substantele feromagnetice, iar saltul care apare la valoarea criticd a cimpu-
lui magnetic H,, indicd o transformare de fazd magneticd.

In intervalul de concentratie 499, —659%, (Gd este un amestec mecanic
de doud faze 8 % si comportarea magneticd a aliajelor este analoga struc-
turii % + «. Sub concentratia de 49°, Gd
si pind la ceriul pur, se intinde faza de so-
lutie solida § cu structura hexagonald, avind
axul ¢ dublu. In acest domeniu de solu-
bilitate solidd se disting doud categorii de
aliaje ; unele mai bogate in gadoliniu, ca
aliajele 309, si 409, Gd pentru care izo-
termele intensitdtii de magnetizare cresc
liniar cu clmpul magnetic pind la aproxi-
mativ 13 000 Oe, dupi care urmeaza o cres-
tere neliniard mai pronuntatd asa cum se
Tig 8. vede in fig. 3, si altele cu continut de ga-

R R R RN
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doliniu mai scizut pind la ceriul pur, care prezintd dependenta o(H) la fel
ca si aliajele cu structurd «, asa cum se vede din fig. 4 a, b i ¢ pentru
aliajele cu concentratia de 209, 159; si 5% Gd.

Tig. 4a. Fig. 4b.

Din datele prezentate mai
sus rezultd ci intregul sistem de
aliaje gadoliniu-ceriu are o com-
portare magneticd interesanti,
determinata de structura crista-
lind destul de complicatd, unde
prin madrirea axului ¢ al celulei
elementare, creste distanta din-
tre planele atomice, care sint
orientate umnele fatd de altele
cu spinii sub un unghi oarecare,
Aceastd dispozitie a spinilor duce
la o interactiune de schimb pozitivd in cadrul planelor si la o inter-
actiune de schimb negativd intre diferitele plane, dispuse succesiv in lungul
axului ¢ in formd de spirald.

Sub influenta temperaturii si a cimpului magnetic la valori H > H,
se distruge aranjamentul spiral al spinilor, si drept consecintd, intensi-
tatea de magnetizare suferi un salt care di nastere anomaliilor observate
in datele de mai sus.

POLRE 30 P
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HEKOTOPBIE MAMHUTHBIE M CTPYKTYPHBIE CBOMCTBA CIIJIABOB TAJO-
JHHHUSA-IIEPHA

Peswwme)

Padora npeacrasasier co60l 1IpOLOIKE HHE HCCIR10BAHUS MATHUTHBIX CBOHCTB CIIaBOB
rafoAHHUA-1EPNs B 3aBUCHMOCTH OT TeMNePaTyphl W MarHMTHOTO MoJa. MeXJY MarHHTHBIMH
CBOHCTBaMM H JAHHBIMH KPHCTAJJIHUECKOH CTPYKTYPHI CHCTeMbl CIVIABOB YCTaHABJHBaeTcs
TeCHAasA CBA3b, B TOM CMBICJIE, 4TO pa3sHooOpasHe THIOB KPHCTANIHUECKOH pemérku,
CBOMCTBEHHOE CHCTEME CIJIaBOB TAAOJMHHA-LEDHS, ONPeaesseT AaHOMAJIBHYI0O H BeChbMa
pPasJIMUHYO 3aBHCHMOCTb H30TEPM HaMATHHMUHBAHHA OT Mar"HiTHOTO TMOJS. YCTAHOBJIEHO
CYMIECTBOBAHMWE KpHTHYECKHX monefl I, y XOTopwX HaMaruHuMBaHue IIpeTepreBaeT
CXauKkH, OGYCI0BJACHHBE MeJHKOHJAIbHON HIH Aake Gosee CNOKHOIl CNITHOBOI CTPYKTYpOl
H3yuaeMbIX CINIAaBOB.

DI CERTAINES PROPRIETES MAGNETIQUES ET STRUCTURALES
DES ALLIAGES DE GADOLINIUM-CERIUM

(Résumé)

L’auteur présente la suite de son étude des propriétés magnétiques des alliages de gado-
linium-cérium en fonction de la température et du champ magnétique. Entre les propriétés
magnétiques et les données de structure cristalline du systéme d’alliages on établit un étroit
rapport, en ce sens que la diversité des types de réseau cristallin, propre au systeme d’alliages
gadolinium-cérium, détermine une dépendence anomale et trés différente des isothermies de
V'intensité de magnétisation en fonction du champ magnétique. On a établi en outre !'exis-
tence de valeurs critiques A, du champ magnétique, par lesquelles U'intensité de magnétisa-

tion subit des sautes qui sont attribudes & une structure de spin, hélicoidale ou méme plus com-
pliquée dans les alliages étudiés.



MASURAREA PE CALE ABSOLUTA A CONCENTRATIEI DE
ELECTRONI NEIMPERECHEATI CU METODA REZO’\ANTEI
ELECTRONICE DE SPIN

de

AL, BODI i P. CIOARA

Determinarea concentratiei electronilor neimperecheati prin metoda
R.E.S. se face comparativ, folosind substante etalon, de obicei D.P.P.H.,
pentru care se admite o concentratie de 1,53 .10% spin/gram. La masu-
ratorile efectuate cu ajutorul spectrometrului de rezonantd electronici
de spin JES—3B, am constatat, in acord cu al{i autori [1], cd in unele
cazuri etaloanele D.P.P.H. avind proveniente, moduri de preparare si
vechimi diferite, dau semmnale ce corespund unor concentratii deosebite
de electroni nelmperecheati pe gram. Pentru a putea controla etaloanele
folosite in metoda comparativd, ne-am propus si studiem posibilitatea
de mdsurare pe cale absolutd a concentratiel de electroni neimperecheati
a unei probe cu instalaiia noastrd, wunde in puntea de microunde se folo-
seste un ‘T magic (3.

Pornind pe calea urmatd de J. Smidt 2] si altii [3], am obtinut
pentru cazul nostru special formulele

v BT B =Ty A
7‘"’05’2”7;3 s(s -+ 1)(]“3 r.z U

(1)

respectiv

;3 k'[refo (0 =Ty Ary

N (1)

mo, INB sis - 1)()' P
care leagh numadrul electronilor neimperecheati din proba respectiv de marimi
masurabile la instalatie si constante cunoscute. Anume: N este numarul
particulelor cu electroni nelmperecheati, s numarul lor cuantic de spiu, g
factorul de despicare spectroscopica, #, magnetonul lui Bohr, o, pulsatia
la rezonanti a clmpului magnetic de inaltd frecventd in cavitate, T, timpul
de relaxare spin-spin, Z f’xctorul de saturatie, £ constanta lui Boltzmann,

T temperatura absoluti a probei, v, este volumul efectiv al cavitatil
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— notiune introdusd de Bleaney si Stevens [4] —, I, si I, sint
valorile absolute ale coeficientilor de reflexie in bratele 1 respectiv 2, iar
Q, si Q. factorul de calitate extern, respectiv in sarcind al cavitdii.

In formula (1) dU/U reprezintd variatia relativd a tensiunii pe detec-
tor la rezonantd care se determind ridicind curba de absorbjie a probei
[5]. Constanta » apare in relatia U = const. P* care caracterizeazd
dioda detectoare si valoreazd in cazul nostru aproximativ 2,

In formula (1') d P,/ P, reprezinti

variatia relativi de putere absorbitd

- $uruburi pentry acordore la rezonantd care s-a determinat fo-
losind un montaj cu termistor perld
(TP) pentru misurarea puterii in mi-
crounde — putere de ordinul micro-
watilor — construit de noi (fig. 1).

/ suport termistar

Rezultatele masuritorilor, conclu-
zil. Am determinat concentratia de
spin/gram la o probd de D.P.P.H. in-
grijit preparata, folosind relatiile ( )
si {1"). Detalii asupra misurdrii mé-
rimilor care intrd in relatia (1) sint
date in lucrarea noastrd anterioard

[(51.
A | /_L{ Folosind relatia (1) si mdisurind
/ﬂ‘jﬂ {* \wadU|U am obtinut pentru o probi de
~ I‘ X/ 0,79 mg D.P.P.H, N =129.10"
ll (2 | spin, adici
N
Fig 1. N, = (1,63 -+ 0,54)10* spin/gram.

Tolosind relatia (1') si misurind dP,/P,, extrapolat pentru modulatia
zero (fig. 2), am obtinut pentru aceeasi probd

N = (1,42 + 0,40)10*' spin/gram.

Froarea relativi maximi cu care este afectat rezultatul in maésurdtorile
noastre, fird a {ine seama de abaterea curbei de la cea lorentziani este de
aproximativ 18--209). Eroare mare poate introduce valoarea atribuita
timpului de relaxare 7, datoritd faptului cd curbele de absorbtie reale
nu sint nici pur lorentziene, nici gaussiene. Dupd cum rezultd din litera-
turd, se poate gresi cu aproximativ 309 la determinarea Iui 7T, daci
se confundd cele doud tipuri de curbe de absorbtie, respectiv 1309, in
cazul derivatei curbelor de absorbtie (aceste curbe sint inscrise de inregis-
tratorul automat).

Deoarece noi am determinat pe T, din curba de absorbtie foarte apro-
piatd de una lorentziand [5], considerim ci eroarea maxima introdusa
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de valoarea atribuitd timpului de relaxare spin-spin nu intrece 159%,. Deci
eroarea relativd totalda este de ordinul lui 309, consideratd acceptq)lla

in astfel de mAisurdtori. o

—
P
[

Valorile obtinute pentru IV, si N'| incadreaza cifra 1,53 - 10*! spin/gram
admisd pentru D.P.P.H., ¢ considerim c¢d relatiile (1) si (1') respectiv
Intreaga metodd de misurare sint corecte.

Misurdtorile pe cale absolutd sint utile la instalatiile de R.E.S.; ele
permit pe de o parte controlul periodic al probelor etalon folosite, iar pe
de altd permit, de exemplu, realizarea unor etaloane pentru misuratori unde
D.P.P.I.-ul nu corespunde,.
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O A 0310 =
-

H3MEPEHHE ABCOJIOTHBIM METOIOM KOHUE HTPAIIMM HECIAPEHHBIX
SJALEKTPOHOB ITPH IMMOMOULIH 3/IEKTPOHHO-CITH HOBOI'Q PE3OHAHCA

(Pesione)

B nepsoii vacti paGoThl BIBE 1 1L A€ POPMY.IH, TTO3BOIAIOMHE H3MePEHHE a6COTIOT HbIM
METO/(0M, COOTBETCTBEHHO HCUICICHHE KOHUEHTPAUHMH HEeCIapeHHbIX 3JIEKTPOHOB IpH
MOMOIL CNEKTPOMETPA 3JICKTPONHO-CIIHHOBOIO Pe30HAHCA, HCNOAB3VIOUETO B UYACTH Mi-
KpoBoad martueckuir T.
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Bo Bropoit wactd paGorsl NOKAa3aHo, UTO IKCHEPHMEHTAIbHbLIE Pe3y.1LTATH HAXOAATCH
B COTJiacHH ¢ Teopuelt, npiuuyéM ONHCAHHBE H3MEPHTEeIbHbIE MeTOAb! 110J€3HEl 10 epHOAHUe~
CKOFO KOHTPOJISI HCITOMb30BAHHBIX STAJOHOB MWIH AJA CO3jaHusl TAKHX STAJ0HOB, KOTOpLIE
MOJKHO HCIONBb30OBATH NPH CpaBHuTeqabHbIX l3Mepeunsx, rge DI we npumenn.

MESURE ABSOLUE DE LA CONCENTRATION EN FLECTRONS
NON-COUPLES PAR LA METHODE DE RESONANCE LLECTRONIQUE DE SPIN

(R ésum é)

Dans la premiére partie du travail on a établi deux formules permettant de mesurer d'une
maniére absolue et de calculer ensuite la concentration des électrons non-couplés a I'aide d'un
spectrométre de résonance électronique de spin, lequel utilise dans la partie des micro-ondes un
T-magique.

Dans la seconde pattie on montre que les résultats expérimentaux sont en concordance
avec la théorie, les méthodes de mesure décrites étant utiles pour le contrdle périodique des
étalons employés ou pour la réalisation d’étalons pouvant étre employés 4 des mesures com-
paratives 1a ot le D.P.P.H. ne correspond pas.



SPECIRELE DE ABSORBTIE IN INFRAROSU SI CONDUCTIBI-
IITATFA ELECTRICA ALE SISTEMULUI: V,0;—B,0;—PhO

de
$. GOCAN, L. STANESCU si ST. MAX

Intr-o lucrare anterioard [1] s-a studiat sistemul V,05—B,0; si s-a
constatat cd B,0; functioneazid In special ca diluant. In studiul de fatad
am inclus oxidul de plumb (PhO), care intrd in compozitia multor faze
sticloase cdrora le conferd anumite proprietiti mecanice, optice si
clectrice,

Partea cxperimentald. Prepararea probelor s-a fiacut plecindu-se de
la substante p. a.

In tabelul 1 sint redate compozitiile probelor studiate.

Tabel 1
Compozitia prrhelor
- s ' T I P |
N 2 3 4 5 6 70 08 9 | 10 [ 11 | 12
probei: : | : ; E
I P | ! -
V,0;% | 300 50 | 50 50 60 60 | 60 70 70 80 | 80 90
B,0, % | 40 30 , 20 10 30 20 ! 10 20 0 10 15 | 10 5
| i ! | i |
PLO o, 10 20 ! 30 10 10 21) 30 . 10 20 5 10 5
i i i i i |

Probele s-an studiat sub formid de perle obtinute din topituri avind
ca electrozi sirma subtire de argint.

Aparaturit. Spectrele de absorbfie In infrarosu au fost obtinute cu
ajutorul unui spectrogral de infrarosu UR 10, folosindu-se metoda cu
nuvol.

Masuratorile variatiei rezistenfel electrice cu temperatura au fost
efectuate cu ajutorul instalatiei descrisd in lucrarea [1].

Rezultatele mésuritorilor. Spectrele de absorbtie in infrarosu ale
probelor studiate sint redate in figurile 1—5.
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In fig. 6 sint redate graficele, ce reprezinti variafia lui log R in

functie de inversul temperaturii absolute pentru probele studiate.

logR

Fig. 6. Variatia rezistentei electrice
in functie de temperaturd, pentru pro-
bele :

1. 509, V.05 — 409, B,0, — 10% PbO
2. 509 V,05 — 309 B,0; — 209, PO
3. 509% V,05 — 20% B,0; — 309, PbO
4. 509, V,05 — 109 B,0, — 409, PbO
5. 609, V,0; — 309, B,0; — 10%, PbO
6. 609 V,05 — 209% B,04 — 209 PDHO
7. 60% V,0; — 10% B,0; — 309 PbO
8. 709, V,05 — 209, B,0; — 10% PbO
9. 70% V,0, — 10% B,0; — 209% PbO
10. 809, V,05 — 15% B,0; — 5% PbO
11. 809, V,05 — 109 B,0; — 109 PDO
12. 90%, V0, — 5% B0, — 5% PbO
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Energiile de activare corespunzitoare curbelor din fig. 6 sint redate
in tabelul 2 si ele au fost calculate cu ajutorul relatiei [2]:

— \ log It
AE == 1,98 . 1074 B8 1
Y
7
Tabel 2
Lnergia de activare a probelor
Nr. i | | i ; i ‘ l !
pro- . 1 | 2 3| 410 51| 6 7 0 8 9 10 | 11 | 12
belor | | | ] | ‘ | | |
r 106 | 042 [ | | |
(e\i) | ——— 0,14 | 0,09t 0,50 0,22 | 0,17 021 021 0,21 0,21 | 0,20
) 048] 034 :’ | ; l \ |

In fig. 7 este ardtatd reproductibilitatea valorilor rezistentei electrice,
dupi un tratament termic de 35 h la cca 220°C, pentru proba nr. 11.

feg#

s
&
ol
5 »“"F‘
L
|
; © ~ incdlrire
» — rdcire
0 Y NV \; ~
! 7 4 10°
%)

Fig. 7. Variatia rezistentei electrice cu temperatura,
pentru proba: 809% V 0, — 10% B,0; — 109, PbO,
tratatd termic.

Discutarca rezultatelor si concluzii, Spre deosebire de sistemul V,0,—
—Bo0sa cdrui comportare a fost dictatd de diluarea cu B,O,, dupd cum
rezultd din spectrele de absorbtie in infrarosu $i mésuritorile electrice
[1] in sistemul de fatd PbO a schimbat sensibil atit spectrele de absorb-
tie in infrarosu cit si comportarea electricd. Astfel, spectrele de absorbtie
in infrarosu au fost puternic influentate de prezenta oxidului de plumb
(PbO), care la concentratii mai mari, a ficut si dispard maximele de absorb-
tie ale celorlalti componenti. Exemplul cel mai concludent in acest sens
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este redat in fig. 2, care corespunde compozitiei nr. 4, ce are un spectru
de absorbtie in infrarosu cu un aspect diferit de al componentilor, ceea
ce denotd o interactiune relativ puternica intre componenti.

Din punctul de vedere al comportirii electrice, situatia este identica.
Oxidul PbO, dupa cum se constatd din tabelul 2, are o influentd puternica
in probele unde V,0; este in concentratie mica. Cu cresterea continutului
de oxid de plumb, energia de activare scade, iar sciderea este cu atit mai
accentuatd cu cit pentoxidul de vanadiu este In concentratie mai mica.
La concentratii mai mari de V,0; spectrele de absorbtie in infrarosu
pastreazd caracteristicile componentilor V,0; si B,0,, dupd cum se vede
din fig. 4—5. In acelasi timp, energiile de activare sint practic indepen-
dente de cantitdtile de PbO. Tonul in acest domeniu de concentratii il
da V,0;.

Reintorcindu-ne la proba nr. 4 al cdrei spectru de absorbtie in infra-
rosu l-am mai discutat, constatam din tabelul 2 ¢d 1i corespunde $i o ener-
gie de activare foarte mici.

In general, probele din sistemul studiat prezinti o reproductibilitate
bund a valorilor rezistentei cu temperatura, ceea ce se constatd din fig. 7.

Un aspect interesant il prezintd curbele 1 si 2 din fig. 6, unde se
constatd doud domenii cu energie de activare diferitd. Cauzele acestor
schimbdri de pantd sint in curs de studiu.

Topiturile obtinute din sistemul studiat au, toate, aspect sticlos si
proprietdatile mecanice mai bune decit ale sistemului binar V,0,—D,0,.
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CHEKTPDBI ITOI'VIOIIEH USl B MK OBJACTH U 3JIEKTPOTIPOBOTHOCTD CHCTE-
MBIl Vy0;-—B,0, —PhO

(Pesziwowvvu)

Ilpoussegenn H n3yueusl cnekTpel noraowmenns B MK oGaactii, a Taxkke n3veHenue
CONPOTHBICHHA B 3aBUCHMOCTH OT TCMIEPATYPHL CHCTEMbl Vo0, —B,0;—1bO.

AnaiH3 noJyueHHBIX Pe3YJLTATOB MOKASKIBACT, UTO B MadblX KOHLUEHTPaUWsX
B V,05 PbO cuapHo BaHsieT Ha cnektpsl norinowmenuss 8 MK o6iacty 1 oxuoBpemenuo
3HePTHsl AKTHBAIHH CHHIKAETCS ¢ NOBLILIE HHEM KOHUEHTP auui okueu cpuuna. [Ipn 6oasumx
rouuenrpaumuax B V,0;, cnexrpnl noraowenus B MK oGaactn coxpausiior cBolictBa KoM~

ITOHEHTOB H 3HEPrHH axKTHBAUHMH NOPAKTHUYECKH HE 3dBHCAT OT KOJIHYECTB OKHCH CBHplla.

8 — Bubeg—Bolyai: Mathematica-Phisica 11/1965,
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LES SPECTRES D’ABSORPTION DANS L'INFRA-ROUGE ET LA
CONDUCTIBILITE ELECTRIQUE DU SYSTEME V,0;~B,0,—PhO

(Résumé)

On a réalisé et étudié les spectres d’absorption dans linfra-rouge, ainsi que la variation
de la résistance en fonction de la température, du systéme V,0,—B,0,—PbO.

De I'analyse des résultats obtenus, il ressort que PbO influence puissamment les spectres
d’absorption dams linfra-rouge pour de faibles concentrations en V,0; et que, d’autre part,
Iénergie d’activation diminue avec I'augmentation de la concentration en oxyde de plomb.
Pour de fortes concentrations en V,0; les spectres d’absorption en IR gardent les caractéristiques
des composants et les énergies d’activation sont pratiquement indépendantes des quantités
d’oxyde de plomb.
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1. Introdueere. %‘copul lucrdrii este de a studia proprietatile optice
ale Cu,S, Ag,S g1 “nS, In domeniul vizibil ¢ infrarosu apropiat. Sulfurile
amintite sint semiconductoare fotoconductive. Primele dona apartin gru-
pet A B, iar sulfura de staniu grupei A B, .

La inceputul secolului, Coblentz [1, 2 a studiat spectrul de reflc-
xie al sulfurilor in infrarosu si a sintetizat rezultatele obtmu‘re in felul
urmitor : ,, In general, studiul sulfurllor aratd ¢a atomul de sulf diminueaza
proprietatea de reflexie a metalului, fard sZ formeze insa in domeniul stu-
diat benzi selective de reflexie’*. Coblentz s-a ocupat cu sulfura de cupru
in formd de chalcotita.

Cu clasificarea semiconductorilor s-a ocupat Konigsberger [12].
Cunostintele moderne despre optica semiconductorilor smt smtematuatc
de Moss [5]. Cu proprietatile fotoclectrice s-a ocupat mult Institutul de
cercetdri din Kiev, iar Congre%ul dinn anul 1959 tinut la Kiev (3 8, 9, 10,
11} cu proprleta;ﬂe optice Spitzer s1 Fan 7.

Tehnica cercetirilor in infrarosu a fost prelucratd de I,ecomte 37,
iar problema straturilor subtiri de Wolter 4

Proprietatile optice ale semiconductorilor sint mai generale, mult
mai pufin influentate de temperaturd si de impuritdti decit cele electrice.

2. Bazele teoretice ale wmasuriterilor. Amplitudinea unei unde ce
intrd intr-un mediu absorbant este :

U = U, exp [im(! -y ﬁir—” (1)

o 8
TLegea ce descerie fenomenul refractiei :
sing == (# -— 1 k) sing' (2)

unde 1udicii de refractie, sine i sinz’ sint valori complexe.
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Ta semiconductori de obicei 2? < 7%, sl ecuatia reald aproximativd
este

sine = [ U+ sing s (219 (3)

Partea reald a indicelui de refractie este legati de curentul de depla-
sare
02— k? = ye (4)

iar partea imaginari depinde de curentul de conductie.
Fluxul de radiatie ce traverseazd mediul absorbant de grosime x este
determinat de coeficientul de absorbtie %

X

2wk > -
O =0, exp (— S x) =0, exp (— ax) = O (5)
2 4= . %7 . )
unde : T = - == a9l = exp| — el poartd numele de constanta
c I3 2
de extinctie. Afard de extinctie, o altd sursd de pierderi este reflexia pe
suprafad, caracterizati prin coeficientul de reflexie K.

Printr-un strat subtire transmisia este

Tt e (6)

Dacd #* » R?*si k* < #?, In prima aproximatie ( = 109,)
2
T2 (1 — RPE siomai exact T (I — RPE[1 45 ) (- 1°)) (6a)

n

Coeficientul de reflexie la straturi masive depinde de indicele de re-
fractie si de coeficientul de absorbtie. I.a limita de separare a mediilor
15si2

L2 2

(0, = n}" Al — 37 -

Ry = e 7
(i < 0™ -k, - BT

Ja straturi subtiri coeficientul de reflexie depinde si de grosimea plicii :
1
‘[ — — - 4 sin*gx
¢

R = R() Y I (8>
(t B ,ti) 4 AR sin2(a 4 )

nx . 2/
unde o = 27070 s tgd = 1

i w24 k2 — 1

In prima aproximatie R 2= R, (1 — 3 ; (
Formula mai exactd a fost dati de Drude i Kellner [13.

i

- 5%) (Sa)
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. Tehniea masuratorilor. La metoda intensitiitii, folositd de noi,
ectc nevoie s masuram coeficientul de reflexie si de tlan\nnslo in vizibil ¢i
in infrarosu.

a) Mdisurarea veflexiei. Pe o placd de sticld am depus un strat mai gros
de metal prin evaporare in vid. Am determinat coeficientul de reflexie
pe metal masiv R cu dispozitival dupd Thig. 1. Lumina se reflectd de doui
ori ; dacd fluxul incident este P, atunci dupa reflexic dubld este @, == ([)lei

In zona vizibili am lucrat cu Universal

Spectrofotometru VS 1 Zeiss, iar in infrarosu IR
cu spectralfotometru UR 10 Zciss, LL T
by Mdsuravea transmisiei. Pe un suport de - i

micd am depux‘ un strat subtire de metal prin
evaporare in vid. Mica drcpt suport nu  este Fi Lo .
ST ig. 1. Dispozitiv pentru ma-
amintitd pind acum in literaturd, dar experien- (1 5Ven reflesici la spectral-
tele noastre au ardtat ca pind la lungimea de  fotometru in infrarogu UR.10.
undi 8 microni ea este transparentd. In curba
de absorbtie a micel au apérut franjuri de interferentd. Transmisia totald
a plicii de mica utilizatd a fost in jurul a 829%, in domeniul respectiv, fiind
in mare misurd independent de grosimea plicii, reflexia luminii jucind
mai mare rol decit absorbtia. Am determinat curba de transmisie a stra-
tulul In zona vizibild si in infrarosu.
¢) Masurarvea veflexier la stratul subtive. Cu metoda si dispozitivul
descris 1nainte, am determinat coeficientul de reflexie R al stratului trans-
parent.
) Sulfurarea. In atmosfera umedd de H,S am tranformat metalul in
sulfum A rezultat un strat omogen, fard pete, mai pufin lucios decit me-
talul, nu a difuzat lumina, si nici sub microscop nu s-a remarcat cristale,

La stratul de sulfurd am determinat coeficientii de reflexie ]\0, si R
transmisie 77 cu metoda descrisd Tnainte.

4. \Iorml caleulelor. Din méasurdtori am obfinut rezultatele urma-
toare (Fig. 2, 3 si 4, partea superioard) :

Reflexia la Reflexia la T

mat. masiv strat s‘ubﬁre ransmisia
Metal R, R T
Sulfurd R, R 1’

Intre datele obtinute avem urmitoarele relatii:
. R Ry(1 — ) 8/a

R I\’)?F(l + L’i} 6fa

sau cu aproximatie

T=( R t=ep (=)
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Formulele sint socotite la straturi simple, dar in cursul mdsuritorilor
intervin straturi multiple : aer—metal—suport. Transmisia suportului a

fost compensatd In instrument. Reflexia suportului in aer este R’’, iar
pe limita de separare metal — suport: R
Coeficientul de transmisie a suportului singur : 77" == (1 — R)2'"?
" . . a stratului suport : 7= (1—-R)(1—R (1 —R)&*'"?
Y . 7 , 1 R )
Raportul coeficientilor va fi: 7 =", = (1 — R)? —"— = (1 — R)?
T - R

Intrucit R” — R ( -+ 59%).

Din relaia obtinutd se determind # - exp (—«x) pentru 7,. Din

masurdtorile lui Drude, cunoscind-coeficientul de absorbtie k, si %) deter-

minim grosimea stratului depus de metal, v. In infrarosu determinidm
- L (o)
coeficientul de absorbtie din valoarea %, ; k = -—2=-
: (x¥)y,

Grosimea stratului de sulfurd poate fi determinatd din raportul greu-
tatilor moleculare M si din cel al densitatilor o
. at'a , . M

A= A e e XC unde ¢ == -

Md Md

Din masurdtorile facute dupd sulfurare, determindm marimile /2 si (zx)".
Pentru o lungime de undi datd raportul intre coeficientul de absorbtie

% s constanta de extinctie « este constant @ k' == kb ————

e e Ko =
i
i
o
om0
colily
e
e —

i g 2. Rezultatele misurdtorilor la Cu i C,8 (262)

Transmisia la metal ———x- G P G
Transmisia la sulfura. —0—0—
Reflexia la metal, - — x - - X ~ = X

Reflexia la sulfurd. — -~ 0 - - — 0 -
Coeficientul de absorbtie la metal. x———x—

Coelicientul de absorbtie la sulfurd.——0
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5. Rezultate. Rezultatele misuratorilor sint redate in Fig. 2 (cupru),

Fig. 3 (argint) si Fig. 4 (staniu). Coeficientii de reflexie R, si R’, sint
marcafi cu linii intrerupte, cei de transmisie T si 7' cu linii continui.
Liniile cu cruce inseamna metale pure, iar cele cu cerculete — sulfuri. Curbe-
le inferioare aratd variatia lui & si &'

o g7y e Mo
e

Ag

I x
o T
04 08 08 f 2 4

Fig. 3. Rezultatele misuriirilor la Ag si la Ag,S.

Fig 4 Rezultatele misuririlor la Sn i la 8SnS,,.

de unde lungi. Comportarea staniului

La cupru si argint transmisia scade la jumdtate in infrarosu la lungimi
aici transmisia creste cu 2.

se deosebeste de celelalte metale,
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Comparind comportarea metalului si a sulfurii sale, se observi cd prin
sulfurare transparenta creste la cupru si argint, in infrarosu cresterea fiind
incd mai pronuntata.

Staniul prezintd o exceptie. La ambele probe ficute, transmisia
metalului si a sulfurii sale era la acelasi nivel.

Ca bazi a calculelor am luat datele lui Drude, %, si n,, care in ultimii
ani au fost controlate si corectate de Forsterling, Oppitz, Socolov, Bormn.

Cuprinzind rezultatele obtinute intr-un tabel, avem :

I
Material Ny Ky, I3 f kyu ; fogun
. | | ;
J ;
Cu Cooe2 | 2,57 5.4 |60 1 6,2
Cu,s . 38 L 59 1,0 | 2,7 1 3,0
Ag : 0,20 ' 3,44 3.0 i 16,6 | 28,0
Ag, L 2,0 | 1,8 2,6 ‘: L9 | 1,8
Sn ; 1,48 [ 5,25 5,1 6,0 i 6,3
Sn8, 30 245 2,4 1 2.3 f 2.6

Comparind datele obtinute de noi cu ale altora, pentru argint in cartea
lui Born {14} am gasit £,, = 6 (noi am obtinut 5) si %,, = 22 (noiam
obtinut 16,6). Hodgson [15] a gasit cd argintul si cuprul au un mers
asemandtor, iar la staniu curba difera mult. Kretzmann [16] are
date concordante pentru zona vizibild.

La sulfuri, reflexia chalcotitei la Coblentz R, = 50—55%, la noi,
pentru sulfurd purd, 539—669,. Pentru reflexia metalelor, datele din litera-
turd au fost concordante.
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OITPEAEJEHULE OMNTHUECKITX CBOUCTB Cu,$, Ag,S M Sns,

Pesziwae)

Onpegeasiercst kosdpuunent noraowenus syeratios Cu, Ag, S HHX CVAbLOHAOE B
BHINMOI 1 GAN3KOH MHDpPakpacuoil oGnacti, MeKAY Lol soans 0,4—1, COOTBETCTBCHHO
28 MHKPOHOB. MeTOA0M HHTEHCHBIOCTH H3MEPSIeTCS v TOHKOIO NPO3PauHOro ¢I0s nepe-
JAaua ¥ OTpajkKeuHe, a ¥ MacCHBHOIO MaTepHana — oTpamenue. Ma nyu Ky A2HHLIX META1.108
onpejeasierca Kospduipent norsomenuda B MK ofactii Metaa108 1 ey ibduios. Peayabraril
COBMAAAIOT € TeMi, noayueHubiMH KobGaeuienm.

DETERMINATION DES PROPRIETES OPTIOUES DE
CupS, Ag,S ET SnS,

(Résumd)

Le coefficient d’absorption des mdétaux Cu, Ag et Sn et de leurs sulfures est déterminé
par 'auteur dans le domaine visible et dans l'infra-rouge voisin, entre les longueurs d’onde
respectives de 0,4—1 et 2—8 microns. La méthode employvée est la méthode d’intensité, avec
mesure de la transmission et de la réflexion pour une couche mince transparente, et de la réi-
lexjon pour un matdriel massif. Avece les donndes n, et &y des métaux on détermine le coefficient

d’absorption dans linfra-rouge pour les métaux et celui des sulfures. Les résultats concordent
avec ceux de Coblentz.






CONTRIBUTIUNT LA STUDIUI, UNOR EFLECTE DE POLARIZARE
IN CAZUL PROCESELOR CARE AU LOC CU PARTICIPAREA UNUI
SINGUR ELECTRON

e

Z. GABOS

In lucrare se studiazi efectele de polarizare in doudl cazuri particulare :
a) dezintegrarea 27 a neutronilor cu spin orientat si neorientat ; b) Impras-
tierea electronului intr-un clmp columbian. In ambele cazuri la proces
participd un singur electron.

Utilizind pentru electron bispinorii lui Darwin, regisim pe o cale
stimpld rezultatele cunoscute si stabilim rezultate noi privind polarizarea
electronilor emist de neutroni cu spinul orientat i polarizatia electronilor
fimprastiati intr-un cimp coulombian,

1. In cazurile mentionate elementul de matrice corespunzitor tre-
cerii din starea initiald in starca finalda poate fi scris sub forma :

Mo, u] (0)M (), woe 1,284 f— 1,2, (1)

M,
unde M nu contine date care apartin electronului prezent in starea finald.

—

N
1, (p) respectiv w,(p) este bispinorul lui Darwin corespunzitor electroiiului
-

cu impulsul p si elicitatea 1 respectiv. —1:
e N POy oy e N i ‘1 . 2
1ty \( {/;,:Jl 2 r'{ - 13 | ( )

N este constantd de normare

1,25, (3)
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iar pentru cazul impréastierii in cimpul coulombian

2= 72
M= du, A= Ty 4)
Cp o %sind e
2
0 este unghiul de Impristiere.
Bispinorul
-
. -
. b4 vy b 1Y k -
T L4 ki

N
care figureazd in expresia (3) corespunde antineutrinului cu impulsul %,

Vom considera dezintegrarea 8~ a neutronului in repaus. In acest
caz, in buni aproximatie, se poate neglija energia cinetici a protonului.
Ia fel vom neglija influenta cimpului coulombian al protonului asupra elec-
tronului. Pentru nucleoni avem deci bispinori de forma :

. e N TN ) e N [ T2N
Uy = :\'m:( 0 )’ Zl?_\' o :\nc{ } s

O B SV ) N, z;\'z)
v Ny N, P2y ( 1+ N, )

N,, este constantd de normare. Bispinorul cu indicele 1 (i) respectiv cu
indicele 2(u,,) corespunde nucleonului cu spinul orientat de-a lungul ver-

(6)

—3 -
sorului N respectiv —.V.
Avind in vedere cd parametrii Ini Stokes £, Z,, %, slut coeficienti de
orientare corespunzitori sistemelor de functil

1 1
ull == —— (1 = 10,), ul) = —— (1) — uy),
i S
respectiv
) 1 A 3 1 y,
u? = (g ), u) == (g — Tiy),
1 - R T, ”
respectiv
uy, Uy
obfinem [4]:
2ReM, | M],, 3 2ImM,_ | My,
L= 3 T 22T T LT PR
a1+ | ) M P | ™
2 2
!-”,‘_;11 - |1Mi->2l

E, =
s l‘“z»llg + !]Wi-ﬂlz
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(Dacd avem u == cyuy - cyuy, unde iy, u, este un sistem de functii ortonor-

mate, atunci |¢,l” — |c,” se numeste coeficient de orientare raportat la sis-
temul u;, #,. In cazul cind w,, u, sint bispinorii lui Darwin, Z; ne indicd

- "

polarizarea longitudinald, iar I si Z, polarizarca transversali a electronu-
Jui.

2’ Dezintegrarea 3~ a neutronilor eu spinul neorientat. In acest caz nu
-5 -
avem directii privilegiate pentru vectorii N . N, si nu existd o corelatie
s -
(N,, N,). Deci in urma medierii in raport cu directiile posibile ale vectorilor
> ! -
N, si N, obfinem

(V) = (N, 0, (NN, = (NN, 0,
in consecintd
Rl I* o 1, (8)

(11[) ZL ,[H) (1[)1 Zk 71})) > Stl‘c’ (\L))

(Illlt”)(ll” S ) = 0. (10}

P p) -
Obtinem sub (8) valoare diferitd de zero, dacd indicele bispinorilor u,
este acelasi. Avem sub (9) valori diferite de zero, dacd in cazul 7 =1, 2
indicele bispinorilor i,
o este semnul de proportionalitate. Pe baza relatiilor (3), (1) gidsim

$io1t
4 n
u este diferit, iar in cazul i .= 3 dacd este acelasi.

3) cos i,

mﬁﬂzx(l-”)ﬂw;mﬁw(lwx fffff -----

¢

9

114*3”;x>(1 4x‘j);1 2322 (1 - Y cos v, (11)

o
Hatt (1 — ‘/f')) sin 9.

z

AT

r>1 =2

- -
9 este unghiul format de vectorii p ¢ k. La efectnarea calenlclor este avan-
tajos dacid sistemul de referintd se alege astlel fucit s34 avem

e, == sind, ey =), ey == Cos, vy e= vy 2= () vy = 1.

Utilizind expresiile (11) pe baza relatiilor (7) obtinem

o
— Coacos B
v 11002 asin |} . 0 - ¢
=1 . o <o ; =y P 3
- 1 — a—cos i} 1 — a-cos
s ¢
1 2 2y e 2 : 5
(M P M e (1307 1~~a~~umﬂ},a'~-
P -1 =l ¢
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Am regasit pe o cale simpld rezultatele cunoscute 137, /57, "10°. Gradul de
polarizare al fasciculului de electroni este

32

])

st

1 - a - u;x.})
¢

Dacit % = 0, avem a = — 1 (cuplaj 1). Dacd facem car sd tindad citre in-

. . ; 1 . . - . .

finit, ¢ tinde citre — (cuplaj -1). Se observa ¢d avem polarizare totald cind
3

avemr numai cuplaj 17(n = () sau cmd viteza electronuluil tinde cédtre c.
(In acest ultim caz LT =2 0 53 este gradul polarizdrii lon-
glttulmale iar Z, este omdul 1><)Luvar11 tmns\’eisdlc ) Gradul de polarizare P,
in general, este mai mic decit unu, adicd fasciculul de electroni este partial
polarizat, ceea ce era de asteptat, deoarece in cazul cuplajului V-1 avem
superpozifia necoerenta a patru unde partiale.

J3°. l)eunloqmro 1 £~ aneutronilor cu spinul orientat, Vom studia : a)
- Y
corelatia (N, t?) si corelatia (N, v);b) polarizarea electronului si ¢) orien-
. . . - . e
tarea spinului protonilor in directia N,
Iiste avantajos dacd se alege sistemul de referingd astfel, incit axa Oz
-
sd fie orientatd in directia lui N . In acest caz pentru ncutroni avem bi-
spinorul cu indicele 1:
I
0
'1{” ()
0

Deoarece s mml protonului f()mmt in urma dezintegririi poate avea, fie

orientarea lui N”, fie a lui ,,,,‘,\ avem pentru protoui unul din hispinori
1 ()\
0 11
P N ERUYE I /
0, 0/

Dacd probabilitatea de tranzitie este diferitd de zero, in cazul ¢ind pentru
proton se ia bispinorul ", respectiv Uy, Avem tranzitie Fermi respectiv
Gamow-Teller. Deoarcce



STUDIUL UNOR EFECTE DE POLARIZARE 127

expresia (3) a lui M poate fi descompusd intr-o sumd de doi termeni, unul
corespunzitor tranzifiei Fermi, iar altul corespunzitor tranzitiei Gamow-
rI\ .

eller :

M= M"Y 4 M = V_ (L= u, — 2005 wgl, 2 = iy,

Pentru tranzitia Fermi avem

o2 { S 2 52 5
M., x(] ) (1427 4 (37— 1ecosd -+ 2h(vy — e5) — 20 v,ae,7,

MR \‘1 + —"L} 1+ 15— (0% — 1)cosd -+ 20(vy -+ ¢5) & 207 vae5],

MY MY 20T e 125 b (1 28wy (1 — 28w, ),

(=11 i =2

W, = -{‘)—( MUy F)x{l 417 4 20y — LI = 1) cosd —

far pentru tranzitia Gamow-Teller

M [oc 22 (1 — _} (14 vy ey + eyvy),

[

| MY, e 27 (1 + M) (1 4 vy — €5 — egvg),

2

s
(2)% 92 IR GC
/1[ Lo — 27 o ey

i

€

MEL P21 w1 = D)0

c

. 1 r 2y 2
=, (;J[j»]\ +

(Am ales sistemul de referintd astfel incit sd avem ¢, = 0. In formulele de
mai sus cos & == e v b e,y + eyvy.)

Insumind expresiile gsite pentru tranzitiile Fermi si Gamow-Teller
obtinem

| M, Poc (17~) L3727 4 (3% — Deosd +20(n+ Dvy +20(r— ey, (14)

M., 1 —+~%~}[1—~%-37\2+(1—7\2)C058~+27\(7x + vy — 20(% —1)e, 1, (13)
- 1 ol
MM o e 20— 1) (14 93] 4 (1 — 7Yy, (16)

W= l‘(EM;‘—n iz + l‘“.;—»z 52) O({l + 3%+ 2)‘()‘ + Dvy —

L% — 1) cos O+ 20(n — 1)53]}. (17)

4
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Avind toate formulele de bazi, putem trece la rezolvarea problemelor
enuwmerate la inceputul acestui punct.

- - -
a) Corelatia (N e) si (N, v). Pentru a obtine concluzii privind
—>
corelafia (IV, e), in literaturd se procedeazd in felul urmditor [10]: mediem
W in raport cu directiile de emisie ale antineutrinului presupunind ci v, = 0.
Se obtine astfel

W, oe (132 [1 — °3‘ e 63] : (18)
332 - ¢

[EN
La stabilirea corelatiei (V , v) mediem expresia (17) pentru toate directiile de
emisic ale electronolui. Presupunind cd ¢, = 0, se obfine astfel

2}‘.(7\7—;;]2 V3]1 ) (19)

Dupd parerea noastrd procedeul folosit in literaturd nu este suficient

v

W ooe (14 375‘-’)[1 T

de jusitificat. Ia stabilireca corelatiei (N ) putem admite o simetrie ci-
lindricd, dar nici decum una sfericd pentru directiile de emisie ale an-
tineutrinului. De altfel din (19) reiese In mod clar ¢i vy este diferit de zero.
Daca in (17) efectuam medierea astfel ca si avem v, = v, — 0, v;=£0,
expresia (18) se va inlocui cu

W ooc 714 8327 + 2000 -+ )m( j;f)fllﬂ((———“ 1;_??%@3). (20)

Un calcul estimativ ne aratd cd ¢, are valoare micd, prin urmare exp-
presia (19) poate fi mentinuta. Din (19) rezulta
- 2h(n + 1) 1
Vg == ~ B
38x2 4 1) 3
Mentiondam ci si formula (20) este in bund concordantd cu datele experi-
mentale, deoarece in formulele (18) si (20) coeficientii din parantezd ai lui

U . . . . —
— -— ¢y ne conduc aproximativ la aceeasi valoare (0, 11 respectiv 0,1074)
C
Daci in cazullui W, modificdrile aduse de schimbarea procedeului de me-
diere sint neinsemnate, ele devin importante in cazul polarizdrii electronului.

by Polarizarea medie a electronilor emigi. Utilizind
expresiile (14), (15), (16) pe baza formulelor (7) gdsim

TN e 20(n = 1) - (1 2Ry, ”
Z’l == 3 - lv ( ) — &, Go = 0
Tl R 332 4 2n(n - vy - [20(% — 1) -+ (32 — Diwy ey
¢

- v s B

02 — Dy + 200 — Deg — — 1 4 3% 4 20(% — 1)vy]
. ¢
<3 - B — y

12 322 o 20(n 4 vy — -~ 1200 — 1) 4 (32— 1)y ey

c
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Se observda cd coeficientii lui Stokes sint mult mai sensibili fati de
schimbarea procedeului de mediere. Deocamdatd nu dispunem de date
experimentale care ne-ar permite si alegem dintre cele doud posibilitati
(vs = 0 respectiv vy 0).

¢) Orientarea protonilor. Deoarece orientarea nucleonilor

se schimbi numai cu ocazia tranzifiei Gamow-Teller, pentru orientarea
protonilor avem

a IV — H’

P W, W,
W, si W, se obfin in urma medierii expresiilor (12) si (13) in raport cu di-
rectiile de emisie ale electronului si ale antineutrinului. Neglijind termenii in
care apare ¢, obfinem urmitoarea expresie aproximativi :

0 o Lm0,

Pl 302 4 20 Wy

care dupa inlocuirea valorilor x = 1,25, ;3 == (),33 ne conduce la Op ~ — 0,1

4°. Impristierea electronului in eimpul eoulombian. Elementul de mat-
rice corespunzitor trecerii din starea inifiald in cea finali este

]‘[in—}fn = (ﬂ}:’llm) (21)

Pentru a ajunge la expresia sectiunii eficace avem nevoie de valoarea lui

¢ R ur P .
} u == ”f”( )%,,(“)”,v,,(?)”fn(g) (P Y4)gx( ,,,,4) = Spur(P Ph qu)
unde
p niyet 1 . —;1;_: € LT g
@ = — A oy, sy y sy — T Y, Yy — Gy,
4 Wyt myc Y
Avem factorul "% deoarece din (21) reiese cd bispinorii # trebuiesc
normate astfel ca si avem uru =3

rs'
Dacd pentru bispinorii # se ia reprezentarea lui Darwin si sistemul de

referintd se alege astfel ca si avem e, = sin®, e, = 0, ¢, == cos @, obti-
nem [117:

—
s (S, S2 Sy)

€ w’ -
Sg == »r sin@ —+ -—— %, cos0,
H1gC* A
Sy == 1 L .
Wyt ©

9 -~ Babes—Bolyai: Mathematica-Physica 111965,
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c , . i
Mag =~ - E cos® + Z,sin0,
Mgc?
- w cg
F(ﬂ'l/23, gy, 7”12) L 71')1053
€ ‘s Lort
Mgy = — - £ sin® + £ cosO,
2
Mye
N
Clp e
Mgy = — 1 2P £, cos0,
e
d N
6 M — g ipl
(1%14, Moy, 7'}2'34) 24 mye v
-
L pl .
Mgy = 1 181 g, sin 0.
Mo

Notind expresiile corespunzitoare stdrii inifiale cu indicele zero gisim

24 | P 2 Sdind > - -
Spm( PnY«;) Mo 11 _}_v(l’;,/) ) e (s, sm))—s‘lsio) +FFY— aG(O) .

g 4¢2 | m(‘;c?‘ 111004
Problema urmaétoare care trebuie studiat este de a stabili legdtura intre
- -
. . - A o . o ’ 0 . . w
polanzapa electronului in starea initiald (0 =0, &, = £9) si cea finald

-+/
(O;éo "-’fn:E)'

Pentru acest scop utilizdm expresiile (7), expresia lui M, . datd sub

(21) si expresiile (2) ale bispinorilor « . Dupd efectuarea unor calcule simple
gisim

" 1 .
ST E(D_ ':_io) — e sinQ & (0)]
+
L= (22)
Z;: [‘D EQ 4 ocsin@ :l
+
unde
O — ocos?? 1 - sin? — ©
* moc4 9 2
Din (22) rezultd
- >
£ =" (23)

Avind in vedere (22) obtinem final
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X

7

Daci punem 2% = 1, regisim rezultatul cunoscut [4]:
. 2 »-
up i, P =1 Z— sin? %

Consideram cd calculele noastre de mai sus dau o justificare a utilizirii
metodei obisnuite, care utilizeazd unele ipoteze neformulate in mod expli-
cit (de exemplu rezultatul formulat sub (23) si care introduce la mediere un
factor 1/2 dupd o justificare incompletd). In acelasi timp am obtinut si urmi-
toarele rezultate noi:

— formulele date sub (22) fac legdturd intre polarizarea electronului
din starea initiala $i cea finald. Formule analoge au fost stabilite de F. S a u -
ter [9]. O comparatie a rezultatului obtinut de noi si a celui obfinut de
F. Sauter ne aratid cd rezultatele noastre sint mai exacte;

— rezultatul (24) ne sugereazad posibilitatea de a stabili gradul de po-
larizare a unui fascicul de electroni prin metoda impréstierii in cimpul
coulombian.

BIBLIOGRAFIIL

H. A, Tolhoek — 5. R. de Groot, Physica, 17, p. 1,17, 81, 1951

H A Tolhoek, Rev. Mod. Phys., 28, p. 277, 1956.

I.8morodins ki, UTWUN, 67, p. 43, 1959.

A. I . Ahiezer V. B. Berestetki, Hvanfovaia clektrodinamika, izd. vtoroe,

Moskva 1939, p. 270--374.

G. Gyvorgvi —H. Uberall, Nuclear Phys., 3, p. 405, 1958.

A I Alihanov, Slabie vzaimodeistvia. Noveisie issledovania 3 raspada, Moskva, 1960

M. Ii. Rose, Polavization DPhenomena in Beta and Gawmma Ewission. | Tectures in

Theoretical Physics'” vol. 2, p. 1—142, Brandeis Summer Institute, 1961, New York, 1962.
8. W.R. Johnson-—T. A, Weber — C. J. Mullin, Phys. Rev. 121, p. 933, 1961
9. . Sauter, Ann, der Phys., 18, p. 61, 1933

10. I. B. Okuni, Slable vzaimodeistvia elementarnih ciastit, p. 117121, Moskva, 1963.

1. %, Géabos —E. Simon, Studia Univ. Babes— Bolyai, Math. TPhys. nr. 2, 1965,
12, M. A. Preston, Fizika fadra (traducere din 1. englezd), Moscova, 1964, p. 341372,

Rl S

~10

K HCCAEJOBAHMIO HEKOTOPBIX HO@EKTOB TIOJAAPU3ALIIINM B CJIIVUAE
[MPOUECCOB, MPOUCXOAMILIIX C YYACTHEM OJHOTO 3JEKTPOHA

(Peswonme)
B paGore npupeAesbl HOBLIE Pe3yAbTATHl, TO/AYUEIIHEE NPH HOJASPH3AIHAH 3JeKTPOHOB,

BBITVUIEHHBIX H@f’)ITpOHaMH C OPHEHTHPOBAHKHLIM CNHHOM NpPH B— JACSHHTEpduil, 3 TakKXkKe
Pe3VILTATRI, NOJAVUSHHBIC NIPH MOJIAPHIALUHH TCKTPOHOB, PacCesAHIIBIX B KYJTOHOBCKOM TIOJIC.

CONTRIBUTION A I/ETUDE D’EFFETS DE POLARISATION DANS LE CAS DES
PROCESSUS QUI ONT LIEU AVEC LA PARTICIPATION D’UN SEUL ELECTRON

(Résum é)
L’auteur expose les nouveaux résultats qu’il a obtenus concernant d’une part la polari-

sation des électrons émis par des neutrons a spin orienté a l'occasion de la désintégration £~
et d’autre part, la polarisation des électrons diffusés dans un champ coulombien,






CALCULUIL STATISTIC Al SUSCEPTIBILITATILOR BLOCH 1
CAZUL FENOMENELOR DE RIZ O\A\Ti MAGNETICA

de
FLORIN CONSTANTINESCU

In principiu, fenomencle de rezonantd magnetici[1] revin la coincidenta
frecventel unui cimp magnetic variabil H, cu frecventa precesiei Larmoor
a unui sistem de spini in jural unui clmp magnetic constant si omogen H,.
La o analizd mai amanuntita a fenomenului se constatd cd alaturi de procesul
de absorbtie de cuante din cimpul de inaltd frecventd, sistemul de spini
este supus §i unor procese de relaxare datoritd interactiunilor spin-retea
si spin-spin. Kcuatiile ienomenologlce ale stdrii Sta‘poxmre care se dtmge
sub influenta absorb‘pu si a relaxdrii au fost studiate de catre Bloch
{2]. Din tratarea feno1nenolog1c a lui Bloch rezultd si expresiile suscep-
tibilitdtilor magnetice (partea de absorbtie 31 cea de dispersie}, foarte
importante atunci cind se discutda forma liniei de rezonanta :

. (o _ (€3 — w7
L= o LT - e S

I -+ (g — wi*s? -~ *;"“’Hi':

1
i N —
/‘ == LOQ) o

Aidci ¥, este susceptibilitatea statici a sistemului de N spini, w, frecventa
precesiei Larmoor, o frecventa cimpului rotitor H,, y factorul giromag-
netic iar =~ timpul de relaxare a sistemului de spini. De fapt in mod corect
se introduc doi timpi de relaxare 7, si T, corespunzitori interactiunilor
spin-retea si spin-spin. Iixpresiile (1) au fost scrise pentru cazul in care
acesti doi timpi de relaxare sint aproximativ egali T, = T, = =. Se¢ va
vedea fn cursul lucrdrii cd putem trata si cazul T 3= 71, in mod cu totul
analog.

Pentru cazul rezonantei electronice de spin, relatiile (1) pot fi regisite
si pe cale statisticd, cu ajutorul metodei matricei de densitate [1], 3].
Nu existi insd calcule efectuate pentru cazul in care numirul cuantic de
spin I este mai mare decit 1/2.

In aceastd lucrare ne propunem si gdsim matricea de densitate pentru
cazul unui sistem de spini cu numirul cuantic de spin I > 1/2, iar apoi
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ca o aplicatie, sd regidsim pe aceastd cale expresiile susceptibilititilor Bloch
in cazul I = 1.

Eecuatia matrieei de densitate in cazul unui sistem de spini. Si notim

=
cu Q(r,t) functia de undd a unui spin din sistemul de N spini considerati
independenti si care poate fi dezvoltata dupa functiile proprii ale componen-
tei I, a operatorului de spin I.

ot = 3 e 0u,(7)

Flemente matricii de densitate a sistemului de spini [4] sint

#

o, ==CF ¢
it W k2

medierea ficindu-se dupa toate sistemele ansamblului statistic. Cu aju-
torul lui ¢ putem calcula valoarea medie a unei marimi fizice cireia i se
ataseaza operatorul I

<I> = Sp(F3) (2)
Matricea de densitate verificd ecuatia de miscare [4]
AN o 5
— !f i (76, o (3)
T At )

unde J# este hamiltonianul sistemului, iar parantezele drepte indici un
comutator. Hamiltonianul 7% se compune din hamiltonianul sistemului
de spini in c¢impul constant H;, hamiltonianul sistemului in c¢impul magnetic
H, si dintr-o parte de intersecfiune ), care caracterizeazid procesele de
relaxare spin-retea si spin-spin. Se poate arita [37 ¢ ne putem dispensa de
partea de interactiune 4, dacad in ecuatia de miscare (3) introducem un
timp de relaxare <. In acest mod ecuatia (3) devine

o _ehoeil 4
o el . (4)
aude 1 = # 4 ot
) —a )
0 =~ b= )
pu) = - =’ =T o
s‘pe“w{’

este matrice de densitate in lipsa proceselor de relaxare. Dacd notim
I, =1 -+l
x ¥y
. (6)
=1 — il

unde [, I, ]z sint componentele operatorului de spin I, avem

Hoo= gk ol =0 e o) @)

PN
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Din mecanica cuanticd se stie ca
I [fm>=mim>=>
I Im>=\IU+ 1) — mm 4+ 1)|m + 1> (8)
I \m>=\II~+1)—mm—1)|m— 1>
wm=11—1, ..., —IT-+1, —1

Daca notam A = A() = p(f) — o(f), ecuatia (4) devine
al in A A op
— A7 — = — ZF 9
at I J = at ©)

deoarece ¢ comutd cu 4. Acesta este ecuafia care di variafia In timp a
matricel de densitate.

Rezolvarea ccuatiei matricei de densitate. Ne propunem sa rezolvim
ecuatia diferentiald (9) in cazul unui sistem de spini cu numdrul cuantic
de spin I. Pentru cazul [ = 1/2 aceste calcule au fost deja efectuate [1],
[3]. Ne vom limita deocamdatd la cazul unui c¢imp magnetic H; cu pola-
rizare circulara :

H = H, cosnl, H = — H,sin ol
x ¥y
Vom mail nota
. o . it
H =H -+1H =Hpe H =H —1H = He
% ¥ g — ¥ z
Atunci din (7) avem

= . v F
T = yhH I, — T H 1 H) 8)

Elementul de matrice a hamiltonianului 7 intre stirile m $1 # va fi

(1), = <m| H|n>=—xlimHy3, — rﬁ’;‘ (ew VI(I+1)—n(n+1)
» \ 9)
Spass € NVII+L) = wn—1) 8, ]
deoarece
I )pe=<miI n>=VIl+1)—nn+1) 3, .,

() ,=<m|l |n>=VII+1)—nr—1)3

Apoi avem

wm,n—1

6,Al = 1 A

=inn ms sn

— P WIE+) = mon — 1, — VIT+ )=+ DA, ) +

- AWII‘ :;//77)1 -

= Hy¢h{n — m)A

“mn

e WITH1) —mm + 1) Apirn — VI +1) —nn—1) Am,n—lﬂ
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Datoritda faptului cd in condifii experimentale obisnuite B = —_IT- < 1,
y:

putem si ne limitdm la primul factor al dezvoltdrii lui ¢ dupi puterile
lui B

e_B A 1

= .5 = 1 — 8% 12
e e B (12)

1

FElementul de matrice va fi

1 N N
(p)”h” - 2[—;_/17 { b”l” —?_ é]‘

mH 3, + (VI ) = ue )

Matricile p §i p fiind hermitice, si matricea A este hermiticd, A =A .
Din relatiile de mai sus rezultd ca elementele ei sint egale cu zero daci in-
dicii respectivi diferd cu mai mult de o unitate. Pentru # << m vom ciuta

pe A sub forma
By = (P + 90,0 (14)

Inlocuind in ecuafia (9) pentru cazurile n =m $i # = m — 1 i identi-
ficind cu zero atit partea reald cit si cea imaginard vom obfine urmitoarele
ecuatii algebrice pentru determinarea matricei

Amm — YTHI(YFm - Ym_.l) =0

X —5(0—w)Y, =0

(o —w)X,, +Y + 1{{0_13 A2(A — A )+ (15)
_wHyYTE A2

2021 + D&T ™

unde am notat

A, = VI +) — m(m — 1)
‘leI =X ‘r;{QO,m—l = y'm (16>

e —1 m?
A=A
m,m "
In acest mod determinarea matricei A, si cu aceasta a matricei de

densitate p se reduce la rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice. El
poate fi rezolvat i sub formd generald, dar pentru scopurile aplicajiei
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noastre este suficient sd dam solutia lui pentru cazul [ = 1. Pentru I == 1
vom avea un sistem de sapte ecuatii cu sapte necunoscute care conduce la

, Y S I L 1 oo -~ wylo
Y=Y = — "1 X, =X)= — ——2 0L
n 3 % (1_)
5 Q
A =0 A, — — A . __ 1 ygoH,
0 ) 1 -1
3 n
unde
Cepg2 o o > : yAH
n=1- 'x'zHl ¢+ o — wg)? 51 oy = .k'[ h

Caleulul susceptibilititilor Bloch. Pentru a face un calcul statistic
al susceptibilitdtilor Bloch in cazul unui sistem de N spini cu numdrul
cuantic de spin [ = 1, vom observa cd proiectia vectorului de magnetizare
pe axa x este

M = H,(X cos et + X' sin o) (16)

Pe de altd parte M poate {i aflat si cu ajutorul matricii de densitate dupa
relatia (2)

M= Sp(el,) = Splely) + SpAL) (17)

In relatia (17) cunocastem pe p si A. Vom avea

M = Nk I(Xl + Xyt j v.l) cos ot — (Y -+ Y, sin wf (18)
unde N a fost introdus din cauza faptului cd am trecut deja la sistemul
de N spini. Din identificarea relatiilor (16) si (I8) si utilizarea solujiilor
(15) se obtine

Wi — Gyl ¢*

1= %o+ %o i
13 (.l)g (19)
L= Lo
i
s . N L 2 Aypd
unde y, este susceptibilitatea staticd, y, = ant AL (L - 1) = 5 /.e;l‘ ,

adicd tocmai expresiile susceptibilitdilor Bloch (1).
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CTATUCTHUYECKOE MCUHCJIEHHE BOCIIPMUMUMBOCTE BJIOXA B CJVUYAE
SABJEHHWIT MATHUTHOIO PE3OHAHCA

(Peszione)

Jlano pewenue AndpeperildaTLioro YpPaBHEHHS MaTPHIBL NAOTHOCTH I Caydas
MACHUTHOTO pe3oHaHca OAHON cHereMbl N CAMOCTOATENbHLIX CHHHOB CO CHHHOBBIM KBAHTO-
Buiv uucaoM [ > 1/2. B xavecrne npHMeHeHHA NOJNYUYEHHBIX PCINCHHH JadTCAd CTATHCTH-

yeckoe 0060CHOBaHHE Bocnpun.\xrmsocreﬁ Baoxa B uactHoM ciayuae = |.

CALCUL STATISTIQUE DES SUSCEPTIBILITES BLOCH DANS LE CAS DES
PHENOMDINES DE RESONANCE MAGNOATIQUE

(Résumé)
On résout l'équation différentielle de la matrice de densit¢ pour le cas de la résonance

magnétique d'un systéme de N spins indépendants ayant le nombre quantique de spin I > 1/2.
Comme application des solutions obtenues, on donne un fondement statistique des suscepti-



RES A IONULUI Cu** IN COMPLECSI CRISTALINI
DE TIPUIL MX, PARTTAL COVALENTI

de
I URSU, \. NICULA, 5. NISTOR si G. CRISTEA

Introducere.

Studiile RES efectuate in ultimul timp au dus la concluzia caracteru-
lui pargial covalent al legiturilor chimice din cristalele ionice. Intr-o serie
de lucrari [1 — 4] s-au calculat aproximativ constantele de structurd hi-
perfind si factorul g pentru complecsi, de tipul MX,, pe baza introducerii
orbitalilor moleculari. Ulterior, s-au dedus [5 — 8] formulele exacte pentru
complexul plan, de tipul CuX,, ce se formeazi intr-o serie de compusi or-
ganici,

In cele ce urmeazi ne-am propus si efectuim calculul complet pentru
complexul CuX; cu simetrie axiald si sd aritim cum influenteaza legdturile
de covalentd constantele K (constanta de cuplaj Fermi) si Q {(constanta de
interactiune cuadripolard). Formulele deduse explicd rezultatele experi-
mentale obtinute in laboratorul nostru [9—10].

Teoria.

1. Functiile de undd. In calculul hamiltonianului de spin al ionului de
Cu?+ vom considera ci celula elementari a refelei cristaline este un octaedru,
determinat de cei sase nuclei ai liganzilor. Acest octaedru este alungit de-a
lungul axei Oz. Cei sase ioni liganzi cu centrele in punctele de coordonate
1(a, 0, 0), 2(0, a, 0), 3(0, 0, b),4(—a, 0, 0),

5(0, —a, 0), 6(0, 0, — b) determind o retea L e E
cu  simetrie tetragonali. Sub influenta A MY
cimpului electric cristalin, de simetrie cu- 2D T %
bicd si sub influenta componentei tetrago- ~
nale a acestui clmp, nivelul fundamental AR

S

. . P 2 v A
al ionului de Cu®+ (3d% °D,,) se despici in 5
subnivele a cdror schemd este datd in fig. 1. Tig 1.
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Tunctiile de undd corespunzitoare acestor nivele sint:

B, —d, , A, —d,.,
xt—y 32—y 1
B, ——»dxy E —d_, d, (1)

In cele ce urmeazi, vom considera ca distorsiunile tetragonale ale
retelei, constituie o perturbatie care modificd doar pozifia nivelelor ener-
getice, fird a schimba functiile de unda. Orbitalii moleculari ce se formeazi
pe baza acestor functii de undi, desemnati ca reprezentdriireductibile ale
grupului O, vor fi:

()

unde s-au folosit notatiile :

(40, = 1,08, £ 7.

(3)

Din conditia de normare rezultd :

R, =1 @

N, NT, N_, 0, n., 7 sint coeficientii de amestec, functiile d sint functiile

c I’ i
de undd a atomului paramagnetic iar functiile ¢ sint functiile de unda 2s,
2p a atomilor liganzi.
Intre coeficientii de aniestec avem urmitoarele relatii, rezultate din
impunerea conditiei de normare a orbitalilor moleculari :

N+ 72 + 49,5 ) =1
NAL 4724+ 49.5) — 1 (5)

N+ g2 +49S) =1

Expresiile integralelor de acoperire S sint date la anexa I, introducerea
. . . g AT . ’ Y oz . . .o
coeficientilor N_s£ N_si v 5= v_marcind existenfa distorsiunii tetragonale.
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Folosind in locul orbitalilor atomici, orbitali moleculari configuratia
electronicd va fi (d¢)°(dy)” sau pentru o gaurd pozitivd dy. Nivelului fun-
damental i va corespunde functia de unda |0> :(I)x2_y2 , lar primului nivel
excitat functia |2 > = Dy,

2. Hamiltonianul de spin. Pe baza hamiltonianului real de interactiune
corespunzdator absentei momentelor nucleare ale liganzilor [11]

- 3 > >
I —s)17 I

V1, B(rs)(r

g 3

Wy =l s+ BH(I +25) + 21,305‘\?[ ( i

- >
8= 77 €20 I+ 1) 3(r I)? l nding 6
PAVIC BN S s — — —~

BBy s L 202 1) [ r o | TR HL )
se obtine hamiltonianul de spin, din primele doud ordine de perturbatie
H. = (7()?) -+ 2()8[ In calcule vom tine cont de faptul ci orbitalii atomici
din (2) sint dati in sisteme de coordonate diferite, astfel ¢d vom folosi re-

latiile de transformare la trecerea de la uu sistem de coordonate la altul
pentru operatorii impulsului (anexa IT).

Din primul ordin de perturbatie obtinem termenii:
(1) g 2 4 2
7" = 28,Hs + PN* [.__sj” A s T+ sny)] —
3 7 FA 7 r o
g 2 o | -
— K'PsT + qN° <7 >d{1; — i-[(l + 1)] — B HI )

unde

P =2yB B, <77 >,

Calculind aproximatia de ordinul doi obtinem :

W7 = — WA Hs, — Mo (Hs, + Hps,) —
- ;'I)"'\;zszlz - )\P,‘/\,u (S,xIx + S}’I.V) (9)
unde

SNINZ . '
‘Azz - E 77 [1 h 4(Y)GSG+V}RSn) + Tiﬁnﬂ(v}PG T aﬂSQ)]

xy 70

NN o ,
A=y eSS & a0, ] (10)

Xz
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: 8NN . 1 ,
‘\Z: = ;ﬁvF \1 + Z(V]c SG&IL T‘rsn) + Y Mz Tlo(y;oo ” ﬂf,\&)),
xy T 40 - ‘
, iN? . Ly,
A= ];[ L+ 20,8, +1S) + L a i, (10)
X “0 =
2 3
Q = 78 Ry 72> R,odr
‘/‘/ 3 S
Rezultd expresia hamiltonianului de spin in forma generald :
Hg == 3o Hs, + Bog (Hs, +Hys )+ As I + B(sI +s 1)

factorii g $i constantele de structurd find si hiperfind fiind date de relatiile :

8

, BNINE . o .
g_; - 2,0023 o ~\ - 1 + 4(7)0‘50%_71::‘5:) + T‘ﬁT‘bT‘;"G]
A= —PlAN LK 20028 —g) — VN5 (g, 6
= — i;[ o + A (‘-‘;(»0 - g/// ——Mt;;v‘i?‘ I}::”‘: I
20,5, 5 ||
a 2 Tt fo |
ST , SININDE
B= P ‘ - No+ K 4 (20028 — g ) - (Z'Gnsn +
10 <O ! JOREN ¥ |
T LN 6T L e T
N =1, +anQ O =qNg<r?> (2

Relatiile (12) ne permit evaluarea exactd a constantelor de structurd in
functie de gradul de covalen{i a complecsului, adicd in functie de valorile
date coeficientilor de amestec,

3. Structura superfind. In unele cazuri se poate ca nucleii atomilor li-
ganzi s posede moment nuclear, ceea ce duce la aparitia liniilor de structurd
superfind in spectrul RES, in urma interactiunii electronilor magnetici cu
momentele lor nucleare.

Considerdm hamiltonianul de interacfiune dat de relatia:

- > >

Gy 16 > o L~ IV 809 (1)
WY — ) yBOBNB(r;s]*‘+2yﬁoﬁNl( ,;) + 5 J (13)
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scrisi pentru unul din nucleii liganzilor. In total vom avea sase astfel de

-
termeni, corespunzatori celor gase nuclei liganzi, In care am mnotat cu 7,
raza vectoare cu originea aflati pe nucleul ligandului 7 la electronul mag-

-
netic si cu IV operatorul moment nuclear,

Hamiltonianul de spin corespunzitor, il vom obtine din aproximatia
de ordinul intii a teoriei perturbatiilor :

10 = < 0 W0 > (14)

Examinind functia de undd a nivelului fundamental se observd ca
nucleii aflati pe axa Oz nu contribuie la hamiltonianul de spin. Pentru cei-
lalti patru nuclei obtinem hamiltonianul de spin de forma:

) NN Nyl gy N =
A= [A"s I + B (s I 4 syly)] (15)
iar constantele structurii superﬁne sint date de relatiile :

.4N == '\/(JU S\N

N 2
,,,,, L e

BY o L (BUS\A q

8= 4 N
LIS (16)
3 3 ¢

K = 'q‘f <s 3(r) s >

Hamiltonianul de spin ce descrie spectrul RES a ionului Cu** in refea cris-
talind cu simetrie tetragonald va avea forma:

H = g”,QOst -i—g;SO(Hks’V -+ Hysy) 4 ds I + B(s, I, + syly) +

2 1 | T Lt AN gy DN O AT SUAR
Q' [r —IU 1)}_ B HI + [AY, I 4+ BY(s,I) s )] +
N N \\ -z FAN L pN N N Ny-d
-k 4 s A+ B (s, I +s, 1 4+ [A7s L] + B (s I + syly )]
+ AV IV BY(s 1Y + s_y[} P (17)

Discutia rezultatelor.

Expresiile constantelor de structurd (12) ne permit sa tragem o serie de
concluzii importante. Se observd ci daci considerim In aceste formule
N =N_=N_=1sivn =4 =+ =0, adici cazul orbitelor atomice

[} L b (4 T Iz ’
pure, obtinem :

< . S . ¢ s 22
g, = 20023 — ;g = 2,0023 —

A A
4 - ' s
4=_P ‘7 LK 42,0023 — g//}
Bz~le:~— ~L2,0023~g,}
i fl
Q =g <r 3>, (18)

relatii bine cunoscute in cazul modelului ionic [11].
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in cazul cind neglijim integralele de acoperire, care de obicei dau o
contributie micé, relatiile (12) devin:

ININ2 2ANI N2
o = 2,0023 — e g, = 2,0023 — n T
4= _p \‘; NZ + K'Ni -+ 2,0023 —‘g//}
0 — g <7 >‘1N§ (19)

Aceste expresii explicd rezultatele din lucririle [9], [10].
Intr-adevir, modificarea constantei de cuplaj spin-orbiti se datoreste
aparitiei constantei de cuplaj aparent

1

n = ANINZ, 2= NN (20)

Analog, constantele structurii hiperfine se schimbd datoritd aparitiei in
expresia lor a coeficientfilor de amestec. Modificarea se face prin micsorarea
lor, ceea ce s-a observat experimental [9].

Remarcim c4 in expresia constantei de cuadrupol intervine numai coe-
ficientul de amestec a orbitelor ¢ astfel ci observarea tranzitiilor ,,inter-
zise” Am = -1 sau Am = -2 ne-ar furniza expresia acestui coeficient.
Dacd considerdm formulele (12) se observd cd in ele apar ca necunoscute

marimile Nc, N_, N_, Ngr Nor Ty Or S S;:’ a, 7, Q. Dintre acestea, cons-

.
' o’

tanta refelei a se poate determina prin misurétori structurale, 4 se considerd

egald cu \/—;— (hibridizare sp) iar Q se calculeazi folosind metoda Hartreé,

Integralele de acoperire se pot determina prin metode numerice, valoarea
lor depinzind de constanta retelei. Ne rdmin sase coeficienti nedeterminati.
Pentru calcularea lor spectrele RES ne pun la dispozitie in general, valorile
constantelor g, g,, 4 si B. De aceea fie introducem conditiile N = N; si
v, = 7, fie trebuie si determinim constanta de cuadrupol din tranziiile
,interzise, precum si constanta interactiunii Fermi.

Expresiile structurii superfine (16) obtinute mai sus pot constitui in
multe cazuri relatii valoroase pentru determinarea acestor coeficienti.
In acest scop se pot face si ridicdri de spectre de RMN din care se pot de-
termina acesti coeficienti. In general este importanti determinarea teore-
ticd sau prin alte metode experimentale a acestor coeficienti de amestec,
lucru care ar furniza o serie intreagi de informatii suplimentare asupra

structurii retelei si distributiei sarcinilor legind metoda RES de respectiva
metodd experimentald.
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Anexa I
Integralele de acoperire sint:

1 5 2
Seg= <dp_p © > = <ax“~y*iq} > = —<dx,_y,]gb > =
_ —
V3 V3 6
= — < (lxg_ya‘l;)‘i ) ‘;—< dsZa“rg{q;s <A — 2' < d3z,_,2]gp > =
= <d322—r?] ¢4> = V3~< d322f12%¢1> =V§ <d’32’—«r’|¢5> =
= \/‘3--<d3z2—12{4’2>
< . 1 P2 4 5
Sp= <Cdylp,> = <d (p;> = — <d,|p,>=— <d,lp;>
2 . 3 5. B 6 _
Sp = < dyz1pz> = dyz'?y<\ = - <dyz|Px> == dys py’" =
3 - 1 . 4 . 6
:<dz:clpx> :<\dzx1pz> z’"\‘-dzx‘px>=—\dzx b=

Anexa nyv. 1T

Relatiile de transformare a operatorului moment la translatarea axelor de coordonate

1 4
L, =1 =t
‘ A . A
L= 1% u]bi') = Z'ia) — ap®

A AL
1, =18 — opl) =1 + ppl®)

A A
' 4 4
1, =11 —apl =1 + apl?
— 72 48
ly - ly - ly

P A, . A
=19+ pp® = 1) — pp®
A A
T VTN (O R O N |
L =07 *ap’ =1 ap,
) A o A
1= 10— ap® =) g0

;(8)

4 k4 z

i
%
i
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BIP MOHA Cu?+ B KPHCTAJITMYECKHX UACTHMUHO KOBAJEHTHBIX KO M-
TJIEKCAX THIIA MX,

(Peziwome)

Hecaegopauust I[P, mnposejenubie HA HOHUBIX KOMIVIEKCAX B KPHCTALAHUECKOM
BIJe, 10KA34TH HANTHYHe 3HAYHTEIBbHON CTe e HH KOBAJEHTHOCTH XHMIUECKH X CBs3ei, nepBOHa-
YaJdbHO PACCMOTPEHHBIX KaK YHCTO HOHHBIE. DTOT (haKT 06YCTOBHI H3MEHeHHE TeopeTHUeC Koil
Tpaxrorky cnexrpos P, noayuewunx o1 coeannennii Takoro poia. Antopst padorn za-
JAJMCh 11€/1bI0 OTIPEAEIHTH KOHCTAHTBL, BXOASIHE R CIHHOBOI FAMIJIbTOHITaH, 3aMECTHB 3.1€ K-
TPOCTATHYECKOE KDUCTATTHUECKOE [10J1€ MOJCKYJSIPHBIM, MOCTPOCHHBIM HA OCHOBE METOAa
JKAO. Hcumncaenusi, npoussejenubie Ais Kodiiekca MXg, nyewmero terparonadnbuyio
CHMMETPHIO, BEAYT K hopMyaaM, OGBACHSIOWHM IKCICPHMEHTATbHBIE PE3YJIbTATH, MOJIYYEH-
Hble B APYrix paorax, H KOTOPhIE AAKOT 3aBICHMOCTH CTPYKTYPHLIX KOHCTAHT OT CTENeHH
KOBAJEHTHOCTIE KoMijekca. Ha MX ocxoBe AMOEKHO Onpeie’uTh ¢ Goablell TOUHOCTLIC
CTPYKTYPY JHEpreTHueCKHX yposHell napavaruntsoro vona. Kak mocieacTsHe mosisisiercst
BO3MOXKHOCTh OMHOBpPEMEHHOTO npoBefenusa uccaejopanuil 2ITP u IMP, koropsle moryr

AOCTABJSTL MOJHBIC Cpelelnsa O CTPYKTYPC H pacupeie’cHii 3apsjoB 3TOTO TuIla KOMII-
JeKCOB.

RES DE L’'ION Cu*t DANS DES COMPLEXES CRISTALLINS DU
TYPE MX,, PARTIELLEMENT COVALENTS

(Résumé)

Les études RES relatives aux complexes ioniques sous forme cristalline ont montré lexis-
‘tence d’un degré important de covalence des liaisons chimiques, considérées initialement comme
purement ioniques. Ce fait a provoqué la modification du traitement théorique des spectres
RES obtenus de tels composés. Les auteurs de U'article se sont proposé de réévaluer les constantes
intervenant dans I'hamiltonien de spin, en remplagant le champ cristallin électrostatique par
un champ moléculaire, construit suivant la méthode L.C.A.O.Les calculs effectués pour le comp-
lexe MX; 4 symétrie tétragonale conduisent a des formules expliquant les résultats expérimen-
taux obtenus dans d’autres travaux et donnent la dépendance des constantes de structute en
fonction du grade de covalence du complexe. On peut, sur cette hase, déterminer avec une plus
grande précision la structure des niveaux énergétiques de son ion paramagnétique. Il apparait
en conséquence une possibilité d’effectner concomitamment des études RES et RMN capables
de fournir des données complétes sur la structure et les distributions de charges de ce type de
complexes,



Acad. prof. Gh. Calugareanu, FEle-
mente de teoria funetiilor de o variabilda com-
plexi. — Aceastd carte este un manual de
teoria functiilor analitice de o varjabili comple-
xi, redactat conform programei analitice
a facultdtilor de matematicd-mecanicd de la
universitafi. Desi se  adreseazid  in primul
rind studentilor de la cursurile de 21 81 {ard
trecventd ai  acestor facultdti, manualul
pouate ti deosebit de wutil §i eclor de la insti-
tutele pedagogice si institutele tehnice de
invatimint superior.

Manunalul cuprinde partea clasicd a teoried,
care este tratati sub o formd deoscbit de
accesibila si in acelasi timp la un inalt nivel
stiintitic. In  dezvoltarea acestei teorii se
adopti initial punctul de vedere al lui Cauchy
{(pornindu-se de la derivata), care, sub aspect
metodologic, pare cel mai adecvat.

Dupid ce se revad operatiile cu numerele
complexe, se introduce mnotiunea generala
de functie de variabild complexd, apoi de
tunctic monogend, functie olomorfd, trans-

formare conforma. Ca un  caz particular
important de transformdari conforme, se
studiazd tran-formdrile circulare. Apoi =e

studiazi sirurile si seriile de numere complexe
si de functii, insistindu-se in special asupra
seriilor de puteri, care constituie materialul
de bazd in construirea notiunii de functie
analiticd. Cu ajutorul seriilor de puteri se
definese functiile elementare. Se trece apoi
la  expunerea  teoriei integralei complexe,
care dezviluie bogatul continut al nofiuuii
de functie olomorfd. Se dia apoi notiunew
globald de functie analiticd cu ajutornl pre-
lungirii analitice, dupa care se studiazd punc-
tele singulare ale functiilor analitice. Se
introduc cele doud clase importante de functii
analitice uniforme : functiile intregi si functiile
meromorfe. Teorema reziduurilor este insotitd
de numeroase aplicatii.

RECENZII

Se  dau  descompunerile functiilor mero-
morfe in serii Mittag-Leffler si a functiilor
intregi in produse de factori canonici ailui
Wierstrass. Se face apoi un studiu destul de
aprofundat al functiilor eliptice, dindu-se o
frumoasd aplicatic a acestor functii la teorja
cubicelor plane. Un capitol special este cnn-
sacrat studiului functiilor univalente. Se stu-
diazd apoi proprictatile de compactitate ale
familitlor de functii care se aplicd la rezol-
varea problemei reprezentdrii  conforme
domeniilor  simplu  conexe. Se  intreprinde
de asemenea un studiu mal aprofundat al
corespondentei irontierelor in reprezentarea
conformd. Se expune apoi principiul simetriei
care se aplicd la reprezentarea conforma a
poligoanelor. Ultimul capitol trateazd despre
functiile modulare, care se aplicd la demon-
strarea teoremei lui Picard.

Mentionfim ¢t uncle dintre  problemcle
studiate (ca de exemplu aplicatiile functiilor
eliptice 1a cubicele plane, functiile univa-
lente, corespondenta fronticrelor in reprezen-
tarca conformd) de obicei lipsese san se expun
destul de rar in tratatele similare.

PETRU T. MOCAXNU

D.V. Tonescu, BEeuntii diferentiale «i
integrale. Iditura didactica si pedagogicad,
Bucuresti, 1964, -~ Acest manual este desti-
nat studentilor din anul 1l al facultatilor de
matematicd-mecanici. Contine materia pre-
vizutd in programa analiticd de la cursul de
ccuatit  diferentiale s integrale. Manualul
compus din treisprecece capitole, dupd
cum urmeazi s Cap. I -- Notiuni fundamen-
tale, Cap. II Feuatii diferentiale de ordi-
nul intif integrabile prin cuadraturi, Cap. 111
— Tenatii  diferentiale  de  ordin  superiox
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integrabile prin cuadraturi sau reductibile
la ecnatii diferentiale de ordin mai mic,
Cap. IV — Teoreme de existentd in domeniul
real, Cap. V — FEcuatii diferentiale liniare
de ordin superior, Cap. VI — Sisteme de
ecuatii liniare de ordinul intli, Cap. VII —
Complemente la teoremele de existen{a, Cap.
VIII — Diferite metode de rezolvare pentru
ecuatiile §i sistemele de ecuatii diferentiale,
Cap. IX — Ecuatii diferentiale liniare in
domeniul complex, Cap. X — FEcuatii cu
derivate partiale de ordinul intii liniare, Cap.
XI — Ecuatii cu derivate partiale de ordinul
intli neliniare, Cap. XII — Icuatii integrale
si Cap. XIII — FEcuatii integrale cu nucleu
simetric,

Deja din titlurile capitolelor ingirate mai
sus reiese cd acest manual contine un material
foarte bogat din domeniul ecunatiilor dife-
rentiale $i a ecuatiilor integrale. Prezentarea

RECENZIIT

este sistematici i riguroasd. Fa reflectd
experienta de mai multi ani a autorului in
predarea cursulni de ecuatii diferenfiale si
integrale in cadrul Facultdtii de matematici-
mecanicd a Universititii din Cluj. Rezul-
tatele teoretice sint urmate de exemple care
ajutd la o mai bund intelegere si la fixarea
notiunilor tratate. Tot acest scop urmiresc
si exercitiile care sint propuse la sfirgitul fie-
ciarui capitol. Mentiondm cd manualul este
redactat intr-un limbaj Ingrijit si frumos,
iar datoriti acestui fapt cartea se citeste
foarte ugor. Toate acestea ne fac sid credem
cd manualul prezentat va fi util nu numai
studentilor de la facultatile de matematici-
mecanicd din cadrul universititilor, dar si
tuturor acelora care vor si se familiarizeze
cu teoria ecuatiilor diferentiale §i integrale.

C. KALIK
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STUDIUL UNOR PROPRIETATI FIZICE ALE CATALIZATORUILUI NICHEIL-TRIOXID
DE CROM PENTRU REACTIA DE SCHIMB IZOTOPIC HIDROGEN-DEUTERIU

Rezumatul disertatiei prezentate de IDANTLA BARB pentru obfinevea titlulwi de candidat in
stiinfele fizico-matematice, la Universitatea ,,Babes— Bolvai” Cluj, tn 3 aprilie 1964

Un domeniu de aplicatie a metalelor §i semiconductorilor este folosirea lor in calitate
de catalizatori ai reactiilor chimice. Proprietitile catalitice ale metalelor si semiconductorilor
sint determinate de proprietitile lor fizice si in special electronice. De aceea, determinarea
mecanismului’actiunii catalizatorilor nu se poate elucida’in afara fizicii actuale a corpului solid.

In disertatie se dau rezultatele cercetirilor unor proprietiti magnetice, structurale si
electrice ale sistemului nichel-trioxid de crom gi corelarea acestor proprietdti cu activita-
tea cataliticd a acestui sistem pentru reactia de schimb izotopic hidrogen-deuteriu. Lucra-
rea contine 5 capitole dupd cum urmeazd :

Capitolul I : Chemisorbtia si cataliza pe metale §i semiconductori.

Capitolul IT  : Metodica experimentali de masurd a proprietitilor fizice si prepararea
probelor de nichel —trioxid de crom.

Capitolul III : Conductibilitatea electricd a sistemului nichel—trioxid de crom.

Capitolul IV : Activitatea cataliticid a sitemului nichel —trioxid de crom pentru schim-
bul izotopic hidrogen—deuteriu.

Capitolul  V : Influenta oxigenului asupra activitdtii catalitice a sistemului nichel-
trioxid de crom.

Lucrarea contine 43 de figuri si o bibliografie ce numdrd 93 de indicatii bibliografice.
Lucrarea a fost efectuatd in Laboratorul de catalizatori al Institutului de fizicid atomicd al
Academiei Republicii Socialiste Romania si in Laboratorul de corp solid al Facultitii de
fizied a Universitifii ,,Babes-Bolvai” din Cluj.

CONDUCATOR STIINTIFIC:

Prof. X. URSU, membru corespondent

al Academiei (Universitatea Cluj).

REFERENTI:

— Prof. Dr. ALEXANDRU CISMAN,
membru coresp. al Academiei (Insti-
tatul politehnic Timisoara).

— Prof. Dr. I. AGIRBICEANU, mem-
bru coresp. al Academiei (Institutul
politehnic Bucuresti)

- Prof. V. MERCEA, membru coresp.
al Academiei (Universitatea Cluj)
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REZONANTA ELECTRONICA DE SPIN A IONILOR DL CUPRU(II) ST MANGAN(ID)
IN SUBSTANTE POLICRISTALINE

Rezumatul disertatiei  prezemtate de AILEXANDRU NICULA pentru oblinevea titlului de
candidat in stiinfele fizico-matematice, la Universitatea ,,Babes— Bolyal” Cluj, in 4 aprilie 1961

O metod4 eficace pentru studjul celor mai joase nivele de energie a jonilor paramagne-
tici Intr-un cimp cristalin este rezonanta electronicd de spin (RES). Eficacitatea acestei metode
constd in aceea cd ea poate si dea informatii asupra interactiunilor dintre ionii paramagnetici
pe de o parte si interactiunile dintre acesti ioni si reteaua cristalind pe de altd parte. Cu aju-
torul acestei metode se obtin, de asemenea, informatii cu privire la interactiunea electronilor
cu nucleele apartinind aceluiagi ion sau apartinind jonilor inconjuritori (nemagnetici).

In lucrare se studiazd cu ajutorul RES ionul Cu(II) si M=n(II) introdusi in sitele mole-
culare de tipul zeolifilor X si Y. Determindrile experimentale s-au ficut cu un spectrometru
Varian V—4500 la Universitatea Princeton, S.U.A. si cu un spectrometru JES—3B la
Universitatea din Cluj.

Partea teoreticd a lucrdrii este expusid in capitolul I, iar tehmica experimentald i pro-
cedeul de preparare a probelor sint expuse in capitolul II. Capitolul III contine rezultate-
le exprimentale $i concluziile ce se desprind din studiul RES al ionului Cu{ll). S-au studiat
sase serii de probe cu concentratii de la 0,3 la 22 joni Cu(lI) pe celula elementard, in functie
de temperaturd si in functie de tratamentul termic. Proba cu patru ioni Cu(/I) pe celula
elementard prezintd spectrul cel mai bine rezolvat, cu patrn linii de structurd hiperfind in
banda paraleld, concentrate in jurul lui g (rezolvate in literaturd) gi alte patrulinii de strue-
turd hiperfind in banda perpendiculard, concentrate in jurul lui ¢ (puse in evident{d pentru
prima oara in prezenta disertatie). Spectrul astfel rezolvat concordd foarte bine cn principiile
teoretice ale lui Sands. S-au mai obtinut rezultate importante cu privire la dependenta spec-
trului RES de tempertura din cavitate, de temperatura de activiare precum si informatii
asupra legaturilorde covlentd care au loe intre jonul paramagnetic Cu(II) si ionii inconjurad-
tori nemagnetici.

Capitolul IV cuprinde studiile experimentale si teoretice referitoare Ja fouul Mn(II).

fn acest caz s-au studiat probe de diferite concentra.i (de la 0,019; pina la 10%))in functie
de temperatura din cavitate, in fuuctie de temperatura de activare siin functie de diferite
gaze absorbite de zeolifi, dupd un tratament termic prealabil. La temperatura de activare
de 100°C, la proba de concentratie 0,1°%, M/n(JI) s-a obtinut un spectru complex in care se
manifestd atit liniile de structurd find cit gi cele de structurd hiperfind. La o temperaturd
de activare inai ridicatd spectrul acestei probe prezintd numai linii de structurd hiperfini,
insdi bine rezolvate. Spectrul probei cu concentratia de 0,019, M#n(ll) are pe lingd liniile de
structura hiperfind, date de regula de selectie AM = -~ 1 51 Am = 0 ¢f linii datoritd tranzitiilor
interzise date de regula de selectie AM == -~ 1 si Am -1. Date interesante s-au obtinut si in
ceea ce priveste dependenta formei liniei de concentratia in ionii puramagnetici precum si asupra
influentei gazelor paramagnetice absorbite de zeoliti.

CONDUCATOR STIINTIFIC: prof.
I. URSU, membru corespondent al
Academiei (Universitatea Cluj).
EFENENTT OFICTALT: prof. Al
CISMAN, membru corespondent al
Academiei (Institutul politehnic Timi-
soara), prof. 1. AGIRBICEANU,
membru corespondent al  Academiei
(Institutul politehnic  Bucuresti} si
prof. univ. emerit V. MARTAN (Uni-
versitatea Cluj).
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SEDINTE DE COMUNICARI

in 1964 Facultatea de matematici—
mecanici a tinut urmitoarele sedinte de
comunicari :

10 ianuarie

Acad. G. Cdlugdreanu, O relatie di-
ferentiald bilocald la curbele de gradul trei.

A. Ney, Despre rest operator.

M. Tarina, Spatiul 4, care admite
n < wm forme Pfaff invariante.

15 noiembrie

Acad. . Cdlugarcanwu, Citeva pro-
bleme deschise din teoria functiilor.

Gh. Chig, Variatia maselor binarelor

fotometrice,

18 decembrie

Gh. Pic, Despre o teoremd a lui Schmidt-
Iwasawa.

¥. Radéd, Scutundarea semitesuturilor
in tesuturi regulare.

151

PARTICIPARI LA MANIFESTART
STIINTIFICE INTERNATIONALE

Tunie, 1964, Budapesta. Congresul pen-
tru aplicatiile matematicii In  economie,
Acad. prof. T. Popovici, Metode de

calcul care intervin in tratarea problemelor

matematice in economie.

Conf. EI. Popovici —Moldovan,
Metode de calcul in programare liniari.

7—14 septembrie 1964, Varsovia. Congresul
international de astronauticd. Au participat :
conf, A. P41, lect. I. Stan,
Todoran.

1926 octombrie 1964, Varsovia. Sedintd
de lneru o Comisiei tdrilor socialiste de pro-
gramare automatd la masinile electronice de
caleul (GAMS). A participat conf. D. Stan-
cu.

cercet. I,
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