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]>(>UĂ DEMONSTRAŢII PENTRU O TEOREMĂ A LUI B. GYÍRES

de

I. «Y . MAURER şi M. VEÉGH

B. G y i r e s  a publicat în 1957 [2] următoarea teoremă: Dacă se 
notează cu (r, s) c.m.m.d.c. a! numerelor întregi r şi s, şi i reprezintă un nu­
măr natural oarecare, atunci

(U ) ' (1,2)' ■ ■ (1,»)' :

D{t> =n
(2,1) (2,2)' • • {%n)' \ == Ф.(1) ■ Ф,.(2) . • Ф <(»), (1)

(n, 1) ' (n,2 Y . . . (и,«)'
unde

[ l dacă m - 1
Ф;(m) i 1 ... -v l — m

Pi)
'dacă m = P Ï - P Ï ‘ .

d Im ■■PVr* 1- (2)

Această teoremă constituie o generalizare a unei teoreme datorită 
lui S t. S m i t h  Í3], Pentru i =  1, obţinem rezultatul acestui autor:

A ? ’ -  M '  = = ? ( ! ) •  9 ( 2 ) . . .  <p(»), (3)

unde o reprezintă funcţia lui Euler.
în această notă vom da două demonstraţii simple pentru teorema 

lui B. G v i r e s .  în  prima demonstraţie vom folosi inducţie completă 
în raport cu ordinul n al determinantului , iar în a doua demonstraţie 
vom utiliza un raţionament sugerat de o idee, care stă la baza demonstra­
ţiei clasice a formulei (3) (v. de ex. U, p. 101-103).

* [I este funcţia  a ritm etică  (m ultip licativă) a lui M öbius : ;j.( 1 ) — 1 ; p.(n) — 0 dacă  tn se 
d iv ide  p rin tr-u n  p ă tra t  perfect ; [x(m) -  (■- l ) t  dacă  m -- р х, р г... Pi ф  1- T ranscrierea  produsului

l
în form ă de sum ă se face pe baza form ulei \i(d)f(d) --- J J  [1 —f ( p p ,  v a lab ilă  p en tru  orice func-

alm j  =  1
ţie a ritm etică  m ultip licativă  / ,  deci şi p en tru  /(ш ) -  m< (v. d e ex . [4], p. 26).
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P rim a  d l îm o x st r a ţ ik . P en tr u  n — 1 teorem a e s te  a d ev ă ra tă  în  mod. 
e v id e n t :  D f  =  j (1,1)*'1 =  1 -  ФД1).

vSă p resu p u n em  teo rem a  a d ev ă ra tă  p en tru  n — 1 :

=  ФД1) ■ Ф-(2). . . Ф.(п -  1). (4)

Să considerăm determinantul Di4. Numărul d fiind un divizor oare-n

éare al lui n, să înmulţim cu y.(d) elementele coloanei ('■ ;)■ c
şi să le adunăm cu elementele corespunzătoare din coloana a

n-a.. Procedînd la fel în raport cu fiecare divizor al lui 11, ultima coloană 
transformată a lui va conţine elementele :

** =  E *) •din (*■ 7)1 (к — 1,2,. (S)

om arăta ca

’*• =  {
Ф.(И)
0

dacă k =  n 
dacă k <  n. («)

Intr-adevăr, pentru k — •», avem :

л<£
n

И-W
' p

Ф .(« )

P'ie k <  », ceea ce înseamnă că există cel puţin un factor prim p t în re­
prezentarea canonică a lui n, astfel că p*1 "j- k. Rezultă că avem : к ----- Ap^ 
unde 0 <  ß <  a; - - 1 şi (Л, pt) =  1, deci

( k . P ? ) -  = / » ? •  (7)

Vom folosi notaţia n' —- />“v . ,p*‘_ j1. Deoarece («', p;) — 1, rezultă :

(k, n) =-. (k, n' /»*') -  (к , »')• (к, />“')• ţS)

P'olosind egalităţile (7) şi (8) şi ţinînd seama de egalităţile u(_/>() - ... 1,.
V-(P]) ~  0(7 > 2), de faptul că [X este o funcţie aritmetică multiplicativă 
şi de faptul că orice divizor d’ al lui n divide şi pe », obţinem :

7 )'
а -+• W

f Í I n'ppr ■
= : £ > К ) . ^ ,  a  !4- e w p ,) • U , i

d'!*'
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!>(<*'} • (k, ’P j  • (A p*ty -r . t ( Pl) ■ (k, E J  - (k, t f " 1)' == (А Р7У • Е з(Л  -(a + з(АМА Р Г 1) • E e(A • (a p i  =
=  />? • E з (Л  ■ (a  pi -  • E M A ■ (a, =  0.

rf'/«' V " / à'/»*' V  ̂ /

Egalităţile (6) fiind demonstrate, obţinem, folosindu-ne si de (4) :

; ( 1. 1)' . , . (1 , n  -  I)! 0
1) Hi

( « - 1 , 1 ) \  . . ( я - l , я - l ) ' 0
(«,!)* . . .  (n,n — l)1 Ф.(я)

' С ,  .ФДя) =  ФД1).ФД2)...ФДя).

A d o u a  d e m o n s t r a ţ ie . Considerăm un determinant A — j a.k \ de 
ordinul n, pentru care

0 dacă k 3 i
(У )

1 dacă k i.
înmulţind linii cu coloane, se deduce uşor că

A'1 ^  1. (10)
Să formăm acum produsul :

( 11)

A iA t1)- • • A„ * W й, . , . . a,11 li!

a , Ф.(1). . . а Ф.(я)ifi l' ' nn l' / a , . . . a«1 nn

Dacă scoatem drept factor pe ФД;) din coloana a j -a ( j ------ 1,2,...,»),
obţinem :

P =  ФД1) • ФД2). . .ФДя) • J 2 ФД1) ■ ФД2). . .ФД»). ( 12)

Ее de altă parte, efectuînd înmulţirea (11), înmulţind linii cu linii, 
obţinem elementele p ale determinantului P ' h \ în următoarea 
formă :

Л . =  E  ard аы ф№) (г ^  1 ’2’ ■ ■ ■ >n > * = 1 >2> ■ ■ ■>»)■i= 1
Folosind (9), rezultă că ardasd~- 1, dacă d\(r,s) (deoarece în acest caz 
d у şi d\s), şi anl a t) =  0, dacă 'ţ» (r,s) (deoarece în acest caz d nu divide 
cel puţin unul dintre indicii r şi s). Deci avem :

As =  E  A (rf) (r == i >2 , . . . , n '• s --- i,2 , . . . ,  »).,i|(r,s)
(13)
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Pentru a evalua valoarea acestei sume, observăm că, dacă / este o 
funcţie aritmetică uniformă, pentru care avem :

^2,f(d) tri — F(m),
d'm

unde m este un număr întreg oarecare, atunci, conform legii de inversiune 
a funcţiilor aritmetice (v. de ex. [4], p. 35), avem :

/ м -  ]£>(<*)-W -t ) =  E  m -(-т )  =  да,:Е т = ф -И 'ЛОп V <t /  f e i  W  /  d/m

Rezultă că
ŷ <I>.(if) — ni'. (14)
tlim

Deci, conform lui (13), avem :

pri =  (r, s)‘ (r 1,2....... и ; s — 1,2......... n). (15)

R ez u ltă  :

P -- Z>f. (16)

Comparînd formulele (16) şi (12), obţinem tocmai formula (1).

в I в в г о <; к а г к

1. К с k с М., Determinánsok, B udapest.
2. <; у í г е s В., Über einе Verallgemeinerung des S m ith ’sehen Determinantensatzes.

..Piiblicatioiies M athcm aticae  (D ebrecen)” , 5, f. 1 2. p. 162 -171 .
3. 3 ш í t li S t., On the Value o f a Certain Л rithmetical D eterminant. Broc. London M ath. Зое

7 (1875 76). 208 212.
4. 1" i и о о r и i] о \ I, М.. Barele teoriei numerelor (trad , din 1. rusă). Bucureşti, 1954.

ДВА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ДЛЯ ТЕОРЕМЫ Б.ДИРЕШ А  
( Р е я ю м е )

Б. Д н р с ш обобщил в 1957 г. теорему (3) С. С м и т а, доказывая формул) 
(1). где арифметическая функция Ф определена равенством (2), a (r. s) является 
общим наибольшим делителем целых чисел г и л.

В настоящей работе даются два простых доказательства теоремы Д и р е ш а. 
В первом доказательстве используется полная индукция по отношению к порядку п 
определителя И), а но втором доказательстве используется метод, лежащий в основе 
классического доказательства формулы (3).
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1 Ж Г Х  D EM O NSTRATION 'S I ) T . \  T H E O R E M E  DK B. OY f R ES

(R és il m é)

B. G y  1 r  e s a  généralisé en 1957 le théorèm e (3) de S t .  S m i t  11, en d é m o n tran t la form ule 
11 ). où la  fonction  arith m étiq u e  <I> est définie p a r  (2) e t ( r ,  .<) rep résen te  le p . g . c . d .  des nom bres e n ­
tie rs r e t s.

L a présen te  no te  donne deux dém o n stra tio n s sim ples pour le théorèm e de G y i r e s. I.a 
prem ière u tilise  l ’induction  com plète p a r ra p p o rt à l’o rd re  n  du  d é te rm in an t (1) e t la seconde e m ­
ploie u n  ra isonnem ent suggéré par une idée qui se tro u v e  à la  hase de la dém o n stra tio n  classique 
de  la form ule (3).





О NOMOGRAMÄ OPTIMĂ DINTR-Ü CRASĂ DE NOMOGRAME 
CU PUNCTE AUNIATE DE ORDINUE 3

de

V. GHOZE şi GH. CUMAN

E. în  lucrarea |5j s-a studiat îmbunătăţirea scării rezultatului la 
nomogramele ecuaţiilor de ordinul III nomografic de formă canonică

Л(*) +  fA y )  =  №
cu ajutorul unor transformări neproiective.

în  această lucrare vom studia îmbunătăţirea scării rezultatului la 
nomogramele ecuaţiilor de forma canonică

-9Áy) =  Ф )  zo < z < zt (1)
folosind transformări neproiective.

Notînd cu

f l  == ^icPl> f i  — 1щ>2, f  — 1щ>
ecuaţia (1) devine

efi . g/2 _  e/

care este echivalentă cu ecuaţia

f i ( x) +  M y )  =  f(z) (2)
deci transformările aplicate nomogramei ecuaţiei (2) în lucrarea [5] pot 
fi aplicate şi nomogramei ecuaţiei (1).

Dar reducerea ecuaţiei (1) la (2) nu este posibilă dacă în intervalul 
A0, Zj] funcţia <p(z) se anulează. Să presupunem că <p(z0) =  0. Vom aplica 
în acest caz particular nomogramei ecuaţiei (1) o altă transformare neproiec­
tivă. împărţind ecuaţia (1) prin cp(Zj) şi notînd ^ -  =  F(z) vom avea

9(*i)
ecuaţia de forma

Fi(x) -Fz(y) =  Ă(z) z0 >  z <  zx (3)
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unde F(z0) = 0, F(zí) — 1. Ridicînd la puterea k ambii membrii ai ecuaţiei 
(3), găsim

E f> ) -FUy) FK (z)

Din familia de scări

S   ̂ - FK (s) 0 <  k <  oo (4)

vom determina scara cu eroarea absolută minima.
în această lucrare se arată că în familia de scări (4) există o singură 

scară cu eroarea absolută minimă. Notînd cu z2 valoarea lui 2 pentru 
care

F K (~») =-

ms(k) =  m in  I |Е к (;г) ]'! (A)

ma(k) =  m in  I \FK(z) '
2t^2~zi

vom arăta că parametrul к corespunzător scării cu eroarea minima este 
rădăcina unică a ecuaţiei

mt{k) =  ma(k)

Se dau şi două metode simple pentru aproximarea acestei valori a lui k.
2°. Scara rezultatului a nomogramei fiind s =  F(z), unde F(z0) =  Ü, 

F(z1) =  1, se consideră scara 5 =  sK =  FK(z) unde 0 <  k <  00. Eroarea 
absolută a scării S este cea mai mică, dacă minimul caracteristicii scării 
în raport cu 2

min <pк =  min — =  min ksK~ 1 \F'(z)i
z z d z  z

este maxim în raport cu k. Presupunem F'(z) ф  0 în intervalul 
în caz contrar nomograma neputînd fi utilizată.

Caracteristicile scărilor s =  F(z) şi S' =  FK(z) fiind

Ф -  t  - >F'(z) Va j
dz dz

avem
Фх _  ^  _  fegK— 1
ф ds

în  intervalul în care acest raport (care este totdeuna pozitiv) esE  
mai mare ca 1, gradaţiile scării S se dilată faţă de gradaţiile scării s şi se
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contractă unde acest raport este subunitar. în  vecinătatea punctului în 
care — =  1 (punctul neutru), gradaţiile scărilor ,v şi S nu se schimbă.

ds

Vom studia variaţia expresiei — =  ksk 1 în funcţie de s. Punctul neutru
ds

s* se obţine rezolvînd ecuaţia

ksk 1 =: 1
I

unde s* = kl к

Din expresia —  se vede că dacă 0 <; Æ 1, atunci —  este mai
ds ds

mare decit 1 în intervalul (o, s*) şi mai mic decit 1 în intervalul (s*, 1), 
iar în cazul în care 1 <  A <  oo invers, — este supraunitar în intervalul
(.s*, 1) şi subunitar în intervalul (o, s*). în  continuare vom stabili limi­
tele lui s* şi S* cînd scara S' tinde către scara iniţială s, adică cînd k-*l. 
Dintr-uu calcul uşor rezultă că

lim s* lim /d 1 — e _ 1
k—► 1

к
lim S' — lim k1 к c 1

Variaţia lui s* şi S* în raport cu k se dă în tabelul (I)

k 0 1 -r 00
s* ! 0 /  e 1 /  1 (I)
S* ! -j- oo \t r 1 \  0

Contraimaginea punctului
1

„S — c 1 pe seara s este s — e к

X’oni arăta că s* totdeauna t;ste cuprins între punctele e к şi e îlltr-
adevăr, dacă 0 <  k 1 din tabelul (I), rezultă că Să arătăm

j_ _
că .V* >. e * adică kl~* 1> e k . Această inegalitate este echivalentă cu 
inegalitatea

Ink — sau In A >-
l -  k

I

к k
(5)
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Figurînd într-un reper kOy curbele de ecuaţii Y  =  In A şi y
se constata că cele două curbe sínt tangente în punctul (1,0), şi 
de acest punct nu mai au nici-un punct comun.

_  h -  l 

1 -  k 
în afară

Din fig. 1 reiese că în cazul în care 0 <  k 1 are loc inegalitatea
(5). Dacă însă 1 k <  o c , inegalitatea 1 rezultă din tabelul (I),

1
iar inegalitatea s* e 
tatea (5), rezultă din

k care 
fig. 1 .

şi în acest caz este echivalentă cu inegali- 

Deci avem următoarele situaţii :

a) 0 .  <  k <  1

S‘ 0

I

e s *  e ~  1 1

o. S
+  OC 1 ' m k

b) 1 <  £  <  +  oc (П)

S 0 e ~  1

l

s* e к 1

dS

tis
0 1 / k

D e m a  I. Folosind notaţiile (A) vom avea în cazurile 

ms(k) ms{\) şi md(k) md( 1)
ms(k) <  ms(l) şi md(k) md( 1)

a)
b)
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Demonstraţie. Notînd cu inversa funcţiei s F(z) (care există,
deoarece am presupus că F'(z) ф  0) putem scrie

ms(k) =  min [/' (2) Г I — min — F' [F~ ‘(s) j' -1 ds

în  cazul a) avem
dSmin — F'\F~ 4s) 1 min F'\F~ l(s)

- 1  ils ' ds
—  0 < s < s *

"<•<■’ Я

dar in intervalul (0, s*) în acest ca//--- >  1, deci putem scrie
ds

mm
<‘< S < S *  ds

ds F' F '(м . > min F' ÏF~- I(s) . >>niin F' [F~ 1(s) ' -■= m,( l)
0<s <' 0 < s < ,

Deci avem
m,(k) ф  »is(l).

Î11 mod analog, în cazul a) avem 

md{k) — min I (я)1,; — min —• F' [F- l(s)'i ^  min — F' |Jp—1(s)]
' 1 ds ' ds. •<'<! 

i к <.<1
ф  min /• ' '(.si • min I" /•- '(.s) /« /( 1 ;

5*<i<l <><1

■deci

ma(k) <  md( 1)

Inegalităţile în cazul b) se demonstrează în mod analog.

DKMA 2. Dacă kx >  k2, atunci ms{kx) A >ns(k2) şi md(k1) ф  md(k2).
Demonstraţie. în  lema 1 în locul funcţiei F(z) vom pune funcţia Fk (z). 

Atunci, în loc de ms(k) şi md(k) vom scrie ms[kkţ} şi md{kkx), iar în loc 
de wts(l) şi md( 1) vom scrie ms(kx) şi md{kx). Alegînd pe k — -2- , к < 1, şi 
conform cazului a) al léméi 1, avem :

ms(ko) >  ws(A,) şi m,i(k2) <  md(kx) 
ceea ce trebuia demonstrat.

Deci, dacă k creşte de la 0 la - x , ms(k) descreşte monoton iar 
•md creşte monoton.

--- Babeş- Bolyai: Materaatică-iizică 1/1965.
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Să studiem limitele funcţiilor ms(k) şi md(k) cînd k tinde la zero, res­
pectiv la infinit. Putem scrie (luînd în considerare tabelul II) :

lim ms (k) — lim min
À—fô

A-*0 0<s<«

î/5
ds

i
к

F'\F~ 1(s)‘i ^  lim ) m inF(z)
0 l <ls / гс<г<г,

1

şi deoarece

lim kek min F’(z 
*-o --„<‘-<=1

lim ke
к-* 0

lim
I
к'* *

avem
lim ws(/c) -- — ос
к-* О

In mod analog se arată că
lim md(k) =  ос'.

Deci avem situaţia reprezentată în figura 2.
Rezultă deci, că există o singură valoare 

к k0 pentru care

»h(k o) >n«(k»)
si deoarece

min i F (o) 2 rniiiiWţ( )̂. ,nd{k) 

evident că
min lFk (z) 7

este maxim pentru k — A0.
Deci am demonstrat teorema : în familia de scări .S —- F*(z) există 

o singură scară cu eroarea absolută minimă. Parametrul ku corespunzător 
acestei scări este rădăcina ecuaţiei

ms(k) = md{k)
. 4 a) Parametrul ka se poate determina aproximativ în felul următor : 

fie кj o valoare luată la întîniplare. Dreapta ce trece prin punctele 
[1, [Âj, Wj(A’j) intersectează dreapta determinată de punctele
[1, 7c,. mi (kl) ] îutr-un punct P. Abscisa k2 a acestui punct este
o aproximaţie pentru k0. Deoarece n iiitF ţ;) ’’ este cuprins între !nâ(k.,) 
şi diferenţa mâ(k.2) m,(k.,) < arată precizia cu care к., aproxi­
mează pe k0.
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Din figura 3 rezultă că, dacă

ms( 1) — min F F  l(s)] <  min F [F 1 fsj «/„(1),
o<s<i~‘ ^ ‘<К1

atunci kn >  1, şi dacă ms( 1 ) > mä( 1), atunci k0 <  1. Dacă ;ws(l) ma( 1), 
atunci k0 1.

b) Valoarea parametrului k0 corespunzător scării cu eroarea absolută 
minimă se poate determina şi printr-un procedeu grafic foarte simplu. 

Se ştie că eroarea scării S = sk unde s =- F(z) este dată de

min у. (л) — min — min ksk ' b (л)Г .'.-ST г, ’ r . S s « » ,  <!'-

Minimul unei funcţii fiind atins în aceleaşi puncte ca şi logaritmul 
ei, putem considera în locul min фА(л), min /ифА(л).

Notînd cu m -- min /мфА(л) putem scrie

lnÇk(z) (k — 1 )lnsJ- Ink \-.ln \F' F l(s)l ! mk

Dacă introducem notaţia Ins — u, unde ac <  и <  0 şi

!n F /• 1 ( t’“ I ^  G (и),

(î (и I wk -j- (1 — k)n — Ink
vom avea

(6)
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Curba dată Y  =  G(u) o reprezentăm în planul uoy. 
ecuaţia

Y  =- (1 — k)u -( mk — Ink

în acest reper

reprezintă o familie de drepte de parametru k. Pentru un k fixat din 
relaţia (6), mk corespunzător se determină grafic în felul următor : cons­
truim o dreaptă de coeficient unghiular 1 — k şi o translatăm pînă devine 
tangentă la înfăşurătoarea convexă a curbei (G). Dacă n este ordonata 
la origine a dreptei construite, atunci

m =  Ink +  n

Notăm valoarea maximă a lui mh cu m. Valoarea parametrului к 
corespunzătoare acestui m este k0 care dă scara cu eroarea minimă. 

Pentru determinarea lui k 0 din familia de drepte
У — (1 — k)u +  m — Ink (* *)

alegem o dreaptă tangentă înfăşurătoarei convexe a curbei У =  G(u)' 
în  acest scop considerăm înfăşurătoarea (g) a familiei de drepte (* *) 

adică eliminăm pe k din ecuaţiile

Y  =  (1 — k) и + m — Ink
0 =  - 1  -  1 <***>

k

Rezultă că ecuaţia înfăşurătoarei este
У -= U 4- ln(— n) -+- 1 -f II! (g)

Practic putem construi înfăşurătoarea, considerînd în prealabil curba 
de ecuaţie У =  и +  ln(— и) şi translatînd-o pînă devine tangentă la 
înfăşurătoarea convexă a curbei (G) intr-un punct P. Tangenta dusă în 
punctul P  la (g) va fi tangenta comună la (G)|şi (g). Notînd cu oc coefici­
entul unghiular al tangentei comune în P, parametrul A’0 corespunzător 
scării cu eroarea minimă va fi dat de relaţia

k 0 1 — a.

Deoarece curba fixă У =  и -j- ln( — n) se poate construi grafic exact 
şi deplasarea ei de-a lungul axei OY se poate efectua precis, această 
metodă ne dă un procedeu practic uşor pentru determinarea lui k0.

Rămîne de a demonstra că, k0 astfel determinat este acelaşi cu k0 
determinat în prima parte a lucrării, adică trebuie să arătăm ca

ms(k0) =-= md(k 0)

Din relaţiile (***) rezultă că abscisa punctului P  este и -- - ' . Valoa-
î h

rea corespunzătoare pe scara s este e Ä.
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Pentru un k fix, după cum am văzut, avem ms(k) — n +  Ink unde 
n este ordonata la origine a tangentei de coeficient unghiular 1 — k dusă 
la îufăşurătoarea convexă a curbei (G) situată la stînga punctului P. 
în mod analog obţinem şi md(k).

Dacă kv — 1 — a, tangenta corespunzătoare la înfăşurătoarea comrexâ 
a curbei (G) fiind tangenta în punctul P, rezultă că

ms(k0) =  md(k0) 

ceea ce trebuia demonstrat.
De aici rezultă şi unicitatea lui k 0 determinat prin această metodă 

grafică.
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НАИЛУЧШЛЯ НОМОГРАММА ИЗ КЛАССА НОМОГРАММ С ВЫРАВНЕННЫМИ
ТОЧКАМИ 3-ГО ПОРЯДКА 

( Р е з юме )

Рассматривается семья прямолинейных масштабов уравнения

.4 í' (г), ; j ,  0  <  k  o o ,

г д е  г р о )  -  0 ,  F p j )  •_ 1 .  О б о з н а ч а я  ч е р е з  г., з н а ч е н и е  z ,  д л я  к о т о р о г о

ms(k) m i n : / * ( * ) ;  T

má{h) I l l ' l l O a n

—1е и

показывается, что параметр К, соответствующий масштабу с минимальной абсолютной 
погрешностью, является единственным корнем уравнения

mf k )  ш^(/е),

Даны и два простых метода дли аппроксимации этого значения к.
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Г Х  NOM OGRAM M E O PTIM U M  D ’U N E  CLASSE D E NOM OGRAM M ES A 
PO IN T S A L IG N É S  D ’O R D R E  3

( R é s u m é )

On considère une fam ille d ’échelles rectilignes d ’équation

5  - , <  г С  0 k <  oc:
fc _I

ot'iE(rr0) =  0. Е (г1) = 1. E n  n o ta n t pa r гг la  va leur de z pour laquelle F  (г.,) r e t

m (k) m in  |[-Р'*(г)]/ ; 
s ' --.SiO,

nïAk)  ^  m in 
*

ou m ontre  que le p a ram ètre  K  correspondan t à l ’échelle a y an t une erreur absolue m inim a êst la 
racine unique de l ’équation

ms(h) =  md(k)

On donne aussi deux m éthodes sim ples p our l’approx im ation  de cette  va leur de K .



SUPKAFEŢE CU m DIMENSIUNI DINTR-UN SPAŢIU EUCUDIAN, 
CU PRIMUE SPAŢIU NORMAU UNIDIMENSIONAL

1. Fie Sm o suprafaţă cu m dimensiuni din spaţiul euclidian Em+ 
descrisă de punctul M  = M fa1, şi a cărei metrică este ds2 —
= gtjdu'duK Presupunem că Sm admite în fiecare punct M  un plan tangent E„ 

şi că funcţia M{ul , . . ., um) este continuu diferenţiabilă de un număr 
de ori suficient de mare. Suprafeţei Sm îi asociem o familie de repere 
semiortogonale

unde L  =  iar I  .............I  , sînt vectorii unei baze ortonormatek ...k ' m4-l> > m+q
ou

<lin spaţiul normal E  la Sm în punctul M.
Familiei de repere (1) îi corespund formulele de derivare

( dM  =  dukI.,к ’

PROFIRA SANDOVIC1

( 1 )

(2)

dl. , =  «  1 m-f s m+s

[i, k — 1, . . ., m ; s,t =  1, . . ., q),
unde

A . du'S%
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Condiţiile de integrabilitate a sistemului (2), numite şi ecuaţii de structură 
ale suprafeţei, se scriu :

DiJ' -l

Di,”' '* г

fi ki<0. , СО, ; -l ’ h J

»?- (O , (O• ? ;
- m~rt » 
(0  , СО

D io"

(3 )

(/, j,k  1, . . . .  /и : .s./, T-- 1, 
Introducînd notaţia

SI> 
8 к 1

a h

d« ‘
Г* 1,! -

din formulele (2) rezulta că
87,.

x; /  4г I m 4  s ( 4 ;

8/
şi prin urmare -̂ -r sínt vectori ai spaţiului normal £  . Spaţiul determinat

Sa' {>
-+

8/. A
de vectorii —- mtr-un punct Л/ este numit pnmul spaţiu normal al

8ît
suprafeţei.

în  cazul cînd primul spaţiu normal este un subspaţiu al spaţiului 
normal Eq al suprafeţei, prin operaţii de derivare se definesc spaţii normale 
succesive, care împreună alcătuiesc spaţiul Eq.

Corespunzător cu acest mod de a obţine spaţiul normal, se constru­
iesc formulele de derivare ale suprafeţei. Sub această formă sínt conside­
rate de către H. K. W e i s e  Ll]  formulele de derivare ale suprafeţei 
în problema stabilirii criteriilor pentru clasa A ^ 2 a  unui spaţii Rienianu. 
Astfel, în mod firesc, se disting în această problemă situaţii după cum 
primul spaţiu normal este unidimensional sau bidimensional.

In cele ce urmează sínt considerate acele suprafeţe S dintr-un spaţiu 
euclidian En pentru care primul spaţiu normal are dimensiunea unu, cu 
intenţia de a rezolva în primul rînd problema clasei lor.

2. Fie Sm o suprafaţă din spaţiul euclidian E , g >  1, cu primul

spaţiu normal unidimensional, şi fie Im+l un vector unitar din acest spa­
ţiu. Din (4) rezultă că

>*, <>.('* Al........ g),

31 .= O. ( a  -  2 ,■I v

şi deci
(5)
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Avîml în vedere egalităţile (5), condiţiile de integrabilitate (3) ne dau
t\ n y<i~ l wi-f a • / • 1 o ,0 - JJco со , a) 1, . . . .  m ; y. - 2........ r/ .

De aici rezultă că formele tom+1 şi * sínt proporţionale pentru oricare 
i şi a şi prin urmare rangul formelor adică numărul de forme
liniar independente din acest sistem, este unu. Pentru formele to”’+1, 
condiţiile de integralitate (3) ne dau :

• \ vi -i-1 ■ i m 1 -
J ) i ù  С О ., СО1 1 1

care se pot scrie şi sub forma

Dco1’1 1 -- 0, mod. <ú”‘ 1 (/, j =-- 1, , . m).

Aceste egalităţi exprimă complet integrabilitatea sistemului de ecuaţii 
(,>”'+1 .= 0. Avînd în vedere acest rezultat şi faptul că, sistemul de forme
<a’,!+I are rangul unu, putem scrie :

= P.df, (6)

unde p. şi /  sínt funcţii de . . ., um.
După o transformare corespunzătoare de coordonate u 1............n m putem

piesupune că

1 = >,'m du”1 (nu se însumează în raport cu m).
deci

'Ala (* 1. ■ • ■ ,ni]  a — 1, — 1 )

Întrucît teiisorul л1, este simetric, rezultă

şi prin urmare \ rn - 7. este singura componentă a acestui tensor diferită
de zero. In sfîrşit, putem scrie :

■ мг-f- 1 % 7 tu 1 f\  i t j  tu /’~t\bj , , ----- A au , со — 0, со , , — h au , {/)

(a =■- 1, . . . .  m - 1 ; t = 2, . . . .  q).

1 >iî! condiţiile (3) avem egalităţile

D ot m -ţ X J (i, •

aie sc scriu, ţinînd seamă de (7), sub forma :

,d h  , d u "
I ; T j m *t ; Пdu , A , Au1 ’ Ti.'
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sau
dh‘ —■ h~ A'. iluk, dv"‘ ' = 0

de unde rezultă :

a*
a«*

+  h~ A'_h — 0, (t,~ 2 .........q ; к ----- 1,. . ., ni - 1) (8)

înmulţind (8) prin Id si efectuînd însumare în raport cu /, obţinem, avînd
în vedere că .4^ +  A} =  0,

t E  (* )' ■■ (Â> - 1........ »I I 'дг!

si deci se poate scrie :

\j  £  (h>f  ^  ?!<«“)•

Cu aceste observaţii, formulele de derivare (2) devin

d l к 7- со 1, ,'X a ft ’
~¥ , ->

dl ft r=  (0 i,m w ft
-+

d l  , . iw?
“ ’ ”  £

^  2, <

g Adu 1 +  p ( —  I  ,,\duo  ? 1 i i i  л и t4 -f I(—  7 )eV Pi ж+‘/

m

Considerăm acum în spaţiul normal Eq o nouă bază ortonormată 
în care sínt incluşi vectorii :

U — 1 ,, «.)i W - i T / i  I .
P, i = 2

Prin această schimbare, formulele (9) se scriu :

d l =  o>a a  ft’

d l  =  w* 1  + U u mh ltm m ft 1 1 ’
У«! =  — g m k ^u У +  p du" nt ,

dn.y p dum n, +  Vs ш«+' /M 1 1 Z_/ “m+2 "•+' ■

(10)
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urnit-, evident, formele c/ŞÎ, şi vectori» /  (i -- 3, . . ., q) sínt, în general,

diferiţi de şi Im+t din formulele (9).
Din (10) re/.ultă că :

>n-r'l ] ni m - f 3o) . - - o an , со , ,m -f 1 1 J m -r 1 m-\ 1

iar din (3) :

deci
o ,, /;u"j; oZî;, </*;:, ](/ -  з.......q)m-1-] m-f1’ fîH-->JV 1

4 u \  toM+ t  - 0 ,

de unde
m-.-t t: a 
m-f 2 ^ du"1, (t 3 , q).

Kfectuînd operaţii analoge cu cele făcute pentru G>"*j • li d u 1
obţinem :

y  È ^
“ t -  3

/ nl \ 
?-Âu  ) ’

şi alegîml o bază ortonormată în spaţiul Eq în care să fie cuprinşi vectorii

n n
i q î ’

Рг e*a m + t’

formulele (10) se scriu :

unde, în general, 
din formulele (10)

dl -  CÖ*/,,a a ä ’
-+■ —►

dl in ------ iùk L  +  \dumm к *1.
-+ -*

dn1 — ■— gim \dum I. ~4~ p-jdu Wg,
-+ -*■ -¥

dn2 1 WJ ,- — pjau fix -ţ- J mP cţd//Ur j
—► я -+

<f«a p 2dum n2 -+- fH+t /
w+f1=-4

formele si vectorii I  ,, diferă de ojm-f3 > m+t
m+t 
m-f 3 şi
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Evident, aceste operaţii se pot repeta, şi sintern conduşi la următoa­
rea formă pentru formulele de derivare ale suprafeţelor considerate :

d l a к
Ы, h

dJm k tio i>11 -r  A du" Mj,
kn- - a /.du'" I  --- рр/м’" « ,—♦

dn., — ç,1d u 'n 1 +  p2aG”‘п.л.

j j w . j mdît . -- p, „du n 0 — p ,du n ,q -I г (/ 2 q —2 ‘ r ^ - - l
-► —►

í/и =- o ,dumn .

(a 1........ >,; 1 ; k =  1, . . ., m),
unde ........  p sínt funcţii de um.

Rezumînd rezultatele obţinute, avem următoarele :
Pentru o suprafaţă Sm din spaţiul euclidian Em+ , q >  1, care are 

primul spaţiu normal unidimensional, avem, în coordonatele ul, . . . ,  um co­
respunzător alese,

n.. =  0 cu excepţia lui X1 =  Xtk ±7 tnttl

iar pentru formulele de derivare (2), exprimarea (11).
Transcriind tensorial primul sistem de formule (3), se obţin ecuaţiile 

lui Gauss :

$=1

(i,j,k,l — 1, . . ., m),
unde R este tensorul lui Riemann—Christoffel. în  cazul suprafeţelor 
considerate avem evident

R HM =  °> = ! . • ■ • .  t» )

şi prin urmare :
Suprafeţele S din spaţiul euclidian E . q > 1 ,  cu primul spaţiu

normal unidimensional, au metrică euclidiană.
Din formulele de derivare (11) rezultă că. de-a lungul varietăţilor

—► - ►
um =  corist., vectorii normali и,, n.,, . . ., nq sínt constanţi si deci fiecare 
plan Em tangent la .S rămîne neschimbat de-a lungul unei varietăţi um -- 
=  const.
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Planele E,„ tangente la una dintre suprafeţele Sm considerate, formează 
o familie de plane care depinde de un parametru um.

Rezultă de aici că varietăţile u’" const, sínt varietăţi plane şi deci : 
0  suprafaţa Sm cu primul spaţiu normal unidimensional admite o 

stratificare în plane E m^l :S,n oo1 E,„ şi de-a lungul unui Em pla-
nul tangent E,„ rămine constant împreună cu vectorii normali nj, nq.

O formă canonică a formulelor (11) se poate obţine observînd că, 
pentru suprafeţele considerate, varietăţile =  const, sínt varietăţi 
total geodezice şi deci, metrica suprafeţei poate ii adusă la forma

ds~ - (du1)'1 — (du1)1 (du"'- ')- -  g(dum)1,
g fiind o funcţie de variabilele a 1........ u‘" . Natural, metrica fiind euclidi­
ană, g satisface condiţiile corespunzătoare.

3. încheiem aceste consideraţii indicând un exemplu de suprafaţă 
cu primul spaţiu normal unidimensional.

Fie ( o curbă din spaţiul euclidian E., şi fie £ , £ , . . . ,  £ vectorii 
unitari care determină, intr-un punct Л/ al curbei, tangenta, prima nor­
mală, a doua normală..........a (n l)-a normală. Notînd cu .s arcul pe
curba C, formulele lui Freuet corespunzătoare punctului M se scriu :

J S  “ o 1 , j s  '"p ~ p - 1 '  ■>-' I -P+ 1 •
unde p =  p = 0  si fi - 0,1.........n - - 1.1 o , i

—¥ —V
Vectorii £ , £ , . . . .  £ determină, împreună cu punctul .1/ planul 

osculator (q — 1) dimensional l ’g ,. Cîud punctul M  parcurge curba C, 
planul Pq -, generează varietatea cu </ dimensiuni Sq, descrisă de punctul R 
dat de :

R M(s) — u° £ »' £ ; . . . •• m',_ 1 £ , a ■< n 1. (13)' -o -1 -q-1  < ■ ’
Avînd în \Tedere formulele lui Freuet, rezultă că planul tangent la Sq 
în punctul R este planul oscillator I ’,, determinat în punctul M  de vec­
torii £ , £ ......... £-o -r _ -1

Astfel, prin derivarea vectorilor tangenţi la Sq în R şi ţinîud seama 
de formulele 12 , obţinem vectori din planul oscillator I ’q l , adică pla-

—►
nul determinat in M  de vectorii £ , £ , . . . .  £ .■о’ -Г -? ..

De aici rezultă că primul spaţiu normal într-uu punct R al varietăţii 
Sq este unidimensional şi prin urmare :

Suprafeţele generate de planele escalatoare Pq ale unei curbe C dintr-un 
spaţiu euclidian En au primul spaţiu normal unidimensional. Aceste supra­
feţe sínt înfăşurate de flanele escalatoare Pq.
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H I H I, I CM. R  A F I K

1. H.  K.  W e i s e  Beiträge zum  Klassenproblem der quadratischen Differentialjormen. ,,M a th e ­
m atische A nnalen” . 110, 1935,

2. N. N. T a n  e n k  o, -Yekotorie voprosi teoru vlojeniia rimanovih metrik v evklidovi prnstrimstra 
„Uspelii m atem aticesk ih  n a u k ” , VIII, nr. 1, 1953.

m- .МИРНЫЕ ПОВЕРХНОСТИ В ЭВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ, ИМЕЮЩИЕ 
ПЕРВОЕ НОРМАЛЬНОЕ ПРОСТРАНСТВО ОДНОМЕРНОЕ

I Р с з io м е )

Рассматриваются многообразия S m в эвклидовом пространстве имеющие
первое нормальное пространство одномерное. Доказывается, что эти поверхности 
имеют эвклидовую метрику и что допускают расслоение в плоскостях /;(( . так что
вдоль Е,я 1  касательная плоскость Еи к многообразию остаётся постоянной, вместе о 
нормальными векторами.

В качестве примера даны многообразия, образованные соприкасающейся плос­
костью кривой С е размером меньше п -2 в эвклидовом пространстве Еп.

S E R  PACKS А m D IM E N SIO N S D ' E N  ESPA C E  E U C L ID IE N  PO U R  L E S Q U E L L E S 
LE P R E M IE R  E SPA C E  NORM AL E S T  U N ID IM E N S IO N N E L  

- K é s  u m é)

On considère les variétés Sm d 'u n  espace euclidien L’M(+ qui o n t ie prem ier espace norm al 
unidim ensionnel. On m ontre  que ces surfaces o n t une m étrique euclidienne e t q u ’elles ad m etten t 
une stra tifica tio n  dans les p lan s E m de telle  sorte  que le long d ’un  F-m le plan  tan g en t à 
va rié té  dem eure co n stan t avec les vecteurs norm aux.

On donne comm e exem ple les v a rié tés  engendrées pa r le plan  oscillateur de d im en­
sion inférieure à n-2 d ’une courbe C dans un espace euclidien E .
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<Ie

\l .  ţ a h i n A

Spaţiile -i„ care admit o formă Pfaff invariantă au fost considerate 
mai întîi de academicianul Gh. Y r ă n c e a n u i 1 j , care a arătat că ast­
fel de spaţii posedă un grup maxim de transformări în ele înseşi, cu //- 
parametri.

In legătură cu acest subiect ne propunem studiul spaţiilor A care admit 
m forme Pfaff invariante şi care posedă o mobilitate maximă, prin aceeaşi 
metodă, folosind ecuaţiile de structură corespunzătoare.

Eie äs1, ds-, . . . .  dsm {m < n) formele Pfaff invariante ale spaţiului A, 
Presupunem de la început că sînt independente şi că fac parte dintr-un sistem 
de n congruenţe definite prin formele dsa(a — 1,2, . .  .«), la care raportăm 
spaţiul considerat. în tot ceea ce urmează, indicii latini a, b, c, . . .  parcurg 
valorile 1,2, . . . .  indicii h, i , j ,  k, . . . iau valorile 1 ,2 ........ m, iar indi­
cii greceşti 7., ß, у ■ ■ ■ iau valorile m -f /, m 2 ........ n.

Considerăm grupul general al transformărilor de congruenţe ale spa­
ţiului .1,,

<îsa - cţdsb (1)

Ecuaţiile de structură ale spaţiului A„ sínt

As* =- — -- f  idsbdsch - ,y bc  -

( 2)

Asî dsa dsc. -f — Y* / ; dscdsi '

unde dsab — y'4G‘ iar sínt componentele conexiunii spaţiului pe siste­
mul de congruenţe dsa.

Scriind primele ecuaţii de structură (2) in sistemul de congruenţe rf.s* 
şi apoi ţinînd seama de (1), se obţin formulele

(3>c{dsa -- c*ds! 4- de"b f  /  b >



32 M. ŢARI NĂ

în  cazul considerat, formele ds* fiind invariante, grupul de transformări 
de congruenţe ale spaţiului' este

ds ds*', dsx - c*ds' -r  (4)

prin urmare avem c =  <F.
Formulele (3) scrise pentru indicii a =  /, b - j, respectiv a =- /, b — x 

ne dau

ds: — ds'. -f- ! 'ds'-
I I ' ) и

de unde rezultă că spaţiul formelor ds’a este invariant. Astfel, dacă aceste 
forme sínt nule intr-un sistem de congruenţe, ele vor fi nule în orice alt 
sistem.

Pentru scopul urmărit, presupunem ds* ----- 0 deci — 0. Atunci for­
mele ds1. sínt şi ele invariante, astfel că y*k sínt invarianţi absoluţi, iar 

sínt invarianţi relativi în raport cu transformările grupului.
Dacă invarianţii relativi sínt diferiţi de zero, ei vor impune condiţii 

coeficienţilor c" din grupul (1). De aceea, pentru ca spaţiul dat să admită 
un grup maxim de mişcări în sine însuşi, este necesar ca invarianţii rela-
tivi să fie nuli, adică v' =- 0. Astfel avem

* ia ^ Y* - 0• ai? dsl; . , ^ d S>: (в)

Kcuaţ iile de structură (2) se scriu atunci sub forma

Л.С - ’ (rjt ■ ' Ta, - - /î?p) dsjdsk ' -- f  dsjds*X ■ -  1 с2 ‘,3 (7)

Deoarece covariantul biliniar A.s' şi produsele exterioare din membrul 
al doilea sínt invarianţi, rezultă că şi coeficienţii acestora sínt invarianţi, 
care în cazul cînd nu se anulează identic, impun de asemenea condiţii func­
ţiilor c". Aşadar, pentru ca spaţiul să posede mobilitate maximă, este ne­
cesar ca

t. fX o ( 8 )

în acest caz formele ds1 sínt diferenţiale totale exacte ale funcţiilor s‘, 
căci coeficienţii covariantilor biliniari ai lor sínt nuli да*. --- 0. Se ştie căf / „h

' ab tL
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si din formulele (8) urmează atunciЛщ
Celelalte ecuaţii de structură (2) devin

(yÄjh l Tkitkl i jh Y**Ky,) +  Y K yiteî^5*] +  2 Yja0t ^ sr  (10)

Formele ifs’ fiind invariante, covarianţii lor biliuiari sínt şi ei invari­
anţi, iar coeficienţii lor impuţi din nou condiţii funcţiilor c?, restrîngînd 
mobilitatea spaţiului, afară de cazul eînd avem

Yj« +  Y« T*, -  r**Y?, =  o 

rU  =  T̂ p = 0
Atunci formele dsj sínt de asemenea diferenţiale totale exacte. 

Din expresia componentei y«  ̂ a tensorului de curbură

y'.• jka às*
à Г,
as Y,ak • ja rLrţb + ŸaMa

( i i )

( 12)

în cazul considerat rezultă

âtjk
asa

deci invarianţii y‘h depind cel mult de variabilele s’.
Se verifică uşor că avem

Y* . 0

si astfel cea de a doua ecuaţie de structură (2), corespunzătoare indicilor 
a ----- i, b =  ß, este identic satisfăcută.

Ecuaţiile de structură rămase sínt

Asa =  [dsad$a1 -----1 E \ds‘’ dscL a -  o  bc i-.  ( 13)
As? =  -  Idsfds{]  +  - -  - { b id s 'ds*_

Pentru a determina spaţii cu grup maxim de mişcări, considerăm că 
subspaţiile definite de sistemul ds‘ =  0 sínt spaţii afine. Presupunem deci 
că formele ds*, ds“ verifică sistemul (13) corespunzător unui spaţiu afin. 
în acest fel se obţin condiţiile

&  =  «■ Y-м =  <1 (14)

3  — Ba b e# —Bolya i:  M atem atică-fizicâ 1/1965.
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Din formulele de transformare ale torsiunii şi curburii referitoare la 
celelalte componente, se deduce faptul că acestea impun condiţii coefici­
enţilor c°, în afară de cazul în care ele sínt de forma

rt'S 0 Y aOiP A . .  d „  ij 3 15)

unde pt şi ~A- sínt scalari invarianţi.
într-adevăr, pentru componentele torsiunii, avem legea de transfor­

mare
Г  c {cq = К t"pq h c bc p

deci
I х CJ c* = t i c аÎ|X t ß *0 V

şi apoi. ţinînd seama de (15), avem
л,' л а ‘ ; j. л Yd b 0. C =-? u. • ? [i Af, o . t3 ‘ 1

adică o o .‘ i ‘ t
Pentru componentele curburii afirmaţia se verifică analog, 
în  acord cu ipotezele făcute vom presupune.

ds* =  $ţpdsl (p ----- const)

Ţinînd seama de formulele (15) în ecuaţiile (13), avem

A.sa =  [ds'dsf] -j- [ds®, iï^pds'1] — pjLds‘ , ds*}
. 16)

A.sa — dsads\ — \dsadsf ! -r- >. ds:ds*

Pentru a satisface primele ecuaţii (16) sub forma A,sa — 0 le scriem

ds’, ds]- — hds* \ — 0 h. == pb\ -r p;

şi aplicînd o cunoscută Iernă a lui PI. C a r t a u ,  aflăm 

ds* — hds* =  ka dsJ (/.-* k x)

deci
ds] -  h.ds* -r kids '  (17)

Formele dsa devin astfel diferenţiale totale exacte ale variabilelor .s'Y, 
iar celelalte ecuaţii (16) se scriu sub forma

As“ =-(£“, yt *lkp ,dskds‘ уph; H'khip .n/sS/.s“] (18)
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Pe de altă parte, din formulele (17) deducem

As3 'ds^dc
deci

AsT1
j>ct âţj
S  * ̂ as

a4

•dskdk,*:

 ̂ I ds’-dy“ E j dskdsl \ -f ap, I dsads$ i
as ’ as a*

Identificînd formulele (18) şi (19), se obţin relaţiile

a*!
a-'7

ЭР;

та л1 т а
«  , —  O.Ä.,*/* 1? к  ) l

>a 1 dpj
=  6 e I I  - г  T,*

1 as '

=  0

•Л h. -  b\h.b ■h к i k j *

(19)

( 20)

Din formulele (3) deducem

/.V =  c^ds'j » i
dc* — 0

c*dsţp i dcx
J (2i ;

prin urmare cţ — const.
Formele ds\ dsa fiind diferenţiale totale, din formulele (4) aflăm prin 

integrare
n' Sf 4 -  C\ s* f**» • 'Ş(sj) (22)

unde <pa sínt funcţii de sk iar c‘ sínt constante.
Avem de asemenea

c? a?
as*

înlocuind în formulele (21), obţinem

hjts*  • k \ d s k d?
a

aJra
j k " ” -  aţ, dsj +  cl(kjds + k jkds ) - \ -  dsKay as

şi deoarece avem

din ecuaţia (23) rezultă

a2ya _  (
asfasft

ds* ^  r W  4- ^ r - d s 1 
asJ

K/i.к :
ay  1 „a

as
+  С“*; - £*.1 e. 7 A’ 7Ä

(23)

0 (24)
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în cazul în care coeficienţii y'jk satisfac relaţiile

(25)

prin urmare atunci, cînd k*h nu depind de variabilele s\  funcţiile k*k sínt 
de forma

-JţŞ -a a -.8>, i- v}s*
Avem de asemenea

ap.
}k T)khi -  f  >v4s

deci înlocuind în ecuaţia (24), şi ţinînd seama de formulele (23), se obţin 
ecuaţiile

> VГ7
ava-8 (f‘jk

ap.
as'

Kph, ik (27)

Prin urmare, în cazul în care sínt îndeplinite condiţiile (26), spaţiul 
.4,, admite un grup maxim de mişcări dat de formulele (22) conţinîml 
n +  (n — m]1 parametri c\  c* şi n — m funcţii cpa care satisfac sistemul 
diferenţial (27). Desigur, în cazul general pentru un număr m destul de 
mare, se pun condiţii de compatibilitate asupra soluţiilor acestui sistem.

în cazul particular m  =  1, condiţiile (25) nu apar, deoarece produsul 
exterior [dskdsl] din ecuaţiile (18), (19) este nul, iar pentru p  =  0 sistemul 
(27) se reduce la ecuaţia diferenţială aflată de acad. G h. V r a n c e  a nu

.A? - f  _  p ) - y -  -  (p’ +  pip +  7)<pa =  0
notaţiile fiind următoarele

p =  Pl, л =  Xu , IX =  Yl,

Pentru a ne convinge că problema prezentată nu constituie numai o 
generalizare formală a cazului m — 1, să o însoţim de cîteva exemple.

Exemplul 1. Să considerăm spaţiul A n care are singurele componente 
nenule ale conexiunii

I, Г1
12 B,

unde I, А, В  sínt constante.
r ;, 1, г (28)
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Acest spaţiu a fost îutîlnit de acad. G h. V r ă и c e a n u  Л, vol II p. 88 
în problema spaţiilor parţial proiective cu grup maxim de mişcări. Singu­
rele componente nenule ale tensorului de curbură pentru spaţiul (28) sínt

» 1 ,  -
A r x  -

H i ■- /  ■<- /

1 l i ,  - -  Щ 1  - i -  / )  -  ■ - I s Г *  -12a = . 1

> ш ..... ( /  +  n r ; ,  =21a
- A

r 2 , 2
A г 22 a В

(29)

iar tensorul de torsiune este nul. Se verifică uşor relaţiile

1 jhl
pl гчо _ p*
1 kl 1 jh 1 kk 1 j l  '

deci formulele (11) sínt satisfăcute. De asemenea formulele (14) (15) şi 
(25) sínt îndeplinite pentru sistemul de coordonate dat, căci avem

?.. : 0, >.„ - 1 /. X12 -  А,  л22 =- В, Г) -= 0, P = -  1

Pentru spaţiul (28) definit în coordonate carteziene, sistemul de ecuaţii 
(27) ne dă

ad ? : j i-t. к ; V 1 jkd*i a*
-  <ÏJl) d?I - 0 

* a*’
juin urmare

o" const.

Regăsim ; 
de mişcări

istfel rezultatul cunoscut că, spaţiul (28) admite grupul maxim

.Vм - .VJ IIх
У- r.-. .V2 —~ a1 (30)

/аX ----- а л ,  аа, X -- а

cu n- — 2n 2 parametri a1, c1, «J, я*, şi posedă două forme invariante,
d.r1, if.v2, diferenţiale totale exacte.

Exemplul 2. Considerăm spaţiul care are singurele componente ne­
mde ale conexiunii

17, =  aKxa, Г“, -  17, , . abxa, l?„. - Л’.г* (31)

unde a, h sínt constante.
Acest spaţiu face parte de asemenea dintr-o clasă de spaţii .1 omogene 
considerate de academicianul G h. V r ă net* a n u (21.  p. 247).
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Singurele componente nenule ale tensorului de curbură sínt

Г*up К**
deci

a-, A,.,

2IP

=  ab, >.„, ==: b2

Tensorul de torsiune este nul. 
Condiţiile (27) sínt satisfăcute, căci

Г’, О,)к

(32)

Sistemul de ecuaţii (27) se scrie în acest caz

o 9
ai*2)2

ci1'?  = = 0

aV
a.rla.r2

■ ah'-Ş ■— () (33)

D V
1>(д-2)2

hl cp* =  0

si ne dă prin integrare
a a ax1 -9 C1 €- h. 12 , у, {/1 \-b c„ e .1 -- b\ 2l

Spaţiul (31) admite grupul

V 1 V1 4- c1
a'2 ■ .г2 -f- e2 (34)

/2X a ß ,  a
: V v -t- ?

cu n'~ — 2n +  2 parametri cl, c2, 
invariante d x l, d x 2.

ay-, f* Í'í siCl 1 ’ 2 posedă două forme Ffaff

Determinînd pe cale directă gru
(34).

Spaţiul (31) nu este proiectiv 
lui Weyl de forma

pul spaţiului 

euclidian, c

(31), obţinem tot formulele 

ăci componentele tensorului

2» - a .,ii-
ii i

nu se anulează pentru a ^  0.

B I B L I O  fi R A I К

1. G h. V r ă u e e a il u, Leçon de Géométrie différentielle, vol. I, II. 2‘ cd., Bucarest, 1957.
2. G h . V г ă ti с е a n u, Lecţii de Geometrie diferenţială, voi. III, Bucureşti, iVtfO.
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] il'i к' ! l’A I ICI li \  An, ДОПУСКАЮЩИЕ m < n ИНВАРИАНТНЫЕ ФОРМЫ
ПФАФФА

(I5 e 3 i<> m e )

При помощи соответствующих структурных сравнений изучаются пространства 
Ап, допускающие п к п  инвариантные формы Пфаффа и обладающие максимальной 
подвижностью. Инвариантные формы должны быть в этом случае точными полными 
дифференциалами, так как. иначе, коэффициенты их двухлинейных ковариантов 
ставят у с л о в и я  параметрам группы. Вообще рассматриваемые пространства обладают 
группами преобразований вида (22) и содержат и — («- ш)‘- параметры и п—т функ­
ции ş i ,  удовлетворяющие системе уравнений с частичными производными (27). В 
качестве примера дано пространство (28). рассматриваемое и акад. Г. В р э н ч а н у  

1 J. а также пространство, определяемое формулами (31). Оба пространства обладают 
максимальной группой движении с »* -2и+2 параметрами и допускают две инвариант­
ные формы Пфаффа if.г1, Ат'-.

E S P A C E S  A,, A D M E T T A N T  in п Е< >R A IE S D K  Р К А Е Е  I N V A R I A N T E S
(R é s n m é)A l ’aide des équations de s tru c tu re  correspondante, ou é tud ie  les espaces A„ a d m e tta n t 

m ; n form es de Pfaff in v arian te s  e t possédant une m obilité  m axim a. Les form es in v arian te s  doi­
vent ê tre  en ce cas les différentielles to ta les  exactes, sinon les coefficients de leurs co v arian ts  b ili­
néaires im posent des conditions aux  p a ram ètres du  groupe. E n  général les espaces considérés 
possèdent des groupes de tran sfo rm atio n s de la form e (22) co n te n an t n + ( n  — m)2 param ètres  
e t и -m  fonctions о sa tis fa isan t au systèm e d ’éq uations aux dérivées p artie lles (27). Comme 
exem ple s ’en cad ran t dans cette  théorie, on donne l'espace (28) considéré aussi p a r Gh. V rân- 
ceanu  (1), ainsi que l ’espace défini p a r  les form ules (31). Ces deux  espaces possèdent u n  groupe 
m axim um  de m ouvem ents à n'2 2« 2 pa ram ètres  e t ad m e tte n t deux form es de Pfaff in v a ­
riantes il.r 1, ll.r-.





O EXTINDERE A TEOREMEI DE CONTRACŢIE A EU I BANACH
ÎN SPAŢII METRICE

de
ANDREI NEV

Teorema de contracţie a lui Banach se enunţă în general astfel : 
Dacă operatorul U, care transformă spaţiul metric complet E în el 

însuşi, este un operator de contracţie, adică, dacă pentru orice pereche de 
puncte ,v, ,v’ din E are loc inegalitatea

p(U(x), U(x')  ) <  a-p (.v , A-') (Ü <  % <  1), (1)
p(.v, x') fiind distanţa elementelor ,v şi x' din E, atunci în acest spaţiu 
există un punct şi numai unul .r*, astfel încît

U(x*) x*.

Acest punct x* se numeşte punctul fix al operatorului U şi se poate apro­
xima succesiv cu ajutorul iteraţiei

•Vn r H*„) (» - 1, 2, . . .),

pornind de la un punct ,v0> oarecare, al spaţiului E.
Se menţionează în I — şi se ilustrează cu un exemplu - faptul că 

inegalitatea ? (i/(.Y), Г(Л"')) <  p(.Y, ,V') (,Y ^  ,Y')
nu este o condiţie suficientă pentru existenţa punctului fix.

în prezenta lucrare se pune în evidenţă o condiţie suficientă pentru 
existenţa punctului fix, fără să se apeleze la constanta subunitară x, care 
figurează în (1). Menţionăm, că ăl, A. K r a s n o s e 1 s к i tratează în 
„Uspehi matern, nauk" nr. 1, X, 1955, pp. 123- 127. o problemă similară 
într-un spaţiu Banach, V fiind un operator complet continuu.
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Se consideră un operator U, care transforma spaţiul metric complet 
E  în el însuşi. Considerăm numărul pozitiv cr.(x,x') ataşat pereehei de ele­
mente X, x' din E astfel, încît să aibă loc

o(l’(x), Г(.г')) <  x(v, x') -p(.v, x") ; (2)

în orice caz se poate lua drept x(.v, л') raportul —_J.fl.’. .
Se consideră iteraţia

-vH+, -  Г(л„) (n 0, /, 2, (3)
cu elementul de pornire x„€zE. Alegînd m >  n (de altfel întregi pozitivi 
arbitrari, n putînd fi şi zero) are loc inegalitatea

?(x„, X,„) <  p(.v„, .y„...,) p(.v„...,, -V,,.,.,) -• . . .  p(x,„ ,, x,„). (4)
Deoarece

?(xk, **+,) - l-'(Xk)) <  Ф к - v  A4)p(-V'a -i , xk)
rezultă, în continuare

к
?( c . -V,,; ,) ^ p(.v„, Vj) II a(,v,-_ ,, л,)/ I

cu ajutorul căreia inegalitatea (4) se transcrie astfel :
m 1 к

?(-bi> x,„) р(л0' -Ч) £  1T x(-b-i> Xj). (5)
к - a i 1

Seria cu termenul general u n [J ol( x ,_ .v ,)  este convergentă, dacă —
î „ i

•- în conformitate cu criteriul lui Kummer există un şir (r„) de numere 
pozitive, astfel, ca inegalitatea

V.  -  < „ f , >  u  , > 0
U n -  1

să fie înde])linită. în cazul seriei considerate mai sus, aceasta revine la 
condiţia

cn .............' • 0. (6)

v. к
Dacă (tt) este îndeplinită, seria £  n  а(л',_1, .v,) converge, deci restul

k ‘- 1 1 1x к
ei K„ V  П z(.v, 1; .v,) poate fi mai mic decît un număr pozitiv arbit-

k- n i l

rar, г, dacă и >  Л’г. în baza inegalităţii (5) se va putea scrie

?(x„, x,„) <  г (m >  n > N t),
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adică şirul {.v,,} este un şir Cauchy intr-un spaţiu metric complet, deci 
lim x„ = X *  (E E .  în continuare► 'X

p(.r„:_i, Г(.г*)) - ?(Г(л„). l'(x*) ) <  x(x„, X*) •?(*„, X*). (7)

Dacă pentru orice pereche de puncte ,v\ x" din E avem x(.v', x") <  d. 
unde A este un număr pozitiv (nu negreşit mai mic ca unitatea), rezultă 
din (7) — în baza continuităţii distanţei p —

lim C(x*) ) 0,

deci lim .v„.r, — ('(.V*). Pe de altă parte s-a văzut mai sus, că lim .vll+, = .r*,
Ч-+ X  n -+  -X

deci U(x*) X*, ceea ce înseamnă, că .v* este un punct fix al ope­
ratorului Г.

în  scopul examinării problemei unicităţii, se presupune existenţa a 
încă unui punct fix, x. obţinut pe orice altă cale, şi se scriu relaţiile evidente

?(x, Д'*) ?(Г(.г), Г(л*)) : y-(x, x*)p(x, x*)

de unde rezultă 1 a(.v. .v*). Dacă însă se presupune a(.v\ .v") <  1 pentru
orice pereche л', л" de elemente din E, fără să existe neapărat un număr 
pozitiv subunitar, x, astfel ca x(.r', x") xf a <  1, atunci din contradicţia 
de mai sus, (1 <  1), rezultă, ca punctul fix .r* este unic, în baza celor 
de mai sus se poate enunţa următoarea

T k o r iv m A . Eic operatorul E, care transformă spaţiul metric complet 
E in el însuşi şi pentru oricare pereche de elemente .v', x" din E să fie 
ea!abilă inegalitatea

-pE(x'), U(x")) <  y(7. X  , .V («)
unde p indică distanta intre două puncte din E, y.(x', x") este un număr 
pozitiv corespunzător perechii de elemente x ' , x " , iar mulţimea {«(.v', v”)'v'.v6f 
să jie mărginită. Dacă pentru mulţimea (x(.v„, n —Q, 1 ,2 , . . .  cores­
punzătoare şirului de el 
tiei de recurentă

X,:  -
a r e  loc inegalitatea

< ,,
nie ,v0, л1 • -Ц’ • • . obţinui prin intermediul reia-

П-Ь,) Ul ('). 1. 2. . . .) (9)

1
C„-r 1 d.-. u >  0 (10)

Zt.V,;, X n -, l)

(r„}„ o. i, 2. ... fi ind un şir de numere pozitive si и de asemenea un nu­
măr pozitiv, atunci şirul (.v„) are o limită x* (E E , care este un punct f i x  
al transformării (o soluţie a ecuaţiei x U(x)).

Dacă în particular pentru orice pereche de elemente x ' , x" din E 
are loc inegalitatea x(.r', л ” ) <  1, fără ca să existe neapărat un număr pozitiv
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subunitar у astfel, ca y.(x', x") <fx <  /, .v; dacă totodată relaţia (/<)) este 
îndeplinită, atunci lim x„ — a*, .v* fi ind unicul punct f i x  al operatorului UX
[unica soluţie a ecuaţiei x --U(x)), independent de elementul de pornire ,v0 
a relaţiei de recurenţă (9).

Observaţia I. Din (10) rezultă

xn ■ i) < ------------;* -r Oî- î

Dacă p, - c >  0 (n 0, 1,2,  . . . ) ,  atunci x(x„, x . ^ f  <f c <  1, 

, şi puuînd у -- c-  <  1 se realizează cazul prevăzut de teorema de con-
(i + c

tracţie a lui Banach.
Dacă y(.v„, л',.+1)< 1 , fără ca să existe un număr subunitar şi pozitiv, a, 

astfel, ca pentru orice n să aibă loc relaţia ol(x„, xn+f) <f y <  1, contracţia 
se ])<>ate denumi slabă, în opoziţie cu cazul prevăzut de Banach, care s-ar 
putea denumi contracţie în sens tare.

Observaţia 2. Dacă privitor la seria introdusă mai sus. cu termenul
" Un . 1general u„ •- 11 a(.v,-_j, ;V,-), avem — y.(x„, x„+fj, iar şirul .v,

I--= 1 "n
are puncte de acumulare în conformitate cu cele tratate în 2 de exemplu, 
dacă

lim x[x.,p. x2pr]) y.’ şi lini y.[x.ipi.x, x.,p .,) - у." şA a',
f'-* CC />-► CC

X
atunci seria u„ este convergentă dacă x x" <  /. Astfel s-ar putea avea 

1
X - \ 1 şi a" >  1 (dar XX." <  1) şi seria ar fi convergentă. în acest caz 
operatorul V efectuează pe baza lui (9) de o infinitate de ori contracţie 
şi de o infinitate (numerabilâ) de ori dilatare. Sintern în cazul unei contrac­
ţii ,.aproape peste tot” pe un şir, cînd totuşi există punct fix.

Observaţia 3. în cazul existenţei unui punct fix, rezultă din (5) prin 
trecere la limită cînd m ->• oo, inegalitatea p(a„, .v*) <  p(.v„, a,) • R„_ unde

x к
R ,,.., ^2  U *(•»';„i, -Vj). Atunci, cu ajutorul şirului (c„) din relaţia ( 10) şi

h = îî : m
în baza formulei de evaluare a restului unei serii cu termeni pozitivi, dedusă 
în lucrarea 3 :, rezultă

?(X„, x *) <  ( c„_ x 'ÏI1 У (a, .vf) -  /li (11)
U. V î-1 J

4
mule b lim t,, II x(xi_l , a,). Astfel, avem o ev aluare a aproximării pune- 
tnlui fix a* prin xn.
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ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМЫ КОНТРАКЦИИ БАНАХА ДЛЯ МЕТРИЧЕСКИХ
ПРОСТРАНСТВ 

( Р е п ю м е )

Пусть оператор V, отображающий полное метрическое пространство Н в его 
самого, и такой, чтобы имело место неравенство

Çj[U(x'), Г{х")} <  а О', л”) ■ p(.v', х"). (1)

дли любой нары элементов х', х" из Е, где р является расстоянием между двумя точ­
ками из E, a(V, ж") является положительным числом, соответствующим паре элемен­
тов х', х", а множество {a(.v'. y ç - j ç  должно быть ограниченным. Если для
множества {a(.v,. , о . • • ■ полученного при помощи рекуррентной формулы

' , . . и  ”  Е ( х п ) {и  0 , 1 , 2 , . . . }  ü l j

из после до вател ь ности .г0. хх, х.,, . . . имеет место неравенство

n-f V > {L >  о. (НЕ)

{г 0. 1 , 3  ... будучи рядом положительных чисел и а будучи также положи­
тельным числом, последовательность^’ } имеет предел х* e- Е, который является непо­
движной точкой отображения Г (решение уравнения -v =  U(x)).

Если, в частности, для любой пары элементов х',х"из £  имеет место неравенство 
у. (.г' х") <  / без того, чтобы существовало непременно положительное число a меньше 
единицы,  таким образом, чтобы х(У, х") х <  /, и если одновременно отношение
<Ш) выполняется, то lim * **, причем х* является единственной неподвижной

П-+ СС
точкой оператора U, единственное решение уравнения д -- С (х).  независимо от 
исходного элемента д0 отношения рекуррентности (11).

Автор даёт и формулу для исчисления погрешности аппроксимации.

U N E E X T E N S IO N  ХЯ' T H É O R È M E  D E C O N TRA CTIO N D E  BANACH DANS 
UN E SPA C E  M É T R IQ U E  

(R é s u m 6)

Soit U un  o p é ra teu r qui trau s io rm e  l'espace m étriq u e  com plet, E,  en  soi-m êm e et pour 
chaque couple d ’élém ents x',  x ” de E  considérons com m e valab le  l 'inégalité

p(U (x ’), U{x'')) a(x', x") .  ç>(x', x"), A)
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où ţ  indique la d istance e n tie  deux p o in ts de E,  a(* ', x")  est un  nom bre positif correspondan t 
au  couple x', x "  e t so it l 'ensem ble {a (x ’, x ”)}x, borné. Si p o u r l'ensem ble
{«(xn. -r„4.1)}n l 0 i 2 co rrespondan t à  la su ite  x a, x v  x.-,,. . . ob tenue  à l ’aide de la re­
lation  de récurrence - V r i  -  U(xn) (>/ 0, I, 2,.
a lieu l ’inégalité

II;

«K, . III':

où  {c„}„ „ , ,, est une su ite  de nom bres positifs e t a  de m êm e un nom bre positif, alors La
suite  \x„]  au ra  une lim ite .v* f j i ,  qui est un  p o in t fixe de la tran sfo rm atio n  U (une solution 
de l ’éq u atio n  ж — U(x)).

Si, en particu lier, pour chaque couple d ’élém ents x ',  x "  de E  a lieu l 'inégalité  а (л ’, x") J ,  
sans q’il existe nécessairem ent u n  nom bre positif a  p lus p e tit  que l ’u n ité  te l que l ’on a it 

v.(x', x")  C  a <  7 e t si en m êm e tem p s la  re la tion  {TIT) a lieu, alors on a u ra  lim  x  = x* ;
П-Х 05

î * é ta n t  le p o in t fixe u n ique  de l ’o p é ra teu r U, la so lu tion  un ique  de l'éq u a tio n  * = ( ’(.vi. Ce 
p o in t fixe est in d ép en d an t de l ’élém ent in itial x 0 de la re la tio n  de récurrence (II). 

L ’au teu r donne aussi une form ule d ’év aluation  de l ’approxim ation .



PROPRIETĂŢI ЛЕЕ ZER OU RIEOR SOEUŢIIEOR ECUAŢIIEOR 
DIFERENŢIALE NELINIARE DE ORDINUL AL DOILEA

de

IOAN Л. RUS

\ .  în lucrarea [lj matematicianul italian L. I o n e l i i  a stabilit o 
teoremă de tip Sturm relativ la ecuaţia neliniară de ordinul al doilea

în anumite condiţii asupra funcţiei F. Rezultate în această direcţie au mai 
obţinut printre alţii I. B i l i a r i  [2], [3], O a k l e y  [4], к. M. K u k  s 
[51. De asemenea în [6], în ultima parte, se abordează această problemă, 
în [7] B u t l e w s k i  dă eîteva criterii de oscilaţie şi neoscilaţie relativ 
la o ecuaţie de forma

Scopul notei de faţă este de a pune în evidenţă alte proprietăţi ale zerou- 
rilor soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale neliniare de ordinul al doilea.

2. Trecem acum şi stabilim
T forxma 1. Dacă ecuaţia (1) este astfel, încît
1° funcţia F ( x , y , r ' , y" )  este omogenă în raport cu ansamblul varia­

bilelor y , y ' , y " \
2~ dîndu-se x 0 S. (a, b) şi y 0 şi v" fc- ( -  oc, Ţ  ce ) ,  există o soluţie şi 

numai una a ecuaţiei (1) ce satisface condiţiile

atunci, dacă лу şi ,v2 sínt două zerouri consecutive ale derivatei t,(a') a 
unei soluţii Ух{х) a ecuaţiei (1), orice altă soluţie v2(a) a cărei derivata 
y ' ( x ) nu se anulează în x x şi ,v2 se bucură de proprietatea că y 2{x) are 
un zero şi numai în intervalul (.y,. ,v2).

(1)

( 0 ( y ,  t) ■ x') +  Q(x,  t) =  0 m

y ' { x 0) y 0, o
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Demonstraţie. Să presupunem contrariul şi anume că y 2(x) este dife­
rită de zero în intervalul ţ--v,, x2], în  baza ipotezelor din teoremă putem 
presupune că

v,(:v) >  0 pentru Л (• (.V,, :V,,j 
y'Q(x) > 0  pentru X £ [xl ,

Ţinînd cont de berna lui T o n e l l i  [8 ; rezultă că există uu л „ (л,, x.,)
şi X >  0 astfel incit

Уоро) Р2'Ы  -  >‘У,'(̂ о)
Din condiţia 2C rezultă că y 2(x) =  7yi (x) şi astfel am ajuns la o contra­
dicţie, contradicţie care demonstrează teorema.

Tkoroi.v 2. Dacă ecuaţia (1) este astfel incit
Iе funcţia F(x, y, y ' , y")  este omogenă în raport cu ansamblul varia­

bilelor y, y', y "  ;
2" funcţia F(x, V, y ', y")  satisface unei anumite condiţii de unicitate 

a problemei lui Cauchy;
3 е ecuaţia

F(x, у2, у, 1) - 0

nu are nici o rădăcină reală în intervalul (a, b) pentru orice у 0 din 
intervalul (— со, 4 ос), atunci, oricare ar fi у  — y(x), o soluţie a ecuaţiei 
(1), zerourile lui y(x) şi y ’(x) se separă în intervalul [a, />].

Demonstraţie. Va trebui să arătăm că dacă x1 şi x2 sínt două zerouri 
consecutive ale lui r'ţ.rj, atunci y(x) se anulează în intervalul (xlt x.,). 
l ’entru aceasta să presupunem contrariul si anume că, y(x) 0 în inter­
valul •x1, x.,1. Pe baza Pernei lui Tonelli există un ,r0 6= (*,. .y») şi un X 
(pozitiv sau negativ), astfel îneît

r(.r0) =- Xv'(v0j. '( v„) = >.v y"t»0)
sau

У'{х o) =  ' >'(*«)• y"{x  o) =  yV-.v(:î u)
А Л

şi înlocuind în relaţia

F ix0. У(х о). У’(хo). y " ( xo)] =  0
obţinem ţinînd cont de 1° şi de faptul că y (x 0) yA 0

F(x0, л2, X, 1) =  0
Am ajuns astfel în contradicţie cu condiţia 3°, şi astfel teorema este demon­
strată.
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СВОЙСТВА НУЛЕЙ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

( Р е з ю м е )

Находятся некоторые свойства нулей решений одного дифференциального урав­
нения второго порядка. Основные результаты содержатся в

Теореме 1. Если уравнение (1) таково, что
1°. Функция Р (х, у. .'. г") является однородной по отношению к совокупности 

переменных у, у', у"
2°. Для х 0 ~ (и,1>) и и » С , се . - м), существует одно и лишь одно

решение уравнения (1), удовлетворяющее условиямУ ’ (До) У0, г "  ( х 0) -  у "
тогда, если хг и хг являются двумя последовательными нулями производной ^ ( т )  
решения y,í v) уравнения (1), то для любого решения у,(г) производная которого у2 (х) 
не равна нулю в xí и х2. у2(х) имеет один и лишь один нуль в промежутке (x1,xí). 

Теорема 2. Если уравнение (i) таково, что
1 ®. Функция 1-'{х, у, у") является однородной по отношению к совокупности 

переменных у, у', г"
2°. Функция Е(х, у. ■. у") удовлетворяет определенному условию единствен­

ности задаич Коши
З и. Уравнение Р(х,  y-, у. 1) О

не имеет ни одного действительного корня в интервале (а, Ь) для любого у ч= 0 из ( — 
— сх., +оо), тогда для любого г =• rix) уравнения (1), нули у (ж) и у ’ (х) отделяются 
в интервале [а. h'.

j  —  Büf>eÿ—  ß o / y a i :  M a t e m a t i c ă - f i z i c ă  1/1965.
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P R O P R E T É S  D E S Z ÉR O S D E S  SO LU TIO N S DBS É Q U A TIO N S D IF F É R E N T IE L L E S  
N O N -L IN É A IR E S  I)U  D E U X IÈ M E  O R D R E

( R é  s u  m é)

Les ré su lta ts  ob ten u s q u a n t à ces p ropriétés son t con tenus dans les théorèm es su iv an ts  : 
Théorème J. Si l 'éq u a tio n  (1) est telle  que :
1". h a  fonction  F(x,  y, y', y" )  est hom ogène pa r rap p o rt à l’ensem ble des variables 

У, У'. У"-
2°. E ta n t  donné x Ç(a, b) et y  ' e t y  " é( - x  , -f- X ), il existe une so lu tion  de l ’équation  

(1) e t une seule qui satisfasse aux conditions

У’ W  T '• У"(*оЬ-Г"
alors, si x x e t ,r2 so n t deux zéros consécutifs de la dérivée y,'(.v) d ’une solu tion  (iq'iyt <U 
l ’équation  (1), to u te  au tre  so lu tion  y,(.i) d o n t la dérivée y 0'(x) ne s ’annule pas eu .v, et 
x 2, jo u it de la p ro p rié té  que y 2(x) a un  zéro e t un seulem ent d an s l ’in te rvalle  Uq,

Théorème 2. Si l ’éq u atio n  est telle que :
1°. L a  fonction  F(x,  y, y’, v”) est hom ogène pa r ra p p o rt à l ’ensem ble des variables 

y, y ' ,  y " :
2°. L a fonction  F(x, y, y ' ,  y" )  sa tisfa it à une certaine  condition  d ’unicité  du  problèm e 

de Cauchy;
3 . L ’équation

F(x,  y2, y, 1) ; 0

n ’a aucune racine réelle dans l ’in te rvalle  (a, b) pour to u t y =fz 0 de l ’n terv a lle  (— oc, - - z y 
alors, quel que so it y  =  y{x)  comm e so lu tion  de l ’éq uation  (1), les zéros de v(x) e t v'j.i) se 
sép aren t dans l ’in te rvalle  a, b j



UN AM'xORiTM PENTRU REZOLVAREA UNUI SISTEM DE
INEGALITĂŢI

de
1. « a i u  ş c ia c ;

1. în rezolvarea diferitelor probleme de programare liniară, majori­
tatea metodelor cunoscute pornesc de la o soluţie cunoscută a sistemului 
de inegalităţi la care sínt supuse variabilele. Piste adevărat că în multe 
probleme concrete de programare liniară, de cele mai multe ori, se cunoaşte 
o astfel de soluţie din practică. De asemenea, eînd sistemul de inegalităţi 
nu este prea complicat şi numărul ecuaţiilor nu este prea mare, o astfel de 
soluţie se poate obţine şi empiric destul de uşor. Dacă însă numărul ecuaţiilor 
este mare, găsirea unei soluţii este o problemă destul de dificilă. De aceea 
sínt necesare anumite metode mai generale cu care să se poată rezolva această 
problemă şi cu actualele maşini electronice de calcul. In acest scop se poate 
folosi şi metoda simplex, luînd ca funcţie de minimizat o funcţie arbitrară 
de variabilele respective.

în această notă vom prezenta un algoritm cu care se poate totdeauna 
determina o astfel de soluţie şi care constă în aplicarea algoritmului lui 
S. I. Z u li o V i ţ к i 3 construit pentru rezolvarea unei probleme de 
programare liniară mai generală, cînd se cere de maximizat mai multe 
funcţii liniare de variabile considerate. Acest algoritm se bazează pe me­
toda gradiautului şi are o sferă foarte mare de aplicabilitate. Autorul sus 
amintit a dat algoritme analoge şi pentru rezolvarea diferitelor probleme 
de cea mai bună aproximaţie A, 2 .

2. Fie deci un sistem de inegalităţi

A,(:v) == îî.j.v, -  al2x., — . . . -f ainxn - bt 0, (1)

care poate fi compatibil sau nu. Problema care se pune este de a stabili 
dacă sistemul este compatibil sau nu, iar în caz de compatibilitate să se 
găsească o soluţie. Algoritmul pe cared dăm mai jos va rezolva simultan 
amîndouă din problemele puse.
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3. Să trecem la prezentarea schemei algoritmului.
Se pleacă de la un punct arbitrar x' (x\, x„, . . x'J din spaţiul n 

dimensional al variabilelor xlr x2, . înlocuind coordonatele acestui
punct în membrii întîi ai ecuaţiilor (1), putem avea două cazuri : sau 
toate ecuaţiile Aj(v') >  0, şi atunci x' este punctul căutat, sau unele dintre 
ele sínt negative. Fie i\ indicele ecuaţiei pentru care avem

Л,-(я') - min Д1(г') <  U.
1 Я)

Putem presupune că avem o singură ecuaţie pentru care este atins 
minimul, căci în caz contrar, după cum vom vedea, se reduce numai numărul 
paşilor în algoritm. De asemenea, renumerotînd eventual ecuaţiile, putem 
presupune că 1. Astfel avem

A ^ x ’) <  At(xr), i ус- 1.

Din punctul x' ne deplasăm pe direcţia normalei la planul Apr) =  0 
spre acesta, pînă ce „distanţa” la Аг{х) -■ 0 devine egală cu distanţa la 
încă un plan Ai(x) = 0 ,  i =  l .(1) Cu alte cuvinte, ue deplasăm de-a lungul 
vectorului z' — (Ç . . ., ÇJ, unde

Y*4
a1 к

“ïk

unde semnul din faţa radicalului se ia în aşa fel, încît

d
dt

A1(x' -ţ- iz’)I -  o
ÍI

şi determină apoi cea mai mică valoare pozitivă a parametrului t pentru 
care avem

A r{x ’ 4- tz’) - -  Ai(x ' +  iz’), i s 1.
De unde

/ — -M*'! -

Xy âl* -- aik^kk^l
Fie

il =  min ti >  0.
H)

1. în ţe legem  aici p rin  „ d is ta n ţă "  dc  la u n  p u n c t la p lanu l Д . ( г ; 
b rn lu i în tîi în  acest p u n c t.

0 valoare: ! m em -
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Putem presupune că /, este atins pentru A,(.t), aşa încît, no'tînd x" 
--- л ' 4 t}z', avem

Д1(я;'/) =  A2(x") <  A,(*''), i 1,2. (3)
Dacă A1(.r") 0, atunci x"  este soluţia căutată. Dacă A-,ţv") <  0,

atunci ne deplasăm din punctul x"  în planul „bisector” al planelor Aj(#)
=  0 şi A,(x) ~  0 pe direcţia gradientului funcţiei

• • • ■ Лп) - z- “M * ” +  iz) +  ^l[Al(*" +  — A2(-V" -у tz)\,

adică pe direcţia vectorului z" — (Ç , . . ., Ç ) pentru care

C =  ; +  Xl("lA -  a2*)]’ k = >• 2........ »•d4>
unde >., se determină din condiţia

W
E  K* +  -  «:«) (",* -  a2k) =  0,
M=1

adică

x — E  a^ a2k ~ ai^
1 E  (ai* “ ű2d2

iar

A УЕ + b(«U - «2*)12
Semnul din faţa radicalului se ia în aşa fel încît

А Д l(*'- + a ,  --- e  au 'Q > °-
Pe această direcţie ne deplasăm, mărind toate distanţele, pînă ce acestea 

devin egale cu încă una la un al treilea plan, adică determinăm parametrul 
t din egalităţile

A,(ж" -ţ tz") A. (л” iz"), i vc 1,2,
adică /. =  _

E a  a C
şi determinăm t% — min t, >  0.

Presupunem şi acum că t2 este atins pentru Д3(ж). Atunci avem în 
punctul x " ‘ =  x"  +  t2z"  relaţiile :

Ax(a: ) =  A2(v ) =- Д3(л: ) A,(v ), г 7̂-' 1, 2, 3. (4)
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Dacă A,(v"') O, atunci x'"  este soluţia căutată. Dacă A^x" ')  <  0, 
atunci procedăm ca şi în cazul precedent.

Continuînd aşa vom ajunge la un punct x pi (p <  n) pentru care

\ ( х Ф) - A2(x'p)) =  . . . -  AP{xip}) <  A,(.v,/’1), p. (5)

Dacă Aj(.r(i)) 0, atunci x'p‘ este soluţia căutată. Dacă A ^ x ^ ’) <  0,
atunci construim următoarea aproximaţie ca şi pînă acum, deplasîndu-ne 
pe direcţia gradientului funcţiei

%  ......... :„) - ^  ~  tz) -  £  /, A l( x /" ■ tz) A; (xip)
j ■- -

adică ])c direcţia vectorului zlp‘ (C{p> , . . ., Vf1), pentru care

<?Фp-1
'(«i* -  É -  «,*>). . . ,  n .

unde parametrii se determină din condiţiile

Semnul din faţa radicalului se alege astfel incit Al (z'Pr) -j- bt >  0. 
După ce s-a determinat gradientul z{p', ne deplasăm pe această di­

recţie, majorînd toate distanţele (avînd mereu A1(.%,/’ -7- tz{p)) —• . . . =  
=  Ap{xip) -f tzip!)), piuă ce se ajunge ca aceste distanţe să fie egale cu 
măcar încă una la un alt plan, adică determinăm parametrul / din egalităţile

A ^ '  -j- tzw ) =  A,(.v!/,i -f tzip>), i 1,2,  . . . , / ) ,
adică

Л.(яг̂ ) —t _ -------------------  ; Ẑ7 1,2

Г > 1* -k I
şi fie tp =  mini, > 0 .  Presupunînd că tp este atins pentru Ap+i{x), urmă­
toarea aproximaţie va fi atunci х р+1) =  x{p) 4- tpẐ K

Continuînd aşa, vom ajunge fie la o soluţie, fie la un punct staţionar 
x{q) {q ^  n)> adică la un punct în care avem

A^v1’1) . . .  ^  At(xUn) <  At(x{‘"), i ■-£ 1,2,  A1(*i'')) < 0  (?)
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şi nu există nici o direcţie în care să ne putem deplasa, mărind toate dis­
tanţele cu păstrarea egalităţii din membrul întîi din (7).

Analitic, aceasta înseamnă câ sistemul (6), care determină vectorul 
gradient, nu are soluţie diferită de cea banală  ̂ =  0, k — 1,2,

Să considerăm sistemul

A, ( V:• - 0, A,(.v) : O .........A„(.v; =- 0. (8)

Ide r0 rangul matricei coeficienţilor sistemului (8). Aceasta înseamnă 
că există ru plane care au în comun o varietate n-r0 dimensională. Ducem 
prin punctul x l‘h un plan r0 dimensional, perpendicular pe planul w-r0 
dimensional de intersecţie. Punctul de intersecţie îl vom numi vîrf. Dacă 
r0 = n, atunci vîrful corespunzător se obţine prin intersecţia planelor din 
(8) ai căror matricea coeficienţilor ecuaţiilor este egală cu n. în  cazul 
r0 <  n, dacă există mai multe matrici de rangul r0, atunci este evident 
că toate planele de intersecţie n-ru dimensionale corespunzătoare vor fi para­
lele între ele, căci în caz contrar ar rezulta că rangul este mai mare decit 
r0. In concluzie, aceste vîrfuri se obţin fie rezolvînd sistemul format din 
eîte n ecuaţii din (8) eu determinant diferit de zero (dacă rt) ------ «), fie prin
intersecţie a cîte r(> plane din (8) cu planul perpeudicidar pe muchia со 
nimm ii-r0 dimensională, dus din punctul x{'<], adică rezolvînd sistemul for­
mat din cite r0 ecuaţii din (8) şi n-rn ecuaţii ale planelor perpendiculari“ 
pe muchia comună a primelor r0 plane.

Fiecărui vîrf îi ataşăm, după S. 1. Z u h o v i ţ k i  3 . un număr 
caracteristic k - k1 +  k2, unde A’j este numărul planelor ce trec prin vîrful 
ă. iar k2 este numărul planelor din (8) pentru care A*(ç) > 0 .

Dacă к <  (/ pentru fiecare vîrf, atunci sistemul de inegalităţi este in­
compatibil.

în acest caz, punctul x {qi se găseşte în interiorul unei prisme (în par 
ticular eînd /•„ n, în interiorul unui simplex) mărginită de planele (8) şi nu 
există nici o direcţie pe care toate distanţele la planele (8) să crească.

Dacă există un vîrf ç cu caracteristica k =  q, atunci din punctul x'"1'1 
ne deplasăm de-a lungul segmentului 2, pînă ce dăm de un alt punct 
staţionar. în timpul deplasării, toate distanţele la planele (8) cresc, ră- 
tnînînd egale între ele numai cele la planele ce trec prin vîrful 2, restul 
crescînd mai repede.

Continuând astfel procesul, vom ajunge, după un număr finit de paşi, 
fie la soluţia căutată, fie la un punct staţionar pentru care caracteristicile 
vîrfurilor corespunzătoare vor fi mai mici decît numărul planelor, deci 
sistemul format din aceste plane este in compatibil, prin urmare şi cel iniţial.

Pentru ilustrarea metodei dăm următorul
E X EM PL U  : 1че dat sistemul de inegalităţi

At(v) == Зхг +  *2 -  3 >  0 Д5(%) =  -~ 4a‘j - 3.v2 -f 12 0
A,{x) = x i +  X2 -  2 >  0 Ae(x) ----- xi +  2 > 0
A:!(-v) - %2 J >  o A7(x) =- xi — x2 A 1 > 0.
a4(*) = Tj >  0
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Pornim din origine, adică .v' 0 (0,0). Se observă că Aj(0,0) - —3
este valoarea cea mai mică. Prin urmare ne deplasăm spre planul A1(.v) =- 0 
pe direcţia perpendicularei, adică pe direcţia vectorului z' — (3,1). Calculînd 
valorile lui după formula dată în pag. 3, găsim că cea mai mică valoare
a parametrului este atinsă pentru planul A2(v) =  0, şi este egală cu

adică . Deci

li' i ) • 4
Calculînd gradientul corespunzător, avem —- (0,1), iar ă, =   ̂ şi 

este atins pentru planul A7(.r) =  0. Prin urmare a doua aproximaţie este

In acest punct avem
Ai(v"') A2(v"') == A {x"') =  0,

Ая(*'") -  A4(v"') ^  i-, A5(x'") === ^ , Ae(.v' 3

2 '
De aici se vede că x'"  este o soluţie, şi procesul s-a încheiat.
Observaţie. Pentru uşurarea calculului se poate lua în loc de versorul 

gradient un vector paralel în aşa fel, îneît componentele să fie numere 
întregi, aşa cum am procedat şi în cazul exemplului de mai sus. De ase­
menea şi punctul de pornire, de cele mai multe ori, se poate alege în aşa 
fel, îneît numărul ecuaţiilor cu membrul întîi nagativ să fie mic, căci 
atunci se reduce numărul paşilor în algoritm.

B I B L I O  G R A P  I К

1. S.  I. Z u h o v i ţ k i ,  Algorifm dha vidşuhania tociki, şei o naimenşc viiiheliaietsia ţv ro- 
zum in i  P. L. Cebîşeva) vid danoi sistemî m toceli. I )АX URÍSR, 6, 1951, p. 404.

2. S. I. Z u h o v i ţ k i ,  Algorifm dlia reşenia cebîşevskoi zadaci priblijenia v sluciaie konecinoi 
sistemî nesovmestnîh Hneinîh uravnenii.  DAN, 79, nr. 4, 1951, p. 561.

3. S. I. Z u h o v i ţ k i ,  Algorifm dlia reşenia adnoi obobşcionnoi zadaci Uminovo programmi-  
rovania. DAN, 1960, 133, nr. 1, p. 20.

А Л Г О Р И Ф М  Д Л Я  Р Е Ш Е Н И Я  С И С Т Е М Ы  Н Е Р А В Е Н С Т В  

( Р е з ю м е )
П риводится конечны й алгорифм при помощ и которого м ож но  всегда о пределять , 

по конечном у числу ш аго в , решение лю бой системы линейн ы х  неравенств . Этот алго­
рифм одн оврем ен но позволяет  определить совместность или несовместность системы 
неравенств , ■ к которой он применяется.

Алгорифм о сн о в ан  на удобном приспособлении метода градиента
В заклю чение, для иллю стрирования метода даётся один пример.
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U N  A L G O R IT H M E  POUR LA R E S O L U T IO N  D 'U N  SY STÈM E D ’IN É G A L IT É S

(R é s u  m  é)

On présen te  un  a lgorithm e fini à  l ’aide duquel on p e u t to u jo u rs  déterm iner, après un 
nom bre  fini de pas, une  so lu tion  de to u t  systèm e d ’inégalités linéaires. Cet a lgorithm e per­
m e t égalem ent de  reco n n a ître  la  co m patib ilité  ou  l’incom patib ilité  d u  systèm e d ’inégalités 
auquel il s ’applique.

L ’a lgorithm e se fonde su r une v a ria n te  de la m éthode  du  grad ien t, convenablem ent 
adaptée .

On donne enfin un  exem ple i llu s tra n t la  m éthode.





ASITRA UNEI KÖRMIJÉÉ DE CUADRATURĂ

de
P A H A S CI Ï IV  V I VWKL

1. Prof. D. V. I о il e s c u a arătat Oj că punînd restul în formulele 
de cuadratură cu noduri exterioare sub forma

R Ç <p(x)ţin"' m> (x)ûxЛ „
si dînd o evaluare a lui sub forma

; R ' R -1 / m >1

numărul K  este în general mai mare, decit în formulele de cuadratură cu 
noduri interioare şi a dat exemple în care a pus în evidenţă aceasta.

Se pune problema de a se vedea ce se întîmplâ cu restul formulelor 
de cuadratură cînd la nodurile exterioare se adaugă noduri interioare,

în această lucrare vom studia formule de cuadratură relative la inter­
valul [а, b] cu noduri exterioare la dreapta lui b, in progresie aritmetică,
cu reţia h — —— la care se adaugă nodurile a şi b şi nodul interior 4 , 
adică vom studia formule de forma

*
$ f ( x) dx •'! „/(*„) : /1 ,/(-Vj) ■ . . . T -E,/(:v„) -r R
a

xţl, x l t . . xn fiind noduri echidistante, unde x 0 — a , xx —

2 . Pentru determinarea formulei (1), întrebuinţăm metoda folosită 
în lucrarea [2] ataşînd fiecărui interval (%0, x t), . . ., (дг„_1, x„) cite o funcţie 
x>i(x),. . ., <pn(x) care satisface la ecuaţiile

f[nL1](x) -  1, <p<“+,,(*) - 1, <f{*s'l)(x) =  0 (k =  3,4, ..... n) (2 )
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Scriind
' V [ X3

 ̂ f ( x ) dx  ^  ^«р[и+1) ( x ) f ( x ) d x  +  J<p“ +1 (x) f ( x ) dx  i . .
Î«t 1i . , ,9„ (x)f (x}dx

şi aplicînd fiecărei integrale formula de integrare prin părţi generalizată, 
şi introducînd apoi condiţiile la limită'Pli*«) ■= 0 ? i (^o) =  0 . . .  1 ( vui 0<pl(*l) =  <P2(*i) = . . . ?(»-Ч(Ж1) =  ‘Ч-Vii

92(,î .>) ~  cp9(x2) =  V'MÂ ( f ^ - 1](x2) =  cp}"- 4(xs) (3)

%, ,) 4n-Ax»-i)=-4Áxn-i) ■■■ .)
9fi(.vfi) = o 9>'j = o • ■ • ?ir~l) (*;) = 0

formula (1) devine
b b _ j

C f ( x ) d x  =  -  cp‘”J ( x0) f (x0) +  Y j 1фГ' W  -  <p‘+ , Ш  Ж x i) +  9 {n (*»)/(*«) -f- (4)
J 1
в

xn
+  (— l)'!_r 1  ̂'p(^)/(”'t 11 (x)dx

adică avem o formulă de cuadratură de forma (l) unde 

A 0 =  <pj 1 ( x0)

A f =  v ^ Xi) -  (XJ (i 1 , 2 , . . . , я -  1) (5)

A» =  9Í“1 (*„)

Determinarea formulei de tipul (1) s-a redus astfel la integrarea ecua­
ţiilor diferenţiale (2) cu condiţiile la lim ită (3).

3. Din ecuaţiile diferenţiale (2) şi condiţiile la limită (3) din nodurile 
x 0, Xy, . . x„ -\, deducem că

<Pi =
(X- a)n+1 (* -« )“
(n + 1) ! t" Л0 n !

92 =
( x - a ) n+i -j- ÁQ D -  a)’* [X--X! )"

Г 1 " v i ~(«-И) ! n  !

?A =
(*■--<*)”+1 
(n + 1) !

... (*-**)e+1
(n + 1) !

V x .
»-i я!

unde X0, . • • , ля--1 sínt constante oarecare.
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lmpunînd condiţiile la lim ită (3) din nodul x„ obţinem un sistem de 
ecuaţii lineare

- (xn xî—\l (*«_ x2)n ‘ 1   (xn —
t—10 ' «! (*+1) ' («4-1)!

у  (x n ~ ~ x »—1 ) 1 _ (х п  ~~ х г )п    ( x n  — '*)” (7)

t .̂n ' (n—7) ! я ! n !

xn -  x>- 1 _  (*» -  *г)2 (xn -  a)â

pentru determinarea constantelor >.0, . . . .  X„_ ,
Prin rezolvarea acestui sistem se obţin coeficienţii cu ajutorul cărora func­
ţiile cpj(x) sínt perfect determinate.

Dacă se integrează ecuaţiile diferenţiale (2) folosind condiţiile (3) în ordine inversă obţinem ecuaţiile :

—  Ля _1 w ,

л- i

<ри /г(Л-) —  ' S  Л/г -/  — i
t= 0

( Л" A* -  j n- J} 

«  ! ( k  == 1 ,  2

» - 2  (*
?•>(*) = -  5 j  Ăn ч - l

»==0

1
n  ’ 1 ( * + 0  !

9 , W ~ S  “
г — 0

— АП -JT |) ; D - * , ) " +1
n  ! ftT ~t~ 1 ) î

Intre coeficienţii X? şi Л, avem relaţiile următoare

.4 o =- Â0

.4« - -  X, (г ----- 1, 2 ,  1) (9)

«—1
--1..-2Л-Г I

A Q —- A„ _ J
A, A t- i- l  (i -= 0 ,1  1) (10)

-V ~  2Â - ï x r



62 P. PAVEL

4. Dacă în formula de cuadratură (1) înlocuim funcţia f(x) cu func­
ţiile

/■(*)
i-l' - A0) (A d • xn) ( 11)

se obţin în acest mod coeficienţii .1,. Kfectuîud substituţia

-V - - л „ r uh

obţinem expresia coeficienţilor .1,
i

A, --- {—- /zf n(it 1) . . .  (u — i -r 2 )(u — i — 1 ) . . .  (u --- n
i !(» h ! J

II

2ц1 -f- »(2 2/ -  n) «/ - n i du

pentru f -■ 1 , 2 , . . . , «  1.

In mod analog se obţine

(12)

i; -1)"
o h V (m ..  ! ) . . . ( « -  и -- 11 (2и n) du (13)

si se constată că ,10 > 0 ,  presupunînd n (> 3 

La fel se obţine

 ̂ u(ii — 1) . . . (fi - n J 2) (2» » -  2)du (14)

şi se constată că A„ are semnul lui (~ 1)" 1 pentru n >- 4

5. (fraficul funcţiei o t (.v) este dat în figura 1.
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si

?',(«) ---- -
(x a)'

ii !
* ■ 7 {X -«)'• 1. Ao “  ,{V - 1) !

unde /.,, — A „ - - — !l- C
n ' J (1 - ■u) (2 -- u) . . . (n -  1 - n)(n 2u) du

si putem scrie

?;(*) -  ’ !j(» 1 и  ; v a) — h  ̂(1 m)( 2 ii)...(n - A  it)(n-
U

2u)du j

Se constată că paranteza 
de asemenea negativă pentru .

mare
X —  X

este negativă pentru .v - a 
j, deoarece avem inegalitatea

.şi este

C (1 n)(2 - u) . . . (n - 1 - u)(n — 2u)du >- (n -• 1 ) ! (1 5 )

о
care se demonstrează cu metoda inducţiei complete (« 3)

Prin urmare <p'(x) <  0 pe intervalul (.v0, v, ( de unde rezultă că 9^.11 
are graficul din figura (1 ).

De asemenea se constată că graficul funcţiei

<?n(x) >*

este cel din figura (2 )

{x- x„j"
•n ! ( -- i )'' >-*

(xn - x ) "

n !

deoarece s-a arătat la nr. 4 că X*_ ! - A„ are semnul lui (— 1)" 1

6 . Pohnoamcle  93(л), са4(.т),. . . ,9 ,,(.v) .shit de gradul и.  adică <p(n)(.r) y A i  
pentru к — 3, 4. • • •, >i.

Din formulele (6) avem

2 h 4- >„ -r A, - -U T' -L,. ! - . . . ■ U -U
? <») = 2 h -- A' "Ai : A2 1 -- -1 n ' j-  ̂l n. ; . . .  ! . 1 , ( 1(5)

0 'i!i ----- 4h ; . . . -- ! - A„.
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şi vrem întîi să demonstrăm că coeficienţii A; din formula de cuadraturâ 
(1 ) se bucură de următoarele proprietăţi

( -1Г М,4„ > 0

( - l ) ’(d, -r- Ai j) >  0 « - 2 ; (17)
(--1)' -J- .d;_x)>0 я > 2 /  J 1 (/ 4. 5, . . . .  n)

In general a\'em, ţinînd seama de formula (13)
i

.4,- ; А(_г —̂ ------- \ u(u ~  1). . . (« —/+3)(и- /-• 1). . . (и — n 4-1) (18)i \(n — i + 1) ! J
(2и'-Ци — 2/ -)- 1) -j- иа[—я2 +  »(5 — 2/) -p 8/2—14/ f  6j -p // я2(2/ -  3) -f- 

m(1 — 2/2) — 4/3 -f 14i2 — 12/ -4- 4 • [я2( — /- +  3/ 2) f  n(2i3 —
- - 5/2 +  3/ -  2) -  2 /3 -r 4;2 -  2/j } du

Să observăm că produsul din faţa parantezei mari de sub semnul 
integrală are semnul lui (—1)*. Rămîne să cercetăm semnul polinomului 
din paranteza mare, pe care-1 notăm cu Д,(«) şi care se poate pune sub 
forma

Aj(u) = 2AiU3 -J- /4 u1 -f CfU — A  pentru и MO.i), unde (19)
A, --- n — 2 / -*-• 1

-, - я2 -f- (5 -- 2 i) n -i~ 8 /2 — 14/ -j- 6 (20)
Г, ... (2 / - 3)я2 - (i ■— 2i'l)n -; ( 4r> 14/“ - - 12/ 4- 4)
1) ( -  -r 3/ - 2)n- -h (2 r; ..5/2 +  3/ — 2) A-n ( — 2/3 -f 4/'- 2/)

Pentru aceasta vom considera derivatele succesive ale lui Д,(м)

Y ( li ! 6 .4  p /2 ; 2  />’. il ; ('i

X  (и) - 12 . 1 // : 2 /4

Д  '"(•») =  12,1

1 . Semnul lui Д. (и). Dacă n >  2/ — 1, Д (и) >  0, iar dacă я <  2/ — 
1, Д̂  (»1 <  0. Cînd n -- 2/ — 1, ДД») se reduce la un polinom de gradul 

al doilea. Acest caz se va examina aparte.
2. Seninul lui Д (г/). Dacă;/ >  2/ - - 1, Д creşte de la 2В,- la 2(Л,- -ş- #,•)• 

Avem
/4, (я) -  -  a -  j- (5 2i) i i  ■ j- (8/ — 6)(f — 1) iar 

/4,(n) ; 6/1,(и) - - n~ X  (11 — 2 i)n — 8/2 — 26/ -/ 12
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Trinomul Bj(n) are două rădăcini reale, una este negativă iar alta po­
zitivă. Deoarece Д (2/ — 1) > 0 ,  şi /4Д2/) <  0 rezultă că Д -ţw) f  6Л,(я) 
este im trinom de gradul al doilea cu o rădăcină negativă şi alta pozitivă.
Avem Д(2/ 1) 4 6.4Д2/ 1) > 0

B,(2i) -f 6A,(2i) • : 0
de unde rezultă că Д  (и) л 6.4Д/4 <  0 pentru // >  2 / — 1

Prin urmare Д. (и) <  0, pe intervalul 4), 1] pentru n > 2 i — 1 .
Dacă h <  2/ — 1, trinoamele B .:(;/), Bpu) 4- 6.1,(u) sínt pozitive pentru 

3 < n <  2/ I
Deci A ’ (n) > 0  pe intervalul O, 1 pentru n <  2i — 1 
3'. Semnul lui \ ( u ) .  Pentru// 0 avem A.(0) (A, iar pentru и Л

avem A ţi) -= 6.1 -  2Д : Г,
Să examinăm semnele polinoamelor de gradul al doilea în n, ( ',(h) şi 

(>.-!,(«) 4- 2Bi{n) 4 - C'i(n) Avem
(/,(«) =- (2/ -  3Д4 r (1 -  24)« ■ ( -  44 • 144 12/ -  4)

Polinomul Ci(n) are rădăcini reale şi de semne contrare pentru i >  3 
iar coeficientul lui ril este pozitiv.

Deoarece C, (2/) — 2(4 5i -f- 2) >  0 pentru i ,:> 4, rezultă că ( ,{n) >  0
pentru n >  2i — 1 şi ? >  4. Pentru n - 2i 1 avem f . (2i -- 1) 4/(/  

1) <  0
Deci Cj{n) <  0 pentru n <  2i 1 .
Avem P,(n) — 6ЛД«) • 2Bt(n) 4- C,(n) — (21 - 5)i4 4- ( 24 -- 4/ 4-

1- 17)« -i (- 44 -г 304 - 52i л 22)
Pentru n 2i -г P avem РД2/ 4 1) — 84 - 40/ -f 34 > 0  pentru 

/ >  4.
Prin urmare РД«) >  0 pentru « >  2/ -J- 1. De asemenea pentru 

n •- 2 / — 1 , avem 4.(2/ 1 ) — 4/(/ - 2 ) <  0 şi deci РД«) <  0 pentru
n <  2 / — 1 .

Din aceste calcule se trag următoarele concluzii :
a) Deoarece pentru n >  2/ +  1

A. (и) <  0 pe intervalul (0, 1 J iar 

ДДО) -- Ct(n) >  0 şi ДД1) =  P,(n) >  o

deducem că A( (и) >  0 pentru n )> 2/ +  1
b) Deoarece pentru « <  2 i — 1, avem

A. (u) >  0 pe intervalul j 0,1 j şi 
ДД0) — C,(n) <  0 Aţi )  =  Pi(n) <  0

deducem că А (и) <  0 pentru n <  2 / -- 1

VH \  V N t l  H ) R \ i n . r  S)L CUADR ATURÁ

5  — Babeş—Bolyai:  Matcmdl ieâ- iiziCd  1/1965.
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4 . Semnul lui А ,(гг), a) Pentru n A  2i 1 s-a văzut mai su>
А.(гг) > 0  în intervalul (0,1;

Deci А ,(гг) creşte în intervalul 0,1 delà A(») la О,(и) - 2.4.0/)
n Bj(n) + C,(n) - l),(n)

Avem I );(n) -  - (/ - 1 ) (/ 2)w2 — (/ -  2 )(2 / - - i • 1)//
2i(i l )2

Discriminantul acestui trinom este 
4i)  [U l 4- l )2 -- Si(l \r){! 2 ) (/ -- -)(4 /5 ■ 20r>

-f 37/3 36/2 -1 13/ 2) şi se constată că pentru / A  3 avem 3(/) - 0
Trinomul A  (и) are deci rădăcini reale si pozitive.
Deoarece Д (2/ — 2) 4(/ 1)(/г 3/ -- 1) > 0  pentru i - 3, iar

Д (2/ t  1) -- -2 i  (/ 4)г- ■: 2(2/ - 1) < 0  pentru г 3
ducem că Д(гг) <  0 pentru п А  2 i - 1

Pe de altă parte avem Q,(и) =  — (/—2 ) ( / — 3)гг2-) (/ 3)(12/- / 2)«
— (/ - 1)(6/2 — 20/ ■ 12) se constată că Д (2/-р 1) 2[/2(/ 8) -  19/ ;
+  6 j şi avem Д (2/ ■- 1) <  0 pentru / А  3 şi că Д(2/ 2) 2(/ 1 '(/
— 4) (27 3) A  0 pentru / A  3

Deci A.(//) <  0 pe intervalul 0,1 j pentru n A  21 - 1
b) Pentru n ; 21 —2 s-a văzut la punctul 3, b că A,(»! <: 0 ;>e in­

tervalul j0,l ] deci А,(г/) descreşte de la Д(я) la Д(н).
L>i(n) este un trinom cu rădăcini pozitive cuprinse prima între 1 şi 2 

şi a doua între 21 2 şi 2/ — 1. Deducem că pentru n A 2/ 2. P,(n)
este pozitiv-.

De asemenea Д(м) este un trinom cu rădăcini pozitive cuprinse prima 
între 3 şi 4, iar a doua între 2/ - 2 şi 2/ 4- 1. Deci Д (;/) >  0 pentru 
3 <  n «s- 2/ — 2

Rezultă că А,(гг) >  0 cînd 3 <  гг A 2/ — 2 ş/ гг cuprins intre o şi I . 
5°. Cazul n — 2i — 7. în acest caz polinomul А,(гг) este А,(гг) ' — 2 / 1 гг - 

2(г — 1)гг 4- С — 3/ +  1 I
Deoarece А (гг) este pozitiv, polinomul Д(гг) va creşte de la A.(0)

-- 4/(1 — г) <  0 la Д,(1) =  4/(2 — i) <  0 Deci А.(гг) este negativ pentru 
и s |0,1 , / >  3, ceea ce înseamnă că polinomul A,(гг) descreşte pentru 
и е|4),Г. de la 2/(/'-’ 3/ А 1) la 2/(/ — 4)(/ — 1), adică А .-(и) este pozitiv
pe intervalul [0,1 "j pentru /'A  3 şi n 2 / - 1

6'- Căzui n — 2i. în acest caz polinomul A («) este А,(гг) - 2 (гг +  1) 
[гг2 - 2(/ — 1)гг +  /2 — 3/ 1 Polinomul Г(м) и' -  2(/ - Pi/í -- i-
— 3/ >  0 pentru и е(0,1 ) deoarece Г (и) este pozitiv pentru orice и, ceea 
ce înseamnă că Г (и) va creşte de la 2(1 -- /) la (2 -- i) deci este negativ 
pentru и î (ü,1). Polinomul P (гг) descreşte de la /(/ - 3) la i- 5/ - 3 
Deci pentru гг s(0,1 ) şi i =- 5 ,6 , . . . polinomul А,(гг) este pozitiv.
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T  . Vazul и 2 1 , i 

3 4 A .. § u{u

4. în acest caz din formula (18) avem

6)(» - 7){и'л 5и’1 2м -ч- 4) du

122оо - > о
i : 5 : 315

11 (и 5)(м

2 h

Iu concluzie se poate spune că [wlinamul (19) \ ( u )  este negativ pentru 
n >  2i f 1, i >  3 şi este pozitiv pentru n <  2г şi i >  3. Iar sumele (18) 
se bucură de proprietăţile

( 1) (A, - . 1 , ■ >  0 pentru n <) 2? şi i — 4, 5, 6, . . .
, i (17)(-- 1) (.4, + A, t) >  0 pentru n 2i -f- 1 şi i — 4, 5, 6 , . . .

7. Vom demonstra în cele ce urmează formulele
2A (Au + A , -  , I2) > 0  (21)
2h (.4,, +  Лг -  .4., -- .4.,) t 0 adevărate pentru orice«. (22)

Folosind formula (13) găsim suma

unde /„  ̂ (3 u)(4  u). . . (n
0

- n1 - - 8n - f  12) -T u( — ns 7n~ — 10n — 8) -f- 8n}dit

Demonstrarea inegalităţii (21) revine la a demonstra că Jn<z4n !, ine­
galitate ce se demonstrează cu metoda inducţiei complete, şi care este ade­
vărată pentru n =  5.

In mod analog se demonstrează şi (22)

Se găseşte suma A„ A, i .4, -j .4., -.r —A - /  , unde
2 ! n l "

1

J n ■■  ̂ (4 «)(5 —- u ) . . . (ii 1 — it) «4(- 2 n3 -f- I2«12—22« •- 12) -  «;,(«4 —
o

31«2 -j~ 90« 72) «2( 3«4 I 20«3 33« 2 - 44« ) 132) 4- «(2и4
18«a 76«2 - 120« 72) ■ 72« 4/«

Ca şi mai sus se demonstrează că )> 12« 1 (adevărată pentru « 5)
Folosindu-ne (le expresiile (16) care ne dau derivatele de ordinul и 

ale funcţiilor ç (.г), к 3, . . ., n şi de relaţiile (17), (21), (22) deducem că
q>W(.T) ^  0 pentru к 3. 4 I. deci polinoamele o ( v). . . ., r? (x)
sínt polinoame de gradul «.

“  2 ! »  !

1 «)jw3(---2«2 +  6« — 4) -f- « 2(«3
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И. Funcţia 9 ( a ) este negativă in intervalul (,v0, л,.).
Vorn arăta în cele ce urmează că funcţia /" 9 (,v) de finită pe inter­

valul (,t0, x„). are un singur extremum în intervalul ( r0. xn), adică un
minim.

îtitr-adevăr să presupunem că funcţia v o(x) ar avea două extreme 
adică derivata s-ar anula în două puncte I,. 1., din intervalul (x0, xn).

Ţinînd seama de condiţiile la limită (3), se deduce aplicînd succesiv 
teorema lui Rolle, că derivata 11 (x), s-ar anula în n puncte distincte 
ra , r(2, . . . ,  r„. din intervalul (;v„. .r„l pe care le vum presupune aşezate 
în ordine crescătoare.

Punctul rin nu poate aparţine intervalului ■ a,, .v„) deoarece s-a
arătat că o„(.v) este un polinom de gradul n. Punctul r„, poate fi situat
în ,хя...г, x„ dar atunci nu mai are loc rin -Jp deoarece dacă în inter-
\-alul ,v„ 2> ,v„-.ţ) s-ar găsi şi rin şi atunci aplicând teorema lui Rolle
urmează că derivata 9(n>(.v) să se anuleze într-un punct din intervalul 
(î)„ .j, r(H) ceea ce este imposibil deoarece s-a arătat la punctul (6) că 9,. t(.r) 
este un polinom de gradul n efectiv.

In mod analog se arată că în fiecare din intervalele .v;, ... xn_ . . . a », .v:i) se găseşte cîte un punct rt. In felul acesta rănim punctele тр, 
r;2, yi3 care vor trebui să se găsească în intervalele (x„, .ip) şi ;лр, x.,)

în intervalul (x0. .v,) nu se poate găsi nici-un punct p, conform celor 
arătate la ţmnctid n.

Urmează că punctele r(1, rrl. ri:, vor trebui să se găsească în inter­
valul лр, a 2 ) .  Aceasta însă nu este posibil, deoarece atunci ar însemna 
că <p,V‘~ 1 ' ( a ) are un zero cuprins în intervalul (vp, тр). ceea ce este impo­
sibil deoarece jirin ipoteză о,ум 1 ( a ) - 1 .

înseamnă că unul din punctele vj nu au loc, adică cu aceasta am 
demonstrat că funcţia v — q ( a ) are un singur extremum în intervalul 
(x0, a „ )  şi ţinînd seama de rezultatele de la punctul 5, rezultă că acesta 
este un minim.

Graficul funcţiei v = ф(х) va fi cel din figura 3.

u n d e  s e  ş t i e  c ă  f u n c ţ i a  ф (а ) p ă s t r e a z ă  u n  s e m n  c o n s t a n t  î n  i n t e r v a l u l( a 0, x„) iar / ( a ) ç  C„+1
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Avem R„ =  (— l)«+i/<"+»>(£)  ̂ o(x)dx unde £е(ж0, *4) (24)

Integrala din formula (24) se calculează din formula de cuadratură 
(4) înlocuind pe f(x) prin

m
(a? — A.-0) (a? — AFj) . . . {x--X„

{« + !) ! (25)

7om avea ţf(x)d.x =  A 0f{x0) +  . . . — A nf(x„) — (--1 ),,+1 ^o(x)ß”+r'(x)dx

Adică R„ ■ - / (H+1) (i)K„

unde prin K„ s-a notat numărul

(26)

K, In-r P

U

1 p ' S(x ~  x”)dx

care depinde numai de nodurile ,v0, .v4, . . ., xn
Notînd prin M n+i marginea superioară a lui ' /0H *> (a)1 în intervalul 

(x0, xn) vom avea pentru rest evaluarea

\R>: ; <  K„M„+i (27)
( ÎICVU Cilzuri |lilr(iftlllill' '

Pentru и =■= 3 avem formula
У -<-3
 ̂f{x)dx =  ■'Да ) -f 4/(;Tj) 4- f ( x 2)l -J- Jj <a(x)/1Y (x)dx (28)

cu restul
90

Pentru и — 4, formula este
b

hţ f (x )dx  =-- ^Г29/(л) -i- 124/(.Vj) +  24/(*â) +  4f(xa) - /(% );

•4
—  ̂o (a) /v (лг)йд.- (29)

A’, w .1/.,
90

cu restul
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în  cazul и -• 5, formula este
ь

J f ( x ) d x  ----- (*:'28/И -L 129/(.Vj) д 14/(*,) 4  14/(.v,) -  6/U ,) +  /(* ,)] +
£>

4  ̂9(%)/lW) i/ v j-щ
il

cu restul К *
. 37h~ . ,
■ —3780

în  cazul ii — 6 formula este

{ / ( ■ ' u h  — 
J Kb
a

*  Л») +
470
з /(Л:’

) -  U /(.V.,i : ;Ш/(У,1 
12 " 9

269 v ,
7  -  ■ А ч )  -

fV)
:i? / (  
36

4*

1 -   ̂o(A ) / " (x)cix (31)

cu restul ;Л'е ; s A8 M -
915

F, I Ii I. OCR A 1' I V.

1. 11. V I о  и e s c u, Formule de cuadraturà eu nndiiri exterioare. ..Studii yi cercetări de m ate ­
m atică  C luj“', 1958 (1 -4).

2. 1). Л". I o n  e s c  и ,  Cuadraturi întinerire, Belit ura tehnică. 1957.

ОБ ОДНОЙ ФОРМ УЛ Н КВАДРАТУРЫ
( Р е з к> м е )

В работе даны формулы квадратуры относительно интервала и, 5] со внешними
Ъ - - а

узлами, направо от Ь, в арифметической прогрессии, с разностью h , к котором

а b
прибавляются узлы а и Ъ и внутренний узел , вида

ь
ţf(x)d.r А„Дх0) - .Д /о Д л  . . . . . ■ ) „ / ( Д> li)
il ‘! : 'причем т 0лТ. -т„ являются эквидистантными узлами л0 а .лу

Формулы определяются методом, использованным в '2].
Даётся также остаток формулы (Г), который ставится в виде (26).
В последней части работы дано несколько частных случаев квадратурных формул 

типа (1) и исчисляется их остаток.
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S E R  Г Х К  FO R M U LE D E  О Г А 1 Ж А Т Г К К

(R é s u m c)

u n  donne dans le p résen t trav a il des form ules de q u a d ra tu re  re la tives à l ’in te rvalle  a, b ]
b — a

avec des noeuds extérieurs, à dro ite  de h, en progression a rith m étiq u e  de raison h - -------- à

a --- h
laquelle  on a jou te  les noeuds a et b e t le noeud in té r ie u r --------, de la forme

6
J/(*)rf.v ■ l „ 1 \ x „ )  -  • .-ij'U'i'l 4- . . . — А „ ( { х „ ) - : - Ы  (l)
a

a -f- b
-r()> -Tj. . . . , X,I é ta n t des noeuds éq u id istan ts .r(1 н,л\ -

Un déterm ine les form ules pa r la m éthode utilisée pour .2 .
On donne égalem ent le reste  de la form ule (1), qui se m et sous la forme (26).
D ans la  p a rtie  finale du  trav a il on donne quelques cas particu liers de form ules de 

q u a d ra tu re  du  ty p e  ( 1) et l ’on en évalue le reste.





СЕЕЕШЛ SCI’RT PERIODICA У'Г C O MA E  B E R E N I C E S

V.VSIU-: I i n  t u i :

Steaua TU Comae Berenices este o cefeidă scurt periodică. Variabi- 
litatea luminozităţii acestei stele a fost pusă în. evidenţă de M a 1 m q u i s 1 4j.

O r o u s t  ta u d  ,2,3‘i a întreprins prima cercetare asupra ei. El 
a obţinut 68 de observaţii fotografice pe baza cărora a dedus momentele 
a patru maxime cu observaţii pe ambele ramuri ale curbei de lumină şi 
a şapte maxime cu observaţii pe o singură ramură, precum si următoarele 
elemente ale variaţiei de lumină

Max. hei. - 1). J.  2428954,450 0;46086/:. (1 )

Gronstrand a stabilit că steaua TU Comae Berenices aparţine clasei 
cefeidelor scurt periodice de tipul RR Eyrae, găsind o variaţie a lumi­
nozităţii ei între 12,9 şi 14,6 magnitudini fotografice.

Este de remarcat fájdul că la determinarea elementelor variaţiei de 
lumină, Gronstrand n-a luat în considerare observaţiile de la data iuli- 
ană 2428965. cîiul maximul s-a produs cu o întîrziere de Of07 (neputînd 
explica această abatere, consideră observaţiile respective ,,anormale” ! 
şi nici alte trei maxime obţinute de el : două din anul 1928 şi unul din anul 
1936, justi 1 ic'încl aceasta juin faptul că lungimea perioadei, forma curbei 
de lumină si amplitudiuea ei suferă, la variabilele RR Eyrae, variaţii 
în timjj, de obicei oscilatorii, cunoscute sub numele de efect Blajko.

Observaţiile care stau la baza elementelor (1), efectuate în anul 1938 
se extind pe numai 123 de perioade. Materialul observational, redus canti­
tativ şi extins pe un interval mic de timp, de care a dispus Gronstrand, 
nu i-a permis punerea în evidenţă a efectului Blajko, dar a arătat că 
întîrzierea cu 0;()7 a maximului de la data iuliană 2428965 poate servi 
ca o ipoteză de lucru pentru iniţierea unor serii mai lungi de observaţii 
asupra variabilei.

De la lucrarea citată a lui Gronstrand nu se mai cunosc alte cer­
cetări asupra cefeidei TU Comae Berenices.

Cefeida TU Comae Berenices a fost introdusă în programul de obser­
vaţii al Observatorului astronomie din Cluj pe baza planului de cola-
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borare cu Observatorul astronomic din Odesa. Astfel între 26 mai 1959 
şi 17 iunie 1963 s-au efectuat 349 expuneri de 4 minute şi 10 minute, 
cu ajutorul telescopului Newton (/•' -- 250 cm, I) — 50 crn) pe plăci 
Isopan ISS nesensibilizate, fără filtru (10 expuneri s-au efectuat pe plăci 
Astro Panchromatisch). Observaţiile au fost efectuate de colectivul Observa­
torului si anume : Botez 54° alţii

*

Popa 20%, Ureche 21 <
Ca stele de comparaţie am utilizat 9 stele 

din cele 13 indicate de G r n n s t r  a ti d .2,3 ( 
şi anume, în ordinea strălucirii, stelele 6 , 10, 
9, 1, 7, 3, 2, 5, 4 (fig. 1). Pentru determinarea 
magnitudinilor lor, pe 6 plăci Isopan ISS s-a 
fotografiat Secvenţa Polară de Nord şi regiu­
nea cefeidei TU Comae Berenices. innegririle 
stelelor de comparaţie le-am măsurat pe plăci 
cu ajutorul unui microfotometru fotoelectric 
Л/Ф 2. Curbele caracteristice ale plăcilor au 
fost trasate cu ajutorul a 24 stele standard 
din Secvenţa Polară de Nord. Intrucît dome­
niul de sensibilitate al plăcilor Isopan ISS 
este mai apropiat de domeniul vizual decit 

de cel fotografic, am utilizat magnitudinile fotovizuale ale stelelor Sec­
venţei Polare de Nord 1 . Astfel am obţinut următoarele valori pentru 
magnitudinile stelelor de comparaţie, corectate de extincţie :

■vA" об'7’ 07m i s r~

:. = B 0  3 ! ° ! З Ы  

B s  BD J C  j 3«.2!•' i li. 1. H arta regiunii variabilei

l a b e i  !

Steaua ш Kroarea medie pătratică
(S 12,25

10 12,61
ţd 12.86
1 13,02
7 13,12
;ţ 13,32

13,82
л 13,89
4 1 1.23

• 0,03 
> 0,00 
t 0,03 
■ 0,02 
>■0.02 
> 0,03
• 0,03
■ 0,02
• 0,05

Pentru determinarea magnitudinilor stelei variabile, innegririle 
imaginilor ei pe plăci le-am măsurat cu acelaşi microfotometru fotoelectric. 
Citirile la microfotometru s-au efectuat astfel : să considerăm că 
pe o placă există n imagini ale variabilei r şi ale fiecărei stele de com­
paraţie, să zicem, notate cu a, b, c, . . . ,  i. Fie vkl ak, bk, ck, . . . ,  ik 
(/>’ 1,2, . . . .  n) imaginile corespunzătoare. Pentru citire s-a utilizat o
schemă de forma «, ; />, ; c, . r2, . . . .  c„ ; v„, v,, _lr . . . .  v.,, г’г ; dl, d.>, 
. . . ,  d„: с, ; . . .  ; /, ; av S-au făcut cite două citiri pentru fiecare ima­
gine şi cite patru pentru fondul învecinat. De obicei variabila s-a încadrat 
între două stele de comparaţie de care era mai apropiată ca strălu-
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circ. Curbele caracteristice s-au trasat cu ajutorul stelelor de comparaţie 
date mai sus. Am obţinut astfel 349 valori mp,, ale căror momente 
corespunzătoare au fost reduse la centrul Soarelui cu ajutorul tabelelor 
lui P r a g e r  !5], date în tabelul 4.

l ’e baza observaţiilor astfel obţinute, am determinat, prin metoda 
lui Torson, momentele a 8 maxime avînd observaţii pe ambele ramuri 
ale curbei de lumină, date în tabelul 2 , în care prima coloană reprezintă 
momentul observat al maximului, a doua numărul de observaţii pe 
ramura ascendentă, a treia numărul de observaţii pe ramura descendentă, 
a patra diferenţele 0 (' (momentul observat minus momentul cal­
culat), calculate cu elementele lui Grönstrand. a eincea ponderea fi, iar 
a şasea epoca A.

l  abei ■’

Via X in i r  obse rva te

N um ărul observaţiilo r
Мах. hei. .

243 . . . ram ura ram ura 0,001 p
ascendentă descendentă

704 3,482 12 20 17 O 17552
7049,487 8 31 0,5 17565
7051,360 10 ~  57 0,5 17569
7058/286 17 0-74 0,5 17584
7067,523 8 1 • 94 1 17604
7068,458 7 11 107 2 17606
7079,496 7 ■ 84 1 17630
7086,399 7 -7 4 0,5 17645
7380,252 13 101 0,5 18283
7397,294 12 11 1 0,5 18320
7425,426 9 92 0,5 18381
7443,441 в 5 50 2 18420
8145,402 2 10 : 21 1,5 19942
8149,522 8 4 7 2 19952
8161,515 4 3 -, 4 1.5 19978
8163,366 b 12 - 11 2 19982
.4180,485 5 1 79 1 20019
8198,471 4 4 91 2 20058

Pentru a putea determina momentele maximelor cu observaţii pe o 
singură ramură, era nevoie mai întîi de construirea curbei medii. In acest 
scop fazele ale observaţiilor s-au calculat cu ajutorul elementelor lui 
Grönstrand. Din aceste calcule 67°,, au fost efectuate de K. 15 o t e z (.şi 
verificate de autor), iar restul au fost efectuate de autor. De asemenea 
K. Botez a efectuat măsurători cu un microfotometru Hartmann pe 5 plăci 
pentru 6 stele de comparaţie şi evaluări pe plăci prin metoda lui Argelander 
pentru determinarea magnitudinilor variabilei. Aceste măsurători şi eva­
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luări n-au fost utilizate, deoarece toate imaginile au fost remăsurate, cu aju­
torul mierofotometrului fotoelectric МФ-2, de către autor.

Reprezentând grafic toate observaţiile în planul fază-magnitudiue, 
se observă că în acest fel nu se poate trasa o curbă medie de lum ină/de­
oarece observaţiile sínt foarte dispersate datorită unor mari deplasări ale 
maximelor, în ambele sensuri, de la faza o 0. Maximele fiind deplasate 
în ambele sensuri de la faza 9 -- 0, nu permit determinarea unor noi elemente 
liniare şi recalcularea fazelor. De aceea am procedat astfel : am suprapus 
curbele individuale ale maximelor cu observaţii pe ambele ramuri şi am 
obţinut astfel un fel de „curbă medie” de lumină a celor 8 maxime. Cu aju­
torul acestei „curbe medii” am determinat momentele a încă 10 maxime, 
axând observaţii pe o singură ramură, date deasemeni în tabelul 2 .

Î11 general, maximele obserx’ate prezintă diferenţe 0 —C mari, în am­
bele sensuri. Graficul 0— C (fig. 3) pare să indice o tendinţă de variaţie 
oscilatorie, sinusoidală a abaterilor 0 —C, în funcţie de numărul de perioade 
(epoca) E. Dar variaţia sinusoidală nu se reproduce identic de la un sezon 
de observaţii la altul, deplasîndu-se în ordonanţă, şi fiind suprapusă probabil 
peste o altă variaţie, de perioadă mai mare. Variaţia abaterilor 0 —C este 
însoţită de variaţii în forma curbei de lumină de la un maxim la altul şi 
de variaţii ale amplitudinii ci. Toate acestea conduc la ideea că variaţia 
de lumină a cefeidei TU Comae Berenices este afectată de un puternic efect 
Blajko. Materialul observaţional redus care există pînă în prezent nu per­
mite studiul efectului Blajko.

Totuşi, grupînd observaţiile de maxime după intervalele de vizibi­
litate a variabilei, am obţinut că cea mai bună reprezentare a momentelor 
maximelor este dată de elementele :

Max.hei. 2428954,505- ();46086Е-г0г()498}и(2.’218Е 259/
pentru 17552 а/ E 17645

Max.hei. - D.J.2428954,350-! 0)460861/ : 0;049sin(2j218K - -259 ) (2)
pentru 18283 <  E <  18420

Max.hei. /)./.2428954,497-f-0;’46086El—0>4)49sin(2°218E4 259/)
pentru 19943 <  E <  20058

Corectînd fazele 9 ale observaţiilor pe baza elementelor de mai sus, 
am obţinut noi valori ale fazelor : 9'. Grupînd observaţiile după fazele 
9 ' am format 33 de puncte normale, conţinînd în total 322 de observaţii 
individuale. Punctele normale astfel obţinute sínt date în tabelul 3, în care 
prima coloană reprezintă numărul de ordine al punctului normal, a doua 
faza 9 ', a treia magnitudinea fotovizuală mpv, iar a patra numărul de observaţii 
individuale incluse într-un punct normal N.
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Pe baza tabelului 3 am construit curba medie de lumină, reprezen­
tată în fig 2. în  curba medie n-au fost incluse 27 de observaţii : 8 observaţii 
din mai—iunie 1959 şi 21 observaţii din decembrie I960—ianuarie 19fil, 
care se găsesc în afara intervalelor de variabilitate a formulelor (2 ), adică 
în intervalele de timp în care nu există maxime observate.

щ

0 2  QT. QS

C u r b : :  m e d i e :  d e  t u m  m ă  

Vig.  2.

Tabel
Puncte  norm ale

crt. al M a g n i­ Xr. crt. M agni­
norm al T'aza tu d in ea N al pct. Faza tu d in ea N. . norm al. m pv

1 0,0174 12,73 10 18 0,4794 13,80 10
2 0,0409 12,85 10 19 0,5107 13,84 9
3 0,0646 13,01 10 20 0,5386 13,83 9
4 0,0862 13,14 10 21 0,5812 13,82 8
5 0,1068 13,19 10 22 0,6246 13,84 9
6 0,1307 13,18 10 23 0,6800 13,78 9
7 0,1541 13,22 10 24 0,7314 13,80 9
8 0,1768 13,34 10 25 0,7711 13,85 9
9 0,(955 13,46 10 26 0,8251 13,85 10

10 0,2170 13,44 10 27 0,8763 13,65 10
11 0,2376 13,56 10 28 0,9056 13,44 10
12 0,2602 13,63 10 29 0,9285 13,31 10
13 0,2831 13,63 10 30 0,9460 13,06 10
14 0,3170 13,64 10 31 0,9636 12,94 10
15 0,3686 13,69 10 32 0,9806 12,86 10
16 0,4153 13,72 10 33 0,9995 12,75 10
17 0,4433 13,73 10



Y  U R E C H E

/ . • Л

1>. J.hel.
111 л-

O. J.hel.

Ohwmiţii

111V

indivii.’uule

' D .J.hel. Ш 1). J.hel. ţ; i
243 .............. P< 243 .............. 243 ............. 243 ..............

<■>715,3820 13,70 7046,4019 13,71 7058,3568 13,28 . 7072,4532 18.XM
,3931 13,80 .4082 13,54 .3679 13.27 : ,4602 13 79
,4210 13,75 .4193 13,70 ,3755 13,46 078,3480 13.89
,4306 13,82 4297 13,66 .3866 13,32 .3619 13 74

738,4025* 13,31 ,4436 13.71 .3936 13,49 .3758 18.85
,4081* 13,18 .4575 13,71 4061 13,50 .3966 ! 5.8«ă
.4 136* 13,36 .4637 13,77 .4165 13,55 ,4070 i ,3,92
,4192* 13,32 .4783 13,84 .4276 13,65 079,4112 18 H9

7043,4241 13,73 .4887 13,80 .4352 13,59 ,4182 13,80
.4324 13,37 4991 13,78 ,4512 13,59 .4252 13.88
,4394 13,42 ,5096 13,79 ,4627 13,74 .4321 13,72
.4428 13,33 .5269 13,78 ,474! 13,82 ,4583 13,26
,4505 13,44 047,5373 13,92 ! 067,3903 13,85 ,4848 13,02
.4533 13,32 ,3559 13,64 : ,3979 13,85 ,4918 12,70
,4574 12,97 ,3733 13,69 ,4056 13,88 .4987 12,67
.4609 13,00 .384 4 13,67 ,4195 13,99 086,4628 13,03
,4644 12,86 .3983 13,84 ,4271 13,86 ,4698 13,31
,4678 12,97 ,4128 13,80 .4424 14,02 . 4767 13,22
,4734 ; 13,00 .4212 13,81 ,4507 13,82 ,4836, 13,28
,47< 9 : 12,72 04,4255 13,76 ,4632 13,97 ,4906 13,25
.4803 ■ 12,88 9,4195 13,71 .4771 13,82 ,4975 13,33
,4838 12,65 .4243 13,84 .5188 12,68 ,5135 13,52
,4873 12,70 ,4 285 13,46 ,5327 12,70 1 14,3271 13,75
.4908 12,84 ,4327 13,32 068.4013 13,79 ,3333 13,82
,4977 12,90 ,4486 13,08 . .4083 13,73 ,3417 13,75
,5012 12,92 ,4529 13,29 .4208 13,50 ,3528 13,78
.5046 12,92 ,4570 13,30 ,4277 13,13 289,5369 13,80
,5081 12,88 ,4611 13,11 ,4388 12,76 ,5480 13,68
,5116 12,90 ,4653 13,03 .4465 12,65 ,5577 13,80
,5150 13,03 051,4018 13,25 ,4569 12,55 .5723 13,78
,5219 12,92 .4101 13,12 ,4645 12,57 ,5807 13,86
,5254 12,98 4185 13,19 ,4750 12,86 ,5841 13,69
,5323 13,03 .4289 13,38 ,4826 12,94 .5876 13,60
,5393 13,33 4372 13,38 ,4937 12,97 ,5914 13,59
,5427 13,23 4456 13,49 .5020 12,99 ,5947 13,52
,5532 13,50 4518 13,42 .5125 13,08 ,5980 13,54
,5601 13,27 4629 13,43 .5201 13,02 313,4482 13,7«
,5670 13,49 ,4706 1 6,58 .5298 13,24 ,4558 13,74
,5740 13,62 ,4782 13,55 .5375 13,33 ,4632 13,78
,5809 13.50 058,3096 13,06 .5467 13,54 ,4711 13,74
,5879 13,61 ,3172 13,12 ,5541 18,58 ,4791 13,77

046,3603 13.61 3241 13,11 072,3643 13,80 ,4867 13,81
,3742 13,51 ,3311 13,12 .3744 13,90 .4959 13,76
,3880 13.71 ,3 492 13.19 ,4449 13,9! .5024 13,82

o b s e r v a ţ i i  e f e c tu a t e  ]>c plăci  A st ru  I ' a n d m a u a t i s c h .



G raficul d ife ren ţe lo r O —C.
•  m a i im  cu o b se rv a ţii pe  am bele ram uri.

+  m ai.im  cu o b se rv a ţii pe o singură  ram ură .
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l a b e l  I ic atitnnnue)

D.J.lK-l. D .j .h e . Ul,,

í
n .J .h .4 . m . , D. J.liel. Ш.

2 4 3 ............... 243 . . , ! 24:í . . .I
A 242

7313,5094 13,75 7397,5385 ; 13,78 7443,4274 12,85 8161,5009 13,08
376,2635 13.83 5441 Î 1,8,80 ,4358 12.60 ,5141 12,96

00 13,81 404,3013 13,70 ,4 455 12,66 ,5221 12,00

,2718 13,80 ,3700 ! 13,74 ,4524 12,76 ,5300 12,95
,2764 13,94 3752 I 13,61 ,4767 13,24 ,5460 , 13,38
,2801 13,98 ,3786 ; 13,67 ,4892 13,20 163,3127 13,62
,2829 1 3,00 3911 ; 13,77 ,5017 13,34 .3224 ! 13,54
,3459 13,74 4002 13.70 8145,3846 12,82 ,3346 : 13,27
,3489 13,81 ,4078 13,84 ,3922 12,71 ,3432 13,21
,3550 13,83 ,4134 14,12 .4051 12,65 ,3516 12,89
.3607 13,63 4168 13,84 ,4395 12,95 ,3599 1 12,86
,3635 13,66 ,4203 13,80 .4492 13,06 .3689 ! 12,81
,3726 13,77 4238 13.83 .4589 13,23 ,3772 ’ 12,85
,3829 13,77 . 1356 13,98 ,4700 13,21 ,3891 12,95

380.3223 13,27 4418 13,98 ,4888 13,39 ,3977 12,96
,3297 13,37 ' ,4467 13,57 ,5006 13,37 .4071 13,02
.3330 13,44 ,4515 13,69 ,5096 13,46 ,4177 13,09
,3372 13,39 ,4504 13,73 ,5221 13,51 ,4300 13,17
,3407 13,51 ,4599 13,73 ,5318 13,49 .4446 13,34
,3462 1.8,61 ,4696 13,94 ,5429 13,64 .4585 13,41
,3684 13,57 ,4745 13,87 ,5533 13,66 .4724 13,57
.3719 13,70 , 4793 13,73 ,5631 13,63 ,4863 13,60
,3782 13,62 , 1842 13,61 149,3422 13,81 ,5002 13,76
.3830 ; 13,79 ,4 890 13,77 ,3595 13,8", ,5127 13,71
,3880 • 13,64 , 4939 13,71 ,3720 13,89 ,5255 1 13,76
,3953 13,05 ,4974 13,69 ,3859 13,79 ,5398 ! 13,74
,1039 13,85 ,5110 13,86 ,3998 13,78 ,5512 : 13,87
.4184 13,70 ,5252 13,80 ,4130 13,71 180,4315* 13,65

397,3901 13,47 425,4503 13,02 .4290 13,86 ,4405* 13,51
,4010 , 13,56 ,4630 12,99 ,4387 13,70 ,1509* 13,37
,4101 13,49 . 1753 13,16 1484 13,77 ,4648 13,15
,4191 13,54 1840 13,26 , 1693 13,62 ,1787* 12,70
,4 392 13,66 4899 13,11 1818 1 3,66 ,4926* 12,63
4 476 : 13,73 ,4993 13,28 ,4915 13, t 1 198,3599 13,88
,4,559 j 13.78 ,5117 13,27 ,5005 13,04 ,372 1 13,95
,4035 1 13,58 .5340 13,37 ,5113 12,71 ,4279 13,31
.1712 ! 13.62 ,5392 13,52 ,5215 12,63 ,4450 13,20
, 1788 13,73 436,4214 13,98 .5318 1 2,60 , 1529 12,92
,4844 13,89 1355 14,00 ,5422 12,76 ,4623 12,93
,4962 13,80 4 43,3892 13,83 ,5526 12,85 4710 12,69
,5052 13,9.8 .3978 13,54 .5630 12,80 .4814 12,74
,5129 13,76 ,407o 13,07 161,4829 , 13,28 ,4918 - 12,88
,5226 13,95 1163 1‘Л, Oi .4932 13,04 ,5023 13,05
,5309 13,90

* O b s e r v a ţ i i  e fe c tu a u  pe p A e i Aştrii  iCuichrom.u í m  h .



Din curba de lumina se observă cá luminozitatea stelei ТГ Comae Bereni­
ces variază între ăl = 12,73 şi m -= 13,85 magnitudini i'otovizuale. Maxi­
mul în curba medie este ascuţită. Asimetria în fază a curbei de lumină este

unde P 0 este perioada determinată de Grönstrand, iar asimetria în mag­
nitudine

Asimetria curbei de lumină, forum ascuţită a maximului şi amplitudinea 
relativ mare a variaţiei de lumină arată că variabila ТГ Comae Berenices 
este de tipul RRa.

Comparînd curbed* individuale de lumină cu cea medie se observă 
mari variaţii ale formei curbei de lumină cu timpul, mai ales pe ramura 
descendentă.

Din cele de mai sus rezultă că, variaţia de lumină a ceîeidei TU Comae 
Berenices este supusă unui puternic efect Blajko, a cărui perioadă secundară, 
roii torni elementelor (2 ), pare să fie

Pentru confirmarea şi studiul efectului Blajko. ar ;i necesară ob 
servarea în continuare — cu cit mai puţine întreruperi — a ceîeidei 
TU Comae Berenices. Deosebit de utile ar fi în aceA sens observaţiile 
fotoelectriee.

1. Hamlbiun der . Isti vpin  t. I I ,  p a rtea  II, p. 495 ; 1931.
2. G r ö n s t r a n d ,  II. O. „S tockholm s O bservatorium  M eddelande ' t ir . 44, 1939.
3. G r ö n s t r a n d ,  H. O. „A rk lv  für M ath em atik “ , 26 A, nr. 17.
4. M a  1 m q u  i s t, „A rk iv  för M ath em atik ", 26 A, nr. 12.
5. P r a g e r .  К , „K leinere  Yeröff. der I'n iversitätssterm varU * zu lierliu-H abelsberg“ ur. 12

K P А T К О П Е Р  И О Д  И Ч ECK Л Я Ц Е Ф Е И Д А  Т Г  COMAE i.K RHXICIÎS

( Р  е з ю м е !

В настоящ ей работе автор приводит 349 наблю дений цефеиды TU  СОМ VE 
HKRKXICES, произведенны х в К л у ж ск о й  А строномической О бсерватории , в период 
26 мая 1959 г -17 ию ня 1963 г. на несенсибнлизированны х п л асти н к ах  ISO PA X  1SS без 
ф ильтра. П риводятся  т а к ж е  звездны е величины  звезд  ср ав н е н и я . П очерн ени я изо­
б р аж ен и й  измерялись при помощ и ф отоэлектрического микрофотом етра М Ф -2.

Из этих наблю дений были получены  моменты 8 м аксим ум ов, с наблю дениями 
на обеих ветвях  кривой блеска  и моменты 10 м аксим ум ов, с наблю дениями на одной 
ветви. Моменты м аксим ум ов не удовлетворяю т элементам Г р ё н ш т р а н д а  [ 2 ] ,

о'(М) -- о'(т) ------ </“192

Р 1в2 /'>() Д; /5:

Н 1 li и 1 О о К А Р I It
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представляя разницы О -С  колебательного хода, а форма и амплитуда кривой блеска 
претерпевают изменения во времени. Всё это ведёт к предположению, что изменение 
блеска цефеиды T U  COMAE B E R E N IC E S  сопровождено сильным эффектом Блажко 
По этой причине не смогли определить новых элементов для вычисления эффемериды 
Наилучшее изображение моментов наблюденных максимумов дано элементами (2).

Применяя к фазам 9 , вычисленным формулой (1), поправки, соответствующие 
отношениям (2), получаются новые фазы <?', которые позволяют построить среднюю 
кривую блеска (рис. 2), содержащую 33 нормальные точки, включая 322 наблюдения. 
В среднюю кривую не было включено 27 наблюдений, которые остаются вне интервалов 
действительности элементов (2). Кривая блеска показывает, что ТП COMAE B E R E N IC E S 
является цефеидой типа R R  L yrae , подтипа RRa.

Согласно элементам (2) казалось бы, что вторичный период может иметь значение 
близкое к 1\  ~  102 Р0 s  75z.
Для подтверждения эффекта Блажко были бы необходимы более длительные и, по 
возможности, непрерывные наблюдения.

LA C E P U R IL E  \  PÉK IO D E C O U R TE TU COMAE B E R E N IC E S  
(R é s il m é)

L’au teu r p résen te  349 observations (le la céphéide TU Comae Berenices, effectuée-ai 
l ’O bservato ire astronom ique de Cluj en tre  le 26 m ai 1959 e t le 17 ju in  1963, su r p laques Isopau  
IS S  non sensibilisées, sans f i ltre ;  il donne aussi lei m agn itudes des étoiles de com paraison. 
Les noircissem ent des im ages on t é té  m esurés à l ’aide d ’u n  m icrophntom ètre  photoélectrique 
МФ - 2.

A p a rtir  de ces observations ou a ob tenu  les m om ents de 8 m axim a avec des observa­
tio n s su r les deux branches de la courbe de lum ière, e t de  10 m ax im a avec des o b se rv a­
tions su r une seule b ranche. Les m om ents des m ax im a ne vérifient pas les élém ents de Crihi- 
trad Í2 ] e t p résen ten t des différences O —C à m arche o sc illan te ; la form e e t l ’am plitude  de la  

courbe  de lum ière su b it des v a ria tions dans le tem ps. Ces co n sta ta tio n s suggèrent l ’hy p o ­
thèse que la  v a ria tio n  de lum ière de la céphéide TU  Comae Berenices est accom pagnée d 'u n  
pu issan t effet B lajko. C’est pourquoi Ton n ’a pas p u  dé te rm in er de nouveaux  élém ents pa r 
le calcul de l ’éphém éride. L a m eilleure rep résen ta tio n  des m om ents des m axim a observés 
est donnée p a r les é lém ents (2 ).

E u  ap p liq u an t aux  phases 9 calculées avec la form ule (1) des corrections co rrespondant 
a u x  re la tio n s (2), on o b tien t de nouvelles phases 9 ', qui p e rm e tte n t la co n trac tio n  d ’une courbe 
m oyenne de lum ière (fig. 2) co n ten an t 33 p o in ts n o rm aux  avec 322 observations. L a courbe 
m oyenne n ’in clu t pas 27 observations qui to m b en t en dehors des in te rvalles de va lab ilité  
des élém ents (2). La courbe de lum ière m ontre  que T U  Comae Berenices est une céphéide du  
ty p e  R R  Lyrae, sous-type RRa.

Conform ém ent aux é lém ents (2) il sem ble que la période secondaire doit avoir une valeur 
ap p ro ch an t J \  ~  162 P„ ~  75z.

Pour confirm er l ’effet Blajko, des observations plu» prolongées e t a u ta n t que possible 
in in terrom pues seraien t nécessaires.

L . . Iîubr> Her. ,a 4j,iíi .rndíiCd-!:/r I i 'Ind





SOLUŢII A P R О A1 ’ E-PE RIO DICE ALE ECUAŢIEI LUI DUFFING
ÎN CAZUL REZONANŢEI

de
U  TIKI. Tl HCl

în lucrare se studiază problema existenţei, calculului şi stabilităţii 
oscilaţiilor aproape-periodice, în caz de rezonanţă,ale ecuaţiei lui I) u f f i n g 
I 1 ' de forma :

llH' -  k-\ -  (/ cos (o,/ ê cos <■>.,/ -  al'ev» - 2H dx \, (1 )</t2 - ‘ \ • л  ;

unde h, у >  0 , a >  0, b >  0, H >  0 sínt nişte constante, ;x este un para­
metru mic real, w, şi co2 sínt nişte constante al căror raport este iraţional. 
Folosind rezultatele cercetărilor lui K r î 1 o v - В o g o 1 i u b o v 2 
şi M a 1 к i n 3 , vom arăta că ecuaţia lui Duffing (1), în cazul rezonanţei 
din vecinătatea frecvenţei <o,, posedă cel puţin o soluţie aproape-periodicâ, 
stabilă.

1. Din ecuaţia (1) se vede că frecvenţa oscilaţiilor libere ale ecuaţiei 
generatoare (cînd a = 0) este k, iar frecvenţele forţelor excitatoare sínt 
egale respectiv cu cu, şi («.,.

Se spune că frecvenţa к este o frecvenţă de rezonanţă dacă cel puţin 
una din mărimile

mk 1 ;« ,c  o , /«./o.,
este o mărime mică de ordinul lui u. Aici ni, /«., sínt numere întregi
pozitive sau negative, pentru care

II! ţ ///, : III., 5 ; ( i l l  şzi 0)

deoarece gradul maxim la care intră v sau ,v în termenul ce depinde de 
(X. al ecuaţiei (1 ), este trei.1

Ye/.i I . M a 1 к i n 3 cap, IY  «> I a .
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Noi vom studia oscilaţiile aproape-periodice ale ecuaţiei lui Duffiug 
în cazul rezonanţei din vecinătatea frecvenţei <m1. Vom presupune deci că 
mărimea /с diferă de сог cu o cantitate mică de ordinul lui p, adică

a) k\ =  wj — (xe

In afară de aceasta vom presupune că amplitudinea forţei excit a- 
toare de frecvenţă (o1( este de asemenea o mărime mică de ordinul lui u, 
adică :
b) a =  [Х.Л

în egalităţile a) şi b), mărimile c şi л sínt nişte constante pozitive 
date, finite.

în aceste ipoteze ecuaţia lui Duffing (1) se scrie sub forma :

d x — со'; x = h cos aiJ -t- o. í X cos cu,/ — c.v 4- ул4 -• 2Hd- \ .  (2)
dt- 1 ^ \ d t I

Dacă facem schimbarea de variabile
a =-- xx
X  =■ CújAt,

ecuaţia (1 ) se scrie sub forma următorului sistem :
dx\

d i
6 3 ,  ;Y.,

lx~ ----- to J x ! — b cos (ùj - ■ (/.cos cu,/ ~  r.v, • •- y.rţ — 2Hbilx2)
d l  O), ~ O)1 ' ____

Pentru aflarea soluţiilor aproape-periodice ale sistemului de ecuaţii 
(2') vom urma în continuare aceeaşi cale folosită în [3] şi [5j , pentru 
găsirea soluţiilor aproape-periodice ale ecuaţiei lui Duffing în caz de ne- 
rezonauţă.

Observăm mai iutii că ecuaţia fundamentală a sistemului generator, 
liniar, omogen :

- -  0Vv, (8)
d t

d x . ,
7 ~ ‘ (01 Л 1.
d t

are două rădăcini simple, pur imaginare (critice) — — Wj-/ ; i =  У —1 .
Sistemul fundamental de soluţii, aproape-periodice ale sistemului 

(3) este :
,VU  -- COS b i- iţ

-v2i — sin Cu,/ 
unde .Vn (0) j.r22(0)i -

A12 sin CUyt
,v22 — — cos cu,/ '4)
-V12 (0) A2l((î) "" i}1
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Aceste soluţii reprezintă în acelaşi timp şi sistemul fundamental tie 
soluţii 'ya>f(a, r - 1 ,2 ) al sistemului adjunct lui (3).

Dat fiind faptul că sistemul (2 '), pentru g — 0 , îndeplineşte toate 
condiţiile teoremei lui Malkin2 de existenţa a soluţiilor aproape-periodice, 
înseamnă că şi soluţia generală a sistemului generator (sistemul obţinut 
din (2') cînd facem g. -■ 0) va fi aproape-periodică. Această soluţie este 
dată de relaţiile :

Л, Л/, COS CU,t M <2 sin Cu-,/ r ,, „ COS Cx>2/tdj — Oi“

ÖCU Í5)X., Jij sin Ol1/ \L, COS Cu ! t t ------  2 sin Cu.,/
“Д“! ■ "2)

unde şi J i2 sínt constante arbitrare.
Nu este greu de observat că dacă, în locul variabilelor xlt x2 intro­

ducem în (2') variabilele .1/, şi ili2 cu ajutorul substituţiei (5) (luînd în 
considerare faptul că relaţiile (5) reprezintă soluţia generală a sistemului 
generator), atunci sistemul (2 ') capătă forma ,,standart” :

lU- 1 —-----------— Lyx3 T 2 H o j l X.y схг T /. COS CUj/j sin Cu,/
dt COj

dXl 2 ix .. 0 £ J  . ,  ,
------ — (Ú1X 2 i  CX1 f  д COS COjîj COS (Uj/

dt

unde xx şi x2 trebuiesc înlocuiţi cu expresiile lor din (5).
Efectuînd toate calculele, ecuaţiile (6) se pot scrie sub următoarea 

formă concisă :

1iML 
dt ja |i-‘1(ili1, M %) -i- d i2)cosvÿ/ -f- B^p(Mx, il/2)sinv|J/] | =

=  M XM 2,) (7)

M t)

unde

[ A ^ M ^  d i2)cosvp/ +  Bzp(Mx, A/2)sinvpZ] 

=  [J.i’2(/, M x> M.2)

!
j M,}

-5-- iVi2(iWj i  m ;, u m ,
80yj

Y л/ ДА/, - r  Аф Н М г -

_ÄL ,_ ф ‘ с j м 2
4», (со, -  со2) 2со, J (8)

Зу Ь2 
4со, (<oţ — о>Í)

2 I. G. M a l k i n  13], pag. 230.
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•lu = i  -  A *n * .V/,(.W: 1/|)

.1,, - A 1;i -• -?■ //М,М24сог *12 - *io -  -- :iv '■ tM; -  мрOCOţ
л» - " л/;!ял/1 + ш ,2ы, я и =---- - --  м,(м2 -р зм ; ) + н м 2 -4<oţ

-  Ш 1 -  >.'
•1,., -  3Y '-1/.,~*OJi *16 ,= о

U - i,; 3ï /ЛИ* 8«! *15 -= 3v а'-д/. 8(0,
Л. -■=-  3” ь ' м . м ,  -  я ' *15 =- *1» Iх //(Л/- + 3M2 r

OOJj 4 -  b"*) -  eh

•1 lil :<v ь ' м л и  -  н '4(0, *i.io *i.n ~= - ' /,,Я 8<->г
A l.U) Л.и -  0 №

* 2 1  —;■ м г(М] -  змросо1 *21 --r- AL. M J 3 M Í -  M2)8(o, 1 1

A 22 = л23 = ^  (М; -  м уOCúj *22 =- ь 'м ,м .,40ÍÍ
A 24 ~ ••”  м :  н м ь  я л / , 4 .

4 (0 , 1 ■ 1
/ - -^ 2 4  :=  v  M . , ( 3 ; V / * ; . t / p  +  Я Л / ,  - f  « Ш ,2 oi j

 ̂25 " З т  /Ли, 2(0, * 2 5 - 0

A 26 ^ Л  -  Л м ,  
8 (0 , *26 =-  В,- 3 y  b"-M„ 

8 (0 ,

^ 2 4  == - 1 2» ^ Ъ ' ( з м у м 1 - Т
öCO-j

+  />'2) +  б У

*2« ;-  -2i- b 'M.M9 к  
8 (0 ,

*2-10 .  - 1 а. и  -=  AL ъ'я
<Scúj

*2» ■ = -A . b 'M,M,  ....  H'4<o,
*2.10 -  *2.11 =  0

î n formulele (9) am notat pentru prescurtare

b - b’ ■ if & co2
=  h '2 2 —  0 ’ ' üíj — o>2 ыг (<*>j — <o2)

3ï b-4(0, (ci j — (о,)' +  ■ =  â;
ao)

2coi л ;



iar în (7) :
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V 1 ■ 4 t0 j v 6 =  2((0, ■t-
v.> -“  3(0, -4- 0J2 V- 2K O i.у

v :i 3(0, (o., V K (0, -f (02

'tl -  2(0, =  (o, — (0.,
V- 2(o 2 V 10 =-= w ,  - h 3 c o 2

V 11 -  (0, — 3(0 2

87

( H )

în ecuaţiile (7) funcţiile I'\ ÿi I-'., sínt sume trigonometrice finite. Acest 
fapt ne permite să găsim soluţiile aproape-periodice ale sistemului (7) su- 
punînd sistemul (7) unei transformări analoge cu transformarea K r î 1 o v — 
В o g о I i и b о V 2 de forma :

Ai ^ _ y  о. ;ш (/, \ r  _\2) ( i  =  1,2) (12)

Sistemul obţinut din (7) după transformarea (12) va avea forma :
<7y.

d l
P',( .'V v2) -  uF .r ’f/.Vj.y.O ) v2, u) (i -----1,2,) (I3)

unde V,; (i - l,2) sínt funcţii care nu conţin timpul /, iar funcţiile din 
parantezele pătrate au aceeaşi structură ca şi Fh adică pot fi puse sub 
forma unor serii trigonometrice finite cu coeficienţi care reprezintă poli­
noame în raport cu y, (i 1 ,2) şi care, în plus, sínt analitice în raport cu 
parametrul mic p.

într-adevăr, luînd

P . v,.-V  ^  lim ‘ jj А.(/,уг, У2)Л --- /-*,.(Vp.v2;

';('..v ,.vj S }\>y2)dt - I \ t  =.• £  V'-^pCOSV^) l
/>-•1

(14)

d  =  1 ;2 )
şi deterrninînd apoi Y* şi Y din ecuaţiile corespunzătoare3 obţinem 
sistemul :

<hj
rit p .u d si

— - -  A. . dB, \ i\
sin v / --- cosvpl

9
p i

âA,f, .---- SUI V t ----r
дУ2 r ay.

- r
dB, 

. dy\

oA S 1 a*bp 
l ayx

cos v ip + 3P
ar,

+ du  .f  i cos V t A aP
дУг P i к ay2 ay..

+ 3V**
! ^ 1 d. y\> y a>rt (i =

COS V t V vp

a r ,

U A  sili v ./ — h_.  cos v. I
1 P  _ P IP  P

p= 1 ^
11 sin V , -  cos VA^ - . 2 P p  2 p  f>1

U>-i
(15)

3 Vezi [5, 3, 2].
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Vom considera iu continuare sistemul (15) în primă aproximaţie4

dt

dyl
dt

3 r v2 (y: Hv
S « ! - “ ' - 71 y v  " - ' 1 ^ 2

^Р 2(у \’ У2) =  9 yA y \ +  +  - H y s -T >.']

Se arată uşor că sistemul (16) admite soluţia particulară
1

>î =  - J 

У o. =  >2

y?2(y.y°, -t- Ä) и

unde V® este o rădăcină a ecuaţiei cubice :

116).

(17,

p {y%)

în care s-a notat

X2
H тГ - “ > ? - ( ^  +  я ) у= +  >'

ЗуХ' ЗуХ

8согЯ 16wJ#

Soluţia (17) corespunde stării de echilibru al sistemului

В Д / 2) =  0 ; (* =  l ,2)
într-adevăr, din ecuaţiile 

- 3 YУъ(У\  r- yf) -  H y x -  Sy2 0ScOj

o,

înmulţind prima ecuaţie cu y lt a doua cu jy2 şi adunînd, găsim :

-  H(y* + yl) +  f ^  =  0

De unde

y\ +  y*

2о>г 

X_
2W J! У 2

înlocuind acum (2 1 ) în ecuaţiile (20) obţinem sistemul

Hyx -  =  oy y \

«■УгУ2 +  8ух -  Ну2 + 2to, о

(18)

(19)

(20)

(21)

( 22)

1 î n  problem ele p rac ticen e  pu tem  lim ita  num ai la  so lu ţia  aproape periodică d a tă d ee c u a ţiile  
(15) în  p rim ă  aproxim aţie.
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Din prima ecuaţie (22) se găseşte

l V (av f  S)H J 2 ' 2 ’ (23)

oare, înlocuit în cea de-a doua ecuaţie (22), conduce la ecuaţia cubică

H
2aâ
H У o

82 , „Л , X
«  +  Я Р = 1

Уа r (a v '+ 8) ' - ^ z
2«! H  ^  2. ■

+  -  o
2cot

(24)

Ecuaţia (24), aşa cum se vede din expresia termenului liber, are cel 
puţin o rădăcină reală pozitivă, căci P(0) — - >  0 (dacă X >  0), P (-f ooj =

2w,
=  — oo, -* P(v0,) =  U, unde

0 <  y?i <  +  ce

Ecuaţiile în variaţii pentru soluţia (17) au forma :

ЛА + t ó
fi E -4- fi E■F 2XS1 1 -F 22 -2

d \
di

db
dt

unde

Pn

P12 

P  21

P,,

дРг(У°у ,rŞ)_
axï

aPjivt y°2) 
ay°2

3v-- yOyO -  H4ы1

Stoj ! 2î0j./'/
* V0 _|_ 2 y f  ) -  5

al’fiy'l vl) _  3Y Í
ay\ 8o>, {

dP2{y\. y\) 3 ţ

4oj1

constanţi, iar

- ii

(25)

reprezintă perturbaţiile.
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licitaţia fundamentală a sistemului în variaţii este

_а.л _

3.4
-

3 4 P u A ,

3 / ' ,

3 4

d l \

3.4
-  /. 1 P t i P  22

л" 2Я/. ' H~ — (av!J 4- Я)" -t- 2acv!J(ay!î -* 8) ----- 0

De aici vedem că rădăcinile ecuaţiei fundamentale (20)

/. // 1  
1,2

unde
G~ - - (ocv̂  +  8) (3«v!; 3) ; 1 ■ 7  1

(20 ')

(271

( 2 0 )

au părţile reale nu numai diferite de zero, dar chiar negative.
în acest caz conform teoremei lui N. N. B o g o l i u b o v  [2j, sis­

temul (15) admite, pentru p suficient de mic, o soluţie aproape-periodică, 
care se transformă în soluţia (17) pentru p =- 0.

Pentru a arăta acest lucru, facem substituţia :

V. -- vj1 - (Aî. ; ( i -- 1,2) (28)

Atunci ecuaţiile (15) deţ in

-  + P,2Z2) ; °) + A, -s, (» = 1. (29)

unde expresiile lui Y*(l, y (> y", 0) se obţin uşor din coeficienţii lui p2 din ecu­
aţiile (15) făcînd acolo y. =  v)‘. Funcţiile Z, au aceeaşi structură şi pro­
prietăţi ca şi funcţiile F.: sau ca şi funcţiile din parantezele pătrate din (13). 

Cu ajutorul substituţiei

: pd Y. (l,y\, y(l ,0) =  /.(£), (i 1,2) (30)

(sume trigonometrice finite, aproape-periodice), 
ecuaţiile (29) devin :

^  PuZ 1 +  РгчЧ +  /. I ) A (AZ f-j , 21( r2, pj [% ------ 1 ,2 ) (31)

Deoarece, conform celor demonstrate mai sus, ecuaţia fundamentală 
a sistemului (25) nu are rădăcini cu părţile reale nule, atunci ecuaţiile (31)
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satisfac toate condiţiile teoremei lui M a l k i n  ;3J5 şi posedă în conse­
cinţa o soluţie aproape-periodieă =- 2* (?), care este limita şirului de 
soluţii aproape-periodice zlk) (t) ale sistemelor

dzT
= PiAk) + Pi- й '  -t , ( " ) +  ,f' 9)

(; - 1.2,), (k 2,3...,! (32)
în acest caz, în calitate de primă aproximaţie se ia soluţia particulară 

aproape-periodieă a sistemului
ă-'1'ÎL
d-

d z p <

/ v ; 1' -
(33)

b • b 4 » 9  f  -‘~ ' 21 1 ' 22 2 - ' . , 1

•ave soluţie are forma :

= | —I -- e n" J cos ţr(« — T) | —J sinii(« r)j du
(34)

— фг I ' j =  e~  ̂с я"| / ( I “ J sin G(ii - т) -, f o | J cos G (и - -.) | du

Dacă ne limităm la prima aproximaţie dată de (34), găsim atunci că

}\  .vï ■ i- 3?,(0

4'., vî! f W,(i)
(35)

est < soluţia aproape-periodieă a sistemului (15), care pentru a : 0 se 
transformă în soluţia (17).

I’e baza relaţiilor (12), ţinînd seama de faptul că funcţiile и date de 
(14) sínt aproape-periodice, rezultă că soluţiei obţinute (35) îi corespunde 
o oscilaţie aproape-periodieă a sistemului (7), care pentru u -  0 se trans-

(3t>)J/.,(7) M„ u<p2(f) f - f  [лерr(t),M2 +  fxça(<) <
um'n-

stare de echilibru

■ " i" üLCp 1 f/)

.1/'; -L 9®2(f)

К  - :vï

к  - Vo

. Maik i и ГЗ] pag. 236.paji. 234.
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Soluţia aproape-periodică a sistemului (2') va fi atunci :

Xj =  Mj cos (a-J -f M* sin costû2t -p p'91(/) cos coji -f-

+  <p2(0 sin wxi] -f (X {îîj [<, M* — {Хфг(̂ ), J /, — ij.<p2(t) ] cos +  
+  n2[d, M* +  [xcpi(i), M* +  fjLcp3 (t) 1 sin tűji) (37)

Я2 =  .1/j sin CÔ — M.i COS W,/ b(o0 sin to2/ -f ■ p [cp] (t) sin w,/cojţoj” - wţ)
— <p2(i) cos <1)1Л -j- p {«,[/, M* -j- p<px(í), M* -i p<p2] si11 ~~
— n 2(f, A lj -j- P 9 ,,  3 / 2 ~b P 9 2) tOjií)

care pentru p — 0 se transformă în soluţia generatoare aproape-periodică

XJ =  M ’’’ cos 0}±i -f Al2 sin to1i -f- 

ж® =  Mj sin oiji — Л/o cos túxí

cos oM
“1 “2

Ьы2
, 2  "âţMjtWj — и9)

<38)
sin Cù0t

2. Problema stabilităţii soluţiei aproape-periodice a ecuaţiei (2) este 
echivalentă, avînd în vedere schimbările făcute mai sus, cu problema sta­
bilităţii soluţiei z$ =  z*(t) a sistemului (31). Putem însă arăta că soluţia 
zs =  z*(z) este asimtotic stabilă. în acest scop, punînd în (31)

Z  —  Z *  - f  VS S - ‘ S

primim următoarele ecuaţii ale mişcării perturbate
dv.

dv.t 

d t

P j l V l  +  Pl2°2  +  ^ l ( T , » i , W 2,jl)

Pil»! +  P22̂ 2 +  »1- V2-I*)

unde

V , = Z A zt  +  *i> -a +  v» t1) ~ Zi ( ~ ’ **’ =  1,2)

(39)

(40)

lue К  limita superioară a mărimilor Э",-
în domeniul

— о о < т <  +  °°. I »s I A (s= l,2 )
unde h e constantă pozitivă. Atunci pe baza lui (40), în acest domeniu vor 
fi satisfăcute condiţiile Cauchy-Lipschitz :

[А ! b"s(T, V  V'2, p) -  Vs{r, v’ţ, V2, p) I <  L Ÿ, i V

în care constanta L ----- y.K, pentru p suficient de mic, va fi oricît de mică.
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Pe de alta parte ecuaţia fundamentală a primei aproximaţii (cînd
u  0 )  :

У -  P n v\ ^a-

•* -- -- />21 1̂ p22v->ll -

arc toate rădăcinile cu părţile reale negative.
în  consecinţă sínt satisfăcute toate condiţiile teoremei lui Liapunov 

de stabilitate asimtotică6.

1! Г H I . I O i ' . R  A H I V.

1. 1> n i £ i ii g G., Erzwungene Schwingungen bei veränderlicher Eigcnfrequenz. F . Yicweg u. SohnBraunschweig, 1918.
2. K r î l o v  N.  M.  i B o g o l i u b  о л- X. X., V  vedenie v nelineinu iu  mehaniku, Izd . AN U SSR , 

1937. — li o g о 1 i u  b  о v X. X., 0  nekotorîh statisticeskih metodah v maternaiiceskoi fiz ike . 
Izà . AX  U SSR , 1945.

3. M a l k i n  I. G., Nekotorîe godaci teorii nelineinih liolebanii. G .I.T .T .L ., M oskva, 1956.
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П О Ч Т И  П Е РИ О Д И Ч Е С К И Е  РЕШЕНИЯ УРА В Н ЕН И Я  ДУФФПН! Л 
В С Л У ЧА Е РЕЗО НАНС А

(Р е з ю м е)

И зучается вопрос су щ ество ван и я , исчисления и устойчивости почти периодиче­
с к и х  колеб ани й  у р авн ен и я  Д  у ф ф и н г а Г], в слу ч ае  резо н ан са , вида:

.г ■ А’-.т ii cos с-j i ■ h cos со.,/ i ;и V ■. ■' - 2 Их) 91

где v >  0 , и >  0, b : - О Н  :> 0 -  постоянны е, v  . . .  действительны й малый плра-
“ I ,,метр, сод и — постоянны е, отнош ение к о т о р ы х ----- является  и р р а ц и о н ал ь н ы м . И сп с-
«>2

л ьзу я  результаты  исследований К р ы л о в  а — Б о г о л ю б о в а [2 ] и М а л к и н л 
133 п о к азы вается , что ур авн ен и е  Д уф ф инга К .  в слу ч ае  р езо н ан са  вблизи частоты 

со,, имеет по крайней  мере о дн о  устойчивое почти -периодическое решение.

о pag.T. G. А Г з ! k i и 189.
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SO LU TIO N S P R E S Q U E -P É R IO D IQ U E S  D E  L ’ÉQ U A TIO N  DE D U P P IN U  
DA NS LE  CAS D E R ÉSO N A N C E

(R é s u  in  é)

On étudie le problèm e de l'ex istence, du  calcul e t de la stab ilité  des oscilla tions presque- 
périodiques, dans le cas de résonance, de l ’éq u atio n  de J) u  f f i n  g Г  sous la form e :

X -f- k2x a cos oiţ t -f  b cos i - и(у.г3 — 2H x) (l))

où k, y  0,a ; • 0,b >  0, H >  0 sont des constan tes , p un  p e tit  p a ram ètre  réel, со, e t o*., des
<ùï

co n stan tes don t le ra p p o rt est irra tionnel. E n  u tilisa n t les ré su lta ts  des recherches de K r v -

1 о v - В о g о 1 i u  b о  v [2] e t  de M a l k i n  |3 j ,  on m o n tre ra  que ré q u a tio n  de 1> u f i i n  g
f l j  d an s le cas de résonance voisine de la fréquence cq possède au m oins une so lu tion  presque-
périodique stable.



STUDIUL TEMPERATURII CURIE LA FERITELE 
MAONEZIU ZINC ŞI CUPRU- ZINC

r<*I. 11Л Х1Ч *i ( .  l < A l .l \ T J T l
Determinările de puncte Curie efectuate de alţi autori 1.2, 3 ,4 , 5 

asupra unor ferite mixte cu /.inc axând formula Me, x Znx Ee20 4, unde Me rep­
rezintă ionul bivalent de Cu, Mg, Mu, Со, Ni, iar 0 L X L i ,  au pus în 
evidenţă o descreştere. în general liniară, a temperaturii Curie a acestor 
compuşi o dată cu creşterea lui X din formula de mai sus. Această depen­
denţă este în concordanţă cu teoria lui N é e l  6 , privitoare la proprie­
tăţile magnetice ale feritelor, conform căreia temperatura Curie a unei 
ferite cu structură mixtă (amestec de spinel normal şi invers) x-a fi cu 
atît mai ridicată cu cit gradul de inx-ersiune este mai perfect. în lucrarea 
de faţă ne-am propus să studiem temperatura Curie a feritelor magneziu- 
zinc şi cupru-zinc în jurul compoziţiei stoichiometrice, menţinînd constant 
raportul dintre MgO şi ZnO, respectiv dintre CuO şi ZnO şi s-a x-ariat 
concentraţia în F'e/)...

Prepararea probelor şi modul de lucru. Sinteza probelor s-a făcut din 
oxizi sub formă de pulberi care s-au amestecai în proporţii moleculare, 
astfel ca să fie satisfăcute relaţiile :

!MgO)0 4- l/.n ())0i5 

КеД > 3
3, pt. 0,66 ţ â ; 1,5

(MgO)ÜA (ZuO)ll ti 

F eZ ),
H, pt. 0,54 V « . : 1,86

Toţi oxizii folosiţi au avut puritatea ,,pentru analiză” , fiind de urmă­
toarele provenienţe : F'e20 ;i - ,.Merck” ; ZnO şi MgO ..Analar” ; CuO —

Riedel de Haen A.-O.
Atît din probele care satisfac relaţia 1 eît şi din cele care satisfac 

relaţia nr. 2 s-au pregătit cîte 13 concentraţii. Din oxizii amestecaţi s-au 
presat pastile de formă cilindrică, axând diametrul de 8 nun şi lungimea de 
6 7 mm la o presiune de cea 1,2/ cm2. Tratamentul termic al probelor
astfel obţinute, s-a făcut în cuptor electric cu rezistenţă. încălzirea s-a
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făcut treptat, s-a menţinut la 150;C timp de o oră în vederea evaporării 
complete a umezelii. După aceea s-a ridicat temperatura, în cazul probelor 
nr. 1 la 900°C, iar pentru probele nr. 2 la 800 C şi s-a menţinut timp 
de două ore în vederea feritizării cît mai complete ; apoi s-a ridicat tempe­
ratura la 1150°C pentru probele nr. 1 şi 1000°C pentru probele nr.2, 
menţinîndu-se timp de 4 1 12 ore în vederea sinterizării. Răcirea s-a făcut 
lent, cu o viteză medie de 100°C|oră pentru probele nr. 1 şi 80°C|oră 
pentru probele nr. 2. Atît sinterizarea cît şi răcirea s-au făcut în atmos­
feră de oxigen.

Măsurarea punctelor Curie s-a făcut cu ajutorul unui magnetometru 
astatic şi simetric, al cărui construcţie şi mod de funcţionare sínt descrise 
într-o lucrare anterioară [7].

Rezultate experimentale. Variaţia temperaturii Curie atît pentru probele 
nr. 1 (ferite magneziu-zinc) cît şi pentru probele nr. 2 (ferite cupru-zinc) 
în funcţie de concentraţia trioxidului de fier, este redată în fig. 1 .

Atît în alura curbei nr. 1 cît şi nr. 2 constatăm trei regiuni distincte, 
care corespund la trei game de concentraţie a trioxidului de fier. Prima 
regiune corespunde pentru 1, 15 t à a 1,5, unde temperatura Curie pentru 
probele nr. 1 creşte lent, iar pentru probele nr. 2 se află în domeniul para­
magnetic la temperatura camerei. Credem că, în această regiune avem de 
a face cu trei componente: una feromagnetică Mgn Zip n F e / ) (, respectiv 
Cun Zn, „ 1чр04 si două componente nefcromagnetice MgO şi ZnO, respectiv 
CuO şi ZnO. A doua regiune corespunde pentru 0,85 A S .1 1,15 (1), res-

20  '”

Q ,of :e
I'  i ţţ • 1- l i epeml ei i ţ a  t e m p e r a t u r i i  C u r  / 1
c e i l t r a ţ i a  t r i ox i du l ui  de fier, pt .  feri ta
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peetiv 0,75 <  8 .< 1,15 (2). în această regiune se constată o creştere pro­
nunţată a temperaturii Curie cu creşterea concentraţiei trioxidului de fier. 
Credem că în această regiune predomină două componente feromagnetice : 
Mg.,Zn1_)lFe20 4 şi Fes0 4, respectiv Cu„Zn1_„Fe20 4 şi Fe30 4. Cu creşterea 
concentraţiei trioxidului de fier, creşte concentraţia magnetitei, care avînd 
punctul Curie ridicat (590°C), duce la creşterea în mod intens a tempe­
raturii Curie a amestecului.

A treia regiune corespunde pentru 0,65 4̂  à 0,85 (1), respectiv 0,55 <  
8 0,75 (2), în care se constată o scădere a temperaturii Curie cu creş­

terea concentraţiei trioxidului de fier. Credem că în această regiune predo­
mină trei componente: două feromagnetice Mg„Zn1_„Fe20 4 respectiv Cu„Zn4_„ 
Fe20 4 şi Fe30 4, cea paramagnetică fiind xFe20 :t. Prin scăderea lui 8 creşte 
doar componenta paramagnetică, care de la o anumită limită nu mai este 
dizolvată de componenta de bază, care duce la scăderea temperaturii Curie.

Concluzii. Studiul efectuat asupra feritelor magneziu-zinc şi cupru- 
zinc, permit obţinerea din aceleaşi materii prime a unor materiale feritice 
cu o largă gamă de temperaturi de transformare magnetică. în acelaşi 
timp, s-a găsit o bună concordanţă între rezultatele experimentale obţinute 
şi teoria lui Néel referitoare la proprietăţile magnetice ale feritelor. Pe 
de altă parte, studiul efectuat ne-a permis tragerea unor concluzii cu pri­
vire la structura acestor compuşi în funcţie de concentraţia trioxidului 
de fier.
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ИЗУЧЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ КЮРИ У МАГНЕВО-ЦИ Н КОВ Ы X И МЕДНО
ЦИНКОВЫХ ФЕРРИТОВ 

( Р е з юм е )

Изучается изменение температуры Кюри у ферритов Mg0 45 / « 055 Ее204 и Сг<0 4 
ZnQ6Fefi^ в зависимости от избытка или отсутствия железа в стехиометрическом 
составе.

У обоих ферритов обнаружено максимум температуры Кюри в зависимости от 
концентрации триокиси железа. Проведенное исследование позволило сделать ряд 
заключений, относящихся к структуре этих соединений.

7  —  B a h e ş — B o ly a i:  M a te m a t i c ă . f i z ic ă  1/1965.
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E T U D E  D E LA T E M P É R A T U R E  C U R IE  P O U R  L E S  F E R R IT E S  M A G N ÉSIU M -
ZINC E T  C U IV R E-Z IN C

(Résumé)

O u é tud ie  la  v a ria tio n  de la  tem p éra tu re  Curie des fe rrites Mg0 46Zn„ Fe20 4 e t  Cu0 4Z nu b
P e 20 4 en  fonction  de l ’excès ou  d u  m anque  de fer dans leu r com position  stoechiom étrique.

P o u r les deux  fe rrites  on  co n sta te  u n  m ax im um  de tem p é ra tu re  Curie en  fonction  de la 
co n cen tra tio n  en  trio x y d e  de  fer. C ette  é tude  a perm is aux  au teu rs  de tire r  des conclusions re la ­
tiv es à la s tru c tu re  de ces composés.



MÄvSURÄRI DE CONSTANTĂ DIELECTRICĂ A CATALIZATORULUI PE BAZĂ DE V20 5, EA FRECVENŢE ULTRA ÎNALTE
de

H. BAIt'AN şi D. POPESCU

în  articolul de faţă sínt descrise măsurătorile de constantă dielectrică 
la fercvenţe ultraînalte efectuate în laboratorul Catedrei de electronică, 
lucrare încadrată în studiul unor catalizatori, anume catalizatorul pe bază 
de V20 5.

Pentru a pune la punct o metodă adecvată substanţelor studiate, am 
încercat trei metode cu ghizi de undă dintre procedeele cunoscute pentru 
măsurarea constantei dielectrice la frecvenţe mari, repetînd măsurătorile 
asupra unor materiale dielectrice ca: plexiglas, ebonit, textolit, CINa, etc., 
studiate în prealabil de alţi cercetători. Valorile obţinute de noi pentru 
constanta dielectrică a acestor materiale au fost în bună concordanţă cu 
valorile date în literatură.

1. Metoda ,,bastonaşului de dielectric” [1] a fost abandonată, pro­
bele de catalizator studiate fiind dificil prelucrabile la dimensiunile cerute 
de această metodă.

2. Metoda de scurt circuit şi mers în gol [2], [3] a fost încercată, 
însă i-am preferat :

3. metoda probei aşezate lîngă scurcircuit [4], [5], care necesită un 
număr mai redus de operaţii pentru o aceeaşi precizie a rezultatelor.

Principiul metodei utilizate. în  fig. 1 este arătată poziţia probei 
în ghidul scurtcircuitat. în aceste condiţii [6 ], constanta dielectrică 
complexă a mediului studiat,

P i g .  l .
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unde y2 este constanta de propagare în dielectric, /ч. lungimea de undă 
critică a modului de propagare în ghid, X, este lungimea de undă în cîm- 
pul staţionar din porţiunea cu aer a ghidului, iar permeabilitatea magnetică 
a dieleetricului, p2, se consideră egală cu unitatea.

Scrierea ecuaţiilor de propagare şi a condiţiilor la limită pe suprafaţa 
aer — dielectric [4] duce la ecuaţia :

t!‘ Tad J  ■ h  

2 -d

к -  j  ■ lg
•ir.x0

A1
1 - j - h - t g

4
(3)

care permite determinarea lui y2 pe cale grafică [4], [7j sau prin aproxi­
maţii succesive [8 ], din mărimi accesibile măsurătorilor :

к -- - coeficientul de undă călătoare,/:m a t

d — grosimea probei,
x 0 distanţa de la suprafaţa de separare la primul 

minim al cîmpului electric.

Cunoscînd valoarea constantei de propagare y2, introducerea acesteia în 
relaţia (2) permite calcularea constantei dielectrice s* — scop urmărit în 
lucrarea noastră.

în condiţiile utilizării dielectricilor cu pierderi mici У , y2 este deter­
minată esenţial de componenta sa de fază, adică,

Y2 -  (4)

şi deoarece coeficientul de undă călătoare k este neglijabil, ecuaţia (3) 
devine :

tg  M
h  ■ tg

2r.d
(5)

în acest caz, relaţia (2) se va scrie :

(6)

constanta dielectrică a substanţei studiate fiind esenţial componenta activă 
a lui e*.



M ASURI DE C O N STA N TA  DIELECTRICÄ LA FRECVENŢE U LTRAtNALTE 101

Procedeul experimental, măsurători. Au fost studiate trei probe : una 
de V20 5 cu procent de impurităţi 15% şi celelalte două de catalizator 
industrial de Y ,0 5(7% V ,0 3 pe suport de 67% Si02), neutilizat şi utilizat.

Pentru măsurători s-a folosit o linie de 
măsură TESTA QZY 222 11, reprezentată 
schematic în fig. 2 . care lucrează la o frec­
venţă în jurul a 9,4 GHz. Mărimile % şi x0 
au fost măsurate cu ajutorul unui măsurător 
de undă staţionară, care permite aprecierea 
de 4-  0,01 nun. Ca instrument indicator al 
măsurătorului de undă staţionară s-a utilizat 
un galvanometru de tip ,,Multiflex” , de sen­
sibilitate 5 • 10 10 A/'div.

YV.’pnforwi Umor direttiçno! -- toCŢ5*rţwulu> __

Menim tor
variabil

Clittrtm 
Uudoineiru tu vavdal* --- M&surcrtcr de 

undă s'abe-anâP i g .  2.
Pentru a obţine probe de dimensiunile ghidului, catalizatorul pe bază 

de Y20 5 (livrat industrial sub formă de bastonaşe scurte, friabile) a fost 
întîi mojarat şi apoi presat, fără adaos de apă sau alte substanţe, în forma 
dorită. Tot prin presare uscată s-au obţinut probele din V20 5 85%, exis­
tent sub formă de pulbere. Am avut în vedere ca, după presare, probele 
obţinute să-şi păstreze greutatea sjieeifică iniţială, aşa cum sínt utilizate 
în cataliza industrială. Alte precauţiuni luate la prepararea probelor au 
fost păstrarea granulaţiei si evitarea absorbţiei vaporilor de apă pe cata­
lizator.

Pentru obţinerea |jreciziei maxime la determinarea lui z'„, este necesar 
să se folosească probe a căror grosime ci să fie egală cu sfertul lungimii 
de undă a câmpului staţionar în dielectric (X2/4) sau cu un multiplu impar 
al acestuia (3X2/4, 5X2/4, . . . )  4 , 6Ţ Pentru a cunoaşte exact valorile
X2, am ridicat pentru fiecare substanţă studiată caracteristicile k — —

--J(d) şi-^4 -= f(d). Prima caracteristică prezintă maxime pentru valorile. 1
d — '2 ' ' г , etc., iar a doua, la aceleaşi4 4
valori ale lui d are puncte de inflexiune. 
In fig. 3 sínt redate caracteristicile obţi­
nute pentru proba de catalizator pe bază 
de V20 5, utilizat.

In baza acestor măsurători s-au reali­
zat probele cu grosimea d - - şi s-au 
măsurat x 0 şi X,.

Rezultate, concluzii. Constanta dielee- 
tricà a probelor studiate a fost calculată 
cu relaţia (6), după ce în prealabil a fost 
cunoscută valoarea 32 din (5), cu ajutorul 
unor tabele ŢlOj.
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Am considerat ca justificată utilizarea relaţiilor (5) şi (6), valabile în 
cazul dielectricilor cu pierderi mici, întrucît valorile obţinute prin calcul

pentru tangenta unghiului de pierderi, tgă2 — -r, , nu depăşesc 3,5 • 10"

la nici una din probele studiate, iar coeficientul de undă călătoare 
Ila probe cu d = -y-j nu este mai mare de 0,05.

Fără a lua în considerare erorile ce intervin prin aproximarea relaţiilor 
(2) şi (3) cu relaţiile (6) respectiv (5), putem afirma, ţinînd cont de preci­
zia măsurătorilor, că rezultatele obţinute pot fi afectate de erori ce nu 
întrec 3%. Astfel, pentru :

1. V2Os 85% ..................................................... г2 =  7,88 A 0,24
2. Catalizator pe bază de V20 5,

n e u t i l iz a t ......................................................... s' =  2,99 A 0,09
3. Catalizator pe bază de V ,0 5,

u t i l i z a t .............................“ .........................s; =  2,79 ±  0,08

Se constată o diferenţă apreciabilă între valorile constantei dielectrice 
a V20 5 85% şi ale catalizatorului pe bază de V20 5. Nu ne putem pronunţa 
însă în ceea ce priveşte o eventuală diferenţă între constantele dielectrice 
pentru catalizatorul utilizat şi neutilizat, date fiind valorile apropiate ob­
ţinute si limitarea de către erori.
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ИЗМЕРЕНИЯ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПОСТОЯННОЙ КАТАЛИЗАТОРА НА 
ОСНОВАНИИ Vj05 ПРИ СВЕРХВЫСОКИХ ЧАСТОТАХ

(Р е з ю и е )

П риводится метод, эксперим ен тальны й  приём, а т а к ж е  результаты  измерений 
диэлектрической постоянной  при частоте 9 ,4  ггц , проведенны х  для 85% проб VaO s н 
для о сн овн ого  к атал и зато р а  V20 5 (7% V ,/)., 67%  SiCXO. и сп о л ьзо ван н о го  и неис­
п о л ь зо в ан н о го .
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M E S U R E S  D E  C O N STA N TE D IÉ L E C T R IQ U E  DU CA TA LY SEU R  
À B A SE D E  V20 5 A U X  F R É Q U E N C E S U L T R A -H A U T E S

(Résumé)

O n p résen te  ia  m éthode, le procédé expérim en tal e t  les ré su lta ts  des m esures de co n stan te  
‘d iélectrique à fréquence de 9,4 GHz, effectuées p o u r des échan tillons de V ,0 5 85%  e t p o u r un 
«Catalyseur à base d e V „ 0 5 (7% V 20 5, 67%  SiO,) u tilisé  e t non u tilisé.





STUDIUL UNOR PROPRIETĂŢI SEMICONDUCTOARE AI.К 
SISTEMULUI V20 5 B20 :i

(Ic
MMION «iOO.W şi I.IVll М Л М  S< Г

Oxizii consideraţi mai sus fac parte din grupa acelora care în anumite 
condiţii formează sticle cu alţi oxizi, cum ar fi : de cupru, plumb, bismut, 
arsen, molibden, etc.

Sticlele semiconductoare au început să fie studiate si se pare că pre­
zintă mare interes atît teoretic cît şi practic. .Sistemele studiate pînă 
acum nu conţin B./J.,. şi ne-am putea aştepta din partea anhidridei borice 
să mărească rezistenţa probelor, fără să influenţeze prea mult energia 
de activare, ceea ce este foarte avantajos în cazul termistorilor de tip 
perlă.

Sistemul studiat face parte din sistemul ternar V.zO- — 7LO:J — PbO. 
Am considerat că este necesar să începem mai iutii studiul sistemului 
binar, pentru a ne putea fixa mai bine zona valorilor din triunghiul con­
centraţiilor.

în  ultimii ani s-a stabilit şi fundamentat teoretic că, starea în care 
o substanţă este semiconductoare, nu trebuie să fie neapărat cristalină 
şi că la formarea proprietăţilor electronice ale corpului solid, un rol funda­
mental îl joacă ordinea locală, astfel, incit şi substanţele amorfe, ca sele- 
niul amorf, germaniul amorf, sticlele pe bază de pentoxid de vanadiu, 
unele topituri la temperaturi nu mult prea ridicate faţă de temperatura 
de topire, au o conductibilitate electronică nemetalică jb ŢA

Partea experimentală.

Prepararea probelor. Pentoxidul de vanadiu IŢ05 a fost preparat, 
pornindu-se de la metavanadatul de amoniu N H i VOx p. a. prin ealcinare 
intr-un curent de oxigen.

Anhidrida borică В 2Оя a fost preparată prin deshidratarea completă 
a acidului boric BO.sH:t p. a.



106 S. G O C A N , L, STÀNESCU

în continuare s-au efectuat topiturile sistemului IÂ,05 В 2().л de
următoarele concentraţii procentuale :

Xr. probei:

V20  % 95 90 80 70 60 50
B ,0 3% : 5 10 20 30 40 50

Probele pentru măsurători au fost obţinute din topituri sub formă 
de perlă ; ca electrozi s-a folosit sîrmă subţire de argint.

Aparatura. Schema aparaturii folosite pentru măsurarea rezistenţe, 
electrice cu temperatura la probele de tip perlă este redată în fig. 1 .

ttezu ltatele  m ăsurătorilor.
S-a efectuat un studiu privind variaţia rezistenţei electrice cu tempera­

tura şi cu compoziţia probelor din care s-a calculat energia de activare. 
Rezultatele obţinute sínt redate în tabelele 1 —6 şi figurile 2 şi 3.

X abel 1V a ria ţia  rezistenţei In lu n c fle  tie tem peratură a s iste m u lu i; 05%  V2Ü6 — ő % B 20 3şi euergia  de activare
10“

\T. : R Ior R T T T ДК
rt. (П) ГС) : h K ) î l ) : (eV)U i

1 3,36 IO3 3,5263 23 296 3,38
2 2,45 103 3,3892 34 307 3,26 i
3 1,70 10“ 3,2304 50 323 3,10 0,172
4 9,15 10- 2,9614 80 353 2,83
5 7,48 10- 2,8739 94 367 2,73fi 6,53 10 “ 2,8149 107,5 380,5 2,63
7 5,50 IO2 2,7404 121 394 2,54
8 4,56 IO2 2,6590 134 407 2,46 0,175 1 0,
9 3,89 102 2,5899 147,5 420,5 2,38

10 3,40 10“ 2,5315 160 433 2,31
1 i 2,94 IO2 2,4683 172,5 445,5 2 24 1 !
12 2,54 102 2,4048 184 457 2,19 i
13 2,23 102 2,3483 196 469 2,13 0,209
14 1,98 IO2 2,2967 208 481 2,08
15 1,76 10“ 2,2455 220 493 2,03
ie 1,58 10“ 2,1987 231 504 1,98
17 1,42 102 2,1523 242,5 515,5 1,94
18 1,30 IO2 2,1139 254,5 527,5 1,90 0,191
19 1,21 IO2 2,0828 265,5 538,5 1,86
20 1 ,1 1  10“ 2,0453 276,5 549,5 1,82
21 1,05 102 2,0 2 12 287,5 560,5 1,78
22 8,40 10 1,9243 299 572 1,75 0,207
23 7,85 1(1 1,8949 310 583 1,71
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F i g .  1. 1 cu p to r electric, 2 — au to transfo rnm - 
to r  reglabil, 3 — am perm etru , 4 — rez is ten ţa  elec 
rică de încălzire a  cup to ru lu i, 5 — reso rtu ri, 6 — te r- 
m ocuplu de  P t  P tR h  7 — vas Dewar, 8 potenţio- 
tn e tru  de t ip  Feussner, 9 —p u n te  e lectron ică  p e n tru  
m ăsu ra t rezisten ţe , 10 - p ro b a  de m ăsu ra t de tip  

perlă.

F  i g . 2. V a ria ţia  rezisten ţe i electrice în  funcţie  de 
tem p e ra tu ră  şi de com poziţia  probelor.

1 -- 95% v 2o 5 - СЛ Np o'
' B2o 3 4 -  70% v 20 5 -- 30%, BaG3
2 -  90% v 2o 5 - 10% B2Os 5 -  60% V .O , -  40% B *o,
3 -  80% v 2o 5 - 20% B ,o 3 tf -  50% v 20 5 -  50% в ,о ,
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Tabel 2V a riaţi:) rezistenţei electrice in  iu n cţie  de tem peratură a sistem u lui N0% V 20 3 — !tíü0 B .,0 3si energia de a ctiv a re
IO3

Nr. Я 1оц R T T T ЛК
crt. (И) (-X) ( :K 1 Ш

ieY;

1 1,26 IO5 5,1004 21 294 3,40
o 8,03 Ю 1 4,9047 34 307 3,26 ‘
3 5,06 IO1 4,7042 50 323 3,10 0,250 ;
4 3,34 IO4 4,5237 66 339 2,95 •
5 2,38 10J 4,3766 80 353 2,83 i
6 1,75 IO4 4,2430 94 367 2,73 —
7 1,26 IO4 4,1004 107,5 380,5 2,63
8 9,42 IO3 3,9741 121 294 2,54 j 0,282
9 7,30 IO3 3,8633 134 407 2,46 0,277 1

10 5,66 IO3 3,7528 147,5 420,5 2,38 J 1

11 4,48 IO3 3,6513 160 433 2,31 -----  "
12 3,58 IO3 3.5539 172,5 445,5 2,24
13 2,86 H)3 3,4564 184 457 2,19 0,319,
14 2,33 IO3 2,3674 196 469 2,13
15 1,90 IO3 3,2788 208 481 2,08 ----------------- —
16 1.55 IO3 3,1931 220 493 2,03
17 1,28 IO3 3,1072 231 504 1,98 0,381
18 1,08 IO3 3,0334 242,5 515,5 1,94
19 8,70 10'- 2,9395 254,5 527.5 1,90

Tabel 3
V a ria ţi i rezisten ţe i e leelrice  ei le iu |ie ra lu ra a sistem ului #0% 20 % i u t a

şi energia  de activare

N r. R 1оц К X T IO2 ДК
crt. 1 O) |°C) ; R i 1 (i;°K ) leV)

1 1,77 IO4 4,2480 39 312 3.21
2 1,16 IO2 4,0645 50 323 3,10
3 7,20 IO3 3,8573 66 339 2,95 0,299 :
4 4,75 IO3 3,6767 80 353 2,83
5 3,32 IO3 3,5211 94 367 2,73
6 2,40 IO3 3,3802 107,5 380,5 2,63
7 1,75 IO3 3,2430 12 1 394 2,54
8 1,31 IO3 3,1173 134 407 2,46 0,312 i 0,302
9 1,00 IO3 3,0000 147,5 420,5 2,38

10 6,05 IO2 2,7818 172,5 445,5 2,24
11 4,87 IO2 2,6875 184 457 2,19
12 4,00 IO2 2,6021 196 469 2,13
13 3,32 IO2 2,5211 208 881 2,08 0,295
14 2,78 IO2 2,4440 220 493 2,03
15 2,37 IO2 2,3747 231 504 1,98
16 2,02 IO2 2,3054 ! 242,5 515,5 1,94 i
17 1,72 IO2 2,2355 254,5 527,5 1.90
18 1,48 IO2 2,1703 1 265,5 538.5 1,86
19 1,38 IO2 2,1399 276,5 ! 519,5 1,82 : o ,3 is
20 1 ,1 2  IO2 2,0492 287,5 : 560,5 1,78
21 1,00 IO2 2,0000 299 572 1,75 j
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Tabel IV a r ia ţia  rezistenţei e le ctrice  eu tem p eratu ra a  sistem u lu i 70%  V 20 5 ~  3 0 % B 2O 3 si en e rgia  de a ctiv a re
Nr. R log R T T 10» J ДЕ
crt. (П) ГС) ГК ) T  (1/°K) ( (eV)

1 8,40 IO6 5,9243 18 211 3,43
o 4,13 IO5 ,6160 34 307 3,26 1
3 2,25 IO6 5,3522 50 323 3,10 0,323
4 1,34 IO5 5,1271 66 339 2,95
5 8,75 IO4 4,9420 80 353 2,83
6 5,85 IO4 4,7672 94 367 273
7 4,15 IO4 4,6180 107,5 380,5 2,53
8 2,91 IO4 4,4639 121 394 2,54 0,313 0
9 2,15 IO4 4,3324 134 407 2,46

10 1,64 IO4 4,2148 147,5 420,5 2,38
11 1,25 IO4 4,0969 160 433 2,31
12 9,84 IO3 3,9930 172,5 445,5 2,24
13 7,98 IO3 3,9020 184 457 2,19 0,320
14 6,46 IO3 3,8102 196 469 2,13 1
15 5,30 IO3 3,7243 208 481 2,08
10 4,50 IO3 3,6532 220 493 2,03 ; —

17 3,88 IO3 3,5888 231 504 1,98 0,267
18 3,36, 10“ 3,5263 242,5 515,5 1,94
19 2,95 IO3 3,4698 254,5 527,5 1,90
2(t 2,65 IO3 3,4232 265,5 538,5 1,86

Tabel îV a ria ţia  rezistenţei e le ctrice  c u  tem peratura a  sistem u lu i: « 0 % V 2O B- 40° o B 20 3Si en e rgia  de a ctiv a re
N t.
crt.

R
(П),

log R T
(°C)

T
(°K)

IO3

T  (1/°K)
ДЕ

(eV)

1 4,00 IO6 6,6021 34 307 3,26
2 2,00 IO6 6,3010 50 323 3,10
3 1,20 10“ 6,0792 66 339 2,95 0,354
4 7,00 IO5 5,8451 80 353 2,83
5 4,50 IO5 5,6532 94 367 2,73
6 3,30 IO5 5,5185 107,5 380,5 2,63
7 2,30 IO5 5,3617 121 394 2,54
8 1,60 IO5 5,2041 134 407 2,46 0,334 0,333
9 1,25 IO5 5,0969 147,5 420,5 2,38

10 9,50 IO4 4,9777 160 433 2,31
11 7,50 IO4 4,8751 172,5 445,5 2,24
12 6,10 IO4 4,7853 184 457 2,19
13 4,95 IO4 4,6946 196 469 2,13
14 4,12 IO4 4,6149 208 481 2,08 0,312
15 3,50 IO4 4,5441 220 493 2,03
16 2,93 IO4 4,4669 231 504 1,98 -
17 2,55 IO4 4,4065 242,5 515,5 1,94
18 2,20 IO4 4,3424 254,5 527,5 1,90
19 1,95 IO4 4,2900 265,5 538,5 1,86 0,298
20 1,70 IO4 4,2304 276,5 449,5 1,82
21 1,50 IO4 4,1761 287,5 560,5 1,78
22 1,32 IO4 4,1206 299 572 1,65
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Tabel öV a r ia fia  rezistentei eleetriee cu  tem peratura a  sistem u lu i: 5 0 % B ,0 5- ." 0 % B 20 3şi enerflia de activare
Nr. ■ R log R T T 1 IO3

ДЕ
crt. (O) h o (°K) T (1/°K) ieVi

1 7,00 106 6,8451 121 394 2,54• > ; 2,50 IO6 6,3979 160 433 2,31
3 1,90 10« 6,2788 184 457 2,19 0,303
4 1,65 10« 6,2175 196 469 2,13
5 1,25 10« 6,0969 208 481 2,08
6 i 1.15 10« 6,0607 220 493 2,03 0,
7 9,00 IO5 5,9542 231 504 1,98 0,314
8 . 7,50 10« 5,8751 242,5 515,5 1,94
9 6,43 10« 5,8082 254,5 527,5 , 1,90

10 5,90 IO5 5,7709 266,5 538,5 1,86
11 4,75 IO5 5,6721 287,5 560,5 1,78 0,427
12 ! 2,50 10« 5,3979 310 583 1,71

în  continuare s-a trecut la dozarea F20 4 din probe, rezultatele obţinute 
fiind trecute în tabelul 7 şi fig. 4.

Tabel 7C onţin utu l de V 20 4% din proba
Nr.

probei
P robai v,o,%V O 0'  2K J5 /0 -^2^3%

1 95 5 0,352 90 10 0,33
3 80 20 0,30
4 70 30 0,26
5 60 40 0,236 50 50 0,19

De asemenea s-a efectuat trasarea diagramei de echilibru a sistemu­
lui V20 5 — B 20 3 care este redată în fig. 5.

%

0,2 Í
o,l
° 0  to 20 -3Ô"Vû ' 50 % 

№  90 SO 70 60 50 %

w
0Л
ол-
щ

\0,1 j-

5o ' t o  i o  30 4 0 ‘  50 % Q ‘ 

fOO 90 SO 70 SO SO % \;

4Л
700
600
5 00

V — . - . 1

чО0 .

JOO.
2оо. 
íoo.

űl_
loo зо
0 IO

SoluíU

SO 70 1.0 Л) - J20 30 40  50 во Ог>.е.о.
F i g .  3. V a ria ţia  energiei 
de activ are  ДЕ (eV) în  fu n c­
ţie  de com poziţia  probelor.

F i g .  4. V a ria ţia  co n ţin u ­
tu lu i de V20 4% în  funcţie  

de com poziţia  probelor.

F  i g. 5. D iagram a de echi 
lib ru  a sistem ului 

V20 5 - B20 3.
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In final, am executat spectrele de absorbţie în infraroşu în Nuyol 
pentru probele de V20 5, В20 я şi următoarele compoziţii : 90% V20 5 — 10% 
В 2Оя şi 60% V2Os — 40% В 2Оя, care sínt redate în fig. 6 —9.

F  i g . 6. S pectru l de  ab so rb ţie  în in ­
fraroşu  a Y ,0 6.

F i g .  7. Spec tru l de abso rb ţie  în  in ­
fraroşu  a  B20 3.

D iscu tare a rezu ltatelor şi co n clu zii.
Din examinarea fig. 2 şi 3 se poate trage în general concluzia că, 

unul din scopurile urmărite prin adausul de В 2Оя şi anume acela de creş­
tere a rezistenţei electrice a probelor, a fost atins. în  acelaşi timp, ener­
giile de activare au crescut întrucîtva, ceea ce ridică sensibilitatea la 
variaţiile de temperatură a rezistenţei electrice a acestor probe.

Prezenţa B 2Os în probe nu a schimbat sensibil conţinutul de V2Ot 
raportat la V20 5, corespunzător temperaturilor la care s-a făcut topirea 
probelor, ceea ce este în acord cu datele din literatură [3]. Dacă ne refe-
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rim la întregul sistem, exista o uşoară scădere a conţinutului de V,îOi , 
după cum rezultă din fig. 4.

Comparînd diagrama de echilibru, fig. 5, şi graficul care ne dă depen­
denţa energiei de activare de conţinutul de В fig. 3, constatăm un

P  i g . 8. S pec tru l de absorb ţie  în  itifrarosu 
a  90%  V20 0 -  10% B20.,

F i g .  9. Spectru l de abso rb ţie  în  
in fraroşu  a H0% V2Os -  40°,', B ,0 3.

mers antibat perfect. Saltul care se observă în ambele cazuri pentru un 
conţinut de 10% B 20.3, ar putea fi pus pe seama începutului formării 
fazei sticloase propriu-zise, constatată şi din proprietăţile mecanice ale 
probelor care conţin de la 10% В20.л în sus.

Din examinarea spectrelor de absorbţie în infraroşu, fig. 6 —9, se 
poate trage în general concluzia că nu există o interacţiune puternică 
între V20 5 şi B 2Os, întrucît se păstrează, în mare, pentru sistemele mixte, 
maximele de absorbţie corespunzătoare componenţilor puri şi că deci, 
В20 я ar avea mai mult o acţiune de diluare.
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И С С Л Е Д О В А Н И Е  Н Е К О Т О Р Ы Х  П О Л У П Р О В О Д Н И К О В Ы Х  СВОЙ СТВ 
С И С Т Е М Ы  F , 0 5 — В о 0 5 

(Р е з к) м е)

И зум илось изменение электри ческого  сопроти вления  системы в зависим ости от 
тем пературы  :

Х % К ,0 5 — (1 0 0 -Х )%  В 20 3 (где  X =  5 ,1 0 ,2 0 ,3 0 ,4 0  и 5 0 ) .

П робы  были получены  из п л а в о к  в виде стек лян н ы х  ж ем чугов , а в качестве 
эл ектр о д о в  бы ла и с п о л ьзо в а н а  сер еб р ян ая  п р о в о л о к а .

Этим исследованием  о б н ар у ж ен о , что посредством примеси Д 20 3 повы ш ается 
сопротивление проб , а энергия акти вац и и  A E(cF) имеет больш ее повы ш ение до 10% 
примеси В 20 3, а затем повы ш ение м еньш е.

E t u d e  d e  p r o p r i é t é s  s e m i -c o n d u c t r i c e s  d u  s y s t è m e
v.2o5 -  B„03
(Résume)

On a é tud ié  la  v a ria tio n  de la résistance é lectrique eu fonction  de la tem p éra tu re  p o u r 
le systèm e :

x %  V ,0 -  -  (100 -•  .Y)0,', Bs0 3 (où X  - = 5, 10, 20, 30, 40 e t 50).

Les essais o n t été  ob tenus p a r fusion sous form e de perles v itreuses ; pour les électrodes 
o n  a u tilisé d u  fil d ’argent.

C ette  é tude  a  perm is de co n sta te r q u ’en a jo u ta n t du  B20 3, la  résistance des essais augm ente  
e t  que l ’énergie d ’activ a tio n  AE(eV) a une croissance p lus considérable ju sq u ’à 10% d ’ad d i­
tio n  de B20 3, m ais q u ’ensuite  la  croissance dev ien t plus faible.

^  -  B ' i h c ? -  -- B o l v a i .  N idfum dtică-fizică I 1965.
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Z. GÁHOS şi KVA SIMON

în  cazurile cînd se studiază polarizarea longitudinală şi transver­
sală a electronilor liberi, este avantajos, dacă se utilizează ca funcţii de
bază bispinorii u '{ p ) ai lui Darwin, care sínt funcţii proprii comune ale

A A

operatorilor =  * (l , p)  şi H -- c(a, fi) -- 'глт 0сг.
\p \

în  literatură, la studiul polarizării, se folosesc ca funcţii de bază
bispinorii ur{p) ai lui Dirac. în  această lucrare se studiază modificările 
ce intervin datorită trecerii de la reprezentarea lui Dirac la reprezentarea 
lui Darwin.

Lucrarea cuprinde patru puncte. în  primele două se dă o sinteză a 
rezultatelor din literatură (stabilite pentru cazul reprezentării lui Dirac). 
în  punctul al treilea se studiază, cum se modifică rezultatele, dacă func­
ţiile de bază u \p )  se înlocuiesc cu funcţiile u’r\p ) , şi apoi, în punctul patru, 
se arată utilitatea folosirii reprezentării lui Darwin la studiul polarizării 
longitudinale a electronilor ernişi cu ocazia dezintegrării ß” . 1

1. Să considerăm electronul cu impulsul p. Bispinorul corespunză­
tor electronului poate fi dat sub forma

u(fi) = <;lWl(?) -f c2u2(p),

unde uj^p) reprezintă un sistem de funcţii ortonormate :

nrQ>)u (p) -- S s.

(1)
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Pentru a caracteriza starea de polarizare a electronului, se foloseşte 
matricea de densitate [1], [4] :

P M  v ï u i i !  +  ( ? ; ) |
U„c* cfí; I 2 (3)

unde Щ 1; 5a, i; ) este „vectorul“ de polarizare şi <тг sínt niatricile lui 
Pauli. Avem [1] :

Si =  C1C2 +  C2C\> 2̂ ':(СЛ* - С2СГ).>*̂
3 =  clcî — CC* 2 2 1 == CjC* -j- c.,c*.

Expresiile lor, Şi Ş , pot fi scrise sub forma

=  c*1*cj1)* - S2 == cfkfl*  ■— c^cy:*

unde

cW = 1
~ w (ci +  сг)> ; v r — c2),

c f  = 1
Yz

(cx — ic„), 42'1 = -_L l t
Y 2 41 -i «*)■

Dacă se introduce noţiunea de coeficient de orientare [10 ( m j , u2) =  ; c± ' ! c% j ,
atunci se ajunge la concluzia că, coeficienţii lui Stokes, \  , £9, sínt 
coeficienţi de orientare corespunzători funcţiilor de bază (u[2},
(«], u2), unde

«»>

«<2>

--L (îîj -+■ w.,), =  Y (г/jУ 2 ' - 2 У2

1
У2

iut) , M;,2 У2
г«2).

Da descrierea covariautà a polarizaţiei, un rol fundamental îi revine 
matricii [1 1 , (4] :

P  »(/-DM'.', (5)

unde и (л) este componenta X a bispinorului u(p)  
nenta T a bispinorului u{p).

iar m(t) este compo-
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înlocuind (1) în expresia (5), şi avînd în vedere (4), obţinem

+ 4- «2(XK(T)] -t- H2[«2(Â)«i(') -  Ml(Ă)M2(')j} (6)
Matricea P  poate fi scrisă întotdeauna sub forma

unde 5 este un scalar, P  un pseudoscalar, V  reprezintă un vector, 
un pseudovector, iar m un tensor antisimetric de ordinul doi. în  expre­
sia (7), [X şi V sínt indici de însumare. în legătură cu însumarea în 
raport cu fi. si V , facem următoarea convenţie : Dacă avem o expresie 
de tipul А В , unde A şi В  sínt antisinietrici faţă de indicii u, si 
V, atunci se consideră, fie numai termenul v >  a, fie numai termenul
V <  ( I .

în  legătură cu matricea P  se pun următoarele probleme de bază :
—►

a) exprimarea lui P  în funcţie de p  şi ç ;-+• _
b) stabilirea lui i; în cazul cînd cunoaştem P.
în  acest punct abordăm problema a) în cazul reprezentării lui Dirac. 

Soluţia generală a ecuaţiei

în cazul cînd energia este pozitivă (E г > 0), poate fi scrisă sub forma

(7)

(8)

unde

P

sau sub forma

unde «j şi « 2 sínt bispinorii lui Dirac :

Mj(p)  =  u(p, l,o), u.2(p) -= u(p, 0,l).
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Utilizînd expresia (6) şi expresiile concrete ale bispinorilor lui Dirac, se 
obţin următoarele rezultate [4], [18] :

F =

S =  1,

£

P  .. o, V =  ,h ' (9)

Ш  T) . , (fi. 1 ) (10).......' " • -s 4 1«f- + "V

Ж 1 ) -f- Cp X  1) (1 1 )
m 0( z 4- m„c2) m 0c

unde vectorii s, F şi G au componentele

s ( S i ,  %  s :î ) .  F ( m m >  m ;n>  m n ) < G ( m u >  m 2 4 ’ m ? , ù -

Se poate ajunge la expresiile de mai sus şi prin metoda transformări­
lor [4]. Considerăm sistemul de laborator К  şi sistemul К  legat de 
particula în mişcare. Axele celor două sisteme să fie paralele. Dacă în 
sistemul К  considerăm bispinorii

%(0) =
1
0
0
0

M2(0j =
0
1
o
o

( 12)

care sínt funcţii proprii comune ale operatorilor H Q — у т йс2 şi £  
atunci pentru sistemul К  obţinem

P(0) ’ li  -  (S ,1 )1 (1  +  Y4) =  J  (1 +  T4)[i +  (2 .1 )1 (1  +  y 4) Í13)

Pentru sistemul К  avem [4], [10], [16] :

ur =  l (— p)ur( 0), r =  1,2

unde
p  =  l ( - p ) p (0)l (p ),

+ d p
e +  m 0cz

Relaţia (15) ne conduce la expresiile (9), (10), (11).

(14)

(15)

(16)
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Avînd în vedere că
1 _u.

V  —  —  
* 4 .)

1 - г  У
si a, Y d - y se -- 0.* к * 4 ■ ‘-j к J

•din (13), (15), (16) niai rezultă 13 :

P L  -  c  i-lb
[J.Í 1 — ii)

|i +  (2 , i) l-*■ \  1 1 -f* Y

unde

'"Л  c '--= -—" CP
s

C este operatorul lui Casimir (operatorul de proiecţie, care proiectează 
pe spaţiul soluţiilor de energie pozitivă ale ecuaţiei lui Dirac). Dacă 
constanta de normare se stabileşte astfel, incit să avem u*u =  Sri. în
loc d e ---------------- intervine numai -------- .

ix(l -f" (X) 1 |t

în  punctul care urmează prezentăm rezolvarea problemei b). 
2. Avînd în vedere că

s, =- ‘- - ( 1 1 )  =  - O A )

şi faptul că expresiile lui s, sit F şi G sínt liniare în ç, problema b) se
reduce la exprimarea lui ' printr-o expresie liniară în raport cu vectorii
s, F, G. Rezolvînd această problemă, l-am exprimat pe \  cu ajutorul 
matricii P, deoarece

s =  — i S p {p  ту .),

F =  -  N >(P y5y4y).

G  =  i  S p i P y j ) .

Starea de polarizaţie a electronului poate fi caracterizată în mod univoc 
cu ajutorul celor trei mărimi Z,. ; în consecinţă există şapte relaţii între 
cele zece mărimi s , m Acestea pot fiЦ’ JiV 1

sau

„s л o  m
\ll \Î ’ V

m p — O, s =y. ' IX
%

mnc

£ p sţiVPO-* P o

t P Шuvpní V pa

(17)

(18)
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Pe baza expresiilor (10) si (11) a lui s şi a lui F, se obţine [4]

|  =  +  f ).

Din relaţiile [8 ]

rezultă

C  X 1 ) „  С  X ;).

(?.*.)= ' . . С О ,

5 = Л  ~  C í F  }
s(e -f i«oc‘ )

Da fel, utilizînd relaţiile

i ; * ? î  = ~ - - i7  x i i ,  ( ; , г ы ? ,  1),ж0с2
obţinem

F p Cp . f )

m 0( e +  m 0c-

Relaţiile (1 1 ) ne conduc la

P .........." ....- l b ' l l
s -f- m 0c2

(19)

(20 ;

(21)

Sínt încă o mulţime de posibilităţi pentru a ajunge la vectorul £, consi­
derăm, însă, că cele enumerate mai sus sínt cele mai importante. Mai 
menţionăm următoarele relaţii :

s s
V- V-

m m nv (IV

-+2
I  .

Relaţiile (17), (18) ne dau şi posibilitatea de а-l exprima pe P  sub forma 
unui produs de doi operatori.

Pe baza relaţiilor (17) putem scrie [3] :

A
unde x

P
л

ip
mnc

A
1 — is y.

Şi P =  у Relaţiile (18) ne conduc la 8 ]

(22)

P I
4

1 -- 2b  (i
m0c /

m  y y ). ţtv * fi. ‘ v'
(23)
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Noi completăm aceste rezultate, din literatură, cu
-+2
% b — — im0c e s. m ,
^ *  {A u  ILVpO V p o ’

—►2
care în cazul \  =  1 (polarizare totală) ne dă posibilitatea să scriem matri­
cea P  sub forma :

P  — T ( 1 — i s  y ) ( 1 — iw  y Y К

în  literatură [11], [12], [14] se foloseşte şi o altă cale pentru a carac­
teriza polarizaţia, avînd la bază posibilitatea de a scrie termenul

Л  l i 1 •w:;v;V;V (24)

care figurează în expresia (23) a lui P  sub o altă formă. Dacă se ia în con­
siderare relaţia a doua de sub (17) şi se introduc mărimile ie prin

1 ,
W  -  --- —  —  E  V  V  V  , 

a 2  oppiv-* p • p. • 'r

atunci expresia (24) a lui P  se poate scrie sub forma

p  =  У î -f  ° ° .
s 2 ţ  m 0c !

A  A
Avînd în vedere că s b =  0, obţinem 2\v s — y s í , prin urmarel i J  p. ’  T o c  ' Ь r

' • - f r + i v ? )  P»»
Avem deci

P  :: P ! + 4 \ ,  unde P (+ M l----- p\.

P (+! este operatorul care proiectează pe stările de energie pozitivă, şi P$ este

operatorul care proiectează pe starea cu spinul orientat după direcţia s. 
Mărimea

M 4, ( V
care apare în expresia lui w este operatorul de moment cinetic unghiular. 
Această constatare face posibilă descrierea covariantă a polarizării bazată 
pe considerente de teorie a eîmpului [6 ], [14 .
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w satisfac următoarele relaţii :

0,b w1 M. P
w , w \ —- p - a  -•

b wu. V

w wp p

popiv-*’ |X V
m2c2s(s 4 - 1 ) ,  s

(26)
(27)
(28)

Avînd la bază relaţia (26), se poate introduce un vector cu trei componen­
te, componentele cărora satisfac relaţii de comutare similare celor satis­
făcute de componentele momentului cinetic. în spaţiul impulsurilor se 
introduce un sistem de patru vectori ortonormaţi w(1), «|Э), «(4) =
pentru care avem («(tM, n{v*) =- Sijv. Se introduc mărimile

S d O

m0c

liste evident că ,S ' -- 0. Prin calcule simple obţinem :
i

V  =  S
i= 1

w w b( S 4*

Pentru comutatorul mărimilor S“1 avem
n? n[J>P a Í W  , W

P o ^ b2 2 poy.V 4 [1 V
г n{ri ri'Ji н<.4> 

v p a ţx  p o  ţj.

Spai4»id «dJ este un element de iiipersuprafaţă în spaţiul definit de vectori 
n[l], n1-2), ?#>, n1-4'!. în  locul lui putem introduce cuadrivectorul dual al ele­
mentului de suprafaţă : z..kn^‘>.
Avem deci

ik)
vjk

3. Să analizăm în continuare, cum se modifică rezultatele de mai sus, 
dacă se folosesc, ca funcţii de bază, bispinorii lui Darwin

N  N
1 +  «3 \ j1 - el + it’:

ei +  ге2 \ и N  N  1 1 +  *3
Щ 1 + e-i) J 2 -  B [ -
B(e1 -f- ie2) ! \\ - B (  1 +

unde

N У 27Г
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La aceşti bispinori se ajunge pornind de la %(0) şi w3(0), în felul următor :

«; =  / . ( - > )  йрТп'ДО)
unde

4 *) =  T ~ = ( i  -f e,)l +  i(c 
\  2(1 -  4)

Adică, înainte de a efectua transformarea Lorentz, se efectuează în sistemul 
К  o rotaţie cu unghiul h =  arcos e?j, în jurul axei perpendiculare pe vectorii

e şi k (Ä este versorul de pe axa Oz’ a sistemului К  }. Să notăm cu I; vectorul 
de polarizare şi cu P ’(0) matricea de polarizare calculată pe baza funcţiilor 
de bază и (0). Avînd în vedere că

P(0) -  i ll (z, f)](l +  Yr) -  («)

1 + ^ - [(1+йя)1 +  1'(е22:1_в128(1 + «,) 
găsim

s , | ’)][(l -I- е3)1—г(е2И1 — е1И2)],

£ =  . (29)
ишк

1( M
4  2̂ ь3 I

în  noua reprezentare, se obţine şi dacă în formulele (10) şi (1 1 ) 
se înlocuieşte cu expresiile (29). Se ajunge astfel la expresiile :

/ -  \ ,

G .=  ‘
! IP I

5; + 7 T - t ó - * a01 + «3

1̂ + Г Г -* I £_Ч

m0c
I "*■ Ii \ p

(30)

(31)

m ac
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La formulele (29) putem ajunge şi pe o altă cale. Avem

de unde rezultă
( ? ) =  cxux +  C2M2 == c u\ +  c

1 +  «3 r;  + -  «1 -T- “ '2
11 •

V  2(1 +  e3) 1 V 2 Ü  +  4)
Л  +  *'«* Л' , 1 +  e3 Г"i 2

V  2(1 +  ea) 1 V  2(1 +  es )
U2*

Prin urmare

2 C\C'l  =  1 +  Ç3 == (1 +  &z)Ci Ci +  ( 1 - ^з)С2С2* ~  (ßl  N  гй2)С1С2* +

+  ( -  t’j +  ie2)c'/*  =  1 -  е£\  -  e2E; +  e:iE3
(32)

2ciC2 =  h - *s2 =  (ei -  ie2 K CT  +  ( -  <4 +  ie, )c2c* -  c'2c[*
1 T   ̂3

1 4-
+  (1 +  e3)c1c2v (ex — ге2) —-— 4 (—А +  ie,)

_  4 a  -  г е г Г  S i  +  г 12 ^  S j  ~  Ó

1 + * 2 Г а 2

1 -  S3 (33)

Din (32) şi (33) rezultă imediat relaţiile (29).
în  continuare vom face cîteva observaţii privind rezolvarea problemei

b), adică a problemei de а-l exprima pe i { cu ajutorul mărimilor s’, s ’4,F ',  G'. 
Din (30) rezultă

t, =  e,.s., c, =  e,.s.,•1 lj }’ -2 2j j>
iar din (31) obţinem

W

- j; /> F  > —- г? /*'S j  j*  43 3i 1

(34)

(35)m c o* i 

Pe baza relaţiilor (34) şi (35) mai putem scrie

t. =  — e..(s. +  F).S + mac2 3—► t
în cazul cînd /> M  0 . avem posibilitatea de a ajunge la mărimile L bazîndu-
ne pe expresiile i 4, Gv G G3 :

ţ. fi с ; ) ,  c
1 + es
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Relaţiile (17), (18) rămîn valabile şi în cazul reprezentării lui Darwin. în
consecinţă, descompunerea lui P ’ într-un produs de doi operatori se poate 
face într-un mod cu totul similar, ca şi în cazul reprezentării lui Dirac.

Reprezentarea lui Dirac şi cea a lui Darwin sínt echivalente. Avantajul 
reprezentării lui Darwin este că, în aceasta intră în mod explicit şi separat 
parametrii care caracterizează polarizarea longitudinală (i’3) respectiv trans­
versală (£' şi <;[), pe cînd parametrii ;. nu sínt în legătură directă cu 
caracterul transversal respectiv longitudinal al polarizării.

Pentru a ilustra utilitatea iolosirii bispinorilor и \.p), funcţii
A _ A

proprii comune ale operatorilor H  şi să studiem dezintegrarea j3~a neu­
tronilor neorientaţi :

n —» p -f e~ V.

Regăsim pe o cale foarte simplă unele rezultate din literatură 91. 
Deoarece bispinorul mv corespunzător antineutrinului

V  2(1 +  V3)

satisface relaţia

Y5mv »V

(36)

este util ca bispinorul electronului să-l scriem sub forma

1 4- Y, , . 1li U 11 .

Menţionăm că bispinorul rezultă din bispinorul !>'(_/>) corespunzător

pozitronului, punînd m0 — 0. Constanta de normare din v\ \ p)  se alege 
astfel, încît să avem v'*v =  1 [7], [19). Pentru bispinorii şi u\ avem

3 = Л'2 ■a - B) / Ç i1 - 9 !  (_,» Л2 (1 -i-
N  = N A' , 0 = 1 r 1 ■3 ) ;£ e • 1, ге., J

к  ^(+) Л’2 (1 и B) (4 .V2 (1 - X i
e1 ie2
1 e.
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Vom considera tranziţii permise de tipul S, Y, A, T (tranziţiile de tipul 
P, în cazul tranziţiilor permise, nu joacă un rol important). Dacă neglijăm 
energia cinetică a protonului şi considerăm dezintegrarea neutronilor în 
repaos, avem opt termeni fundamentali de tipul

I r : £ ;f  (37)

pentru a calcula probabilitatea de dezintegrare. Pentru constantele de cuplaj 
g. şi operatorii Q. avem

4 5 6 7 8

* T

v v—3 Ï4 *4 Y «îS T4 “ 3

în  cazul dezintegrării ß să considerăm următorul caz : impulsul 
—► —►

electronului este p, impulsul antineutrinului este k şi momentul cinetic
—► —►

propriu al neutronului este <  V >  — n. Dacă se alege axa Oz paralel cu—Ы
n} pentru neutron avem

iar pentru proton una din expresiile

Avem

i ] 2 3 4 5 6i j 7 8
W. V -=■ . . ., \p j 1 1 2 2 1 o i 2

И

luT
1; 1 1 1 i 1 I г

In consecinţă în loc de (37) se poate scrie :
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Obţinem o valoare diferită de zero, dacă în cazul / = 1, 6, 7, 8 se ia, pentru
electron, bispinorul u' , iar în cazul i =  2, 3, 4, 5 se ia bispinorul Dacă 

(-) i+)
vrem să obţinem probabilitatea ca să fie emis un electron cu spiralitate
pozitivă respectiv negativă, se utilizează bispinorul и , respectiv u'„. Să 
notăm aceste probabilităţi cu W+, respectiv W .

Avînd în vedere că

(1 -f B f  = (1 - в ) -  fi -
г +  m 0c'2 \

în urma unor calcule simple, în cazul cuplajului scalar obţinem

11 s oe Í 1 -f- J (1 - cosi),

Tf’s- oc |l ..- i ( 1 -j cosi), cu cosi — (e, v).

oc este semnul de proporţionalitate.
Pentru cuplajul vectorial se obţine

117 : oc. I 1 -  - - j  (1 c o s i , .

И y oc j 1 -f |(1 -| cosi).

Probabilitatea de dezintegrare, în cazul cuplajului A,  este proporţională 
cu W3 -j- Ws . Deoarece

(« .' +  ) j2OC I 1 -------' 1 ( 1  ; C O S ß  - 2 fU V ,) ,
(+) l c !

: (M2+ E,-«v)!2̂  j 1 -r j (1 cosi 4- 2e,v,),

avem
WA OC | l  -  -j j 1 -  coslj,

WA oc j I I j I I - ‘ coslj.

Pentru cuplajul tensorial obţinem
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Avînd în vedere eă probabilitatea de dezintegrare este proporţională 
cu Wb -f  И7, -f И’8> obţinem

W ţ  O C 1̂ -f Г j[ 1 -}. Л cosi),

И т ос 11 j 11 — 1 cosă

Introducem următoarele mărimi :
. - probabilitatea totală de dezintegrare 1Г =-= W + -j- W ;

— gradul de polarizare longitudinală corespunzătoare unghiului p

P,
ir : -. и —
1Г+ 4- IГ—

— gradul global al polarizării longitudinale, definit cu ajutorul valorilor 
medii W +, И (media se ia în raport cu direcţiile de emisie a electronului! :

(Pi)gi
-- IV

1Г+ + 1Г
în  diferitele cazuri (5, Г, A, T) găsim:

W  о с  1 — oc-, cosă,

Pi
a., - cosrt

c

-j- a ,  cos£

G A

unde constantele a, au valorile

3 4 5 j 6
I

s - 1 1

Y 1 -  1

A
!

3
1

T
1 !

1
3

1

1

1

1 ; ■ 1 1

1 ; 1 1 
: 1

1 -  — 1
3

î
1 - î

3

Deoarece, conform experienţelor, a6 - — 1 , dintre cele patru cuplaje 
posibile se realizează cuplajele Г si A.
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К РЕЛЯТИВИСТСКОМУ ИССЛЕДОВАНИЮ ПОЛЯРИЗАЦИИ ЭЛЕКТРОНА
( Г5 е з ю м е )

Лая исследования поляризации свободного злектрона как основные функции 
используются вообще биспиноры Дирака. В работе изучаются преимущества исполь­
зования (в качестве основных функции) биспиноров Дарвина и доказывается, что в 
рамках представления Дарвина непосредственно получаются величины, характеризую­
щие продольную и поперечную поляризацию. Для иллюстрирования примерами изу­
чается расщепление неориентированных нейтронов.

CONTRIBUTION A L’ÉTUDE RELATIVISTE DE T,A POLARISATION
DE L’ÉLECTRON( R é s u m é)

Pour l ’étude de la polarisation de l ’électron libre ou emploie eu général comme fonc­tions de base les bispineurs de D irac, Dans leur contribution, les auteurs étudient les avanta­ges qu ’offre l'utilisation (comme fonctions de base) des bispineurs de Darw in et ils m ontrent que, dans le cadre rie la représentation de Darw in, on obtient de façon directe les grandeurs qui caractérisent la polarisation longitudinale et transversale. A titre d ’exemple on étudie la désintégration 3 des neutrons non-orientés.

C) — B a b v ş B o l y a i :  Maleiruitică-iizlcă î '1965.





CONT RI BUT 1 UN I LA STUDIUL CÎMPULDI CRISTALIN Cl 
UETOI)A OPERATORILOR ECHIVALENŢI

dr
\. (íhkci . и. V. i*i;i TS< и. s. XisToit

Pvintго substanţele parainagnetiee niai mult studiate sínt şi cristalele 
ionice. Proprietăţi paramagnetice a]>ar la cristalele ionice care conţin ele­
mente ale grupelor de tranziţie, apariţia acestor proprietăţi fiind legată 
de existenţa păturilor electronice incomplete. La elaborarea teoriei spec- 
trelor de rezonanţă paramagnetică a cristalelor ionice trebuie să se ţină 
cont întîi de interacţiunea electronilor cu nucleul şi electronii din interiorul 
fiecărui ion, apoi de interacţiunile electrostatice, magnetice şi de schimb 
între diferiţii ioni şi în sfîrşit, de acţiunea câmpului magnetic exterior.

Interacţiunea electrostatică între ioni poate li aproximată prin a con­
sidera că fiecare ion se află mtr-un câmp electric mediu creat de ionii 
înconjurători care se numeşte oîmp cristalin. Interacţiunea electroni­
lor cu câmpul criatalin este mai slabă decât cea cu nucleul şi electronii 
ionului însuşi, astfel că acţiunea se poate fi considerată ca o perturbaţie 
a stării atomului liber. Sul) influenţa câmpului cristalin nivelele energeti­
ce degenerate ale atomului liber suferă, în absenţa câmpului magnetic, 
despicări, care depind esenţial de simetria cristalului. Soluţia calitativă 
a fost dată de B e t h e 1; cu ajutorul teoriei grupurilor. Pentru a obţine 
mărimea despicărilor energetice şi funcţiile de undă ale stării fundamentale 
perturbate, trebuie calculate elementele de matrice ale energiei suplimenta­
re. Hr, a electronilor păturii incomplete în eîmptil cristalin. Pentru sim- 
pliiiearea acestui calcul s-a elaborat metoda operatorilor echivalenţi 2 : 
|3 . Articolul îşi propune să demonstreze printr-o cale elementară această 
metodă, fără se recurgă la consideraţii din teoria grupurilor.

Tiileulari'ii jiolciiliiilulni c r is ta l in .

Energia suplimentară a electronilor de pe pătura incompletă a unui 
atom de tranziţie în cîinpul cristalin mediu este :

( 1 )
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unde 1 'f este potenţialul cîmpului cristalin, r , este raza vectoare a electro­
nului y. de pe pătura incompletă (însumarea se face pentru toţi electronii 
păturii incomplete). Pentru simplitate vom trata cazul cirul pe pătura incom­
pletă se află un singur electron, adică cînd H  =  -- eF.(r)

Avînd în vedere că potenţialul V c verifică ecuaţia lui Laplace, ДГ. ----- 0, 
şi că păturile electronice ale ionului paramagnetic nu se intersectează cu ale 
ionilor vecini, putem scrie Г sub forma unei dezvoltări in serie după func­
ţii sferice.

l ГЛ

Pentru cele ce urmează este utilă trecerea de la coordonatele sferice la varia­
bilele 11, i', z, definite prin relaţiile :

I и =-■ X -f j} r sin 0 c''T 
r sin 0 c ’’ 
r cos 0

(3)

Avantajul utilizării acestor variabile rezultă din legătura simplă între ele 
si funcţiile sferice. Din relaţia de definiţie a funcţiilor sferice

Y"(0, 9) j |2/ 1) (/ - ; П1 J ! 1

I ( / - • :» !  I) ! sín1"’1 Q (cos 6) V

unde / ' w (cosÜ) este polinomul lui Legendre asociat cu gradul (/ — m t) 
în cos 0, se obţine, folosind, pe (3), următoarele relaţii între и, v şi F”'(0, ?) 
respecti\- Yf (0, ?)

ym (21 • 1;î/ III) !
' (/ ее :

I (21 -  1 j (/ — m) !

‘ ! (? -f ■
unde m >  0,

Cu ajutorul relaţiilor (4) se pot exprima cu funcţiile eterice toate com­
binaţiile variabilelor u, v, z. Puterile lui и şi v se exprimă prin :

, , k  - . 4 -
l i  - ■ (2k  +  '-- 4tc

( 2 k  +  1 ) (2 Д е  !

‘/ ( k )  ! rk Y ’l (Ü, ?! 

2k{k) ! гк У; ' (0, o
ö)
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Orice putere £ a lui z se exprimă printr-o combinaţie liniară de funcţii sferice 
Y°, unde n = 0, 1, 2, . . .  k. Produsele de forma иНк, folosind coeficienţii 
Wigner, se pot transforma într-o sumă de funcţii sferice, şi anume :

F ~ "+ 2 ф ) \ (п ) \ /+п 
l ( 2 k  j- 1) ! 2 n  H- 1) ( Щ  ! (2n )  !] ' к- H- ft

E
L = - k -

"L, Д/
'  k, k ; n , — n v f  fO. 9) (5i)

unde M  -- k — n, iar C f f  , se exprimă cu ajutorul coeficienţilor Wigner. 
în mod analog orice produs cu 2 poate fi scris sub forma unei combinaţii 
liniare de funcţii sferice. în  tabelul 1 sínt date expresiile termenilor liniari 
şi pătratici ai lui it, v. z.

Tabel 1

Folosind (3) şi (4) potenţialul cristalin Vc se poate exprima prin variabilele 
и , v, z sub forma unui polinom Vc (u, v, z), în care diferiţii termeni pot fi 
grupaţi după gradul lor.

C alcularea elem entelor de m atrice  
a te rm en ilo r eneryiei c ris ta  ine.

Energia în cîmpul cristalin al unui electron al păturii incomplete, 
datorită ordinului de mărime, poate fi considerată ca o perturbaţie a stării 
electronului în atomul liber. Aplicînd teoria perturbaţiilor se pot calcula 
atît despicările energetice ale nivelelor neperturbate cît şi starea perturbată 
a electronului. Pentru aceasta e necesar mai întîi calcularea elementelor 
de matrice ale energiei cristaline, calcul care se face cu funcţiile de undă 
ale electronilor păturii incomplete din atomul liber. în  cazul unui singur 
electron pe pătura incompletă (ionii Sc2+, Ti3+, V4+, . . .) în ionul liber elec­
tronul se mişcă într-un cîmp efectiv cu simetrie sferică, forma căruia se 
poate calcula prin metoda cîmpului seif consistent [4]. Starea electronului 
neîmperechiat este descrisă de grupul de patru numere cuantice (n l mi,ms) 
Degent ..a ,, există în raport cu mt şi ms. Deoarece pentru aceeaşi pătură 
incompletă n şi l sínt constanţi şi nu există interacţiune între cîmpul cris­
talin şi spinul electronului, vom nota funcţia de undă a electronului liber 
în loc de J nhnlms >  prin :

I lm > =  B(r) Y” (6, 9) (6)
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unde У"* (0, 9) (funcţiile sferice) sínt funcţiile proprii ale părţii unghiulare 
pentru un potenţial cu simetrie sferică.

Trebuie să se calculeze elementele de matrice :
(H r)ik — <  lmt ; H c(uvz) lms> >  (7)

Deoarece Hc — —■ eV£(u, v, z) este un polinom în u, v, z, vom calcula ele­
mentele de matrice a diferiţilor termeni ai poliuomului Vc, enunţînd pe 
baza acestor calcule o metodă operativă de calcul a elementelor de matrice. 
Pe baza relaţiilor (5), (5,) se poate afirma că orice termen al poliuomului 
Vc(u, r, :) se exprimă printr-o combinaţie liniară de funcţii sferice. Scrierea 
elementului de matrice a unui termen a poliuomului Vc se reduce la cal­
cularea cu funcţiile proprii | Im >  a elementelor de matrice a unor funcţii
sferice V"\ Notînd cu А  ̂ (l, tn) elementul de matrice al acestei funcţii sfe­
rice, avem :

2n t:

A\k (/, m) == ( Y '^Ÿ  У”' Y”‘‘ siiiO dO do (8)
« o

Produsul ultimelor două funcţii sferice se dezvoltă intr-o sumă de funcţii 
sferice folosind coeficienţii Wigner Г5], Г6 ].

V 7 ( 0 ,  9) у ; и* (0 , 9) = , g

\i-

(21 -h 1)(21 a- 1) 4 - (21 .  4- l i :p / 0 0 |íj)
unde M =  m4 r ni şi ; M  ! O  1, 

Folosind pe (9), (8) devine :

!/m V/>y"(ö,9)
(9)

, _ l-rl
& ' » ) = £

i= \i -n
sau pentru l — L

(21 g 0 ( 2 1  +  t) 
4+2Л +  1)1

<  /Ю0 I LO Hmm,I L M  > SlL 8M

A\k i l  m) (21+1)
I-

<  «00 I /0 >  <  llmm. I LM >  8 ( 10)
Coeficientul <  НО0 j /0 >  este diferit de zero doar cînd 21 -f I este 

un număr par, adică cînd 7 =  2q. In acest caz avem :(2/ +  1) (2/ -  2q)  ! ]'/* (2q)  !(/ +  ? ) !«00 i/o ( - 1)" ( П )
(21 + 2? + 1)1 J к ? ! ) ] 2 (I -  q) ! 

Elementele de matrice diferite de zero ale unei funcţii sferice sínt de forma

A tk(2q, m) =  ( -  1) 

unde M

(4(7 +  l)(2i +  1) (21 -  2(7) !
4—(21 +  2 q  +  1) !

Ш,- -f- m,  j M I +7 l şi q ^  l

y’ «t T T +n;< 2i '” m'i™  > s„ .,V-я) !L(?) П2 h
(12)
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Din (9) (10) si (11) sc pot trage două concluzii importante:
I. Deoarece păturile incomplete sínt doar păturile d şi / .  adică cu 1—2

respectiv /=-3, pentru ca să avem L — /, valoarea maximă a lui l poate 
fi doar 21, adică J 4 respectiv / — 6. în  expresia potenţialului cris­
talin nu se vor reţine termenii care corespund unor funcţii sferice cu / >  6, 
adică în polinomul Vc(n,v,z) se vor neglija toţi termenii cu puteri mai 
mari ca 6.

II. Deoarece elementele de matrice corespunzătoare lui / impar sínt 
male, în expresia lui Vc(u,v,z) se vor reţine doar termenii de grad par adică 
termenii de gradul 2,4 şi 6 .

Să calculăm elementele de matrice a termenilor de gradul doi în u, v 
şi z. Vom avea :

(n'2jik < lm,; и2 ' lmt >

Înlocuind pe (6) se obţine :

(и2),. — г2 ^(У)”*') I u J Y"'1 sinOifOifc

Din tabelul I putem scrie imediat expresia lui j — , şi anume

î  4 V S 1b » ' a
Kxpresia (13), folosind pe (8) devine :

2 .2)

După înlocuiri simple avem :

V 6
b 1 )(2l - 2 ) \  (1+ 1) ! Xitt'1) .

,k V 6(2/ +  3) ! (/ — 1) !

2l2mt . lm. -f 2 >  [ Y ”‘kj У”1,+ 1 sinbdbdv

13)

(14)

Pentru ceilalţi termeni elementele de matrice se calculează în mod analog. 
Introducînd notaţia :

çl _/ __ l ) M / (4g + 4 ~t~ 1) (2/ — 2q) ! (/ + ?)! (2ÿ) !
' V 4^(2/ +  2? + 1 ) !  ( / - ? ) ! [ ( ? )  b 24тг(2/ +  2q +  1) !

(15)
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Se poate scrie următorul tabel pentru elementele de matrice ale tuturor 
combinaţiilor de ordinul doi ale variabilelor u, v şi г.

label  1

= »-i!íS'vyr*)*l7 j”' r í8ta(We</í

f 2 Cg I < 2!om.\lm; '  m,sin0d0iiç -  -

(*■“)« = 7 ) ( 7 ) ^ ^ ^  =

-  ^ | 2 | / p  c 2,l <  +  1 $$ (У Г * )*  ^ r í+ Isin6i6rf9

('■ “írt = ^ $ № > * ( 7 )  (7 )  v r -s in o ^  =

72 2 If ^ C l2l <  2П т {\1т{ -  1 >  C C (rf* )* Y “ “ ! sinQdOá?

ik Y f i  sin fid (Wç

2 4
3 3

— C l2 ! ■ . 2lom,.\lm., > ß(>T‘)' y f ! sin9«'6̂

{ u \ k =  '■2 ^ ( у Г*)4( “ j  у 7 ‘ <  s inQddd<p

4 |/? ! f  Cl2 l <2l2ml^imi +  2 >  ^ ( V” A) y f ' +2 sine<i0Ap

(v*)ih = ' • ^ ( iT*):l!(7 )"5T ,siliedM'p

=  г2 I 4 | / ? |  Cl2 l < 2 ;  -  2ж.|/ mi — 2 > ^ ( )  Ţk)*yŢt~* smOrfÜá<p

Treeercii |u operatorii echivalenţi

Din compararea formulelor tabelului II se poate trage concluzia că în 
calculul elementelor de matrice mărimile u , v-, -  pot fi considerate ca nişte

r r r
operatori care acţionează asupra funcţiilor sferice după următoarele reguli :

л

(16)
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Conform acestei observaţii relaţia (14) este rezultatul aplicării de două
л

ori succesiv a operatorului j asupra funcţiei sferice Y’", adică

n  11îl. (I. , JIm Im -г 1 /

de (3) rezultă că operatorii

( .

L + pe
A

CU u
r

Л Л A-  L x ş ir rЛ Л
/.+ +M

X 2

Л A
A

-r 2i

si cu L pe . 'finind cont
I M ’

Л
• Ly sínt daţi de relaţiile

(17)

adică
A
L,

A
L (A

A \ A.)
A

iL
(18)

Deoarece x, y, z sínt componentele unui vector pentru ca să aibă ace-
A  A  A

leaşi reguli de transformare şi / . .. L si Lc trebuie să fie componentele unui 
operator vectorial care se bucură de următoarele proprietăţi : componenta 
pe axa 2 a acestui operator are ca funcţii proprii funcţiile sferice, iar com­
binaţiile liniare de forma (18) conduc la nişte operatori care aplicaţi asupra 
funcţiilor sferice modifică cu o unitate în plus, respectiv în minus, indicele 
superior. Operatorul care are aceste proprietăţi este operatorul momen­
tului cinetic.

intr-adevăr *

! I Y ‘ =- mYM
\ :
» L + YŢ - ■ У(/ m)(l -f m -f 1 ) YŢ+ 1 

\ L  * 7  -  i(L +  m +  \) Y Ţ  '

(19)

Se poate enunţa regula metodei operatorilor echivalenţi : în calculul 
elementelor de matrice a potenţialului cristalin se pot înlocui coordonatele 
carteziene, cu exactitatea unui factor constant multiplicativ, prin com-



138 ( ;;<i r i ’ 1 I I SC '[, S \  N |1 H\\

ponentele operatorului momentului cinetic, cakulmdu-se elementele de 
matrice a operatorilor astfel rezultaţi. Constanta multiplicativă este 
aceeaşi pentru termenii din potenţialul cristalin de acelaşi grad în u, v, z.

A  A  A
Deoarece operatorii L . ,  L şi L. nu sínt comutativi, iar coordonatele 

carteziene sínt, orice produs al variabilelor a, ?>, л se înlocuieşte prin media 
aritmetică a tuturor permutărilor variabilelor, iar în această medie se face 
înlocuirea lor prin operatorii echivalenţi. De exemplu :

1 .ur: - (nr: — vtiz • ь vzu ■ zvu -. zitv uzv)

1 , A  Л A - Л /\  А А А /ч / > Л Л А Л A A A
nr: -  [ l  /, /. /. /. ó /. LI. LI .  /. • L L  L I. LI .  |

Ca exemplificare se dau în tabela 3 elementele de matrice ale termenilor 
păi rafiei calculaţi prin metoda operatorilor echivalenţi

/ abel i

Term enul j O perato ru l
ca U-zi.m ! corespunzător E lem entul de m atrice

( ' i \ r  г ( ' ‘■‘ irt ß r 2 \l -- Ж;){1 -Г Ш - I w/ r,i 1 i U - i n  ■■ 2) 4. и „ 
’ ”гкт Г  *■

\ r .  1 ír-1“) ( i r 2 ' m ' W  i »>: ' » d  I“ , : z

I V T
a  >»î

A V ■ Î . L .  )z -r !
(- 'di / ,

‘Z m + l  . .
li V“ ----------- V f J

2
" г )  (1 • - и  h „ „ „ ( ,

"o
Л  Л

U - Л
A  A 4

- V -  J L v ) lk
2 m  -  1

Hr  2 -----5----- V i l
’ 2  ' ‘

; ; ; ) l l  m  ■ l i  />,,

î
Л  A

A A - I . J  . ) ß r 2 —  ГХ-Ир- Х' ni h  •/ ni ü /  - m  ! t\’ - ™k*nf

Pentru a determina constanta trebuiesc calculaţi coeficienţii Wigner, 
De exemplu din egalarea coeficientului de matrice («2),; calculat prin 
două metode avem :

ß
4 I i | c ' ( <  2 l2 m t\lm +  2 :

Vtl  — т^)(1  -f- m i -f- ! ) ( / — ш .  • -  15(/ 4- 2>
(20)
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Folosind formula lui Racali de calcul al coeficienţilor Wigiier se obţine :

j <  2/2m J m : 2 >  -

! V6(/ +  m. — 1 )(/ г m. F 2) ( /  m. — 1 ;(/ mj

(21)A
4(2/ 1) {21 -

(2/ -  3) !

F. - V 5(21 +  3) ! 1
4n(2Z s- 1) (21 •- 2) ! 4/ (/ -J-7;

înlocuind aceste valori în (20) avem :

72/ 7-dVi (2/ ” l !
( 22 )

Pentru / - 2, 3 , valoare care se obţine si prin alte metode. Prin
21 '

calcul direct se verifica că si pentru elementele de matrice a celorlalţi termeni 
pătratici prin trecerea la operatorii echivalenţi intervine aceeaşi constanta. 
Este suficientă deci determinarea constantei pentru cazul cel mai simplu 
Valoarea constantei depinde numai de /, deci ea rămîne neschimbată pentru 
termenii cu acelaşi grad.

в I в в I  о ( ; R A F  I к
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K И З У Ч Е Н И Ю  КРИСТ МТЛИЧЕСКОГО ПОЛЯ МЕТОДОМ Э К В И В А Л Е Н Т Н Ы Х

ОПЕРАТОРОВ 
{P е з ю м е)

В работе дается элементарное и прямое доказательство метода эквивалентных 
операторов, использованного в исчислении раскалывания электронных уровней в 
кристаллических полях. Доказательство основывается на свойствах сферических 
функций, используя коэффициенты Клебша Гордона. Эквивалентные операторы 
вводятся на основании аналогии элементов матрицы координат и элементов матрицы 
операторов проекций .момента количества движения.
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C O N T R IB U T IO N  A L ’É T U D E  DU CHAM P C R IST A L L IN  P A R  LA M ÉTH O D E 
D E S O P É R A T E U R S  É Q U IV A L E N T S  

(Résumé)

L es au teu rs  don n en t une d ém o n stra tio n  élém entaire  et d irecte  de la m éthode  des opé­
ra te u rs  équ ivalen ts, utilisée  d an s le calcul de la  sép ara tio n  des n iv eau x  é lectron iques dans 
des cham ps cristallins. L a  d ém o n stra tio n  se fonde su r les p roprié tés des fonctions sphériques, 
u tilisa n t les coefficients K lebsch-G ordon. Les opéra teu rs  équ iva len ts so n t in tro d u its  su r la base 
de l ’analogie en tre  les é lém ents de m atrice  des coordonnées e t les élém ents de m atrice  des 
o p é ra teu rs  des p ro jec tions du  m om ent de la q u a n tité  de m ouvem ent.



STRUCTURA FINĂ A SPECTRULUI , MASEI EFECTIVE

1. S T A \ şi Л. W K ISSA IA W

în  lucrarea de faţă se calculează structura fină a spectrului masei 
efective în funcţie de numărul cuantic principal al cîmpului plasmonic. 
Stabilind ecuaţia masei efective pentru cazul interacţiunii electron-electron 
de lungă rază de acţiune, din noua regulă de însumare / ,  utilizînd un potenţial 
periodic parabolic, se obţine deplasarea nivelului fundamental energetic, 
şi despicarea spectrului masei efective în funcţie de variaţia masei efective 
cu temperatura şi interacţiunea ecranată electron-electron. Rezultatele 
obţinute se compara cu cele găsite de V. P. S m i r n o v  ţi] pentru cazul 
unidimensional.

Se ştie că mişcarea unui electron în banda de conducţie a unui semicon­
ductor în vecinătatea miei impurităţi se descrie cu ajutorul ecuaţiei masei 
efective deduse de W. К o lu i :2L Luînd în considerare şi interacţiunea 
de lungă rază de acţiune dintre electroni, liamiltonianul sistemului este ,3]

H 1! .//, -i- u, (П
unde

Й , :.. EÎ=l
f i  _
2 m

—*
V{rt) CĂ

reprezintă liamiltonianul mişcării libei e a electronilor,

H, = .!• E  (p aP_k + ^QkQ-k)> (Ă

iiamiltonianul cîmpului plasmonic generat de interacţiunea de lungă rază 
de acţiune electron-electron ă  , cu variabilele de eîmp Qk, Pk ; ы este
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frecvenţa oscilaţiei colective a electronilor legaţi 

lungimea de undă Debye,

iar k, fiind

t f .
1
O

\~
L - j

k < k l ,

Ml

zi/i'Oi ) ( к к *).

reprezintă liainiltonianul interacţiunii coulombiene ecranate

(4)

unde .1/ ;

— l,-< şi г(к,ы) este constanta dielectrică, z, - У)е ' fiind variabilah- ' k
laţiei armonice a fluctuaţiei de densitate electronică.

Rezolvînd ecuaţia lui Schrödinger
(H -  E)’b =--- 0 ,

cu H  din (1), funcţia de undă

fiind dezvoltată după sistemul complet de funcţii

osci-

(S!

(6)

Ф „(')V.V ((». î7)

unde c ? (r) este funcţia de undă introdusă de W. К o h n şi I. M 
D u t  t i  u g e r  5 , Ô este funcţia de undă a lui Hx, scrisă ca produsul 
unor funcţii de undă ai oscilatorilor armonici de forma

•<AQ) (8)
N k fiind numărul cuantic al oscilatorului de coordonată Q satisfăcînd 
condiţia de ortonormalitate

(ф ф ,) Я. — к),
1 u.N/i’ it Л 'к ' пи Л Л ' ' ’

obţinem 3 ecuaţia masei efective

Е,,Л- K!) ' l ' ^ ) U;n S ^  EFnX^ '

(9 )

( 10)

unde l :nN(r) sínt funcţiile de undă transformate 8 , l '  reprezintă energia 
potenţială totala (perturbatoare si coulombiană ecranată), iar

E„x ( -- /<) =  A'oo(0) - I -  ]}JTn -+Î) (K'  1) V-VA-' Dv  ....

D A  I 1 j \N+î)(N '~+kl)---  \/A'A" Dvv- l A

iar co„

/>■ D

A ?D -

V  iv 'W 'iv V

frecventa oscilaţiei colective a electronilor liberi 8
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Regula sumei /  în interacţiunea electron-electron, de lungă rază de 
acţiune este

unde

4■xc
2 . / / / _ v  \ - - s  | V ' l „ " ' V ,' i ,

h/2 n"-ţu !■'
///.V

0 ,

• -  i ( N  -j- 1)(AT/'J-"1) г i 'NN'  svv.
Uf »' 2*«, лл

( 12)

(13)

Noua expresie a regulei sumei /  (12) o vom aplica în studiul spectrului 
masei efective în cazul unei reţele cristaline unidimensionale, pentru un 
potenţial periodic

V ( X )  : V - ,  (14)
ce satisface condiţiile

Г(д- -- a) K(.v), J’(.v) =  r(--.v), (15)

a fiind constanta reţelei, iar к variază în prima zonă Brillouin - " - f Л’
(i

Deoarece valorile extreme ale energiei se obţin pentru к 0 şi к - 
funcţia de undă (7) devine

ф„х„ ?,,,W 4 M -

a

a

(iei

Klementele de matrice ale operatorului impuls sínt
h) , ~ Ç <l>\ J  h- V ) Ф , , Jx ,

■ нп  ̂ \  пЛ ») J ■ I n X  Ö
iar condiţia de ortonormalitate (9) 

se reduce la Vs 1 ■
n* 7 „  i A / o 2

Punînd

unde

1 1 1
/// Y »' У-Д-

‘ , r2 ' ■ (2.V -r 1)
regula de însumare / (12 ) devine

4 У

(17)

(18)

(19)

( 20)

în calculul numeric am folosit datele pentru un seini conductor pro­
priu zis cu 7C »  w f. unde W este numărul electronilor de valenţă iar 
'f(‘ mimă nil electronilor de conducţie. conductibilitatea fiind intrinsecă
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în condiţia unei excitaţii relativ slabe. Am studiat cazul existenţei plas- 
monilor de valenţă la temperatruile de 4CK  si 300 K, pentru grupa a IY-a, 
unde numărul atomilor este în jur de 4,45 • IO22 cm-3, iar al electronilor 
de valenţă «  1,78 - IO23 [6 ]. Viteza medie a electronilor în aceste condiţii 
este [6,7] <  V >  «  2,4- 10e cm■ sec.“ 1 pentru 4CK  şi de « 2 ,5  • 10 cm -sec- 1  
pentru 300°iv. Rezultatele obţinute pe baza acestor valori sínt date în 
tabelul de mai jos.

:i 44

S ta rea  
(я ; A) Sm irnov ! Nivelul

.V
!

4aA’ 300'A ’

' 0 1,0032 ! 1,0360
1 ;0 1,0030 1 1,0035 1,0600

- 1,0040 1,1200

0 -0,0310
1 ; — 0,0312 1 - 0,0310 0,0309

- 2 0,0309

0 0,0294
o  . 0,029-1 Í 1 0,0294 i 0,0295•> : 2 0,0295

- — 0.003 1
0
1 - 0.0031 j -0 ,0 0 3 0

; 0
3 ;0 0,0031 1 0,0031 (1,0031

Despicarea nivelelor şi variaţia masei efective datorită interacţiunii 
electron-electron de lungă rază de acţiune, calculaţi1 în procente, este dată 
în graficul de mai jos.

> . s i  ! 
* к ц ’ к 3 O' К N

С '

3 ,2  ______. . . ---------... ------ 0

.r-----  * 0,н
1 , 4  --------- ---------- . -----  0 О

„ -----  СИ> ОМ
2 , 0

------1,2- \ {г
-----— о 0,7

4 . 1 --------■; г ____J <2,5

- ------ О

-1,0 _____. '

i vr.'i < 4 ca* Star. - V ;
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Din rezultatele obţinute rezultă eă masa efectivă este dependentă 
de interacţiunea ecranată electron-electron, interacţiunea ce determină 
o deplasare a nivelului energetic fundamental. Această deplasare cit şi 
variaţia masei efective are loc şi pentru N  0, datorită interacţiunii cu 
vidul.

Dat fiind că termenii iuterbandă din luuniltonian au fost eliminaţi, 
calculele se referă la o bandă determinată, unde spectrul masei efective 
prezintă o structură fină, datorită interacţiunii electronului cu cimpul 
plasmonie.

Variaţia masei efective creşte cu temperatura, atingînd valoarea maximă 
pentru fundul benzii n — 1 la temperatura de 300°K si N  =- 2, des- 
crescînd cu creşterea nivelului energetic.

1! I. IS 1 , 1 0 «  A F  I E1. V.  P.  S m i r n o v ,  „V e st. Eeningrad. U n ie .”  It;, 3, 34, 1961.
2. AV. K o h n ,  „P lies. R ev .” 105, 2, 509. 1957.IS. A . W e i s s  in a n li, X. S t a n ,  „P hvsics le t te r s ”  12, IS, 196 1961 •1. D . P i n e s ,  „ R e v . Mod. P lie s .”  28, *3, 184, 1956.5. I .  M . L u t t i n g e r  —AV. К  о il n, „P h y s . R e v .” 97. 4, 869, 1955.6. R . S m i t h ,  S e m i c o n d u c t o r s .  Cambrige, 1959.7. l i t e r  : H a a r ,  i n t r o d u c t i o n  t o  t h e  P h y s i c s  n f  M a n y  — Body S y s t e m s .  N ew -York. 1958. 8 I. S t a n  - A.  W i ' i i s m a n n ,  „Stu d ia U .iiv . Babc-ş — B olyai”  2, 101 1964.

ГОНКАЯ СТР УКТ УРА  СПЕК/1РЛ ЭФФЕ K Tl IR НО fi .МАССЫ
( P  e  3 ю  M e  )

И с ч и с л я е т с я  т о н к а я  c r p y i u y p a  с п е к т р а  эффективной м а с с ы  к зависимости о т  
г л а п н о г о  к в а н т о в о г о  н о м е р а  п л а з м о н о в о г о  п о л я .  П р и  у с т а н о в л е н и и  у р а в н е н и я  э ф ф е к ­
т и в н о й  м а с с ы  д л я  с л у ч а я  электрон-элекгроипого в з а и м о д е й с т в и я ,  и м е ю щ е г о  д л и н н ы й  
р а д и у с  д е й с т в и я ,  и з  н о в о г о  f  к о л л е к т и в н о г о  п р а в и л а  с у м м и р о в а н и я ,  и с п о л ь з у я  п а р а б о ­
л и ч е с к и й  п е р и о д и ч е с к и й  п о т е н и и , ч л ,  п о л у ч а е т с я  с м е щ е н и е  о с н о в н о г о  у р о в н я  ( в з а и м о ­
д е й с т в и е  с  в а к у у м о м ) ,  расщепление с п е к т р а  эффективной м а с с ы  в з а в и с и м о с т и  o i  
в з а и м о д е й с т в и я  и  и з м е н е н и я  а б с о л ю т н о г о  з н а ч е н и я  эффективной м а с с ы  о т  т е м п е р а  
туры. П о л у ч е н н ы е  результаты сравниваются с результатами, н а й д е н н ы м и  В П. С. м и р 
и о  в  ы  м ) 1 ]  д л я  о д н о р а з м е р н о г о  с л у ч а я .

ЕЛ ST R U C T U R E  F IX E  DU S P E C T R E  DE I,A M ASSE E FFE C T IV E(R é s u ш é)On calcule la structure fille du spectre de la unisse effective eu fonction du nombre quauli- <|ue principal du cham p plasmonique. Si l'on établit l'équation de la masse effective pour le cas de l'interaction électron-électron à long rayon d'action , à partir de la nouvelle règle de sommation /  collective et en utilisant un potentiel périodique parabolique, ou obtient le déplacement du niveau fondamental (interaction avec le vide), la division du spectre de la masse effective en fonction de l ’interaction et la variation de la valeur absolue de la mas.-e effective avec la température. Ou compare enfin les résultats obtenus avec ceux que V. P. S m i r n o v  [1] a trouvés pour le cas unidimensionnel.
p j  - - Babes—Bolyai -  Matematicâ-lizu-d ЫШГГ
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Metalele pămînturilor rare se referă la grupa metalelor de tranziţie 
eu pătura 4/incompletă, care în general determină proprietăţile lor magnetice. 
Ea începutul seriei păinînturilor rare stările 6,s\ 5d şi 4/, în atomul în stare 
liberă, au energii comparativ apropiate şi mimai eu creşterea numărului 
electronilor pe nivelul 4/ şi cu micşorarea razei lui, creste stabilitatea stării 
4/. în stare metalică, la lantanicle, se păstrează individualitatea ionilor 
datorită faptului ca nivelul 4 / este puternic ecranat de către electronii 
nivelelor exterioare, adică electronii 4/’ suferă o localizare puternică în 
jurul nodurilor reţelei cristaline. In ce priveşte electronii Sd şi tis, ei l'or- 
rnînd banda electronilor de conductibilitate, sínt supuşi efectului de colec­
tivizare. Fiecare atom în cristal este purtător al momentului magnetic, 
a cărui valoare, după cum arată experienţa, este foarte apropiată de cea 
teoretică, pentru ionul trivalent în stare liberă.

Din punct de vedere magnetic, toate aceste metale sínt paramagneticc 
intr-un interval larg de temperatură, susceptibilitatea lor urmînd legea 
lui Curie-Weiss. Ea temperaturi înalte se produce excitarea stării funda­
mentale şi prin urmare despicarea nivelelor energetice, care modifică 
aliura curbei /{T).  Temperatura Curie paramagnetică este o mărime po­
zitivă, eu excepţia ceriului pentru care este negativă.

Ea temperaturi joase 7' 0/;, majoritatea metalelor din această serie
prezintă fenomenul ordonării magnetice. Aproape toate metalele rare sínt 
antiferomagnetice cu structura de spin lielicoidală sau chiar mai compli­
cată (conică sau eicloidală), fapt confirmat pe cale neutronografică. Coe­
ficientul V, determinat din căldura specifică, are o valoare mare, mai cu 
seamă în cazul ceriului, fapt care indică în apropierea nivelului Fermi 
o ridicată densitate a stărilor electronice. în ее priveşte structura crista­
lină, majoritatea lantanidelor prezintă o reţea hexagonală compactă, care 
are un rol important în determinarea proprietăţilor magnetice la aceste 
metale.

Chiar din cele expuse pîuă aci, rezultă că ceriul prezintă un caz aparte. 
In pătura electronică 4/, ceriul are doi electroni cu mică stabilitate, unul 
putînd ocupa cu mare uşurinţă un nivel exterior, fapt care explică după 
Pauling polimorfizmul acestui metal la temperaturi joase.
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Proprietăţile magnetice ale ceriului metalic au fost destul de amănunţit 
studiate de către J. M. L, о с к [1] şi D- F. B a t e s  [ 2 în intervalul de 
temperatură de la 4,5°К  piuă la temperatura de topire. Rezultatul expe­
rienţei a arătat că proprietăţile magnetice ale ceriului depind foarte mult 
de antecedentele probei şi de regimul termic aplicat. Dependenţa de tempe­
ratură a curbei de susceptibilitate a arătat că în jurul temperaturilor de 
I2,5c/v, 110°A şi 200°K ceriul prezintă anomalii cu caracter de histerezis. 
Anomalia la temperatura de 12,5°A a fost considerată de Dock ca fiind 
corespunzătoare trecerii ceriului din starea paramagnetică în starea anti- 
feromagnetică, restul anomaliilor fiind atribuite schimbărilor reţelei cris­
taline. în  mod analog, dependenţa de temperatură a căldurii specifice 
studiată de P а г к i n s o n şi colaboratorii săi [3] prezintă în jurul tem­
peraturilor de 12,5 гА' şi 110°K maxime caracteristice, pentru faze crista­
line deosebite.

Da temperaturi înalte susceptibilitatea magnetică [2, 4, 5j urmează 
legea lui Curie —Weiss complectată cu un termen suplimentar X,,. datorii 
părţii de înalta frecvenţa de tip Van Vleck.

în prezenta lucrare am măsurat susceptibilitatea magnetică a ceriului 
metalic utilizînd o balanţă de susceptibilităţi cu compensare mecanică 

6, 7] .măsurătorile fiind comparate şi cu datele obţinute la o balanţă de 
tip Faraday — Suksmith. Măsurătorile au fost efectuate în vid de l0-amm. 
Hg de la temperatura azotului lichid pîuă la punctul de topire. Proba cu 
o masă de 20 mg sub formă de sferă a fost răcită de la temperatura camerei 
pînă la temperatura azotului lichid, şi apoi prin încălzirea treptată s-a 
măsurat susceptibilitatea magnetică. Puritatea metalului utilizat a fost 
de 99,5% Ce, conţinutul de impurităţi fiind Ко f 0,002% şi alte lanta- 
nide % 0,5%.

în  fig. 1 este reprezentată dependenţa de temperatură a inversului 
susceptibilităţii magnetice % . După cum se vede din figură în vecină-

50 r

0 ~ fie ' ?w ' l o  «о "ьоГ м Г 'ад  do îV A mT ţv 

V i e- 1 ■

tatea temperaturii de 110 К curba */x (T) prezintă o anomalie, mai de­
parte crescînd linear pînă la aproximativ 400CK, coutinuînd prin a se în­
covoia uşor spre axa temperaturilor, iar în apropiere de 1000"К suferă 
un salt care corespunde schimbării de fază cristalină.



UNELE P R O P R IETÄ T! M A G N E T IC E  ALE CERIULUI METALIC 149

Abaterea de la dependenţa lineară se datoreşte părţii de înaltă frecvenţă 
a susceptibilităţii magnetice determinată de despicarea nivelelor energetice, 
precum si de contribuţia la magnetizare a electronilor de conductibilitate, 
adică paramagnetizmului de tip Van Yleek şi de tip Pauli. Dacă la rezultatul 
obţinut se aplică legea lui Curie— Weiss sub forma /  Cj(T — %p) -f- X,. 
atunci se pot determina constantele C, Qp, X/; şi momentul magnetic efec­
tiv Pp. Si astfel am găsit : CA — 0,724, Qp =  — 60°K, X* — 0,775 • 10” 8 
şi Pp — 2,41 [лд. însă din teorie lui Van Vleck pentru ionul trivalent obţine 
Pt  =  2 , 5 4 şi X* =  0,52 • 10" «.

Comparînd aceste date, rezultă că valoarea obţinută pentru Pp este 
în bună concordanţă cu cea teoretică. în ce priveşte valoarea yk, aici 
trebuie luată în considerare şi contribuţia electronilor de conductibi­
litate, de care nu se ţine cont în teoria lui Van Vleck, adică 'AK =  X̂  +  X̂  
unde 'Lv reprezintă susceptibilitatea de tip Van Vleck, iar ~LP suscepti­
bilitatea de tip Pauli. Cu o astfel de interpretare a datelor experimentale 
se obţine o bună concordanţă cu teoria.

Comportarea căldurii specifice în funcţie de temperatură, precum 
şi a izotermelor curbelor de magnetizare, fig. 2 , arată că în jurul tempe­
raturii de 110°K are loc nu numai o transformare de reţea cristalină, ci 
şi probabil o transformare magnetică. în  fig. 2 sínt reprezentate izoter­
mele curbelor de magnetizare obţinute pentru ceriul metalic în vecinătatea 
temperaturii de 110°K. Din figură se vede că la început intensitatea de 
magnetizare în funcţie de cîmpul magnetic creşte linear şi atingînd o anu­

mită valoare critică a câmpului magnetic H k — 3000 Oe suferă un salt, 
continuînd să crească apoi linear cu cîmpul. Totul se petrece ca şi cum 
momentele magnetice elementare la valoarea H k se rotesc în direcţia cîm- 
pului magnetic, mărind prin aceasta intensitatea de magnetizare. Salturi 
analoge au fost găsite şi la alte metale din seria lantanidelor care posedă 
ordonare magnetică (antiferomagnetizm) cu structură de spin helicoidală. 
"Este posibilă, prin urmare, şi în cazul ceriului o ordonare magnetică analogă 
corespunzătoare unei alte faze cristaline decît faza y, pentru care deja 
este stabilită existenţa stării antiferomagnetice cu temperatura Neél de 
12,5°K. Rămîne neprecizat care anume modificare a ceriului este prezentă 
în cazul de faţă, întrucît n-am făcut un studiu al reţelei cristaline.
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Н Е К О Т О Р Ы Е  М А Г Н И Т Н Ы Е  С В О Й С Т В А  М Е Т А Л Л И Ч Е С К О Г О  Ц Е Р И Я

! P  е  з  ю  м е  )

И з у ч а л а с ь  м а г н и т н а я  в о с п р и и м ч и в о с т ь  металлического ц е р и я  в т е м п е р а т у р н о м  
и н т е р в а л е  о т  т е м п е р а т у р ы  жидкого а з о т а  д о  т о ч к и  п л а в л е н и я  ц е р и я .  У с т а н о в и л а с ь  
а н о м а л и я  м а г н и т н о й  в о с п р и и м ч и в о с т и  о к о л о  т е м п е р а т у р ы  1 1 0 0 К , г д е .  н а  о с н о в а н и и  
а н о м а л и и  и з о т е р м  н а м а г н и ч и в а н и я  в  з а в и с и м о с т и  о т  м тнитного п о л я  п р е д п о л а ­
г а е т с я  с у щ е с т в о в а н и е  аитнферромагнитного п е р е х о д а  с  о д н о в р е м е н н ы м  и з м е н е н и ­
е м  к р и с т а л л и ч е с к о й  р е ш ё т к и .  З н а ч е н и е  э ф ф е к т и в н о г о  м а г н и т н о г о  м о м е н т а  и н е з а в и с я ­
щ е й  о т  т е м п е р а т у р ы  маги т в о й  в о с п р и и м ч и в о с т и  н а х о д и т с я  в х о р о ш е м  с о г л а с и и  с 
т е о р е т и ч е с к и м и  данными о  т р е х в а л е п т н о м  и о н е  ц е р и я ,  а  т а к ж е  с  д р у г и м и  экс пер и 
м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и

SU R  C E R T A IN E S  P R O P R IÉ T É S  M A G N É T IQ U E S DU CÉRIUM  M ÉTA LLIQ U E

( R t s u  m é)

On a é tud ié  la suscep tib ilité  m agnétique  du  cérium  m étallique dans l’in te rvalle  de la  te m ­
p éra tu re  de l ’azote liquide ju sq u ’au p o in t de fusion du cérium . On a é tab li l ’anom alie de la  sus­
cep tib ilité  m agnétique au to u r di la tem p éra tu re  de 110 K, où, su r la base de l ’anom alie des 
iso therm es de l ’in tensité  de m agnétisation  en fonction  du cham p m agnétique, ou suppose l'ex is­
tence d ’une tran s itio n  a riliicnom agnétique , accom pagnée aussi d ’un  changem ent du  réseau 
crista llin . L a  valeur du  m om ent effectif e t des suscep tib ilités m agnétiques indépendan tes de 
la  tem p éra tu re  son t d ’accord avec les données théoriques pour l ’ion de cérium  triv a len t 
ainsi qu 'avec  d ’au tres données experim entales.
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