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DOUA DEMONSTRATII PENTRU O TEOREMA A LUI B. GYIRES

de
I. GY. MAURER vi M. VEEGH

B. Gvires a publicat in 1957 {2] urmitoarea teorema : Dacd se
noteazd cu (v, s) c.om.m.d.c. al numerelor inlregi v 51 8, $1 1 reprezintd un nu-
mdr natural oavecarve, atunci

DY = =0 (1) @(2) ... D (n), (1)
(n,l)i n.2)" . (n.w)f '
undc
| daca m = 1
D) = i [II (R R L *)d'\cé mo= pite Py “o£ ] (2)
jf:l( ?; ) d:m @ P l

Aceastd teorema constituie o generalizare a umnei teoreme datoritd
lni St. Smith (3] Pentru 7/ = 1, obtinem rezultatul acestui autor:

DY = (rs) = (1) 0(2). ..p(n), ®)

unde o reprezintd funcfia lui Euler.

In aceastd noti vom da douda demonstratii simple pentru teorema
lui B. Gyvires. In prima demonstratie vom folosi inductie completi
in raport cu ordinul # al determinantului 1)("”, iar in a doua demonstratie
vom utiliza un rationament sugerat de o idee, care std la baza demonstra-
tiei clasice a formulei (3) (v. de ex. 11, p. 101-103).

* u este functia aritmeticd (multiplicativa) a lui Mobius @ w(l) = 1; p{n) = 0 dacd m se

v

divide printr-un patrat perfect ; u(m) = (— 1)}, dacl m = p,, py... p;, == 1. Transcrierea produsului
!

in formi de suma se face pe baza formulei }_4 w(d)f(d) == H {1 »—f(pjj, valabild pentru orice func-
ajm j=1
te aritmeticd miunltiplicativa f, deci si pentru fm) — m’ (v. deex. [4], p. 26).
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PridMA DEMONSTRATIE. Pentru # = 1 teorema este adeviratd in mod
evident: D = | (L1)'! = 1 = ®(1).

Sia presupunem teorema adevirati pentru n — 1:
i)
D" =®(1) - ®(2)... O (n—1). (4)

S3 considerdm determinantul Dif" Numarul 4 fiind un divizor oare-

n . - v - .
. (n, : —) si sd le adundm cu elementele corespunzatoare din coloana a
d

care al lui #, sd inmultim cu p(d) elementele coloanei

n-a. Procedind la fel in raport cu fiecare divizor al lui #, ultima coloani
transformata a lui D:’ va contine elementele :

S d./i’.)i k=12 . . n. 5

T ;ﬂ l"‘( ) (3: ) ( ) ") (5)
Vom ardta ca A

®.(n) dacd k= n .

zlm = l 1( = (b)

| 0 daca k& < n.

Intr-adevar, pentru 2 = 7, avem :

din din it n

Fie k < n, ceea ce inseamnd cd existd cel putin un factor prim p, in re-

prezentarea canonica a lui #, astfel ca ]‘)3" Y k. Rezultd ca avem : £k = A;ﬁf.
unde 0 < B Lo, — 1 i (d,p) =1, deci
(ko P71 = (ko p7 1) = B} )
Vom folosi notatia n’ = pfi. . .pj",,fl’. Deoatece (n', p)) = 1, rezultd:
(R, n) = (k, n' pY1) = (k, n')- (k, p7). 8)
Folosind egalititile (7) si (8) si tinind seama de egalitatile p(p) = -~ I,

w(p) =0( > 2), de faptul c& p este o funcjie aritmetici multiplicativa
st de faptul cd orice divizor d” al lui #’ divide i pe u, obtinem :

2w - (k "_) =S ud) - (/‘z’ i) =3 u(d) .(k, i) -
T d bt 4 i d
i+

IR T
wpl
P, ’

7

wpi 1}
!

2 FZ

= Yu)- (/c, G Y udp) -

' g ERCN A
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SO AR O P I aPC R (I OY T

= k7 ) (k) o) 7 T wd) - (b 2

d [’ d’
= P T ) - (k. ~—) — S u) - (/e, —~) = 0.
&I d & d

Egalitatile (6) fiind demounstrate, obtinem, folosindu-ne si de (4):

(LY (e — 1) 0
{
G e o (1 (2] D (),
D = =11y —1a—1) 0 | D7y @y(n) = @,(1)- 0,(2) ... Dy(n)
(1) (e — 1) O (n)]
A pOTA DEMONSTRATIE. Considerdm un determinant A = la,; de

ordinul », pentru care

0, = 0 daca kY z ©)
1 dacd & i
Inmulgind linii cu coloane, se deduce ugor ca
A* 1 (10)
S4 formam acum produsul :
: all Q)z(l) t aln (Dt(n) ‘ ull n aln |
P= (11)
e, ®(1)...a ®mn) |la, . . . a

ni e

Dacd scoatem drept factor pe ®@,(j) din coloana a j-a (j == 1,2,...,n),
obtinem :

Po=®l) - 0,2). .. 0 n) - A* = d (1) . ©,2)...D,n). (12)

Pe de altd parte, efectulnd inmultirea (11), inmultind linii cu linii,

obtinem elementele p  ale determinantului P == '/)rsi in urmdtoarea
forma :

n
= > a,,a, P (r==12, . n; s= 12 ..., n).
a=1

Folosind (9), rezulta cid a,a, = 1, dacd d (r,s) (deoarece in acest caz
dirsidis), sia,a, =0, daci % (r;s) (deoarece in acest caz d nudivide
cel putin unul dintre indicii 7 i s). Deci avem :
P — N e . S < 1s
b, = Z ® (d) (r==12. .., n;s==12_..,n). (13)

djr,s)
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Pentru a evalua valoarea acestei sume, observam cid, dacd f este o
functie aritmeticd uniformd, pentru care avem :

S f(d) i = Fim),

d'm

unde m este un numdr intreg oarecare, atunci, conform legii de inversiune
a functiilor aritmetice (v. de ex. [4], p. 35), avem :

w3 uld) P ()= 3 wld) (&) = 5 =outm.

Rezultd ca

Deci, conform lui (13), avem :

b, = (r,s)‘. (F==12..,m; s =12 .. n). {15)

Rezultd :
P = DY (16)

Comparind formulele {16) si (12), obtinem tocmai formula (I).
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JBA VTORASATEALCTBA 174 TEOPEMbBL 6. JIMPENIA

(Pezwae)

b. Lnpew oGodmna s 1957 r. teopemy (3) C. Camu T a, JoKasbiBas popMy.1)
(1}, rae apudmeriineckas dyvuxunsg O onpeuerera pawexctsoym (2), a (. s) asnsgercs
006ntM Hanb0/ LKA JEJHTRIeN HeAbLIX YHCed ¥ H s.

B wactostuieil paGoTe 1ai0Tes ABA NPCCTHIX {oKasaresbeTBa TeopeMmbl A Hop e nir a.
B 1epBoM {OK43aTCALCTBE HCMOMB3YETCS MOJAHAR HHAYKUHA 10 OTHOWEHHK K TOPAAKY #
onpegeanteas (1), a Bo BTOPOM 10KasaTe/NhCTBE HCIO1b3VETCS METOA, JewalliHil B ocHOBe
KAaCCHUYeCKOro 1okasareinetsa topmyian (3).
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DEUN DEMONSTRATIONS D'UN THEOREME DE B, GVIRES

(Résumé)

B. Gyires agénéralisé en 1957 le théoréme (8) de S t. S m it h, en démontrant la formule
{1}, on1 la fonction arithmétigue ® est définie par (2) et (+, ) représente le p.g.c.d. des nombres en-
tiers » et s.

I.a présente note domne deux démonstrations simples pour le théoréme de Gyires. La
premiére utilise 'induction compléte par rapport a 'ordre # du déterminant (1) et la seconde em-
ploie un raisonnement sugeéré par une idée qui se trouve a la base de la démonstration classique
de Ia formule (3).






O NOMOGRAMA OPTIMA DINTR-O CLASA DE NOMOGRAME
CU PUNCTE ALINIATE DE ORDINUL 3

de
V. GROZE si GH. COMAN

1. In lucrarea [5; s-a studiat imbundtitfirea scdrii rezultatului la
nomogramele ecuatiilor de ordinul III nomografic de formi canonicd

Hi(x) + fal ) = f(2)

cu ajutorul unor transformdri neproiective.

In aceastd lucrare vom studia Imbundtatirea scdrii rezultatului la
nomogramele ecuatiilor de forma canonica

¢1(x) P2(¥) = () L2 (1)
folosind transformdn neproiective.
Notind cu
Ji = lngy, Jo = ing,, S =lng
ecuatia (1) devine
el Lpft — of

care este echivalentd cu ecuatia

fi(%) + foly) = [f(2) (2)

deci transformairile aplicate nomogramei eeuatiei (2) in lucrarea [§5] pot
fi aplicate si nomogramei ecuatiei (1).

Dar reducerea ecuatiei (1) la (2) nu este posibila dacad in intervalul
‘%2, 2, functia ¢(z) se anuleazd. Si presupunem ci ¢(z,) = 0. Vom aplica
in acest caz particular nomogramei ecuatiei (1) o altd transformare neproiec-

tivd. Impiartind ecuatia (1) prin ¢(z,) si notind q)((;) = F(z) vom avea
Pleyg
ecuatia de forma

o) Foly) = F(z) Ly 21K N )
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unde I'(z,) = 0, F(z;) = 1. Ridicind la puterea k& ambii membrii ai ecuatiei
(3), gasim

FY(z) -F5 (v) = FY (5)

[

Din familia de scari
- FR (2 0 <<k < o0 4)
vom determina scara cu eroarea absolutd minimai.
In aceastd lucrare se aratd cd in familia de sciri (4) existd o singurd

scard cu eroarea absolutd minimd. Notind cu 2, valoarea lui z pentru
care

[E(s,) == e
$1
m(k) = min | [£*(2)]" (A)
my(R) = min | [F"' (=) ]

vom ardta cd parametrul A corespunzitor scdril cu eroarea minima este
rdddcina unicd a ecuatiel

mg(k) = my(k)

Se dau si doud metode simple pentru aproximarea acestei valori a lui A.

Scara rezultatului a nomogramei fiind s = F(2), unde F(zy) = 0,
F(z;) = 1, se considerd scara S = sk = F¥(2) unde 0 < k& < . Eroarea
absolutid a scirii S este cea mai micd, dacid minimul caracteristicii scarii
in raport cu z

. 4 . .
min gg = min-— = min ks¥- 1 |F'(z)i
H z dz z
este maxim in raport cu k. Presupunem F'(z) 4= O in intervalul (s, @,
in caz contrar nomograma neputind fi utilizata.

Caracteristicile scirilor s = F(z) i §" = FX(z) fiind

¢ :‘%: 1 F'(2) Uy = ‘;‘ = ksK-1117(z)

avent
b 45 _ ok
¢ ds

In intervalul in care acest raport (care este totdeuna po/xtn ) este
mai mare ca 1, gradatiile scirii S se dilatd fafd de gradatiile scirii s si s¢
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.

contracti unde acest raport este subunitar. In vecinitatea punctului in

i~ .. .y A .
care ‘—d— = 1 (punctul neutru), gradatiile scidrilor s si S nu se schimba.
N

. . . ooedN k1 a . .
Vom studia variatia expresiel e ks"" in functie de s. Punctul neutru
S

s* se obtine rezolvind ecuatia

ks 1 =1
.
unde s = &"*
Din expresia %S— se vede c¢a dacda 0« £ 1, atunci ? este mat
S - S
mare decit 1 In intervalul {0, s*) si mai mic decit 1 in intervalul (s*, 1),
iar in cazul in care 1 < k< @ invers, i:j este supraunitar in intervalul
¥4
(s*, 1) si subunitar in intervalul (o, s*). In continuare vom stabili limi-
tele lui s* si S* cind scara S tinde citre scara initiald s, adicad cind k-1,
Dintr-un calcul usor rezultd ca

1
lim % = lim V% e !
k1 ka1
$1
- k -
lim S = Hm Al % = et
k1 k-1

Variatia lul s* 51 5% in raport cu & se da in tabelul (I)

k 0 1 —+ o

0 A et a1 I

s* 4= \' ¢t \.' ()

Contraimaginea punctalui S = ¢ ' pe scara s este s = ¢ *
1
Vom ardta cd s* totdeauna este cuprins intre punctele ¢ * sie~!. Intr-

adevar, dacd 0 << &k < 1 din tabelul (I), rezultd cd s*{ e ! Sd ardtam
1 1 1

cd s¥ > e F adica kl=F>» ¢ F. Aceastd inegalitate este echivalenti cu
inegalitatea

1 b —1
—  sau Ink>
1 —k & o

(5)
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P o . k1

Figurind intr-un reper R0y curbele de ecuatii ¥ = lnk i y = e

se constati ci cele doud curbe sint tangente in punctul (1,0), si in afara
de acest punct nu mai au nici-un punct comun.

Y

0 /('.0/ I
!

Fig. 1.

Din fig. 1 relese ¢ In cazul In care 0 < k& {1 are loc inegalitatea

(5). Dacad insd 1 < kB < o, inegalitatea s¥2>> ¢~ ! rezultdi din tabelul (I),
1

iar inegalitatea s* (e * care $t In acest caz este echivalenta cu inegali-
tatea (5), rezultd din fig. 1. Deci avem urmatoarele situatii:

a) 0<kg1
b
5 o e * s* e ! 1
a8 o o
= + o N 1 N k
b) l<h< + (X1)
Vl.
s 0 e ! s* et 1
S A 1 A 3
ds

LEma 1. Folosind notatiile (A) vom avea in cazurile
a) ms(R) = my(1) si md(k) < md(l)
b) ms(R) < m,(1) si md(k) > md(l)
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Demonstratie. Notind cu F-1(s) inversa functiel s = F(z) (care existd,
deoarece am presupus cd F'(z) 4= 0) putem scrie

my(k) = min |[F {z) "] = min ol TF(s)
T —1ds B

“o=z

<)<s<ek
In cazul a) avem :

ds
0Ls s

min
—1 ds

0<s<e

. . A as . .
dar in intervalul (0, s*) in acest caz = > 1, deci putem scrie
ds

. dS FUF-1(s
min & FITUs)
agss*x ds

> min S FYs) ) min FUEFU(s) ) = m(l)
0Ls s 0<5<(~,-1

f

Deci avem

m. (k) > m(1).

In mod analog, in cazul a} avem

e . dS e . . dS s .
mg(k) = min [I" ()77 = min @ F'IF-Ys)] < min —51"[}"“(5)] <
[t -;(l ds sees<l
€ <5< 1
< omin £ PN <0 min FUIESU(s) T = mg(l)
<l e e

deci
m (k) << mg(l)

Inegalitatile in cazul b) se demounstreazd in mod analog.

LEMA 2. Daca &y > k,, atunci m(ky) J mg(ky) 1 mg(Ry) > mg(k,).

Demonstragie. In lema 1 in locul functiei F(z) vom pune functia I* (z).
Atunci, in loc de m (k) si my(k) vom scrie mg(kky) $1 my(kk,), iar in loc
de m (1) 51 my(1) vom scrie m (k) si my(k,). Alegind pe k= by Lk 1, st

kl
conform cazului a) al lemei 1, avem :

m(Ry) = mig(ky) st mg{ky) < g (ky)
ceea ce trebuia demonstrat.

Deci, daca & creste de la O la - 3, mg(k) descreste monoton iar
My creste monoton.
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B4 studiem limitele functiilor mg(k) si mg(k) cind £ tinde la zero, res-
pectiv la infinit. Putem scrie (luind in considerare tabelul IT) :

. . . dS s . o (dSy o,
lim s, (k) = lim min = F'IF-Y(s)7 > lim (_‘_.“) min I’ (z) =
PN . ds k=0 U ds | zcz<s,
1 1

k0 0Cs<Ce F seee R
! -1
= Jim ket min I'(z)

k0 5<aksy
si deoarece
1
1 i
%
. gl . PLES |
= lim ket = lim — =,
k=0 N 1
Tk
avei
tm (k) = + o
k-0

In mod analog se aratd ca

lim gk = «o.
R o
Deci aven situatia reprezentatd in figura 2.
Rezultd deci, ca exista o singurdt valouwre
ko ky pentru care

(k) mg(ky)

myl¥)

si deoarece

min (I (z) 7 = minpngk), mg(k)

¢

evident ca

¥ min [F*(z) V'
LErEy
Fig., 2. .
este maxin pentru k== k.
Deci am demonstrat teorema : in familia de scari S = I*(2) exista
o singurd scard cu eroarea absolutd minima. Parametrul %, corespunzitor
acestei scdri este rddacina ccuatiet

(k) == my(R)

‘

37, a) Parametrul 4, se poate determina aproximativ in felul urmator :
fic k; o valoare luatd la intimplare. Dreapta ce trece prin punctele
(Y, my(1) 5, [ky, my{k;) intersecteazd dreapta determinatd de punctele
01, mg(1) ], [ky, myu(ky)] Intr-un punct P. Abscisa £, a acestui punct este
o aproximatie pentru k&, Deoarece min!{F*(z) " este cuprins intre my(k,)
st mg(ky), diferenta ' my(ky) - m (k) aratd precizia cu care k, aproxi-
meazd pe k.
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Pin figura 3 rezultd ¢d, dacd

m(1) = min F' F7(s)] < min FIIFN )T = mu (1,
ogs<e! cles<
atunci kg > 1, 31 dacd m(1) > me(1), atunci kg < 1. Daca m,(1) = ma(1),

atunci kg = 1.
b) Valoarea parametrului &, corespunzator scarii cu eroarea absoluta
minimid se poate determina si prmtr-un procedeu grafic foarte simplu.
Se stie cd eroarea scdrii S = s* unde s = [F(z) este datd de
/

. . S : 1 g
min Y, (z) == min Coomin kST F(3)
. k g L N ‘

G(‘,/

Fig 3.

Minimul unei funcgii fiind atins in aceleagi puncte ca i logaritmul
putem considera in locul min 4, (z), min Ing,(z).

N ot . — min il
Notind cu m, = min /ny(2) putem scrie

hig (z) = (b — Dins-+ Ink +.In FUE sy ,
Paci introducem notatia lus = u, unde — x < u < O i

InE T (e) = G(u),

VO aved

Gy > m, + (1 — R)u — Ink (6)
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Curba datd Y = G(«) o reprezentim in planul woy. In acest reper
ecuatia

Y = (1 — Ru-+ m, — lnk

reprezintd o familie de drepte de parametru 4. Pentru un % fixat din
relatia (6), m, corespunzitor se determind grafic in felul nrmator: cons-

truim o dreaptd de coeficient unghiular 1 — £ si o translatim pind devine
tangentd la infasurfitoarea convexa a curbei (). Dacd n este ordonata
la origine a dreptei construite, atunci

m, = Ink -+ n

Notam valoarea maximad a lui m, cu m. Valoarea parametrului i
corespunzitoare acestui m este &, care di scara cu eroarea minima.
Pentru determinarea lui %, din familia de drepte

Y = (1 —Rku-+m— nk (**)

alegem o dreaptd tangentd infasurdtoarei convexe a curbei Y = G(u)
In acest scop consideram infisuritoarea (g) a familiei de drepte (**)
adicd elimindm pe £ din ecuatiile

Y=(1—ku-+m-— Ink

N
o (O = — 1 — l ( % )
k

Rezulta cd ecuatia infdsurdtoarei este

i

Y o= In(— ) 1 4+ om (g)

Practic putem construi infasuratoarea, considerind in prealabil curba
de ecuatie ¥ = u + In(— u) si translatind-o pind devine tangenti la
infisuriitoarea convexd a curbei (G) intr-un punct P. Tangenta dusi in
punctul P la (g) va fi tangenta comuni la (G)¢si (g). Notind cu o coefici-
entul unghiular al tangentei comune in P, parametrul k, corespunzitor
scirii cu eroarea minimi va fi dat de relatia

kg =1—a

Deoarece curba fixa Y = u + n( — u) se poate construi grafic exact
si deplasarea ei de-a lungul axei OY se poate efectua precis, aceastd
metodd ne di un procedeu practic ugor pentru determinarea lui &,

Ramine de a demonstra ci, k, astfel determinat este acelasi cu %,
determinat in prima parte a lucririi, adicd trebuie si aritdm ca

(ko) = ma(ko)

. .. . . . . U -

Din relafiile (*,*) rezulti ci abscisa punctului P este u = -— L Valoa-
1 £

rea corespunzidtoare pe scara s este ¢ *.
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Pentru un & fix, dupa cum am védzut, avem m (k) = n + Ink unde
n este ordonata la origine a tangentei de coeficient unghiular 1 — %k dusa
la infisurdtoarea convexda a curbei (G) situata la stinga punctului P.
In mod analog obtinem i m,(k). ,

Daca £y == 1 — a, tangenta corespunzitoare la infisuratoarea convexa
a curbet () fiind tangenta In punctul P, rezultd ci

my(ko) = my(ky)

ceea ce trebuia demonstrat.

De aici rezultd si unicitatea lui 2, determinat prin aceasti metoda
graficd,
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UN NOMOGRAMME OPTIMUM D’'UNE CLASSE DE NOMOGRAMMES A
POINTS ALIGNES D’ORDRE 3

(Résumé)
Oun considere une famille d’échelles rectilignes d’¢quation
o ‘k - 4 . N
S = Fz), <2<z, 00k
olt Flzg) = 0, Flz)) = 1, En notant par z,la valeur de z pour laquetle Fk(z:,) =0 et

m (k) = min |[F*z)]
2z,

-
Ze= 2

my(h) = min |[F@)]|

RS -2

on montre que le paramétre K correspondant i 'échelle ayant une erreur absolue minima eést la
racine unique de I'équation

m(R) = my(k)

On donne aussi deux méthodes simples pour 'approximation de cette valeur de K.



SUPRAFETE CU m DIMENSIUNI DINTR-UN SPATIU EUCLIDIAN,
CU PRIMUI, SPATIU NORMAI, UNIDIMENSIONAT,

de
PROFIRA SANDOVICI

I. Fie S_ o suprafata cu m dimensiuni din spatfiul euclidian L

. . - . 3 w m+'
descrisd de punctul M = M(«', ..., u™) i a cérei metricd este ds? =
= g,;du’ dw. Presupunem cd S, admite in fiecare punct M un plan tangent E,,
si cd functia M(4?, ..., u™) este continuu diferenfiabildi de un numir

de ori suficient de mare. Suprafefei S, i asociem o familie de repere
semiortogonale

{ - -+ o - } 1
L7000 PR S S S 5 (1)
-+ aM . - . . i
unde [, =2 dar I_ . ..., I sint vectorii unei baze ortomormate
k auk mt-1 m-tq

din spatiul normal E, la S _ in punctul M.

Familiei de repere (1) ii corespund formulele de derivare

{dM = dutl,,
' e [ mas
) dl, = o; I, + o, s 2)
- 1 b d . m,,-}
| dIm—H = wm+s Ik + c‘)mis Im+'-’
(G, k=1 ...,m;st=1...,9q),

unde

Ao R i mts j S j mAt ks [ +
o] = Fijdu,m'. = = gy Wy = )\ijdu,mmﬂ-. ‘°m+¢—As;d“~
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Conditiile de integrabilitate a sistemului (2), numite si ccuatii de structura
. b . ’ H
ale suprafetel, se scriu:

D k R R rea s 3
@, W, W) = ‘—wi P s

]) s . ] NS o, met o s o
T (NS = o 7, 0, . (33
' 1) s o mts e T b
l Wy L0 s O s Wy b

(4, = 1, ... om: stz 1. ..., q).

Introducind notatia

- -
oL, 8l 7
[ il i
due u
din formulele (2) rezultd cd
Al L
7{1; 7\11 ]m-i—\\ N (4f
-
. LIPS .. s < .
$1 prin urmare —; sint vectori ai spafiului normal E . Spafiul determinat
Su’ |

-
N

.o ol A N . .
de vectorn 8—’7 intr-un punct M este numit primul spativ normal al
u

suprafetei.

In cazul cind primul spatiu normal este un subspatiu al spatiului
normal £, al suprafetei, prin operatii de derivare se definesc spatii normale
succesive, care impreund alcdtuiesc spatiul E,.

Corespunzitor cu acest mod de a obtine spatiul normal, se constru-
iesc formulele de derivare ale suprafefei. Sub aceastd formda sint conside-
rate de catre H. K. Weise [1] formulele de derivare ale suprafetei
in problema stabilirii criteriilor pentru clasa £ << 2 a unui spatii Riemann.
Astfel, in mod firesc, se disting in accastd problema situatii dupd cum
primul spatiu normal este unidimensional sau bidimensional.

In cele ce urmeazi sint considerate acele supraicte S, dintr-un spatiu
cuclidian £ pentru care primul spatin normal are dimensiunca unu, cu
intentia de a rezolva in primul rind problema clasei lor.

2. Fie S o suprafatd din spatiul euclidian £ . ¢ > 1, cu primul

m Mg
-

spajiu normal unidimensional, =i tie [
tiu. Din (4) rezultd ci

un vector unitar din acest spa-
A1

s1 deci
o =0 (= 20 ). (5)
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<

Avind in vedere egalitdtile (5), conditiile de integrabilitate (3) ne dau
b et -y ‘ ‘
0= D™ = "7 QMY G L m = 2 ).
t B me-1 - /

.. . o F1. K N . .
De aicl rezulta ¢d formele o si o7 sint proporfionale pentru oricare

1
. . . . n-+-1 mta P v = 1
¢t $1 s prin urmare rangul formelor o ", @, *}, adicd numarul de forme
liniar independente din acest sistem, este unu. Pentru formele w?+1,

conditiile de integralitate (3) ne dau:

LIRS cod el -
Do’ o ol o

care se pot scrie si sub forma
=1 1~ 1 o \
Dol = 0, mod. @70 (4,7 == 1, o m).

Aceste egalitdfi exprimd complet integrabilitatea sistemului de ecuatii
ot = 0. Avind in vedere acest rezultat si faptul ca, sistemul de forme
o1 are rangul unu, putem scrie: '

et 1
o = odf, (6)
unde p, si / sint functii de a!, ... uw”.
Dupéd o transformare corespunzétoare de coordonate ', ... u™ putem
piesupune c@
mi-4-1 L1 " A “« A
o, = 7. du (nu se insumeazd in raport cu m),
deci
g : oo o
Py =0, (2= 1o m a= 1, 0 1)

2 A -1 . - =
Intrucit tensorul 2. este simetric. rezultd

o=l =0
xt

10
. . -1 N : - . . T
$1 prin urmare A - 2 este singura componentd a acestui tensor diferitd
de zero. In sfirsit, putem scrie
mt I3 w1l .m+t ot
Gy = A du col =0, SN Idu™, (7)
(ow=1, .. .,m— 1, ¢t==2 ... g).

Din condiiile (3) avem egalitatile

$h -1 : BT m -t |
Do e o, 0 L

ve= 200 q)

i
care se scriu, tinind seemd de (7), sub forma:

2t - . 2 ; ke
Al du™ ) = L du”, AL, du”
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sau

dht e A dut dd” =0,

-k
de unde rezultad .

t .
::k FEAL 0, (b7 2 g ko

e -

D). (8)

Inmulgind (8) prin /#* si efectuind insumare in raport cu /, obtinem, avind

in vedere ci 1 +A = ),

S (H 0, (k1 "
uk‘ ) ( ) = s ( E=T SO (S )
=2

si deci se poate scrie:

VS = sl

Cu aceste observatil, formulele de¢ derivare (2) devin:

d}; = (o}: }:
N S S
d?wl g7 rdu” I+ o, ( zpht _I’mw)du'"
(=2, a=1,....m— 1)

Consideram acum in spatiul normal E, o noud bhazd
in care sint inclusi vectorii:

~—

- q e
wy =1 iy == E il

w1t <
Prin aceastd schimbare, formulele (9) se scriu:

.} ,
d]cx = W

A
x
al, = ot 1, + 2",

> tm 5 d m> ' mw
dn, = — g A“].-rpdu Ty,
g —>
[ m--1
dn, e, du” nl -+ 2 :mm+2 it

ortonormata

(10)
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. —
. -t . . a N
unde, evident, formele m:n‘fz si vectoriii /(¢ = 3, ..., ¢) sint, in general,
-+
. .. ) Mt . . e
diferiti de o, , si I, , din formulele (9).
Din (10) rezultd ca:
2 1 m43 m4-g
o ,1({11 RO =)= 0,
iar din (3) :
Mg ! in-2 merd o
0= Do 7| OO {t =3 . q)
deci
- E -t
fdu” o, = 0,
de unde
mei- B 0! i WL f X ,;
W L, gdau, (=3, .. ).

< a o - H ¢
Efectuind operatii analoge c¢u cele ficute pentru “’::; = N du™,
obtinem :

s alegind o bazd ortonormatd in spatiul £, in care sa fie cupringi vectorii

N T A
Hy, Ny, Ny == E ;g I”,.H'
P2 t=3

formulele (10) se scriu:

-

.
T
a@ a "k

- - -+
I, = «h I, -+ rdu™ n,,

- -+ -
dny = -~ g™ Au" I -+ o du™ ny,
-~ - -

dn, — — g du” ny + p.du” ny,

- -+ q -
diy = — podu” ny-+ Swritd, .

f=4

diferd de o™*!

-y e
~ mekt . e .. .
unde, in general, formele o ., si vectorii [, iy SU Ay,

+3
din formulele (10).
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Evident, aceste operatii se pot repeta, si sintem condusi la urmatoa-
rea formi pentru formulele de derivare ale suprafetelor considerate :

- -
d[u mi 1

&
7 k > n *
dl o I+ rdu” n,,
m 2z 1
= kn » =+ " -
diny g gdu" 1 pdi” oy,
- ” - g 1
dn, = — grdu” ny + opdu”ny, Y
7"—* 3 m")
dn__ = — g, ,du H,_y By ",
- ﬂ'-)
dn = — s du"n
¢ Vg1 q—1

(oo ==, oo, m— 1; k=1 ..., m),

unde ¢ ... g, sint functii de w”.

Rezumind rezultatele obtinute, avem urmatoarele :

) ; 7 N ; S Y 2. 17 > >

4 Pentru 0 suprafald S~ din spafiul euclidian E, . q > 1, care are

primul spatiu wormal unidimensional, avem, in coovdonatele u', ..., u™ co-
respunzdtor alese,

s . . 1
r, = 0 cu exceptia lui » = 2

war pentru formulele de devivare (2), exprimarca (11).
Transcriind tensorial primul sistem de formule (3), se obtin ecuatiile
lui Gauss :

g N £ -S s
Ryw = 25 O % — By M)

S==]
1,9,kI =1, ..., m),
(1,7 )

unde R, este tensorul lui Riemann—Christoffel. in cazul suprafetelor
considerate avem evident

R.. =0, (5,7, l=1, ..., m)

ikl
si prin urmare :

Suprafefele S din s])a,zfm/‘ cuclidian ¥, . q > 1, cu  primul spatiu
normal unidimensional, auw metvicd cuclidiand.

Din formulele de derivare (11} rezultd ca, de-a lungul varietatilor

- - -

#” = const., vectorii normali n,, #,, ..., n, sint constanti si deci fiecare
plan E_ tangent la S ramine neschimbat de-a lungul unei varietati Ti—
= const.



SUPRAFETE CU m DIMENSIUNI DINTR-UN SPATIU EUCLIDIAN ‘)9

Planele E,, tangente la una dintre suprafetele S,, considerate, formeazi
o familie de plane care depinde de un parametru u”

Rezultd de aici ca varietdfile »™ == const. sint varietdti plane si deci:
0 suj)mfata Sy o privd x/)alzu normal unidimensional admzfte 0
stratificare in plane E, _, S, = o' K, | s1 de-a lungul unzu E, ., pla-
g
nul tangent E, rdmine constanl impreund cu vectorti normali nl, 4.
O formd canonica a formulelor (11) se poate obtine observind ci
I ,
pentru suprafetele considerate, varietdtile ™ == const. sint varietati

total geodezice si deci, metrica suprafetel poate fi adusid la forma

(]

ds? e (duh)? - (du?)P oL (du D o g(dum)E,
fiind o functie de variabilele ', ..., " Natural, metrica fiind euclidi-

ana, g satistace conditiile corespunzatoare.

3. Incheiem aceste consideratii indieind un exemplu de saprafata
cu primul spatin normal unidimensional.

le

-

Fie C o curbd din spatiul euclidian £, s fie 2, . vectorit
unitari care determind, intr-un punct 3 al uxrbu tdnwcma prima nor-
mald, a doua normald, ..., a (n — 1)-a normald. Notind cu s arcul pe

curba €, formulele lui Frenet corespunzitoare punctului M se  scriu:

3 Yoo

h(‘
-

+

-

" W‘g ’ - s Z (12)
JS o' poTE T Tpin?
unde g = p = O si p=01 ..., 80— 1L
- - -
Vectorn zZ i Z determind, Impreuna cu punctul M planul

osculator (¢ — 1) dimensional P, . Cind punctul M parcurge curba C,
planul P, _, genereaza varietatea cu ¢ dimensiuni S, descrisd de punctul R
dat de:

- - —

R == M(sy -+ u® ZU S ST (13)

Avind in vedere formulele lui Frenet, rezulti ca planul tangent la S
in punctul R este planul osculator [, determinat in punctul M de vec-

- -
torii Zor 3 o
Astiel, prin den area vectorilor tangenti la 5, in R si finind seama
de formulele 712, obtinem vectori din planul osculator I’q' ., adicd pla-
- -

nul determinat in W de vectorii 59, il. c ;q.

De aici rezultd ¢a primul spatiu normal intr-un punct R al varictafii
S, este unidimensional $i prin urmare :

Suprafetele generate de planele osculatoare P, _| ale unel curbe C dindr-un
spagin euclidian E, auw primul spatiy normal wnidiniensional. Aceste supra-
fete stnt infdsurate de  planele osculatoare P,

1~<¢
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m- MEPHDIE TTOBEP X HOCTH B 2BKJIMA0OBOM TIPOCTPAHCTBE, HMEIOILHE
NMEPBOE HOPMAJLHOE TIPOCTPAHCTBO OJIHOMEPHOE

tPecs3iwowve)

Paccuarpusaiorcs MuorooGpasist S, B 3BKULIOBOM HPOCTPZHCTHE /:‘m'i‘q‘ HMEIOIHE
NCPBOC  HOPMAABHOC NPOCTPAHCTBO OAHOMEpPHOE. loKa3eBaeTCHA, HTO 3TH  NOBCD XHOCTH
HMEIOT 3BKANIOBYIO METPHKY H UTO JONYCKAIOT PacCAOCHHE B MJIOCKOCTAX f .. T4k UTO
saoab E .y KacaTeabHas 17100K0CTh E,, K MHOr0o0pa3Hio oCTAETC NoCTOSIHHOI, BMeCTe ©
HOPMAJLHLIMH  BEKTODaMH.

I3 kauecTse mpHMepa AaHbl MHOrooOpasust, ofpazoBalHbpie ConpilKacalwelcs mroc
koethio xkpusoit C ¢ pasvepoM anenbwe n-2 B 3BKANOBOM TpoCTpancTre F .

SURFACES A w DIMENSIONS D’UN ESPACE EUCLIDIEN POUR LESQUILILES
LE PREMIER ESPACE NORMAL EST UNIDIMENSIONNIEL
(Résumdg

On considére les variétés 8 d'un espace euclidien £ qui ont le premier espace normal

wid-q
unidimensionnel. On montre gue ces surfaces ont une métrique euclidienne et qu’elles admettent

une stratification dans les plans £ de telle sorte que le long d'un £, le plan E tangent i

m--1’
vari¢té demeure constant avec les vecteurs normaux.
On donne comme exemple les variétés engendrées par le plan  osculateur de dimen-

sion inférieure i n-2 d'une courbe € dans un espace cuoclidien I .



SPATII A, CARE ADMIT m -= n FORME PFAFI INVARIANTE

de
M. TARINA

Spapiile 4, care admit o forma Pfaff invariantd au lost considerate
mai intii de academicianul Gh. Vranceanu |1}, care a aritat ¢i ast-
fel de spatii posedd un grup maxim de transformiri in ele insesi, cu »*
parametri.

In legitura cu acest subiect ne propunem studiul spatiilor A care admit
m forme Pfaff invariante si care posedd o mobilitate maximi, prin aceeasi
metodd, folosind ecuatiile de structurd corespunzitoare.

Fie dst, ds®, ..., ds" (m << ) formele Pfaff invariante ale spatiului A,,.
Presupunem de la fnceput ca sint independente si cd fac parte dintr-un sistem
de #t congruente definite prin formele ds*(a = 1, 2,...#n), la care raportam

spatiul considerat. In tot ceea ce urmeaza, indicit latini a, b, ¢, ... parcurg
valorile 7,2, ..., n, indicii &, 1,7, k, ... iau valorile 7, 2, ... m, iar indi-
cti grecesti «, 8, v ... iau valorile wm -+ [, m - 2, ... I

Consideram grupul general al transformdrilor de congruente ale spa-
tiaful 4,

dst = crds? (1

Keuatitle de structura ale spatiului A, sint

. 1
As® == Tdstds, 1 — - t, [dstdse
, 5 b b ;
{2)
. 1 ‘
Asy = dstds, b oy, dscdst

unde dsjy = yidst iar -7 sint componentele conexiunii spatinlui pe siste-
mul de congruente dse.

Scriind primele ecuatii de structurd (2) in sistemul de congruenge ds*
st apoi tinind seama de (1), se obtin formulele

Jge g g .
cbdsf c/,d.sb -+ dc, (3
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In cazul considerat, formele ds* fiind invariante, grupul de transformdiri
de congruente ale spatiului este

ds' = dst, ds™ e cj‘ds“ 4 cga’x‘ (4)
prin urmare avem ¢, = 3 .

Formulele (3) scrise pentru indicii @ = 7, b = j, respectiva == i, b = «
ne dau

=~
2

i

1
e
w0
1

cfdsj

(9)

de unde rezultd cd spajiul formelor ds! este invariant. Astfel. daca aceste
forme sint nule intr-un sistem de congruente, ele vor fi nule in orice ait
sisten.

Pentru scopul urmdrit, presupunem ds! == 0 deci v = 0. Atunci for-
mele ds} sint §i ele invariante, astfel ca v, sint invarianti absolufi, iar
}, sint invarianti relativi in raport cu transformarile grupului.

Dacd invariantii relativi sint diferiti de zero, el vor impune conditii
coeficientilor ¢f din grupul (1). De aceea, pentru ca spatiul dat sia admita
un grup maxim de migedri In sine fnsusi, este necesar ca invariantii rela-
tivi sd fie nuli, adica v/ == 0. Astfel avem

oyl ) dst = dst (6)

Vi bxa i
Feuatiile de structura (2) se scriv atunct sub forma

Ast (vl — L) dsidst ot dsidsx T ; £, dsxds® (7)

ik N3

Deoarece covariantul biliniar As’ si produsele exterioare din membrul
al doilea sint invarianti, rezulta cd si coeficientii acestora sint invarianti,
care in cazul ¢ind nu se anuleazd identic, impun de asemenea conditii func-
tiilor ¢, Asadar, pentru ca spatiul sa posede mobilitate maxima, este ne-
cesar

Yoo b 0
‘ (8)
0
ja £

In acest caz formele ds' sint diferentiale totale exacte ale functiilor s,
cdcet coelicientii covariantilor biliniari ai lor sint nuli w’, -~ 0. Se stie &

; ; i
W omm \(", —_ Y;;a -1 e )

vh
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si din formulele (8) urmeazd atunci

o= 0 vioee 0

%

Celelalte ecuatit de structurd (2) devin

; 1
/:‘ 5V =
Lot Py
“

. . , i 1 - - 1 R .
(Vi + Vit — Vi) (A5 ] + i ldstdse] 4 = v [dstds? (10)

Formele ds' fiind invariante, covariangii lor biliniari sint si ei invari-
anti, iar coeficientii lor impun din nou conditii functiilor ¢¢, restringind
mobilitatea spatiului, afard de cazul c¢ind avem

R S S L S
Yim T YT Cin Y 0

AR (1)
Tiba = Yiap =
Atundl formele ds! sint de asemenea diferentiale totale exacte.
Din expresia componentei v/ ~« tensoralui de curbura
i
. 3Yip ay, . . .
ot [ LS S SR S S e B i b g <
(ke = e st Tak o Van Vit T Vai%he (12)

in cazul considerat rezulta

a'}’}k -0

as*

deci invariangii Y;k depind cel mult de variabilele st
Se verificd usor ¢ii avem
*(:,:M == ()
stoastfel cea de a doua ecuatie de structurd (2), corespuuzitoare indicilor
a =1, b=f, este identic satisfacutd.
Ecuatiile de structurd rdmase sint
1 c g
As* = [ds8ds®] — — § [ds"dse
a- 2 be -
(13)
, 1 :
& < f o i c o od
Ast = {7(15}"@’31’] A 5 Y&, ldsdst

Pentru a determina spatii cu grup maxim de migcari, consideram ci
subspatiile definite de sistemul ds* = O sint spatii afine. Presupunem deci
cd formele ds*, ds? verificd sistemul (13) corespunzitor unui spafiu afin.
In acest fel se obtin conditiile

ty, = 0. Yoy =0 (14)

3 - Bobeg—Bolyai: Matematici-fizica 1/1965.
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Din formulele de transformare ale torsiumii si curburii referitoare la
celelalte componente, se deduce faptul cd acestea impun condifii coefici-
enfilor ¢¢, in afard de cazul in care ele sint de forma

- Nz AN 2 5
o= 0055 = % (13)

unde ¢ si 2, sint scalari invariangi.

intr-adeviir, pentru componentele torsiunii, avem legea de transfor-
mare

t4chet =t !
9 € he

pap r
deci

e )WY &

LinCity = b€,

si apoi, tinind seama de (15), avem

NUNSL] R ‘
5 ?)u (= ?)3 e C.

O

~
[o N
V1

adica 3 -

Pentru componentele curburii afirmatia se verifica analog.
in acord cu ipotezele ficute vom presupune.

ds; = 3, pds! (p = const)
Tinind seama de formulele (13) in ecuatiile (13), avem
As* = [dsids?] + [ds®, S pds®] — p, ds’, ds¥] "
(16)

As® = — [ds¥dsi — Tdsadsy] -+ h. [dsids* |
J b YT ik

Pentru a satisface primele ecuatii (16) sub forma As® = ( le scriem

dst, dsp — hds*] =0l = p3 o+

i Va
s1 aplicind o cunoscuta lemd a lui . Cartan, aflam
ds* — hds* = kZdsi (B% = k)
i i i ij it
deci
ds* = hds* + k% ds (17)
: { i
Formele ds* devin astfel diferentiale totale exacte ale variabilelor sv,

iar celelalte ecuatii (16) se scriun sub forma

Ase == (A7 ) 3, /e.;) dstdst e b Bph. = . sidstds (18)

i ik i
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Pe de alta parte, din formulele (17) deducem

Ag“ e :ds“d‘o’ 1 - f/rd.?k(l’lf,’z i

deci
. Ky, - -1 .
AsT ‘{ IR f‘gf)‘;,ds"ds",@ i Jl’r, ldstds' | + —% ds*ds®]  (19)
¢ ° s as as ’ asf
Identificind formulele (18} si (19), se obtin relatiile

61“‘7;" X NP
o = Ry Bk,
E13A « | 9F; ; :
= 8 % - v S 3, & *
R e | g ITREF Ny i* | (20)
a¢; .
: ls = 0
as

Din formulele (3) deducem
ds* = cxdsi + *dsP - de*
1 ? 7 By ) J

dee == ()

@1)

prin urmare ¢} = const.
Formele ds*, ds* fiind diferentiale totale, din formulele (4) aflam prin
integrare

STt s e s 4 on(s)) (22)

unde ¢* sint functii de ¢/, iar ¢! sint constante.
Avem de asemenea

Inlocuind in formulele (21), obtinem

P IR Pl T B 8 gk 8%
hjds /ejkds = a;j{ ds}. -+ ca(}(ids + Rixds) -+ i ds (23)
si deoarece avem
P 6 * /
d &% e c?ds*’ 4 9% gy
as’
din ecuatia (23) rezultd
g™ i o a9* @ T
- B IR Bl SO (24)

asias” as
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In cazul in care coeficientii Y, satisfac relatiile
1
T Ry 8k =0 (25)

prin urmare atunci, cind k;; nu depind de variabilele s’ functiile k}‘f‘k sint
de forma

’ a¢

A }; . N NG . x O

kjk = {jklzi bk]‘)hj ; Xjk}s (26)
Avem de asemenea

O Rl ST

Ry == l i Yool O, Pl + Ajk}s

deci inlocuind in ecuatia (24), si tinind seama de formulele (23), se obtin
ecuatiile

a2 i of ap® cae; N . " )
L (Y S h) g% »-( 55;2 otk Sk ,\jk}<p =0 (27)

asiast ik as’

Prin urmare, in cazul in care sint indeplinite conditiile (26), spatiul
A, admite un grup maxim de misciri dat de formulele (22) continind
n -+ (n — m)? parametri ¢f, x5l —m functii ¢* care satisfac sistemul
diferential (27). Desigur, in cazul general pentru un numir s destul de
mare, se pun conditii de compatibilitate asupra solutiilor acestui sistem.

In cazul particular m = 1, conditiile (25) nu apar, deoarece produsul
exterior [ds*ds'] din ecuatiile (18), (19) este nul, iar pentru p = 0 sistemul
(27) se reduce la ecuatia diferentiald aflatd de acad. Gh. Vrdnceanu

do” » ‘
T — (o et Mg =0
ds1
notafiile fiind urmatoarele
¢ = P A= M w= vy

Pentru a ne convinge ci problema prezentati nu constituie numai o
generalizare formald a cazului m = 1, si o insofim de citeva exemple.

Exemplul 7. Sa considerdm spatiul 4, care are singurele componente
nenule ale conexiunii

a1 a1 y )l - ¥
Mo=1, P, ed, L =B I

11 21

=1, I =1 (28)

al

unde /[, A, B sint constante.
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Acest spatiu a fost intilnit de acad. Gh. Vrdanceanu 1, vol IT p. 88
in problema spaftiilor parfial proiective cu grup maxim de migcari. Singu-
rele componente nenule ale tensorului de curburad pentru spatiul (28) sint

a1 & ;

l 121 A rnfz L

l‘;l;, we B e 1) - A° l“;_,x BN | ’
2 [ [ pld (29)
P 1) Ly, =

l‘;rz = . ’r'jzm B

iar tensorul de torsiune este nul. Se verificad usor relatiile

i . ~ ik ,
Pl T T =0

ST kI

dect formulele (11) sint satisfAcute. De asemenea formulele (14) (13) s
(25) sint indeplinite pentru sistemul de coordonate dat, céci avem

O, 2y L+ T, =1y =d, d=B8 17=0 p=-—1

jt

L

Pentru spatiul (28} definit in coordonate carteziene, sistemul de ecuatii
(27} ne da

prin urmare

o = const.

Regasim astfel rezultatul cunoscut ¢i, spatiul (28) admite grupul maxim
de misedri

L a2
A vE e g? (30)
Ve alx” -t

e w? = 25 - 2 parametri ab, ¢ a2, a*. si posedda doud forme invariante,

2,
dat, di?, diferentiale totale exacte.

Exemplul 2. Consideram spatiul care are singurele componente ne-
nule ale conexiunit

I I 7 o abx®, 1L s DR (31)

n R T 20

unde 4, b sint constante.
Acest spatiu face parte de asemenea dintr-o clasd de spatin 4 omogene
considerate de academicianul Gh. Vranceanu (2], p. 247).
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Singurele componente nenule ale tensorului de curburid sint

% . X 9 X B alrd N\ 1 alr XX
l“ﬂ = 8.a%, Im , [215 ..... bﬁab, Izza = ?)Bb
deci
S e . 2
hyp = A, hgg == Ry = ab, 7y = b

Tensorul de torsiune este nul.
Conditiile (27) sint satisfacute, caci
" -0

ik

Sistemul de ecuatit (27) se scrie fu acest caz

2. %
e |
alx)
2%
9% - abg™ =0
grlga?
Q242 ,
LA P
a2
si ne da prin integrare
2 At e byt o fard - 512y
A (,1 ¢ + e
Spatiul (31) admite grupul
vl e
Y2 e y2 2
S LN

(32)

(33)

(34)

cu #f — 2+ 2 parametri ¢!, 2 a* ¢, % 51 poseda doua forme Ptaff

1
invariante dal, dx®.

Determinind pe cale directa grupul spatiului (31), obtinem tot formulete

(34).

Spatiul (31) nu este proiectiv euclidian, cici componentele tensorului

lui Wexl de forma

a9, .1

.x 2 3 .

K I a?
* oo 1

nu se anuleazd pentru a ¢ 0.
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NPOCTPAHCTBA An, JLONYCKAKOWME m - 2 WHBAPHAHTHBIE ®OPMBI
MPAGDA

(Pesiwwme)

TIpy noMout COOTBETCTBYIOIMUX CTPYKTYPHBIX YPaBHEHHI H3Y4AKTCH HPOCTPAHCTBA
An. donvekawmie m-<n #HBapuauthble Qopyut [lpadba n obnagaomube mMakcuMalnbHOH
HQABHKHOCTHIO. MHBapHanTHele GOPMBl JOMMKiL ObTh B 3TOM CJAY4a€ TOYHBIMH I1OJHBIMH
JudipepernataMi, Tak Kak. HHaue, KosbdiuMeHTel HX ABYXAHHEHHBIX KOBADHAHTOR
CTABAT YCJOBHS llapaverpas rpyvnnel. BooGule paccmaTpupaesble npocTpaHcTsa obdajaior
rpyrnuavi npeotpasopanuil snila (22) # cogepxar n- (1 in)® napaMerps B n—m  QYHK-
UMM o, VIOBJATBOPSIOUIHE CHCTEMe YpaBueHuil ¢ wacTHYHbLIMH NPOH3BOAMBIMH (27). B
KauecTpe (pHMEpa JAHO NpocTpanctBo (28). paccmarpuBaemoe W akax. I'. Bpaswnuany
1. a TakiKe NPOCTpAHCTBO, omnpeneisiemoe popmyaamu (31). O6a npocrpaucrsa o61aaair
MaKCHMaAbHON rpynmoft aBumennil ¢ #? - 2n4- 2 mapaverpamy i IONYCKAOT JIBe HHBAPHAHT-
wbte Gopybt Tlhadeba drt, /=,

ESPACES A, ADMETTANT m.on FORMES DE PFAKE INVARIANTES

(Résumé)

A Taide des équations de structure correspondante, on ¢tudie les espaces A, admettant
m-n formes de Pfaff invariantes et possédant une mobilité maxima. Les formes invariantes doi-
vent étre en ce cas les différentielles totales exactes, sinon les coefficients de leurs covariants bili-
néaires imposent des conditions aux parameétres du groupe. En général les espaces considérés
possédent des groupes de transformations de la forme (22) contenant n--(n — m)? paramétres
ot - fonctions « satisfaisant an systéme d'équations aux dérivées partielles (27). Comme
exemple s’encadrant dans cette théorie, on donne 'espace (28) considéré aussi par Gh. Vridn-
ceanu (1), ainsi que Uespace défini par les formules (31). Ces deux espaces possédent un groupe
maximum de mouvements & #% - 2y - 2 parametres et admettent deux formes de Pfaff inva-
riantes dal da?






O EXTINDERE A TEOREMEI DE CONTRACTIE A LUI BANACH
IN SPATII METRICFE,

de
ANDREI NEY

Teorema de contractie a lui Banach se enunta in general astfel :

Dacid operatorul U, care transforma spatiul metric complet E in el
insusi, este un operator de contracfie, adicd, dacd pentru orice pereche de
puncte x, x' din £ are loc inegalitatea

o(Ulx), Uy ) < a-p(x, a) O < 2= 1), (1)

e(x, x') fiind distanta elementelor v i &' din /., atunci in acest spatiu
existd un punct si numai unul 1%, astfel Tneit

U(x*) = 1%

Acest punct 2% se numeste punctul fix al operatorului U si se poate apro-
xima succesiv cu ajutorul iteratiei
Yarq = U(ay) e 0,1, 2,000,
pornind de la un punct x,, oarecare, al spatiului E.
Se mentioneaza in 17 — si se ilustreazd cu un exemplu — faptul ca
megalitatea

S(Ux), U(x") << a(x, 1) (v == 1)

nu este o conditie suficientd pentru existenia punctului fix.

In prezenta lucrare se pune in evidentd o condifie suficienta pentru
existenta punctului fix, fard sd se apeleze la constanta subunitarad =z, care
figureazd in (1). Mentiondm, ¢a M. A, Krasunoselski trateaza in
., Uspehi matem. nauk” nr. 1, X, 1935, pp. 123 127. o problema similari
intr-un spafin Banach, U fiind un operator complet continua.

*
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Se counsiderd un operator U, care transforma spatiul metric complet
FE in el insusi. Considerim numiral pozitiv «(x,v’) atasat perechei de ele-
mente v, v° din E astfel, incit sa aiba loc

AU(x), U < v, ©) s, 1) @)
. , o(Ulx), U(x’
n orice caz se poate lua drept «{v, x') raportul 1(»(-?——7)&2—)'
ofv,x

Se counsiderd iteratia
Ny == () (=0, 1, 2 ...) 3)

cu elementul de pornire v, E. Alegind m > n (de altfel intregi pozitivi
arbitrari, 7 putind fi si zero) are loc inegalitatea

,C(xm xm) < \Q('\,)z' <\—;1—~—1) -+ P(-\‘uwp .\7,,,;2) e e P(”tm 1 xm)’ ('l')
Deoarece
e M) = (U ), U(x)) << oy e g %)

rezulta, in continuare

-

el v y) Jalvg, ag) I 2(x . )
i1

cu ajutorul céreia inegalitatea (4) se transcrie astfel :

w1k
230 ) < (v 1) 8T 2y, ). (5)
k-ai=1
. #”
Seria cu fermenal general u, -« [T a(x,. |, v,) este convergentd, daci —
S|

-- in conformitate cu criteriul lui Kummer existd un sir {c,} de numere
pozitive, astfel, ca inegalitatea
Uy -

¢y = Chaq ow =00
Hyp-- 1

sa fie indeplinita. In cazul seriei considerate mai sus, aceasta revine la
conditia

. l -

¢, e ST T R (6)

a{ Xy, V1)

”% k
Dacd (6) este indepliniti, seriaz IT «(x,.;, v;) converge, deci restul
katdo 1

* k

el R, _, E IT =(v; ., v;) poate fi mai mic decit un numar pozitiv arbit-
koonmd o .

rar, =, dacd n > N, In baza inegalitdtii (5) se va putea scrie

s(x,, x,) << = (m == > N.j,
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adica sirul {x,} este un sir Cauchy intr-un spatiu metric complet, deci
Im x, = y* &€ F. In continuare
= x

o{ g, () == (U (), Uy ) < aly,, x%) cp(x,, 1%, (7)

Dacd pentru orice pereche de puncte v/, 3" din £ avem «(¥', ") < A,
unde 4 este un numdr pozitiv (nu negresit mai mic ca unitatea), rezulta
din (7) -~ in baza continuitatii distantei s —

Hm g, U(x*) ) == 0,

n-x

dect hm v, — U(x¥). Pe de altd parte s-a vazut mai sus, ¢d im x,,, = 1%,
H— x n—xr
deci U(x®) == x% ceea c¢c¢ Inseamna, ca x* este un punct fix al ope-
ratorului (.
In scopul examinirii problemei unicitafii, s¢ presupune existenta a
ined unui punct fix, x, obtinut pe orice altd cale, i se scriu relatiile evidente

s(a, a%) U (), U(x®)) D oaly, a¥)a(y, a%)

de unde rezultd 1 <« «{v, ¥¥%). Dacd insd se presupuue x(x’, v") <2 1 pentru
orice pereche ', ¥" de elemente din £, fird s3 existe neaparat un numar
pozitiv subunitar, 2, astfel ca z(x’", 2") < « < I, atunci din contradictia
de mai sus, (1 <7 1), rezultd, ¢d punctul fix ¢* este unic. In baza celor
de mai sus se poate enunta urmdtoarea

TrorREMA. [9e opevatorul U, care transformd  spatiul metric  complet
LIinel insust si pentru oricare peveche de elemente X', X' din E sd jie
calablld inecalitalea

(U, U)o, 37y o a7, (8)

A\

nunde o indicd distanfa Intre doud puncte din E, 2(x', x"") este un nmdr

pozitiv corespunzdtor perechii de elemente x', X", {ar multimea {a(x', x"')} v oar
sd fie mdrginitd. Dacd pentru multfimea {2(x,, X)) n=0,1,2, ... cores-
punzdioarce sivului de clemente x,, x;, Y, ... obftnul prin intermediul rela-
{iei de recurentd
iy U (v,) (n o, 7,2, ... 9
are loc inegalitatea
1 N .
¢ Cogq 2o 2= O (10)
(i, X 1)
WCayn-u 2 . flnd aor sirode mwmere  pozilive siouode asemcnca un niu-
madr pozttiv, atunct sirul [x,) are o lmitd x*¥* €[5, care este wn punct fix
al transformdrii (o solutie a ecuaticl x - U(x)).
Dacd — in particular pentru orice peveche de elemente X', 8" din E

’

are loc inegalitutea »(x', X'') < 1, fard ca sd existe neapdrat un numdr poziliv
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subunitar » astfel, ca z(x', ¥} La < 1, st dacd totodatd relatia (10} este

indeplinitd, atunct lim x, == x¥, x* fond unicul punct fix al operatorulu! U
Ho> %

(unica solufte a ccuafier x ==U(x)), independent de elementul de pornire x,

a relatiel de recurentd (9).

Observatia 1. Din (10) rezultd

B - i
l(xn: X 1) S T T
N R

Daca ¢, = ¢ =0 (n==0,1,2, ...), atunci =x(x,, v,1,) < < 1,
®o
. - c . “ v
csl punind 2 == T <2 1 se realizeazit cazul prevazut de teorema de con-
wtoe

tractie a lui Banach.

Daca z(x,, X,nq)<<1, fdrd ca sd existe un numdar subunitar si pozitiv, «,
astiel, ca pentru orice n $a aibd loc relatia a(x,, x,.,) < 2 << 1, contractia
se poate denumi slabd, in opozitie cu cazul prevdzut de Banach, care s-ar
putea denuni confractie in sems tare.

Ohservatia 2. Dacd privitor la seria introdusd mai sus, cu termenul

1 114
i1 . .
general w, == 11 a(x;_,, &), avem :’[ = (K, Xyey), dar sirul Ly, v )
iw=1 23
are puncte de acumulare in conformitate cu cele tratate in 2 - de exemplu,
daca
i (. Nopry) =0 2 s m oy, vy, ) = 2 2 o,
P> o P>
s
atunci seria 3w, este convergenta dacd 2’2" <0 /. Astfel s-ar putea avea

1
a <71 sio2 =1 (dar o’o’ << 1) si seria ar fi convergentd. In acest caz
operatorul U efectueazd pe baza Ini (9) de o infinitate de ori contractie
si de o infinitate (numerabild) de ori dilatare. Sintem in cazul unei contrac-
tii ,,aproape peste tot” pe un sir, cind totusi existd punct fix.

Observatia 3. In cazul existenfer unui punct fix, rezultd din (3) prin
trecere la limita cind m — oo, inegalitatea »(x,, v*) a(xy, %) - R, . unde
x

k
R, | = H x(x; 4, ¥). Atunci, co ajutorul sirului {c¢,} din relatia (10) s1

hgy il

il
in baza formulei de evaluare a restului unei serii cu termeni pozitivi, dedusa
in lucrarea 37, rezultd

B . -1 3
2o ¥ < P (o T () - 0 (1)
i i1

"
unde & = lim ¢, 11 a(x,_q, v;). Astfel, avem o evaluare a aproximdirii punc-
V- L =}

tului fix &% prin x,.
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ObPOBILEHHE TEOPEMbBlL KOHTPAKUMM BAHAXA 17 METPHUYECKHX
TPOCTPAHCTB
(Pesziwwme)

Ilyers oneparop U, orobpakaomiil nognoe METpHueCKoe npocTpamTsu b v ero
CaMOro. B Taxkol, uToObl HMETO MECTO HEDPaBeHCTBO

Q((J(-V’), ["(A,//)) < x (,’\"7 ‘;/) . P(/‘v/» ,\’”). ‘l)

A 1060H napul saeMeHTon ¥, v u3 £ re  p SBJSACTCS PacCTOSHHEM MEHIY ABYMs TOU-
kami 13 E, o(¥', 2”) ABASCTCH TOJI0IKHTETHHBIM UHCJIOM, COOTBETCTBYIOLIHM HaPe /IeMEH-

Tok &7, x”, a muomectno {xlv’, 2}, 1 g AOIKHO OblTh  orpaHHueHHBIM. Ecau  aas
sHoxecTsa {x(y,. ,y,h‘])}n_,v nia - - UOJYUEHHOTO MpH MOMOILH PEKYDPPEHTHOH GopyYIh
Taq = Ulr) o 012, th
H3 HOCTEAOBATETHUOCTH &y, Ay, Ay, ... HMECT MECTO HEPaBEHCTBO
L >0 Ry
“n x(*f xo, ) Ln—i-l 2 ¢ >0 { )
n’ n+1
febn ootz ONAYWIL PHAOM  [OJOMHTENbHBIX UHCCA M (o OyAYUH TaKXKe 1IOJ0MKH-
TEHHLIM WHCA0M, HOCIeA0BATe LHOCTE {¥, } HMeeT npegen x* € [, KoTopHi ABMACTCS HeTo-
ABiKHON TouKoll oroGpaxkeuns ( (pemeunne ypasHenus » = [(x)).

Ecau. B uyacraHocTd, s 10060l napsl 3eMeHTOB ¥, ¥ 13 £ HMEeT MeCTO HeDaBeHCTBO
v (¥ X)) < ] Ges moeo, 4mole Cyuecmsosaso HepeMeHHO TTOJ0KHTebHOE YHCI0 ¢ MEeHblle
CUTHHILL, TakiM oOpason, utoOm =(a', #”') < 2 <0 I, H eCIH OJHOBPEMEHHO OTHOILEeHHe
(111} ppinoausercs, To lim X, o= x*, mpuHueM ¥ ABJASETCH eAUHCTBEHHOH HeNOoABH KHOH

> X

TOYKOR oneparopa U, eQiiHCTBOHHOE peLieHile ypaBHeHHs & == L (%), nesaBucuMo ot
HCXOIHOTO %JeMEeHTa ¥, OTHOolueHHs pexyppenrtHoctd (11).

Aprop Aaér 1 dopMYIY AR HCYHCJAeHHS [OFPELUHOCTH ATNpPOKCHMALGL.

UNE EXTENSION DU THEOREME DI CONTRACTION DE BANACH DANS
UN ESPACE METRIQUE
(Résumé)
Soit U un opérateur qui trausforme l'espace métrique complet, £, en soi-wéme et pour
chaque couple d’éléments x’, »/ de I considérons comme valable U'inégalité

B(U(x), UE") < al¥, 7). olw’, 27), O
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oit ¢ indique la distance entre deux points de 77, «(x’, ¥’} est un nombre positif correspondant
au couple 1’, ¥ et soit I'ensemble {afx’, 2’} .. c g borné.  Si pour lensemble

lation de récurrence

{alx,, x"+1)}” =012 ... Correspondant & la suite g, a4y, ¥,,... obtenue & laide de la re-

S U(;‘,-”) (= 0,1,2,...) ey
4 Heu lindgalité
/ -
olt {c,}, . ¢ 1,0 . . est une suite de nombres positifs et 1 de méme un nombre positif, alors la

suite {xy} aura une limite +* €F, qui est un point fixe de la transformation U (une solution
de Péquation x = L(x)).

Si, en particulier, pour chaque couple d'éléments +', +”" de £ a lieu I'inégalité «(1", 27) .7,
sans g’il existe nécessairement un nombre positif « plus petit ue 'unité tel que I'on ait
o2(x’, 7)) < a<(7 et si en méme temps la relation (ITT) u lieu, alors on aura lim v = 1*;

n—>w N
¥* étant le point fixe unique de l'opérateur U, la solution unique de 'équation x=[{x:. Ce
point fixe est indépendant de I'élément initial x, de la relation de récurrence (II).

L’auteur donne aussi une formule d’évaluation de Uapproximation.



PROPRIETATI ALE ZEROURILOR SOLUTIILOR ECUATIILOR
DIFERENTIALE NELINTARE DE ORDINUIL Al, DOILEA

de
I0OAN A. RUS

1. In lucrarea |1 matematicianul italian L. Tonelli a stabilit o
teoreméa de tip Sturm relativ la ecuatia neliniard de ordinul al doilea

Fly, v, v, v =0 (1

in anumite conditii asupra functiei F. Rezultate in aceastd directiec au mai
obtinut printre alfii 1. Bihari {2], [3], Oakley (4], . M. Kuks
{51. De asemenea in [6], in ultima parte, se abordeazd aceastd problema.
In [7] Butlewski di citeva criterii de oscilatie si neoscilatie relativ
la o ecuatie de forma

L0 ) ) 4 Qe t) = 0 )

Scopul notel de fata este de a pune in evidentd alte proprietdti ale zerou-
rilor solutiilor unei ecuatii diferentiale neliniare de ordinul al doilea.

2. Trecem acum si stabilim

TrorrMa 1. Dacd ecuatia (1) este astfel, incit

1° functia F'(x, v, v, v"') este omogend in raport cu ansamblul varia-
bilelor », ¥', &'

2° dindu-se x, € (a,b) si 3, si v & (— o, 4 o), existd o solutie 5i
numai una a ecuatiel (1) ce satisface condifiile

atunci, daci v, si x, siut doud zerouri comsecutive ale derivatei v (x) a
unei solutii y,(x) a ecuatiei (1), orice altd solutie v,(x) a carei derivata
v'(x) nu se anuleazi in x, si v, se bucurd de proprietatea ca v,(x) arc
un zero $i numai In intervalul (x,. x,). ‘
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Demonstratie. Sa presupunem contrariul si anume cd y,(x) este dife-
ritd de zero in intervalul {x; x,7. In baza ipotezelor din teoremid putem

P;

presupune ci

vo(x) =0 pentru v € (v, ay)

1
V(%) >0 pentru x € [x, x, .

Tinind cont de Lema lui Tonelli {8 rezultd ca exista un v, S(a,, v,)
s > 0 astfel Inelt

Vol o) == ny (vo) vy (%) = 23 (xg)

Din conditia 2° rezultd c@ y,(x) = hy,(x) si astfel am ajuns la o contra-
dictie, contradictie care demonstreazd teorema.

Trorema 2. Dacad ecuafia (1) este astfel Tneit

17 functia F(x, v, v, 4"") este omogend in raport cu ansamblul varia-
bilelor v, v/, »";

27 funcfia F(x, v, v/, v"") satisface unet anumite conditii de unicitate
a problemei lui Cauchy;

3° ecuatia

Fx, 2~ 1) - 0

nu are nici o radicind reald in intervalul (g, 6) pentru orice v 7= 0 din
intervalul (-- oo, - oo}, atunci, oricare ar fi ¥ == y(x), o solutie a ecuatiei
(1), zerourile lui y(x) s1 v'(x} se separd in intervalul {a, b].

Demonstratie. Va trebui sd arfitim cd dacd x; i x, sint doud zerouri
cousecutive ale lui +'(x), atunci y{x) se anuleazi in intervalul (x,, x,).
Pentru aceasta sa presupunem contrariul ¢i anume cd, y(x) 7= 0 in inter-
valul x;, x,7. Pe baza Lemei lui Tonelli existd un x, &€ (x,. x,) st un A
(pozitiv sau negativ), astfel incit

M) = (xg) v(xg) = hy = v (xg) = ()
sau
’ " 1
Vi) = w30 = oy
$1 inlocuind in relatia
Flxg, y(x9), ¥'(%o), ¥ (x0)] =0
obiinem %inind cont de 1° si de faptul cd y(xg) 320
F(xg, 22, %, 1) =0

Am ajuns astfel in contradictie cu condifia 3°, si astfel teorema este demon-
strati.
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~i

CBOMCTBA HYJIEM PEIMEHHMNA HEJHWHEWHBIX IHGPEPEHIIMAIbHBIX
YPABHEHWI BTOPOTO MOPHJIKA

(Peszwwme)

Haxoaarca HEKOTOpbie CBOHCTBA HY.Ieil pelieHHil 0 HOTO ANDPePeHILIATLHOTO Ypas-
HeHis BTOpOro nopaaka. OCHOBHBIE Pe3VIbTATH COAEPIKATCH B

Teopeme 1. Ecan ypasnenne (1) taxoso, uro

1O @yuxuna F (¥, v. o' v") SIBIFETCH OAHOPOAHOHR [0 OTHOWEHHIO K COBOKYIHOCTH
nepeMeHHBIX v, v, v

20 0as Ao £ (wb) v, v, € (= ool o0 W), CYHICCTHYET 0HO M UL 0IHO
peinesie vpapueuna (1), viowieTsopsiomee  yeJaoBHsM

¥ (%) = Yoo v () = Yo

TOTAA, €CHH ) M ¥y SBISIOTCH ABYMS [10CIE10BATEALHENMI HYASAME OPOH3BOAKONE v (%)
petilenust v,( v} vpasuenus (1), 1o ;s 1106010 pelueHust vy(x) TPOHIBOAHASR KOTOPOTO v, ()
HE DERHA HVWIO B &) H Ay vo(¥) MMEET ONMH 1 JIHUIL OAHH HYNb B TIPOMEMVTKe (#,%;).
Teopesma 2. Ecnu ypasuenue (1) TakoBo, uto
1O ©yuxkuua [(x, v, v/, v') ABAAETCH OJAHOPOAHON 10 OTHOWEHHIO K COBOKYITHOCTH
NepereHHBIX v, v/, v
2¢ dyukuua F{x,
HOCTH 3aianu Kouu
Jv. ¥pasrense F(x, v, . 1) 0
HE WMEeT HH 0HOTO AeHCTBHTENbHOIO KOpHA B HHTepBaje (a, &) Aasd J1i000oro v =0 H3 (—
— o, +oo), Toraa A1d moboro v=- v{x) ypasuenus (1), nyan v(x) 1 v’ (x) oraeasnorcs
B HHTEpBaNe la. b7,

’

, v VAOBIRTBOPACT ONPEACJEHHOMY VCIOBHIO €AHHCTBEH~

}{ — Bubey—Bolyai: Matematic¥-fizicd 1/1965.
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PROPRTETES DES ZEROS DES SOLUTIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON-LINEAIRES DU DEUXIEME ORDRE

(Résumné)

Les résultats obtenus quant a ces propriétés sont contenus dans lex théorémes suivants :
Théoréeme 1. Si 'équation (1) est telle que:
1°. T.a fonction F(x,y, ¥, ¥"”) est homogéne par rapport & l'ensemble des variables
’ ’/I. - : X
¥ LY
2°, FEtant donné x€{a, b) et y " et v " €{— o, o), il existe une solution de I'équation
(1) et une seule qui satisfasse aux conditions

’

Vlwg) =yt v E g =y

e

alors, si r; et a, sont deux zéros consécutifs de la dérivée v,"(¥} d'une solution v "{x d¢

I'équation (1), toute autre solution v,(x) dont la dérivée v '(x) ne s'annule pas en 1y et
,

#,, jouit de la propriété que v,(¥) a un zéro et un seulement dans lintervalle (x;, ¥,

Théoréme 2. Si Véquation est telle que:

1°. La fonction F(x, v.v’,v"”") est homogéne par rapport & Uensemble des variables
vy, Y
2°, La fouction F(x, y, v/, ¢"") satisfait & une certaine condition d’unicité du probleénwc
de Cauchy:

37, L'équation

Flx, % ~, 1) =0

n’a aucune racine réelle dans Uintervalle {(a, b) pour tout v == 0 de Untervalle (—oc, -z,
alors, quel que soit y = y(x) comme solution de I'égnation (1), les zéros de v(x) et v'(1) sc
séparent dans l'intervalle [a, b

3



UN ALGORITM PENTRU REZOLVAREA UNUI SISTEM DE
INEGALITATI

de
I. MARUSCIAC

1. In rezolvarea diferitelor probleme de programare liniard, majori-
tatea metodelor cunoscute pornesc de la o solutie cunoscutd a sistemului
de inegalitdti la care sint supuse variabilele. FEste adevarat ¢d in multe
probleme concrete de programare liniard, de cele mai multe ori, se cunoaste
o astfel de solutie din practicd. De asemenea, cind sistemul de inegalitati
nu este prea complicat si numarul ecuatiilor nu este prea mare, o astfel de
solutie se poate obtine si empiric destul de usor. Dacd Tnsd numarul ecuatiilor
este mare, gasirea unei solufii este o problema destul de dificila. De aceea
sint necesare anumite metode mai generale cu care sd s¢ poatd rezolva aceasta
pr()blema si cu actualele masini electronice de caleul. In acest scop se poate
folosi $1 metoda simplex, luind ca functie de minimizat o functie arbitrara
de variabilele respective.

In aceasta nota vom prezeuta un algoritm cu care se poate totdeauna
determina o astfel de solutie si care constd in aplicarea algoritmului lui
S. 1. Zuhovitki (3 construit pentru rezolvarea umnei probleme de
programare liniard mail generald, cind se cere de maximizat mai multe
functit liniare de varia )110 considerate. Acest algoritm se bazeazd pe me-
toda gradiantului si are o sferda foarte mare de aplicabilitate. Autorul sus
amintit a dat algorltmg analoge si ])(‘11'(1’11 rezolvarea diferitelor probleme
de cea mai bund aproximatie '71, "

Fie deci un sistem de inegalitati

A(x) = a0y = Ay o Ady, (1)
care poate fi compatibil sau nu. Problema care se pune este de a stabili
dacd sistemul este compatibil sau nu, iar in caz de compatibilitate sd se
gdseascd o solutie. Algoritmul pe care-l ddm mai jos va rezolva simultan
amindoud din problemele puse.
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3. Sa trecem la prezentarea schemei algoritmului.

Se pleacd de la un punct arbitrar x' = (x], &}, ..., ¥,) din spatiul »
dimensional al variabilelor x,, x,, ..., x,. Inlocuind coordonatele acestui
punct in membrii intli ai ecuatiilor (1), putem avea doud cazuri: sau
toate ecuatiile A;(x') > 0, si atunei x” este punctul cdutat, sau unele dintre
ele sint negative. Fie 7, indicele ecuatiei pentru care avem

’ ™1 ’ -
Ay () = xr(lin A(x) <.
K

Putem presupune cid avem o singurd ecuafie pentru care este atins

minimul, cicl in caz contrar, dupd cum vom vedea, se reduce numai numaral

pasilor in algoritm. De asemenea, renumerotind eventual ecuatiile, putem
presupune ci 7; = 1. Astfel avem

A(X) < A(x'), ioe L

Din punctul x’ ne deplasdm pe directia normalei la planul A (x) =
spre acesta, pind ce ,,distanta’” la A;(x) = 0 devine egald cu distanfa la
incd un plan Ai(x) = 0, ¢ = 1.00 Cu alte cuvinte, ue deplasam de-a lungul

I

vectorului 2z = (L, ..., ¢,), unde

v et
SE T B
T dip
k=1

unde semmnul din fata radicalului se ia In asa fel, incit

d

n
’ " . v
A ), = a, G >0
=1

si determind apoi cea mai micd valoare pozitivi a parametrului ¢ pentru
care avem

Ap(x” + 12"y = Af(x' + 1), i£ L

De unde

Fie

t, = mint; >0
]

1, futelegem aici prin ,,distangi* de 1o un punct le planul A+ - 0 valoarc: mem-
brului intii in acest punct.
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Putem presupune ci ¢, este atins pentru A,(x), asa incit, notind x”
[

=y -+ 27 avem
Afa") = A7) <A, P72 (3)
Daca Aj(x") > 0, atunci x”" este solutia cautatd. Dacd A,(x") < 0,
atunci ne deplasam din punctul x’' in planul ,,bisector’” al planelor A (x) ==
== () s1 Ay(x) == 0 pe directia gradientului functiei
By, 50 = A ) A+ M[A(X + 12) — Dp(x7 7)),

’

adicd pe directia vectorului " = ({, ..., L) pentru care
v’ (?(1)1 “ . «
S, = 6»2 = Hay, + Mla, —a,)], k=12 ... »n
k

unde 7, s¢ determind din conditia

E la,, + Mlay, — ay) ! (4, — a,) =0,
=1
adica

Z (@ — ag)®

iar

Semnul din faga radicalului se ia in asa fel incit
d ” .
Lt .~’I e N4
.'_It-Al(x )y = Y a5 >0

Pe aceastd directie ne deplasim, méarind toate distantele, pina ce acestea
devin egale cu inci una la un al treilea plan, adicd determinim parametrul
t din egalititile

A’ 4 12"y = A(x” "), 1 1.2,
adica
A(#) - A ()

3
[ = e A

= - oy
l (@ ag)G,

Presupunem si acum cd ¢, este atins pentru Ag(x). Atunci avem in
punctul 2" = 2" -+ §,2"" relatiile

AY(&"7) = Dg(x7") == Dy(x"7) < Afx"), i 1,2, 8. (4)
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Daca A (x") > 0, atunci x""" este solutia cautatd. Daca A {(x"") < 0,
atunci proceddm ca $i in cazul precedent.

Continuind asa vom ajunge la un punct v'”

{(p -~ n) pentru care
A7) = A = = A < AT, T 12 p (D)

- )N . ips . - « - 3 )
Daca A, (x'”) > 0, atunci 7" este solutia cautati. Daca A,(x¥) < 0,
atunci construim urmatoarea aproximatie ca 31 pind acum, deplasindu-ne
pe directia gradientului functiei

[7
- v A (0 L - it @2
©, (Z T A fz) 4 Z L AT k) A i2)
7wl
adica pe directia vectorului ' (Z(f", :i,p’)» pentru care
e r 3
iy p-1 L - o 3 )
% Bt g t(am 2 2 (ay, u)k)), k 1, 2, . W
3%y ) =2 !

unde parametrii 7, se determind din conditiile

i

E C;M ey, —ay) =00 g 28,00 P (6)

AR=1

iar

Semnul din fata radicalului se alege astfel incit A,(z') + b, > 0.

Dupi ce s-a determinat gradientul '’ ne deplasam pe aceastia di-
rectie, majorind toate distanele (avind mereu A (x'" — &) = .. .=
= A (x4 £2'7)), pind ce se ajunge ca aceste distante si fie egale cu
micar incd una la un alt plan, adicd determindm parametrul ¢ din egalititile

/_\l(xlf’,‘ -+ tz(i‘)> . A;‘('\,i!ﬂ + t:(/"), Z';/: 1,2 ..., /))
adica
A%x(!’}) — A (xiﬁ}) .
lf,,’:—'——“-*“———l—-“- , 1?1,2,,..,[’

”

Z (@, — ay)

=1

=

si fie #, = min¢ > 0. Presupunind ci {, este atins pentru Ay, (x), urma-
. . . . ip1)
toarea aproximatle va 1 atunci AP = 4 -} tpz“’ ).
Continuind asa, vom ajunge fie la o solutie, fie la un punct stafionar

(g > n), adicd la un punct in care avem

Ay = =AY < ALY P22 g A <0 (7)
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31 nu existd nici o directie in care sa ne putem deplasa, mirind toate dis-
tantele cu pdstrarea egalitatii din membrul intii din (7).

Analitic, aceasta inseamnad cd sistemul (6), care determina ve(,torul
gradient, nu are solugie diferitd de cea banala 7, =0, k= 1,2,

Sa considerdm sistemul

Afv) 00 A = 0L A (x) = 0. (8)

Fie r, rangul matricei coeficientilor sistemului (8). Aceasta inseamni
cd existd 7, plane care au in comun o varietate n-r, dimeunsionalid. Duceiu
prin punctul x'% un plan r, dimensional, perpendicular pe planul #n-r,
dimemional dc interseqie Punctul de interseqic il vom numi virf. Dacit

(8) ai caror matricea Loefluunplor ecuatiilor este egala cu n. In cazul
re << m, dacd existd mai multe matrici de rangul »,, atunci este evident
ca toate planele de intersectie n-7, dimensionale corespunzitoare vor fi para-
lele intre ele, céicl In caz contrar ar rezulta ¢d rangul este mai mare decit
ro. In concluzie, aceste virfuri se obtin fie rezolvind slstcmul format din
cite n eccuatii din (8) cu determinant diferit de zero (dacd 7, = #n), fie prin
intersectie a cite 7, plane din (8) cu planul perpendicular pe muchia co-
mund 2-r, dimensionala, dus din punctul 1@, adicd rezolvind sistemul for-
mat din cite r, ecuatii din (8) si n-r, ecuatii ale planelor perpendiculare
pe muchia comund a primelor r, plane.

Fiecdrui virf 11 atasdm, dupd S. 1. Zuhovitki 3, un numar
caracteristic k = ky -+ k,, unde &, este numarul planelor ce trec prin virful
I, dar k, este numirul planelor din (8) pentru care A;(Z) > 0.

Dacd & <2 g pentru fiecare virf, atunci sistemul de inegalitdti este in-
compatibil.

In acest caz, punctul 1 se gaseste in interiorul unei prisme (in par-
ticular cind 7,=#, in interiorul unui simplex) mirginitd de planele (8) si nu
existd nici o direcfie pe care toate distantele la planele (8) sd creasca.

Dacid existd un virf £ cu caracteristica £ = ¢, atunci din punctul x@
ne deplasim de-a lungul segmentului x' € pina ce dam de un alt punct
stationar. In timpul deplasirii, toate distantele la planele (8) cresc, ra-
minind egale intre ele numai cele la planele ce trec prin virful £, restul
crescind mai repede.

Continuind astfel procesul, vom ajunge, dupa un numar finit de pasi,
fie la solutia cdutatd, fie la un punct stationar pentru care caracteristicile
virfurilor corespunzitoare vor fi mai mici decit numdrul planelor, deci
sistemul format din aceste plane este in compatibil, prin urmare $i cel initial.

Pentru ilustrarea metodei ddm urmatorul

EXEMPLU : Fie dat sistemul de inegalititi

Afx) == 3x; + x, — 3> 0 Ag(x) = —4dx, — 3x, + 1220
Ay(#) = 2+ 2y — 22> 0 Bg(x) = — x +2 >0
Ay(x) = %y — 1 >0 A(x) = %, —x,+1 >0

Ay(x) = Xy >0
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Pornim din origine, adicd 1" == 0 (0,0). Se observa ca A (0,0) = -3
este valoarea cea mai micd. Prin urmare ne deplasam spre planul A (x) = 0
pe directia perpendicularei, adica pe directia vectorului i’ = (3,1). Calculind
valorile lui #; dupa formula data In pag. 3, gdsim cd cea mai micd valoare

a parametrului este atinsd pentru planul A,(x) = 0, si este egald cu L
7 8

. ! .
adica /1, =~ . Deat

. . : « , . 4
Calculind gradientul corespunzitor, avem :' = (0,1), iar {; = - si

’ 3
este atins pentru planul A.(x) = 0. Prin urmare a doua aproximatie este

1 ( 1 3
X ( E, *ZJ .
In acest punct avem
AI(XI/I) — A‘)(xlll) — A (xlll) — (),

b

11 tre 1
A:}(x ) == A4(x ) == ’2“> Ag

De aici se vede ¢d 1’ este o solutie, 1 procesul s-a incheiat.

Observatie. Pentru ugurarea calculului se poate lua in loc de versorul
gradient un vector paralel in asa fel, incit componentele sa fie numere
intregi, agsa cum am procedat si in cazul exemplului de mai sus. De ase-
menea si punctul de pornire, de cele mai multe ori, se poate alege in aga
fel, incit numarul ecuatiilor cu membrul intfi nagativ s fie mic, cdci
atunci se reduce numdirul pasilor in algoritm.
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ATFOPHOM 19 PEIIEHIST CHCTEMbBL IHHEPABEHCTB

(Pezwome)

TIpHBOMHTCS KOHeUHBIH aNropHgm NpH 11OMOUIM KOTOPOTO MOYKHO BCETAd ONpenendTs,
N0 KOHEUHOMY UHCAY 1uaroB, pelienne mo6oil CHCTEML! JAHHEHNBIX HepPaBEHCTB. 3TOT alro-
PHOM OJHOBPEMEHHO TNO3BOJAET ONPEAeINTL COBMECTHCCTH IR HECORMECTHNCThH CHCTEMB
HEDABEHCTB, - K KOTOPOH OH NPHMEHSeTCH .

Anropudm ocHoBaH Ha Y 00HOM OpHCTIOCOGMEHHH METOAA I'pajHeHTa

B sax/ouende, I8 HATIOCTPHDPOBAHHA METONA JAaéTCst OJHH TNpHMED.
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UN ALGORITM PENTRU REZOLVAREA UNU! SISTEM DE INEGALITATI

UN ALGORITHME POUR LA RESOLUTION I’UN SYSTEME D'INFEGALITES

(Résumé)

On présente un algorithme fini 4 l'aide duquel on peut toujours déterminer, aprés un
nombre fini de pas, une solution de tout systéme d’inégalités linéaires. Cet algorithme per-
met également de reconnaitre la compatibilité ou lincompatibilité du systéme d’inégalités
auquel il s’applique.

1’algorithme se fonde sur ume variante de la méthode du gradient, convenablement
adaptée.

On donne enfin un exemple illustrant la méthode.






ASUPRA UNEI FORMULE DE CUADRATURA

le
PARASCHIV A PAVEL

I. Prof. D. V. Tonescu aaratat ;1 ca punind restul in formulele
de cuadraturd cu noduri extericare sub forma

si dind o evaluare a lui sub forma
PR << K3, ,

numarul A este in general mai mare, decit in formulele de cuadratura cu
noduri interioare $1 a dat exemple in care a pus in evidentia aceasta.
Se pune problema de a se vedea ce se intimpld cu restul formulelor
de cuadraturd cind la nodurile exterioare se adaugid noduri interioare.
In aceastd lucrare vom studia formule de cuadraturd relative la inter-
valul Ja, ] cu noduri exterioare la dreapta lui 0, in progresie aritmetica,
. b — ua . R R . . \ u b
cu refia A == —— la care se adauga nodurile a si 4 si nodul interior - L
2 9
adica vom studia formule de forma

b
Sf(.\f) ax = A flxg + A a0 4 Auf(x) + R

a
. e a b
X, Xy, .., x, filnd noduri echidistante. unde x, = a, ¥y = —
2. Pentru determinarea formulei (1), intrebuinjam metoda folosita
inlucrarea [2] atasind fiecdrui interval (%, %), ..., (X._;. ¥,) cite o functie
2.(%),. .., 0,(%) care satisface la ecuatiile

e ) = 1 @) = 1, VT (x) =0 (k =34, ..., 0 (2)

1
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Scriind
{ A = §ere () gmax + (™t @ s o (A @
“ a Ty ik

si aplicind fiecarei integrale formula de integrare prin parfi generalizata,
st introducind apoi conditiile la limita

91(xe) = 0 ¢ (%) = 0 . cee ’Pﬁ"”“(l’o) == )
e1(x1) = () ’?1(’51) = @,(%) S CP(I”MU(xl) = ol V(¥
P2 Xs) = P3(¥y) Py (Xp) = ¢ (%,) ‘P'(_;n‘_l)(xz) = o N(xy) (3)
(‘Qﬂ l(/‘;n—l)::cpn(xn I) c?;n——l(xn-—l):cp;t(xn ,,1) T ’sztil)(x»x - 1) = Cpnn 1?(,& 1}
cpn(xn) = O ('P;l(xn) == U T ’Po(yn_l} (x;a) - 0

formula (1) devine

b n—1

(fdr = =P @aftra+ Y 18" (4) — o7, () () + @, (alflo) = 4)

1

"’/1

+ (= el Y (2

a

adica avem o formuld de cuadraturd de forma (1) unde

Ag = — CP(I”J (o)
A, — ’*Pf*n)(xi) ,f (P;mx (%) (0= 1,2, ..,n—1) {5)

A, = cpf:') (%4)

Determinarea formulei de tipul (1) s-a redus astfel la integrarea ecua-
tiilor diferentiale (2) cu conditiile la limita (3).

3. Din ecuatiile diferentiale (2) st condijiile la limitd (3) din nodurile
Xgy Xy, oo, Xy, deducem ci

o) = (X- a)n+1 7§ ) (x . a)n
YT o mae L
(—a)®tt L (pea) (r—xy)" .
(;)2 paney (n']\) ! ~§ I‘O o -t 1 W,,’.)_!__l,_, (b)
sl Ll Aol . -
PR . (R R S N e U S N S O
‘ (n+ 1! n+1)! et n!

unde 24, ..., 2,..; sint constante oarecare.



ASUPRA UNElI FORMULE DE CUADRATURA 61

lmpunind conditiile la limita (3) din nodul x, obfinem un sistem de
ecuatii lineare

n—~1

v, U ) G )" S G

= n! (n+1)! (n1)!

(IR 1

S R R VN (7)

k]
i‘:jﬂ (m—1"! n! n!

71 . ’ a 2
- A — Xi- Xy — X Xy - G
Vo T e e 2) (% - a)*

“ I 2! 2
pentru determinarea constantelor 7, ..., 2y
Prin rezolvarea acestui sistem se obfin coeficienfii cu ajutorul carora func-
title ¢;(x) sint perfect determinate.

Dacd se integreazd ecuatiile diferentiale (2) folosind conditiile (3) in
ordine inversd obtinem ecuatiile :
(¥ — am)"
i L n)
?n(x) = Ayi

n .

Al (x — ag—ea))”
PR L% ol ANl R . ‘ .
G 1(0) _;}0 A (k=12 on = 8) g
v T A e
#alx) = {:’0 Poi-1 n! T e
n%] . (x — -s‘-i-l,‘»” : (.};»~x2)"+l
w®) = X W T - (1) !
=0 " N1
Intre coefictentil 7, 27 si -, avem relatille urmatoare
Ao == — Ty
A= - (1=12, ,no-- 1) (9)
n—1
Ay =204 % w
o
s1
- *®
40 = Ap—y
1, == Wi (+ =0,1, ... =n 1) (10)
n—1
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4. Daca in formula de cuadraturd (1) inlocuim funciia f(x) cu fune-
fiile

se obtin in acest mod coeficientii ;. Efectuind substitutia
Xo=m Ny e uh

obtinem expresia coefictentilor .,

1
_‘] 3 i i X
A= () /15 1t Do~ 0= 20— 0 — 1) oo ]
R
[}
2 b w2 - 20— ) =g - 1 du (112)
pentru 7 = 1,2 . - 1

In mod analog se obfine

] S (o0~ 1) oo 1 (20— 0y du (13

st se constatd ca A, >0, presupunind # > 3
£l )] -

La fel se obtine
A, =1‘S w1y oo (- -4 2) (200 0 -+ 2)du (14)

siose constatd ¢d A, are semnul lui (--1)% 1 pentru » >» 4

5. Graficul functiei o (x) este dat in figura 1.

Xo

X,
1
]
]
]
1
]
N
Fig. 1
Iuntr-adevar avem
L da a)! ! N (v u}"
oy (x) = e 0 T
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s1

(v a)y* L (reea)

w (1) = i ol NIER .

l( ) n! 0 (n- !

1
. /i .
unde ho 7oA = — Zr' S (L) (2 —uu) . .. (n— 1 — wyn — 2u)du
n

s1 putem scrie

n- 1 ,
2, (x) = (3(-%—{(11 — i x o a) — /IS(I ) (L) (-1 721)(1z—~21/1)n’u}
(n—1)tn!

Se constatd cd paranteza mare este negativa pentru v o= a sl este
de asemenea negativd pentru x == x;, deoarece avem inegalitatea

1
S {1 M2 ) ey (i — Ziyde T (o 1) (15)
0

IS8

care se demonstreazd cu metoda inductier complete (x> 3)
_ Prin urmare ¢ (x) < 0 pe intervalul (v,, ¥, de unde rezultd cd g, (x)
are graficul din figura (1).

De asemenea se constatd ca graficul functic

H

(% %n) - {(Xp—x)
() ag gy,
. n!

i

este cel din figura (2)

Fie 4.

deoarece s-a ardtat la nr. 4 ca x5, = A, are semuul jui (— !

6. Dolinoamcle @q(x), v,(x),. .. 0,(x) sint de gradul n. adicd ¢ (x)z=0
pentru k=3, 4, ..., n
Din formulele (6) avem

"?j;") == 2h + 7"0 e 7*] o 7"2 *’]1: 7:” "‘1{» e A’tvl 4 3
PRI SR WS R WD S S PR B (16)

R B Y TSy WP S
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si vrem intli sd demonstriam ca coefictentii A; din formula de cuadraturi
(1) se bucurd de urmitoarele proprietiti

(-D""'4, >0
(-1, + Ay ) -0 ool 2 (17)
(1) (A, A ) 0 =201 4,5, n)

In general avem, tinind seama de formula (13
=

i
Ao Ay = 17((;::_)1-—;1‘)]%”%- Do w—i43) (i 1) . (u—n+1)  (18)
{23 n — 20 + 1) + w2 [—n? + #{d — 20) 4+ 82— 14 + 6] 4 w w2 — 3) -+

4= (1 — 202) — 448 4- 1442 — 1270 + 4 - {0¥(— 2+ 31 2) + n(28 —

— 512 4 31 — 2) — 20 - % 271} du

Sa observidm c¢a produsul din faja parantezei mari de sub semnuj

integrald are semnul lui (—1)". Ramine si cercetim semnul polinomului
din paranteza mare, pe care-l notdm cu A, (#) si care se poate pune sub

forma

Aj(n) = 2413 4 Bu? 4 Cae — D, pentru # = (0,1), unde (19)
Ao=n— 27 -+ 1
B, = 0?4 (5 — 20)n 4 8* — 141 4+ 6 (20)

Cooms (20— 3)n® — (1~ 2080 + (— 48 - 1442 127 + 4)

Dy (o 02 o 30— 2% A= (205 = 572 4 30 2) em (-~ 208 - da2— 21)

Pentru aceasta vom considera derivatele succesive ale lui A;(u)
A(u) = 64+ 2Bac - (

A () — 1244 + 2B,
A () = 124

1. Semnul lui A (1), Daca n > 2 — 1, _\l(u) >0, iar daca n < 2¢ —
- 1, A;w(u) < 0. Cind n == 27 — 1, A;(1) se reduce la un polinom de gradul
al doilea. Acest caz se va examina aparte.

2. Semnul lur A (ay. Daca n = 2i -~ 1, _\I creste de la 2B; la 2(4; + B,).
Avem

Bin) = — a2 4 (S - 20n 4 (8 — 6){¢ — 1) iar

By - 6A;(n) = = p? == (11— 20)n = 82 — 267 -+ 12
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Trinomul B;(#) are doud rddacini reale, una este negativa iar alta po-
zitiva. Deoarece B;(27 — 1) >0, si Bi(2) < 0 rezulta ci B;(n) + 64,(»)
este un trinom de gradul al doilea cu o rddacind negativa si alta pozitivi,

Avem 3(21 : ) 64210 — 1) >0
B (24) - - 64, ("1 <0
de unde rvezulta ca Bi(n) -+ ()1( < 0 pentru n > 2¢ — 1
Prin urmare A" (1) <= O, pe intert cl/lé/ 0, 17 pentru n > 24 — 1.
Daca n <2 20 — 1, trinoamele Bi(n), B;(n) + 6-1,(n) sint pozitive pentru
3 o< 20 -
Deci A, (10) = O pe antervalul O, 1. pentri n << 20 — 1

37 Semmud lui A (u). Pentruw — 0 avem A(0) - ('}, iar pentru u - -1
avem A(l) = 64. 2B, +
Sa examindm semnele polinoamelor de gradul al doilea in 1, Ciln) st
64 () 4 28;(n) + C;(n) Avem
Ciln) == (20 — 3y -+ (1 — 2w -+ (— 43+ [z 127 5 4)
Polinomul C;{n) are riddcini reale i de semme contrare pentru
iar coeficientul lui #? este pozitiv.

Deocarcce C(21) = 2(i2 — 5 -+ 2) = ()pcntruz >4, rezulta ca Cyn) = 0
pentrusn >2¢ — 1si7 = 4 Pentrun = 2/ — Tavem (', (27 — 1) ~ 4 (7
[ <0
Deci C;(n) < 0 peutru n <7 20 - 1,

:

i >3

Avem Py(n) = 64.(n) )’( 1) A Cin) = (21 - m® = (2% — 4+

S A7)+ (- 4B o 30i - 520 L 22)

Pentru # == 2t + 1, avem P27 4+ 1) = 82 - 40¢ -+ 34 >0 pentru
1= 4.

Prin ummre P(n) > 0 pentru = 20 4 1. De asemenca pentru
= 27— 1, avem P (27 1) = — 42‘( 2) < O s1 dect P;(n) < 0 pentru
n o<t 2 — 1.
Din aceste calcule se trag urmditoarele concluzii :
a) Deoarece pentru n > 27 + 1
A’ {#) < 0 pe intervalul [0, 1] iar
A;(O) == (i(n) >0 si A;(l) = P;n) > 0

deducem ca A; (#) >0 pentru » > 27 4 1
b) Deoarece pentru # < 21 — l avem

A: {#) = 0 pe intervalul {0,1] si

A[0) = C,(n) <0 A(l) = Py(n) <0

deducem cad, (u) << 0 pentru n < 27 — |

~

5 —- Babeg—Bolyai: Matematica-fizicd 1/1965.
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400 Semnud lud Aj(u). a) Pentru o 20 - 1 s-a vazut mai osus cd
A}(u) =0 in intervalul [0, '
Deci A;j(u) creste in intervalul 0,1 dela D) la Q:(n) = 24d.(n) =
4 Bi(n) + Ci(n) - D (n)
Avem Diny oo — (0 D@ 2)n% 4 (8 = 2)(2¢% 7+ 1jn
20( ~- D?

Discriminantu] acestui trinom este

() = {(F 225 1 D=8l D30 2 e (- 28— 2o
4 373 — 360 4 130 - 2) ¢ se constatd cd pentru /= 3 avem A -0

Trinomul D;(») are deci radacini reale 51 pozitive.
Deoarece D20 2}y = 4 D(E? - 30+ 1) >0 pentru ¢ = 3, 1ar

D20 4+ 1) == =2(0 -~ Hr* 4 22+ 1) < 0 pentru ¢ -3
ducem ca D, () < O pentru n > 2/ 4+ 1
Pe de altd parte avem Q;(n) = - (1—2)(1 ~- 3jnd+ ((— 322 1 u
(0 1)(67% — 207 ~ 12} se constatd ¢a Q;(2i-+ 1) =  2[2%(r  8)~ 1%

+ 6 st avem Q27 - 1) << O pentru ¢ > 3 sica Q:(2r - 2) = 2(7 - 'y
H(27 ~ 3) > 0 pentru 1 > 4

Dect A {u) < O pe intervalul O,1] penfru n = 21 - |

b) Pentru n -~ 2 — 2 s-a vazut la punctul 3, b cd N (u) < 0 ne in-
tervalul [0,1] deci A (1) descreste de la Di(n) la Q;(n).

D;(n) este un trinom cu rdddcini pozitive cuprinse prima intre 1 st 2
si a doua intre 2/ - 2 si 2/ -+ 1. Deducem c¢a pentru u < 20— 2. ) (n)
este pozitiv.

De asemenea Q;(n) este un trinom cu radacini pozitive cuprinse prima
intre 3 st 4, iar a doua Intre 2 — 2 si 27 4- 1. Dect Q;(#) == 0 pentru
3 < n o< 21— 2

Rezultd cd Aj(u) >0 cind 3 << n < 20 — 2 st u cuprins intre o 5t /.

5°. Cazul n = 2i — 1. In acest caz polinomul A,(x) este A;(u) = 21! u?

270 — Do + 15 — 30 + 1]

Deoarece Az (u) este pozitiv, polinomul A(u) va creste de la A;((,})
= 4i(1 — 1) < 0 la A1) = 4i(2 — ¢) < 0 Deci A(u) este negativ pentru
e 10,1, 7 = 3, ceca ce Inseamnd cd polinomul A (u) descreste pentru
w (0,1 de la 2¢(/* 30+ 1) la 2¢(0 — 452 — 1), adicd A.(u) este pozitiv
pe intervalul 0,1 pentru ¢ > 4 i w o= 21 — 1

6" Cazul n = 21, In acest caz polinomul A (i) este N(1) = Z2(n -+ 1)
[ -~ 2(1 — N+ & — 3 Polinomul () == u? — 2( — Du + ¢*

A N - .
— 31 = U pentru # ¢(0,1) deoarece 1" (1) este pozitiv pentru orice i, ceea

A » - 4 B - . . .
ce Inseamnd cd I' (u) va creste de la 2(1 - 1) la (2 — 1) deci este negativ

pentru  » =(0,1). Polinomul (2} descreste de la i(¢ - 3) la & - 574 3
Dect pentru # (0,1) $1 7 = 5,6, ... polinomul A/(u) este pozitiv.
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7. Casul n - 21, 1 = 4. In acest caz din formula (18} avem

1
A, A4, 2 Su(u e (e - S B (1 - TY(eR - Su?  2u - 4 du =

Ptn
2 50 122 0
IR 315 |

In concluzie se poate spune ca polinomul (19) A;(u) este negativ pentru
%2 e+ 1, 1 >3 1 este pozitiv pentru 2 -2 27 $1 ¢ > 3. Tar sumele (18)
s¢ bucura de proprietatile

(— D, - A, ) >0 pentru n << 28 51 7= 4,5,6, ...

17

(-1 '(A, + A, ) >0 pentru v > 2041 s17=4,5,6, ... 17)
7. Vom demonstra in cele ce urmeaza formulele

20 (A A Ay Ay >0 (21)

20— (4y + 4, — 4, ~ A,) -2 U adevirate pentru orice . (22)

Folosind formula (13) gdsim suma

—

unde /7, - S B3 —u)yd—uy...m 1 — u)lud(—2n -+ 60 — 4) + #*(n® —
- nw® e 8n 4 12) o+ u(— 0 - Trd — 100 — 8) + 8nldu

Demonstrarea inegalitatii (21) revine la a demonstra ca I,<<4n !, ine-
galitate ce se demonstreazd cu metoda inductiei complete, si care este ade-
virati pentru n = 5.

In mod analog se demonstreazit 1 (22)

h

Se gaseste suma A, + oAy o+ Ay 4, = e J,, unde
EARE (O

1
J. - 8(4 e ) (5 =) L )t 23 4 12012 22 12) P (it —

a
- 31n? 4 90n 72) w0 3nt b 2003 33w - Hdn 4 132) - w20
= A8 - Ton? - 1 20m - 72) 4 720 du

Ca g1 mai sus se demonstreaza ¢ J - 120! (adevarata pentru s = 3)
Folosindu-ne de expresiile (16) care ne dau dertvatele de ordinul »
ale functiilor ¢, (x), & 3, ... % si de relatiile (17), (21), (22) deducem ca
M (x) 5= 0 pentru
sint polinoame de gradul ».

Pl

3.4 ... I dect polincamele o (). ..., fp”(x}

l
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8. Functia ¢ (x) este negativd in intervalil {(x,. x,).

Vom ardta in cele ce urmeazid ci functia » = o(x) definitd pe iuter-
alul (v, x,). are un singur extremom iu intervalul (v, x,), adicd un
minin.

Intr-adevdr sa presupunem cd funciia v = o(v) ar avea doud extreme
adicd derivata s-ar anula In douda puncte Z,, I, din intervalul (x,, ¥,).

Tinind seama de conditiile la limita (3}, se deduce aplicind succesiv
teorema lui Rolle, ¢ derivata @1 (x), s-ar anula in » puncte distincte
Ty T oo, 1 din intervalul (xgo v)) pe care le vom presupune asezate
in ordine crescatoare.

Punctul 7, nu poate apartine intervalului v, x,) deoarece s-a
aratat cd -, (v) este un polinom de gradul ». Punctul v, poate fi situat
in v, ., v, ) dar atunci nu mai are loc v, -, deoarece dachd in inter-
valul ‘x, ,, v, s-ar gdsi sl g, si o7, atunci aplicind teorema lui Rolle
urmeazi ca derivata o™ (x) si se anuleze intr-un punct din intervalul
(.1, ) ceca ce este imposibil deoarece s-a ardtat lu punctul (6) cd o, (¥}
este un polinom de gradul n efectiv.

In mod analog se aratd cd in flecare din intervalele v, . v, ,),

KXo, Xy) se gaseste cfte un punct 7. In felul acesta ramin punctele 7,
fig, Ty care vor trebul sa se gaseascd In intervalele (v, vy) st lx), x,)

In intervalal (v,. v,) nu se poate gasi nici-un punct 7. conform celor
ardtate la punctul 3.

Urmeazi cda punctele 7, 7, 7, vor trebui sd sc¢ giseascd in inter-
valul 7x,, ¥,). Aceasta iusd nu este posibil, deoarece atuunci ar Insemna
cd @t (x) are un zero cuprins in intervalul (7, 4,). ceea ce este impo-
sibil deoarcce prin ipotezd it (1) = L

Inseannd ¢d unul din punctele 4 nu au loc, adicd cu aceasta am

(¥, vy 8l tinind seama de rezultatele de la punctul 5. rezulta c& acesta
este un minim.
Graficul functiel v = @(x) va fi cel din figura 3.

LIX "Ux ZX IX o’\
Fig. 3.

9. Restul in formula de cuadraturd (4) este dat de expresia

xll

R, = (= 1)+ S p(x)fO D (x) dx (23)
unde se stie ¢a functia ¢(x) pastreazd un semn constaunt in intervalul

(%o, %) dar fx) € Cpyy
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X "

Avem R, = (—l)#t! forth(E) S o(x)dx unde Ee(x,, %,) (24)

Integrala din formula (24) se calculeaza din formula de cuadratura
{(4) inlocuind pe f(x) prin

f('r) - (F—2g)(x—ay) . . . (f’x'L) (25}
(n--1) ! ’
b o,
Vonl avea Sf(x)dx = Ao flxg) + . = A flx,) 4+ (— 1)+ Sclg(x)f(”*'“(x)d.\f
Adica R, — v (2) K, (26)

unde prin K, s-a notat numarul
b
- 1 . . AN
K, = S (x — xg) ... (v — x,)dx
(=11
i3
care depinde numai de nodurile y,, x,, ..., x,
Notind prin M,., marginea superioard a lui 'f*41(x) in intervalul
(%4, %) vom avea pentru rest evaluarea

R, =< K,M,_, (27)
Citevu ecazuri partieulars.
Pentru u == 3 avem ftormula
(rae = 1 ifta) + 41y + fo) = (o (v (28)
. oy
cu restul Ry " M,
Pentru n = 4, formula este
b
(/)dx = L 1297(@) -+ 12400 + 24(0) + 4f(3) ~ [l —
— (& (7 (e (29)
cu restul IRy " M

90 "
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in cazul n = 5, formula este
b
ho.p , . . ) . N B
Sf(x)d:“ = o 28f(a) = 129f(xy) = Mf(xy) 4 Tflx) — 6Axy) 4 flag) i+
v
Y'Y
S e(x)/© dx (300
<t
cu restul Ry - 7 M.
3780
In cazul 7 = 6 formula este
b
k{1139 470 . 11 332 269 .
Xydx = =0 flg) S0 fay) Xo) = flay) - = flay) -
Sf() I(PS’SG fla) = 3 S 12f( :) 9 /) - mﬂ V
I
g
22 37 ., . : .
+ ;f(‘») 36 S(xg) | — S‘?(;\T)/”’f {(x)dx (31)
’ o
> N ) - 8 8 1/
cu restul Ry - M.
‘ 915
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S]‘(,\')//x Ay fag) — A flg) ey o R th

a
o 4 b

Ty woa,x)
@opuy b onpejeSIOTCH METOAOM, HCHOJAL3OBaHHBIM B (2]
Maérea Takxe ocTatok Gopmysn (1), KOTopHI CTasaTCs B Buje (26).

B nocieanefl yacti paboTH (aHO HECKOAbKO YACTHBIX CJAVYACH KBAAPATYPHBIX HopMy I

THna (1) u HCUWCJAAETCS HX OCTATOK.
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SUR UNE FORMULE DE QUADRATURE

(Résumy)

on donne dans le présent travail des formules de quadrature relatives a Uintervalle (a, b]

& — a
avee des noends extérienrs, 4 droite de b, en progression arithmétigue de raison o == B a
i . @b )

Taguelle nn ajoute les noeuds « et b et le noeud intérieur S de la forme

b

S;f(x)d,\' Aaftwg) = dyftay = 0 0 Ly ) R (1)

a

a -+ b

Ay Ay o .., ap étant des nocuds CGquidistants vy oc o = ,

tm détermine les formules par la méthode utilisée pour (27,

On donne également le reste de la formule (1), qui se met sous la forme (26).

Duns la partie finale du travail on donne quelques cas particuliers de formules Jde
guadrature du type (1) et Von en évalue le reste.
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VASILE URECHE

steaua TU Comae Berenices este o cefeidd scurt periodicd. Variabi-
Iitatea luminozitdtii acested stele a fost pusi in evidentd de M almquis t4],

Gronstrand (2,37 a Intreprins prima cercetare asupra ei, Fl
a obtinut 68 de¢ observatii fotografice pe haza carora a dedus momentele
a patru maxime cu observafii pe ambele ramuri ale curbei de lumind si
a sapte maxime cu observatii pe o singura ramuri, precum si urmitoarele
elemente ale variatiei de lumina

Max. frel = D, ] 2428954 450 -4 0:46086/7. (1)

Gronstrand a stabilit ¢ steana TU  Comae  Berenices apartine clasei
cefeidelor scurt periodice de tipul RR Iarae, gsind o variatie a lumi-
nozitdatii el intre 12,9 1 14,6 magnitudini fotogratice.

Este de remarcat faptul ca la determinarea clementelor variafiei de
lumind, Gronstrand n-a luat o cousiderare observatiile de la data iuli-
and 2428965, cind maximul s-a produs cu o intfrziere de (807 (neputind
explica aceastd abatere, considerd observatiile respective |, anormale’:
si nicl alte tret maxinie obtinute de el : doud din anul 1928 si unul din anul
1936, justificind aceasta prin faptul cd lungimea perioadei, forma curbet
de lumina si amplitudinea el suferdl, L variabilele RR Ivrae, variatii
in tump, de obicet oscilatorii, cunoscute sub numele de efect Blajko.

Observatiile care stau la baza clementelor (1), cfectuate in anul 1938
se extind pe numai 123 de perioade. Materialul observational, redus canti-
tativ si extins pe un interval mic de timp, de carce a dispus Gronstrand,
nu i-a permis punerea in evidentd w efectulud Blajko, dar a ariitat ca
intirzierea cu 0:7 a maximului de la data iulianda 2428965 poate servi
a o ipotezd de lucru pentru inifierea unor serii mai lungi de ohservatii
asupra variabilei.

De la lucrarea citata a lui Gronstrand nu se mai cunosc alte cer-
cetari asupra cefeidei TU Comae Berenices.

Cefeida TU Comiae Berenices a fost introdusad in programul de obser-
vatii al Observatorului astronomic din Cluj pe baza planului de cola-
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borare cu Observatorul astronomic din Odesa. Astfel intre 26 mai 1959
si 17 iunie 1963 s-au efectuat 349 expuneri de 4 minute s1 10 minute,
cu ajutorul telescopului Newton (/7 =250 cm, /) =350 em) pe plac
Isopan ISS uesensibilizate, fard filtru (10 expuneri s-au efectuat pe placi
Astro Panchromatisch). Observatiile au fost efectuate de colectivul Observa-
torului si anume : Botez 54°,. Popa 209,, Ureche 219, altii 59,

Ca stele de comparatie am utilizat 9 stele

s [ e+ ] din cele I3 indicate d¢ Grénstrand 23
! si anume, in ordinea stralucirii, stelele 6, 10,
E Lo 09 1 7.3 2, 5, 4 (fig. 1). Pentru determinarea
o e e - magnitudinilor lor, pe 6 plici Isopan ISS s-a
| ,,..“f'.'., ! f(‘)t()gl‘:\figlt .Sccvem,'u Polara de. Nord si regi'u—
B A nea cefeidei TU Comae Berenices. Innegririle

Uostelelor de comparatie le-am masurat pe placi
_.;wl - ~—7l cu ajutorul  unui  microfotometru  fotoelectric
Mo 2. Curbele caracteristice ale pldcilor au
fost  trasate cu ajutorul a 24 stele standard
din Seceventa Polard de Nord. Intrucit dome-
niul de  sensibilitate al placilor  Isopan IS8
este mai  apropiat de  domeniul  vizual decit
de cel fotografic, am utilizat magnitudinile fotovizuale ale stelelor Sec-
ventel Polare de Nord "1 . Astfel am obtinut urmitoarele valori pentru
magnitudinile stelclor de comparatie, corectate de extinctie :

L= 8D 3°2361
8= 8D 377 2362

Fig 1. Harta regiunii variabiled

Tabel 1
Steaua m,, l‘)m;}rcu fn_edie
7 patraticd
6 12,25 i - 0,03
10 12,61 10,06
9 12 86 + 0,03
t 13,02 | 0,02
7 13,12 +0,02
3 13,32 : 20,08
2 13,82 0,03
A 13,89 : 10,02
4 14,23 - 0,03

Pentru determinarea  magnitudinilor  stelei variabile, innegririle
imaginilor el pe plact le-am masurat cu acelasi microfotometru  fotoelectric.
Citirile la  microfotometru  s-au  efectuat astfel © sd considerdm ci
pe o placd existd 1 imagini ale variabilei © $1 ale fiecarei stele de com-
paratie, i zicem, notate cu a. b, ¢, ..., 1. Fie vy, ap, b, ¢, ..., &
(k 1,2, ..., u) imaginile corespunzatoare. Pentru citire s-a utilizat o
schema de forma a, . b0 ;0 Cyo ool Gl T Togs - e, T, Uy dy dy,

ody ey oo iy Ssan facut cfte doud citiri pentru fiecate ima-
gine 31 ¢ite patra pentru fondul fnvecinat. De obicei variabila s-a incadrat
intre doud stele de comparatie de care era mai apropiatd ca strilu-
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cire. Curbele caracteristice s-au trasat cu ajutorul stelelor de comparatie
date mai sus. Am obginut astfel 349 valori m,., ale ciror momente
corespunzatoare au fost reduse la centrul Soarelui cu ajutorul tabelelor
lniPrager (5], date in tabelul 4. '

Pe baza observatiilor astfel obtinute, am determinat, prin metoda
lui Pogson, momentele a 8 maxime avind observatii pe ambele ramuri
ale curbei de lumina, date in tabelul 2, in care prima coloand reprezinti
momentul observat al maximulni, a doua numarul de observatii pe
ramura ascendentd, a treia numdrul de observatil pe ramura descendenti,
a patra diferentele O - C (momentul observat minus momentul cal-
culat), calculate cu elementele Iui Gronstrand, a cincea ponderea p, iar

a sasea epoca E.

Tabel 2
Maxime ohservate
Numdrul observatiilor .
Max. hel. T — ! 0--C .
DoT4s ... ramura ramura 0001 P I

: ascendentd | descendenta o

7043,482 12 20 17 2 17552
7049, 487 8 ‘ 31 05 17565
7051,366 - 10 ) - 57 0,5 17564
7058,286 17 74 0,5 17584
7067,523 3 1 ~94 : 1 17604
7068,458 7 11 - 107 2 17606
7079,496 7 84 1 17630
7086,399 : 7 ~74 0,5 17645
7380,252 ‘ 13 101 0.3 18283
7397294 12 -~ 111 0,5 18320
7425 426 : 9 92 0,5 18381
7443 441 6 : 3 50 2 18420
®145,402 2 | 10 421 1,5 19942
8149,522 6 | 4 7 2 19952
R161,515 1 : 3 +4 1.5 19978
8163,366 0 : 12 : - 11 2 19982
180,485 3 | 1 ; =79 i 20019
K198 471 4 4 * --91 2 20058

Pentru a putea determina momentele maximelor cu observafii pe o
singurd ramura, era nevoie mai intii de construirea curbei medii. In acest
scop fazele ¢ ale observatiilor s-au calculat cu ajutorul elementelor lut
Gronstrand. Din aceste calcule 679, au fost cfectuate de E. Botez (g
verificate de autor), iar restul au fost efectuate de autor. De asemenea
5. Botez a efectuat méasuratori cu un microfotometru Hartmann pe 5 placi
pentru 6 stele de comparajie si evaludri pe placi prin metoda lui Argelander
pentru determinarea magnitudinilor variabilei. Aceste masurdtornt st eva-
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luari n-au fost utilizate, deoarece toate imaginile au fost reméasurate, cu aju-
torul microfotometrului fotoelectric M®-2, de catre autor.
Reprezentind grafic toate observatiile in planul fazd-magnitudine,
se¢ observd ca in acest fel nu se poate trasa o curbd medie de luming, de-
oarece observatiile sint foarte dispersate datoritd unor mari deplasiri ale
maximelor, In ambele sensuri, de la faza o == (. Maximele fiind deplasate
in ambele sensuri de la faza ¢ = 0, nu permit determinarea unor noi elemente
liniare si recalcularea fazelor. De aceea am procedat astfel : am suprapus
curbele individuale ale maximelor cu observafii pe ambele ramuri $i am
obtinut astfel un fel de ,,curba medie”” de lumind a celor 8 maxime. Ca aju-
torul acestei ,,curbe medii” am determinat momentele a Incid 10 maxime,
avind observatii pe o singurd ramurd, date deasemeni in tabelul 2.

In general, maximele observate prezintda diferente 0—C mari, in am-
bele sensuri. Graficul 0-—-C (fig. 3) pare sd indice o tendintd de variatie
oscilatorie, sinusoidald a abaterilor 0—C, in functie de numéarul de perioade
(epoca) E. Dar variatia sinusoidala nu se reproduce identic de la un sezon
de observatii la altul, deplasindu-se in ordonanta, si fiind suprapusd probabil
peste o altd variatie, de perioadad mai mare. Variatia abaterilor 0--C este
insotitd de variatii in forma curbei de lumind de la un maxim la altul si
de variatii ale amplitudinii ¢i. Toate acestea conduc la ideea cd variatia
de lumind a cefeidei TU Comae Berenices este afectatd de un puternic efect
Blajko. Materialul observational redus care existi pina In prezeut nu per-
mite studiul efectului Blajko.

Totusi, grupind observatiile de maxime dupd intervalele de vizibi-
litate a variabilei, am obfinut ¢a cea mai buna reprezentare a momentelor
maximelor este datd de elementele :

Muz el 1. J 2428954 505~ (746086T +0°049sin (2. 218F --259°)

pentru 173532 <L ¥ < 17645

Max hel -=D). J 2428954 350 (V46086 E, - ('049sin (2 218F - 259°) (2)
pentru 18283 < E « 18420

Max. jicl =D, J.2428954 497 4—()?4608611:a—(.)f()«l&)sin(‘z:dQISIi -+ 259°)
pentru 19943 < ¥ < 20058

Corectind fazele ¢ ale observatiilor pe baza elementelor de mai sus,
am obtinut noi valori ale fazelor: ¢’. Grupind observatiile dupid fazele
9" am format 33 de puncte normale, continind in total 322 de observatii
individuale. Punctele normale astfel obtinute sint date In tabelul 3, in care
prima coloanid reprezintd numarul de ordine al punctului normal, a doua
faza¢’, a treia magnitudinea fotovizuala m,,, iar a patra numarul de observatii
mdividuale incluse intr-un punct normal N.
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Pe buza tabelului 3 am construit curba medie de lwmind, reprezen-
tatd in fig 2. In curba medie n-au fost incluse 27 de observatii : 8 observatii
din mai—ianie 1959 si 21 observatii din decembrie 1960—ianuarie 1961,
care se gasesc in afara intervalelor de variabilitate a formulelor (2), adica
in mntervalele de timp in care nu existi maxime observate.

M.
26 |
! f
i .* o
: i
i - . L]
it . . |
30+ .
A . s
: L]
.® .
13"';,‘ . o* M
| . =
t i
- (K] " -
i * s
qa;{ . «e v, L . .
]
L " . s : . S Rerog
o g 02 04 a6 08 0
Curbz medie de luming
Fig. 2
Tabel 5
Puncte normale
- : _"-_, - i_ §
N : Magui- | Nr. ert. Magni-
Nrf ert. a,l Faza tudinea N l al pct. Faza tudinea N
pet. normal :
| m,., ¢ normal. m,
i P i : U
1 ; 0,0174 12,73 10 18 0,4794 13,80 10
2 ©0,0409 12,85 10 19 0,5107 13,84 9
3 © o 0,0646 13,01 10 20 0,5386 13,83 9
4 ! 0,0862 13,14 10 I 21 0,5812 13,82 8
5 L 0,1068 13,19 10 22 0,6246 13,84 9
6 . 0,1307 13,18 10 23 0,6800 - 13,78 9
7 ¢ 0,1541 13,22 10 24 0,7314 13,80 9
8 0,1768 13,34 10 25 0,7711 t 13,85 9
9 0,1955 13,46 10 ! 26 0,8251 . 13,85 10
10 0,2170 13,44 10 ! 27 0,8763 13,65 10
11 0,2376 13,56 10 ! 28 0,9056 13,44 10
12 ,2602 13,63 10 : 29 0,9285 13,31 10
13 0,2831 13,63 10 ' 30 0,9460 13,06 10
14 0,3170 13,64 10 : 31 0,9636 112,94 10
15 0,3686 13,69 10 i 32 0,9806 12,86 10
16 0,4153 13,72 10 i 33 | 0,9995 12,75 10
17 0,4433 13,73 10| !
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|

i
? D. J.hel.
wy

i
;

13,70 | 7046,4019

G715,3820
3931 13.80° 4082
A216 0, 13,75, 4193
4306 13,821 4207

738,4025% 13,31 4436
A4081* ' 1318 4573
A136% 1336 4637
4192 1332 4783

70434241 13,73 4887
AB24 013,37 | 1991
4394 113,42 5096
44281333 5269
A505 13441 047.5373
4333 0 13,32 ,3359
4574 12,97 3733
A609 13,00 3844
4641 (286 3983
4678 1297 4128
A734 113,00 4212
A7¢9 12,72 04,4255
A803 "1 12,88 9,4195
4838 | 12,65 4243
A873 12,70 4285
4908 1284 4327
4977 12,90 1486
5012 1 12,92 14520
5046 1 12,92 4570
5081 12,88 | 611
S1168 112,90 4653
5150 i 13,031 0514018
5219 1282 4101
5254 ¢ 12,98 4185
5323 113,03 1289
,5393 | 13,33 | 4372
5427 113,23 4456
5532 | 13,50 4518
5601 113,27 4629
5670 13,49 . 706
5740 13,62 4782
5809 | 1350 | 05383098
5879 13,61 3172

046,3603 | 13,61 | 3241
3742 13,51 L3311
L3880 | 1371 3492

* Obsery

afil efectuate po plicd

243 ..,
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Ohservatii - indivicuale

m,, 1. J.hel

b 248 L
13,71 7058,3568
13,54 L3679
13,70 3755
13.66 /38686
13,71 3936
13,71 4061
13.77 4165
13,84 | 4276
13,80 4352
13,78 4512
13,79 4627
13,78 4741
13,92 1 067,3903
13,64 ,3979
13,69 4056
13,67 A195
1384 4271
13,80 4424
13,81 4507
13,76 | 4632
13,71 4771
13,84 5188
13,46 | ,5327
13,32 | 0684013
13,08 . 1083
13,29 208
13,30 4277
13,11 | 4388
13,03 A465
13,25 | A569
13,12 g 4645
13,19 4750
13,88 | 1826
13,38 4937
13,46 L5020
13,42 3125
13,43 L3201
13,58 LB268
13,55 3375
18,06 | 5467
13,12 | 5541
13,11 | 072,3843
13,12 3744
130 | ERET

Astro Panchromatisch.

13,28
13,27
13,46
13,32
13,49
13,50
13,55
13,65
13,59
13.59
13,74
13,82
13,85
13,85
13,88
13,99
13.86
14,02
13,82
13,97
13,82
12,68
12,70
13,79
13,73
13,50
13,13
12,76
12,65
12,55
12,57
12,86
12,04
12,97
12,99
13,08
13,02
13,24
13,33
13,54
13,53
13,80
13,90
13,01

70724532
4602
78,3480
3619
3758
L3966
4070
0794112
4182
4252
321
4383
4848
4918
AO87
0864628
4698
4767

4836,

4906
4975
5135
14,3271
13333
3417
13528
289,5369
L5480
3577
5723
5807
5841
5876
5914
15947
15980
313,4482
4558
,4632
A711
4791
4867
1959
A024

13,58
13.79
13.89
1274
14,85
RE
13,92
12 89
13,80
13,88
13,72
13,26
13,02
12,76
12,67
13,08
13,31
13,22
13,28
13,25
13,34
13,52
13,75
13,82
13,75
13,78
13,80
13,68
13,80
13,78
13,86
13,69
13,60
13,59
13,52
13,54
13,76
13,74
13,78
13,74
13,77
13,81
13,76
13,82
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7313,5094
376,2635
2683
2718
2764
L2801
2829
34549
3189
L3550
3607
3635
3726
.3829
3800.3223
,3297
3330
, 3372
,3407
3462
3684
3719
3782
L3830
L3886
3953
4039
A184
347,3901
4010
4101
4191
4392
1476
5539
46353
1712
4788
484
4962
5052
3129
,3226
33048

13,75
13.83
13.81]
13,80
13,94

13,98 ;
13,66

13,74

13,81
13,83
13,63

13,66 -

13.77
13,77

13.27

13,37

13,44

13,39

13,51

13,61
13,57

13,70 |

13,62
13,79
13,64

13,65

1385,
13,70
13,47

13,56

13,49
13,54
C13,66
113,73

13.78
13,58

13.62

13,73
13,89

C 13,80

13,95

L1376
L 13,95
13,90
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D.J.hel
243

7397 5385
441
13

il

4048

wowW W U Ut

6
37
3752
3786
3011
4002
H078
4134
4168
4203
4238
4356
4418
4167
515
4564
4599
1696
4745
4793
PRES:
A890
4939
4974
5140
5252
425,4503
4630
4753
1340
4899
4993

L4355
443,3892
3978
0749
63

nu

13,78
13.80
13,70
13,74
13.61
13.67
13,77
13.70
13,84
14,12
13,84
13,80
13.83
13,03
13,08
18,57
13,69
13,73
13,73
13,94
13,87
13,73
13,61
13,77
13,71
13,69
13,86
13,80
13,02
12,99
13,16
13,26
13,11
13,28
13,27
13,37
13,52
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D.J bt
243

74434274
4358
4435
4524
4767
4892
5017

R145,3846
3928
4051
4395
A492
4589
4700
4888
3006
5096
5221
5318
5499
13533
5631

149,3422
L3595
3720
L3859
3998
A130
4290
4387
4484
4693
4818
4915
50035
S113
RYAR
5318
5422
3526
5630

61,4829
ECEVE

# Obscrvatii efectuate pe p.Bei Astro Yanchromuatiseh.

BERENICUEFS

12,85
12,69
12,66
12,76
13,24
13,20
13,34
12,82
1271
12.65
12,05
13,06
13,23
13,21
13,39
13,37
13,46
13,51
13,49
13,64
13,66
13,63
13,81
13,8
13.89
13,79
13,78
13,71
13.86
13,70
13,77
13.62
13,688
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Tabel 4 (continuare)
D. J.hel. -
242 :
8161,5009 13,08
D141 12,96
5221 12,99
3300 12,95
5460 0 13,38
163,3127 13,62
3224 13,54
3346 13,27
3432 13,21
3316 12,89
3599 12,86
3689 | 12,81
3772 1 1285
3891 12,95
3977 12,56
4071 13,02
4177 13,09
4300 13,17
4446 13,34
4585 13,41
A724 13.57
4863 13,60
53002 13,76
5127 | 18,71
5255 | 13,76
3398 1 13,74
5512 13,87
180,4315* 13,65
,4405% 13,51
4500% 13,37
4648 13,15
ATRT* 12,70
,4926% 12,63
198,3599 13,83
3724 13,95
A279 13,31

R0
4520
4623
A710
4814
REIGE
B025

13,20
12,92
12,93
12,60
12,74
12,88
13,05
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Din curba de Jumina se observi ca luminozitatea stelel T'U Comae Bervent-
ces variazd intre M = 1273 si == 13,85 magnitudini fotovizuale. Maxi-
mul in curba medie cste ascufitda. Asimetria in fazd a curbei de lumina este

- , b
oo (;,’(11/) - "’<l'}L) i U 192

unde 2 este perioada determinata de Gronstrand, ifar asimetria in mag-
nitudine
I : 1
v ) :
T ) —
ol P,

(M -+ iy 054

Astmetria curber de lumind, forma ascutitd a maximului 31 amplitudines
relativ mare a variatiei de lumina arata ¢a variabila TU Comae Berenices
este de tipul RRa.

Comparind curbele individuale de lumind cu cea medie se observa
warl variatii ale formei curbei de lumind cu timpul, mat ales pe ramura
descendentd.

Din cele de mai sus reznitad ci, variatia de Jumind a cefeidel TU Comae
Berenices este supusd unui puternic efect Blajko, a ciirui perioada secundara,
conform elementelor  (2), pare si fie

SO s 182P, = 75

1)
BRI

Pentru coufirmarea 1 studiul efectului Blajko, ar i1 necesard ob-
servarea in  continuare — cu  ¢it mai pufine Intrerupert — a cefeidei
TU Comae Berenices. Deosebit de utile ar fi in acest scus  observatiile
fotoelectrice.
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KPATKONEPHUOIHMYULECKAYA HEGEMIA  TU COMAE LERENICES

(Peswwme)

B nacroswei padore aprop npusoiur 349 wabmoneunii wedeuisl TU COMAE
BERENICES, npousseienunx B Kaymckoit Acrpouomuueckoit OGcepBaTopuu, B nepuoj
26 mas 1939 1 -17 HoHs 1963 r. Ha HeCeHCHOHIU3HPOBAHHLIY MIacTHHKaX ISOPAN [SS 6Ges
duavrpa. fIpHBOAATCA Takike 3BRe3AMbe BETHUHHLL 3Be31 cpasuenus. llouepueuis Hzo-
OpaeHHil M3MEepPAJIHCH TPH TMOMOIIH (POTOIACKTPHUECKOTO MUKpodoToMeTpa MP-2.

M3 stix nabawoienuil Gl NOJyueHbl MOMEHTH 8 MAKCHMYMOB, C HaGM0IeHHAMH
Ha ofenXx BeTBAX KPHBOH Ojecka W MOMEHTLE 10 MakCHMyMOB, ¢ HallI0IeHHS\H HA OJHOR
neTBH. MOMEHTE MAaKCHMYMOB He YAOBIETBOPsloT vementaMm [péunmrpanga (2],
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DPEACTaBass pasHilbl O--C KogeGaTe/bHOro X044, a opma U aMILIHTYRd kpHBo# Giecka
TIpeTepIeBalOT HSMEHEHHS BO Bpemend. Beé 310 BeAET K NpeANOJOXKEHHIO, UTO H3IMEHeHHe
Gnecka uepennsr TU COMAL BERENICES conpoBOKAEHO CHIbHBIM hdekToM DBaaxkxko
Mo 310l npHuuHe He CMOIVIH OIPEJEANTH HOBbIX 3JEMEHTOB A/l BHLIYHCJAEHHS 3(hgeMepH bl .
Haunyumee nsoGpamenne MOMEHTOB HaGMIOACHHBIX MAKCAMYMOB JaHO JeMeHTam# (2).

[pumensis x dasaym %, BuUHCACHHBIM QopMysoil (l), nompaskH, COOTBETCTBYIOLLHE
OTHOWEHHAM (2), monyuainoTCsi HOBHE dasbl 9’, KOTOpbie NO3BOJSIOT NOCTPOHTH CPEAHIONI
KpHBYIo Onecka (puc. 2), conepialnyio 33 HopMaldbHbie TOUKH, skiouas 322 uaGmojeHHs .
B cpennioo Kpuyio ne G110 BRIoueHo 27 wabmoAeH!i, KOTopble OCTAIOTCsl BHE HHTEPBAJIOB
AEHCTBUTENLHOCTH aiemMenToB (2). Kpibas Grecka nokassiaer, yto TU COMAE BERENICES
aeasercs uedeupol tina RR Lyrae, nmogruna RRa.

Cornacro saeMeHTaM (2) Ka3anoch 6bl, UTO BTOPHYHBI (EPHOL MOKET HMETL 3HAEMUEHHC
danskoe K P, = 162 Py = 75%
Ins noxrsepxaenus sbpexra buaxko Obiin Obt Heo6X0IWMbl 0ojiee VIHTeJAbHBIC H, N0
BO3IMOMXKHOCTH, HenpepuiBHble HabToneHIA .

LA CEPHRIDE \ PERIODE COURTE TU COMAYE BERENICES
(Résumé)

I auteur présente 349 observations de la céphéide TU Comae Berenices. cffectude~i
TObservatoire astronomique de Cluj cutre le 26 mai 1959 et le 17 juin 1963, sur plaques Ysopan
ISS non sensibilisées, sans filtre; il donne aussi les magnitudes des étoiles de comparaison.
Les noircissement des images ont ét¢ mesurés a l'aide d’un microphotométre photodlectrique
Mo -2,

A partir de ces observations on a obtenu les moments de 8 maxima avec des observa-
tions sur les deux branches de la courbe de lumiére, et de 10 maxima avec des observa-
tions sur une seule branche. Les moments des maxima ne vérifient pas les ¢éléments de Grin-
strad 127 et présentent des différences O - C 4 marche oscillante ; la forme ¢t Uamplitude de la
courbe de lumiére subit des variations dans le temps. Ces constatations suggirent I'hypo-
thése que la variation de lumieére de la céphéide TU Comae Berenices est accompagnée d’un
puissant effet Blajko. C'est pourquoi 'on 1n’a pas pu déterminer de nonveaux dléments par
le calcul de l'éphéméride. La meilleure représentation des moments des maxima observés
e¢st donnée par les éléments (2).

En appliquant aux phases 9 calculées avec la formule (1) des corrections correspondant
aux relations (2), on obtient de nouvelles phases ¢/, qui permettent la coutruction d’une courbe
moyenne de lumicre (fig. 2) contenunt 33 points normaux avec 322 observations. La courbe
moyenne n'inclut pas 27 observations qui tombent en dehors des intervalles de valabilité
des éléments (2). La courbe de lumiére montre que TU Comae Bereuices est une céphéide du
tvpe RR ILyrae, sous-type RRa.

Conformément aux éléments (2) il semble que la période secondaire doit aveir uune valeur
approchant ) = 162 P, = 753% :

Pour confirmer l'effet Blajko, des observations plus prolongées et autant que possibie
ininterrompues seraieut ndécessaires.

& - - Babes CBoivars Matematica-Ssica 11063






SOLUTII APROAPE-PERIODICE ALE ECUATIEI LUI  DUFFING
IN CAZUIL REZONANTEI

de

AUREL TURCU

In lucrare se studiazd problema existentei, calculului si stabilitafii
oscilatitlor aproape-periodice, in caz de rezonantd,ale ecuatiei luiDuffing
{17 de forma:

o REC = @ cos ol b hcos ol o~ uf vy - 2H

d*x . ’ dx
aE (h
dt? + dat

unde £, v -0, a >0, s =0, H > 0 sint niste constante, u este un para-
metru nic real, o, $1 ©, sint niste constante al cdror raport este irational.
Folosind rezultatele cercetarilor lui Krilov — Bogotliubov 2
siMalkin 3, vom arita cd ecuatia lui Duffing (1), in cazul rezonantei
din vecindtatea frecventei o,, posedd cel putin o solutie aproape-periodica,
stabila.

1. Din ccuatgia (1) se vede ca frecventa oscilatiilor libere ale ecuatiel
generatoare (cind w = 0) este k, iar frecventele fortelor excitatoare sint
egale respectiv cu o; $i o,.

Se spune ¢a freeventa £ este o frecventd de rezonanta daca cel putin
una din mdarimile

Mk - ey By,

este o marime micd de ordinul lai w. Aici m, my, m, sint numere utregi
pozitive sau negative, pentru care

Cwe ey b o, LD (= O)

deoarece gradul maxim la care intra v sau ¥ in tenmenul ce depinde de
w. al ecuatiei (1), este trei.!

PWeri 1. 6 Malkin 37 cap. IV y 13,
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Noi vom studia oscilatiile aproape-periodice ale ecuatiei lui Duffing
in cazul rezonantei din vecindtatea frecventei w;. Vom presupune deci cd
mirimea k& difera de o, cu o cantitate micd de ordinul lui p, adica

a) ki = Wy = W

In afard de aceasta vom presupune cd amplitudinea forfei excita-
toare de frecventd w,, cste de asemenea o marime micd de ordinul lui u,
adica :

b) a == ph

In egalitatile a) si b), marimile ¢ si 2 sint niste constante pozitive
date, finite.

In aceste ipoteze ecuafia lui Duffing (1) se scrie sub forma :

dx R R } dx 7
—- @ ¥ = b cos @yl - g(/\ COS Gyt + cv 4 yxd - 2H - ) (2)
2 : _ dt
Daca facem schimbarea de variabile
X o= Xy
X = - Wy X,
ccuatin {1) se scrie sub forma urmatorului sistem :

dx oy
bos WXy i‘.zl)
dt

o Xy

b . . , 3
S5 X = COS Gyl o e (70008 eyt - exy vy = 2Hox)
di [°h [ et

SRS

Pentru aflarea solutiilor aproape-periodice ale sistemului de ecuafii
{(2) vom urma in continuare aceeasi cale folositd in (3] s1 [5) , pentru
gasirea solutiilor aproape-periodice ale ecuatiei lui Duffing in caz de ne-
rezonanta.

Observam mai intii ¢d ecuatia fundamentald a sistemului generator,
liniar, omogen :

dx, ‘
RO TR (“)
dt e
dx, v
R ¢ P
it 1L
are doud radacini simple, pur imaginare (critice) gz = = wyl; 1 = V—1.

Sistemul fundamental de solutii, aproape-periodice ale sistemului
(3) este:
Xy = COS yf Xy == Sl @yl
Npy = SIN ! Ngp == — COS ! 14
unde v {0) = lx,, () == ] N1 (0) == x,,(0) = 0O
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Aceste solugii reprezinta in acelagi timp 31 sistemul fundamental de
solutii y,,.(e, » = 1,2) al sistemului adjunct lui (3).

Dat fiind faptul cad sistemul (27), pentru w = 0, indeplineste toate
conditiile teoremei lui Malkin® de existenjd a solutiilor aproape-periodice,
inseamnd c¢d si solujia generald a sistemului generator (sistemul obfinut
din (2) cind facem w = 0} va fi aproape-periodica. Aceastd solutie este
data de relatiile :

. b
Xy oo My cos o My syl - . COS Wyl

)
. beoy .
xy = Mysinwyd — My eos @y b 5y SIN eyl
(x)l(lx)l N 0)2

unde M, s1 M, sint constante arbitrare.

Nu este greu de observat ca daci, in locul variabilelor x;, x, intro-
ducem in (2') variabilele M, si M, cu ajutorul substitutiei (5) (luind in
considerare faptul ca relagiile (5) reprezinti solutia generald a sistemului
generator), atunci sistemul (2') capatd forma ,,standart’ :

i\ u ‘ . .
TUL o B w8 2He xy o 0Xy o+ COS @yl | SIN Gy!
d Li-vp 12 17 1d 1
! ©y 8
diMd i ( )

= o (A 2H @y, 4 cxp 1 hCoS gl | COS gt
at Wy
unde x; si x, trebuiesc inlocuiti cu expresiile lor din (5).

Efectuind toate calculele, ccuagiile (6) se pot scrie sub urméatoarea
forma concisa :

p 11
(12:1 . 51-{1’1(1”1: M) + 2 Ll (M, My)cosvpt - Byp(My, z\lz)sinv,,t]}z
. p=1i
= k| ({, M, M,,) 7)
My Py, My + S 1 Agp(My, My)cosvyt + Bag(My, My)sinvet] =
T il Po(My, My) + Z_/ [Agp(M ), My)cos vyt + Bop(M,y, My)sinvet |p =
| pe=l
== ul, (¢, My, M,)
unde
3 . o 3 b ¢
PyM, My P MM MY —HM,— | Y- JM
! 1( 1+ ) 80, { 2(1 p z) iy 4oy (cuf~ ws) T 2wy 2 (8)
i . By w42 2 g 3y o* I 7 i ~
il’z(ﬂjl, juz) - A;;wl All(jwl lu‘z) ) }1‘]12 + Ex (co‘f’_—#(;‘j): R 2‘(0_1 4‘41 ' 2y

21, G. Malkin [3], pay. 230
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D e

8o,

3y M,

3
EToN

Lo MGHM, + 3M,

L0y

15
3

= TR,

4(:)1

e 0Ty,

8o,

o Y MM, - H

LIS

Y MM, - H

4oy

A= 0

TOM (MY 3M)
8,y -

Ay = :f" (M2 MY
i

LMY HM, + 3M, +
40, -
STy,

200
Ay == X 32y,

- 8w,

Ay = - B@M] 4 M

1

+ blg) _—%“ b’("

¥ 3
‘4241 s b

A, TURCU

By = MM - M)

83y 1
37*_'
8(»)1
By = - M,(M? + 3M3)+HM,—

4,
M, —

By, = By = —

V(M M)

By — By = 2 0%y,

8w,
3 P o
By By o= — 25 0P - 3MF -
1 19 &)1 ( 1 2 ¢
- blz) c'b
B - B IR
1.10 1.11 &)1
9)
By, = — M (3M° — M*
21 80)1 -( 1 2)

By, = By, = —L b'M M,

4o,

b3 By = - MyBM M)+ HM,+ 3M,

0= g
Bys = 0

By = X b'M M, H

8wy

By Y 0M M, — H

40y

Bz.m = Bz.u =0

In formulele (9) am notat pentru prescurtare

H b w, 4
o) 10
ey HO
200y 20y Ze,
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iar in {7):

vy = 4w,

vy = 3ty + @y

v, = 3oy - w,

vy o= 20, (L1)
Yy T 2(!)2

In ecuatiile (7) functiile I7) g1 I, sint sume trigonometrice finite. Acest
fapt ne permite sd gdsim solutiile aproape-periodice ale sistemului (7) su-
punind sistemul (7) unei transforméri analoge cu transformarea Krilo v —
Bogolinbov 2 de forma:

M o=y b wu(l, v, vy) (1 = 1,2 (12)

Sistemul obtinut din (7) dupd transformarea (12) va avea forma:

SO 2y 0) = w7 =12, (1

o wY (vov) = Y (v v, 0) ) v v, u) (=12 (1)
wnde Y, (7 = 1,2) sint functil care nu contin timpul ¢, iar functiile din
parantezele patrate au aceeasi structurd ca si I, adica pot fi puse sub
forma unor serii trigonometrice finite cu coeficienti care reprezinta poli-
noame in raport cu v, (7 = 1,2) si care, in plus, sint analitice in raport cu
parametrul mic p.

Intr-adevar, luind
f

Vi(v,v, = tim S F v v de = Py

2

11
A P P 4 «iny f— ~0%

SI vy )de = Pt 3 (A siny (=B, cosvt)

peit b4

(t = 1,2)

. o . k. Lk . .. o P .
s1 determinind apoi Y si ¥ din ecuatiile corespunzatoare® obtinem
sistemul :

& o ad, b, 2
==l (v, y,) y.z{ ( P osinv,t - - cos vpl) B
dr = p=1 3y1 ! a_'VJ V}*
9 . o I3
2 84, . 35, P,
: 2‘4«4’ sin v — 7 cos v t)—* -
ey, ! v, A"
ol 9 84, . ’ u o sin v,/ — B, cos v,
e 2 i cos vt + Sl sin vpt) Z,_}f,’,,,,. N 1+
ay, =\ ay, v, T 5= '
‘ ap 9 94 ab. . 3 o, sin v, £ -- CO> v t
+ + 3 (~——£» cos vl 0% sin vpt) v e £ ]'
ay, ST\ 3%, a; s vt f
+ 'Y (t Yy Yyt (=12 (15)

1\ezl VS 3, 2L
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Vom considera in continuare sistemul (13} in primd aproximatie? :

dyl — WP (v _, 3y 2 L2 H 3
SRR ) = e () ) — Hy o by,
ay, sy {16)
L= el )= EL[ 8o, (¥ 4 v 3y, —Hy, - 3‘~']
Se aratd usor ci sistemul (16) admite solutia particulari
I
yo= W= — 3%y + 8) —
ool e H (175
Y, =
unde V§ este o rdddcind a ecuatiei cubice :
T e 248 st ' ,
p(yg) = :{ y;) -M-—;;— ygz —(? -+ H) y(,: + A =0 (18)
in care s-a notat
3yA  3yx
8o 160CH (19)
Solutia (17) corespunde stdrii de echilibru al sistemului
P(s%,5) =0, (1=12) (20}
Intr-adevir, din ecuatiile
-3 2 2 - —
S Yoloi + ) — Hy — 8y, =10
MSL_ 2 2 _— e _)’ — O
b 2101 T 5 A 0y, — Hy, =05 =0,
inmultind prima ecuatie cu y;, a doua cu vy, si adunind, gésim :
. A
S H(E )+ g, =0
2w,
De unde
%
2 2 = 21
y;+ 3 pait 2 @1
Inlocuind acum (21) in ecuatiile (20) obtinem sistemul :
— ay; — Hy — 3y, =0
(22)

A
aylyz + Byl _ Hy2 + "27 = 0
1

4 In problemele practice ne putem limita numai la solutia aproape-periodica datd de ecuatiile
t15) in primd aproximatie.
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Din prima ecuatie (22) se gaseste
Vo= — Ly (ay, b3 (231,
./1 H 2 ./2 ' ?

care, inlocuit in cea de-a doua ecuatie (22), conduce la ecuatia cubica :

a 208 32 A y o 2.
P = g8 T o2 T L = 2T L3 L H -
(yg) % yz > yg ( o 1 ] yz { 2(01 ;(ay )
+ =0 (24)
2wy

Ecuatia (24), asa cum se vede din expresia termenului liber, are cel

putin o rddidcina reald pozitiva, ciaci P(0) = 7),7,: 2> 0 (daca & >0}, P(+4w) =

= — 3, - P(y)) =0, unde
0 <y <+ =

FKcuatiile in variaii pentru solugia (17) au forma .

g, . .
P PP PN
25}
dg, ; ( )
;' B p‘ﬁlz"l + ?22C,2
unde
P 0 0 .
p P a 1!?’1’ _1:?.)_. [ ”773*17 ~yg 0 __ I:I
" aytl) 4oy 12
0 0
aP 0% 79) — )
= = ! 0 0
2 - A0 299 — 3
751- ayg 8w, ( 20,H " 2 yl )
Py, 53 .
P o= 2 z(yl(-) Yl sy (7/ W zyoz) 4
- aYy 8w, \ 2w H 7" 1
61’2(3’0. yg) 3
/7‘,», = 10— A y\iyé} — H
o oYy 4o

sint coeficienti constanti, iar
Yo — W =E; (=12

reprezintd perturbatiile.
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Ecuatia fundamentald a sistemului in variatii este

aky 3 9F

L oarv avs T A \
| ar, ape LT 0 (26)
el el b,
avy Ve
sau
22 2HT 4 THE (a2 8)E e 2oy < 8) . == 0 (26')

De aicl vedem ¢ ridacinile ecuatiel fundamentale (26)

e H 4G (27)

unde

G (o 4 8) By - ¥y iy
au pargile reale nu numai diferite de zero, dar chiar negative.

In acest caz conform teoremei lui N. N. Bogoliubov [2), sis-
temul (15) admite, pentru p suficient de mic, o solutie aproape-periodica,
care se transformd in solutia (17) pentru p = 0.

Pentru a ardta acest lucru, facem substitutia :

v, = ‘\’i’ A (1 = 1.2 (28)

Atunci ecuatiile (13) devin
di,

P2l

. Lk - . .
b wlp, 2, + Pgay) = 2 (LY, 0) + w2t 5, 50, ) (0= 1.2) (29)
dt : -~ :
unde expresiile lui ¥ (4, 39, ¥4, 0) se obfin usor din coeficientii lni p* din ecu-
atiile (15) facind acolo y, = 1. Functiile .7, au aceeasi structurd si pro-
prietiti ca si functiile F; sau ca si tunctiile din parantezele patrate din (13).

Cu ajutorul substitutiei

Tepl YL M0) =0, (12 (30)

(sume trigonometrice finite, aproape-periodice),
ecuatiile (29) devin:

;
o

St pant pan L T el T meon) =120 B
1

dr T3

Deoarece, conform celor demonstrate mai sus, ecuatia fundamentald
a sistemului (25) nu are rddacini cu partile reale nule, atunci ecuatiile (31)
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satisfac toate conditiile teoremei ui Malkin (3 si poseda in conse-
cinta o solutie aproape-periodicd z == ¥ (1), care este limita sirului de
solutii aproape-periodice '® (<) ale sistemelor

k) p Z 4 (T gl Ny
2 T\ : * n ! - y

§

1.2), (k= 23..) (32)

B

In acest caz, in calitate de prima aproximatie se ia solutia particulara
aproape-periodica a sistemului

dzt -
o o 1) 3
J - /)ll“ll /)]‘.’."2 - f] ( " '
‘ 33
(/z,(,li - ( )
2 -1 <) L S,
d~ /))] ! ) }‘)22~2 ‘ jz ( 'L/’

care  solutie are forma :

R T . 244 - Hu ) u ~ «(‘ - ] d 51 ( v d

S A ¢ S| =] cos o —7) - | =) sin€r(ae - 7) | du
i i R

x (34)

S ‘ ”') = e ”’S ¢ ”“i(f‘ ( ! ) sin G — =) fz(

23 2

) cos G — =) l due
73

Daca ne limitdm la prima aproximatie data de (34), gdsim atunci ca

Ny e () 35)
v, M e, ()

este solutia aproape-periodica o sistemului (158}, care pentru u - 0 s¢
transformi in solutia (17).

Pe baza relatiilor (12), tinind seama de faptul ci functiile v date de
(14} sint aproape-periodice, rezultd i solutiei obtfinute (35) ii corespunde
o oscilaie aproape-periodicd a sistemului (7), care pentru u = ) se trans-
tormd in stare de echilibru pentru sistemul (16).

My = M+ ey () 4 puy 8. M+ e ()M 1 (o)

. H £ £ (‘L ")
() = M, pey(f) vty 16, M )+ HCPl(t),M: + pepa(t)
unde
ME

1. 6. Malkin [3] pag. 236. A se vedea de asemenea N. N, Bogoliubov (2]
pag. 234,
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Solutia aproape-periodicd a sistemului (2') va fi atunci:

) 7% { o O i O
% = M coswt + M, sinoid + i cos ol + win(f) cos wt +
172

+ a(f) sinogt] + u{ut, M: — upa(f), J’[T + ugpy(t) i cos wyt +
g[8, M+ py (), My, + pgy ()] sin oyt ) 5
f ¥
Xy == ;Mf sin wt — M. cos w,t + »—-fﬁ'*"-;— sin w,t -+ wie(t) sin wf ~
- o {e] — ©F)
— ga(t) cos gt ] + uluy[t, M7+ pey(t), M, + pp,] sin et —
— uy(t, MT + weyq, AI: + we,) €os ot}

care pentru p = 0 se transformi in solufia generatoare aproape-periodica

n g . b
= M coswl+ M,sinot -+ 5 €08 w,t
17 %2 ;
* bo . (48)
x2) = M sinwt — M, cos ot + ——5—— S wyl
o {w] — o

2. Problema stabilitdiic solutiei aproape-periodice a ecuatiei (2) este
echivalentd, avind in vedere schimbdrile ficute mai sus, cu problema sta-
bilitafii solutiei z, = 2"(r) a sistemului (31). Putem insi arita ca solufia
z, = z*(z) este asimtotic stabila. In acest scop, punind in (31)

zS = 3::-—-!'_ 7)3

primim urmitearele ecuatii ale misgcdrii perturbate

dv
;j" = pu?y + Preve + V(7 05, 050)
du, (39)
e Pty + Pasts + uVo(u, vy, v, 1)
unde
Ve=Z(D b boe) = 4( 5 ae) G=12) (@0
. - . - 7% | .« .
Fie K limita superioard a marimilor | —| in domeniul
b

— o < T < 4+ o, |y|<h (s=12)

unde % e constantd pozitivd. Atunci pe baza lui (40), in acest domeniu vor
fi satisfacute conditiile Cauchy-Lipschitz :

wl Vi(r, v, 7

2
; Lw<LY v, —o 0,

» P‘) - VS(T> ’U;/: 7)2

a=1
in care constanta L = pK, pentru p suficient de mic, va fi oricit de micd.
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Pe de alti parte ecuafia fundamentald a primei aproximatii (cind
o ()) .

[.
2= Pia¥y = Prate
d=~
(/('.,
P Party ~— paa?s

are toate radacinile cu partile reale negative.
In consecintd sint satisficute toate conditiile teoremei lui Liapunov
de <tabilitate asimtoticaS.
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NMOYTH-TIEPHOIMYECKHUE PEIMEHII YPABHEHHY IV OOHHITA
B CJAVYAE PE3OHAHCA

(Pes3iwo e

kisyuaercs BOIPOC CYIECTBOBAHHS, HCUHCJEHHHA 1 VCTOHYMBOCTH LOYTH-TTEPHOIHYC-
cxux KoneGaunit vpasuennss A v duura ] BcIvuae pesoHanca, Biia:

(1

xRy (08 @t - D eos wul 4 oply w8 2H )

rae wov e 0,4 > 006 5 00H - 0 noctosiudble, v -- IeHCTBHTCILHBLIT MATLH napa-
«;

NETP. @ 31 @y — T0CTOSINHBE, OTHOHIEHIe KOTOPHX —— SIBJASICTCH MPpauHOHa 1LHb. Meme-
@y

Ap3y# pesyavrarth necaenoBanuii Kpwmaopa—Dboronwdora 2] Maaxwse

.

31 nokasniBaercs, uto ypapueHue Jdyddunra (17, B caydae pesoHanca BOT3HM MaCTOTH
®y. ¥MeRT o KpaliHell Mepe 01HO VCTOUUHBOE NMOUTH-TEPHOMHUECCKOE DI HIE.

TGO A atkin 30 pag. 189,
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SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES DE IL’EQUATION DE DUFFIN{:
DANS LE CAS DE RESONANCE :

(Résumé)

On étudie le probleme de Uexistence, du caleul et de la stabilité des oscillatious presque-
pdériodiques, dans le cas de résonance, de 'équation de Duffing /17 sous la forme -

¥ LR - a cos wy t 4+ b cos o ¢~ u(ya® — 2H) (e

ou k, v 0a>0bh:0 H >0 sont des constantes, u un petit paramétre réel, o, ct o, des
@y . . . o ; -
constantes dont le rapport est irrationnel. En utilisant les résultats des recherches de K r v -

W
lov -- Bogoliubovy [2) et de Malkin {3], on montrera que I'équation de Duffing
117 dans le cas de résonance voisine de la fréguence o, posséde au moins une solution presque-
périodique stable.



STUDIUL TEMPERATURII CURIE LA FERITELE
MAGNEZIU - ZINC SI CUPRU-—-ZINC

’

te

I MANXIM < €. BALINTEFL

Determindarile de puncte Curic efectuate de alti autori 1,2, 3, 4,5
asupra unor ferite mixte cu zinc avind formula Me;  Zn, Fe,O,, unde Me rep-
rezintd ionul bivalent de Cu, Mg, Mn, Co, Ni, iar 0 7~ X -1, au pus in
evidenta o descrestere. in general liniard, a temperaturii Curic a acestor
compust 0 datd cu cresterea lui X din formula de mai sus. Aceastd depen-
dentd este in concordanta cu teoria lui N éel 16, privitoare la proprie-
tatile magnetice ale feritelor, conform céreia temperatura Curie a unei
ferite cu structurd mixta (amestec de spinel normal si invers) va fi cu
atit mai ridicatd cu cit gradul de inversiune este mai perfect. In lucrarea
de fafd ne-am propus sa studiem temperatura Curie a feritelor magneziu-
zine $i cupru-zine in jurul compozitiei stoichiometrice, mentinind constant
raportul dintre MgO si ZnO, respectiv dintre CuO si ZnO si s-a variat
concentragia in Fe,O,. ‘

Prepararca probelor si modul de lucrie. Sinteza probelor s-a facut din
oxizi sub forma de pulberi care s-au amestecat in proportii moleculare,
astfel ca sa fie satisfacute relatiile :

(MgO), 45 (Zn0)g 5o < N « - .
O U0y pt. 066 .73 1,5 (r
Fe, O,
(Mg0O) (Z£120) 5 N - N N ¢
54000,4 03,6 5 pt. 054 -8 7186 (2‘)

Fe,O4

Toti oxizii folositi au avut puritatea | pentru analizd”, fiind de urma-

toarele proveniente : Fe, O, - , Merck’ : ZnO 31 MgO -  Analar”; CuQ —
Riedel -~ de Haen A.-G.

Atit din probele care satisfac relatia 1 cit si din cele care satisfac
relatia nr. 2 s-au pregitit cite 13 concentratii. I’in oxizil amestecati s-au
presat pastile de forma cilindricd, avind diametrul de 8 mm si lungimea de
6—7 mm la o presiune de cca 1,27/ ¢m? Tratamentul termic al probelor
astfel obtinute, s-a {dcut in cuptor electric cu rezistenta. Incalzirea s-a



96 I. MAXIM, C. BALINTFFI

facut treptat, s-a mentinut la 150-°C timp de o ord in vederea evapordrii
complete a umezelii. Dupd aceea s-a ridicat temperatura, in cazul probelot
nr. 1 la 900°C, iar pentru probele nr. 2 la 800°C si s-a mentinut timp
de doui ore in vederea feritizarii ¢it mai complete ; apoi s-a ridicat tempe-
ratura la 1150°C pentru probele nr. 1 s1 1000°C pentru probele nr.2,
mentinindu-se timp de 4 1|2 ore in vederea sinterizdirii. Ricirea s-a fécut
lent, cu o vitezd medie de 100°C|ord pentru probele nr. 1 si 80°Cjora
pentru probele nr. 2. Atit sinterizarea cit si ricirea s-au ficut in atmos-
fera de oxigen.

Misurarea punctelor Curie s-a ficut cu ajutorul unui magnetometru
astatic si simetric, al carui constructie si mod de functionare sint descrise
intr-o lucrare anterioard [7].

Rezultate experimentale. Variatia temperaturii Curie atit pentru probele
nr. 1 {ferite magneziu-zinc) cit si pentru probele nr. 2 (ferite cupru-zinc)
in functie de concentratia trioxidulai de fier, este redatd in fig. 1.

8% f
i
200}
0+ /O/‘o
. o/o \o
90 - * ’
. x
%0 - :
|
1490 = N b
I
720 + :
i 0
00 - \
s -
bt .
‘ ‘\_—
L Q i
w0+
B . . . . T —
of 6 gr 08 qe 7 A4 2 VA1) o
Fig. 1 Dependenga temperaturil Carie = 070 de con

centratin trioxidului de fier, pt. ferita wmagneziu-zine (1)
siocupru-zine (23

Atit in alura curbei nr. 1 ocit $i nr. 2 coustatdm trei regiuni distincte,
care corespund la trei game de concentragie a trioxidului de fier. Prima
regiune corespuude pentru L, 15 <2 3 7 1.3, unde temperatura Curie pentru
probele ur. 1 creste lent, iar pentru probele nr. 2 se afld in domeniul para-
magnetic la temperatura camerei. Credem ca, in aceastd regiune avem de
a face cu trei componente : una feromagneticd Mgn Zu, , Fe, O, respectiv
Cu, Zn, , I%e,0) st doud componente neferomagnetice MgO si ZnO, respectiv
CuO 51 ZnQ). A doua regiune corespunde pentru 083 <7 3 = 1,15 (1), res-
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pectiv 0,75 <0 8 <X 1,15 (2). In aceasti regiune se constati o crestere pro-
nuntatd a temperaturii Curie cu cresterea concentratiei trioxidului de fier.
Credem ca in aceastd regiune predomind doud componente feromagnetice :
Mg.Zn,_,Fe,O 51 Fe,O,, respectiv Cu,Zn,_,Fe,O, si Fe,0,. Cu cresterea
concentratiei trioxidului de fier, creste concentratia magnetitei, care avind
punctul Curie ridicat (590°C), duce la cresterea in mod intens a tempe-
raturii Curie a amestecului.

A treia regiune corespunde pentru 0,65 < 3 < 0,85 (1), respectiv 0,55 <
<L 80,75 (2), in care se constatd o scddere a temperaturii Curie cu cres-
terea concentratiei trioxidului de fier. Credem ci in aceastd regiune predo-
mind trei componente: doud feromagnetice Mg,Zn,_,Fe,0, respectiv Cu,Zn,_,
Fe, O, st Fe,Oy, cea paramagneticid fiind «Fe,O,. Prin sciderea lui § creste
doar componenta paramagnetici, care de la o anumitd limitd nu mai este
dizolvatd de componenta de bazd, care duce la sciderea temperaturii Curie.

Concluziz. Studiul efectuat asupra feritelor magneziu-zince si cupru-
zine, permit obtinerea din aceleasi materii prime a unor materiale feritice
cu o largd gami de temperaturi de transformare magneticd. In acelasi
timp, s-a gésit o bunid concordanii intre rezultatele experimentale obtinute
si teoria lui Néel referitoare la proprietitile magnetice ale feritelor. Pe
de altd parte, studiul efectuat ne-a permis tragerea unor concluzii cu pri-
vire la structura acestor compusi In functie de concentratia trioxidului
de fier.
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H3VHUHEHWE TEMIIEPATYPbI KIOPHM ¥ MATHEBO-TIMHKOBBIX W MEIIHO-
HHHKOBbBIX ®EPPHTOR

(Pesowme)

Msyuaercs usmenenne temneparypsl Kiopu y deppuros Mgy o Ing s 1004 u Cuy
Zng g Fe,0y B 3aBUCHMOCTH OT U3OLITKA HJIH OTCYTCTBHSL Keje3a B CTeXHOMETPHUECKOM
cocrase.

Y oboux ¢eppHToB o6HapyXeHo MAKCHMyM Ttemneparypst Kiopn B 3aBHCHMoCTH oT

KOHUCHTPALUUE TPHOKHCH esjeda. [lposefeHHoe HCCleJoBaHHE TO3BOJHIO CAENATb DAL
3aKMIOUEHHH, OTHOCAILMXCH K CTPYKTYpe 3THX COeAWHEHMI.

7 -— Baheg—Bolyai: Matematica-fizicd 1/1965.
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KTUDE DE LA TEMPERATURE CURIE POUR LES FERRITES MAGNESIUM-
ZINC ET CUIVRE-ZINC

(Résumé)

On étudie la variation de la température Curie des ferrites Mgy ,Zn, . Fe,04 et Cu,, Zny
Fe204 en fonction de I'excés ou du manque de fer dans leur composition stoechiométrique.

Pour les deux ferrites on constate un maximum de température Curie en fonction de la
concentration en trioxyde de fer. Cette étude a permis aux auteurs de tirer des conclusions rela--
tives & la structure de ces composés.



MASURARI DE CONSTANTA DIELECTRICA A CATALIZATORULUI
PE BAZA DE V,0;, LA FRECVENTE ULTRAINALTE

de
R. BAICAN si D. POPESCU

In articolul de fata sint descrise misuritorile de constanta dielectrica
la fercvente ultrainalte efectuate in laboratorul Catedrei de electronici,
lucrare incadratd in studiul unor catalizatori, anume catalizatorul pe bazi
de V,0;.

Pentru a pune la punct o metodd adecvatad substantelor studiate, am
incercat trei metode cu ghizi de undd dintre procedeele cunoscute pentru
maisurarea constantei dielectrice la frecvente mari, repetind misuritorile
asupra unor materiale dielectrice ca: plexiglas, ebonit, textolit, C1Na, etc.,
studiate in prealabil de alfi cercetitori. Valorile obtinute de noi pentru
constanta dielectrica a acestor materiale au fost in bund concordanti cu
valorile date in literaturi.

1. Metoda ,,bastonasului de dielectric’’ [1] a fost abandonati, pro-
bele de catalizator studiate fiind dificil prelucrabile la dimensiunile cerute
de aceastd metoda.

2. Metoda de scurt circuit si mers in gol [2], [3] a fost incercati,
insd i-am preferat :

3. metoda probei asezate lingd scurcircuit [4], [5], care necesitdi un
numir mai redus de operatii pentru o aceeasi precizie a rezultatelor.

Principiul metodei utilizate. In fig. 1 este aritati pozitia probei
in ghidul scurtcircuitat. In aceste conditii [6], constanta dielectrica
complexd a mediului studiat,

" , . LAer (£<1) 2.Dieleetric {2,)
€, == &, — J&, (1) ={——-——~_\__7
este datl de expresia - |
2.2 -~ M.ui?
YZ)V / ‘
1 — 2 Enin i
* (27) .
g=—55% @ T
Ly e
' ’ Fig. 1.
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unde <, este constanta de propagare in dielectric, . lungimea de unda
critici a modului de propagare in ghid, 2, este lungimea de undd in c¢im-
pul stationar din portiunea cu aer a ghidului, iar permeabilitatea magnetici
a dielectricului, u,, se considerd egald cu unitatea.

Scrierea ecuatiilor de propagare si a conditiilor la limitd pe supratata
aer -~ dielectric 47 duce la ecuatia:

L

) 2nx,
. b jotg T
th yad Jorm A ,
wd 9nd . 2nx, (3)
2 1 — 7 heto

1

care permite determinarea lui v, pe cale grafica (4], {7; sau prin aproxi-
matil succesive [8], din mdrimi accesibile mdasurdtorilor :

1

/‘ L>min

b s e coeficientul de unda  cdldtoare,
;m&m
d == grosiniea probei,

X, == distanta de la suprafata de separare la primul

mimim al cimpului electric.

Cunoscind valoarea coustantei de propagare v,, introducerea acesteia in
relatia (2) permite calcularea constantei dielectrice ¢ - scop urmairit in
lucrarea noastra.

In conditiile utilizdrii dielectricilor cu pierderi mici !9], v, este deter-
minatid esentfial de componenta sa de fazd, adica,

v, = g, 4

si deoarece coeficientul de undd c@latoare & este neglijabil, ecuatia (3)
devine :

2z,
Ay - tg
thd M )
Bod 2rd
In acest caz, relatia (2) se va scrie :
B |
(5
, T
= ()
Ve (22
5 )

constanta dielectrici a substanfei studiate fiind esential componenta activa
a lui &
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Procedeul experimental, masuratori. Au fost studiate trei probe : una
de V,0; cu procent de impuritdfi 15% si celelalte doud de catalizator
industrial de V,04(7%, V,0O; pe suport de 67 %y Si0,), neutilizat si utilizat.

Pentru masurdtori s-a folosit o linie de
masurd TESLA QZ\ 222 11, reprezentata

F 5 ~ Kimentarsa Luzior direetienal Pk
schematic in fig. 2. care lucreazd la o frec- cigironiy’ :
ventd in jurul a 9,4 GHz. Mirimile %, $i %, Meatr
au fost masurate cu ajutorul unui masurdtor PR
de undi stationard, care permite aprecierea - e 1 |

, . . N -
de -+~ 0,01 mm. Ca instrument indicator al Cistron l fl
masuritorului de undi stationara s-a utilizat — Gdmve_ A e
un galvanometru de tip , Multiflex”, de sen- Fig. 2.

sibilitate 3 - 107" A/div.

Pentru a obtine probe de dimeunsiunile ghidului, catalizatorul pe baza
de \,0; (livrat industrial sub forma de bastonage scurte, friabile) a fost
intii nlo]arat si apol presat, fard adaos de apa sau alte substante, in forma
doritid. Tot prin presare uscata s-au ()btlnut probele din V,0, 85%,, exis-
tent sub formd de pulbere. Am avut In vedere ca, dupa presare, probele
obtinute si-si pistreze greutatea specificd initiald, asa cum sint utilizate
in cataliza industriala. Alte precautiuni luate la prepararea probelor au
fost pastrarea granulatiei si evitarea adsorbtiei vaporilor de apd pe cata-
lizator.

Pentru obtinerea preciziei maxime la determinarea lui ¢, este necesar
si se foloseascid probe a ciror grosime d sd fie egald cu sfertul lungimii
de undd a cimpului stationar in dielectric (2,/4) sau cu un multiplu impar

al acestuia (37,/4, 372,/4, ...) 4, 61. Pentru a cunoaste exact valorile
I
- min
7., am ridicat pentru fiecare substanti studiatd caracteristicile & = — =
“max
. . ox . o L . .
w= fld) $i-22 == f(d). Prima caracteristicd prezinti maxime pentru valorile
>‘1
re By . .
d == o ete., 1ar a doua, la aceleasi ‘
J
valori ale lui 4 are puncte de inflexiune.
AL

In fig. 3 sint redate caracteristicile obfi-
nute pentru proba de catalizator pe bazid
de V,0,, utilizat. o

Y
In baza acestor masuritori s-au reali-
) ) o PR
zat probele cu grosimea d == s1os-au -
) 4
masurat x, $i 7.
Rezultate, eoncluzii. Constanta dielec- B
trica a probelor studiate a fost calculata
cu relatia (6), dupa ce in prealabil a fost 0
cunoscuta valoarea 8, din (5), cu ajutorul ¢
unor tabele 10, Fig. 8.
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Am considerat ca justificatd utilizarea relatiilor (5) si (6), valabile in
cazul dielectricilor cu pierderi mici, intrucit valorile obtinute prin calcul

.

g

"

pentru tangenta unghiului de pierderi, tgs, = — , nu depasesc 3,3 1077

>
la nici una din probele studiate, iar coeficientul de undi calitoare
{la probe cu d == —) nu este mai mare de 0,05.
1

Fara a lua in considerare erorile ce intervin prin aproximarea relatiilor
(2) s1 (3) cu relatiile (6) respectiv (5), putem afirma, tinind cont de preci-
zia mdasurdtorilor, ci rezultatele obtinute pot fi afectate de erori ce nu
intrec 39%. Astfel, pentru:

1. V,0, 85%, . . . S gy, = 7,88 40,24
2, Catahzator pe bazd de \ O

neutilizat . . . Coe e g =299 40,09
3. Catalizator pe bazd de \ ()

utilizat . . . . Coe gy =279 1 0,08

De constatd o diferen{a apreciabild intre valorile constantei dielectrice
a V05 839 si ale catalizatorului pe bazd de V,0;. Nu ne putem pronunta
insd in ceea ce priveste o eventuali diferenta intre constantele dielectrice
pentru catalizatorul utilizat si neutilizat, date fiind valorile apropiate oh-
tinute si limitarea de cétre erori.
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M3MEPEHHSA JIHUIJIEKTPUUYECKOWM T[IOCTOSHHOW KATAJMU3ATOPA HA
OCHOBAHHHW V,0, NMPH CBEPXBbBICOKHX YACTOTAX

(Peszwwme)

IlpuBoaHTCH MeTO4, IKCHOEPHMEHTANBHBIH JIDHEM, & TAKMKE De3y.(bTaTbl H3MepeHHi
AM3NIEKTPHUECKOH NOCTOAHHON NpH wacrore 9,4 Iru, nposefeHHHX 415 85% npo6 Vy0; u
AJS OCHOBHOTO kartaauszatopa V,0; (7%, V,04 67% Si0,). HCMOABIOBAHHOTO M HEHC-
NMOADL3QBAHHOTO.
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MESURES DE CONSTANTE DIELECTRIQUE DU CATALYSEUR
A BASE DE V,0, AUX FREQUENCES ULTRA-HAUTES
(Résumé)
Un présente ia méthode, le procédé expérimental et les résultats des mesures de constante

Aiélectrique 2 fréquence de 9,4 GHz, effectuées pour des échantilions de V,0; 85%; et pour un
Catalyseur a base de V,0; (79, V,0,, 67%, Si0,) utilisé et non utilisé.






STUDIUL UNOR PROPRIETATI SEMICONDUCTOARE ALE
SISTEMULUI 1,0, -- B,0,

de

SEMION GOCAN s LIVIU STANESCU

Oxizii consideragi mai sus fac parte din grupa acelora care in anumite
condifii formeaza sticle cu alfi oxizi, cum ar fi: de cupru, plumb, bismut,
arsen, molibden, etc.

Sticlele semiconductoare au inceput sd fie studiate si se pare ca pre-
zintd mare interes atit teoretic cit si practic. Sistemele studiate pina
acum nu contin B,0,, si ne-am putea astepta din partea anhidridei borice
si mdireascd rezistenfa probelor, fird sa influenteze prea mult energia
de activare, ceea ce este foarte avantajos in cazul termistorilor de tip
perla.

Sistemul studiat face parte din sistemul ternar V,0; — 5,0, — PbO.
Am considerat cd este necesar sia incepemn mai Intii studiul sistemului
binar, pentru a ne putea fixa mai bhine zona valorilor din triunghiul con-
centratiilor.

In ultimii ani s-a stabilit si fundamentat teoretic ¢, starea in care
o substantd este semiconductoare, nu trebuie sa fie neaparat cristaling
s1 cid la formarea proprietatilor electronice ale corpului solid, un rol funda-
mental i1 joacd ordinea locald, astfel, Incit si substantele amorfe, ca sele-
niul amorf, germaniul amorf, sticlele pe bazd de pentoxid de vanadiu,
unele topituri la temperaturi nu mult prea ridicate fatd de temperatura
de topire, au o conductibilitate electronica nemetalica 1= 27,

Partea experimentald.

‘Prepararea probeloy. Pentoxidul de vanadiu 1,05 a fost preparat,
pornindu-se de la metavanadatul de amoniu NH, V'O, p. a. prin calcinare
mtr-un curent de oxigen.

Anhidrida boricd B,0, a fost preparatd prin deshidratarea completa
a acidului boric BO,H, p. a.
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In continuare s-au efectuat topiturile sistemului

S. GOCAN, L. STANESCU

urmatoarele concentrafii procentuale :

17,0, —

Nr. probei: 1 3 4 3
V,0 9%, 95 80 70 60
B,0,% : 5 20 30 40

B0,

de

Probele pentru madsurdtori au fost obtinute din topituri sub forma
de perld; ca electrozi s-a folosit sirmi subtire de argint.
Aparatura. Schema aparaturii folosite pentru masurarea rezistente,
electrice cu temperatura la probele de tip perla este redata in fig. 1.

Rezultatele masuritorilor.

S-a efectuat un studiu privind variatia rezistentei electrice cu tempera-

tura si cu compozitia probelor din care s-a calculat energia

Rezultatele obfinute sint redate in tabelele 1—6 si figurile 2 si 3.

Nr.
crt.

12

20
21
22
23

R

3,36
2,45
1,70
9,15
7,48
6,53
5,50
4,36
3,89
3,40
2,94
2,54
2,23
1,98
1,76
1,58
1,42
1,30
1,21
1,11
1,05
8,40
7,85

()

1038
103
108
102
10*
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
10
102
102
102
102
102
10

10

log R

3,5263
3,3892
3,2304
29614
21,8739
2,8149
2,7404
2,6590
2,5894
2,5315
2,4683

si euergia de activare

23

50
80

107.5
121
134
147.5
160
172.5
184
196
208
220
231
2425
2545
265,5
276,35
2875
299
310

\ariatia rezisientei in functie de temperaturi a sistemului; 959 V,0,-—

de activare.

Tabel 1

3%B,0,

0,172

0,175

0,209

0,191

10,207

0,185
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Fig. 1. 1-
tor reglabil, 3 — ampermetru, 4 — rezistenta elec-
ricd de incilzire a cuptorului, 5 — resorturi, 6 — ter-
mocuplu de Pt — PtRh 7 — vas Dewar, 8 — potentio-
metru de tip Feussner, 9—punte electronici pentrn
misurat rezistente, 10 -- proba de masurat de tip

cuptor electric, 2 — autotransforma-

perld.
tes® |
| ©
7 p
; e 5
! o
| -
‘?; "/ - 4
: = ra e
- /’/ Ve
5 - . - /?
- . S
S - 5
- Al /
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e
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1
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017é7 2;7 % — —
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Fig. 2. Variatia rezistentei electrice in functje de
temperaturd si de compozifia probelor.

1 -- 939, V,0

5%

B,04

2 — 90% V,0 — 10% B,0,

- 209%

3 — 80%, V,0,

B,O,

4 - 709% V,04 -- 30% B0,
5 -~ 60% V,0, — 40% B,O,
6 -- 50% V,0, — 50% B,0,

107
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Label 7

Variatia rezistentei eleetrice in functie de temperaturi  sistemului 909, V,0, — 19°, B,0;

si energia de activare

!
| | [ w0
Nr. | R [ log R T T Lo RN
ert. () | ’ <) UKy ( 7 ) , feV)
| ; | i |
i ] | | VR
1 1,26 100 | 5,1004 21 294 340 |
2 8,03 100 | 14,9047 34 307 3,26 3 ‘
3 5,06 104 | +4,7042 50 32¢ 3,10 i 0,250
4 3,34 10* 1+ 4,5237 66 339 2,95 ! ‘
5 2,38 108 4,3766 80 353 2,83 | !
6 1,75 108 | 4,2430 94 367 2,73 e
7 1,26 108 | 34,1004 107,5 380,5 2,63 ;
8 9,42 103 | 39741 121 294 254 ! i 0,282
9 7,30 108 3,8633 134 107 2,46 0277
10 5,66 10° 3,7528 147,5 420,5 2,38 B
1 4,48 105 | 3,6513 160 433 2,31 —
12 3,58 108 3,5539 172,5 4455 2,24
13 2,86 108 3.1564 184 457 219 0,319
14 2,33 108 2 3674 196 469 2,13
15 . 1,90 109 3,2788 208 481 2,08 e
16 | 1,55 108 3,1981 220 493 2,03
17 1,28 108 3,1072 231 504 1,98 . 0,381
18 1,08 108 3,0334 2425 515,5 1,94 |
19 | 870 10® 29395 254,5 327.5 1,90
Tabel 3
Variatia rezistengei cleetrice eu temperatura a sistemvlui 809, V,0,- 209%, RB,0,
si energia de activare
Nr. IN log R T T ”’ | AL
ert (Q) (°C) {K) Tk | (V)
1 1,77 10+ 14,2480 39 312 3,21 !
2 1,16 10 | 4,0645 30 323 3,10 3
3 7,20 108 3,8573 66 339 2,95 0,299 :
4 4,75 108 3,6767 80 353 2,83
5 3,32 108 | 3,5213 94 367 2,73
6 2,40 108 3,3802 107,5 380,5 2, 6:
7 1,75 108 | 3,2430 121 394 2,54
8 1,31 108§ 3,1178 134 107 2,46 0,312 0,302
9 1,00 108 | 3,0000 147,53 420,5 2,38 :
10 6,05 102 | 27818 172,5 145,5 2,24
11 4,87 102 2,6875 184 457 2,19
12 4,00 102 2,6021 196 169 2,13
13 3,32 100 2,5211 208 881 208 0,295
14 2,78 10* | 24440 220 493 2,03
15 2,37 102 20,3747 231 504 1,98
16 2,02 102 2,3054 | 2425 515,5 1,94
17 1,72 102 2,2355 | 254,53 527,5 1.90
18 1,48 102 21703 ! 263,5 338.5 1.86 ;
19 1,38 102 2,1399 276.5 3195 1.82 0,318
20 1,12 102 2,0492 287,5 560,5 1,78
21 1,00 102 20000 299 572 1,73 j
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Tabel ¢
Variatia rezisten(ei eleetrice eu temperatura a sistemului 709, V,0;--30%B,0,
si energia de aetivare
3
Nr. R log R E T T —ﬁ i AE
ert, @ | °C) (°K) T (1/°x) NG
11 8,40 108 59243 | 18 211 | 343 !
2 ' 4,13 10° ,6160 | 34 307 : 3,26
3 1 2,25 108 5,3522 i 50 323 3,10 0,323
4 1 1,34 105 - 51271 ! 66 339 2,95
5 875 100 | 41,9420 | 80 353 : 2,83
6 . 58510t | 47672 94 367 ! 273
7 ; 4,15 100 46180 107,5 380,5 2,53
8 . 29110 14639 121 394 ’ 2,54 0,31310,318
9 | 21510 @ 43324 134 407 | 2,46
10 | 1,64 10* | 4,2148 147,5 420,5 2,38
11 ¢ 1,25 104 | 4,0969 160 433 i 2,31
12 . 9,84 10® | 3,9930 172,5 4455 | 2,24
13 | 7,98 100 | 39020 184 457 i 2,19 0,320
14 | 6,46 10° 3,8102 196 469 ‘ 2,13 |
15 | 5,30 108 3,7243 208 481 | 2,08 i
16 4,50 103 3,6532 220 493 | 2,08 T
17 | 3,88 10° 3,5888 231 504 j 1,98 0,267
18 | 336, 10 3,5263 2425 515,5 1,94
19 | 2,95 103 3,4698 254,5 527,5 | 1,90
20 ©2,65 10° 3,4232 265,5 538,5 i 1,86
Tabel 5
Variatia rezistentei electrice cu temperatura a sistemului: 609,V,0,-40%B,0,
si energia de activare
Nt | R | log R T T 108 AE
et (@ | <) (°K) T arx) (eV)
1 4,00 108 6,6021 | 34 307 3,26 ‘
2 2,00 108 6,3010 { 50 323 3,10
3 1,20 10% 6,0792 | 66 339 2,95 1 0,354
4 7,00 105 5,8451 80 353 2,83 :
5 4,50 105 5,6532 | 94 367 2,73
6 3,30 105 55185 | 107,5 380,5 2,63
7 2,30 105 53617 121 394 2,54
8 1,60 105 5,2041 ! 134 407 2,46 . 0,334} 0,333
9 1,25 105 5,0969 ‘ 147,5 420,5 2,38
10 9,50 10 +4,9777 160 433 2,31
11 7,50 10 4,8751 172,5 445,5 2,24
12 6,10 104 4,7853 184 457 2,19
13 4,95 10¢ 4,6946 196 469 2,13
14 4,12 104 4,6149 208 481 2,08 0,312
15 3,50 104 4,5441 220 493 2,03
16 2,93 104 4,4669 231 504 1,98 B
17 2,55 104 4,4065 2425 5155 | 1,94
18 2,20 10% 4,3424 254,5 527,5 1,90
19 1,95 10% 4,2900 265,5 538,5 1,86 ! 0,298
20 1,70 104 4,2304 276.5 449,5 1,82 |
21 1,50 104 4,1761 287,5 560,5 1,78 i
22 1,32 104 4,1206 299 572 1,65 |
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Tabel 6

Variatia rezistentel electrice cu temperatura a sistemului: 509,B,0,—50% 8,0,
si energia de aetivare

: ] 3
Nr. | R log R T T f Rl AE
ert, ! (Q) (°C) (°K) ]' T (1/°K) (eV}
1 7,00 106 | 68451 121 394 i 2,54
2 2,50 108 6,3979 160 433 2,31
3 1,90 10¢ 6,2788 184 457 ‘ 2,19 0,303
4 1,65 108 6,2175 196 169 ‘ 2,13
5 . 1,25 108 6,0969 208 181 2,08
6 | 1,15 108 6,0607 220 493 2,03 0,348
7 9,00 10° 5,9542 231 504 1,98 0,314
8 7,50 108 5,8751 2425 515,5 1,94
9 | 643105 538082 254,5 5275 1,90
10 590 105 57709 266, 5 538,5 1,86
11 475105 . 56721 287,5 560,5 1,78 | 0,427
12 2,50 105 53979 310 ' 583 | 1,71 §

In continuare s-a trecut la dozarea V0, din probe, rezultatele obtinute
fiind trecute in tabelul 7 si fig. 4.

Tabel 7

Continutu! de V,0,9% din.prohi

Nr. ~ Probal }
probei ! v ()70, ! B,0,% : v 2040/0
7 | 2Mse | 2Y37% |

]
1 95 5 0,35
2 | 90 10 0,33
3 | 80 \ 20 0,30
4 ! 70 i 30 0,26
5 60 ; 40 0,23
6 30 [ 50 : 0,19

De asemenea s-a efectuat trasarea diagramei de echilibru a sistemu-
i V,0, — B,0, care este redati in fig. 5.

J:C
700
600'\\.\ Lihid
‘é, V03 500] N Lickid - soiad soli o -
) Btk
04 400 .
e ok — Solutie
0L - T Joop solida
| ~
02 / 02t ~ 200
o ol 100
o] P PV oi, R e e pe ek - 1 SRR et e
¢ 40 20 30 x%d 50 2 010 20 0 40 0 00 96 %0 70 60 50 40 Lvid,

192 99 8 70 60 503 j00 30 80 13 60 507 O 10 20 30 40 50 63 ‘A,

Fig. 3. Variatia energiei Fig. 4. Variatia continu- Iig. 5. Diagramade echi-
de activare AE (eV) in func- tului de V,0,9% in functie libru a sistemului

tie de compozitia probelor. de compozitia probelor. V,0, — B,0,.
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in final, am executat spectrele de absorbfie in infrarosu in Nuyol
pentru probele de V,0;, B,0, si urmitoarele compozitii : 909, V,0, — 10%,
B,0, si 609, V,0, — 409%, B,0,, care sint redate in fig. 6—9

Nz

N pP—— e M r
i | ‘ ’ ! | ! N8 ] X ; " I
| ! / ; z | E | ;
T T |
w16 - e
T P
ra !
i
N 5 ; t
\> _
N2
It
- | :
A }
wio ;
H b ; o
] :
Wi // -
: \\‘> '
R :
i
» D :
i
“ \l\\\
\>
e
’\
Ks S
)
C) : . |
: : i
K4 ; <> 1 i ’\\ “ L
Niy K 4 L Y- | -
Fig. 6. Spectrul de absorbtie in in- Fig. 7. Spectrul de absorbtiein in-
frarosu a V,0,. frarosu a B,0;.

Diseutarea rezultatelor gi comcluzil.

Din examinarea fig. 2 si 3 se poate trage in general concluzia ca,
unul din scopurile urmdrite prin adausul de B,0, si anume acela de cres-
tere a rezistenfei electrice a probelor, a fost atins. In acelasi timp, ener-
giile de activare au crescut intrucitva, ceea ce ridicd sensibilitatea la
variatiile de temperaturi a rezistenfei electrice a acestor probe.

Prezenta B,0, in probe nu a schimbat sensibil continutul de V,0,
raportat la V,0;, corespunzitor temperaturilor la care s-a ficut topirea
probelor, ceea ce este in acord cu datele din literaturd [3]. Dacid ne refe-
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rim la intregul sistem, existd o usoard sciidere a continutului de V,0,,
dupd cum rezulti din fig. 4.

Comparind diagrama de echilibru, fig. 5, si graficul care ne da depen-
denta energiei de activare de continutul de B,0,, fig. 3, constatim un

L B o Eif:’_ L ;
: ] o i
| |
N - N 6 ‘ /) -
: 7
P ;
Wi O R e Rt o Wi
- } SRV SR SR S \
TN :
; o i
N2 ———<~—— i i S S R N2 o L ]
S : i ‘ ! ' | )
i ; ,_.-v——/'—'—“"’/ H
W10 b Wio o §
) ] o |
! ! |
i i i i
o f e o — ?
i [
T( ; j Lo ’ ;
| | Lo ‘
! ' |
K6 : Ks : é
o L
— R o I H ! | i)
|
K § - i K5 :
| i
PO AN . 4 RN B I
N hl ' : o
Fig. 8 Spectrul de absorbtie in infrarosu Fig. 9. Spectrul de absorbtie in
a 909, V,0_ — 109, B,0, infrarosu « 609, V,0; — 409, B,0,.

mers antibat perfect. Saltul care se observd in ambele cazuri pentru un
continut de 10%, B,0,, ar putea fi pus pe seama inceputului formirii
fazei sticloase propriu-zise, constatata si din proprietitile mecanice ale
probelor care contin de la 109, B,0, in sus.

Din examinarea spectrelor de absorbiie in infrarogu, fig. 6—9, se
poate trage in general concluzia cd nu existd o interactiune puternici
intre V,0; si B,0,, intrucit se pastreazi, in mare, pentru sistemele mixte,
maximele de absorbfie corespunzitoare componentilor puri si cd deci,
B,0, ar avea mai mult o actiune de diluare.
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WUCCJIEJIOBAHUE HEKOTOPbBIX ITOJYINPOBOJTHUKOBbIX CBOWCTB
CUCTEMBI V,0, — B.O;

(Pezwwve)

Mayunsocs H3MEHEHWE 3IMEKTPHUYECKOFO CONPOTHBJAEHHS CHCTE@Mbl B 3@BUCHMOCTH OT
TeMNepaTyphl:

X0o¥305 — (100-X)% B0y (ede X = 5,10,20,30,40 u 50) .

Ilpo6er Gl moAy4eHb! M3 1JaBOK B BHJAE CTeKJAHHBIX JKEMYyroB, a B KauecTse
5A€KTPOAOB Obl1a HCHOJB30BaHA cepeGpsnasg NPOBOJOKA-

3THM HCCIEAOBAHHEM OOHAPYIKEHO, UTO IIOCPEACTBOM NpumecH B,0; NoBHIIaeTc
conpoTHBJeHHe npo6, a 3Heprus aktheauus AE(eV) uveer Gonpmee noswlueHHe po 109%,
npuMecH B,0,, a 3aTen nosullienie venblie.

FIUDE DE PROPRIETES SEMI-CONDUCTRICES DU SYSTEME
V,0; — B0,

(Résumé)
On a {¢tudié la varjation de la résistance ¢lectrique en fonction de la température pour
le systéme :
X% V,05 — (100 — X))o, B,0, (ot X ==35, 10, 20, 30, 40 et 50).
Les essais ont été obtenus par fusion sous forme de perles vitreuses; pour les électrodes
on a utilisé du fil d’argent.
Cette étude a permis de constater qu’en ajoutant du B,0,, la résistance des essais angmente

et que l'énergie d’activation AF(eV) a une croissance plus considérable jusqu’a 10% d’addi-
tion de B,0; mais qu’ensuite la croissance devient plus faible.

] = Babes-Bolvai: NMatematici-fizica 1:1965.






CONTRIBUTIUNI IL,A STUDIUL RELATIVIST AI, POLARIZARII
ELECTRONULUI

de

Z. GABOS si EVA SIMON

In cazurile cind se studiazd polarizarea longitudinald si transver-
sald a electronilor liberi, este avantajos, daca se utilizeazd ca functii de

-
bazd bispinorii u;(f)) ai lui Darwin, care sint functii proprii comune ale
A N
s A [ e s -+ >
operatorilor ¥ = ;(S, p) s Hp c(a, 7‘),) ~he LR
- I
In literaturd, la studiul polarizarii, se folosesc ca functii de bazi

bispinorii u’(-j:) ai lui Dirac. In aceastd lucrare se studiazi modificdrile
ce intervin datoritd treceril de la reprezentarea lui Dirac la reprezentarea
Jui Darwin.

Lucrarea cuprinde patru puncte. In primele doui se di o sintezd a
rezultatelor din literatura (stabilite pentru cazul reprezentérii lui Dirac),
In punctul al treilea se studiazi, cum se modificd rezultatele, dacd func-

‘ -
tiille de baza u,( j>) se inlocuiesc cu functiile u,(p), si apoi, in punctul patru,
se aratd utilitatea folosirii reprezentdrii lui Darwin la studiul polarizarii
longitudinale a electronilor emisi cu ocazia dezintegrarii 3.

-

1. Sa consideram electronul cu impulsul p. Bispinorul corespunza-
tor electronului poate fi dat sub forma

“(]T’) == ‘31”1(;) + 027"'2(;[;)) (1)

-
unde “r(lb) reprezintd un sistem de functil ortonormate :

ﬁf(;)m(;) = 3 (2)
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£l

Pentru a caracteriza starea de polarizare a electronului, se foloseste
to (3)

matricea de densitate (1], [47:
CICT clc?) i _1_ [1 -\
2 b

o= .
* *
c.cC 6202,

ot

-
unde i(il, &2, F,a) este ,,vectorul de polarizare si o, sint matricile lui
(e, ey — 6,67,
4

Pauli. Avem [1]:
' AT S N z
5 T 66 T 60 &)
£y = €67 — ¢, 3, = cef + ¢,
Expresiile lor, £ si &, pot fi scrise sub forma
o, 1) (1) ) * A 2)c(2)% 2) p(2)*
2 VT T, B, = o — e,
unde
e — Lo, eV (o) — €y
| \/E ( 1 2)’ 2 VE 1 2/
¢ — 1 1. 4c
Gy’ = V2 (€y 4 16y).

2)
cl
2

2
2
., sint

2 :
— i Ca

9?
2 3

A
, }

notiunea de coeficient de orientare [1°:

Dacd se introduce
Ofuy, 1g) = [ ¢y
atunci se ajunge la concluzia ca, coeficientii lui Stokes, %, &
coeficienti de orientare corespunzatori functiilor de baza (u(l), #{l), (4%, u),
1
(1t — ),

(ty — 2Utg).

{1y, #o), unde
W = (g, -+ any)
1 ‘/2 1 2/
@) 1 L
uy Vi (g + 11y), P = =
2 Ve
La descrierea covarianta a polarizatiei, un rol fundamental {i revine
(5)

matricii (17, "47:
P, = u (N u(r),
- . . - .
unde #({2) este componenta * a bispinorului u(p), iar #{z) este compo-
e f
a bispinorului u(j))

v

nenta
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Inlocuind (1) in expresia (5), si avind in vedere (4), obtinem

PrZ,5) = 2 payin(e) + waualz)] + £, [ (Min(2) — w(2in(e)] +

E i Nug(s) T (W (R)] 1 1 [ Min(7) — uy(Ma(z)]L (6)

Matricea P poate fi scrisd intotdeauna sub forma
1 . . . .
P = 4 (‘S - ZP!I’:, - 'LVuYu + zqusYu - 1'M'lu.v\8’,u.7v)r (7)

unde S este un scalar, P un pseudoscalar, V  reprezintd un vector, s
un pseudovector, iar m, un tensor antisimetric de ordinul doi. In expre-
sia (7), p si v sint indici de insumare. In legdturd cu insumarea In
raport cu yw si v, facem urmitoarea conventie: Daci avem o expresie
de tipul 4 = B , unde A4 si B _ sint antisimetrici fatid de indicii p si

LW - Y uy . . ’
v, atunci se considerd, fie numai termenul v > u, fie numai termenul
v < H.

In legituri cu matricea I’ se pun urmitoarele probleme de bazi :
-

_— i
@) exprimarea lui P in functie de p i &;
- —_
b) stabilirea lui £ in cazul cind cunoastem P.

In acest punct abordim problema a) in cazul reprezentirii lui Dirac.
Solutia generald a ecuatiei

[C(Z_j;) -+ «(mzoc‘*’*]u(;) = Eu(;),

in cazul cind energia este pozitivd (E == = > 0), poate fi scrisa sub forma
g . (p
u‘ﬁ) CI) 62) = Z\IB(B(: :)(P)) (8)
unde
e > 5 -
:{c‘} N —1/2tm? g C’?J_ ¢ — P
¢ | €2 h 2202 e + mye? :;{ ’
#

sau sub forma
- - —>)
”(i” Cr f‘z) = "1”1(}5) + 02“2(;}5 )

unde %, si #, sint bispinorii lui Dirac:

Ml(;) = u(; 1,0), ug(;) == u(}; (!,1).
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Utilizind expresia (6) si expresiile concrete ale bispinorilor lui Dirac, se
ob{in urmaitoarele rezultate {4}, [18]:

1

S=1, P=0, V, = *p 9
¢ mocp“ ®)

-+, > - >

-+ - ) )

- E —+ _._?ﬁL,.?.,)vw ) 34 == 1 _(j_)’._g) , (10)

mgle -+ mge?) mye

- -y ~,(_" ?) . -+ =
Fe= ¢ P0:) g 0 (pxE) (11)
myc? myle - mye?) mye

—

- -
unde vectorii s, F si ¢ au componentele

> - -+
S(S1, Sa, S3), Fmgy, gy, myg), Gy, Maq, Myy).

Se poate ajunge la expresiile de mai sus si prin metoda transformari-
lor [4]. Considerim sistemul de laborator K si sistemul K legat de
particula in miscare. Axele celor doud sisteme s3 fie paralele. Dacd in
sistemul K considerdm bispinorii

(12)

A
. R e .. . - o
care sint functii proprii comune ale operatorilor Hg = ymo* si 23’
atunci pentru sistemul K obtinem

PO = (B H+v) = Lo+ (T a4y 03

Pentru sistemul K avem [4], [10], [16]:

u, = L(—2)u(0), r=12 (14)
P = 1(-p)POoL(3), (15)

unde
(16)

(—3) = /== 1 4 3 ey
2om 0 e + myc? a»eA'

Relatia (15) ne conduce la expresiile (9), (16), (11).
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Avind in vedere ci

aY, - Y = 0,

"}— (§1 _’::)] o YJ ("Y.;)

9

unde

- > N
02 . L=y, v (o, ) - cp
L S e e e SA

€ 2 3

C este operatorul lui Casimir (operatorul de prolectie, care proiecteazd
pe spatiul solutiilor de energie pozitiva ale ecuafiel lui Dirac). Dacid

constanta de normare se stabileste astfel, incit sa avem ufu =3 . in
1 . . . 1
loc de ——— intervine numai —--.
w(l 4 o) 1+

In punctul care urmeazi prezentdm rezolvarea problemei 6).
2. Avind in vedere ca
. -+ - e
i : z zc( )
Sy = (p z) = —\p.s
s €

. - - - ) -
s1 faptul ca expresiile lui s, s;, ' s1 G sint lintare In ¢

, problema b) se

avey

reduce la exprimarea lui % printr-o expresie liniard in raport cu vectorii
- & - e

s, I, G. Rezolvind aceastd problemd, l-am exprimat pe £ cu ajutorul
matricii P, deoarece

Sz — 17 bp(ls*—:'{>

F=—isppy v7).
G =i sp(Pyy).

Starea de polarizatie a electronului poate fi caracterizatd in mod univoc
cu ajutorul celor trei mirimi £ ; in consecintd exista sapte relatii intre
cele zece mirimi S, My Acestea pot fi

su/&u =0, m

I

wv . suvpc]")r«sc (17)

sau

mp, =0, s, = — LA Hog - (18)

w . aven a
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Pe baza expresiilor (I

0) si (11) a lui N sia lui 1< se obtine [4]
-
i 2 (S4F). (19}
e - m D
Din relatiile [8]
- — b d =
(p w o) = (3 3),
- - -
G- < G
WZOC
rezulta
-+ -
PN a(p,s) 7 (20
’ (e -+ m(,c‘-}
La fel, utilizind relatiile
[~ - . = - (= = e e g
(5« Fl= = (3 x2), (3.5 =(37%)
Myc?
obtinem
-+ S Y ’
:_ ’”Ofi‘p o) J _ 1)
s | mo(s + mec?)
Relatiile (11) ne conduc la
e g ic
i:: o o X O }
€ + myc? (p 7
Sint incd o multime de posibilitifi pentru a ajunge la vectorul Z, cousi-
deram, insd, cd cele enumerate mai sus sint cele mai importante. Mai
mentfiondm urmdtoarele relatii
.:2 -2
S8, == 3, mym, = £
Relatiile (17),

(18) ne dau si posibilitatea de a-1 exprima pe P sub forma
unui produs de doi operatori.
Pe baza relatiilor (17) putem scrie [3

1
i
E

*(1 i )(1 —isy,)

(22)
E s
unde s = vy s si p = v,p, Relatiile (18) ne conduc la

- VAN
, | . .
b= ;(1 f-) (Lm0

8]

(23
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Noi completam aceste rezultate, din literatura, cu

>2
Z p“ = — e € ooy Moo’

-2
care in cazul £ = 1 (polarizare totald) ne da posibilitatea sd scriem matri-
cea P sub forma :

P = - (\1 — z's‘f5J (I — imuvYMY")'

In literatura [11], [12], [ 14] se foloseste si o altd cale pentru a carac-
teriza polarizatia, avind la bazid posibilitatea de a scrie termenul
ot p .
Po== Py (I —im, 7,7, 24)
care figureazd in expresia (23) a lui P sub o altd forma. Daci se ia in con-
siderare relatia a doua de sub (17) si se introduc marimile w_ prin

1

e o D o~ o
uo 2 °opuvpc tu by

atunci expresia (24) a lui P se poate scrie sub {orma
2w s

(1+ ¢’o

mye

1

s D)

P

AYVAN
1 7 rea oA 3 — 1 « fQ e o M
Avind in vedere ca s, P, = 0, obtinem 2w s = vy s p, prin urmare

(25)

> 1 ; 1 /\\A:
L)

3 .
e

Avem deci

. o ' A
P PP unde P ! ‘1 - p)

> B} mye

P este operatorul care proiecteaza pe starile de energie pozitiva, si P este

-
operatorul care proiecteazdd pe starea cu spinul orientat dupa directia s.
Marimea
1 1 .
Jl;Lv o 2 GU-V - 4, <A";L iy Ty ‘;J.)‘

care apare in expresia lui w,
Aceastd constatare face posibild descrierea covariantd a polarizdrii bazata
pe considerente de teorie a clmpului (67, [14 ..

este vperatorul de moment cinetic unghiunlar.

>
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w_ satisfac urmatoarele relatii :

wfo = v, 29
k’wp, w'(,' = Epcuvpuw\" (27)
ww, = mes(s + 1), s = _i (28)

Avind la baza relatia (26), se poate introduce un vector cu trei componen-
te, componentele cirora satisfac relatii de comutare similare celor satis-
facute de componentele momentului cinetic. In spatiul impulsurilor se

. . . . . i
introduce un sistem de patru vectori ortonormati #'h), 2, n¥, 4 == — R ,
Myl
pentru care avem (»®, aV) = 3§ . Se introduc marimile
41’0 3 (cu.:
QM e
Hlo[
N . - ~id: . . .
Este evident ca S == 0. Prin calcule simple obtinem :
J {1 oty e 1
S v e § o gow = S(S -
VS S = S s w oW, sts = 1),
=1 @
Pentru comutatorul marimilor S avem
RO v, -
| P (13 n H (X Lre?s
(SHSYIT e 2T e - R bow. o oz gl it
’ - mgc2 e Pl my pouy S v e VPOR P oo

z Ul 4 as - vt - Al . ce . . .
Coean | G MY este un element de hipersupratata in spatiul definit de vectori
20 w@ w® 0 x In locul lui putem introduce cuadrivectorul dual al ele-
mentului de suprafatd: aijhng”.

Avem deci
celd B . W ; . . k)
Lb“), b‘”j = g 08 = g —tewm g N "

3. S4 analizdam in continuare, cum se modificd rezultatele de mat sus,
dacd se folosesc, ca functii de bazid, bispinorii lui Darwin

1+ e, Ce- ey bodey
w =N N, [ T w, = NN e
1T e e | B ' 2 e e VB e b e ’
L+ ¢y) (=€ 1€y

Bley + 1e,) — B(1 + ¢,)

unde
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La acesti bispinori se ajunge pornind de la #,(0) 51 2,(0), in felul urmator :

LD R0 - P
u, = L(‘~]>) R (e w (0) = L\ —plu (0),
unde
R(Z) = (14 ey %)
€) == ‘_//m( i ) “T_l( "—‘1‘“‘1‘-‘2)

Adica, inainte de a efectua transformarea lorentz, se efectueaza in sistemul
K o rotatie cu unghiul & = arcos e,, in jurul axei perpendiculare pe vectorii
esik (k este versorul de pe axa 0z’ a sistemului A ) Sa notdm cu £ vectorul
de polarizare si cu P’(0) matricea de polarizare calculatd pe baza functiilor
de baza u (0). Avind in vedere ca

P = L+ (2004 v - REPoR [2) =

1 Suding . .
T [(1-ke)1+i(e 3 —e [1 5 a’)l{(l +oeg)l—i(ey 3, —e 2,) 1,
8(1 + &) 2 2)

gasim
§=1¢,8, sau E =¢,8,, (29)
unde
3:12 e
1 — - LE e
1+ ¢, 1 4 eg
((egk)) = 2,6y eg
S S T — ey
14 ¢ 14 ey
ey ey €y

In noua reprezentare, se obfine s, §im,, daca in formulele (10) si (11)
£ se inlocuieste cu expresiile (29). Se ajunge astfel la expresiile :

Y= (L g i), (30)
ﬁ:@—m L) (31)
G, M}:’c {—12+1+ (€8, — 62\2)],
Gl - o)
G, = i ljcl (6,5, — e5)).
ool
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La formulele (29) putem ajunge si pe o altd cale. Avem

N
n(p] = Oty + Colty = C Uy + C U,

de unde rezulta

1+ e .

Cy = et —{’* :
VU Valaey U Va0t ey
0y = ey -+ ie2 c, 14 33 B C'.
Vi + e3) '\/ 2(1

Prin urmare

!

20067 =1+ &5 = (1 + es) ot (1—eg)c,c,” — (e + teg)cic . T

. , 32
(e b e)ect = 1 — e, — e, + 6%, (82)
$1
) £3 > R & (Fl - 1.3«,) RE™ e
Zoyey = Z— i€y = (g — tey)eic* + (— ey + 1ey)c,c)" — i 201
. 1+, 1 — g
1+ )T = (o~ de) 7 (e i) (89)
(e it &1t ik 0 e B
14 g 2 b 2

Din (32) si (33) rezultd imediat relatiile (29).

In continuare vom face citeva observatii privind rezolvarea problemet
- > >

b), adica a problemei de a-1 exprima pe €, cu ajutorul marimilor s, sp F', G

Din (30) rezultd

P o P . o Hget - (34
Sy T €S Gy T €S, L T 6y, 34)
iar din (31) obtinem
o %f" o o Amoc‘i . s - .
¢ = eljlj, L= aszj, Gy = ‘33;1“,,- (35)

Pe baza relatiilor (34) g1 (35) mai putem scrie

-+ ’
In cazul cind  p ~5~7z¥ 0. avem posibilitatea de a ajunge la mdrimile £ bazindu-
ne pe expresiile v4, G, G, G,

a ‘ imge .

R T R P [ Gl &=

1 4 &g
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Relatiile (17), (18) rdmin valabile §i in cazul reprezentarii lui Darwin. In
consecinjd, descompunerea lui P’ intr-un produs de doi operatori se poate
face intr-un mod cu totul similar, ca s$i in cazul reprezentidrii lui Dirac.

Reprezentarea lui Dirac si cea a lui Darwin sint echivalente. Avantajul
reprezentdrii lui Darwin este cd, in aceasta intrd in mod explicit si separat
parametrii care caracterizeazd polarizarea longitudinala (£) respectiv trans.

versald (&) ¢i &), pe cind parametrii I, nu sint in legaturda directa cu
caracterul transversal respectiv longitudinal al polarizarii.

.
4. Pentru a ilustra utilitatea folosirii bispinorilor (\p), functit
N

A
proprii comune ale operatorilor H st ¥ | sd studiem dezintegrarea 8~ a neu-

p
tronilor neorieatati:
o P07 Ay,
Regdsim pe o cale foarte simpld unele rezultate din literaturd 97.
Deoarece bispinorul #y corespunzidtor antineutrinului

— vy Ty
%,:_1_. 1 =4 vy N _ﬁ:
VR | w7y (36)
— (1 ), |
satisface relatia
ey == iy sau SERCPY Uy,

este util ca bispinorul electronului si-1 scriem sub forma

’ o , 1

w, = o =
4 e T
(] =)

-
Mentiondm ca bispinorul «, rezultd din bispinorul v;( 1‘)) corespunzator

-
pozitronului, punind m, = 0. Constanta de normare din ¢ (p} se alege
astfel, incit sa avem v(*v) == 1 [7], [191. Pentru bispinorii «| §i %, avem

. N [ . N ‘ P
’ll1 :::——(1 - B)((P’, [Z’l)l 2' (1 -+ B)(Q)’

N=NN, o :( ) )
& £y 1 18,

e? T

. AN . x N ()U
0 - B W, = (1 — B :
we e B() = =B
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Vom considera tranzitii permise de tipul S, \', A, T (tranzitiile de tipul
P, in cazul tranzitiilor permise, nu joacd un rol important). Dacd neglijim
energia cinetici a protonului st considerdm dezintegrarea neutronilor in
repaos, avem opt termeni fundamentali de tipul

W= g P ) Q) (uf Q) (37)

pentru a calcula probabilitatea de dezintegrare. Pentru constantele de cuplaj

g, §1 operatorii Q. avem

H {
i 1 2 3 ] 4 I 5 6 7 s 8
| !
S S , R N
] i | i i
&, £ 4 L8y % 4 84 g1 st Ar
N N\ b AN ~ N AN - ~ : - AN
Qi b} 1 ~1 | - Xy Tg~1 PRI (g ~3

In cazul dezintegrarii % sd considerdm urmatorul caz: impulsul
- -
electronului este p, impulsul antineutrinului este £ si momentul cinetic
- ->
propriu al neutronului este < ¥ > = n. Dacd se alege axa Oz paralel cu
n

-

i, pentru neutron avem

1
i 01,
”n
0
0
iar pentru proton una din expresiile
1 0
0 1
W, == O T
i 0 i 0
0 0,
Avem
| | [ ! :
i o2 s e s e T 8
I | | | i a ; :
! | ; ! ! ’
wyr=... 1 | 1 | 2 2 } 1 LI i
o | i |
(, Q) P o1 o1 i Pl 1 i !

In consecintd in loc de (37} se poate scrie :

W, == ;gi;:i(u:L Quy) )
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Obtinem o valoare diferitd de zero, daca in cazul / = 1,6, 7, 8 se ia, pentru

electron, bispinorul #’, iar in cazul i =2, 3,4, 5 seia bispinorul #'. Daca
(-

+)
vrem si obtinem probabilitatea ca si fie emis un electron cu bplrahtate
pomtlva respectiv negatlv , se utilizeaza bxspmorul ”1' respectiv  #,. S3i
= qriw st ebe . ,—
notdm aceste probabilitdfi cu W™, respectiv W
Avind in vedere ca

et L) R e L]

: 2
L ¢, T~ gl

in urma unor calcule simuple, in cazul cuplajului scalar obfinem

U: oc (1 + ] (1 — cosd),

> -

W, oc(l —————— N ’(l -4 cosd), cu cosd == (e, v).

oc este semnul de proportionalitate.
Pentru cuplajul vectorial se obtine
W:f > ‘1 - 5) (1 — cosd),
ug;oc(l + ) cosd).

Probabilitatea de dezintegrare, in cazul cuplajului 4, este proportionala
cu W, + W, 4+ We. Deoarece

(1, " Erz%)}zoc (1 — = ) (1~ cosB - 2ev)),
(+) )
(uyF Zl.uv)‘!zoc (1 + - ) (1 — cosd -+ 2¢v,),
e .

avem
W (14m )(1~71 cosh |,
4 J
W o (1 -+ 1”] . L‘()SS).
Pentru cuplajul tensorial obtinem

| u+ ~ th lx (1 + lT-)(l A cosd — 2e,v;),
[{— ¢

(1{2i o E: lt\")f‘loc (] - ")(1 o8 = 20,9,
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Avind in vedere ca probabilitatea de dezintegrare este proporfionali
cu W, 4+ W, + W, obtinem

LV; oc (1 _1 7: ,( 1 —%» ——1' COSS)’

Vl',l. oc (1 e ‘) <1 - C()SS).
] ¢ 3

Introducen: urmatoarele marimi :

. — probabilitatea totali de dezintegrare W = W" W
— gradul de polarizare longitudinala corespunzatoare unghiului ¢

[ A TR
wt oo

— gradul global al polarizarii longitudinale, definit cu ajutorul valorilor

‘ H‘.’:;.’ B }T,;T_
(Pl)gl S IIT T
Wt g

In diferitele cazuri (S, 1", A, 7) gasim

Woc 1 — oy -~ cos8,

Py . ©
{(Prler = 24

unde constantele «; au valorile

i 1 9 3 4 3 ! 6
_ . . S S
S I I 1 1
I
\ 1 -1 vt 1 -1
1 b ‘ 1
A 1 I - — -1
3 S 3
I 1
T S P 1
3 5 3
Deoarece, conform experientelor, =, == —1, dintre cele patru cuplaje

posibile se realizeazd cuplajele ™ si 4.
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K PETSATHBHCTCKOMY HUCCAETOBAHMIO THOJISIPU3ALIMK 2TEKTPOMHA

(Peawue)

Slid necTeoBanMA TOIAPH3AUHI CBOGOIHOIO ICKTPOHA K4K OCHOBHMIE (DyHKIHH
HCHOALsYVIoTCs Boobme GucnuHopsl [upaxka. B padore u3ywaloTea NpeHMyllecTBa HCNOJb-
3oBanud (B KauecTse OCHOBHBIX Gynxiuuil) Gucnnuopos /lapBuHa M JOKA3LIBAETCS, UTO B
pavuax npejcrasaciis Jlapsniia HeoCpeICTBEHHO HOAYUAIOTCH BEAHUAHB, XapaKTepHaVio-
HWHE BPOAOABHYIO 1 HONepeuHyio noaspusamio. Jag wamoctpiposntun npuyepavu Hay-
4aeTCH  PACINETLICHHE 57 HEODHEHTHPOBAHHLIX HeElTpOHOB.

CONTRIBUTION A L’ETUDI RELATIVISTE DE LA POLARISATION
DE 1I/ELECTRON

(Résumé)

Pour I'é¢tude de la polarisation de Uélectron libre on emploie en général comme fone-
tions de base les Dbispineurs de Dirac. Dans leur contribution, les auteurs étudient les avanta-
ges qu'offre V'utilisation (comme fonctions de Lase) des bispineurs de Darwin et ils montrent
que, dans le cadre de la représentation de Darwin, on obtient de fagon directe les grandeurs
qui caractérisent la polarisation longitudinale ¢t transversale. A titre d’exemple on étudic la

.

désintéoration 2 des neutrons non-orientés.
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CONTRIBUTIUNI LA STUDIUIL CIMPULUI CRISTALIN CU
METODA OPERATORILOR ECHIVALENTI

de
Vo GRECU. RO V. DEUTSCHL, s, NINTOR

Printre substantele paramagnetice mai mult studiate sint si cristalele
ionice. Proprietati paramagnetice apar la cristalele ionice care confin ele-
meinte ale glupclox de tranzifie, aparitia acestor proprietdti fiind legata
de existenta paturilor electronice incomplete. La elaborarea teoriei spec-
trelor de rezonantd paramagneticd a cristalelor ionice trebuie si se tina
cont intil de interactiunea electronilor cu nucleul si electronii din interioral
fiecdrui ion, apoi de interactiunile electrostatice, magnetice si de schimb
intre diferitii foni si fn sfirsit de actiunea cimpului magnetic exterior.

Interactiunea clectrostaticdt intre joni poate i aproximatd prin a con-
sidera ¢a fiecare ion se afla intr-un cimp electric mediu creat de ionii
inconjuritori care se numeste cimp  cristalin. Interactiunea electroni-
lor cu cimpul criatalin este mai slaba decit cea cu nucleul si electronit
jonului insusi, astfel ca actiunea se¢ poate fi consideratd ca o perturbatie
a starit atomului liber. Sub influenia cimpului cristalin nivelele energeti-
ce degenerate ale atomului liber suferd, in absenta cimpului magnetic,
despicari, care depind esential de simetria cristalului. Solutia calitativa
a fost datd de Bethe 1] cu ajutorul teoriei grupurilor. Pentru a obtine
marinea despicarilor energetice $i functiile de undi ale starii fundamentale
perturbate, trebuie caleulate elementele de matrice ale energiei suplimenta-
re. H_ a electronilor pﬁturii inconmplete in cimpul cristalin. Pentru sim-
phhmwa acestui caleul s-a claborat metoda operatorilor echivalenti (2
13 . Articolul isi propune sa demonstreze printr-o cale elementard aceasti
metoda, fard se recurga la consideratit din teoria grupurilor.

Calenlarea potentialului ervistaling

Energia suplimentard a clectronilor de pe patura incompletd a unui
atom de tranzitie in cimpul cristalin mediu este :

i vty (1)
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unde 7 este potentialul cimpului cristalin, 7, este raza vectoare a electro-
nului « de pe patura incompletd (insumarea se face pentru toti electronit
paturii incomplete). Pentru simplitate vom trata cazul cind pe patura incom-
pleta se afla un singur electron, adicd cind H = — eVC(-;’)

Avind in vedere ca potentialul V'_verificd ecuatia lui Laplace, A" = 0,
s ¢d paturile electronice ale ionului paramagnetic nu sc intersecteazd cu ale
ionilor vecini, putem scrie 7 sub forma unei dezvoltari in serie dupd func-
ti1 sferice.

}IJ *\—' lm ’:" (0 b! (2)

Pentru cele ce urmeaza este utila trecerca de la coordonatele sferice la varia-
bilele u, ©, 2z, definite prin relatiile

’

[ U == X A vy osin U™
. . e (3
‘ o= oy - Jvoes posin e 7 (3)
bozowe g = 7 ¢os U
Avantajul utilizarii acestor variabile rezultd din legatura simpla iutre cle

si funcgiile sferice. Din relatia de definitie a funciiilor sferice

) 02D — mo 1% . i s
V0. 9) | B DU my i P (cos 0) ¢ 7
i

unde 22" (cosh) este polinomul Tui Legendre asociat cu gradul (0 — i)
in cos 0, se obtine, folosind, pe (3), urmatoarele relatii intre v, v si Y8, o)

respectiv Y, " (0, o)

§\ -Hr (20 i7 ,”, o [ 2
Y7 S T S ; P {_
e )

i

Vo ‘(21‘ ST { V " ]),,,( 2
: - ! ¥ ;

| (I - !

unde m > 0.

Cu ajutorul relatiilor (4) se pot exprima cu functitle sferice toate com-
Dinatiile variabilelor u, v, 2. Puterile lui # $1 v se exprimd prin:

al
v

b -».._,_l;_ . 2/‘ 138 k }—k n i
!u 12/e+1)(2k)?‘ (k)1 Y, (U, 9 —
l
|

1

4r o ek
~1 M,'l PRy LAY (0, 5

/

¥

2k + 124
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Orice putere 2 alui ¢ se exprima printr-o combinatie liniard de functii sferice
Yﬁ, unde # = 0, 1, 2, ... k. Produsele de forma u*v*, folosind coeficientii
Wigner, se pot transforma intr-o sumd de functii sferice, si anume :

/,a—n r- H}e-rn k+n

TR SRR S G YT (0, 9) (31)

1) (2n + )(2/?) 1 (2%) !]1, < R, —n L T

(._N
[ ]
e

T

A . = . . . .
unde M = & — nu, iar (,fk’n ,» Se exprima cu ajutorul coeficientilor Wigner.

In mod analog orice produs cu z poate fi scris sub forma unei combinafii

liniare de functu sferice. In tabelul 1 sint date expresiile termenilor liniari
st patratici ai Tni ", v, 2,

o : oy -
B o= % = 2 ért Y; e 4 aibl Y’1 ! r == O =
3 3 3

Tabel 1

i
i i I o o o _
uz = 272 // 22 Y; i vz == 2t \/ _g‘f -Y’2 ! uy = 2r2 (VQ:—: Yg — 2 \/_T_C_ Yg)
\ 5

Folosind (3) si (4) potentialul cristalin V, se poate exprima prin variabilele
u, v, 2 sub forma unui polinom V, (u, v, z), in care diferifii termeni pot fi
grupati dupa gradul lor.

Calenlarea elementelor de matrice
a termenilor eneryiei crista.ine.

Energia in cimpul cristalin al unui electron al paturii incomplete,
datoritd ordinului de mirime, poate fi consideratd ca o perturbatie a stérii
electronului in atomul liber. Aplicind teoria perturbatiilor se pot calcula
atit despicirile energetice ale nivelelor neperturbate cit si starea perturbata
a electronului. Pentru aceasta e necesar mai intii calcularea elementelor
de matrice ale energiei cristaline, calcul care se face cu functiile de unda
ale electronilor piturii incomplete din atomul liber. In cazul unui singur
electron pe pitura incompleti (ionii S¢°*, 74°F, V**, ...) in ionul liber elec-

tronul s¢ misca intr-un cimp efectiv cu 51metr1e bfenca forma caraia se
poate calcula prin metoda cimpului self consistent [4]. Starea electronului
neimperechiat este descrisia de grupul de patru numere cuantice (n [ m;,m;)
Degener.zci existd in raport cu my si m;. Deoarece pentru aceeasi patura
mcomplet'x 7 si [ sint constanti si nu existd interactiune intre c1mpu1 cris-
talin si spmul electronului, vom nota functia de unda a electronului liber
in loc de |uimm, > prin:

{Im > = R(r) Y] (0, 9) (6)
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unde Y7 (0, @) (functiile sferice) sint Tunctiile proprii ale partii unghiulare
pentru un potential ca simetrie sferica.
Trebuie sd se calculeze elementele de matrice ;
(H,), = <lm | H(uvz) ln_ = {7)

Deoarece H, == — el {u, v, z) este un polinom iu u, v, 3, vom calcula ele-
mentele de matrice a diferifilor termeni ai polinomului V,, enuntind pe
baza acestor calcule o metodd operativa de calcul a elementelor de matrice.

e baza relatiilor (3), (3;) se poate alirma ¢d orice termen al polinomului
Pe i relatiilor (5), (3;) se poate afirma cd orice t 1 pol 1
Ve(u, v, 7) se exprima printr-o combinatie liniard de functii sferice. Scrierea
elementulul de matrice a unui termen a polinomului V, se reduce Ia cal-
cularea cu funectiile proprii [im > a elementelor de matrice a unor functii
el e Py T . L o
sferice Y. Notind cu 4 ([, m) elementul de matrice al acestel functii ste-
rice, avem :

nw

AL @om = SE 07 v vrsing a0 de ®)

i

[ERY]

Produsul ultimelor doud functii sferice se dezvoltd intr-o suma de functi
sferice folosind coeficientii Wigner [5], (6]

fad oy , I
Y0, @) Y50, @) — i ' 2 hers Y ; <PlOO|LO) = < Umm | L M =YY (0,9)
! : dm (2L 4+ 1) ) !
L= {l—1] (9)
unde M = my; -+ m 51 1M L L

Folosind pe (9), (8} devine:

by o= R @ n @y e .
{ " (l ”I/) 7;% 7? ’_Tﬂm] = ZZ()O ! L() s ﬂﬁ“ﬂll Lﬂ/[ > 6lL 8Mm/<
sau pentru /= L
A, m) = If?jﬂr < U010 > < U, |IM > 3y, (10)
13

Coeticientul << {00 {10 > este diferit de zero doar clnd 2/ 4 { este
un numir par, adici cind / = 2¢. In acest caz avem:

. . . 1%
SO0 > = (— 1)7 | BEDE = 2) !! (29) 1+ ) ()

(2 +2¢ + 1! fGhr e —g!

Elementele de matrice diferite de zero ale unei functii sferice sint de forma :

A (20, m) = (— 1) |YeE @@ - 29!
w2, m) = (= 1) [ 420 4 29 + 1) !

(L4 ) l2g)

LN 20lmm |IM >8,,

pRa ] e
(12)

unde M = m; + m, Ml osig<!
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Din (95 (10) si (11) se pot trage doud concluzii importante :

I. Deoarece paturile incomplete sint doar paturile 4 s1 /, adica cu /=2

respectiv /=3, pentru ca sa avem [ - [, valoarea maxima a lui / poate
f1 doar 2/, adica [ 4 respectiv [ == 6. In expresia potentialului cris-
TN niax 7

talin nu se vor retine termenii care corespund unor functii sferice cu / > 6,
adicd in polinomul ¥V (u,2,2) se vor neglija toti termenii cu puteri mai
mari ca 6.

II. Deoarece elementele de matrice corespunzatoare lui [ impar sint
nule, in expresia lui V (u,2,z) se vor retine doar termenii de grad par adica
termenii de gradul 2,4 s1 6.

S4 calculdim elementele de matrice a termenilor de gradul doi in u, v
si 2. Vom avea :

=<l g a2
Inlocuind pe (6) se obfine :
), = =& (i ym (f” ) Y sinb d6 dg (13)
v
Din tabelul 1 putem scrie imediat expresia lui (-Zir, §1 anume :

Ve

Fxpresia (13), folosind pe (8) devine :
\ 2 ‘
(12),,, = 4\/ AL (22)
15
Dupa inlocuiri simple avem :

2+ D@ =2 ¢+ 1)

2) = — 82
(%) 1 r\/ 6(20 + 3) ! -1t

< 22m lm, 4 2 > SS (’y”‘k‘)* y;’u 2 inb d6 do (14)

!

Pentru ceilalfi termeni elementele de matrice se calculeaza in mod analog.
Introducind notatia :

4 1){2 @ — 291 1 (2g)!
C;ql - ( o l)q \/( q +4 )‘( "f‘ ) ( ' ) I+ g !¢ ‘])wz (15)
' m(2 4 2¢ + 1! U= g
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Se poate scrie urmatorul tabel pentru elementele de matrice ale tuturor
combinatiilor de ordinul doi ale variabilelor #, v si z.

Tabel >
:%) w?ﬂﬂ' 4Y'”k\*(—z~ B i sin0d6dy =
('~m"‘,\1)w ! =
- '4 = N e . T TR
12]»§V‘5. Cgp = 2omflm, = SS(X lk) Y Pisin0dOdy -

(2ou),, = 12 SS(Y:"’»’)*{ ;J (%)v;’% singdode =

zvf’r ct g < Almfim, 41 - SS(Y}":’:) vi'itlsinadods |

)y = AN @[S D | yrsinoasds —
(2= 0)ig SS( )(,)(,,) 1 P
2 /5’: ch, < 2mmjim, — 1> (y"‘k)*y’” ~singd6ds

15 G = i, (¥ i 6#bdz
(v u), =1 Sg(yj”k) ﬁ)(i)yf’z‘ sinfdbdy =

ik T ’ v

*
= y2 {“‘ — —I/ = ‘l . ‘.’.lomdlmi > SS(Y;"k) Y;"fsineu’ed@ '

i

3

72

y2

H

po— E 2
), = 7\ (v) [ ) v < sinodode =
{ ik 14 ’ i ?
~ 7 {4 ‘j'i‘ Ch < 22mfim, + 2 SS(YZ””) YT sinbdede
— LTRAY
(o), — rzgg()';"h) (—) Y sin0d0dy —
14

= r2l Vz" Ch, <2 — 2mflm, — 2> SS() ;"k)xyg”t'zsiu()d()d@ «

Treeerea Iux operatorii echivalenti.
Din compararea formulelor tabelului 1T se poate trage concluzia ci in

. “ e . " v Z . . .
calculul elementelor de matrice méarimile -, ~, < pot fi considerate ca niste
[s 1 4 4

operatori care actioneazi asupra functiilor sferice dupd urmitoarele reguli :

A
K ;) Ym _ ulO Xvn

i Im =i
N
(_u_) }rlm . a;l };m-g‘—l (16}
o m
A
v 1— ;01— 1
(w) Y” = al-ty”
p m 4
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Conform acestei observatii relaia (14) este rezultatul aplicdrit de doua
A

. i s fuwY . e o .
ori succesiv a operatorului {— ) asupra functiei sferice Y, adicd

¥
AL AN , A
u ” u [ ne u 11 rm+1 o1 ]
s Y o .__) (——)y o (~ )d )’7 ' s A ) ’
(r) 4 v y 1 ” Im =1 bn im41 7
LA A Wlaooh T s
Sd notam cu L. operatorul | =, cu L pe “| sicu L pe \! \ Tinind cout
¥ v 4
, . R A . y
de (3) rezultd cd operatorii l } == Lo osl :«‘ == Ly sint dati de relatiile
¥ Ty
7yt
A L
L, == -
* 2
AA (17)
A 5 J—
L = * =
! 2
adica
S 8N A
P i)
~ A A . (18)
L = (L - il |

Deoarece x, vy, z sint componentele unui vector pentru ca sé aibi ace-
N N A

leasi reguli de transformare si L, Ly si L trebuie si fie componentele unui
operator vectorial care se bucurd de urmatoarele proprietiti : componenta
pe axa 2z a acestui operator are ca functii proprii functiile sferice, iar com-
binatiile liniare de forma (18) conduc la niste operatori care aplicaji asupra
functitlor sferice modificd cu o unitate in plus, respectiv in minus, indicele
superior. Operatorul care are uceste proprietdfi este operatorul momen-
tului cinetic.

Intr-adevir ’

(19)

Yr e VI w1y

]

Se¢ poate enunta regula metodei operatorilor echivalenti: in calculul
elementelor de matrice a potentialului cristalin se pot inlocui coordonatele
carteziene, cu exactitatea unui factor constant multiplicativ, prin com-
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138

AR

ponentele operatorului momentului cinetic, calculindu-se elementele  de

matrice a operatorilor astfel

rezultati.

Constanta

multiplicativa este

acecasi pentru termenii din potentialul cristalin de acelasi grad in u. v, 2.

A A
Deoarece operatorii L L

carteziene sint, orice produs al variabilelor u, v, 2

A
si L nu sint comutativi, 1ar coordonatele
se Inlocuieste prin media

aritmeticd a tuturor permutirilor variabilelor, 1ar in aceustd medie se face

inlocuirea lor prin operatorii

1 ) )
HYUL (1!?‘.’; = VUL o TR
[
) T oA oA PR AR
T VA A A A
y LT -

Ca exemplificare se dau in tabela

echivalenti. De exemplu:

SV e THT S UZT)
ANANAS NS AA
. L L Lo L L

3 elementele de matrice

pitratici caleulati prin metoda operatorilor echivalenti

é Operatorul ;

Termenul
ca tezian ! corespunzitor
[ # (N b : .
i ‘ I ’ Le%)
| i
. 2 N ): .
- | 7. iy
» .
(oL A n? 2y
E “ 1 (;\“\' (S
P C
N | . NN
'u i . AN FANPAN (Z,’IL).;,
¥ J Iz ! 2 { l"+ I /'zl‘-,l ) ¢
- i
v z AA AN
{ ' o DA (0N
¥ v - ]
u v 1 /A AN
_— e — N (1011}
) e

Elementul de matrice

Byt ‘,/(/ D (U TS LU I

(w2

!
(¢ Fan e W pm -

25

2 ,;2 J
e B ogm,

Z'mi 41

: BJ’é'mz—— \/(! ) (1 o 1y
th e S
Y '\/(1 Loyl om - b
2 : i B
4 1 . :
Br Py (4wl o 1 f il

A
oL LI

AEEANEA

ale termenilor

Label 3

i L
g =2

noR
- '\m,,xni—{ P

Pentru a determina constanta trebuiesc calculati coelicientii Wigner.
De exemplu din cgalarea coeficientului de matrice (#%), calculut priu

doud metode avem :

4 V?; ¢4 <

2[2mAlm + 2.

B =

\/(Z —m)(l 4w+ D=y 1A b

2

(20)
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Folosind formula lui Racah de caleul al coeficientilor Wigner se obtine :

< 2 sl A D

Vo 1) (2 -2y . . R .
DS NS e G 2 —m, — 1)l —m.
‘)\/ Y \/ (04 m, — Ll M| m, W—m)

o s+ 1 2n
‘24 \/ Am(2 L DU - N 4L

Inlocuind aceste valort In (20} avem :

e e e e oo

0
Boo= T (22)
(20 - 3327 n '
B3
Pentru /= 2 4 -« 7 valoare care se obfine si prin alte metode. Prin
2]

calcul direct se verifica od si pentru elementele de matrice a celorlalti terment
patratici prin trecerea la operatorii echivalenti intervine aceeasi constanta,
Este suficientd deci determinarea constantei pentru cazul cel mai simplu.
Valoarea constantei depinde numai de /. deci ea rdmine neschimbatd pentru
termenii cu acelasi grad.
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RS NUEHMIO KPHCTATTHYECKOIO TIOJI METOAOM BKBMBAJIEHTHLIX
OIEPATOPORB

(PesioMme)

B padore Aalrcs waevenHyapHOC HONpSMOE JOKA3aTEIbCTBO METOAA K BHBAJCHTHBIX
oﬁepampos, HCTIOTB30BAHHONG B HCUHCJCHHN pacKalblBAHHA 3MEKTPOHHEX YDPOBHEH B
KPHCTAMIUMUCCKHX  110/sTX. loKazaresibCTBO OCHOBBIBACTCS Ha CBoOHCrBax cCQepHueckix
GynRutl, nenoaL3va Kospduients Kaebuia -~ Fopiouna. IJksiBalenTHwe ONeparopsl
BROZATCA HA OCHOBAHHE AHAJOTHH 3J@MEHTOB MaTPHIBI KOOPRHHAT W 3JAEMCHTOB MaTpHUb
ONEPATOPOB MPOCKUMHA MOMOHTA KOJHUECTBA ABH KEHHUSA .
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DU CHAMP CRISTALLIN PAR LA METHODF
DES OPERATEURS EQUIVALENTS

(Résum é)

Les auteurs donment une démonstration élémentaire et directe de la méthode des opé-
zateurs équivalents, utilisée dans le calcul de la séparation des niveaux électroniques dans
des champs cristallins. La démounstration se fonde sur les propriétés des fonctions sphériques,
utilisant les coefficients Klebsch-Gordon. Les opérateurs équivalents sont introduits sur la base
de V'analogie entre les élément; de matrice des coordonnées et les éléments de matrice des
opérateurs des projections du moment de la quantité de mouvement.



STRUCTURA FINA A SPECTRULUI MASEI EFECTIVE

de

LoSTAN si A, WEINSSMANN

In lucrarea de fati se calculeazi structura find a spectrului masei
cfective In funciie de numdrul cuantic principal al cimpului plasmonic.
Stabilind ecuatia masei efective pentru cazul interactiunii electron-electron
de Jungd raza de actiune, din noua reguld de Insumare /, utilizind un potential
periodic parabolic, se obtfine deplasarea nivelului fundamental energetic,
si despicarea spectrului masei efective in functie de variatia masei efective
cu temperatura i interactiunea ecranatd electron-electron. Rezultatele
obtinute se compard cu cele gisite de V. . Smirnov [17 pentru cazul
unicdimensional.

*

Se stie ¢4 miscarea unui electron in banda de conductie a unui semicon-
ductor in vecindtatea unei impuritdfi se descrie cu ajutorul ccuatiei masel
efective deduse de W. Kohn 2. Luind in considerare g1 interac{iunea
de lungd razid de actiune dintre electroni, hamiltonianul sistemului este (3]

H- H,+H, - H,+ U, (n
unde
NN )
H() RS V(r') ’ (“)‘>
i=112m
reprezintd hamiltonianul miscdrii libere a  electronilor,
1 3" 5 P 2 | 2,
H1 = L (Z k ] —k ’J‘f O] Qlc Q-k}a (‘;;

2 x<hyy

hamiltonianul clmpului plasmonic generat de interactiunea de lungd raza
de actiune electron-electron 4, cu variabilele de cimp (e, Pii o este
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i

frecventa oscilatiei colective a electronilor legati 7., tind

lunginmea de undd Debyve,

1 Y‘\ ”Z N ¢
Hy =2 -5 (ss o 58 L) (4)
- A<k =k,

reprezintd hamiltonianul interactiunii coulombiene ecranate, unde I/}

-
fme? . g . . theri L, . . .
= 51 z{k,w) este constanta dielectricd, ¢, = 21’ fiind variabila osci-
2 1 -
latiei armonice a {luctuatiei de densitate electronica.
Rezolvind ecuatia lui Schrodinger

(H— E)Y) =0, (3)
cu H din (1), functia de undi
- -
wos Zj S dk' A ’,,A,,(/e) (l)”,A\,,;t, (6)
filnd dezvoltatd dupa sistemul complet de functit
a2 -
nNR = ('jn(\(’/)"ﬂ/‘\' ((‘)) ! /)

- =
ik g

unde ¢ v.or) este functia de undd introdusa de W. Kohn st [ M
Luttinger 5,4 este functia de unda a lui H,, scrisd ca produsul
unor functii de unda ai oscilatorilor armonici de forma
N ! . R
‘v (Q) T (Q), (8)
[ J
N, fiind numarul cuantic al oscilatorului de coordonata (), satisfacind
conditia de ortonormalitate

- -
((l)nf\'k’(Du';\(’#;‘) - ’\nu'(\A\'A\”h(/‘) - /C), (9)
obtinem 3 ecuatia masel  efective
— — - )
E (=0 — U (r)IF () — EF (7). (10}

-
unde £, (7) sint functiile de unda transformate 8., (7,
potentiala totald (perturbatoare si coulombiand ecranatd), iar

reprezintd energia

E (— i<d) = E,(0) -+ ’ w, (VN -E TN+ 1)+ YNN8

TN N
k. ke 1 e 2 ] e — P .
e e NN =)= YNN8 o L3, \,
NN (11
2 a Q(QP : / / ASh % j
/“1“’/{7{& l S (\72)(”1"<v6)n”0 7
R DTS A
" n Oy |

t”q:w )

m

T w, = frecventa oscilaiei colective a electronilor libert 8
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Regula sumet [ in interactiunea electron-electron, de lunga raza de
actiune este

o M e T R
'\\w . ;\ Z U A Tae] o /// , !9_,,,\( “‘ (12)

: 2 ” 1 b A > -

m T wr o EY Y

PLZ

unde
1 ! e A T RN s .
S e YN = N ) o NN S (13)
R/ N m Th o,

Noua expresie a regulei sumei / (12) o vom aplica in studiul spectrulut
masel efective in cazul unei retele cristaline unidimensionale, pentru un
potential periodic

F(x) = a2, (14)
ce satisface conditiile
(x -+ a) Fix), T(x) = 1 (—x)}, (13)
a fimd constanta retelei, 1ar A vartazdin prima zona Brillowin -7 -7k =77
i “
Deoarece valorile extreme ale energiel se obtin pentru b - - 0 51 kb = = N
i
functia de undd (7) devine
G 7 (9). (16)
Elementele de matrice ale npemt()rului impuls sint
. 2n (D:‘vt o, 7
( /)nn’ “"S 1\') r ’ n N0 96 ( /)
1ar conditia de ortonormalitute (9)
ST
se reduce la Z e 1
nrn (A
Punind
I I 1
- oo (183
] ///A\' ™ Aar
unde
fw
Y, U E— (19
A ST (2N o T
regula de insumare f (12) devine
I e i — (Vi .\7) " )
“* g3 Y (20

' :LA\V e :ﬁ“ ‘:\;1,:
In calculul numeric am folosit datele pentru un semi -~ conductor pro-
priu zis cu P > 9, unde P este numdrul electronilor de valenta iar
' numarul electronilor de conductie, conductibilitatea fiind intrinsecd
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in conditia unel excitatii relativ slabe. Am studiat cazul existentei plas-
monilor de valentad la temperatruile de 4°K si 300" K, pentru grupa a IV-a,
unde numadrul atomilor este in jur de 4,45 - 102 ¢m™?, iar al electronilor
de valen{a =~ 1,78 -10% [6]. Viteza medie a electronilor in aceste conditii
este (6,7] < v >==24.106cm-sec.”? pentru 4°K st de =2,5 .10 ¢m -sec™1
pentru 300°K. Rezultatele obtinute pe baza acestor valori sint date in
tabelul de mai jos.

in

S(Za)r;‘)l f Smirnov

1:0 | 1,0030

I i ~0.0312

2 0.0294
5

9 — 00031

3.0 0,0031

t

45K

1,0032

1,0035

1,0040

0,0310

0,0294

- 0.0031

0.0031

BUTIANO

1,0360
1,0600
1.1200

—~0,0310

0,0309
0,0309

0,0294
0,0295
0,0295

—{1,0030

01,0031

Despicarea nivelelor si variajia masei efective datoritd interactiunii
clectron-electron de lungi razit de acfiune, caleulate fu procente, este data

graficul de mai jos.
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Din rezultatele obfinute rezulti c¢d masa cfectivi este dependentd
de interactiunea ecranati electron-clectron, interactinnea ce determind
o deplasare a nivelului energetic fundamental. Aceastd deplasare cit s
variatia masei efective are loc si pentru N - 0, datoritd interactiunii cu
vidul.

Dat fiind cad termemi interbanda din hamiltonian au fost eliminaii,
calculele se referd la o bandd determinata, unde spectrul mascl ciective
prezintd o structurd finid, datoritd interacfiunii electronului cu clmpul
plasmonic,

Variatia masei efective creste cu temperatura, atingind valoarea maximai
pentra fundal benzii # == 1 la temperatura de 300°K 1 N =2, des-
crescind cu  cresterea uivelului energetic,
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TOHRAS CTPYRKTYPA CIHIEKRTPA 30@ERTHBHOM MACCHI

(Peszwwe)

Heggeogerea roukasg CrpyeIypa CHOKTPG wheKTHBHON Macenl B $aBHCHMOUTH OT
IJIABROTO KBAHTOBOI'O HOMEPA ILTA3MOHOBOTO Toast. [lpi veranopaeniu ypasnenust spdex-
THBHOH MacCht U8 CAyHast 31eKTPOH-3ICKTPUHNON0 B3aIMOACHCTRIGH, HMEIOWEro MU H Hbllt
paanyc feficTais, 13 HOBOTO f KOJAJeKTHBHOIO NPABILTA CYANMIPOBALHS, HCMOAB3Yd Napasdo-
JINMRCKHH [ePHOITYECKRIT TOTCHINAT, TOAYHACTCH CMCIICHIC OCHORKOrO YpOBHA (B3aino-
JHCTBHE € BAKYYMOM), PACHIEIIeHHe Clektpa »hdeRTHBHOI MACCL B 3ABHCHMOCTH Ot
B3AUMOJEHCTBHA 1 H3MEHCHH alCoMOTHOrO 3Hauenint 3@heRTHBION Maccul oT Texnepa
Typol. TToayuenHue peayssTaTsl CpaBHIBAIOTCS C peayv.inraravm, waiLbwnsom B [T Cuwp
O BB 1T AN 0400pasyMepuorn Cavuas.

LA STRUCTURE FINE DU SPECTRE DE LA MASSE EFPFECTIVE

(Résum¢)

On caleule la structure fine du spectre de la masse cifective en fonction du nombre quanti-
que principal du champ plasmonique. Si I'on établit U'équation de la masse cffective pour lc
cas de PVinteraction électron-électron & long ruvon d'action , & partir de lu nouvelle régle de
sommation [ collective et en utilisant un potentiel périodique parabolique, on obtient le
déplacement du niveau fondamental (interaction avee le vide), la division du spectre de la
masse effective en fonction de linteraction et la variation de la valeur absolne de la masse
cifective avee la température. On compare enfin les résultats obtenus avee cenx qgque V. P
Smirnov (1] a trouvés pour le cas unidimensionnel.

1y - Babes—Bolvai: Matematica-fizica /1965,






UNELE PROPRIETATI MAGNETICE ALE CERIULUL METALIC

de

1L rop

Metalele paminturilor rare se refera la grupa metalelor de tranzitic
cu patura 4f incompletd, care in general determing proprietagile lor magnetice.
La Inceputul seriel paminturilor rare stirile 6s, 54 ¢1 4/, in atomul in starc
liberd, au energii comparativ apropiate si numai cu cresterea numdrului
electronilor pe nivelul 4/ si cu micsoraren razei lul, creste stabilitatea starii
4/, In stare metalicd, la lantanide, se pastreazi individualitatea ionilor
datoritd faptului cd nivelul 4/ este puternic eccranat de citre electronii
nivelelor exterioare, adicit clectronit 4f suferd o localizare puternicd in
jurul nodurilor retelel cristaline. In ce priveste electronii 34 i 6s, el for-
mind banda electronilor de conductibilitate, sint supusi efectului de colec-
tivizare. Fiecare atom in cristal este purtitor al momentului magnetic,
a cirui valoare, dupa cum aratdd experienta, este foarte apropiatd de cea
teoreticit, pentru ionul trivalent in stare liberd.

Din punct de vedere magnetic, toate aceste metale sint paramagnetice
intr-un interval larg de temperaturd, susceptibilitatea lor urmind legea
lui Curie-Weiss. La temperaturi inalte se produce excitarea starii funda-
mentale si prin urmare despicarea nivelelor energetice, care modifica
aliura curbel (7). Temperatura Curie paramagneticd este o mirime po-
Zitiva, cu exceptia ceriului pentru care este negativi.

La temperaturi joase T < 0, majoritatea metalelor din aceastd serie
prezintd fenomenul ordondrii magnetice. Aproape toate metalele rare sint
antiferomagnetice cu structura de spin helicoidala sau chiar mai compli-
catil (conicd sau cicloidald), fapt confirmat pe cale neutronograficd. Coe-
ficientul v, determinat din caldura specifica, are o valoare mare, mai cu
seamd In cazul ceriului, fapt carce indicd in apropierea nivelului Fermi
o ridicatd densitate a stirilor clectronice. In ce privegte structura crista-
lind, majoritatea lantanidelor prezintd o refea hexagonald compactd, care
are un rol important in determinarea proprietatilor magnetice la aceste
metale.

Chiar din cele expuse pind aci, rezultd ci ceriul prezintd un caz aparte.
In patura electronicd 4f, ceriul are doi electroni cu micid stabilitate, unul
putind ocupa cu mare usurintd un nivel exterior, fapt care explici dupd
Pauling polimorfizmul acestui metal la temperaturi joase.
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Proprietdtile magnetice ale ceriului metalic au fost destul de amanuntit
studiate de catre J. M. Lock [1]siL. F. Bates [2], in intervalul de
temperaturd de la 4,5°K pind la temperatura de topire. Rezultatul expe-
rientel a ardtat cd proprietdtile magnetice ale ceriului depind foarte mult
de antecedentele probei si de regimul termic aplicat. Dependenta de tempe-
raturd a curbel de susceptibilitate a ardtat cd in jurul temperaturilor de
12,5°K, 110°K si 200°K ceriul prezinti anomalii cu caracter de histerezis.
Anomalia la temperatura de 12,5°K a fost consideratd de I.ock ca fiind
corespunzitoare trecerii ceriului din starea paramagneticd in starea anti-
feromagneticd, restul anomaliilor fiind atribuite schimbarilor retelei cris-
taline. 1n mod analog, dependenta de temperaturd a caldurii specifice
studiatd de Parkinson si colaboratorii sdi [3] prezintd in jurul tem-
peraturilor de 12,5°A si 110°K maxime caracteristice, pentru faze crista-
line deosehite:

[a temperaturi inalte susceptibilitatea magneticd [2, 4, 5] urmeazi
legea lui Curie— Weiss complectati cu un termen suplimentar %, datorit
parti de Inaltd frecventd de tip Van Vleck.

In prezenta lucrare am misurat susceptibilitatea magneticd a ceriului
metalic utilizind o balantd de susceptibilitdti cu compensare mecanica
6, 7] ,masurdtorile fiind comparate si cu datele obtinute la o balanta de
tip Faraday—Suksmith. Masurdtorile au fost efectuate in vid de 10~ 3mm.
Hg de la temperatura azotului lichid piud la punctul de topire. Proba cu
o masa de 20 mg sub formé de sferd a fost racitd de la temperatara cameret
pind la temperatura azotului lichid, $i apol prin Incdlzirea treptatd s-a
masurat susceptibilitatea magnetici. Puritatea metalului utilizat a fost
de 99 5/2) Cc confinutul de impuritati fiind Fe -2 00029, si alte lanta-
nide =< 0,59%.

In fig. 1 este reprezentati dependenta de temperaturd a inversului

susceptibilitatii magnetice ', . Dupd cum se vede din figurd in vecind-
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Fig, 1.

tatea temperaturii de 110°K curba Y, (1) prezintd o anomalie, mai de-
parte crescind linear pind la aproximativ 400°K, continuind prin a se in-
covoia usor spre axa temperaturilor, iar in apropiere de 000K sufera
un salt care corespunde schimbirii de fazdl cristaling.
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Abaterea de la dependenta lineard se datoreste partii de fnaltd frecventa
a susceptibilitatii magnetice determinati de despicarea nivelelor energetice,
precum si de contributia la magnetizare a electronilor de conductibilitate,
adica pqramagnetumulul de tip Van V leck si de tip Pauli. Daci la rezultatul

obtinut se aplicd legea lui Curie—Weiss sub forma y = C/(T — 0,) -+ %,
atunci se pot determina coustantele C, 9, /(,v si momentul magne‘mc efec—
tiv P,. Si astfel am gasit: C, 0774 0, — B0°K, 4, = 0,775 -10-¢

;1 P, = 24lpp. Insi din teorie 1u1 Van Vlec 1 pentru ionul trivalent obtine
P, = 254up i £ = 0,52 - 108,

Comparmd aceste date, rezultd ca valoarea obfinutd pentru P, este
in buni Concmdanta cu cea teoretici. In ce priveste valoarea Y aici
trebuie luatd in considerare §i contributia electronilor de conductibi-
litate, de care nu se fine cont in teoria lui Van Vleck, adicd g = Ay+74p
unde ¥, reprezintd susceptibilitatea de tip Van Vleck, iar %p suscepti-
bilitatea de tip Pauli. Cu o astfel de interpretare a datelor experimentale
se obtine o bund concordantd cu teoria.

Comportarea céaldurii specifice in functie de temperaturd, precum
si a izotermelor curbelor de magnetizare, fig. 2, aratd cd in jurul tempe-
raturii de 110°K are loc nu numai o transformare de refea cristaling, ci
si probabil o transformare magnetici. In fig. 2 sint reprezentate izoter-
mele curbelor de magnetizare obtinute pentru ceriul metalic in vecindtatea
temperaturii de 110°K. Din hgura se vede cd la inceput intensitatea de
magnetizare in functie de cimpul magnetic creste linear si atingind o anu-

é

o w4
Fig. 2.

mitd valoare criticiA a cimpului magnetic H, == 3000 Oe suferd un salt,
continuind sd creascd apoi linear cu cimpul. Totul se petrece ca i cum
momentele magnetice elementare la valoarea H, se rotesc in direcfia cim-
pului magnetic, mirind prin aceasta intensitatea de magnetizare. Salturi
analoge au fost gasite si la alte metale din seria lantanidelor care poseda
ordonare magneticd (antiferomagnetizin) cu structurd de spin helicoidala.
Este posibila, prin urmare, si in cazul ceriului o ordonare magnetici analoga
corespunzitoare unei alte faze cristaline decit faza v, pentru care deja
este stabilitd existenta starii antiferomagnetice cu temperatura Neél de
12,5°K. Ramine neprecizat care anume modificare a ceriului este prezenta
in cazul de fatd, intrucit n-am ficut un studiu al retelei cristaline.
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HEKOTOPLIE MAUHWUTHBIE CBOHMCTBA METAJIJTMUECKOIO LIEPUY
(Peswue)

Vlayuazach MaruuTHas BOCHPIUNIMHBOCTL METATLTHUECKOTG UEPHA R TEMIEPATYPHOM
HHTEPBAJE OT TEMMEPETYPBl AIAKCIO 430Ta JO TOUKI IIABJCHHN nepnd. YCTanoBHaaCh
apoMands MATHUTHOI BOCOPUINMUHBOCTH OKoJ0 TeMmueparypul 110°K, rie. na ocuoBanuu
AHOMAMHH H30TEpM HaMarHHUABAHHA B 3aBLCUMOCTH OT MITHMTHOIO 110Js MNpeinosa-
raetcs CYMECTBOBAHUE AUTHEEPPOMArHHUTHOTO Nepexola C OAHOBDCMCHHBIM  H3IMEHEHH-
eM KpHCTALTHUecKoil peldTri. 3xnavenne sdhGeKTHBHOIO MAPHHTHOTO MOMCHT M HE3ABHCsH-
weff OF TeMmeparypsl Mard THON BOCTIPURMYHBOCTH HAXOIHTCH B XOPOIMIEM  CONTaclH ¢
TEOPETHUECKINME AAMHLMI O TPEXBAICHTHOM HOHC UEPHHA, a TaKWKe ¢ JAPYTHMH  3KCOepH
MEHTadbHBIMY  JHHbIM

SUR CERTAINES PROPRIFTES MAGNETIQUES DU CERIUM METALLIQUE

(Résumé)

On a étudié la susceptibilité magnétique du cérium métallique dans Vintervalle de la tem-
pérature de Vazote liquide jusqu’au point de fusion du cérinm. On a établi 'anomalie de la sus-
ceptibilité magnétique autour do la température de 110K, of, sur la base de l'anomalie des
isothermes de 'intensité de magnétisation en fouction du champ magudétique, on suppose l'exis-
tence d'une transition antiferromagndétique, accompagnée anssi d'un changement du réscau
cristallin. La valeur du moment effectif et des susceptibilités magnétiques indépendantes de
la température sont d’accord avec les données théoriques pour Vion de cérium trivalent
ainsi qu’avec d’autres donunédes experimentales.
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