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în  cel de-al IX-lea an de apariţie (1964) Studia Universitatis Babeş — Bolyai cuprinde seriile :matematică—fizică (2 fascicule); chimie (2 fascicule) ; geologie—geografie (2 fascicule) ; biologie (2 fascicule) ; filozofie—economie politică ; psihologie—pedagogie ; ştiinţe juridice; istorie (2 fascicule) ; lingvistică—literatură (2 fascicule).Ha I X  году издания (1964), Studia Universitatis Babeş—Bolyai выходит следующими сериями:математика—физика (2 выпуска); химия (2 выпуска) ; геология—география (2 выпуска) ; биология (2 выпуска) ; психология—политэкономия ; психология—педагогика ; юридические науки; история (2 выпуска);языкознание—литературоведение (2 выпуска).Dans leur IX-me année de publication (1964) les Studia Universitatis Babeş—Bolyai comportent les séries suivantes :mathématiques—physique (2 fascicules) ;chimie (2 fascicules) ;géologie—géographie (2 fascicules) ;biologie (2 fascicules) ;philosophie—économie politique ;psychologie—pédagogie ;sciences juridiques ;histoire (2 fascicules) ;linguistique—littérature (2 fascicules).
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D O U Ă ZECI DK A X I DK A CT IV IT A T E  A F A C U LT Ă Ţ IL O R  DK M ATEM ATICĂ SI F IZ IC Ă  A L E  U N IV E R S IT Ă Ţ II „B A B E Ş — B O L Y A I"D IX  C L U J
La Facultăţile de matematicâ-mecaiiică şi de fizică ale Universităţii „Babeş—Bolyai" din Cluj ca şi în toate celelalte instituţii de învăţămînt superior din R .P .R ., are loc în urma eliberării ţării de sub jugul fascist şi a instaurării regimului de democraţie populară, un salt în dezvoltarea activi­tăţii, printr-o amplificare importantă a numărului cadrelor didactice şi al studenţilor, extinderea localurilor, înzestrarea laboratoarelor, precum şi mo­dernizarea substanţială a planurilor de învăţămînt. în  anii următori, mai cu seamă după preluarea întregii puteri politice de către clasa muncitoare, activitatea de cercetare ştiinţifică, planificată şi orientată judicios, conform indicaţiilor Partidului Muncitoresc Romín, cunoaşte un avînt deosebit.în perioada anterioară reformei învăţămîntului din 1948 vechea Fa­cultate de ştiinţe, întoarsă din refugiu din Timişoara, se reinstalează în vechile clădiri din Cluj. Cărţile lipseau, iar activitatea ştiinţifică era aproape impo­sibilă. Cu ajutorul substanţial din partea P .C .R . şi a guvernului s-au ob­ţinut noi localuri şi s-a alocat o sumă importantă pentru refacerea instalaţii­lor şi amenajarea laboratoarelor. S-a început multiplicarea de cursuri şi editarea manualelor. S-a tipărit un curs de fizică generală, iar cadrele didac­tice au organizat în localul Universităţii conferinţe pentru muncitori. în 1949 s-au susţinut 4 teze de doctorat în matematică sau fizică. Revista „Ma- thematica" şi-a reluat apariţia, iar în noiembrie 1945 s-a ţinut Congresul al IlI-lea al matematicienilor romîni.Dintre cadrele didactice ale vechii Facultăţi de ştiinţe şi-au reluat ac­tivitatea profesorii A. Maior, N. Abramescu şi Th. Angheluţă, cărora se datoresc tratate şi manuale de matematici valoroase. Prof. Th. Anghe­luţă din 1955 a primit sarcina de a conduce Catedra de matematici a Insti­tutului politehnic din Cluj, iar în 1903 i s-a decernat titlul de „om de ştiinţă emerit al R .P .R ."Prin reforma învăţămîntului din 1918, universităţile au fost reorga­nizate pe baze noi, ştiinţifice. P'acultatea de ştiinţe a fost scindată, şi a luat naştere Facultatea de matematică şi fizică. S-au creat posibilităţi de predare la un nivel mai ridicat a disciplinelor. în  decurs de 10 ani, numărul cadrelor didactice s-a dublat. S-a introdus organizarea pe catedre, înfiiu-



8 20 DE A N I  DE A C U I T A T E  A  F A C U L T Ă Ţ IL O R  DE M A T E M A T IC Ă  ŞI F IZ IC Ă 2ţîndu-se 4 catedre de matematică şi i  de fizică. Bibliotecile, organizate pe facultăţi, au fost puse şi la dispoziţia studenţilor prin amenajarea unor spaţii adecvate. Educaţia profesională şi ideologică a luat o nouă formă, studenţii fiind repartizaţi în grupe de 20—30 studenţi.Odată cu îmbunătăţirea planurilor de învăţămînt se predau cursuri de specialitate în care sínt expuse cele mai recente rezultate ale ştiinţei. Ştiinţa promovată în aceste facultăţi se bazează pe concepţii materialist-dialectice, corespunzînd astfel sarcinilor construirii socialismului.Prin înfiinţarea aspiranturii s-a dat posibilitate tinerelor cadre de a se forma ştiinţific, obţinînd titlul de candidat în ştiinţe fizico-matematice.Prin analizele de cursuri iniţiate în această perioadă s-a aprofundat şi ridicat conţinutul ştiinţific şi ideologic al tuturor cursurilor, ajutîndu-se astfel la îmbunătăţirea treptată a predării.Mai multe cadre tinere au fost trimise la studiu şi specializare în uni­versităţile din alte ţări.S-au înfiinţat cercurile ştiinţifice studenţeşti, al căror număr a sporit din an în an. Numeroşi studenţi au participat la olimpiadele ţinute în cadrulS. S..M.1-'.. obţinînd şi premii şi plasîndu-se de mai multe ori pe primele locuri.în  scopul unui schimb de experienţă cu universităţile străine, mai multe cadre didactice au vizitat ţările lagărului socialist, cît şi ţări capitaliste, iar Facultatea a fost vizitată de numeroase personalităţi ştiinţifice străine. Astfel s-a primit vizita acad. A. V. Ambarţumian (Biurakan 1962), prof. A. Denjoy (Paris), prof. I,. P'ejes-Tóth (Budapesta), prof. В. V. Gnedenko (Moscova), acad. V. Körinek (Praka), prof. Krasnoselsgi (Voronej), prof. A. Kastler (Paris), prof. Norden (Kazan), acad. A. Rényi (Budapesta), acad. L. S. Sobolev (Moscova), prof. Sokolov (Moscova), prof. I . T. Wil­son (Toronto-Canada).Dezvoltarea Facultăţii de matematică şi fizică se oglindeşte şi în nu­mărul crescînd al studenţilor. Astfel în 1938—39 fosta Facultate de ştiinţe din Cluj avea 324 studenţi. în  1947 —48 această facultate avea 1322 studenţi, iar în 1948 — 49, după reforma învăţămîntului numai P'aeultatea de mate­matică şi fizică avea 101 studenţi. în  1963 — 64, Facultăţile de matematică şi de fizică devenite independente între timp, au împreună 914 studenţi la secţiile de zi şi 167 la secţia fără frecvenţă.Au avut loc schimbări radicale si în compoziţia socială a studenţilor, porţile universităţii fiind larg deschise pentru fiii oamenilor muncii. în  urma înfiinţării Uniunii Tineretului Muncitor majoritatea studenţilor s-au încadrat în această organizaţie revoluţionară de tineret. Partidul şi guver­nul a asigurat studenţilor tot mai multe posibilităţi materiale şi condiţii de muncă, prin punerea la dispoziţia lor a căminelor şi cantinelor moderne ce au fost construite.Universitatea cu limba de predare maghiară „Bolyai” înfiinţată la 1 iunie 1945, a avut o structură similară cu a celorlalte universităţi din ţară. Numărul cadrelor didactice de la Facultatea de matematică şi fizică a aces­tei universităţi a crescut de la 26 în 1950 la 16 în 1958. Pentru promovarea activităţii didactice au fost organizate laboratoare bine utilate şi o biblio-



3 20 DE A N I DE A C T IV IT A T E  A  F A C U L T Ă Ţ IL O R  DE M A T E M A T IC A  SI F IZ IC A 9tecâ de specialitate ; s-a pornit şi la o activitate ştiinţifică a cadrelor didac­tice. Printre problemele studiate menţionăm : studiul creşterii cristalelor, studii asupra axiomaticii termodinamicii şi a bazelor mecanicii cuantice, probleme de balistică. Se publică revista ştiinţifică „Acta Bolyaiana” în care apar articole de matematică şi fizică. Se multiplică mai multe cur­suri pentru uzul studenţilor. Cu ocazia aniversării a 150 de ani de la naşterea lui J .  Bolyai s-a publicat un volum comemorativ, cu colaborarea ştiinţi­fică a cadrelor mai multor universităţi din ţară şi străinătate. Intre facul­tăţile de matematică şi fizică ale celor două universităţi clujene a existat o colaborate strînsă în domeniul didactic şi cel ştiinţific. Profesori de la Universitatea „Victor Babeş”  au ţinut cursuri la Universitatea „Bolyai” şi invers. Consiliile Facultăţilor, precum şi şedinţele de catedre au fost vizi­tate reciproc.In 1959 a avut loc unificarea celor două universităţi, „V . Babeş” şi „Bolyai” . Prin aceasta Facultatea de matematică şi fizică a fost mult întărită, reorga- nizîndu-se raţional spaţiul şi materialul didactic al celor două universităţi.în 1962 Facultatea de matematică şi fizică s-a scindat în : Facultatea de matematică-mecanică şi Facultatea de fizică. Numărul catedrelor a sporit, astăzi existînd la Facultatea de matematică-mecanică următoarele catedre : Algebră (şef de catedră prof. Gh. Pic), Geometrie (şef de catedră conf. A. Tóth), Analiză (acad. prof. T. Popoviciu), Teoria funcţiilor (acad. prof.G. Călugăreanu), Ecuaţii diferenţiale (prof. D. Y . Ionescu), Calcul numeric şi statistic (conf. 1). Stancu), Astronomie şi mecanică (prof. Gh. Chiş), iar la Facultatea de fizică : Mecanică şi căldură (prof. V. Marian), Electrici­tate şi magnetism (prof. I. Ursu, membru corespondent al Acad. R .P .R .), Electroradiotehnică şi optică (prof. T. I.ászló), Fizică atomică şi nucleară (prof. V. Mercea, membru corespondent al Acad. R.P.R. ),  Fizică teoretică (prof. M. Drăganu).Facultatea de matematică-mecanică funcţionează cu trei secţii de spe­cializare : Secţia de analiză, .Secţia maşini de calcul şi Secţia mecanica fluidelor, iar Facultatea de fizică funcţionează cu secţiile : electroradiofi- zică, fizica corpului solid, fizică teoretică.Treeînd în revistă rezultatele obţinute de catedrele Facultăţii de ma­tematică-mecanică, menţionăm următoarele :Catedra de analiză este una dintre primele catedre înfiinţate la Facul­tate. Ca urmare a orientării catedrei spre cercetări moderne de teoria aproxi­mării funcţiilor, în jurul ei s-a format un puternic colectiv de matematicieni specialişti în acest domeniu. Astfel a luat naştere la Cluj şcoala de analiză numerică.Dintre teoriile mai importante elaborate de către membrii catedrei remarcăm :Teoria restului în procedeele de aproximare ale analizei, bazată pe noţiunea de convexitate de ordin superior; această teorie a pus în evidenţă structura anumitor clase'funcţionale liniare şi şi-a găsit numeroase aplicaţii (acad. prof. T. Fopovieiu).Ţinîndu-se seamă de importanţa pe care o prezintă procedeele de in­terpolare care conservă anumite proprietăţi ale funcţiei aproximate, s-a



1 0 20 D E  A N I  D E  A C T IV IT A T E  A  F A C L L T Â Ţ IL O R  DE M A T E M A T IC Ă  ŞI F IZ IC Ă 4elaboiat o teorie asupra conservării aiurii funcţiilor prin interpolare (acad. prof. T. Popoviciu).Noţiunea de funcţie convexă a fost generalizată introducîndu-se no­ţiunea de convexitate faţă de o mulţime interpolatoare de funcţii. Elaborarea acestei teorii a condus la găsirea unor teoreme de medie pentru funcţii con­tinue, care conţin ca şi cazuri particulare teoremele de medie pentru diferenţe divizate. Noile teoreme au un caracter neliniar.La Catedră funcţionează un seminar special de programare liniară şi cea mai bună aproximaţie. în  cadrul acestui seminar au fost abordate pe lingă numeroase probleme teoretice şi probleme propuse de întreprinderi.Catedra de teoria funcţiilor studiază de asemenea probleme moderne. Cercetarea ştiinţifică s-a orientat asupra studiului funcţiilor şi transformă­rilor univalente (acad. j>rof. G. Călugăreanu), obţinîndu-se condiţii necesare şi suficiente de univalenţă, precum şi proprietăţi geometrice noi ale funcţii­lor univalente. Alte rezultate s-au obţinut asupra polinoamelor de cea mai bună aproximaţie în domeniul complex (acad. prof. G. Călugăreanu şi alţii). O altă direcţie de cercetare este aceea a izotopiei curbelor închise (problema nodurilor) în care s-a obţinut formarea unor noi invarianţi de izotopie. Munca rodnică în cadrul acestei catedre a fost premiată de Ministerul Invă- ţămîntului (premiul I, 1961), premiu acordat academicianului prof. G.Câlugă- reauu pentru lucrarea : Studiul invarianţilor de izotopie a nodurilor.La Catedra de ecuaţii diferenţiale s-au obţinut rezultate importante în cele trei direcţii de cercetare ale membrilor catedrei care sínt: Integrarea numerică a ecuaţiilor diferenţiale (prof. D. V. Ionescu), Teoria ecuaţiilor cu derivate parţiale de tip eliptic şi teoria ecuaţiilor diferenţiale care depind de un parametru mic ca factor al derivatei de ordinul cel mai înalt. Rezulta­tele obţinute prin integrarea numerică a ecuaţiilor diferenţiale pot avea apli­caţie în practică, ele slujind la integrarea ecuaţiilor diferenţiale care se în- tîlnesc în diferite probleme practice, puse de fizică sau tehnică. Ele sínt îu legătură cu cercetările similare care se fac în străinătate şi fac parte din ramura nouă a matematicii, analiza numerică, care astăzi este foarte mult aprofundată datorită fenomenelor noi rapide şi a maşinilor noi de calcul.Catedra de algebră studiază problemele algebrei moderne, astfel: Pro­bleme din domeniul teoriei grupurilor. S-a stabilit o ecuaţie fundamentală pentru grupurile de substituţie finite de mai multe variabile. S-a stabilit proprietatea evasicentrului de a fi nilpotent. S-a stabilit forma analitică a invarianţilor proiectivi ai curbelor algebrice de ordinul patru. S-au obţinut rezultate interesante în topologizarea unor structuri algebrice.în cercetările ştiinţifice ale catedrei de geometrie prof. T. Mihăilescu a contribuit la introducerea metodelor moderne ale geometriei diferenţiale. Menţionăm cercetările de geometrie proiectivă diferenţială cu referire speci­ală la teoria reţelelor conjugate şi teoria varietăţilor neolonome liniare din care au rezultat lucrări valoroase. Profesorul E . Gergely a studiat-probleme de geometrie hiperbolică şi de geometria intrinsecă a suprafeţelor convexe în sensul lui A. D. Alexandrov, precum şi varietăţile în spaţiile lui Hilbert. în  ultimii ani se desfăşoară o muncă rodnică şi în cadrul colectivului de nomografie.



20 DE A M  DE A C T IV IT A T E  A  F A C U L T Ă Ţ IL O R  DE M A T E M A T IC Ă  ŞI F IZ IC Ă 11în  teoria uomogramelor şi a ţesuturilor s-au stabilit diferite condiţii de re­prezentare nomografiea fără ipoteza de derivabilitate a ecuaţiilor scărilor, precum şi îmbunătăţirea uomogramelor cu ajutorul transformărilor proiec­tive şi neproiective. S-au obţinut teoreme de închidere noi pentru ţesu­turi tridimensionale generalizate. în  cadrul acestei catedre se studiază şi probleme de istorie a matematicii, astfel manuscrisele matematice transilvă­nene din secolele X V II , X V II I , X I X ,  istoria numerelor şi a calculelor şi altele.Recent a fost înfiinţată Catedra de calcul numeric şi statistic. Colecti­vul ştiinţific al acestei catedre se ocupă cu studiul unor algoritme şi limbaje de programare automată la maşinile electronice de calcul, evaluarea erorii unor formule liniare de aproximaţie şi studiul celei mai bune aproximaţii a funcţiilor continue, aplicarea calculului probabilităţilor la rezolvarea unor probleme concrete din analiza numerică, economie şi biologie.Cercetarea astronomică a fost polarizată în jurul Observatorului astro­nomic al Universităţii. Dintr-un laborator cu caracter mai mult didactic, în anii puterii populare, în special după reforma învăţămîntului din 1948, Observatorul devine un institut de cercetări ştiinţifice cu preocupări mai mult în domeniul stelelor variabile. în timpul celor 10 ani de apartenenţă la Academia R .P .R . (1951—1961) Observatorul dobîndeşte o tematică pro­prie şi personalul corespunzător, cercetarea fiind apoi continuată pe aceleaşi linii în cadrul Universităţii din Cluj.îu  aceste condiţii favorabile s-au obţinut următoarele realizări :a) în  problema stelelor variabile : în 25 lucrări publicate au fost de­duse noi elemente fotometrice, elemente orbitale si observaţii pentru cca. 30 stele duble fotometrice, cercetîndu-se cauzele variaţiei perioadei. în  plus 9 lucrări recente prezintă elemente fotometrice noi pentru stele de tipul RR  Uyre necesare pentru studiul scalei distanţelor cereşti.b) în problema urmăririi sateliţilor artificiali : Au fost efectuate (1957 — — 63) peste 3000 de observaţii (poziţii) comunicate telegrafic Astrosovietu- lui pe măsura obţinerii lor, fiind utilizate pentru efemerida de urmărire şi deducerea factorilor geofizici şi determinarea densităţii atmosferei din varia­ţia perigeelor orbitelor. Pentru activitatea sa, Observatorul din Cluj a fost evidenţiat în rapoartele anuale ale Consiliului astronomic al U .R .S .S .c) în domeniul mecanicii cereşti a fost construită teoria mişcării micii planete Artracea şi s-au determinat poziţii ale cîtorva planete mici şi comete ca şi orbita definitivă a unei comete (9 lucrări).în cadrul mecanicii teoretice s-au făcut cercetări în domeniul mecanicii fluidelor, teoriei mişcării rachetelor şi teoriei oscilaţiilor.S-au obţinut rezultate noi privind calculul rezistenţei de frecare şi a transportului de căldură îu stratul limită incompresibil şi compresibil, cer­cetarea regimurilor optime de mişcare şi funcţionare a rachetelor, determi­narea soluţiilor periodice şi aproape periodice, stabile a ecuaţiei lui Duffing precum şi stabilitatea mişcării descrise de ecuaţii de tip Mathieu.Activitatea de cercetare ştiinţifică la Facultatea de fizică s-a manifes­tat în mai multe direcţii, obţinîndu-se rezultate frumoase.



1 2 20 DE A N I DE A C T IV IT A T E  Л F A C U L T Ă Ţ IL O R  DE M A T E M A T IC A  Ş I F IZ IC A 6Astfel un colectiv condus de prof. A. Ionescu a elaborat o metodă ori­ginală de obţinere a acetilénéi prin cracarea gazului metan într-o descăr­care în înaltă frecvenţă. Această lucrare a fost distinsă cu premiul de stat. în  perioada 1950 — 53 a fost elaborat de acelaşi colectiv un prototip de de- fectoscop, primul de acest gen în ţara noastră.0  altă preocupare a fizicienilor a constat în studiul experimental al proprietăţilor magnetice a aliajelor binare şi ternare feroinagnetice, domeniu în care s-au obţinut de asemenea rezultate bogate.Un colectiv relativ tînăr a început să studieze sistematic problemele de cinetica gazelor, obţinînd în această direcţie multe rezultate remarcabile. O parte din rezultate au şi o aplicare imediată în unele ramuri ale industriei.Cel mai tînăr colectiv este cel de rezonanţă magnetică. Fiind dotat cu laboratoare moderne şi cu aparate de cel mai ridicat nivel internaţional, acest colectiv a obţinut o serie de rezultate valoroase apreciate atît în ţarăcît şi în străinătate. I.ărgindu-şi preocupările acest colectiv creează premisa unificării majorităţii eforturilor experimentale şi a unei părţi a eforturilor teoretice din Facultate în jurul studiului corpului solid. Au luat de aseme­nea fiinţă grupuri mai mici care se ocupă de aplicarea ultrasunetelor în unele probleme de biologie, de probleme de difuzie în electroliţi, de probleme de spectroscopie atomică şi moleculare şi de unele probleme experimentale de tehnica impulsurilor.Activitatea teoretică s-a manifestat de asemenea în mai multe direcţii. Au fost obţinute rezultate interesante în hidrodinamieă, magnetohidro- dinamică, în teoria coerenţei şi polarizării luminii şi în unele probleme de teoria corpului solid.1 n F  acuitatea de matematieă-mecanică au susţinut disertaţia de can­didat 18 aspiranţi, iar în Facultatea de fizică 5 aspiranţi.Dintre manualele şi monografiile imprimate, redactate de cadrele di­dactice menţionăm: Flemente de teoria funcţiilor complexe (acad. prof. G. Călugăreanu, 19(13), Cuadraturi numerice (prof. D. Y. Ionescu, 1957), Geometrie diferenţială proiectivă (prof. T. Mihăilescu, 1958), Introducere matematică în fizica teoretică modernă (prof, ăl. llrăganu, 1958 — 59), Termodinamica fenomenologică (prof. Z. Găbos, 1959) şi Kfecte magneto- mecanice la oxigen (prof. I. Ursu, 1959).în urma condiţiilor deosebit de favorabile create de partid şi guvern în ce priveşte mijloacele materiale, cît şi grijii permanente a organelor de con­ducere pentru promovarea muncii didactice .şi ştiinţifice şi aprecierii pe care o acordă realizărilor efectuate, Facultăţile de fizică şi de matematieă-meca­nică ale Universităţii noastre privesc cu încredere în viitor depunînd toate sforţările pentru a se achita de îndatoririle ce le revin, spre folosul Patriei şi binele poporului muncitor.
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I . G Y . М Л 1K K R  şi X. PVH1XEA

Fie R  un inel. Vom nota cu R +  modulul (grupul .aditiv) său. Există inele R  pentru care submodulele lui R  + sínt în acelaşi timp şi subiuele ale lui R. Astfel de inel este de ex. inelul numerelor întregi. în  general inelele nu au această proprietate. Se pune problema caracterizării inelelor cu această proprietate. în  această notă se studiază aceste inele şi se dă o caracterizare a acestora într-un cai particular.T e o r e m a  1. Fie R  un inel cu element unitate şi fără divizori ai lui 
zero. O condiţie necesară şi suficientă pentru ca orice submodul al lui R + 
să fie subinel al lui R este ca R  să fie un inel ciclic {adică R + să fie 
ciclic).

Demonstraţie. Condiţia este necesară. Presupunem că orice submodul al lui R+ este subinel al lui R. Fie a un element arbitrar din R. Submodulul {a}+ generat de a va fi deci subinel. Rezultă că a2ţ{a }+, deci a- =- na, unde n este un număr întreg. Această egalitate se poate scrie în forma a (a — ne)
=  0, unde e este elementul unitate al lui R. Întrucît în R  nu există divizori ai lui zero, urmează că a — ne — 0, deci a =- ne. Aceasta înseamnă că fvD este ciclic şi are ca generatori pe e : R + --- [e}+ , deci R este un inel ciclic.Condiţia este suficientă. Fie R  un inel ciclic şi H + un submodul oare­care al modulului ciclic R + =  {a}+. Acest modul fiind ciclic şi I I + va fi ciclic : 
H + =  (sa}+, unde s este cel mai mic număr întreg pozitiv pentru care saçH+. Pentru a arăta valabilitatea afirmaţiei noastre, este suficient să se demonstre­ze că produsul a două elemente şi h.2 din H+  aparţine lui H + . Deoarece 
H+  =  {sa}+, avem : hx =  s1(sa) şi h2 ----- s.,{sa). Rezultă : =  sx(sa) •• s2(sa) =  s1s2s‘-a2. Dar a2çA’+ =  \a) +, deci a2 — la, unde l este un număr întreg. Rezultă că hjt.y — s^ .^ la  =  (sls2sl)(sa) — n(sa), unde n — sxs2sl este un număr întreg. Deci h1ht(:H + , ceea ce era de demonstrat.C o n s e c i n ţ ă . Fie R un inel cu dement unitate si fără divizori ai lui 
zero. Dacă R are proprietatea că orice submodul al lui R+ este subinel al lui R, 
atunci R este un domeniu de integritate în care orice subinel este ideal.
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Demonstraţie. Din ipotezele făcute pentru К, rezultă conform teoremei, că R  este un inel ciclic. Deci R+ este ciclic si astfel două elemente oarecare /'i şi r„ ale lui R  se pot scrie în forma rx =  nxa şi r2-=n2a, unde a este elementul generator al lui R +, iar nx şi n2 sínt numere întregi. Rezultă : rxr2 =  (nxa) 

(n2a) — (n,a)(nxa) ---- r2rx. înmulţirea în R  fiind comutativă, rezultă că R  este un domeniu de integritate.Fie H  un subinel oarecare al lui R. Modulul Д + al lui II  este ciclic : 
H+  =  [sa}~, unde s este cel mai mic număr întreg pozitiv pentru care saţH +. Fie h un element oarecare al lui H  şi r un element oarecare al lui R. Deoarece în acelaşi timp h £#+ si r ţR +, avem : h =  sx(sa) şi r — ha, unde sx şi k sínt numere întregi. Rezultă că rh — Äajs^sa)] =  (Äsxs)a2. Dar a2ţR + , deci a2 =  la, unde / este un număr întreg. Rezultă că rh =  (ksxsl)a == =  n(sa), unde n — k sj  este un număr întreg. Deci rhţH+ şi astfel rhţH, de unde rezultă că H  este ideal.

Observaţii. .1. în demonstraţia suficienţei condiţiei din teorema 1 nu s-a folosit ipoteza că R este inel cu element unitate şi fără divizori ai lui zero. S-a folosit numai ipoteza că R  este ciclic. Rezultă : orice inel ciclic R  
are proprietatea că submodulele lui R + sínt subinele ale lui R.2. Din faptul că orice submodul al lui R + este subinel al lui R, în general nu rezultă că R  este ciclic. Valabilitatea acestei afirmaţii rezultă de ex. din faptul, că într-un inel zero neciclic R, toate submodulele lui R +  sínt şi sub­inele ale lui R.T e o r e m a  2 . Dacă un inel R are proprietatea că orice submodul al lui 
R+ este şi subinel al lui R , atunci R este generat de c familie de subinele ciclice 
ale lui R.

Demonstraţie. Fie ax, a2, .... i ... o familie de generatori ai lui R, unde £ parcurge o mulţime de indici I . Fste evident că inelul R  este generat de subinelele sale f«^ , {a.,}, .... {a }, ..., generate respectiv de elementele av 
a2, ..., ... . Din ipoteza teoremei rezultă că submodulele ciclice {iiţ}+ ==  H ţ  (iţi)  ale lui R+  sínt subinele ale lui R. De aici — avînd în vedere că pentru orice Ç ţ i ,  {a } este subinelul minimal al lui R  care conţine pe â  —rezultă că {а } С Д  unde H  este subinelul lui R %, al cărui modul este H ţ . Pe de altă parte elementele submodulului H ţ  == {a }̂+ evident aparţin sub- inelului {a?} pentru orice i ţ i .  Deci Ç  {a }. Rezultă că =  {aţ} ( iţ i) -  Deci subinelele {a ţ}(iţ l)  ale lui R  sínt ciclice, ceea ce demonstrează teo­rema.C o n s e c i n ţ ă . Dacă un inel R are proprietatea că orice submodul al lui 
R + este subinel al lui R şi R  admite cel puţin un sistem de generatori format 
dintr-un singur element, atunci R  este un inel ciclic.într-adevăr, dacă a ţR  generează inelul R, atunci conform demonstra­ţiei teoremei 2, rezultă că R  este egal cu subinelul său {a), generat de a, care este ciclic.
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КОЛЬЦА Л Л Я К О Т О Р Ы Х  П О Д М О Д У Л И  я в л я ю т с я  П О Д К О Л ЬЦ А М И( Р е з ю м е )В работе изучаются те кольца R ,  для которых подмодули модуля (аддитивной группы А’ + кольца К. одновременно являются и подкольцами кольца R . Даётся харак­теристика этих колец в частном случае.ТЕО РЕМ А  1. Пусть R  кольцо, имеющее единичный элемент и без делителей нуля. Необходимое н достаточное условие для того, чтобы любой подмодуль модуля R +  был подкольцом кольца R  является то, чтобы R  был циклическим кольцом (т.е.чтобы А’+ был циклическим).С Л Е Д С Т В И Е . Пусть R  кольцо с единичным элементом и без делителей нуля. Если любой подмодуль модуля А’ является подкольцом кольца А + , то R  является областью целостности в которой любое подкольцо является идеалом.
Замечание. Из доказательства достаточности условия теоремы 1 следует, что для любого циклического кольца А’ подмодули модуля A4- являются подкольцамн кольца R .ТЕО РЕМ А  2. Если любой подмодуль модуля А +  является подкольцом кольца R,  то R образован семьей циклических подколец кольца R .СЛЕДСТВИЕ. Если любой подмодуль модуля R +  является подкольцом кольца A , a R  допускает по крайней мере одну образующую систему, составленную из одного элемента, то R  является циклическим кольцом.

A N N E A U X  P O U R  L E S Q U E L S  L E S  SO U S M IO D U L E S  SO N T D E S  S O U S -A N N E A U X( R c s n m  é)La présente note étudie les anneaux R  pour lesquels les sous-modules du module (du groupe additif) R + de R  sont eu même temps des sous-anneaux de R .  On donne une caractérisation de ces anneaux dans un cas particulier.T H É O R È M E  1. Soit R un anneau à élément unité et sans diviseurs de zéro. La condi­tion nécessaire et suffisante pour que chaque sous-module de R + soit sous-anneau de R  est que R  soit un anneau cyclique (c'est à dire que R +  soit cyclique).C O R O L L A IR E . Soit R  un anneau à élément unité et sans diviseurs de zéro. S i A  a pour propriété que tout sous-module de R + est sous-anneau de R ,  alors R  est un domaine d’intégrité où chaque sous-anneau est idéal.
Observation. De la démonstration que la condition du théorème 1 est suffisante il résulte que : tout anneau cyclique R  a pour propriété que les sous-modules de R +  sont des sous-anneaux de R.T H É O R È M E  t .  S i un anneau R  a pour propriété que tout sous-module de R + est sous- anneau de R ,  alors R  est engendré par une famille de sous-anneaux cycliques de R.C O R O L L A IR E . Si un anneau R  a pour propriété que tout sous-module de R + est sous- anneau de R  et que R  admet au moins un système de générateurs formé d’un seul élément, alors 

Ê est un anneau cyclique.
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deILIK TOBSAX

Multe probleme ale analizei matematice conduc la studiul rădăcini­lor ecuaţiei
an -  a  a v . • ■ ■ a lK^21 &'Z% ~~ Е . .Я 2я =  0 (1)
anl an2 • • «»» -  >•unde elementele aik sínt reale sau complexe.Referitor la limitarea în modul a rădăcinilor ecuaţiei (1) se cunosc multe rezultate, dintre care noi amintim două.Astfel A. H i r s c h  în [2] demonstrează că pentru orice л rădăcină a ecuaţiei (1) avem 1 X | < « A  (2)unde n este ordinul matricei A =  (aik) iar A =  max alk .A. B. F  a r n e 11 în [3] demonstrează că pentru orice rădăcină л a ecuaţiei (1) avem j X i <  ( A b ­unde R  =  max V  'aki\ iar T =  max V  <*) iZi ' (O *_i !în  cele ce urmează vom găsi limite pentru modulul lor de forma яп —лЬц я12 • • • Л\п ~̂ in

'аЬ 22 2̂2 X&22 ' ' ' 2̂tt аЬ

a„i — b̂nl anZ-~Abn, . . . an„ - f .b ,

rădăcinilor ecuaţii-
=  o (4)

care constituie o generalizare a ecuaţiei (1).
2 — Babeş—B olyai: M athematica Physica 2/19M..
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' Fie

X  X1=1 t-1o forrná hermitiană pozitiv definită (b,k -  M  Ş c cea mai mică rădăcinăa ecuaţiei
bn ~ P 1̂2 b\n&21 Ъ2.4 ? ' ■ h „ =, 0 (tpi

K> h , — ?ír. acest caz avemT e o r e m a  1. Pentru orice rădăcină }. a ecuaţiei (4)
j X | < 1 i‘ 1P ;unde n este ordinul matricei 4̂ =  (fáik) iar A = max d:k .

Demonstraţie. /. fiind o rădăcină a ecuaţiei (4) există sistemul devalori Tj, X., , . . . > A» nu toate nule, astfel încît
4 n>• X  A* = n

fl'k iJ = 1 (k = .1,2, .  . , «) (')înmulţind egalităţile (7) eu xk şi sumînd în raport cu k obţinem
<»)n n n n

1 X  X  t>ki -1-/. X  X  ,!ki Xi x-kA = 1 1=1 к 1 !=1de unde rezultă
X  bki X j Л к ] Clki j * %î I J Xk j sCf.4 = 1 i= l  A= 1 i = l (Ш

, i  X  X  : -IV i ; Л* j.4 =  1 i = I A X  \x\
{ 4 = 1 кŢinînd seama de inegalitatea (vezi [2])

\ h  -  h  - ■ ■ ■  + * . | e < » [ * î - i - * i  -1 ^  Junde Áj, Ä2, /ся sínt numere reale oarecare, rezultă ейÍ vX  'л*Ä = 1 n  X  -'A ->A *=1
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S  xk x>. ; <  nA

к k

. S  b, k x i xk.,R — 1 ( 12)

dar conform unei teoreme cunoscute referitoare la formele iiermitiene pozitiv definite (vezi [1]) avem că
E xkxk .A = 1 ^  I

n __  ^  -Б bikxjXk
г,ft — 1şi cu aceasta inegalitatea (12) devine

(13)
'XI 0 . 4 c. c. t. d (14)

Observaţie. Dacă bih =  3, atunci p =  1 şi relaţia (14) devineI À ! ^  nA (15)ceea ce constituie teorema lui A. H i r s c h  amintită la început.Fie “ « П
R  =  max V  ] ab- i si T =  max V  ! |(*> i-i ' <>') Äatunci avemT eor em a  2. Pentru orice rădăcină л a ecuaţiei (4)|xi <  {R - T)Vi-  1p j

R  şi T  avînd semnificaţiile din teorema 1.Pentru demonstrarea acestei teoreme л о т  porni de la inegalitatea (9) care ridicată la patrat ne dă
 ̂! 2j Ş  bih x i xk j 2 j V) I : ! Xide unde rezultă



2 0 I. TORSÁN 4folosind iarăşi inegalitatea (10) avem eă
si din (17) rezultă

n ir InE  \-4\ <  V  .V,, Л*1 I U=i
! XI <  (R .T )1'- n ■ - c. c. t. d.

(18)

Această teoremă constituie o generalizare a teoremei lui A. B. F a r  n e 11 amintită la începutul lucrării.Fie A =  (a,ik), В  =  (bik), C =  (Cik) matrici patratice de ordinul n astfel incit У  E  Cik Xi Xk»=1 k=\este o formă hermitiană pozitivă definită, în  acest caz avemT e o r em a  3. Pentru orice rădăcină >. a ecuaţiei; d • в  -  X с  I =  oavem |X| C  — {R (A )T (A )R (B )T (B )}V*punde R(A), R(B), T{A), T(B) au semnificaţiile din teoremele precedente, iar p este cea mai mică rădăcină a ecuaţieij C -  p E i = 0Demonstraţia acestei teoreme este analogă cu cea dată teoremei.2. Această teoremă generalizează un rezultat obţinut de N. A. К  li a n în [4] şi din nou teorema lui A. B. F a r u e l  1.
B I B L I O G R A F I E1. R . O a n t m a l l e r ,  Teoria matricilor ,voI. I I . pp. 464 — 476.2. A . H  i r s c h , „M athem atica"25 (1902), pp. 367-370.3. A . B. F  a r n e 11, Limits for the Characteristic Roots of a M a tr ix" . „B u ll. Amer. Math. Soc.'' 50 (1944) pp. 788.4. X .  A . K h a n ,  The Characteristic Roots of the Product , ,Matrices." „Quarterly Journal of Mathematics” 7 (1956) pp. 138 — 143.



21U N E L E  T E O R E M E  A L E  LU I H IR S C H , F A R N E L L  S I K H A N
О Н Е К О Т О Р Ы Х  Т Е О Р Е М А Х  А . ГИ Р Ш А , А . Б . Ф А Р Н Е Л Л А  И Н . А . К А Н А( Р е з ю м е )В настоящей работе, исходя из того, чтоV ълХр к

i,k = 1является симметричной и положительно определенной Формой и р является наименьшим корнем уравнения
j В - р Е I =  Онаходятся пределы для модуля корней уравнений \А — л Н  | =0: А  — X В  I =  Окоторый является обобщением уравнении .1 — X Е \ ^  О Результаты включены в следующие теоремы:

Т Е О Р Е М А  1. Для любого корня X уравнения (4)
I X I <  »А —Ргде п — порядок матрицы, А  =  | aik \ а А — m a x\a ih \ 

Т Е О Р Е М А  2. Для любого корня X уравнения (4)
j X i «  (ET) —Pгде JL =  max V  j »I I*) щ T =  тал V  I ahi | . (>; * = 1В конце работы, рассматривая три квадратные матрицы А , В , С , порядка п так, что J ]  cik x i xk является симметричной и положительно определенной формой, дока- 

i,kзывается следующая теорема:
Т Е О Р Е M A  3. Для любого корня X уравненияI А .В  -  X С I =  Оимеем |Х| ^  - { R { A ) T ( A ) I i ( B ) T ( B ) ÿ *Ргде Е{ А) ,  Т(А) ,  В( В) ,  Т(В)  имеют вышеуказанные значения, а X — наименьший корень уравнения | С — р Е  | =  О,



‘>Q I. TORSÁN 6
A U  S U JE T  D E  C E R T A IN S  T H É O R È M E S  D E  A. H IR S C H . A . B. F E R N E L L  E TN. A . K H A N(R 6 s u m é)Partant du fait que

H _S  bikxi xk»,*-1est une forme hermitienne positivement définie et que p est la plus petite racine de l'équationI B  — p£ I =  01 auteur trouve des limites pour le module des racines des équations! A  -  XB ! =  0qui constituent une généralisation des équations | A  — /М j =  0.Les résultats sont compris dans les théorèmes suivants :T H É O R È M E  1. Pour toute racine X de l ’équation (4)1I X I <  nA  • —pau n est l'ordre de la matrice A — (aik) et A =  max | aik jT H É O R È M E  2. Pour toute racine /. de l'équation (4)i/ «I л ! <  (R ■ T) A —
P«

R  =  max V  | aki j et T  =  max [ !
ß) i=1 (*ïA  la fin du travail, considérant trois matrices A , B, C  quadratiques d'ordre n telles queS  c*k xi xh s°ft  une i ° rme hermitienne positivement définie, l'auteur démontre le 

i Л-1 THÉORÈM E) 3. Pour toute racine л de l'équation
[ A B - >.C, - 0on a I Xi * z — {R (A ) T { A ) R ( B )  Т(В))К  Poù R{A), T(A), IÎ(B), T  (B) ont les significations ci-dessus et p est la plus petite racine de l'équa tion j C  — pE ; =  0.



D E LIM IT Ă R I I n  p r o b l e m a  c l a s e i  u n o r  s p a ţ i i  r i e m a n n  
V4 CU G R U P U E  M IŞCĂR I G , N E T R A N Z IT IVde

Г . K X G H IŞ

Problema clasificării tuturor spaţiilor riemannieue V4 după grupurile de mişcări, a fost rezolvată complet de către K . I. K r u c i k o v i c i  [1], găsind acele spaţii U4ce admit un grup netranzitiv de mişcări cu supra­feţe izotrope de tranzitivitate.în  cazul spaţiilor V4 ce admit un grup netranzitiv de mişcări G4 cu suprafeţe izotrope de tranzitivitate, K r u c i k o v i c i  [1] pornind de la clasificarea grupurilor complexe G4 dată în lucrarea fundamentală a lui S. L  i e [2] asupra grupurilor continue, indică tipurile canonice ale struc­turilor la care se reduce orice grup real G4 şi determină spaţiile admise în cazul fiecărei forme canonice.Ne propunem studiul clasei acestor spaţii riemanniene.Se ştie că prin clasa unei varietăţi riemanniene V„ cu elementul liniar :
ds‘z — gij du' dióse înţelege un număr întreg pozitiv q astfel ca metrica să fie realizată pe o suprafaţă cu n dimensiuni dintr-un spaţiu euclidian En+i,

y' =  у'[иг . . . î i”) (i -■■■ 1,2,. . ,n ,n  - f  1,- . •%nJrq)iar realizarea să nu fie posibilă într-un E iK cu m <  n -ţ- q.Conform teoremei lui Schläfli orice varietate riemanniană Vn poate fi scufundată în Е „(я+1) , deci pentru clasă avem :
2

2.După cum am arătat în [3], G a u s s ,  C o d a z z i  şi R i c c i  au dat pentru determinarea scufundării, deci a clasei, un sistem mixt de ecuaţii cu derivate parţiale care practic prezintă mari greutăţi de integrat.Pentru a da delimitări în problema clasei unora dintre spaţiile U4 ce apar în problema clasificării după grupurile de mişcări G4, stabilesc



24 P. ENGHIŞ Оca şi în lucrarea citată mai sus, transformările care permit scrierea metricii sub forma euclidiană, fapt ce ne dă totodată şi reprezentări analitice parametrice pentru varietatea ce realizează metrica.Astfel spaţiile riemanniene admise de grupul G4 de tipul I ce nu conţine subgrup abelian G3 (după clasificarea dată de K r u c i k o v i c i )  cu forma canonică :
[ X M - <i ; . З Д ,  -V, ;[ В Д ]  (C - [ Х М = С Х Х-,№ [ Z 2A 4] = A 2

şi operatorii :
X i  =  Pi ; X'i =  Pi ; **s == x 2p4 -  x4p 2 ; X i = 2 x 1p1-pxspi + p 2 au metrica :

ds2 =  у.(х4)е-2х> (2dx1dxi +  dxty +  ^(x^dx^и şi ß fiind funcţii arbitrare de x4. Prin transformarea :
y x =  ^  *3 cos (xx +  x4)

y2 =  д /  a{Xi)e~2X̂  sin (Xl +  X4) 
y3 =  3 sos i(Xx — x4)

V4 =  У ^ : . 2Хз. sin i(Xx -  x4)

уъ — i\]x(x4)e~2xz cos х г Уе =  i\l<y.(x4)e~Zxz sin x 2 
У7 =  V ß K ) COS *3
У8 =  V ß W  sin %y9 =  iyj${x4)elementul liniar ia forma euclidiană :

ds2
> = ideci scufundarea avînd loc intr-un E &, clasa va fi :

q <  5



3 D E L IM IT Ă R I I n  p r o b l e m a  c l a s e i  U N O R  S P A Ţ II R 1E M A N N  V« oGrupul G4 (le tipul IV  cu forma canonică :A , A'., =“ 0 ; Л"; .V, =-■= 0 ; AVA, =  A'.,AjÂ.,1 =  A, ; AGA’ ; -  0 A . A , =  o"admite spaţiul F 4 cu metrica :
dsz =  2dx1dxi — 2%(xt)e~xi dx0dx., şi grupul complet de mişcări :A”i =  p , ; A-2 -  p, ; A"., =  p1 - f  Хяр3 ; X t =  p1 -  x 2p ,. Transformările : )i =  д /-а 1 ‘ cos (x, V  an)

>’г =  д /  a !l1' 1 A11 (X2 +  X'i)Vi “ = 1 д /  y r‘ cos (a 2 — x3)

V4 - -  / д /  а (д4)е X1 sin  (* ,, — A'.j)
1 , ч ■' Y ;

V  2aduc elementul liniar la forma :( V  -  -Vi
tis2scufundarea avînd loc intr-un A6, clasa acestor spaţii verifică relaţia 

Grupul G4 de tip F  cu forma canonică :A',AA 0; A ,A ,. A'., : AVA), A ,iA'jA'4 =  A 4 ; A V A , . == A 2 ; AAA, -  0 admite spaţiile V t cu metrica :
ds2 =  2dx\dx4 — a“  G a (x4)(dx2 4- dxţ), iar grupul complet de mişcări G4 este dat de :Aj =  p2 ; A 2 -  p3 ; X .t =•= xzP'i +  х 2рз : A 4 =  2p1-\-xip.z +  x3p3



2 6 P. E N G H IŞ 4O scufundare se poate obţine prin transformările :
Л fAl / —дт:=- \ ; 1 а■(g ) COSA'.,V 2 1 ^f! и̂ (G) sin л' 2G =  ï\j е~ х 1 a(vj) costaУ 4 =- !\ c-G a(sr4) sin/a .Уз =  -—= (х, V 2 ' -f G )3-6' -  G);prin care elementul liniar ia forma :

t = lşi deci pentru clasă vom avea : ? < - •«Grupul de mişcări G4 de tipul V I. cu subgrup abelian G3 şi cu structura : [*< A’,-] =  0 ; [ В Д ]  =  C X ,  ; [ В Д ]  -  X t ; [ В Д ]  =  zX *  unde i, j  =  1,2,3, şi s =  ± 1, admite spaţiile V t cu elementul liniar :
ds2 =  2dx1dxi -f a.(xi)(dx2 — г dx2) ; s =  i  1 ,şi operatorii :A"i =  p i , X 2 — p -2 АГ3 == P-3 ’ АГ4 =  г G p2 — x 2p3Grupul Gi nu este grup complet de mişcări al acestor spaţii, ele mai admit şi operatorii :

Aceste spaţii admit scufundarea într-uu E 6 dată de transformările :
У-г =  (-h -  G)Уз ^  V «(G) COS;V.,3’4 =  V * ( g ) sin л: 2 
Уъ =  i V *(g ) cos V £ G  
У в =  г V а(ж4) sin У ех3 Pentru clasa acestor spaţii avem : q ^  2.



D E L IM IT Ă R I IN  P R O B L E M A  C L A S E I U N O R  S P A Ţ II R IE M A N N  V iGrupul de mişcări G4 de tip V II nerezolvabil cu structura :[X jA V  =  A 4 ; [А'АзЗ -  2 X , ; ГХ 2Х Я] =  A :i; [A'fA 4] -  0 (i -  1,2,3)admite spaţiul 1'4 cu metrica :
ds- =  2dxldxi +  oc(a 4)(( “ 2G dx\ sdx§  ; г • 1şi grupul complet de mişcări G4 dat de :

X 1 =  p 2 ; A 2 =  .r2/>2 +  ря ; A', =  (a2 - f  s e2x*)p, - f  2x,p~ ; A'4 =  p. Prin transformările : ^  <*■ +  *<>
=  (*i -- s)y3 =  \/x(A4)e-2*3 cos a2 y4 =  sjx(x4)e~2*3 sin A' 2 y5 =  î'v/a(A4)e^2Gy 6 =  V  « (*4) 8 cos Aiy7 n= У г x (a4) sin ,r3 y8 =  г У г a (* Jobţinem elementul liniar sub forma euclidiană :^  =  E ^ -*=1Scufundarea făcîndu-se într-un E a, pentru clasă vom avea :

4 < 1 -Pentru grupul G4 nerezolvabil de tip V III  cu structura :[ В Д ,]  =  A 3 ; [A3A 4] =  A 2 ; [A 2A 3] =  A 4 ; [ В Д ]  -  0 i =1,2,3 spaţiile admise au metrica de forma :
ds2 == 2dx1dxi  +  oc(a4) (cos2a3 dxţ +  dxţ) +  2 asin x.idx2dxi (a =  0 sau 1) iar grupul complet de mişcări dat de :A 4 =  p2; A 2 =  asec*3cos* 2 px — tgA3 cosx2p 2 +  sinх 2ря 

Х й =  — a sec A3 sin x 2px +  tg a3 sin x 2p 2 +  cos x 2pz ; A 4 =  px



2S P. E N G H IŞ вPentru а =  O prin transformarea :
Уг - ф  Ai +  xù

у2 =  y ţ̂ Ai -  -h)

Уз =; A xA è  cos *3cos x 2 >4 =  A xi) cos хз sin#3 
У5 =  V A xi) sin *3У «  = : ' V “ ( * 4)elementul liniar se reduce la : iii2 =  £  dyj

i= lşi deci pentru clasă avem : ? < 2 .Tot în cazul a =  0, dacă funcţia a(.v4) se reduce la x\, pentru a reduce ele­mentul liniar la forma euclidiană, avem transformările :
У1 -  *(*1 -  xùу O =  ;V4COS xa sin x 2 Уз =  xi COS X.J cos x 2.У4 =  x i  s i u  *3 
Уь =  l i ­căre ne dau pentru clasă: q^.1. Tensorul de curbură nefiind nul, clasa este egală cu unitatea.Dacă a — 1, prin transformările :

У1 =  T/êf Ai +  xi)

Уз =  y = -  (*1 -  Xi)У з  =  V  A Xi) C 0 S  *3 C 0 S  X2у4 =  У«(#4) COS #3 sin ж2>5 =  V  *(*4) sin v3 У в =  i V a(-ri)
2

cos (x2 +  x j



D E L IM IT Ă R I I X  P R O B L E M A  C L A S E I U N O R  S P A Ţ II R IE M A N N  \L -9
sin (x, +  X,

Ую =
COS (x.

sin (x2

— X ,

*4).obţinem pentru clasă: q ^  6, fapt ce se putea deduce şi direct, aplicîud teo­rema lui Schläfli. Dacă însă pentru cr =  1, funcţia a(#4) se reduce la лр transformările :
У1 =  — *4)
У% =  xi  COS .UjCOS X .j y? =  x4 COS Xn sin x 2

>’4 =  * 4  siu -bsУз =  *i-

ne dau pentru clasă : q 5.
B I B L I O  o R A F I К1. К.  I.  K r u c i k o v i c i ,  O dvijeniiah v rimannovîk prostransirah Г 4. Mat. Sboruik. î l  (83) nr. 2 [1957].2. S . L i e .  P . E  n g e l  , Theorie der Transfonnationsgruppen. Leipzig 1893.3. P . E  n g h i ş. Asupra clasei spaţiilor Riemamt F s cu grup de mişcări netranzitiv. Studia Dniversitatis Babeş-Bolyai, seria mat. fiz.,  tase. I , 1963.4. N. N . I  a n e n к о, Nekatoriie voprosí iz teoiii vlojeuia mnogomevnth rimannovíh metrik v 

evklidovi prostranstva. U .M .X . Vi l i ,  1 [1953].
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Р А ЗГРА Н И Ч Е Н И Я  ПО В О П РО СУ  КЛ АССА Р И М А Н О В Ы Х  П РО СТРАН СТВ V 4 С Н Е Т Р А Н З И Т И В Н О Й  Г Р У П П О Й  Д В И Ж Е Н И Й  о4 ( Р е з ю м е )Для нахождения разграничений по вопросу римановых пространств V 4 с нетран­зитивной группой движения о4 и с изотропными поверхностями транзитивности даются преобразования, позволяющие написать метрику в эвклидовом виде. Данные преоб­разования дают и параметрическое аналитическое изображение многообразия, осу­ществляющего метрику.Устанавливается, что пространства V4, допущенные группой о, Его типа (отно­сительно классификации, данной Кручковичем (1) имеют класс q <  5, пространства IV -г о , А'-го, Vl-ro и V III-г о  типа имеют класс q ^  2 для а= 0 , а пространства V ll-ro  типа имеют класс q <  4.
D É L IM IT A T IO N S  D A K S  L E  P R O B L È M E  D D  L A  C L A S S E  D 'E S P A C E S  Ш Е М А Х У  A G R O U P E  D E  M O U V E M E N T S G 4 N O N -T R A N S IT IF(R é s U ni é)E n vue de trouver des délimitations dans le problème des espaces rieunumiens V 4 à groupe de mouvements non-transitif G4 et à surfaces isotropes de transitivité,l’auteur établit les transfor­mations permettant d ’écrire la métrique sons la forme euclidienne. Celles-ci nous donnent aussi la représentation analytique paramétrique pour la variété qui réalise la métrique.On établit que les espaces V 4 admis par le groupe G4 de type I  (relatif à la classification donnée par Kroutchkovitch (I)) ont la classe q*$; 5, ceux de type IV , V , V I  et V I I I  pour о =  O ont la classe q C  2, enfin ceux du type V I I  ont la classe q 4.



A S U P R A  R A Z E I  I Ж C O N V K X I T A T E  A  F U N C Ţ I I L O R  O R O M O R F F

deï ’ IiTIU T. МОСЛЛГ
1. P'ie }(:) o funcţie olomorfă în discul ]z .<R .  Se ştie că pentru ca /(;) să transforme discul F < ; ' ,  r < R , intr-un domeniu convex este necesar şi suficient ca

Re 1 >0 pentru e <  r.In acest caz se spune că f(z) este convexă în discul z\ < r .Prin raza de convexilate a funcţiei f(z) înţelegem raza discului maxim cu centrul în origine în care }(z) este convexă. într-o lucrare anterioară [1] am arătat că raza de. convexitate a funcţiei f(c) este dată de minimid expresiei Уz z unde z şi z sínt soluţiile sistemului

(1 )

Demonstraţia se bazează pe următoarea observaţie :Dacă F(z) este olomorfă în atunci raza maximă r a disculuiÍZ ;<r  în care Re[F(z}] >0  este dată de minimul expresiei unde c şi гsínt soluţiile sistemului
iR e [ F ( z ) ] ^ ( )I Im rzF'{z)) ----- 0 Wîn această scurtă notă vom înlocui sistemul (1) printr-un alt sistem echivalent, care ni se pare mai interesant.2. Să punem



P. T . M O C A N U 2Atunci
Deci
Deoarece

F ' ( f "  +  z f " )  Г  -  z f *

Im(zF') =  Im  I ~Ţ +  ^ *-ГдЛ
zf"rezultă

zf"
ГDeci

de unde deducem
sau

zf" 127'
- 1  +  i Im

3 - - ‘ M f l H í 1)

/га ţ i "  J* =  —2 Im ( —l Г

Imînlocuind în (3) se obţine /'
Im{zF') =  Im  ţ z * r -

Im

1 ,2  П
f -г

( / • 7

=  Im [za {/, г}]unde am notat {/, ^ f
p 2 2 I /'

(3)

care este derivata lui Schwarz a funcţiei f(z).Ţinînd seamă de sistemul (2) se obţine următorul rezultat :
Raza de convexitate a funcţiei £(л) este dată de minimul expresiei yj z z 

unde z şi z sîmî soluţiile sistemului

Re Í— ] + 1  =  0l /' ) (1)/га [г2 {/, я}] =  О 
unde {/, 2} este derivata lui Schwarz a funcţiei í(z).

B I B L I O G R A F I E1. P . T . AI ü c a n u, 5яг /г rayon d'étoilenient et le rayon de convexité de- fonctions holomorphes, ,,M athem atica”  <5(27)1, 1962, pp. 57—63.



A S U P R A  R A Z E I DE C O N V E X IT A T E  A  FUNCŢIILOR O L O M O R F E 33
О Р А Д И У С Е  В Ы П У К Л О С Т И  Г О Л О М О Р Ф Н Ы Х  Ф У Н К Ц И И  ( Р е з ю м о )Цель настоящей работы заключается в расширении предыдущего результата Л ] относительно радиуса выпуклости голоморфных функций. Показано, что радиус выпуклости голоморфной функции j(z) b г J <  Я  (т. е. радиус максимального диска с центром в начале, который превращается посредством f(z) в выпуклую область) дан минимумом выражения л/z г. где сн s удовлетворяют системе f I).

S C R  I,к  RAYON ПК C O N V E X IT É  DES FONCTIONS H OLOM ORPHES! R é s u m é jCe but de cette note est de compléter un résultat antérieur concernant le rayon, de convexité des fonctions holomorphes [1]. On montre que le rayon de convexité d'une fonction f(z) holo­morphe dans \z I <  R,  (c’est-à-dire le rayon du disque formé par f(z) dans un domaine convexe), est donné et z vérifient le système (4). maximum centré à l’origine qui est trans­par le minimum de Г expression^ : où. î

3  — B a h e ? ~ B o iy a i:  M a th e m a t ica  P hys ica  2 19Д4.





A SU P R A  M OM ENTELOR UNOR V A R IA B IL E  A L E A T O A R ED ISC R E T E
tie11. 1). ST\\П

1. în  această lucrare prezentăm două metode pentru găsirea momen­tului de un ordin oarecare r al distribuţiei binomiale. Prima constă în expri­marea acestui moment v, ca un polinom ordonat după puterile probabilităţii p şi în găsirea unei forme convenabile a coeficienţilor acestui polinom. A  cloua metodă constă în utilizarea expresiei, cu ajutorul diferenţelor ordinare, gă­sită recent de J .  T o  dd [12], a polinomului lui Bernstein de gradul n, re­lativ la o funcţie f(x) şi intervalul [0,1]. Formulele găsite pentru v, sínt cele de la (5) şi (8). Considerînd cazul limită al distribuţiei binomiale care conduce la distribuţia lui Poisson, s-a dedus din (8) formula (13) care dă momentul de ordinul r al distribuţiei lui Poisson. Această formulă a fost stabilită re­cent de T. G e r s t e n k o r n  [5]. Se mai dau de asemenea şi expresiile explicite ale momentelor centrate ale distribuţiilor lui Bernoulli şi Poisson. Folosind expresiile găsite pentru vf se stabilesc cu uşurinţă formulele (16) şi (17) pentru momentele factoriale ale acestor distribuţii, formule care pot fi văzute de exemplu în H. C r a m e r  [2].în  această lucrare se mai stabileşte şi formula (19) pentru momentul ordinar de ordinul r al unei variabile aleatoare cu o distribuţie geometrică a probabilităţilor. în  încheiere se dă şi un tabel pentru valorile diferenţelor lui zero A*0' în cazurile k =  1(1)20 şi r =  1(1)20. Un asemenea tabel pentru 
k =  1(1)10 şir =  1(1)6 se poate vedea în lucrările [14], [15], [8].

2. Să considerăm o variabilă aleatoare discretă cu o distribuţie bino- mială 0 1
P,,’ P À ' "unde

iar p, q ţ  [0,1] astfel ca p +  q =  1. 0 )



D. D. STANCU•'36 După cum e bine cunoscut, momentul de ordinul r relativ la punctul 
a al acestei variabile aleatoare e definit de formula

mr(a) - У -  *)'■în cazurile speciale a =  0 şi a — E(X) -- np se obţin momentele or­dinare, respectiv centrate, pe care le vom nota cu v , respectiv cu p. Decivr = è  ^  é  a (s -  пРУ■ (2)
s= 0  s= 0Avînd în vedere că în cazul general momentul centrat u„ de ordinul 

r, se poate exprima prin următoarea formulă simplă
j =o V=  vf -  Q  +  Q  vj Vf _ , -  . . .  +  ( - l ) r ( j  V[ V0> <V„folosind momentele Vj, v2, vr, este suficient să se determine valorile aces­tora şi apoi să se aplice această formulă pentru calculul lui [j.r.O cale care permite să se calculeze primele momente v1( v2, ... se bazează ţie teorema relativă la valoarea medie a sumei a n variabile aleatoare şi teorema relativă la valoarea medie a produsului a n variabile aleatoare in­dependente.Să considerăm urna lui Bernoulli cu două stări ; de ex. să presupunem că ea conţine bile albe şi negre si că probabilitatea să extragem o bilă albă este p, iar probabilitatea să extragem o bilă neagră este q =  1 — p .  Efec- tuînd n extracţii succesive să notăm (vezi de ex. [7]) cu X  numărul de bile albe care se obţin la extracţia de rang i. Variabila aleatoare X  ia valoarea 1 cu probabilitatea p şi valoarea 0 cu probabilitatea q(i = 0 ,  1, .... n). Nu­mărul de bile albe care se obţin în cele и extracţii este X  — X t +  X 2 -f ... ... -f X n. Momentul de ordinul r al variabilei aleatoare X  este valoarea me­die a lui X  ridicat la puterea r

-,  V -V : -  j .Folosind acest procedeu se calculează în [10 ; p. 179] primele patru mo­mente. Se mai face remarca că în general momentul v, este un polinom în raport cu n de formav, ~ n'pr -j- zljMf_1 4- A 2n'~2 ~r ... Лr- xn.O altă metodă, larg răspîndită, pentru calculul momentelor variabilei aleatoare X  constă în aplicarea formulei„ _  1 A>(0



3 A S U P R A  M O M E N T E L O R  V A R IA B IL E L O R  A L E A T O A R E  D IS C R E T E 37unde q(t) =  E[eÜX) =  (pe* -f q)n este funcţia caracteristică a lui X .  Dar şi această metodă s-a folosit peste tot doar pentru determinarea explicită a primelor momente.3. în  această lucrare vom stabili în primul rînd o formulă generală şi explicită pentru v„ unde r este un număr natural oarecare.Pe baza formulelor (1) şi (2) avemV  Ís = 0^ O . . ' *  />*"*■ UDezvoltînd (1 — p)" s după formula binomului obţinem următoarea expresie pentru vr
i sr( )  -  (  )  t  { V  ■ • ( 1 ’ 'Г ) fin' s ■U 7 ! X  1 X 2 ' V- S Jpe care o niai scriem sub forman . i l  ч H - S  . « - S .v - S > '  £<: ч t +'-

s = l vs '  1=0 v 1In continuare să ordonăm acest polinom în p, care reprezintă momentul vf. Se observă că termenii care conţin ca factor pe ph se obţin dînd perechii de indiei (s, i) următorul şir de perechi de valori
(k,  (>!, (k --1,  1),.. . ,  ( k  - I  (2, k  -  2), (1, k  -  1).Apoi făeînd pe k să ia valorile 1, 2 ,..., n obţinemи ,rt , n , n — Я -M , n n —2v E ?  с -  ( - ( - 1 ) * - “ ( )( ) 3' +

! П П - 1 \- ^ ( - 1 )  ’ ( )( i rM A-Psau mai scurt
il ri-l . » ч Ä -rú> r - S  E  (-■>' (

1;=0 j 7Avînd în vedere că
C X 7 ') " O O -se obţine următorea expresie pentru momentul de ordinul r

к . ,k

• г , «
b  h 6  ■

-  r O ! c -  , ' , U
V 1 V1



88 D. ». S T A N C U 4Л. Membrul drept al formulei precedente .se poate exprima cu ajutorul diferenţelor finite. în acest scop să considerăm o funcţie f(x) şi nodurile echidistante x 0, x0 4- h, ,v0 -j- 2h,..., x n -f- nh. Diferenţa de ordinul întîi a funcţiei /(.x) pe punctul x 0 şi cu pasul h este operatorul linear A definit de relaţia A/(.r0) =  â hf(x0) — f(xu-\-h) —/(.v0). Prin iteraţie se defineşte dife­renţa de un ordin k oarecare, pe punctul ,v„,A^/(.rn) = Aa(A* ‘ /(.v,,)) = -  /;) -  A*"1/(.v0),unde AJ/(.vn) =  AJ ( x 0), A“/(.v0) — f(xn), iar к e un număr natural.Rezultă cu uşurinţă următoarea formulă pentru calculul diferenţei de ordinul k, cu pasul h, ])e punctul xn, a funcţiei f(x)Д/j !(xti) — A f-'o' -Vn “b h, ■ ■ ■ xi) ~r k h- /(-'). —
Această formulă se stabileşte pe o cale simplă observînd că această diferenţă se reprezintă în mod explicit sub forma

К  1 Ы  :: £  ak J ( x » -  //f)../= ocoeficienţii ani fiind independenţi de x0, f(x) şi h. Aceştia se pot afla uşor particularizînd în mod convenabil funcţia f{x) (de exemplu luînd f(x) ==  O -în cazul particular f(x) — xr, h ■ -= 1, ,v0 =- 0 formula (6) se reduce la următoarea A* 0” A* (/ =- AjO,  1, 2,..., k ; x'\ =I (  l/1 T )  î  ('-!)'■ (*)(Â—/)r. (7)i=o .)= o Vradică tocmai la expresia care figurează în paranteza dreaptă a formulei (Û) Ţitiînd seamă de aceasta precum şi de faptul că diferenţa de ordinul 
k a lui xr e nulă în cazul eînd k e mai mare clecît r, oricare este valoarea lui 
x 0, adică că \ hxr =  0 dacă k >r ,  obţinem tocmai formula pe care doream s-o stabilim

Vr = t ( V * AV- (8)* = Л  idDeci am stabilit următorul rezultat : momentul de un ordin oarecare r 
al variabilei aleatoare X  cu o distribuţie binominală a probabilităţilor este un 
poli nom în p de forma sк --- I
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ai cărei coeficienţi se exprimă cu ajutorul coeficienţilor binomiali şi dijeren 
ţelor pe punctul 0 a funcţiei xr, in felul următorП,-'■“ O ' 0'3. Vom da acum o altă demonstraţie formulei (8). în acest scop să con­siderăm polinoniul de aproximare al lui Bernstein relativ la o funcţie j(x) şi intervalul [0, 1]

n n(f: X) =  | j  Q  -v*(l -  л 'Г * / ( ^ ) -  (9)

Conform unui rezultat recent obţinut de J ,  T o d d  [12; p. 125 : acest polinom mai poate fi scris sub forma
B n{í'> *)=-- ъ ( ) х кь \ т . (10)în cazul particular f(x) — nrx’ formula (9), în care înlocuim x =  p, devine

Щ п р '  - p) £  ( ) pk { 1 p f kkr vr.
k—Q 4 ' (П)Pe de altă parte în acest caz particular pe baza formulei (6) obţinem

k , . ,kxA,/(0) == A 0, 1 2 к r r— ; n x s  ( 1 ) '  ( )? ' •
j=c VPrin comparare cu (7) conchidem căA* /(0) =  Д[0, 1, 2, . . . .  k ; л' =: A*"'.Deci formula (10), în care înlocuim .v =- p, se reduce la următoarea :

1>Лпр’ -р) =•■ £  ("W *A*0r. (12)*=oDin (1.1) şi (12) rezultă tocmai formula (8).
6. vSă ne ocupăm acum de cazul distribuţiei lui Poisson. După cum se ştie, Poisson a modificat cazul distribuţiei binominale (1) a lui Bernoulli, presupunînd că probabilitatea p — p depinde de numărul total al pro­belor în aşa fel îneît să avem np =  np -> X, unde X este o constantă po­zitivă. în felul acesta a obţinut următoarea valoare asimptotică pentru probabilitatea b(k ; n, p) de la (.1) : b(k ; n, p) £=; /.ke~A/k 1- Aceasta se poate considera ca o formulă de aproximare pentru distribuţia binomială. Aproxi­maţia aceasta este uniformă cînd n —► со şi p —*• 0 în aşa fel îneît X == np



4 0 D . D . S T A N C U 6rămîue máiginit. Pentru o evaluare a erorii a re vedea [1.3 ; fi. 137] si 3 ; fi. 143,ií)l j.Să vedem ce devine formula (8) în cazul limită considerat de Poisson. Avem( j o - vafc-m V ^  A1 -cil1- ;]■■'!’ ~în felul acesta se ajunge la următoarea formulă explicită
r . kV ,-  У  ' Л n-'  b I/ = 1 h ! (13)per.tru momentul de ordinul r al unei variabile aleatoare de tip Poisson, adică: care ia valorile k --- U, 1, 2, ... cu probabilităţile

14X  =  к) =  e~'A —  , /. >  0.k !Formula (13) a fost stabilită pe o cale directă în anul llNiO de T. Ger s -t e n к o r n jT> ].7. Ţinînd seama de (3), (8) şi (13) se obţin respectiv următoarele for­mule explicite pentru momentele centrate de ordinul r ale distribuţiilor luiBernoulli şi Poissona
Г

I  S i - n *  ( ')( ')
Г Г- i  . . Г\ - kÏ  S i - i r  -

n’ fii+k Д * (Г У, Л <r .H. Să ne ocupăm acum de momentele factoriale i l l ]  ale distribuţiilor lui Bernoulli şi Poisson. Se ştie că momentul factorial de ordinul r al unei variaţiile aleatoare discrete X ,  pentru care 1J{X ------ xfi =- fi (k — 0,1, . . . , n), e definit de formula
11 . .?«[,] =  у  РкХ/>

Л4'- — a(.v —- l)(.r -- 2) .. . ( X  — r  +  1)este puterea a r-a generalizată a lui x. După cum se ştie, noţiunea aceasta de putere generalizată se bucură în teoria diferenţelor finite de proprietăţi analoge cu proprietăţile pe care le are puterea obişnuită a lui x în analiza continuă. Să considerăm polinomul de interpolare al lui Newton relativ la o funcţie f(x) şi nodurile echidistante x(), x t) fi- h, ,v0 2h, ..., ,v0 — rh.Se ştie că (vezi de ex. ]1() acesta are expresia
P i x  =  Ы  - i

k=l

Ui) A */(
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Lu în o, h /(.vi ir obţinem

£
: Г/

к '.deoarece se ştie că dacă /(.v) este un polinom de grad mai mic decit numărul nodurilor atunci polinomul de interpolare coincide cu /f.v).Rezultă că momentul ordinar de ordinul r al variabilei aleatoare .V se poate exprima eu ajutorul momentelor faetoriak ;h[v) fv = - 1, 2,... , r), ale aceleaşi variabile, prin formula următoare£  '»[‘ Г (l.V)Avîml în vedere că în cazul distribuţiei binomiale are loc formula ('S)
&*a V .în consecinţă găsim următoarea formulă explicită pentru momentul factorial de ordinul h al distribuţiei binomiale

a avem' V i£  «'[*]■ Ä, к = 1 R ' II «ДАЬ

mW nin k d- 1)/' -  nW p\ (Ui)Comparînd formula (15) eu formula (13) rezultă că momentul factorial de ordinul k al distribuţiei lui Poisson are următoarea expresie
mw . k / .R e m a r c  ă. I*'ormulc*le (.16) şi (17) se găsesc în enunţul unei probleme din 2 ; p. 257], unoe s-a cerut demonstrarea acestora plecînd de la funcţia generatoare a momentelor faetoriale pentru o variabilă aleatoare discretăФ(0 Ê  Pktxk. ( 18)Ele au fost stabilite în (10 ; p. 185, 2 19] folosind tocmai funcţia generatoare a momentelor faetoriale.9. Să considerăm acum cazul miei variabile aleatoare X  cu o reparti­ţie geometrică a probabilităţilor: P ( X  =  k) ~  pqk, unde k -■  0, .1, 2, ... . în  acest caz funcţia generatoare a momentelor faetoriale asted7) h.k
Y fi(itA —0 -  LMomentul factorial de ordinul r va fi 

»Irk-,
алф(р

iir t=lj



1). I). S T A N ’ C U 84 2 I'ăcînd înlocuirea în formula (14.), obţinem următoarea expresie pentru momentul ordinar de ordinul r al distribuţiei geometrice
к rio . Să ne oprim acum asupra calculului diferenţelor [A .v . v=o pe care B o o l e  11 ; le-a notat cu A*0' si le-a denumit ,,diferenţele lui zero", în această lucrare a lui Boole a fost întocmit şi un tabel pentru diferenţele lui zero pînă la к ---- r 10. Acest tabel poate fi văzut şi în I 1 şi Г8].îu  prezenta lucrare vom da un tabel pentru valorile lui Д*СГ în cazurile 

к =  1(1)20 şi r --  1(1)20 (notaţia m = - a{h)b indică, că m ia valorile în pro­gresie aritmetică a, a -f- h, a -L 2h, .... a -\~ .s/г — b).Aceste diferenţe se pot calcula folosind direct formula explicită (7), sau întocmind tabelele de diferenţe pentru /(л) —■ лг şi nodurile 0, 1 , 2 , ... , r  1. Dar o cale mult mai simplă constă în folosirea formuleiA*0' k(âk()r 1 4 л'- V  1 . (20)Această formulă a fost stabilită în mod simplu de E. T. W h i t t а к e r şi G. R o b i n s o n  [14]. Justificarea acesteia este simplă. Luîtid în formula (G) f(x) =  vf_t, h — 1, x0 =  1, prin multiplicarea cu к a formulei obţinute şi compararea cu formula (7) se obţine
a V  АД4 V  bRăcind aceleaşi particularizări în formula A* ţ(xv) — A* lţ(xn--[ A)--A*~'/(.vn)se obţine Д*0,_1 =  A*-1 Г “ 1 — д *-10г" 1. Prin eliminarea lui A4” 1l ' -1 între această relaţie şi relaţia precedentă se obţine tocmai formula (20). Această formulă se poate obţine (vezi de ex. [6]) şi pleeînd de la formula care dă diferenţa de ordinul к a unui produs f(x) =  n(x)v(x)Aft/(-V„) = £  (' ) A г/i \ ..V 4: .4 jh).j—o ' i 'Luînd aici n —. \r r -- .v, ,v0 — 0 şi h -■■■■- 1 se obţine tocmai formula (20).Ţinînd cont că A0 —- 1 si că A4!/ — 0 dacă r < k  (deoarece diferenţa de ordinul к a unui polinom de grad mai mic decît к este totdeauna nulă), prin aplicarea repetată a formulei (20) se poate construi din aproape în aproape tabelul diferenţelor lui zero. Mai întîi se observă eă A0f =  1 (r = 1, 2, ...), astfel că îu prima coloană a diferenţelor avem mereu unu. Formula (20) ne spune că un termen oarecare al tabelului se poate obţine dacă multiplicăm cu ordinul diferenţelor coloanei respective suma dintre termenul aflat de­asupra sa şi termenul din stingă acestuia din urmă.
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О М О М Е Н Т А Х  Н Е К О Т О Р Ы Х  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С Л У Ч А Й Н Ы Х  П Е Р Е М Е Н Н Ы Х( Р е з юм е )В настоящей работе, автор даёт два метода для нахождения явного выражения момента порядка г биномиального распределения (1). Первый метод заключается в выражении этого момента как одного многочлена в р и в нахождении удобных выра­жений для коэффициентов этого многочлена. Второй метод заключается в использо­вании нового выражения (10), недавно найденного Ж- Т о д д о м  [12] для много­члена Бернштейна порядка п.  Получаются формулы (5) и (8). Рассматривая предельный случай биномиального распределения, который ведёт к распределению Пуасона, из (8) выводится выражение (13) для момента порядка г распределения Пуасона. Эта формула была установлена в 1960 году Т . Г е р ш т е н к о р н о м  [5]. При использо­вании этих результатов сразу же получаются известные формулы (См., напр., [2]) (16) и (17) для факториальных моментов рассматриваемых распределений. Автор устанавли­вает также формулу (19) для момента порядкам геометрического распределения. В заключение даётся числовая таблица со значениями разностей нуля Д*0Г для к =  1(1) 20 и г =  1(1) к.

ON T H E  M O M EN TS O F  C E R T A IN  D IS C R E T E  RA N D O M  V A R IA B L E S{S u m in a r y)In this paper the author presents two methods for finding an explicit expression of the 
vth moment of the binomial distribution (1). The first one consists in expressing this mo­ment as a polynomial in p and in finding suitable expressions for the coefficients of this polynomial. The second one consists in using a new expression (10), found recently by J o h n
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T o d d  '12], for the Bernstein polynomial of the nth degree. One obtains tile formulas (5) and (8), Considering the limit case of the binomial probability law which leads to the Pois­son probability law, one deduces from (8) the expression (13) for the rth moment of the Poisson’s distribution. This formula has been established in 1960 by T. G e r s t e n ­k o r n  [5]. Using these results one finds immediately the known (see e. g. [2]) formulas (16) and (17) for the factorial moments of the considered distributions. The author also establishes formula (19) for the rth moment of the geometric distribution. Finally one presents a numerical table for the differences of zero \ kur for ft — 1(1)20 and r =  l(l)ft.



и х  C R IT E R IU  DK 11Ж ХТ1 F íC A R E  A  S A T E L IŢ IL O R  A R T IF IC IA L I A I P Ă M ÎN T U L U I«ii-A h p A ij p A l
în urma lansării unui număr din ce în ce mai mare de sateliţi artificiali în jurulPămîntului, se ivesc cazuri cînd pe bolta cerească a staţiei de observare, în regiunea indicată de telegramă (efemeridă) apar simultan sau aproape simultan doi sau mai mulţi sateliţi, fără a se putea spune uneori pe loc, în cazul obţinerii numai a cîtorva poziţii, care anume obiect a fost observat. Pe de altă parte pot fi observaţi, în perioada critică, şi sateliţi care nu sínt conţinuţi în telegramele primite de la centrele de calcul, sau pot fi observate întîmplător si avioane de reacţie.In asemenea cazuri în faţa staţiei de observare se ridică problema iden­tificării obiectelor artificiale observate, problemă analogă, într-o anumită măsură, cunoscutei probleme a mecanicii cereşti de identificare a micilor planete sau a cometelor în vederea urmăririi evoluţiei orbitelor acestora.După cum se ştie, pentru rezolvarea problemei dacă observaţiile indivi­duale efectuate asupra micilor planete sau cometelor aparţin sau nu unui aceluiaşi corp (sau corpurilor diferite), pentru care din trecerile anterioare se cunoaşte orbita (sau orbitele), au fost stabilite criterii, printre care amintim criteriul lui T i s s e r a n d (bazat pe integrala Jacobi din problema restrînsă a trei corpuri), precum şi criteriul bazat pe formulele calculului de efemeride, în care observaţiile individuale intră direct [1]. Pentru identificarea sate­liţilor artificiali ai Pămîntului, este evident, avînd în vedere particularităţile mişcării acestora, că criteriul lui T i s s e r a n d  nu este aplicabil, rămîmnd ca să examinăm celălalt criteriu. Amintim, că o cerinţă importantă faţă de asemenea criterii este ca rezolvarea problemei să fie mai uşor şi rapid efec- tuabilă, uecît calculul complet de efemeride, care în cazul sateliţilor arti­ficiali ai Pămîntului, după cum se ştie, are mai multe etape [2], Г.Т,.în cele ce urmează vom stabili formulele criteriului amintit cu aplica­ţie la sateliţii artificiali, luînd în considerare particularităţile mişcării aces­tora. Foimulele se stabilesc pentru două cazuri de prezentare a observ aţii­lor: ! .  cînd observaţiile sínt date sub formă de coordonate sferice ecuatoriale ; 2. cînd se cunosc coordonatele sferice orizontale. Pe baza calculării de exemple concrete, se arată, în simplificările făcute, precizia metodei.

4 — Babeş—Bolyai: Mathematics Ftiyslca



50' A . P A LPrincipalele particularităţi ale mişcării sateliţilor artificiali ai Pămîn- tului (cel puţin acelora care au fost lansaţi pînă acum), faţă de planete sau comete, pot fi rezumate în următoarele :a) sateliţii artificiali ai Pămîntului se mişcă în sfera ele acţiune a Pămîntului, în cîmpul gravific şi în atmosfera acestuia ;b) spre deosebire de planete şi comete, elementele orbitei satelitului artificial variază rapid, în primul rînd din cauza principalelor perturbaţii geofizice : rezistenţa atmosferei şi necentralitatea cîmpului gravific al Pămîntului cauzată de turtire; aceste perturbaţii, cel puţin parţial, tre­buie să fie luate în considerare chiar si în rezolvarea problemei calculului efemeridelor ;c) avînd în vedere că din cauza lipsei pînă în momentul de faţă a unei teorii de mişcare precise a sateliţilor artificiali ai Pămîntului (datorită insftficientei cunoaşteri a perturbaţiilor), orbita preliminară a satelitului dată sub formă de sisteme de elemente, se cunoaşte numai cu aproximaţia cunoscută, şi în consecinţă şi efemeridele (poziţiile) se cal­culează numai la zecimea de grad sau la grad.De aceste particularităţi trebuie să ţinem cont, atît la stabilirea formu­lelor criteriuhri, cît şi în aprecierea, pe bază de exemple concrete, a efi­cacităţii criteriului.1. Criteriul [1] se bazează pe aceea că raza vizuală spre obiectul ceresc trebuie să intersecteze planul orbitei în apropierea însăşi a liniei orbitei.Pentru obţinerea criteriului căutat pentru o planetă mică sau cometă se pleacă de la formulele cunoscute ale calculului de efemeride (de exem­plu, 1 > :
P x - l  — Qx ■ 'f, ~ A'( = Л  • cosii ■ cosa) — A"0
P  ■ l  — à  • r, =  Y  ( =  Д • cosă • şina) — y "
P_ • с 02 ■ r r,: Z  ( =- Л • sini) - Z „Z,o 1

unde :! л , V coordonatele heliocentrice rectangula­re ecuatoriale ale micii planete sau cometei ;coordonatele heliocentrice carteziene ale corpului faţă de axele aşezate în planul orbitei astfel că axa S£ trece prin periheliu, axa S-q în punctul or­bitei de anomalie adevărată v =  90 ", iar axa este îndreptată după nor­mala planului orbitei (; —- rcosv, -q- ---r • sin
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(P:i, P. , P 2 ; Qx, Qy, Q j  — coeficienţii proiectivi, adică compo­nentele vectorilor unitari în sistemul 
Sxyz, orientaţi după axele SE,, S yj, 
SZ, care depind de trei (ь>, Ü, i) din cele şase elemente ecliptice obişnuite ale orbitei, precum şi de s — unghiul de înclinare a eclipticii faţă de ecuator ;expresiile acestor coeficienţi în funcţie de aceste elemente se pot găsi, de ex. în [1];(A7, Y, Z) (k,S)

Л
coordonatele geocentrice rectangula­re ecuatoriale ale corpului ; coordonatele geocentrice sferice ecua­toriale — obţinute din observaţii — ale obiectului la un moment dat ; distanţa geocentrică a corpului pentru momentul respectiv ; coordonatele geocentrice carteziene ecua­toriale ale Soarelui.Menţionăm că în problema urmărită elementele vectoriale (cosinuşii directori), coordonatele sferice observate ale corpului şi coordonatele Soarelui sínt cunoscute, respectiv din calculele bazate pe sistemul de ele­mente dat, din observaţii, din anuare astronomice, şi ele trebuie să fie raportate la acelaşi echinocţiu. Necunoscutele în sistemul de ecuaţii de mai sus (1) care înglobează atît elementele date ce caracterizează orbita, cît si datele observaţionale, sínt c, r, şi Д, care pot fi determinate prin metodele cunoscute.Ţmînd seama de particularităţile amintite ale sateliţilor artificiali ai Pămîntului, vom avea de efectuat următoarele înlocuiri şi schimbări în relaţiile (1) : — Coordonatele Soarelui (X Q, Y Q, Z Q) se înlocuiesc cu coordonatele rectangu­lare ecuatoriale ale locului de obser­vaţie de pe suprafaţa Pămîntului, care în sistemul de coordonate legat destele fixe se determină prin relaţiile :-V<> -- ? • • cos,у 1Y e ---■ p • cos90 • sil IX 1 (2)

Z„  =  p • sino^ ],unde : — raza — vectoare geocentrică a staţiei ; -- latitudinea geocentrică a staţiei ;— timpul sideral local al observatorului.s



52 A . P A L 4Evident, coordonatele Л’„. У 0, Z„  obţinute după formulele (2) sínt raportate la ecuatorul adevărat. Dacă insa observaţiile sateli­tului artificial, precum şi elementele de orientare ale orbitei sale sínt rapor­tate la ecuatorul mijlociu 1950,0, atunci este necesar ca şi coordo­natele rectangulare ecuatoriale ale staţiei de observare sa fie reduse la acest sistem.Pupă cum arată ,4. G. M а к o v e r > 1 , în limitele preciziei de cal­cul al elementelor, este suficient ca aceste coordonate să fie corectate numai cu influenţa precesiei de la epoca 1050,0 pînă la momentul observa­ţiei sau chiar pînă la începutul anului de observaţie.Pentru acest scop se aplică formulele obţinute pe baza teoremei cu­noscute a cosinusului unghiului dintre două direcţii, scrise sub forma ma­triceală : -V,A 1 -V,. У , Z a /А/y„ - -V,. Yy Z  у к
/ J \ A'. Y , Z  J U ,

1950/'unde valorile numerice ale coeficienţilor A‘r, . . . Z „  fiind date de teoria precesiei, se iau din tabele speciale sau se calculează după formulele (ere. [5/ :
a ;  = - .1,0000 0000 —0,0002 9090 T~ - 0,0000 0011 T3 I

y» = -  A , ^ -  0,0225 19 11Г - 0,00000070 T2-f 0,0000 0221 T3Y  == -- A , = -  0,009716917 -f 0,0000 0200 T2-f 0,0000 00987'3
Уу=" 1,00000900 - 0,00024975 T2-  0,0000 0015T3

Y z Zy =Z , = -  0,0001 0856 T2 1,0000 0000 - 0,00004 721Г 2 -A 0,0000 0002T3
T - timpul socotit de la 1950,0 în secole. Tot acestemuie servesc şi pentru reducerea la ecuatorul şi echiuocţiul epocii 1950,0 de la epoca T  a coeficienţilor proiectivi, înlocuind X (), Y„, Z 0 cu Px, P y, 

P .,  respectiv cu Qx, Qy, Qx.Conform indicaţiei lui M. S. T a r o  v-I a r o v o i şi E  . A. G r e- b e n i к o v [2], pentru scopul calculării efemeridei, în limitele de precizie, este posibil să se facă abstracţie de aceste transformări.Legătura dintre latitudinea geocentrică ((?') şi cea astronomico-geogra- fică (ш0), precum şi cea dintre p si a — semiaxa mare a elipsoidului terestru, se exprimă cu ajutorul binecunoscutelor formule :?» — ?0 := 092", 02 • sin2 9 (, -- 1", l«siuEp„— =  1 — 0.00У12 Isin2/, ■ 0,0O0028sm4?,,



о U K  CRITERIU DE IDEN11И С А К Е  Л S A T E L IŢ IL O R  A R T IF IC IA L I 53sau pe baza relaţiilor si tabelelor în care se ţine cont şi de înălţimea staţiei 
H(în m) date în ,,Astronomiceskii ejegodnik" (de exemplu pentru 190-1-, p. 581) : psinţ/ (5 --- 0,1.508 • 10 *• H) • sirup,, )pcoscp0 .,= (C +  0,1568 ■ 10-6 • H) • aw ţ0 | (6)tg f'L -= (0,093307 -J- 0,0011 • IO“ * • tf)tg©0, Jmărimile C şi 5 fiind date în secţiunea „Klementî zemrmgo sferoida F. X . Kra- sovskogo. Vîcislenie gheoţentriceskih koordinat tocek zemnoi poverhuosti” .în cele ce urmează vom folosi, aşa cum se obişnuieşte la calculele de efemeride ale sateliţilor artificiali ai Pămîntului [2 j, următorul sistem de referinţă de bază : mişcarea satelitului se reperează faţă de sistemul T xyz de coordonate geocentriee rectangulare ecuatoriale, ale cărui axe sínt în­dreptate astfel că axa Tx  trece nu prin punctul vernal (ca în pro­blema calculului orbitei sateli­ţilor artificiali — relaţiile (2) —, ci prin punctul de intersecţie a me­ridianului locului de observaţie cu ecuatorul, iar axele Ту şi Tz sínt astfel orientate ca sistemul să for­meze un triedru drept (fig. 1).Faţă de acest triedru formu­lele (2) devin :

V»A 0psimp;— Coordonatele rectangulare ecuatoriale (x, y, z, ale satelitului se exprimă prin ele­mentele ecuatoriale ale orbitei pr baza relaţiilor : r(cosî/ • cosii şina ■ sinii ■ cosi) /(cosa • sinii -  sinn ■ cosii ■ cosi)
r ■ sin» • sili/ (')unde : и r r <u şi ii - i i  300: . s fiind timpul sideral în momentul t, exprimat în zile siderale :sau

J\  • C ■ (Д ■ 7, /к ■ £ •• <Д • p Л  ■ ţ -  (к • -X (#)



54 A. PAL 6unde expresiile lui P x, .............., Qz síntf tf t
P ,ft'f t
(),

=  COSOJ ■ cosii — =  cosw • siuO — = siutó • sim = — sinw • cosii = — silltó • sin ii = cosw • sini

sin to • s in ii • cosi sintü • cosii ■ cosi
—  COSOt) • sin ii • cosi  -f- cosei • cosii • cosi (9)

Se observă uşor că în cazul cînd axa T x  este orientată spre punctul vernal, relaţiile (9) rămîn în vigoare, modificîndu-se doar longitudinea no­dului de la ii  la ii . Se observă de ase­menea, că aceste expresii ale elemen­telor vectoriale, în cazul sateliţilor ar­tificiali ai Pămîntului sínt mai simple decît în cazul planetelor sau cometelor.Coordonatele (ţ, •/]) sínt coordona­tele geocentrice carteziene ale sateli­tului artificial al Pămîntului faţă de axele aşezate în planul orbitei astfel că axa T ţ  trece prin perigeu, iar axa 
T-q prin punctul orbitei de anomalie adevărată v =  90°.A. Criteriul de identificare a sate­
liţilor artificiali lai Pămîntului în ca­
zul folosirii coordonatelor ecuatoriale. Notînd prin X ,  Y , Z  coordonatele topocentrice rectangulare ecuatoriale ale satelitului, iar prin a(t) cele ecua­toriale (orare) topocentrice sferice, şi Л fiind distanţa de la locul de observare pînă la satelit (fig. 3), relaţiile dintre aceste coordonate se rea­lizează prin formulele :

X  — A cos 8 • cosi — У — A • cos 8 • sini A •— A • sin 8Întrucît avem : -  д
Y  =  y - Y 0 
Z  ^  z -  Z  o J ,

(10)

( П )



I N  C R IT E R IU  DE ID E N T IF IC A R E  A  S A T E L IŢ IL O R  A R T IF IC IA L I 55în sfîrşit, în cazul sateliţilor artificiali ai Pământului, în sistemul de referinţă considerat, în loc de (1 ) avem :
1\ 4 -  Qx ■ r, = A cosd • cost — s ■ cose’,
Py Í -  Qy ■ 7 == - A cosi • silit
p . ' -  o, ■ r A sind — p ■ sin o'

( 12)
si P x,..., Qz sínt date de (9).Pentru scopul urmărit este suficient să se determine din necunoscutele c, rt şi A ale sistemului de ecuaţii algebrice (12) numai c, şi v).Apoi folosind formulele ne­cunoscute I /e =  r ■ cosv — я (cos A — e) ( .. '•/] =  r • sim: =  acoso ■ sini? (, 3! \ —(13J \ "unde : a — semiaxa marea orbitei geo- centriee a sa­telitului cu focarul în cen­trul T  al Pă- mîntului : F i 3.

X

e — excentricitatea orbitei, o — unghiul excentricităţii, 
E  — anomalia excentrică, se pot exprima cosE  şi sinE  :cosE  —- -j- easini? (14)

Criteriul apartenenţei poziţiei observate a satelitului la o orbită cunos­cută dată printr-un sistem de elemente constă în aceea că valorile obţinute ale lui cosE  şi sinii trebuie să aparţină unuia şi aceluiaşi unghi.După cum observă A. D. D u b i  a g o  [1], nu se poate pretinde o respectare cu mare precizie a acestui criteriu şi aceasta este valabil într-o măsură şi mai mare pentru sateliţii artificiali ai Pămîntului, deoarece ele­mentele orbitale suferă variaţii datorită perturbaţiilor.Această observaţie rămîne în vigoare chiar şi în cazul luării în consi­derare a perturbaţiilor „seculare" în elementele orbitale ale satelitului ar-



56 A. PALtificial al Pămîntultii, deoarece asupra mişcării satelitului activează şi pertur­baţii periodice, iar determinarea elementelor orbitale pe baza teoriilor existente nu se face cu mare precizie.B; Cazul coordonatelor orizontale. în multe cazuri în mod direct se determină coordonatele orizontale ale sateliţilor artificiali ai Pămîntului. în acest caz coordonatele rectangulare X ,  Y , Z  trebuie să fie exprimate prin coordonatele orizontale sferice, formulele (13) rămînînd întru totul va­labile, modificîndu-se doar formulele (12).Notînd cu (fig. 3) :A Y , Z  - coordonatele rectangulare topocentrice orizontale ale SPA, şi cu1 h — coordonatele topocentrice sferice orizontale (A -  azimutul astronomic ; h — înălţimea),avem : A 1— X  • sîuoq Y  Z  • cosoq I 
V  V  ‘ jZ - --ATcos - oo z • simp,, j A' — A • cosh ■ cos/i — Y  — Л • cosh sin/1 Z  -- Л ■ sin/гIntroducîml (Hi) în (15), obţinem :

(15)

■ Щ

X  — A • (cosh ■ cos.4 • siiKpo Y  sinh ■ cc scpu)У -A • cosh ■ sin/1 (17)Z =  A( — cos/г-cos/i ■ cosç0 Y  sinh • sino,)Hste evident că X j A, Д/д, Z /д sínt cosinuşi directori ai direcţiei OS faţă de axele X ,  1", Z , aceştia putînd fi obţinuţi şi direct, aplieînd formulele lui Gauss la triunghiul sferic (paralactic) P Z S  (v. fig. 3).Atunci formulele de plecare (12) ale criteriului se modifică după cum urmează :T -- /' . . l  - ‘-r Qx • r, - A (sin/г • cosç,, Y- cosh ■ sirup „ • cos.-i) pcoso0у -  IQ-
- / V

i  -  Qy ■ ъ - 
■ l  : Qx ■ r, - -- Acosh ■ sin/1 A (sinh ■ sincpft —- cos// • coscp,, ■ cos.l ; ~ ?silK?0 ( 18)

Mai departe raţionamentul este identic cu cel din /1).în cazul folosirii azimutului geodezic (în ultima vreme), semnul lui sind si eos,l se schimbă în aceste formule. 22. .1 p l / c a ţ i i. Pentru a aplica criteriul, pe lîngă datele observaţiei şi coordonatele geocentrice ale staţiei de observare, avem nevoie de un sis­tem de elemente asupra, orbitei satelitului (sau sateliţilor) de identificat.



9 U N  C R IT E R II' DE ID E N T IF IC A R E  A S A T E L IŢ IL O R  A R T IF IC IA L I O iElementele orbitale (elemente osculatoare sau medii)’’ ale sateliţilor artificiali sovietici se publică în special, în revista „Biulleten sfanţii opticeskogo nabliudenia iskusstvennîh sputnikov Zemli” ,începînd cu nr. 21, pentru intervalele de 2 —1 zile, sub formă de tabele. Elementele medii :ii7) --■■■ i lt - - înclinarea orbitei laecuator ;«Ol/l C,(| --- o:'(t — A* — argumentul perigeului ;0(7) Q|, - - 0  ' (/ - A) — longitudinea nodului as­cendent ;
Mii) =  J/ w n(t - A) "'(/■ /oi2 -

n"(t - A ) 3 anomalia mijlocie ;r b  -- V» ?'(/ - A) unghiul excentricităţii ;
n(t) ----- n -- A)  -• ?>n" (7 — 7 — mişcarea diurnă mijlocie;

(n — conţinînd şi efectul perturbaţiei „seculare” în anomalia mijlocie) ; unde mărimile i, ы0, Q 0, M 0, o0 şi n ■■■ elementele osculatoare sau medii pentru epoca iniţială f0, precum şi mărimile o/, O', cp’, n', n"  variaţiile lor diurne — se dau în tabelele amintite sau se calculează (aproximativ) pe baza formulelor date, de exemplu în [OEîn caz, că nu există asemenea elemente, elementele preliminare aproxi­mative, pentru o epocă oarecare t0, pot fi obţinute şi direct din observaţii (avînd ■! sau mai mult de 3 observaţii asupra obiectului considerat), după una din metodele elaborate pentru calculul de orbite ale SAP.După ce s-au calculat elementele orbitale după (19) pentru momentul observaţiei, în vederea folosirii lor pentru compararea eu datele ob- servaţionale, la calcule mai precise, pe baza lor, trebuie să se obţină elemente osculatoare, adăugind la elementele medii perturbaţiile periodice. Despre această metodă vezi, de exemplu r7 ,Ea aplicarea criteriului au fost folosite următoarele simplificări şi date : avînd în vedere calculele aproximative, s-a admis că mărimile i, o,, îl sini raportate la ecuatorul şi echinocţiul instantaneu (adică la planul ecua­torului terestru) ;— la calculul elementelor orbitale ale ,S*A P  pentru momentul observa­ţiei s-au luat în considerare variaţiile „seculare” ale acestor elemente cauzate de principalele perturbaţii geofizice ;— elementele orbitale folosite şi observaţiile care au fost luate pentru identificare sínt cuprinse în tabelele ! şi 2 :
* P r in  e le m e n te  m e d ii  a ic i  se înţelei! e l e m e n te le  c a l c u l a t e  ]>e b a z a  n u m a i  a p e r t u r b a ţ i l ­or  s e c u l a r e ” .
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Nr. Epoca (t ,T.T\) Obiect M Cj n i ?
1 1958mart. 17,0 Sp. I I 63,56 ( +  1,60 4,91 93,05 65,23 3,50
2 1957nov. 14,87500 s p  I I . 284,65(L-3,01 46,16 86,01 65,49 5,71

Obs. Variaţiile elementelor и, or',  f í '  o' sínt luate pentru 10 zile solare mijlocii, iar cele ale lui n' pentru 100 zile.
coord, ecuatorialeNr. Data Obiect(t, T .U .) a(.s -  t) £(1950,0)1 1958mart. 20,17.45.15,0 Sp. I I 10*25"', 91 +  37-,402 1957 nov. 6, 04.54. 38,1 Sp. I I - -

în  urma calculelor efectuate după formulele criteriului, folosind da­tele tabelelor 1 şi 2, am obţinut că criteriul se respectă cu o eroare de aproximativ două grade în anomalie excentrică E,  ceea ce corespunde apro­ximativ preciziei determinării anomaliilor mijlocii M 0. Prin urmare, po­ziţiile din tabelul 2, în limitele acestei precizii, se află pe orbita celui de al doilea sputnic, ele fiind deci identificate.Printr-o determinare mai precisă a elementelor orbitale, a poziţiilor observate, şi prin eliminarea simplificărilor amintite, precizia respectării criteriului se va mări.Criteriul poate servi şi drept criteriu relativ' pentru selectarea obser­vaţiilor greşite efectuate asupra unei treceri a satelitului deasupra staţiei de observare.
B I B L I O  O R A F I  К1. A.  IJ.  D u b i  a g o ,  Opredelenic orbit, G I T Ï L , I I . —L ., 1949, str. 18».2. Ы. S . I  а го V — I a r o v o i i H. A. G r e b e n i k o v ,  О vicislenii tocinoi i firiblijennoi 

efemeridí iskusstvenuíh spuinikov Zcinli. „Astronomiceskii jurnal” , t. X X X V I ,  vîp. 3, 1959.3. A . D i n e s c u ,  Aplicarea unei metode de calcul al efemeridelor sateliţilor artificiali ai 
Pămîntului in funcţie de o orbită cunoscută şi compararea cu observaţiile efectuate la Bucu­
reşti. „Stu dii şi cercet. de astronomie şi seismologie“ . Ed . Acad. R .P .R ., nr. 1, 1962.
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Tabel 1

и <■)' О' ши.
„Kiüli.54683,15 -4,21 -  32,01 -0,11 --359,13 s t . . . “ nr. 24

50243,97 -4,21 — 25,30 -0,29 -119,09 ”
Tabei 2Coord, orizontale Coord, st. IllStr.A h <?o> '■ : ы

- - 46° 45' 33", 8X 
l h 34m 23s,5E 412 m AT - 1

179°47'30" 23°06'20" " Teodolit
4. S . G . Д1 а к о V e r, VkisU nie orbit iskusstvennih sputnikov Zemli, „Biulleten stauţii optici, na. I S Z ” , nr. 24, Moskva, 1961.5. M. P. S u b b  o t i n, Kurs nebesnoi mehaniki, tom I, Moskva-Teniugrad, 1УЗЗ.G’ I. D. J o n  « o l  о V i c i  V . M. A m e l i n ,  Sboruik tabliţ i nomogramm dliu ubrabotki tntb- 

liudenii iskushennîh sputnikov Zem li. Izd. A X  S S S K , I960.7. G. A. C e b o t a r i о V, Ti. X'. M a k a r o v a ,  Predeal itelníe elementi orbitî kabint pore ■ 
go kosniiceskogu kombiiét (1960 e3J . "Biulleten s t .. .”  nr. 27. Moskva, 1962.

К Р И Т Е Р И Й  И Д Е Н Т И Ф И К А Ц И И  И С К У С С Т В Е Н Н Ы Х  С П У Т Н И К О В  ЗЕ М Л И( Р е з ю м е )В настоящей работе устанавливаются формулы одного критерия идентификации искусственных спутников Земли (модифицированные формулы критерия [I]), позво­ляющего установить принадлежность индивидуальных наблюдений известной из преды­дущих появлений орбите в случае искусственных спутников Земли. Формулы даны в двух случаях представления наблюдений: 1) наблюдения даны в сферических эква­ториальных координатах; 2) известны сферические горизонтальные координаты. На основе вычисления конкретных примеров для второго спутника, указывается, при сделанных упрощениях, на точность соблюдения критерия (около 2° в эксцентрической аномалии, что примерно соответствует точности определения использованных средних аномалий).
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UN C R IT È R E  1 » 'ID E N T IF IC A T IO N  D E S  S A T E L L IT E S  A R T IF IC IE L SD K  I A  T E R R E(R é s u m c)L ’auteur établit les formules d’un critère d ’identification des satellites artificiels de 1 a Terre (formules modifiées du critère [1",), critère qui permet de décider de l ’appartenance à une orbite connue antérieurement par un système d ’éléments orbitaux des positions obser­vées dans le cas des satellites artificiels de la Terre. Les formules sont établies pour deux cas de présentation des observations : a) lorsque les observations sont données sous la forme de coordonnées sphériques équatoriales ; b) lorsqu’on connaît les coordonnées sphériques hori­zontales. Les calculs effectués sur des exemples concrets pour le spoutnik-II montrent, dans les simplifications qui ont été faites, à quel degré de précision le critère a été respecté (appro­ximativement 2° dans l ’ancmalie excentrique, ce qui correspond à peu près à la précision de a détermination des am niabTs moyennes utilisées).



SOI/UTII A P R  О Л P I -1 ’ K R I О I ) I С К A U E  E C U A Ţ IE I 1ДЛ D U F F IX G , Î X  CAZ ГЖ X E R E Z O X A X Ţ Adt‘
vi i u :l  t i  iter

In această lucrare se studiază problema existenţei, construcţiei şi sta­bilităţii oscilaţiilor aproape-periodiee ale ecuaţiei cvasiliniare a lui I) u f f i n g [1] de forma :
X A  k'X -= a coseai +  5costó2í -)- [х(уя3 — 2Hx),  (1)unde k, у >0, a > 0 , b >0 , H  >0  sínt nişte constante date, p este un para­metru mic real, w, şi a>, sínt nişte constante al căror raport —  este iraţio-_  co3nai. Ultima supoziţie însemnează că funcţia — k f 2 (t) — a cosco  ̂ -\-b coscoj este aproape-periodica.Pe baza rezultatelor fundamentale obţinute de К  r î 1 o v şi B o g  o- 1 i u b о V  [3,2] şi prelucrate după aceea de M a l k i n  [4], în lucrare se arată că ecuaţia lui I) u f f i n g (1), în caz de nerezonanţă, posedă o solu­ţie aproape-periodică, stabilă.1. Problema găsirii soluţiilor aproape-periodiee în general şi în particular pentru ecuaţia lui Duffing (1) este una din cele mai grele probleme care se întîlnesc în teoria oscilaţiilor neliniare. Greutatea constă în aceea că noi nu putem folosi aici metodele elaborate şi folosite la găsirea soluţiilor periodice.Pentru a deveni mai clară această ultimă afirmaţie, vom scrie ecuaţia (1) sub forma unui sistem. Facem în acest scop substituţia :

x := xi 
X — —kxn

f  Í-AÍ -f 2# G v2). (П
Atunci ecuaţia (1) se va scrie astfel:"A

dt
dx., , o b
--- —  h’X, — - — coseai-----

dl к k

— kx

CO S O  ).,/



62 A . T U R C U 2Fără greutate se observă că sistemul (1') poate fi considerat ca un caz particular al sistemului neautonom, evasiliniar, de forma :
dt unde—- ^sl î —î •> — fs{t) -  -Vi, . . .  -V ,„ -x) (s =  l,'2, .... n) (A)

funcţiile ; (/) sínt sume trigonometrice finite, funcţiile F  se descompun în serii de forma,
F s(t, -h, . . .xn, u) =  Y iF s } (*’ -vi-• • xn) H-*’care converg pentru ;x<[x(), unde ;x0 este un număr pozitiv, care nu depinde de/, Vj, x s,..., x„,— funcţiile F w (/, .Vj, . . . , ’xn) în seriile precedente sínt polinoame în raport cu xv ..,x„, aproape-periodice în raport cu /, care se descompun în raport cu acea-dă variabilă în serii Fourier finite :

Aici sumele conţin un număr finit de termeni si coeficienţii sínt poli­noame în raport cu xv  .... x„.Problema noastră constă în a găsi soluţiile aproape-periodice ale sis­temului de ecuaţii diferenţiale de forma A). Această problemă se reduce însă la problema existenţei şi a calculului soluţiilor aproape-periodice ale sistemului de ecuaţii A).Greutatea despre care am vorbit mai sus este legată tocmai de demonstra­ţia existenţei şi de calculul soluţiilor aproape-periodice, atunci eînd se în­cearcă aplicarea metodelor folosite pentru soluţiile periodice ale ecuaţiilor cvasiliniare (vezi M a 1 к i n [4] cap. IV).în consecinţă, pentru aflarea soluţiilor aproape-periodice ale sistemului evasiliniar A) şi deci si ale ecuaţiei lui Drifting (3),nu vom căuta soluţia sub formă de serii după puterile parametrului mic ţx, ci vom folosi metoda aproxi­maţiilor succesive luînd în calitate de primă aproximaţie soluţia aproape- periodică a sistemului generator obţinut din A) sau (!') eînd punem ;x =  0 si apoi vom demonstra convergenţa şirului obţinut de aproximaţii succesive.înainte de a trece la calculul efectiv al soluţiilor aproape periodice ale ecuaţiei lui I) u f f i n g (1) facem observaţia că întrucît ecuaţia caracteris­tică a sistemului liniar omogen obţinut din (!') are toate rădăcinile cu păr­ţile reale nule, atunci pentru existenţa soluţiei aproape-periodice a sistemu­lui dat (!') nu putem folosi teorema lui M a 1 к i n (-Г; decit folosind în prea­labil transformarea specială introdusă în teoria oscilaţiilor neliniare de N. M. K  r î 1 о V şi N. N. В o g o 1 i u b o v 4 > .în cele ce urmează vom avea de asemeni în vedere faptul că fiind în cazul de nerezonanţă, nici una din mărimile
mk — mLiOj -- iu.,cj.,



3 SOLUŢII APROAPE-PERIODÏCE ALE ECUAŢIEI LUI DUFFING 63nu este o mărime mică de ordinul lui ix. Aici m, mx, m2, sínt nişte numere pozitive sau negative, pentru care
ni —  in, - -  * 1 m2 Í Г» şi m 0

2. Sistemul generator, obţinut din sistemul lui D u f f i n g  (1') eînd facem IJ. =  0, este un sistem liniar, neomogen de forma :1 =  - k x ,  =  - k x 2 -  /,(/)
dt

dx »  ,  a , b j — . . /9\
R X x —  —  COSCOj/ —  —  C O S O n ,/  —  R X X +  ţ 2 {t)

di к кunde
ţ\(t) =  0 , /„(/) ---- (a coscoj/ -  b cos

iiSistemul liniar, omogen (auto-adjunct) :
a cărui ecuaţie fundamentalâ

dx j

di
kx.,

dx.y
dt

-= /?. (3)
- p  - k

are două rădăcini cu părţile reale nule p — zn.ki, admite următorul sistem fundamental de soluţii periodice (care pot fi considerate în acelaşi timţj si ca soluţii aproape-periodice) :xn =  cos k t -T12 -- sin kt
x 21 =  sin kt X . . . ,  — —cos k t (Àunde Ui(°) =  A'22(°): — 1, m W  ;r2i(0) “  0-Aceste soluţii reprezintă în acelaşi timp şi sistemul fundamental Va, («, r, =  1,2) de soluţii al sistemului adjunct de ecuaţii faţă de (3).Dat fiind faptul că în sistemul (2) funcţiile ţx(y. =  1, 2) reprezintă sume trigonometrice finite, atunci conform teoremei lui M a l k i n  [4],1 pentru ca sistemul (2) să admită o soluţie aproape-periodică, cînd ecuaţia (!) are rădăcinile cu părţile reale nule, e necesar şi suficient ca :lim —Ç ÿ ; /(Oá , (ft о {г =- i,2). ((>)Í - + C C  . J  ,  ,о

1 A c e a s tă  te o re m a  е u n  c a z  p a r t ic u la r  a l u n c i te o re m e  m a i g e n e ra le  s t a b i l i t ă  in  lu c r a r e a  luiI .  (\. 31 Л L К 1 X 5 .



6 4 4Л . T U R C Uîn  cazul studiat de noi se observa uşor că relaţiile (b) sínt satisfăcute, deoarece expresiile de sub integrale conţin numai termeni periodici, diferiţi de constante. în consecinţă sistemul (2) admite o soluţie aproape-periodîcă şi aceasta este chiar soluţia generală a sistemului (2) :
I лг, =  3/, cos kt -  M „ sinkt — -  cosojd  ----- —-- eosto,/I 1 1 “ k ~  -  «7 k -  -  ОП, ; (7)

x„ =  3/, sinkt - 3/4 cos ki ---- ,аы‘ •„ sincod --------sinon, t
к{к‘  -  u--) k jr  -  0>ţ:în  ipotezele făcute asupra sistemului A), sistemul (!';■ poate fi adus la forma „standait", adică la un sistem de formaf/A----  =-■ aFs(t, л',, X . , ,  u) fv — 1,2)

d t  ‘în  acest scop transformăm sistemul (!') cu ajutorul substituţiei (7) (considerînd în locul funcţiilor xv şi x2 funcţiile şi ЗА,).Din (7) şi (.!') avînd în vedere că (7) e soluţia generală a sistemului generator, obţinem :
с1Л1-1 ]f , , dM.y • 7 / /»— L cos Ы ------- - sm kt — 0dt dtsin kt — е1Л1‘г cosikt =  —  ̂ (vd -p 2Hkx.k 

dt dt k 1unde în locul lui % şi х.г trebuie puse expresiile lor din (7).Rezolvînd sistemul astfel obţinut în raport cu derivatele lui şi 3/2, găsim : — =  -■ £- (vxf -- 2i//i.r„)sin kt 
j dt к 1I "Л!} =  ü  (y .v? -i- 2iî/e.v,)cos kt.
\ dt k 1 ' ( 8)

Vom scrie în continuare sistemul (8) sub o formă mai convenabilă în vederea uşurării aplicării transformării lui K r î l o v  —B o g o l i  u b o v. Pe baza lui (7) sistemul (8) se scrie în forma :=  —-  / vfd/.cos kt 3/, sin kt a cos cari -- V cos co,/ i3 -
d t  k  1— 2 H  k [3/j sin kt — 3/2 cos kt -6 a sin ыг1 — b sin co2/j} sin kt cos kt A  3/., sin kt -- a' cos со,/ A  b' cos со,/ 3 —

d t k xA  2//é 3/, sin /г/ — 3/2 cos kt — д sin 04/ — 6 sin oA]^ cos ,A
(9)



SOLUŢII APROAPE-PERIODICE ALE ECUAŢIEI LUI DUFFING 65unde
b'

А (А2-со2)— Aco2
b =  T(k2 - (10)

Kfectuînd toate calculele, ecuaţiile (8) se scriu sub forma :
dl

dM2
dl

dM I 34 \— =  [X I P 1(M1,M 2) +  £  M s) cosvpt + - B 1P(M1, M 2) sinv^j j
[X \ P 2(MVM 2) +  £  [A2P{M1, M 2)co sy  -u B iP{Mv M 2)sinvpt)

(11)

p- J [xF2(f, M 1; lkf2)unde
~  M 2(M2 +  iii*) -  H M j -  -b. m 2o« 4Â 62

P2(MvM2) -= ~ M aM\ a Ml) -  HM2+  - J a /j

SA M 2(3M2 -  M\)

a!J2 — A 13

A,

Şr4A3î М гМ 2а'

A 1B =  -H-lj 4A 1 2Г л,гЗ
2k“ie — 7ГГ ^2 ~t~ H M l ++  ^ M ,( « ' 2 +  6'2)

Ak

4kY
(*' -  «f)* (A2 -  to2) _

(12)
a2 b2(A2 -  со2)2 +  (Л2 -  со2)2fíu = - i -  Mj(3i¥, -  M  )SA 2 1 (13)ii12 B-

y 14

13
b 15 =

в ie 4Ä
К  -  " S  «'i  ( « ;  -  -*:) »■+  3M 2) ++  H M 2 - b l  +  Ö'2)

A 17 ^ _  ilT4A iV/ > '2 Üj7 —= ß18 = 01̂8 ~ __ i l4A M aô'a ß19 == ^i-iii == 0- ‘ 1 !> - d j .10 *= -  -bl M 2a'b'2A 2 -Д.11 ”  Дм 2 =  _ -bl iW> ' 28A1 -11 r= -b.!, -= b l  M „a '28A Д.13 -  Д-И — — b l  M ^ '28Ab.13 ... Ь-14 -  - b l M j r -SA Д.15 -= . . . . •Д-18 -_= -  b l4A
5 — Babeş—Bolyai- Mathematica Physica 2/1У64.
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1̂.15 - : l̂-Ki ■• • ^l.is -- Î L  M na'b'4ft я , ■ 19 =  Яд• 20 ~ ^  (Жsä v ■; i  з ж 2 i+  я'2 +  2ö'2)l i  is : __ i l4/í H v\[,a: \f- //« Яд.21 : Bx•22 ~ (ж;SÄ V 1! +  SM l 4-~| ■ ~a'~ +  6'2)'̂ 1.20 "̂  - - 3У. M XM ,a - - Я« я,.■ 2a :=  Hi
ya'34 k u<Ь2. - i ï M ,M J/  -!- Hb Яд. -  B\ y b ‘34/í SÄ

А 122 -= . . . i r - Hb К 27 ■ • =  Я , >3 0 3y ii"2b‘4 А1 SÄ
А - J 1̂.24 — ■ • ' A.34 =- 0 Яд.:si =- • - U Zya’b-SÄЛ 21 = ^ Л / г(SÄ \M\ -  SM l) Я 21 - 8Ä Wo (зж 2 -  я 22)-1 22 = 8 23 ~ -  Ä  ( X ~  K ) “ ' в 22 =: 1-2, =  M xM ,a'4Ä 1 “/1 24 --Í 25 = '̂  (M2 -SÄ 1 M\) V b 24E ~ я м -= *L Л/4Ä iM 2b'Л .  =  H M ,  • Л/jíd'2 • К'-} В ,в =  л -  М 2{Ш \  +  М\) + Н М ,  +  ^

2А 4/í 4/(  ̂ 4 fi
М Jet'* • й'2)3 27 i x . Л / j « ' 2 В 27 : Я о 8 t l4Ä

28 “ : Í I4Â A T ^ ' 8 В  2 8  = : ; Я 2 . 10 —  о
.4 29 Л . M O  ~ i x2A M x a ' b ' Я , . и  = Я , .12 Î LSA M , a ' *

Л 2>U '=  -4 2Л 2 i xSÄ М л а ' 1 Я  2.13 ;-  Я , п  = i XSA M 2 b ' ~

,4 2.13 -=  8 2.11 “ i lSÄ M x b ' a- В  2.15 : ■ я 2. 18 =  ■3 y _

4 k
M »

А 2-15 J • ^ 2 , 8 =  ■ M . a ' b '
4  k

7")2*19 :=  Ü l4 Ä M r M * a '
1" Г H a

А 2-19 :=  Л 2 .2 0  “ Я  2.2 U "=  i x
4  k

M X M 2 « ' — H a=  ^  (.W? -I- М* I- л'-- //2)8/( 1 ' 2
Л2.21 := А 2.22 -  /**.„ -  М,Л126' Я1= = - ^  (;5М2 _|. м 22 -f 2«'â -I- Я2)
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= A 2-24 Y « ’38A> ^ 2 . 2 2
= 3 y

4 * М хМ ф ' --  H b

= A 2- 26 ~ Y  Ь"л SA- •^2.23 = . : =  П . 1.20 11
- , • ^ г .з о З у « '2?/ î^ 2 .2 7 Г-, Ö 2 , [() ^  0

. =  /1l 2, u 3 y a ' b ' 18/, * S.3, - ß 2 34 :-  0
h 4  A V12 -  2 ( A  - - O ,) v 24 k —  3 t0 jv 2 = 3 k  1 - “ l V13 =  2 ( k  - f « 2 ) V 25 = Ii +  б ы  2
ь 3 k  -

“ 1 V14 =  2 ( k  - “ 2) V 26 = k —  3 ( o 2V4 — 3 k  + (0 2 V1S =  2 k  -!- (o 2 V 2j7 k +  2 ( 0 j t~ O/ov r, — 3 k  - Oi o V16 =  2 k  ..... W 1 - • « 2 V 28 k -  ^ (O ! —  (0 2'h — 2 k V17 =  2 k  ~r w, - СО 0 V 29 ” k +  2 c 0 j —  ( 0  2v - — 2 “ i V18 =  2 k  - " l  -1- СО o V3 0 = к - 2 ( 0 , -1- (02v8 = 2 c o 2 VJ9 =  к  J - W 1 V3l = k +  2 ( 0 2 -|-  (0,v 9 =
“ 1  + (1 ) 0 V 20 =  k  - « 1 V;i2 = к -  2 c o 3 --(Oj'h o _ Cùx — <o2 V 21 =  k СО 2 V3 3 = k +  2 co2 -  w iVI1 = 2 ( k  + CO.J V 22 =  k  - ы 3 V34 ~ k —  2 ( o 2 +  ( 0 ,.Vv>:ţ r-— k  ‘ • ) (Oţ

(14)

D i n  e c u a ţ i i l e  ( 1 1 )  s e  v e d e  c ă  f u n c ţ i i l e  F l ş i  F 2 s í n t  s u m e  t r i g o n o m e t r i c e  f i n i t e .V o m  c ă u t a ,  î n  c o n t i n u a r e ,  s ă  g ă s i m  s o l u ţ i i l e  a p r o a p e - p e r i o d i e e  a l e  s i s t e m u l u i  „ s t a n d a r t "  ( 1 1 ) .  î n  a c e s t  s c o p  v o m  f a c e  o  s c h i m b a r e  d e  v a r i a ­b i l e  (t r a n s f o r m a r e a  К  r î l o v  —  B o g o l i  и  b o v )  p e n t r u  a  t r a n s f o r m a  s i s t e m u l  ( П )  î n t r - u n  s i s t e m  d e  f o r m a  :
{ t ,  b ,  ь  sA

dt

%  =  I ^ y - Â y v  У 2) +  И а У 2* (t .  У п  У 2. V-)

u n d e  Y ,  ş i  Y 3 s í n t  f u n c ţ i i  c a r e  n u  c o n ţ i n  t i m p u l ,  i a r  Y * ,  Y *  a u  a c e e a ş i  s t r u c t u r ă  c a  F x ş i  F 2, a d i c ă  p o t  f i  p u s e  s u b  f o r m a  u n o r  s u m e  t r i g o n o m e t r i c e  f i n i t e  c u  c o e f i c i e n ţ i  c a r e  r e p r e z i n t ă  p o l i n o a m e  î n  r a p o r t  c u  y v  y 2 . l ' u n c ţ i i l e  Y v  Y j  d e p i n d ,  î n  a f a r ă  d e  a c e a s t a ,  d e  p a r a m e t r u l  p ,  î n  r a p o r t  c u  c a r e  s í n t  a n a l i t i c e .N .  M .  К  r  î  1 о  V  ş i  B o g o l i u b o v  a u  a r ă t a t  c ă  p u t e m  f a c e  a c e a s t ă  t r a n s f o r m a r e ,  a p l i e î n d  î n  s i s t e m u l  ( 1 1 )  t r a n s f o r m a r e a  :.¥1 =-= yi +  iiu^t.y^y.,)
M., -  у ,  [i«o(/, yx, y 2).

(Hi)



68 A . T U R C O 8într-adevăr, înlocuind în (11) pe M 1 şi М г prin expresiile lor (16) şi ţinînd seama de (15), vom avea :a» 1 a< +  цУ3 +  y?Y[ (b yx, y2, 0) f y?Y”  (b yv y 2, y) =  -  у Ш  [yY, -fЭУ1+  r i * î  (b V i.  У 2 И-) 1 -  t*— [(^2 1 lJ- K  (b У\> У *  I1)] +  ^ (Ь У п .У г) +ЭУг
aF 1a.i'i а̂ 4ay. +  î ^ l  (b У  U У 2. ri (17)

* ■ * = * -+  (xY 2 4- r i K  (b yx, y 2, 0) -i- y? Y ”  (b y1( y 2,ri a« ^  [[xYi ayi
-f  f i f 2 (b Я , y 2) +  u2

a«2- p - ЭУг2ari "1 â «ay2 r i ^2 (b Уп у 2. ri-
Pentru a obţine ecuaţiile care ne permit să calculăm funcţiile necu­noscute щ, « 2> Y j, Y 2, Y* şi Y* , vom egala în (17), coeficienţii aceloraşi puteri ale lui 5л. Făeînd acest lucru avem ecuaţiile :a«i 34

4 Yj =  Ft(b y„ y2) -  Л (уг, y2) 4~ У  (;V„ y 2) cosv,* a' /Ti+  5 iî> (У1.У2) sinV J
34

(18)
riIIil >(b Ух, y 2) = bJ 2(y„ y 2) +  y-Л — 1 [-4 г* (Уг.у2) cos vpt +i- B 2 (У1 r 1, y 2) sinvÿf]

у : (b У,, y 2, 0) =  - i'i a»i y  ,,- b7 ' », + « 2avi дУг 2 ati ЭУ2Y* (b У1 , y 2. ,) ) , ,  - - ■a«2 Y , ■ 3М2 У  Д -j-a.vi â 2 ay. ЭУгY,** (b У0У2, ,A) -= _ oy_i v ; (b Уг, У 2, g) au 1 y* (by,,y2, ri +ЭУ1 ay3 2-f- •K v , У1, Vt. ri
Л '** ti>2 (by,, У 2, 4) =  - SUat■y ;1 (b y„ y2, g) a«., y*ay,- 2 (b Ух, У2 ri +

(19)

+  K  (b yi, y2. ri- (20)



9 SOLUŢII APRÓ APE-PERIODICE ALE ECUAŢIEI LUI DUFFING 69Se observă că ecuaţiile (18) sínt satisfăcute dacă luăm34% [t, Vv У-z) =  £  (a ,p У  -  в лр У )34
U 2(t, у ,. у а) Yi И  siti у  — в  cos Vpf)-/>= 1^  (Уи Уз ) =  W  Уи Уа.) dt ^  l\{yv угО

tУ 2 (Ус Уз) =  Ï S y j F a i / ,  уа, у 2)<Й =  ^ (У г  Уз'
( 21)

în  consecinţă avînd în vedere (13), din (19) obţinem :
(t, УпУз.О) =

dBip

i { aJp=1 - —■ sin у  ari f  зуч 22 a--J— — cos у  —1 vp „•‘r 1, t ЗУ 2£
p ~  1COS V4

ЗУа V > *p
Л Рг 3 -Pi , “  1 d A

дУ  i

22 f£  -î - i K>ЭУ1
COS У ев.чa., 5,"V34£ -L. sin v J  — Нл. cosvJ H P  H Pv. +

p=1 Д Ц  , у  I
д У Р--1a Я

ЗУг
— sin у £  ^ s in  у  -  P}f cos у

p = . l

Y U t, У1.У2,0) = V  í 3/?‘K>* = 1 ' ЭУ1
дБ.Ч
ЗУг

COS v J
sin V JdP*

7 SЗУ1
cos v J

ЗУг

P,
c o s y

(22 )
9> í “ i£  I ^  sin

ЗУ222ЭУ1 p~I l ЗУ1ая4 cos У dB.З.У1

2* .— SlllVjí
34 ,4 , s in  v J  - K , . c o s v JV  ^  P______ ‘f t ___P_
2j  va
34 .-( sin v J  - К ,, cos v Jy  2P____ f _____í

3P2ЭУ2

22 ,£*-11 3-!6У2— COS У 3 в.2Í>ЭУг sin у
/>=1 PŢinînd seama de (21) şi (22), ecuaţiile (15) se pot scrie astfel:

dyx _  
dt ^ i ( y i ,y 2) + ^ { - £ ( . aAlP t aß4> ... . Л—  — V  Í aAlP

Р~Л  ЗУг sin у  -  co sy  J v I —— am ' /pi£  -*=11 sin У  ■
âBlp ) P2ЗУг p ! V. à  P i p

22-  £ ( д л гр- ..z.... C O S  У 3 * 4 ,  • ЛЗУ 1 p = i 0УЧ р З У 1 У  J
P /1 = 11 ЗУгV 341 £  (Л ^ Ш УЛ U=1
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B lP cos Vpt) ■ dl\
дУ з

—  В гР C O S  vpt)

p l̂ \ à)'. I -p- cosvp,
dB1P sinvJ372[r>Y** (/, yt, y 2, [i.) £  {A2P sin ■ vpt- 

p=1 (23)
(t\\. 22
dt f* Р Л У и  У  а) +  ^-  I  f - ^ s i u v ^

p = l  с 372
V  I  ̂ '̂JP ■ ! 3̂ 2p 1 l’.2j  |——-  S in V ji----- 7-^-cos v j \

# = i '  37i

в.,

37a J  -*p

àViзр2 iE j a !„i ~ + f? , b r  c” v  !
f  rl ' sin V,íl l I £  11 sillvf i — !.'■ .. cosv,i) ■

37! ÿ=i 1J> J 223 On

372 ' /,“ 1 372
£ ( ± í í*  сойу .

- ^ s i n v j )  ü  (Tl^sinv' B.iP cosV ) J _  I +  tr! Y**(i, ух, y2, p). 372 Л v/> )Să considerăm acum sistemul (23) în primă aproximaţie : 
V-Piiyv У a) =  ^dVi

dt
d-y%
dt

Т7Г Уз (>’i +  Уд -  H>’i -  fry2brt^-^(yi Уг> ) — И- unde am notat pentru prescurtare 8
(}’i +  УÔ) +  b i  ~ Н у а

3Y4* //- 0.
( 2. 1)

(25).(A 2 - C O 2)2 (Æ2 —  to2)2Se observă că acest sistem are soluţia particulară
У \  =  «y* =  0care corespunde stării de echilibru a acestui sistem, adică stării pentru care Л(о,о) -  o /V<M>) -  o.Kcuaţiile în variaţii pentru soluţia (26) au forma :

dt

7)
-  8?

Ы HI.,
(2S)

dtunde am notat perturbaţiile у - 0 — pE (s — 1,2,).



11 S O L U Ţ II ЛРРчОАРЕ-P E R lO D IC E  A L L  E C U A Ţ IE I LUI D U FFIN CI 71Se observă că ecuaţia fundamentală a sistemului în variaţii-  H  -  X - s 6d.'i дУз -- л2 * 4 27/X a
s — I I — A a Aaji дУз

■I- (Я- А  А) =  od/J .unde derivatele (s, i — 1, 2) trebuiesc calculate pentru soluţia r s. -y* 0,are rădăcinile --- — II  ±  Si ; i - V ~ -"Ï (30)cu părţile reale diferite de zero şi în plus negative, căci H  >  0.în  acest caz (adică, dacă sínt satisfăcute condiţiile (27)2, vom arăta că sistemul (23) are, pentru jx suficient de mic, o soluţie aproape-periodică, care se transformă în soluţia (26), pentru p 0 :i.Vom face în acest scop substituţia :Vi So
y 2 o* (31)Atunci ecuaţiile (23) devin :

dz-
di 
dz, 
disau, ţinînd seama de (22) şi de (18) şi (13) :

• (Iz,

ţ - =  \l ( — H z î  — Sz2) -f ix Y* (/, 0,0,0) -)- A  -~2> F-)
[x ( S A  ~~ H z s )  +  u Y *  (b d , 0 , 0) A  [x2Z 2(b z l , z . , ,  |x )

dt
4- ix (— Н:л --

18+  £  i £ * s i n V  £  * = 11 a.V'i J L*=l:
A 1- H sin2kt А  V ..’„Acos'ipt

i~7 дУз

- г 34
V , i^sinV  - cos V 1. 2 j

L/>= 19 A >’i = .vş -  o
H  A  H  cos2kt -  Asin2/e/ A- (32) S A S cos2/i't 134 A.,.sinvJ /i,.cosvJi-p V______ ‘p P IIp — Ш p 1*•*: :o uf f X-̂ 1 ( b  zi> zz> f r )

rf:.,
dt = 3(SA -- H z2) S ! Aos2A I tfrtin2AM- y; — i c o s y

P 7 <tVl34 - /),. COS v j^  1P p_____ lp __p
p ~  19 18

A  £  44 *  s i n  V  • S

H  --- II  cos '2 kt  ̂ Asin 2kt s
aH 34 sili va /».,. cos V Jouu> __  1 V- !P P -P P

P = U ây-i p =  19
1, w . - o f A  i x 2Z , ( / , b  A b ) -

2 Această condiţie (27) e numai suficientă, ca nu e şi necesară.3 Această afirmaţie rezultă ca un caz particular al unei teoreme mai generale stabiliteele X . X . B o g o l i u b o v  în lucrarea L3].



72 A. TURCU 12unde Z x şi Z 2 sínt funcţii analitice în raport cu p şi cu aceeaşi structură ca şi Y j, Y  2, care converg pentru p <  p0, unde p0 e un număr pozitiv care nu depinde de t, zv z2.Punînd în (32) :t =  pi, Y* (t, 0, 0, 0) =  f^t), Y* (/, 0, 0, 0,) =  f 2(t), unde jx(t) şi f 2(t) sínt, după cum se vede din (32), funcţii aproape periodice, vom obţine ecuaţiile ;~~ ~ — Hzx -  Sza +  h (^) +  V.Z, ( А  лх, ,r2, p)^  =  8* -  H z2 4-  /2 |^ J  +  p Z 2 ( A *  v za, p). (34)După cum rezultă din (30), ecuaţia fundamentală a sistemului generator
г/т Hzt Zz2^  =  8z , -  Hz2
dt

(35)
are rădăcinile cu părţile reale diferite de zero (negative chiar) — necritice —.în acest caz, conform teoremei lui N e u g e b a u e r şi В o h r, siste­mul generator (35) admite una şi numai o singură soluţie 2s —̂ j 
(s --- 1,2) aproape-periodică şi această soluţie satisface inegalităţile :9 < A M (36)unde M  este limita superioară a funcţiilor A în intervaluliar A e o constantă oarecare, care depinde numai de coeficienţii H  şi S şi nu depinde de alegerea funcţiilor fs.Sistemul omogen (35) are soluţia generală ^(т) =  e~Hx (A cos St } -f- BsinSr), z2 =  e~Hz (A sinSx — В  cosSt). Aplicînd metoda variaţiei con­stantelor arbitrare, observăm că sistemul generator (35) are următoarea soluţie particulară aproape-periodică, unică :T( 7 ) =  $ i:H“ ( ~ ) cos8(M - T) +  / ,( 7 )  sinâ>  ~ T) du

T92 j =  e~Hx Ç eHu Д j  sinS(w — т) — /21—j  cos8(u — t ) J  du.
(37)

Vom căuta, în continuare, soluţia aproape-periodică a sistemului (34), care pentru p =  0 se transformă în soluţia generatoare (37).



13 S O L U Ţ II A P R Ó  A P E -P E R IO D IC E  A LE  E C U A Ţ IE I LU I D U F F IN G 73în  acest scop vom folosi metoda aproximaţiilor succesive. Luăm în calitate de primă aproximaţie soluţia (37), iar în calitate de aproximaţie 2<*> 
(s =  1,2) a funcţiil >r soluţia aproape-periodică a sistemului :

d r

d z <b)

d z

- H z[k' - +  f x (-J
-- &:<*> -  Я*<А> !■  /,

- ( * —*) ~ ( k -  O , ,a ’ '2 > i
~{k -1) -Лк - 1) (38)

Ecuaţiile (38) definesc în mod unic şirul de funcţii aproape-periodice 
zfK  Inegalităţile (36) pe care le satisface soluţia aproape-periodică a sis­temului (38) permit a arăta cu uşurinţă că pentru p suficient de mic şirul converge uniform spre anumite funcţii aproape-periodice zs(t), care satisfac ecuaţiile (31).Demonstraţia convergentei pentru cazul general se poate găsi în cap. IV  § 0 a cărţii lui M a 1 к i u4. Se arată de asemenea că pentru p suficient de mic, soluţia obţinută astfel va fi unica soluţie a sistemului (34), care pentru и =  0 se transformă în soluţia (37)®.

O b s e r v a t  i  c. în  demonstraţia convergentei aproximaţiilor succesi­ve (§ 9, cap. IV  M a 1 к i 11) l im ita  superioară a valorilor lui | p | pentru care aceste aproximaţii converg, n u  depin de  de alegerea particulară a func­ţiilor /s şi Z s, care figurează în ecuaţiile (34), ci depinde de limitele superioareI d z s Iale funcţiilor j Д !, \ZS ! , -----intr-o vecinătate oarecare a soluţiei generatoare.J ör; l  .. . -ţDe aceea, faptul că 111 ecuaţiile (31) variabila -  întră în combinaţia — 11-are
V-nici o importanţă.Dacă ne limităm la p r im a  a p r o xim a ţie  dată de (37), găsim atunci că

>>1 =  p?1(f)
У 2 =este soluţia aproape-periodică a sistemului (23), care pentru p =  0 se trans­formă în (26).Pe baza lui (16), deoarece funcţiile u 1 şi it2 sínt aproape-periodice, rezultă că soluţiei obţinute îi corespunde o oscilaţie aproape-periodică a sistemului (1.1), care pentru p =  0 se transformă în stare de echilibru pentru sistemul (24) :

М х{1) =  p9l(f) +  ц г ф ,  p9l, p92)Л#2(г!) =  р«рг(0 -f [ х г ф ,  p9l, pc?2).
4 M a l  k i n  I . G ., XckotoYÎe zadaci teorii nelineinik kolebanii.■’Această afirmaţie cu ajutorul transformării =  <p(x) Y$ (s 1,2,) se obţine ca o consecinţă a unei teoreme mai generale stabilită de N .X . В o g o 1 i n b o v (vezi 8, mono­grafia [3]).



7 4 Л . T U R C U 14Mai departe obţinem soluţia aproape-periodică a sistemului dat (dl.) :
b

h‘
C O S  ы - р I Z zA — со,. 'cosiùJ  pi(9i(/)cos/,/ 1 92(/)sin kl] (39)+  b К  (b b?i. b?a) cos & "b « 2(b b?i> b'-Pa) sin kt] care pentru p =  0 se transformă în soluţia generatoare aproape-periodică :

b
Ii- -  cof

C O S  l x j , l T  cos co2t
(10)în care, după cum se vede, lipseşte frecvenţa k.3. Stabilitatea soluţiei aproape-periodice a sistemului (1'). După schim­bările făcute mai sus se vede că această problemă e echivalentă cu problema stabilităţii soluţiei z* (t) a sistemului (34). Pentru rezolvarea acestei ultime probleme alcătuim ecuaţiile mişcării perturbate, punînd în (34) :

Vom avea atunci :-A-i- =  —HvL — ~b txK1 (v, vv V.,, p' 
dx

,iv" =  -  Hr., 1- рК2(т, V ,, p)î/t (11)
unde 11 — Z 1Í , zx -) vlt r1-)) bl " Z\  , “1, - 2 ’ b

у  г =  ^ j-E  2* _|_ yv z* pj - Z 2|
Fie M  limita superioară a mărimilor

(42)
a*,-

în domeniul
o o  <  -г <  +  ° ° ,  I vs ' < h ('s I= 4 ,2unde h e o constantă pozitivă. Atunci pe baza lui (12) în acest domeniu vor fi satisfăcute condiţiile Cauchy-hipshitz :b| К  (т, v'v v2, p) — Vs (t, v[', v'Pîn care constanta L ----- pil/, pentru p suficient de mic, va fi oricât de mică.

b) ь Е г — V



15 S O L U Ţ II A P R O A P E -P E R IO D IC E  A L E  E C U A Ţ IE I LUI D U F F IN G 75Observăm de asemenea că ecuaţia fundamentală a primei aproximaţii( li - =  0 )
M - iní/t

do, ,

f t -
= T , ....are toate rădăcinile cu părţile reale negative.în consecinţă, sínt satisfăcute toate condiţiile teoremei lui Liapunov de stabilitate asimptotică6.Deci mişcarea noastră şi în consecinţă şi ,v e asimptotic stabilă.

1! I H I, I o  G к л G I ív1. D u f f i n g  G ., Erzwungene Schwingungen bei veränderlicher SSgenfrequeue. 1Л Yiewtg und Sohn, Braunschweig, 1918.2. K r y l o v  X .  M.  et В о g о 1 i u 1) о y N X . ,  Méthodes approchées de la mécanique non- 
linéaire dans leurs applications à l ’étude de la perturbation des mouvements périodiques et 
de divers phénomènes de résonance s ’y rapportamt (Monographie en français), K iev, 1935.

V vedenie v nclineinuiu mehaniku, Izd. A X  U S S R , 1937.8. B o g o l i u b o v  X . N ., O nckotorîh statisticcskih metndah v matematiceskoi fizihe, I/d. AN U S S R , 1945.4. M a l k i n  I . G ., Nekotorîe zadaci teorii ne linei nîh kolebanii, G IT T L , Moskva, 1956.5. M a 1 k i u I. G ., O rezonansc. v hvazigarmoniceshih sistemah, ГММ, X Y J I I ,  4, 1954.
1104 T И- ПНР ИОД И Ч ECK И Е Р Е Ш Е Н И Я  У Р А В Н Е Н И Я  Д У Ф Ф И Н Г А  В С Л У Ч А ЕН Е Р Е З О Н А Н С А( Р е з ю м е )В настоящей работе изучается вопрос существования, построения и устойчивости почти периодических колебаний квазилинейного уравнения XI у ф ф  и н г а 1 вида:

т •{• O-v a cos top -j- b cos со J  -[ (х (у О  — 2 Их) ,  (I)где к, у Х> б, «Х> О, Ь ;> 0, // Х> 6 — данные постоянные, (х —• действительный малыйпараметр, сох и со., — постоянные, отношение которых----является иррациональным.__ со.Последнее предположение означает, что фу и к дня - -  к /, (/) - - a cos со р  -f- ('<KS со Л является почтн-периодической.На основании результатов, полученных К р ы .'i о в ы м и В о г о л ю б о - в ы м [2, 3] и разработанных впоследствии M a ,ri к и н ы м [4], в работе показано, что уравнение Дуффинга (1) имеет, в случае перезонанса, устойчивое почти-перво днческое решение.
« M a l k i n  I . G. [4], pag. 189 (cap. U I  7).
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S O L U T IO N S  P R E S Q U E -P É R IO D IQ U E S  D E  L 'É Q U A T IO N  D E  D U F F IN G  E N  C A S D E  N O N -R É SO N A N C E  (R é s n m é)L'auteur étudie le problème de l'existence, de lu construction et de lu stabilité des oscillations presque-périodiques de l ’équation quasi-linéaire de H u f f i n g  1 ; de la forme :
X -f k2x a cosiùxt +  b costùj +  (y** — 2H x), (1)on k, y , -  0, a, >  0, b >  0, H  >  0 sont des constantes données, |x un petit paramètre réel,CO,со, et co2 des constantes dont le rapport----  est irrationnel. Cette dernière hypothèse signifieque la fonction —kf2(t) - a cos со +  b, cos co2 t est presque-périodique.S ’appuyant sur les résultats fondamentaux obtenus par K  r î 1 о л- et li о g о 1 i u b о v !2,3] et développés ensuite par M a l k i n  [4], l ’auteur montre que l ’équation de Duffing (1), eu cas de non-résonance, possède une solution presque-périodique stable.

t



IN PR U EN ŢA V A R IA Ţ IE I FO R M EI PĂ M ÎN T U R U I A SU P R A  M IŞCĂR II SARE (II)ileI. s t  v\ , s. T ó t h , T. P E N ciu c , E . b A ţ a g A
lntr-o lucrare anterioară 11 J am studiat influenţa variaţiei formei I’ămîntului asupra mişcării sale. Astfel, considerînd câ iniţial Pământul avea o formă sferică, datorită rotaţiei apare o turtire la poli şi o creştere la ecuator. Aceste variaţii se fac lent, intr-un interval mare de timp, ceea ce ne-a permis să le considerăm adiabatice [2, 3].Considerînd mişcarea liberă a Pământului, prin aplicarea teoriei inva­rianţilor adiabatici am găsit că modificarea formei sale atrage după sine o înarmare stabilitate a mişcării precum şi faptul că traiectoria descrisă de vectorul viteză unghiulară într-un sistem de axe solidar cu el, este o spirală şi nu un cerc cum ar fi dacă forma nu ar varia.în  realitate însă mişcarea Pământului nu este liberă, asupra ei exer-citîndu-se forţe. Aceste forţe se datoresc atracţiei care există între Pământ,

-¥Soare şi Rună în special, şi care dau naştere unor momente ale forţei L. Valoarea acestui moment variază în raport cu poziţia relativă a Pămîntu- lui, Soarelui şi Runei, dar între anumite limite poate fi considerată cons-tantă L n.Pentru a găsi influenţa modificării formei Pământului asupra mişcării—►sale, în prezenţa unor forţe exterioare de moment constant L n, studiem miş­carea fără frecare a unui corp rigid în jurul unui punct fix 0, pe care-1 vom alege şi ca origine a axelor de coordonate. Ca axe solidar legate de corp 
Oxyz, alegem axele principale de inerţie ale elipsoidului de inerţie, relative la punctul fix 0.Presupunem că în momentul iniţial, elipsoidul de inerţie se reduce la o sferă, adică momentele principale de inerţie A n — B 0 — C„ sínt.egale. într- un interval mare de timp, sub influenţa forţelor centrifuge, corpul se defor­mează aşa fel încît elipsoidul de inerţie devine de rotaţie A =  B , C ,  axa Oz fiind axă de simetrie.



78 I. S T A N , S . T Ó T H , T . P E N C IU C , E, B A Ţ A G A 2Variaţia momentelor principale de inerţie se face lent şi într-o manieră necunoscută. Astfel de mărimi se încadrează în definiţia parametrilor adia- batici, iar rezolvarea ecuaţiilor mişcării se face prin metode speciale.Presupunem că forţele aplicate corpului rigid nu dau momente nici în raport cu axa de simetrie, nici în raport cu o dreaptă oarecare fixă, ce trece prin punctul O şi pe care o luăm ca axa Oz a unui sistem fix de axe de coordonate. Introdueînd unghiurile lui Euler f), o, Ф, energia cinetică în raport cu axele solidar ataşate de corp este [4,5 ,
T -  .-1 ((V- +sin-0.'A) ;• C <■>]unde ыг este proiecţia vitezei unghiulare pe axa Oz dată de expresia :0)г .. : COsO • 'J -p oEcuaţiile de mişcare ale lui E a  gr a ng e  [1,5; sínt

d Э T _ 0
dl Э9
d dT -  0di Эф
d аг дТ

d l "aö эеPrimele două ecuaţii duc la următoarele integrale prime :: - C (0Z C 0) {}z
Ô9фЦ— — A sin20 • Ф Co>z cos A =  Гэфмм şi Г fiind constante arbitrare. Din prima integrală rezultă faptul că proiec-ţia <a, a vitezei unghiulare со este constantă. Mişcarea rigidului în care unghiul de nutaţie 0 rămîne constant :O -- 0O =  const.poartă denumirea de precesie regulată. înrudită cu precesia regulată este precesia pseudo-regulată [6,4] caracterizată prin faptul că unghiul 0 se deosebeşte foarte puţin de On şi anume :O =  0O -f- aunde a este o mărime foarte mică de aşa natură incit numai produsul aco  ̂ este o mărime neglijabilă.în  afară de aceasta se presupune că viteza unghiulară a precesiei ù de­vine nulă pentru 0 — 0O.Noi vom studia această mişcare întrucât forţele care acţionează asupra solidului sînt mici, ele producând numai mici perturbaţii ale mişcării.



3 V A R I A Ţ IA  F O R M E I P Ä M IN T U L U I ŞI M IŞ C A R E A  A C E S T U IA  (II) 79Kcuaţia diferenţială a preeesiei pseudo-regulate este [4]
2c “ o* ( 1 )Aceasta este ecuaţia de mişcare considerînd momentele principale de inerţie 

A şi C ca fiind constante, fapt adevărat pentru un interval scurt de timp. I’entru un interval mare de timp momentele principale de inerţie variază cu timpul A =  A(t) .şi C(t), ceea ce nu ne permite să rezolvăm ecuaţia (1) cu mijloace cunoscute din matematică. în  acest scop aplicăm teoria invarian­ţilor adiabatici, care arată că în decursul mişcării (parametrii variind lent) există anumite mărimi ce rănim invariante, numite invarianţi adiabatici şi care permit un studiu calitativ al mişcării.Pentru a găsi invarianţi adiabatici ai mişcării descrise de ecuaţia (1), ca şi în nota noastră anterioară vom aplica metoda lui H . G e p p e r t [7, SI în care se rezolvă întîi ecuaţia (1) considerîndu-se momentele de inerţie A şi C  constante, iar apoi variabile.înainte de a rezolva ecuaţia ţl), să facem substituţiaa _u - 2  2 ' «0* (2 )ceea ce ne dă ecuaţia
sau, introducînd notaţia X

, 2 2
...Aliit .r =  0.I2

fi Г O)0« Í3)obţinem ecuaţia unui oscilator armonic
X ~r fi"V ~ 0.Considerînd fi constant, avem ecuaţia.г -•= Meosfi(/ — /0) (1)unde M  şi t0 sînt constante de integrare.Presupunînd acum că îl, este variabil în timp, adică momentele de inerţie A şi C sínt consideraţi parametri adiabatici, printr-un calcul asemănă­tor cu cel din [1], găsim invariantul adiabatic.

I  — M 2 O — const.sau, înlocuind valoarea lui fi (<o(,, si L n fiind constante), găsim :.1/! —  •— const.
A



8 0 I. STAN. S. TOTH, T. PENCIUC, П. B A J A G A 4De aici se vede că la o variaţie adiabatică a momentelor de inerţieСA şi С, amplitudinea mişcării M  variază lent, şi atunci raportul — se micşorează
A(C descreşte iar A  creşte). înlocuind expresia lui x  din (4) în (2). avem : « =  M  cosQ(/ -  /„) +  ^ 4c “ o.iar unghiul de nutaţie0 — 60 +  M  cos Q(t — /„) ■! 4 4c “ o*De aici se vede că valorile maxime ale lui 0 cresc pe măsură ce corpul se deformează între două valori 0maz şi 6mi„ care sínt funcţii de parametrii adiabatici A şi C.Relaţia găsită de noi arată că urma lăsată de axa de simetrie a corpului rigid pe o sferă cu centrul în punctul 0, va fi o cicloidă sferică, care este cuprinsă între două cercuri ce sínt paralele numai pe intervale mici de timp.într-un interval mare de timp distanţa dintre aceste cercuri se măreşte.în concluzie, variaţia lentă (adiabatică) a formei Pămîntului, considerat ca un corp rigid în rotaţie, atrage după sine şi o modificare a mişcării sale.Astfel axa de rotaţie descrie pe sfera de rază-unitate o cicloidă cuprinsă între două curbe ce se îndepărtează una de alta pe măsură ce Pămîntul se turteşte la poli. B I B L I O G R A F I  Iv1. I. S t a n ,  S. T ó t h ,  T.  I’ e n c i u c ,  E . В ă ţ a g ă, ,,Stud. L'niv. Babeş-Bolyai" 1-M, 1964.p. 105.2. T . L e v i - C i v i t â ,  ,,Abli. Sem. Hamb. U n iv .“  ti, 1928, p, 323.3. L . L a n d a u ,  E.  L i f c h i t z ,  Mécanique, Moscou, I960.4. G . S u s  I o v ,  Mecanica raţională, voi. 2, E d . tehnică, 1950.5. Z. G a b o s ,  L>. M a n g e r  o n, I . S t a u, Fundamentele mecanicii, Ed . Acad. R .P .R . 19tí2.6. F . K l e i n ,  A.  S o m m e r f e l d ,  über die Theorie des Kreisels. 1910 — 1921. Leipzig.7. H . G  e p p e r t, „A cad . Xaz. Lincei“ , 8 (5) 1928, p. 30, 191, 294.8. H . G e p p e r t, „M ath. A nn." 102, 1929, p. 194.

В Л И Я Н И Е  И З М Е Н Е Н И Я  Ф ОРМ Ы  ЗЕ М Л И  НА ЕЁ Д В И Ж Е Н И Е  (II)( Р е з ю м е )Полагая, что форма Земли изменяется медленно (адиабатически), в работе по­казывается, что ось вращения описывает на сфере единичного радиуса циклоиду, включенную между двумя кривыми, которые являются параллельными лишь в коротких промежутках времени. Эти кривые расходятся по мере сплющенности Земли у полюсов.
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L 'IN F L U E N C E  D E  L A  V A R IA T IO N  D E  L A  F O R M E  D E  L A  T E R R E  S U RSO N  M O U V E M E N T(Résumé)Les auteurs du présent travail, considérant que la forme de la Terre varie lentement (variation adiabatique), montrent que l ’axe de rotation décrit sur la sphère de rayon unité une cycloïde comprise entre deux courbes qui ne sont parallèles qu’à de courts intervalles de temps et qui s'éloignent l ’une de l'autre à mesure que la Terre s’aplatit aux pôles.

6 — Babes—Bolyai: M athem atics Physics 2/1964..





O B SE R V A Ţ II A SU P R A  P R O P R IE T Ă Ţ IL O R  D E  S IM E T R IE  A L E  CÎM P U LU I D IR A C
de

Z .  G Ä B O S şl O . G H E R M A N

în  literatura [1], [2], [3], [5] la studiul proprietăţilor de simetrie ale cîmpului Dirac apar unele dificultăţi. Pentru a ajunge la o interpretare similară interpretărilor obţinute pentru cîmpul scalar complex, în cazul operaţiilor de simetrie de bază (oglindirea spaţială, oglindirea temporală, conjugarea de sarcină) se utilizează diferite reprezentări ale matricilor y După părerea noastră cauza dificultăţilor ivite este ca bispinorii «fW  Şi vr(p) utilizaţi sínt funcţii proprii ale operatorului H  =  ^Y4Y ^  +AA 1 / *> i+  m0c2у , dar nu sínt funcţii proprii ale operatorului £  = ----- \ 2 , p).
* IЛîn  această lucrare se arată utilitatea folosirii bispinorilor care repre-A  лzintă funcţii proprii comune ale operatorilor Hp şi 2 . Se ajunge astfel pe o cale naturală şi directă la toate rezultatele cunoscute, rămînînd în cadrul unei singure reprezentări a matricilor y  ̂ — a reprezentării lui Dirac. Se propune apoi o metodă care nu necesită cunoaşterea explicită a bispinorilor 

ur şi vr şi se bazează pe existenţa operatorilor de proiecţie. Reiese astfel că rezultatele obţinute în cazul reprezentării Dirac sínt valabile pentru o repre­zentare arbitrară a matricilor у .1°. Dacă impunem condiţiile de normare
ur(p)ur(p) =  1, vr{p)vr{ p ) =  —1, r =  1,2unde

u r =  ut y 4 », =  «ÎY*.



84 Z. GABOS, О. GHERMANse ajunge [4] la expresiile 
u ip )  =  N

1 +  V3 \  /V1 +  *V2 \ u2{p) =  N
B (  l  +  v3) J ’A(vx +  iv2) f \ -/ +  *Ч)\
\ B  (1 +  v3) 1 . 4 Й  =-. N

unde
В

ß  +  va,
I I c I P I

£ -f- m 0C2
N 1  л / —2 V ™o'

£ 4- mbcl

Pi
c2(l + v3)

El .Aici 
и 
и.г 
V

(1)

(2 )

r C )  corespunde unei particule (electron) cu impulsul p şi spiralitatea 1, ,(/>) corespunde unei particule (electron) cu impulsul p şi spiralitatea —1, (/>) corespunde unei antiparticule (pozitron) cu impulsul p şi spiralitatea 1, 2(/>) corespunde unei antiparticule (pozitron) cu impulsul p şi spiralitatea —1.Expresiile (1) ale bispinorilor au fost deduse pentru valori pozitive ale componentelor vectorului p. în  cazul valorilor negative obţinem din ecuaţia lui Dirac alţi bispinori, care pot fi exprimaţi în funcţie de primii prin re­laţiile (3)2°. Considerăm următoarele transformări : oglindirea spaţială slabă (P w), conjugarea de sarcină (C), oglindirea temporală tare (Ts), oglindirea temporală slabă (Tw), oglindirea spaţio-temporală tare (Rs). Pentru aceste transformări avem [1] :
P w - w ( r ,  t) =  Y ^ í - r ,  f ) ,

C : y { r ,  t) =  Т 2Ф*(r, t),

T :
S Ф ir,  t) =  т л 2т 3ф (п  -

T • Ф' (г,  t) =  Г ^ з Ф  * ( r ,  -

R :
g Ф' {г ,  t) II J» 4

- 1
^4

» 
^

(4)
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unde 1
(5)

în care px — pr — Et.Deoarece matricile care apar în formulele (4) acţionează asupra bispi- norilor, iar operatorul de conjugare complexă К  acţionează şi asupra bis- pinorilor, este util să calculăm expresiile de tipula  ___
w' =  M K n w =  Mw, n — 0 sau 1,unde M  reprezintă matricea de transformare, iar w unul din bispinorii

и sau VГ6 ) . Avem următorul tabel :
Transformarea J l M  ( p ) .M иг (/>/ M A p) M  v2 ( p)

P̂w A , «1 (~ p )
/

V1 ( 4 ) A 4 )
c AY2K »X (? ) ( ? ) «1 (?) «2 (? )  (6)
Ts W 8 A  4 ) - A 4 ) 2̂ (4 ) «1 i~ p )

T W
Л

4 i 4 K Щ l —p) - « 1  i-p) -* 2 ( 4 ) A 4 )

Rs ^5 - vA p ) «x (?) î/2 ( ? ) - « !  {p)

Pentru a pune în evidenţă interpretarea corpusculară a transformă­rilor menţionate, considerăm operatorul unitar т care acţionînd în spaţiul numerelor de particule realizează trecerea de la ф la ф'ф' =  тфт-1.Dacă ф' se dă sub forma (5) avem< G )  =  ~ar{p)C  G )  =  <  G K - .
A v în d  în vedere (5), (6) şi că însum area în raport cu p se poate înlocui în -  
totdeauna cu o însum are în raport cu —p, găsim
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Transformarea Í~P\ -1T«i \p ) X та2 {p ) t 1 TÖ* { p )  X 1 тЬ* ( p )  T 1

p w «1 \ - p ) h  C p ) b* i - p ) b*2 C p )

c b X p ) h  (p) 4  Ы «2 C )

TS b l X p ) - ь *  C p ) -~ai i ^ p ) » , ( 4 ) (8)
T w - 4  C p ) a* i - p ) h i - O - ъ Л 4 )

R s ~ b*2 (p) b\ Cp ) «2 (p) - ч  ( p )

Regăsim imediat următoarele rezultate cunoscute :Transformarea P w face să corespundă particulei (antiparticulei) cu —► -*impulsul p şi spiralitatea r\, o particulă (antiparticulă) cu impulsul —p şi spiralitatea rj.Transformarea C face să corespundă particulei (antiparticulei) cu im­pulsul p şi spiralitatea tj, antiparticula (particula) cu aceeaşi p şi vj.Transformarea TV face să corespundă particulei (antiparticulei) cuimpulsul p şi spiralitatea -/), particula (antiparticula) cu impulsul —p şi spiralitatea — y).Transformarea T w transformă vectori de stare în vectori de stare duali (ket în bra şi invers). Transformările P  şi C  transformă vectorii de stare ketîn ket şi bra în bra.3°. Există si o altă posibilitate pentru a ajunge la rezultatele cuprinseл £în tabelele (6) şi (8). Să considerăm operatorii de proiecţie Ap respectiv 2.ipcare acţionează asupra cuadrivectorului impuls | p, ~  E  J, respectiv asupra spiralităţii : A
Ap = t

2

A1 _j_ iAlCyiyiPi + W°^T4 
A*e

— ţAv A 2),

lip  ~  2 — -  Yip Из). unde —*rs YtYi =  •
A i  pot lua valorile 1 şi —1. Valorile proprii ale operatorilor de prioecţie sínt 

a  ^O şi 1. (Operatorii Ap şi 2jp comută.) Avem deciA
0  w =  w (9)
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0pw =  0, cu A0. A A

Ap Z p ‘unde w reprezintă un bispinor ur sau vr. Dacă se consideră un bispinor, egalitatea (9) are loc pentru valori bine determinate ale lui A t :

Bispinorul Ax A , ^3
«1 (p) 1 1 1« , ( ? ) 1 1 - 1
v.Cp) - 1 - 1 - 1
* , ( ? ) - 1 - 1 1
«1 i-p) - 1 1 1
U Á - P ) - 1 1 - 1
ч ( - р ) 1 - 1 - 1
vA - p) 1 - 1 1Deoarece A { pot lua numai valorile 1 şi —1, sínt 8 posibilităţi pentru a alege un sistem de trei numere A (A lt A 2, A.s) şi acestea sínt tocmai cele trecute în tabelul de mai sus.Să considerăm acum transformările P w, C, Ts, T w, Rs. Observăm că transformările Pw, Ts, Rs nu sínt cuplate cu operaţia de conjugare complexă а  л  л

К ,  pe cînd transformările C, T w sínt cuplate cu operaţia K .  în  primul caz, notînd cu M  matricea de transformare avem
Şideci w(Al)

de unde
pnn urmare

Opw(Ai) =  w{Ai)

M w ( A f ) sau да(/Ь) =  M ^ w ^ A i )  

O p M ~ 1 w ( A i ) =  М ~ г ш ( А . )  

М 0 р М ~ г т { А 4 ) =  w ( A i),
Op(A\) =  M0p(Ai)M~1. ( И )



88 г. GABOS. О. GHERMAN еDacă avem o transformare cuplată cu conjugare complexă, putemscrie AK'(rij) =  MKw{A.). (12)Dacă în ambele părţi ale relaţiei
Opw{Ai) =  w{Ai)Ase aplică operatorul K ,  obţinem

K O pW{At) =  Ô; Kw[At) =  Kw(At). înmulţind apoi ambele părţi cu M  găsim
MO*p M ~ 1\m K-w{A ^  =  M K ( A .),prm urmare

op(Al) =  M O ;(A .)M -K  (12)
A .  la fel ca şi A.  pot lua valorile 1 şi —1. în  consecinţă

A . — у .A ..Valoarea numerelor y. se determină uşor pe baza relaţiilor (11) şi (12), avîndîn vedere expresia concretă a operatorului 0p(A.) =  A  (Av A 2)Yip{A3). în  urma efectuării calculelor găsim
Transformarea A

K n
n

M X i Xi Xs
E 0 1 1 1 10 - 1 1 1
c î - 1 - 1 - 1T, 0 W  3 1 - 1 1T W 1 - 1 1 - 1R . 0 b - 1 - 1 1Rff 1 - 1 1 - 1p, 1 1 - 1 - 1

(13)

In  tabelul de m ai sus E  reprezintă transform area identică, P  oglindirea  
spaţială tare (P , =  C P W) şi Rw oglindirea spaţiotem porală slabă (R w=  CR,).  
Transform ările m enţionate în tabelul (13) form ează un grup. E x is t ă  elem entul
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unitate (E ), inversul fiecărui elem ent este elem entul însuşi, efectuînd con­
secutiv două transform ări (adică form înd produsul a două elemente) obţi­
nem  un elem ent al grupului.

Pe baza tabelelor (10) şi (13) pu tem  ajun ge la datele cuprinse în tabelul

(6). D e  exem plu să considerăm  bispinorul v^{p) şi să că u tăm  transform ataacestuia pentru oglindirea temporală slabă. Avem pentru v-^p) numerele 
A ( — 1, —1, —1), transformarea este caracterizată prin ■ /_{— 1. 1» —1). prinurmare transformata bispinprului v^p)  este caracterizată prin A(  1, —1, 1)şi este v2( — p). Transformata funcţiei este determinată pînă la o constantă multiplicativă cu modulul 1.Metoda operatorilor pe care am prezentat-o nu necesită cunoaştereaexplicită a expresiei bispinorilor мг(/>) şi vT(p). Reiese de aici că reultatele obţinute pe această cale sînt cu totul independente de modul în care s-a ales reprezentarea matricilor у .

4 °. Anexă. în  cele ce urmează generalizáld o metodă a lui Feynman [6j stabili expresia bispinorilor u ^ p )  şi u2{p) bazîndu-ne pe proprietăţilevomde invariantă ale ecuaţiei lui Dirac faţă de transformarea Rorentz şi rotaţiile spaţiale.într-un sistem de referinţă K "  care se mişcă împreună cu particula şiare axa 0 ” z" în direcţia mişcării, bispinorii ur(p) sínt funcţii proprii ale operatorilor y4 şi 23. Dacă aplicăm reprezentarea lui Dirac avem pentru sistemul K "  bispinorii
care satisfac ecuaţiile

y u \  =V '2  =Să considerăm transformarea Ecuaţia lui Dirac
J 3 1

a X
ţiV V

*2*
( v . + * r )  + - °

este invariantă fa ţă  de această transform are, dacă există m atricea D , care  
satisface ecuaţiile

а у =  L 1 y L.УЦ • \k ‘V
Referitor la transform area funcţiei ф avem

ф' =  Аф.



90 Z. GABOS, О. GHERMAN 8Formulele de transformare Forentz — în cazul cînd ele realizează o legătură între sistemele К  şi K '  cu axe paralele \K' are origine comună cu K "  şi sedeplasează cu viteza v faţă de K) sínt3 Vj xk +  fß xit j  =  1, 2, 3 ;„ 1jk

■ ß I Q
-l ~ - VkXk +

V 1 -
k este indice de insumare (k =  1, 2, 3). Avem în acest caz [7].Vе? +■■ V1L  = P2 V 2v2în  cazul unei rotaţii în spaţiul tridimensionalF

Y* Y 4*V (14)
F /-*v. =  v. cos F +  2 sin2~  \e, r/ e. -f tjklekxt sin 9-(S- este unghiul de rotaţie, e versorul de pe axa de rotaţie, е.ы tensorul anti- simetric faţă de orice pereche de indici) avem [7] :

L cos. г ( e v-Л • V, £ )  sm =  сcos ■ v Y  y e. sm• 3 ‘ 4 ‘ * * &
Scopul nostru este de a da bispinorii u^fi), u2(p) pentru un sistem fix 

K  arbitrar.Deoarece axele sistemelor K ”  şi К  nu sínt paralele, înainte de toate trebuesc efectuate transformări de rotaţie prin care K "  se înlocueşte cu sis­temul K '  care are axe paralele cu K .  Aceasta se poate realiza prin două ro­taţii finite. în  urma unei rotaţii în jurul axei 0"z"-dacă unghiul de rotaţie 9 este convenabil ales- printr-o rotaţie cu unghiul ■& în jurul axei perpendicu­lare pe planul z'0"z"  sistemul K "  se înlocuieşte cu sistemul K ' , care are axe paralele cu sistemul de referinţe K[&  este unghiul format de axele 0"z"  şi 0"z' j.Pentru rotaţia în jurul axei 0"z"  avem

L (  9 )

i 9_
1 2e 0 0 0

-i^~
0 e

~l 2
0 0

i 9-

0 0
1 2

e 0

t) 0 0 e

. 9 г —  
2
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uM )  =  L  1 (?K>sau

%  (cp) =  в '  2 u \ ,  м 2(<р) =  e 2 u ° .—►Fie k versorul de pe axa 0"z’ a sistemului K ’. Atunci
■ ţ _  ( v x t )

1 (v X  t )  INotînd cu mx v2, v3 componentele vectorului v în sistemul K ’ obţinem
V i - v l ’ V t - v ;

1 — 1 0], v3 =  cos-fr,prm urmarei( » )Obţinem deciî<i (9, &) =  L u2{9, Щ — L (&)u2(<?)
s a u

»i(?. «■) "\/ 2(1 . ф , 3 t  V;i * “ 2 I V1 + * V2+ V3 0 !/,(?, 9) ■ vx -j-
1  +  V3

V  2(1 +  v3) \  Q
. 9/ T

Avem expresiile bispinorilor u ^ p )  şi u2(p) pentru sistemul A 'legat de par­ticula în mişcare şi cu axele paralele cu axele sistemului K .  Urmează să aplicăm transformarea (14). Deoarece

unde - V ¥ ( i+ i ? (- ‘ ' 4  
- <  ?)
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obţinem

г -f- m 0c2
w0c2(l +  vs)

1 +  v3
Vi  +  Î V 2

c I p

E +  >B0 CaI Ig I P IE + m0!;2
(1 + 7з)

( Vl  +  *V 8)

«2 (/>) =  V е 2 "\/̂ W0C2 ( 1  +  v3)

- V j  +  Î V 2
1  +  V3

c Í p  !e - f  M70c2
I I c  I I

( V-i - f  } V j

( 1  “ b  V3)

A m  regăsit astfel expresiile (1) ale bispinorilor ux (?) şi u2(p).. ФA 1 2In expresiile de mai sus figurează şi factorul de fază e eu modului 1.
B I B L I O G R A F I E1. P.  R o m a n ,  Theory o f Elem entary Particles (Second Edition), Amsterdam, 1961, p. 258 — -2 6 0 , 265-270, 282-285, 290-292.2. P . M e t i u s , Iteliativistskaia kvantovaia teoria vzaimodeistvii elemeniarnîh ciastit (traducere d in i. engleză), Moskva, 1959, str. 5 4 -5 5 , 62, 7 3 -7 5 , 81, 9 2 -9 4 , 97-100.3. R . M a r ş a k ,  E.  S u d e r ş a n ,  Vvedenie v fiz ik u  elemeniarnîh ciastit (traducere din 1. engleză), Moskva, 1962, str. 54 — 77.4. S . Ş  v e b e r, Vvedenie v reliativistsukuiu kvantovuiu teoriiu polia  (traducere din 1. engleză), Moskva, 1964, str. 90 — 92.5. G . G r a b é r t ,  G.  L i u d e r s ,  G.  R o l n i k ,  Teorema T C P  i  ее prim encnia, U F N , 7/ str. 289-325,1960 (sau „Fortschritte der Physik” , 7, p. 291-328, 1959).6. R . P . F e y n m a n ,  Quantum Electrodynam ics, New-York, 1962, p. 61 —62.A . I .  A h i e z e r ,  V.  B.  B e r e s t e ţ k i i ,  Kvantovaia elektrodinamika, Izd. vtoroie, Moskva, 7.1959, str. 75, 85.

ЗАМЕЧАНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО СВОЙСТВ СИММЕТРИИ ПОЛЯ ДИРАКА( Р е з юм е )
В работе дается систематический анализ свойств преобразования поля Дирака. 

Авторы смогли найти единый способ рассмотрения всех дискретных преобразований  ̂
Для этой цели используются биспиноры, общие собственные функции оператора Гамиль­
тона и оператора спиральности.
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O B S E R V A T IO N S  S U R  L E S  P R O P R IÉ T É S  D E  S Y M É T R IE  D U  CH A M P  D IR A C(Résumé)On donne dans cet article une analyse systématique des propriétés de transformation du champ Dirac, les auteurs réussissant à trouver un mode unitaire de traitement pour toutes les transformations discontinues. A cette fin, ils utilisent des bispineurs, fonctions propres commu­nes de l ’opérateur de Hamilton et de l ’opérateur d ’hélicité.





C O N T R IB U Ţ IU N I L A  S T U D IU L  FEN O M E N U LU I D E P O L A R IZ A R E  E L IP T IC Ă  A  U N D E L O R  M A G N E T O H ID R O - D IN A M ICE  SLA B E
de

R . V . D E U T S C H  şi M . C R IS T E A

1. într-o lucrare anterioră [1] s-a arătat, că undele magnetohidrodi- namice sínt în general eliptic polarizate, deoarece componenta < r a  tenso- rului complex al rezistivităţii electrice este diferită de zero (axa Ox este considerată paralelă cu direcţia cîmpului magnetic exterior). S-a obţinut ecuaţia de dispersieor
A2 Ü eos20 ОГA4 (m2 + U 2) “  - f îF U 2 cos20V Ü 1 J k2 0 i f  1°--A2unde U

и2 j cos2 0 X2 (LI), X =  g~z1 , H  este intensitatea cîmpului magnetic,H

p — densitatea mediului, u0 — viteza sunetului, 0 — unghiul între k şi H rw — frecvenţa undei, k — vectorul de undă şi c — viteza luminii.Ţinînd cont de ecuaţia (1.1) din ecuaţiile de bază ale magnetohidrodi- namicii pentru unde slabe obţinem
hy

S

— t X

A2
’ ( " t -  Ï )

A4 К  + v ') ul U 2 cos2 В
J” “ 2- -  U 2 cos2 0) -  X2 U 2 cos26 tg 0

X V i A2 Mq COS20j H
(1 .2)

(1.3)
unde h este perturbaţia cîmpului magnetic, iar p' perturbaţia densităţii, în  lucrarea de faţă vom studia amănunţit consecinţele relaţiei (1.1) pentru



96 R. V. DEUTSCH, M. CRISTEA 2valori mici ale lui 0 şi deasemenea pentru cîmpuri în cazul cărora U ^ l  — x 
■ íCu0*C U  V l  + * •  Deoarece, după cum se va arăta în cazul general, şi pentru undele „Alfven" eliptic polarizate p' 0, se va analiza pe baza ecuaţiilor(1.2) şi (1.3) variaţia perturbaţiei densităţii.

2. Deoarece undele magnetoliidrodinamice corespund limitei frecven­ţelor joase, în toate cazurile practice x « l .  De aceea se poate studia influ-. лenţa componentei nediagonale a tensorului a-1 asupra proprietăţilor undelor magnetohidrodinamice dezvoltînd mărimile fizice caracteristice în serie în raport cu x. Dacă sin8 »  x proprietăţiile undelor prezintă numai o mică abatere de la însuşirile undelor linear polarizate. [1, 2 ,3].însă cînd 0<jx situaţia se schimbă esenţial. De aceea vom studia în primul rînd soluţiile ecuaţiei (1 .1) pentru 0 =  0°. Acestei soluţii îi va co­respunde intersecţia dreptei
у =  x-(x — X) l ( X = 4 ’ * = ^ r ]  MI и2 kzu2 )cu parabola

y — (x — l)[.v2 — (X +  l)x  +  X] (2.2)Pe fig. 1. este reprezentată această intersecţie pentru diferite valori X. Deoarece caracterul acestor intersecţii variază brusc numai în domeniul 1 — x <  X <  1 +  x, pe fig. este reprezentată mai ales variaţia soluţiilor în interiorul acestui domeniu.Dacă x =  0 soluţiile ecuaţiei (1.1) ar coincide cu intersecţiile axei Ox cu parabola (2.2). Astfel am obţine trei soluţii, (dintre care două coincid) corespunzătoare undelor lente, rapide şi Alfven. Dacă însă x 0 soluţiile trebuie să fie obţinute din intersecţiile parabolei (2.2) cu dreapta (2.1).Cînd U  >  ---- - —  (cazn! T şi II), avem o soluţie corespunzătoare undei lente
y l  — X(/lj, A 2) care în acest caz este o undă acustică, şi două soluţii r  =  l Ţ x  

(B1: B 2, D 1, D 2) corespunzătoare undelor circular polarizate. Aceste ultime două soluţii diferă de soluţia dublă (C) pentru x =  0. Cu cît este mai în­depărtat punctul A  de 1 — x, cu atît distanţa relativă a punctelor B 1 şi 
Dx de C este mai mică, şi undele corespunzătoare intersecţiei B 1D 1 şi B 2D 2 pot fi considerate ca undă Alfven şi rapidă circular polarizată. Pe măsurăundele corespunzătoare intersecţiilor B 2ş i D 2 devin tot(cazul III.) dreaptaA w Ţ Ţ  И'  ()insa ce U Vl -  Xmai diferite de unda rapidă şi Alfven. Cînd U =(2.1) este tangentă la parabola (2.2) în punctul B 3 şi astfel avem o soluţie dublă corespunzătoare acestui punct, şi o soluţie simplă corespunzătoareVi
punctului D 3. Deci în cazul x 0 pentru U > apar soluţii principialVl -  xdiferite de cele, cu care avem de a face la x =  0. în  cazul, cînd îî0<  t/< Vise inversează ordinea soluţiilor. Apare o soluţie (intersecţia B x) deja înaintea
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soluţiei corespunzătoare undelor lente. (A4). I )acă —p~ — <  U < t t () unda ra-
V1 — xpidă (A6) va avea caracterul acustic, iar la x 5A 0 apar în loc de soluţia dublai,' soluţiile corespunzătoare intersecţiilor /i6 şi D 6. Deci înaintea undei rapide 

(A)6 se va propaga cu o viteză mai mare o undă circular polarizată (D6). Astfel se vede, că din nou în domeniul de ordin de mărime î<2x în jurul valorii и2 (în cazul variabilei U2) îşi pierde sensul denumirea întrebuinţată obişnuit (x =  0) pentru undele magnetohidrodiuamice. Astfel în domeniul 6 <  x apar unde cu caracter complect nou.

F  i g .  1.Unda corespunzătoare intersecţiei (A{) parabolei cu axa Ox este totdeauna undă pur acustică, iar celelalte două, cărora le corespund intersecţii aflate pe dreptele verticale у =  1 ± х  vor fi unde circular polarizate. Proprietăţile undelor la x 0 vor fi cu atît mai apropiate de proprietăţile corespunză-
и Уъtoare cazului x =  0 cu cît raportul —  diferă mai mult de valoarea (1 ±  x) •

7 — Babeş—B olyai: Mathematica Physica 2/1964..



98 R . V .  D E U T S C H , M . C R IS T E A 43. Din cele precedente se poate trage concluzia, ca în cazul undelor magnetohidrodinamice în urma analizei ordinului de mărime a perturbaţiei densităţii faţă de perturbaţiile intensităţii cîmpului magnetic, trebuie să obţinem rezultate diferite de cele pentru x =  0. Această dilerenţă se vede din (1.3). Conform acestei formule în cazul undelor Alfven pentru sin 0 >> xraportul este de ordinul doi în raport cu x, ceea ce duce la efecte negli-abile. Avînd în vedere, că în cazul undelor magnetoacustice pentru sin 0 »  x A, depinde linear de x, în primă aproximaţie din (1.2) şi (1.3) ob­ţinem
A2 tg0

A2 и? cos2 8 H
(3.1)

adică, cum era şi de aşteptat, o relaţie independentă de x.în domeniul 0< x  pentru una dintre unde p' nu se anulează şi limita pen­tru 0-*-O este independentă de x. Această undă se propagă cu viteza de fază—  ~ u0. Dacă x —► 0 în cazul celorlalte două unde cu viteza de fază —  ~ u0 A A\/i dz x perturbaţia p' se anulează independent de mărimea lui x. Deoarece în domeniul 1 — x <  X <  1 Ц- x pentru 0 <  x apar unde cu caracter complet deosebit de cele corespunzătoare lui x =  0 (şi tratate în literatură), nu se mai poate enunţa existenţa în orice domeniu a undelor de tip Alfven cu p' =  0.
B I B L I O G R A F I E1. R . V . D e u t s c h ,  ,, R evue roumaine de physique", 1964 (sub redacţie).2. S ' I . S í r ó  v a t  s k i i ,  U F N , 67. 247 (1957).3. V . 1,. <1 h i n z b u r g, Rasproslranenie elektromagnitnih voln v plazme, F .M ., M oskva, 1960.

К И З У Ч Е Н И Ю  Я В Л Е Н И Я  Э Л Л И П Т И Ч Е С К О Й  П О Л Я Р И З А Ц И И  С Л А Б Ы Х  М А ГН И Т Н О ГИ Д Р О Д И Н А М И Ч Е СК И Х  ВО Л Н
( Р е з ю м е )

Изучается характер магнитногидродинамических волн в случае, когда они имеют направление очень близкое к направлению внешнего магнитного поля. В этом случае получаются (и в случае малых частот) две циркулярно поляризованные волны и одна продольная волна. Более подробно анализируется в особенности критическая область, когда скорость Алфвен очень близка к скорости акустических волн.
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C O N T R IB U T IO N S  À  L 'íiT U  D E  D U  P H É N O M È N E  D E  P O L A R I S A T IO N  E L L I P T I ­Q U E  D E S  O N D E S  M A G N É T O -H Y D R O D Y N A M IQ U E S  F A I B L E S  (Résumé)
Les auteurs étudient le caractère des ondes m agnéto-hydrodynam iques lorsqu’elles ont une direction très rapprochée de la  direction du cham p m agnétique extérieur. On obtient dans ce cas (comme dans le cas de fréquences faibles) deux ondes polarisées circulairement et une onde lon­gitudinale. On analyse plus en détail surtout le domaine critique, quand la vitesse Alfven est très rapprochée de la vitesse des ondes acoustiques.





E F E C T E  CO LE CT IV E  SI D E  D E FO R M A Ţ IE  ÎN  SE M ICO N D U CT O R !d<>
ТОЛ\ ST A N  şi A N U IIK I W K IS S M A N N

într-o lucrare anterioară [1] am dat ecuaţia masei efective, în interac­ţiunea electron-electron, considerând numai existenţa plasmonilor de va­lenţă, adică cazul unui număr relativ mic de electroni în banda de conducţie, 
DÜ « У С ,  DÜ şi DC fiind numărul electronilor din banda de conducţie,. respectiv valenţă. Aceasta corespunde conducţiei de impuritate, cînd nu­mărul electronilor ridicaţi din banda de valenţă în cea de conducţie este neglijabil.La excitaţii intense, numărul electronilor din banda de conducţie creşte pe seama celor de valenţă, conductibilitatea devenind intrinsecă. Pentru lungimi de undă mai mari ca raza de ecranare, interacţiunea dintre electronii de conducţie este încă bine aproximată de termenul H sr dat de relaţia (1.6) din [1]. In cazul unor excitaţii de frecvenţe mai mari (lungimea de undă în jurul lungimii Debye) interacţiunea între purtătorii de sarcină minoritari, dă naştere la efecte colective - adică la plasmoni de conducţie - neglijarea cărora nu mai este justificată. Acesta este tcc mai cazul semiconductorilcr de tipul Si  şi Ge, care au o discontinuitate netă în spectrul de excitaţie al pur­tătorilor de sarcină.Experienţele efectuate [2] arată că la Ge de exemplu, plasmoiiii de con­ducţie sínt în domeniul undelor micro, iar cei de valenţă în ultravioletul îndepărtat.Este cunoscut pe de altă parte, [3, 4] că o impuritate introdusă într-o reţea perfectă, provoacă o deformaţie mecanică de volum. Considerînd im­puritatea ca un defect punctiform într-o reţea infinită, deformaţia apare ca o singularitate în centrul defectului, potenţialul tensiunilor mecanice fiind de tipul funcţiei 8. Expresia potenţialului de deformare mecanică pentru un. electron în apropierea ionului de impuritate este

Vo =  —i~Ec'/,a:i8(r)unde E c caracterizează mobilitatea electronului, X coeficientul de deplasare 
a  ionilor reţelei în jurul impurităţilor iar a este constanta reţelei.



102 I. S T A N , A . W E IS S M A N N 2Considerînd un centru de impuritate într-un semiconductor cu o bandăsimplă, minimul căreia este în centrul primei zone Brillouin (k =  o) , ha- miltonianul sistemului de 71 (71 =  7Ü +  7Ü) electroni este
Я TUS [£  + - ( > \ 2-1

A c) ]
2 m +  V  Q /•+ ->■ \ 2

{e v +  E c)

8т:
Я  +  t/ + ( 1 )

unde p este operatorul impulsului electronului A,  şi V  potenţialul vector(longitudinal) şi scalar, E  intensitatea cîmpului electric dintre particule, U  potenţialul electric produs de impuritatea punctiformă de sarcină q intro­dusă în origine, VD potenţialul de deformare mecanică iar m masa elec­tronului.Introducem cîmpul plasmonic generat de interacţiunea electron-elec­tron, prin intermediul variabilelor de cîmp Qk şi P k =  Qk. utilizînd relaţiile
/-+ \

A " ( r J  =  
A c (rß) =  
E v (ra) =  
E c ( r0) =

( W  Ъ  k° Ql eik -'«

'№ *)*  £  k° Ql ■-r!i

1 d A l

o at

JL a! c
c a*

-(4n),/2S  k° P vk г'*-'«
k

(2)

cu condiţiile ç ;  =  - q . p : pîn  cele ce urmează vom nota prin a indicele unui electron de valenţă (a --- 1, 2, ... 7C) şi prin a indicele unui electron de conducţie (ß =  7Ü+X, 
7 C + \ . . . 7 1 ) .înlocuind (2) în (1) separînd termenii de scurtă rază de acţiune de cei de lungă rază de acţiune şi aplicând aproximaţia fazelor distribuite haotic [5] (notată prin R.P.A.) obţinem hamiltonianulя = я;; + я; + £ £ E ß  M  + U + vD + (3)a ß *>*о Ä2 и к )

+ [ p * +  p * + iM» < p -* +  p -* ) ]  • +  p\  -  ш  (p ;  +  p í )]
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u n d e a m  n o ta t
h í Sß

—  +  v i r  !2 m a

.2 .+  V  (r )2m 0 (5)
iar prin p” = -ik-

0

şi P* e~ 'k ' rß fluctuaţiile densităţii medii a elec­tronilor de valenţă, respectiv conducţie, iar prin M h expresia M 2k Printr-o transformare canonică generată de funcţia
s  =  r ^ J l - v » № ; +  « > ? - .şi prin neglijarea termenilor de scurtă rază de acţiune [1 ] obţinem

4 7T£2

(6)

н = h; + hc0 , „ сйяря’_ Ţ T C

^  cînip H v K t + ^  +  U +  VD (7)cu condiţiile suplimentare Р:*)ф о
unde am notat

H v* cîmp
[Pc — iM  pl )ф =  0

-  E  (P! P ’ , +  <  (?* (?" )  2 *<АД v * 1 P Ck x  ~ k

(8)

H C =  — S  (P? P l  A +  tói2 Ça О* ь)cimp 2  k<C.kß ' * * P  ̂k  ̂— k1

H v. .mt -1 V P t -  V .i[ ? a +2 k<kD m a 'l

H c .int
=  — V v , [ h  +-  U<.Ud m ß l

^coul - t K < 'P* P-u P  P l A

p kh A
2

(9)<?; p-*
■ ) Q l  p- и

Pl -  pï}tó” =  I 4il̂  e şi «1 =  1—— fiind frecvenţele oscilaţiilor colective ale cím-pului plasmonic de valenţă, respectiv conducţie, generate de interac­ţiunea coulombiană de lungă rază de acţiune între electronii de valenţă şi conducţie consideraţi liberi.



104 I .  S T A N , A . W E IS S M A N N 4Aproximaţia R .P .A  impune relaţia
m

(10)între frecvenţele plasmonilor de valenţă şi de conducţie, relaţie ce exclude interacţiunea cîmpurilor de plasmoni dintr-un solid, adică oscilaţiile colec­tive de frecvenţe diferite pot exista simultan intr-un domeniu al reţelei cris­taline dar nu pot interfera între ele. Folosind această relaţie (10), termenii de interacţiune foton-foton (longitudinali) dispar din hamiltonian.Pentru a aduce hamiltouianul la o formă şi mai convenabilă, eliminăm interacţiunile electron de valenţă-plasmon de valenţă, minoritar-plasmon de conducţie, majoritar-minoritar şi interacţiunile mixte aplicînd două trans­formări canonice succesive. Pentru aceasta aducem hamiltonianul (7) la forma
H  =  H +  К  +  Ж' +  'S - io v

k<kD 2 ж  q : cimp + ( l i )*<*„ 2 К  -  “ *> % G-* +  Ж  +  я;in t +  Я со11, +  d l +  V Lunde am introdus notaţiile
=  1 J 7  ( К  к

76‘cîmp
2 k<kD

-  H  (/-'* P  2 * k 1 Ql Qv-k)

^  Q l  Q l

со* şi coe fiind frecvenţele plasmonilor de valenţă şi conducţie în solid, adică frecvenţa oscilaţiilor colective ale unor electroni legaţi, satisfăcînd relaţiile [6]6}1,2 =  cof +  £2< î;02 >
(12)C/2 =  Ojţ +  k“<  l cl >unde < v v>  şi < v e>  sínt vitezele medii ale electronilor de valenţă şi con­ducţie. Condiţia existenţei oscilaţiilor colective în benzile semiconduc­torului este dată de [6]

k2 < v v2 >  «  со”2 
k2< v a >  «  O.ţConsiderînd prima transformare dată de funcţia generatoare
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u n d e

(K)u- =  M k

( ■ O x x  и

°ir
к \ v2  ̂ V2 ViJ - k >  U0>,,' —

4
Ыц> — со P-*);»2 V r-k’ll

r c \ ,J  ! c2 c2 I Vf“' — к кк
ùkk'( * * V  - 4 Ä i C- C'"л Х ' " -C I .V X X

II' fiind numerile cuantice ale electronilor de valenţă iar XX' ale celor de conducţie ; şi a doua de funcţia generatoareS =  Ecu k<kL

( Г/ ) , !\J к II kk

m i  - <d

(?*)vSkhi xx
M ,

("aV xx'

"a- -"xx''"/r -"xi- - " 2 - (■;“l"/r ' "xv ‘ “ 2/ u,
"Л II XX

-k'll AX

(!)IV " X X ’ -«1 , (V<a , i'khi dVxxtermenii de interacţiune menţionaţi mai sus dispar, dacă este satisfăcută relaţia de dispersie W- -  (OV2 +  o/f) CO* -b <-#„ (13)iar constanta dielectrică statică este înlocuită cu constanta dielectrică dependentă de frecvenţă uxx-
e(A,o>)unde со2 =  ta1'2 -)- 6jc2.Efectuînd calculele găsim

aw XX' (13')
я = н; + я; + щ + н[ + я2 -  нг л oi + vD (14>
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u n d e  a m  n o t â t

I I ,

II ,

_L  V ( r v  r- V\rk ?~k rc rC \ï"k1 ET'/'i CO) л ; 2V f
кN 1) со) W

____r v ^c2 P* ?-kbx

(15)

(ie)iar I I1’ si I I e sínt Ж”. ; Jùc. dună transformare.l ’entru a găsi nun-a efectivă stmliein ecuaţia lui Schrödinger
{Il -  A) b =  0 (17)eu hamiltouianul (11).Dezvoltiud funcţia de undă y după un sistem complet de lu aţii de bază Ф1 я  к . \ v N c

Ç d K '  A  I n ' v n 'c Ф«' n ' vn ' ck ’
' .Av.Ar Jя  N  VN  c

(18)
Ф c'i k  ■ T mn K N vN c =  " r„o ' ' Улг® a :  > y n c unde nu' sínt numerele cuantice ale electronilor atît în banda de valenţă cit şi în cea de conduc ţie, Ьл.„ (Qv) şi  ̂ e ((/) fiind funcţiile de undă ale lui 1ГХ respectiv Щ  de forma

kNV(<n =  П vwt, (Qv)
К

i>NC(Qc) =  П ţ Nc(Qc)
К  К

N ”K, N CKfiind numerele cuantice ale oscilatorilor de coordonate QVK, QCK iar ф „ v ,  'yV  funcţiile de undă corespunzătoare.Condiţia de ortonormalitate estei(I’ r v v  <!,я-алЛ а--) =  К»- W  W  5 & - К )  • (19)
КCalculul lui (17) ţinînd cont de (18) şi (11) se face ca în [1] în, ceea ce priveşte termenii H VQ, IIC0, H v H 2 şi Qi, iar în ceea ce priveşte H.A avem7W Л yC<rr I{nK X A - lH.Jn'K’N  "N e)- E2 k<kD

Mî“> i ,.2e(A.co) Pk P-k (\я' ^Nvn'v § ( E k ) ( 20)

şi pentru VD după [7 ](» A b V ^ |F D|«'A-dV'^) =  VD ( К ' - ! ! )  bnn, (21)



7 E F E C T E  C O L E C T IV E  Ş I DE D E F O R M A N T E  IN  S E M IC O N D U C T O R ! 107înlocuind aceste valori în (18) şi trecînd la reprezentarea г [1] obţinem[ W (- 'v,+  UT0T ] W i r )  =  E  W ( 7 )  (22)unde E nNVNc este dezvoltarea în serie a lui E nNVNC (k) după puterile lui 
(k) -► — í v 7. Ţinînd cont de (12) obţinem în mod analog ca în [1]W -  ( - * 'V ) =  +  *  со; +  y î W ' I W '  +

+  ~  со; | У ^ Д Г + 1 й ^ - м У +  V íW ' I S novc' +  23

í  ţ ^ „» 2^ ______ — — - _ _ _ _ _  ________(— + ' í “ f  iV  +  ! > (ATtv + 1 + V ^ w ]  w ++ 14 (V А с+ h {Nc'+ î) + ]vv' j §=ф + ж, SЧ о г reprezintă energia potenţială totală, coulombiană ecranată, per­turbatoare de impuritate şi de deformare mecanică
U,

MÍ
тот ,-+ . f Pa P i*  “b ?k P-ft) U  F  VD2e ( a , cú)ar F nNVNc este soluţia ecuaţiei masei efective (22).Urmînd raţionamentul din [1] se găseşte regula sumei f

2 Æ  i v “ ) i r ßi ä *E  ^iJUtfVflC V  , (V (V M n N vN c AI 2 j  r .  ~ J / l N VN C  ------ 0

(24)

a ß i3 »'*» £„■ - (25)d*« *&unde 1 ■ < ^ 2>
J№NVM +  т Ь г  I V  W  +  !) № +  !) +  V ^ I 8™ * '  ++  V 4  [У  {№ +  î ){NC/+ 1) 4- y i w ' ]  W ' (26)

iar deplasarea nivelului fundamental, din cauza interacţiunii minoritar- minoritar şi majoritar-majoritar va fi£, o ( ° )  =  E ooo (°) -  - ц -  [ У А ^ Ч  i H i T ' + i y  4- У N VN ‘ '] 8n»n«' -

~  Т Ч  ( y y v ^ + l)  (ive +  1) +  y m r 7] s w

(27)



108 I. STAN, A. WEISSMANN 8Din calculele de mai sus rezultă o regulă a sumei f (25) mult mai complectă decit cea cunoscută din literatură [7] întrucît ea conţine efec­tele colective de interacţiune electron-electron reflectate în expresia masei efective (26).Masa efectivă depinde de numerile cuantice ale plasmonilor de va­lenţă şi de conducţie, ceea ce arată că masa purtătorilor de sarcină (electronii efectivi) în diferitele benzi ale solidului depinde pe lingă viteza lor şi de interacţiunea cu cîmpul oscilaţiilor colective.Efectele colective considerate mai sus, acţionează şi asupra niveleului energetic fundamental deplasîndu-1, deplasare ce depinde deasemenea de numerile cuantice ale cîmpului plasmonic şi care se reduce la expresia cunoscută din literatură, neglijîndu-se aceste interacţiuni.în  ceea ce priveşte potenţialul de deformare mecanică observăm că nu produce nici un efect asupra masei electronului şi a nivelului funda­mental, fapt ce denotă o comportare opusa potenţialului electric de impuri­tate. Aceasta se datoreşte după părerea noastră, fie faptului că metodă aplicată este insuficientă punerii în evidenţă a acestui efect, fie faptului că plasmonii nu interacţionează cu acest potenţial.S h i n o h a r a .  [4] considerînd potenţialul de deformare ca un termen perturbator găseşte că masa electronlui şi nivelul energetic fundamental sínt influenţate dar el nu consideră efectele de interacţiune colectivă.Considerarea pe lîngă a plasmonilor de valenţă şi a celor de conducţie arată ele asemenea, ca într-un domeniu al reţelei cristaline pot exista simultan oscilaţii colective de frecvenţe diferite, dar ele nu pot interfera, între frecvenţele electronilor liberi şi legaţi existînd relaţia de dispersie (13) De asemenea constanta dielectric ă statică se înlocuieşte printr-o con­stantă dielcctrică dependentă de frecvenţă (33').
B I B L I O G R A F I E1. A.  W e i s s m a n ,  I .  S t a n , „Phys. L E T T E R S ”  1964 oct. (in press).2. A . D r e s e l  h a u s ,  I.  K i p p ,  C.  K i t t e l ,  „P h ys. R e v .”  100, 1955, p. 618.3. C. B a r d e n ,  M.  S h o c k l e y ,  „P liys. R e v .”  80, 1954, p.1488.

4. S . S h i n o h a r a ,  „Nuevo C.imento”  X X II , 1, 1961, p. 18.
5. D. B o h m ,  D.  P i n e s ,  ,,Phys. R e v .”  83, 1952, p, 338.
6 . D . - t e r H a a r ,  Introduction to the Physics of  Many-Body Systems. New-York, 1958.
7. M. L  u 11 i n g e r, W . К  о h n, „P h ys. R e v .”  97, 1955, p. 869.

К О Л Л Е К Т И В Н Ы Е  И Д Е Ф О Р М А Ц И О Н Н Ы Е  Э Ф Ф Е К Т Ы  В П О Л У П Р О В О Д Н И К А Х  ( Р е з юм е )В работе изучаются эффекты деформационного и примесного потенциала, а также действие электронов проводимости на движение эффективного электрона. Введя поле плазмонов проводимости помимо поля плазмонов валентности и деформа­ционный потенциал, образованный благодаря механическим напряжениям, появ­ляющимся вокруг примеси, получаются законы интерференции фотон-фотон в твёрдых телах, соотношение дисперсии частот коллективных колебаний, передвижение основ­ного энергетического уровня и уравнение эффективной массы.
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E F F E T S  C O L L E C T IF S  E T  D E  D É F O R M A T IO N  D A N S  D E S  SE M I-C O N D U C T E U R S(Résumé); ’ , ' Les auteurs étudient les effets du potentiel de déformation et d ’impureté, ainsi que Fac­tion des électrons de conduction sur le mouvement de l ’électron effectif. En introduisant le champ des plasmons de conduction à côté du champ des plasmons de valence et du potentiel de déformation dû aux tensions mécaniques qui apparaissent autour d’une impureté, ou obtient les lois d ’inter­férence photon-photon dans les solides, la relation de dispersion des fréquences des oscillations collectives, le déplacement du niveau énergétique de base et l ’équation de la masse effective.
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D E PE N D E N Ţ A  D E  T E M P E R A T U R Ă  A SP E C T R U L U I D E R E S  A IO N U L U I D E CU(II) ÎN  Z E O L IŢ Ide
Л . M d  I \ , G II. C R IS T E A

în  studiile noastre de rezonanţă electronică de spin (RES) a unor ioni paramagnetiei din grupa fierului introduşi în zeoliţi de tip A  şi У  sub formă policristalină, am obţinut rezultate noi cu privire la comportarea acestor ioni în cîmpuri electrice cristaline de diferite simetrii [1], [2], [3]. Modificarea şi controlul câmpului electric cristalin s-a făcut printr-o activare (tratare termică) a probelor la diferite temperaturi.Avînd în vedere anizotrópia pe care o prezintă constantele din hamil- tonianul de spin care descrie starea energetică a ionului de Cu(II) (cu spinul electronic S =  1/2 şi cel nuclear I =3/2) în cîmpuri cristaline de simetrie axială, atenţia noastră a fost îndreptată, îndeosebi, asupra acestui ion. în această lucrare se cercetează dependenţa formei liniei de R E S a ionului de Cu(II) de temperatura din cavitatea rezonatoare. Se cercetează dea- semeni dependenţa de temperatura din cavitate a constantelor de structură din hamiltonianul de spin.Telin i ca e X ]i e ri mi nt a lă .
Probele studiate. Ca mediu diamagnetic pentru cercetarea R E S a ionului de Cu(II) sínt folosiţi zeoliţi de tip Y,  care au celula elementară Na56[A102)5e (Si02)136], Proprietăţile structurale ale acestor zeoliţi, (site moleculare) sínt bine cunoscute în literatură [4] [5]. Introducerea ionilor de Cu(II) în reţeaua zeolitului s-a făcut folosind tehnica schimbului de ioni, utilizînd o soluţie de Cu(NO:;)2 de diferite concentraţii. După schimb, probele au fost spălate cu apă distilată şi apoi uscate la 100 °C, timp de 12 ore. Concentraţia ionilor de Cu(II) în zeoliţi a fost de 22, 17, 16, 8 , 

4, şi 0,3 ioni pe celula elementară. Această concentraţie a fost determinată prin analize chimice şi prin metode R E S. Măsurătorile au fost efectuate în regim dinamic de temperatură, variindu-se temperatura din cavitate de la ló C pînă la 200°C.
Instalaţia experimentală. Măsurătorile au fost făcute în instalaţia J E S —3B. S-a lucrat în condiţii de modulare de înaltă frecvenţă (100 KHz) eînd sensibilitatea instalaţiei este de 2. 1011 spini/gauss. Electromagnetul



1 1 2 A . NICULA, GH. CRISTEA 2cu un intrefier de 00 mm, are diametrul de 300 mm şi omogenitatea cîmpu- lui de IO -6. Intensitatea cîmpului permite un baleaj maxim de ±300 gauss intr-un timp reglabil în 5 trepte de la 3 minute la 2 ore. Măsurarea cîmpului magnetic a fost efectutatâ cu un gauss-metru protonic.Partea de microunde are un clvstron care lucrează în banda X  (9,5 KMHz) şi o cavitate rezonatoare T E 102, tip reflex, avînd un factor de calitate Q =  4135. Frecvenţa microundelor a fost măsurată cu o cavitate etalonată la o precizie de 2.10 5.Cu ajutorul instalaţiei JE S  V 'f —2, s-a variat temperatura cavităţii cu o precizie de ± 1 'C  în intervalul de temperatură de la 10 la 200 °C. Temperatura a fost măsurată cu un termoeuplu Cu — Constantán.Folosind detecţia de fază au fost înregistrate derivatele curbelor de absorbţie. Cu acelaşi înregistrator se înregistrază şi temperatura din cavitate.

ш

Date experimentale.Dependenţa de temperatură a semnalului de R1ÎS a ionului de Cu(II) s-a studiat în detaliu la probele cu zeoliţi de tip Y .  Cînd probele sínt complet hidratate (la temperatura camerei), ele dau un semnal de rezonanţă sime­tric, (pentru toate concentraţiile) cu g 2,159 şi lărgimea liniei cuprinsă între 153,4 şi 137,8 gauss. Răcind proba care conţine 4 ioni de Cu(II) pe celula elementară la temperatura de - 182 C spectrul acesteia devine asi­metric avînd absorbţia din banda peralelă a cîmpului magnetic de aproximativ trei ori mai mică decît absorbţia din banda perpendiculară a cîmpului magnetic. Această descreştere în amplitudinea curbei de absorbţie, a fost compensată printr-o creştere a lărgimii liniei de rezonanţă. Totodată în banda paralelă a cîmpului magnetic au apărut clar două piscuri ale struc­turii hiperfine separate prin constanta A  =  0,0157 cm-1. Cu ajutorul aces­tor piscuri se pot deter­mina poziţiile celorlalte două piscuri (nerezolvate) asociate benzii paralele a cîmpului magnetic. S-a calculat factorul g{, al acestei benzi şi s-a găsit valoarea 2,331.Cele 6 probe au fost cercetate la temperaturi cuprinse între 15—200 °C. în  fig. 1 se arată cum depinde de temperatură lărgimea liniei şi intensi­tatea semnalului de ab-- - , sorbtie. Din figură sew i,0 60 во 100 110 M  1(0 ISO 2001 o ' intensitatea deF i g -  1 . 0  — Dependenta amplitudinii semnalului de , , . * -  1temperatură. absorbţie creşe pma laO  — Dependenţa lărgimii liniei de temperatură. temperatura de арГОХ.
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3 SPECTRUL RES AL IONULUI CU (II) IN ZEOLIŢI ŞI TEMPERATURA 11355 °C după care descreşte şi la temperatura de 150 °C începe să crească din nou. Lărgimea liniei variază cu temperatura în sens invers (vezi fig. 1) compor­tării intensităţii de absorbţie. Ea descreşte pînă la 55 °C apoi creşte şi pe la 170°C începe să descrească din nou. Măsurătorile fiind făcute în aer, grupul liniilor de structură hiperfină din banda paralelă (pentru proba cu 4 ioni de Cu(II) pe celula elementară) nu apare la 100°C, ca şi în cazul activării la 100°C în vid ci apare la o temperatură de 170°C (temperatură de cavitate). Chiar la temperatură de cavitate de 200°C nu s-a putut pune în evidenţă grupul de structură hiperfină din banda perpendiculară. Spectrul de R E S a ionului de Cu(II) în zeoliţi de tip Y  la temperatura din cavitate de 200°C este redat în fig. 2. Din acest spectru s-au determinat

P  i g . 2. Spectrul de r.e.s. al probei cu patru ioni de Cu (II) pe celula elementară la 200°C.
8 — Babei—Bolyai: Mathematics Physica 2/1964.



114 A . N IC U L A , G H . C R IS T E A 4constantele de structură hiperfină A =  0,0110 cm 1 şi factorii =  2,322 şi g± =  2,030.După răcirea probei de la 200°C la 16°C semnalul de rezonanţă prezintă o rezoluţie foarte bună a celor patru linii de structură hiperfină din banda paralelă fig. 3. Deasemeni prin revenire la temperatura de 16 °C absorbţia din banda perpendiculară creşte foarte mult. Constantele acestui spectru sínt A = 0,0120 cm - 1 g,, =  2,335 şi g± =2,019.

F i g .  3. Spectrul de r.e.s. al probei cu patru ioni de Cu (II) pe celula elementară, readus la 16°C.în  timpul cercetării dependenţei de temperatură a semnalului de R E S  s-a observat că pe măsura creşterii temperaturii, simetria semnalului creşte, (iniţial semnalul prezintă o uşoară asimetrie) ca apoi la temperaturi mai ridicate simetria să scadă foarte mult fig. 4. După revenirea la temperatura camerei semnalul de R E S prezintă cea mai puternică anizotropie. Depen­denţa formei liniei de R E S de temperatură pentru probele cu zeoliţi de tip X , urmează aceleaşi legi ca şi pentru cele cu zeoliţi de tip Y .Discuţii şi concluzii.Din rezultatele experimentale se constată că variind temperatura în cavitatea care conţine proba la presiune atmosferică semnalul de R E S  pre­zintă două aspecte extreme. Probele cu concentraţii mari de ioni de Cu(II) (22, 18 ioîii pe celula elementară) dau spectre simetrice la orice temperatură.



5 SPECTRUL RES AL IONULUI CU (II) IN ZEOLIŢI ŞI TEMPERATURA 1 1 5Lărgimea liniei şi intensitatea semnalului de absorbţie variază cu tempera­tura la fel ca şi pentru probele cu concentraţii mici în ioni de Cu(II) fig. 1. Pe măsură ce temperatura creşte probele cu concentraţii mici de ioni para- magnetici prezintă o anizotropie pronunţată a semnalului de R E S . Această anizotropie apare la temperaturi de cavitate mai ridicate decît temperatura de activare a probelor respective în vid. La temperatura camerei anizotrópia slabă a semnalului de R E S (fig. 4) se explică prin faptul că ionii de Cu(II) se află înconjurat de apă în cavităţile zeolitului care dau un cîmp de simetrie sferică cu o mică componentă axială. Pe măsură ce temperatura creşte ma­il .

F i g .  4. Dependenţa de temperatura a asimetrici spectrului de r.e.s.
bilitatea ionilor de Cu(II) creşte si deci şi caracterul haotic al coordinării moleculelor de apă creşte. Prin urmare simetria semnalului creşte (110°C). La temperaturi mai ridicate moleculele de apă părăsesc cavităţile zeoli­tului într-un număr foarte mare şi ionii de Cu(II) se apropie din ce în ce mai mult de locurile cationice din aceste cavităţi. Astfel anizotrópia semnalu­lui creşte şi în aceste condiţii (200 °C), apar liniile de structură hiperfină din banda paralelă a cîmpului magnetic. Totuşi această temperatură este insuficientă pentru a face posibilă apariţia grupului de linii de structură hiperfină din banda perpendiculară. Revenind la temperatura camerei răcirea făcîndu-se într-un timp scurt (cîteva minute) cantitatea de apă absorbită este neglijabilă. Susceptibilitatea magnetică a ionilor paramagnetici la această temperatură (16 °C) este mult mai mare decît la 200 °C ceeace duce la o creştere puternică a amplitudinii semnalului şi prin aceasta la o rezol­vare mai bună a structurii hiperfine din banda paralelă.



1 1 6 A . NICULA, GH. CRISTEA 6B I B L I O G R A F I E1. A.  N i  c u l  a,  D . S t a m i e r e s ,  J .  T  u r к e v i c h, „Report. Dep. Chem. Princeton U ni­versity''. N . J . ,  U .S .A .  1963.
2.  I . U r s u ,  A.  N i  c u l a ,  „R e v . P h ys.”  (sub tipar), 1964.3. A . N i c u 1 a, „Stu dia  U niv. Babeş-Bolyai”  C lu j, (sub tipar), 1964.
4 . R . L . B r a n s a r d, D . P . S  h о e m a c h e r, ,, J  Am. Chem. Soc.” 82, 1039 (I960). .5 . D . E . F r e e m a n ,  D.  N.  S t a m i e r e s ,  ,, J .  Chem. Phys.”  3ô, 799 (1961).
ЗАВИ СИ М ОСТЬ ОТ Т Е М П Е Р А Т У Р Ы  С П Е К Т Р А  ЭСР И О Н А  Си (И) В Ц Е О Л И Т А Х( Р е з юм е )В работе приводятся результаты исследований относительно зависимости от темпе­ратуры резонансного поглощения иона меди (П) в цеолитах и делается сравнение •с предыдущими результатами, касающимися зависимости этого поглощения от темпера­тур активации.Результаты измерений показывают поведение, подобное поглощению иона меди (II) в цеолитах, но сверхтонкая структура из параллельной полосы не проявляется при температуре 100°С (температура активации), а при 170°С (температура полости). При этой температуре смогли определить постоянные сверхтонкой структуры ифакто- poBg|| получив следующие результаты: А  — 0,0110 см, #ц =  2,322 gj_ =  2,030.При возвращении к комнатной температуре посредством охлаждения, амплитуда сигнала гораздо больше, а решение сверхтонкой структуры на много лучше.

L A  D É P E N D A N C E  D E  L A  T E M P É R A T U R E  D U  S P E C T R E  D E  R B S  D E  L 'IO N  D E  C U  (II) D A N S  L E S  Z É O L IT H E S(Résumé)Les auteurs exposent les résultats de leurs recherches sur la dépendance de la température •d’absorption par rapport à la résonance de l'ion de cuivre (II) dans les zéolithes et ils les compa­rent avec les résultats antérieurs relatifs à la dépendance de cette absorption par rapport aux températures d'activation.Les résultats des mesures font ressortir un comportement similaire de l ’absorption de l ’ion de cuivre (II) dans les zéolithes ; cependant la structure hyperfine de la bande parallèle n'appa­raît pas à la température de 100°C (température d ’activation) mais à celle de 170°C (tempéra­ture de cavité). A  cette température ou a pu déterminer aussi les constantes de structure hyper- fine pour les facteurs g^ et g j j  on a obtenu les résultats suivants: A  =0,0110 с т _1 ,^ц =  2,322 et 
S ±  =  2,030.E n revenant à la température de la pièce par refroidissement, l ’amplitude du signal est bieu plus considérable et la résolution de la structure hyperfine bien meilleure.



ST U D IU L  SP E C T R U L U I D E  R E ZO N A N Ţ Ă  E L E C T R O N IC Ă  D E SP IN  A  IO N U L U I D E V +3 ÎN  CO R IN D O N  (A120 3)de
GIÏ. C ltlST E A

După cum se ştie [1], pe nivelul 3d ionul de V +3 are doi electroni neîm- perechiaţi. Starea fundamentală a acestui ion este 3F 2de unde rezultă că spi­nul electronic S =  1, iar momentul orbital L =  3. în  monocristalul de A120 3 ionul de V +3 înlocuieşte izomorf ionii de Al+3, astfel că fiecare ion al vana- diului este înconjurat de 6 molecule de oxigen care formează un octaedru deformat puţin după axa Z. în  urma acestei deformări, peste cîmpul de si­metrie cubică, se suprapune un cîmp slab de simetrie tetragonală.Sub influenţa cîmpului cristalin de simetrie cubică, degeneraea de gra­dul 7 după orbită este ridicată parţial, astfel, că apar doi tripleţi inferiori şi un singlet superior. [2] [3], aşa cum este arătat în fig. 1. Componenta tri-

tr. Cfâtbxl
L - S H tittr/orF i  g . 1. Diagrama de despicare a nivelelor energetice a ionului V +3 în A ljO j.gonală a cîmpului cristalin despică în continuare tripletul inferior într-un dublet superior şi un singlet inferior. Sub influenţa cuplajului spin-orbită, degenerarea triplă după spin a singletului inferior este perturbată, creindu-şe un dublet de spin superior şi un singlet inferior, diferenţa de energie dintre
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7 Сущ

ele fiind de ordinul 7 cm -1. Dacă mai apare o componentă rombică a cîm- pului cristalin, din teorie [4], rezultă că degenerarea de spin se ridică complet. De fapt, acesta este cazul real al ionului de V+s în coridon. Nivelele de energie ale ionului în cîmpul cristalin care are şi o mică componentărombică se pot vedea pe fig. 2 .vSpinul efectiv în acest caz este S z =  zbl. pentru nivelele superioare şi Sz =  0, pentru nive­lul inferior care este nemagnetic.Din cauza despicării iniţiale mari, pentru observarea tranzi­ţiei ej«—>■ e 3j2 (iAikfj =  1) este necesară o cuantă de energie egală cu 7cm_1. în  gama obiş­nuită de frecvenţe 9000 MHz pentru observarea acestei tran­ziţii este necesar un cîrnp de aprox. 00 KOe, ceeace este foarte greu de realizat. Se va observa deci numai tranziţia e2 <—>■ s3, între nivelele despicate proporţional cu cîmpul magnetic exterior, supusă regulii de selecţie (|AM|) =  2). Rezol­varea spectrului, din cauza lărgimii liniei, [2] se poate obţine numai la tem­peratura heliului lichid, concentraţia ionilor de vanadiu fiind 0,13%. în  aceste condiţii se rezolvă şi structura hiperfină corespunzătoare ionului V51 compusă din opt linii, întrucît spinul nuclear este I  =  7/2.

F i g .  2. Efectul de despicare a cîmpului cristalin de asimetrie rombică.

Pentru determinarea nivelelor de energie s-a folosit hamiltonianul corespunzător cazului simetriei axiale peste care se suprapune o perturbare a unui cîrnp de simetrie rombică şi care are forma :
A
H  =  g„ ( Я Л  +  H ys'y) +  D  л

A S ’X + B [ S x ï x + S y I y) + E [ S x* -

j S ( S +  1) +s'2)
V  >

(1)

unde S x, S  , S t, sínt pro ecţiile spinului electronic efectiv, I x, I y, I t —proiecţiile spinului nuclear, ß = -------- magnetonul Bohr, D — con-stanta despicării în cîmp exterior nul, E  — constanta cîmpului rombic, iar 
A  şi В  — constantele de structură hiperfină.Deoarece în lucrare ne ocupăm numai de structura fină, omitem ter­menii de interacţiune cu nucleul. Deasemeni neglijăm termenul constant în D ,  care produce doar o deplasare în jos a tuturor nivelelor energetice cu mărimea 
2 D /3. Pentru simplificarea calculelor, avînd în vedere că nivelele de energie nu trebuie să depindă de orientarea sistemului de coordonate, rotim axele <ie coordonate pînă cînd cîmpul magnetic exterior va fi conţinut în planul



3 SPECTRUL DE REZONANŢA ELECTRICĂ DE SPIN AL LUI V + 3 IN ALsOj 119

yOz şi astfel. H x =  0, H , — H  cos0 şi H y =  #sinO. în  aceste condiţii hamiltonianul de spin se scrie :л
H  = jßffcose S t +  gj_ ßffsin 9 Sy +  D S ;  +  E{SFolosind matricile de spin pentruS =  1.

( °1lo
S '2)y ’ (2)

S s . o
-i0 1o

-i
s

scriem hamiltonianul de spin sub formă matricială. Aplicînd apoi metoda perturbaţiilor şi reţinînd termenii de primă aproximaţie ajungem la ecuaţia seculară care are următoarea formă :
a +  D  - z 4= b EV '2_  _ L j _ e  1 - bV 2 y 2

E ---- ţ= b — a +  D — eV 2unde <* =  gj| ß#cos0 şi b =  g± ß#sin0.Prin rezolvarea determinantului (3) primim ecuaţia :
z[(D -  z)2 -  a2] +  b\D -  z +  E) =  0 (4)de gradul trei în s, care are trei rădăcini nebanale, reprezentînd cele trei nivele de energie zv z2 şi z3 ale ionului de V +3 în cristalul de A120 3. Pentru uşurinţa rezolvării acestei ecuaţii considerăm D  »  g ^ H ,  g^ ß# şi g^ß# »  E, 

A , B ,  aşa cum se arată în [1]. Cu aceste condiţii ecuaţia (4) devine
z(D -  z f  +  b2{D -  z) =  0 (5)şi are soluţiile

z1 =  D
g2, B* H 2 sin* 0

E2 =  d  +  ^ ~ -------
ű (6) ^  ß2 H 2 sin2 6

Pentru o valoare constantă a unghiului 0, care este unghiul dintre di­recţia cîmpului magnetic exterior H  şi axa de simetrie a cîmpului cristalin, luată drept axă Oz ; de ex. pentru 0 =  90°, dependenţa poziţiei nivelelor de



120 G. CRISTEA 4energie a ionului V+3 de cîmpul magnetic exterior este cea prezentată în fig. 4e. în  fig. 4 am luat drept unitate de energie valoarea constantei D ,  ast­fel că punem peste tot D  =  1, în reprezentările grafice.Să determinăm nivelele de energie în aproximaţiile arătate pentru alte valori ale unghiului 0, constante, pentru care este posibilă rezolvarea simplă a ecuţiei (4) şi să vedem cum depinde poziţia nivelelor de energie de unghiul 0. Ecuaţia (4) sub formă generală se poate scrie astfel :
s(D — s)2 — (g2 cos2 0 +  sin2 0) pi2 # 2s ~j- g^ p2 Д 2 sin2 0 =  0 (?)a) 0 =  0. Ecuaţia (7) devine

z{D — — g2 p2 Д 2е =  0 (8)şi are soluţiile £l =  022 =  D  +  £ц ря (9)s3 =  D  — ряcare reprezentate grafic în funcţie de cîmpul magnetic exterior se prezintă ca în figura 4a.b) 0 =  45°. Ecuaţia (7) devine2 e(D -  e)2 -  a2s -  b2{D -  г) =  0 (10)iar rezolvarea ei se face printr-o metodă grafică. Descompunem (10) în două părţi şi notăm Y 1 =  2 s(D — s)2 ; Y 2 — {a2 - f  62)г — b2D.  Căutînd valoarea maximă a lui Y x, în funcţie de energie avem :
= 2 { D  -  s)2 -  4s(Z> -  s) =  0de unde Y lmin =  0 pentru s =  D  iar У 1шах =  8Я/27 pentru e =  D j3. Pentru a găsi soluţiile care satisfac ambele ecuaţii Y t şi У 2 trebuie să găsim punctelede intersecţie ale dreptei Y 2 cu, curba de gradul trei Y 1( aşa cum se arată în fig. 3. Considerăm У 2 =  0 şi găsim punctul de intersecţie al dreptei cu axa. _  b*D _  g±—energiilor. 16* j +  S i  2 Se are in vedere că gDa fel, considering г =  0, în У 2, primim intersecţia acestei drepte cuaxa ordonatelor У , b-, Avînd învedere semnificaţia fizică a parametri­lor aşi b, observăm că panta dreptei У  2 depinde de cîmpul magnetic exterior aplicat. Variaţia cîmpului magneticexterior Я , duce la rotirea dreptei



5 SPECTRUL DE REZONANŢA ELECTRICA DE SPIN AL LUI V 3 IN АкОэ 1 2 1Y 2 în jurul punctului e0 (fix pentru un 0 dat), iar punctele de intersecţie a ecuaţiilor Y j şi Y 2, glisează pe ramurile parabolei determinînd astfel variaţia energiei nivelelor energetice ale ionului de V +a, cu variaţia eîmpului mag-netic exterior H ,  aşa cum este arătat în figură 4c.Pentru descrierea cazurilor următoare procedăm ca în cazul precedent :c) 0 =  30°. Ecuaţia (7) se scrie4s(D -  e)2 -  Зя2е +  b*(D -  £) =  0 care are următoarele valori de minim şi maxim pentru Y r
813 ’iar punctele de intersecţie a dreptei Y 2 cu axele de coordonate síntY 2(0) =  - 62

9ifi 1

(И)

Variaţia energiei nivelelor în funcţie de cîmpul magnetic exterior este arătată în fig. 4b.d) 0 =  00°. Ecuaţia (7) devine4s(D — s)2 -  (rt2 +  Ж-) г +  ?,ЬЮ =  0 (12)din care primim în med analog.Y,(D) =  0 Y 2(D) =  -3 6 s
171 8 S!13 co .ir + V’J_ 3/4.

Dependenţa energiei nivelelor ionului de V +a în funcţie de cîmpul mag­netic exterior este arătată în fig. 4d.După cum reiese din cazurile discutate, comparînd diagramele energetice corespunzătoare diferitelor valori ale unghiului 0, crescătoare, nivelul ener­getic e3 se ridică odată cu creşterea unghiului de la 0° la 90°, de la г =  0 pînă la e =  Í . Aceasta se reflectă în anizotrópia factorului g care trebuie să depindă puternic de orientarea eîmpului magnetic exterior faţă de axa eîm- pului cristalin, conform formulei.g2 =  g2 cos20 - f  g2± sin2 0 (13)



122 G . CRISTEA 6Concluzia experimentală ce rezultă de aici este, că valoarea cîmpului magnetic la care va avea loc absorbţia de rezonanţă, pentru tranziţia per­misă, va depinde de orientarea cîmpului magnetic, considerînd constantă frecvenţa cîmpului de microunde.
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И З У Ч Е Н И Е  С П Е К Т Р А  Э Л Е К Т Р О Н Н О  — С П И Н О В О ГО  Р Е З О Н А Н С А  И О Н А  V+»В К О Р У Н Д Е  (А120 3)( Р е з юм е )В работе дается новый графический метод решения векового уравнения корни которого являются энергетическими уровнями, зависящими от поля, между которыми имеют место переходы в процессе резонансного поглощения.Решение даётся для пяти постоянных значений угла 6, между направлением внешнего магнитного поля и осью симметрии кристаллического электрического поля.Из энергетических диаграмм видна сильная анизотропия фактора g , причём энергетический уровень е3 растёт с повышением угла от 0° до 90°, от е =  0 до е =  1.

E T U D E  D U  S P E C T R E  D E  R É S O N A N C E  É L E C T R O N IQ U E  D E  S P IN  D E  L T O N  D E  V + 3 D A N S L E  C O R IN D O N  (A120 3)(Résumé)L ’auteur apporte une méthode graphique nouvelle pour la résolution de l ’équation sécu­laire dont les racines sont les niveaux énergétiques dépendant du champ, entre lesquels ont lieu les transitions dans le processus d ’absorption de résonance.La résolution est effectuée par cinq valeurs constantes de l ’angle 0, que font la direction du champ magnétique extérieur et l'axe de symétrie du champ électrique cristallin.Des diagrammes énergétiques ressort l ’anisotropie puissante du facteur g, le niveau éner­gétique e s’élevant — à mesure que l ’angle croît de 0° à 90° — de e =  0 jusqu’à e =  1.





P R O D U C E R E A  T E N S IU N II ÎN  T R E P T E  PE N T R U  R ID IC A R E A  AUTOM ATĂ A C U R B E L O R  C A R A C T E R IST IC E  CU A JU T O R U L  O S C IL O G R A F U L U I CATODICde
A LEX A N D R U  BÓDI

Pentru vizualizarea oscilografică a familiilor de curbe caracteristice ale elementelor neliniare, tensiunea care joacă rolul parametrului indepen­dent de obicei, este variată continu sau în trepte. Generatoarele care pro­duc tensiunea în trepte sínt folosite în multe domenii ale electronicii [1] 
[2] [3] [4].Privind principiul de funcţionare aceste generatoare pot fi încadrate în două grupe : electromecanice şi electronice. Generatoarele construite pe principii electromecanice sínt realizate fie cu contacte rotative fie cu re- leuri. Cele electronice produc tensiunea în trepte prin însumarea semnalelor dreptunghiulare simultane (însă de diferite frecvenţe) sau succesive. însu­marea semnalelor simultane se poate realiza sau cu ajutorul unui montaj aditiv unde sursele de tensiune dreptunghiulară sínt cuplate pe rezistenţa de sarcină prin rezistenţe legate în paralele (Fig. 1), sau cu ajutorul unui alt montaj aditiv', unde sursele de curenţi dreptunghiulari sínt legate pe rezis­tenţa de sarcină, prin intermediul unor rezistenţe în serie (Fig. 2).însumarea semnalelor succesive (a impulsurilor) înseamnă o acumulare 
a energiei impulsurilor. Montajul cel mai frecvent utilizat foloseşte în acest scop două diode (Dv D,2) ca ventile, şi doi condensatori (Cj, C 2) unde C 2 joacă rolul rezervorului (Fig. 3).Л .
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126 AL. BOM 2Pentru a compara cele două tipuri principale de generatoare electronice de tensiune în trepte, am construit un generator care funcţionează pe baza însumării simultane şi un alt generator care funcţionează pe baza însumării succesive a semnalelor.în  următoarele vom arăta particularităţile celor două tipuri de genera­toare pe baza rezultatelor obţinute.
G E N E R A T O R U L  CU ÎN S U M A R E  SIM U L T A N Ă .în  tehnica televiziunii aceste tipuri de generatoare sínt construite cu etaje care conţin multivibratoare. în  construcţia aparatelor electronice cu citire cifrică aceste tipuri de generatoare sínt formate din etaje care conţin circuite basculante bistabile (triggere).Pentru construirea generatoarelor de tensiune în trepte destinate ri­dicării oscilografice a curbelor caracteristice este mai avantajoasă combinarea celor două metode.Dacă generatorul constă numai din etaje multivibratoare pentru păs­trare sincronismului între multivibratoarele acordate la diferite frecvenţe se foloseşte metoda sincronizării succesive. însă acest sistem de sincronizare permite reglajul simplu al frecvenţei numai într-o gamă foarte îngustă. Dacă generatorul este construit din etaje „trigger” sistemul menţine cons­tant raportul frecventelor între etaje într-un domeniu larg de frecvenţe. Pentru a porni însă generatorul este necesar un semnal special.Aceste neajunsuri pot fi eliminate dacă folo­sim ca prim etaj multivibrator (MV) şi în urmă­toarele etaje scheme cu circuite basculante bistabile (triggere) (TG) (Fig. 4).Deoarece acest generator are ca oscilator pilot un multivibrator, nu necesită un semnal special de pornire. Frecvenţa de repetiţie a tensiunii în trepte se poate regla în mod simplu, modificînd frecvenţa multivibratorului. Deoarece funcţionarea circuitelor basculante într-un domeniu larg nu depinde de frecvenţa semralelor declanşatoare, generatorul acoperă o bardă largă de frecvenţă. Folosirea multi­vibratorului ca oscilator pilot permite în acelaşi timp şi sincronizare ten­siunii în trepte.
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Construcţie.' Am construit un generator cu n =  4 etaje, care furnizează o tensiune cu un număr de 2” =  16 trepte (Fig. 5).Oscilatorul pilot este un multivibrator (MV) construit cu o triodă dublă (6H7C). Frecvenţa de repetiţie a multivibratorului se poate regla cu un potenţiometru P v  Simetrizarea semnalului se realizează cu ajutorul poten- ţiometrului P 2. Semnalul multivibratorului după o derivare şi redresare



3 PRODUCEREA TENSIUNII IN TREPTE 1 2 7declanşează triggerul TGlt ale cărui semnale după derivare şi redresare declanşează triggerul TG% (identic cu TGX) şi acest proces se repetă mai, departe tot aşa pînă la triggerul TGa. Semnalele dreptunghiulare ale ce­lor patru etaje sínt adunate şi apoi amplificate cu ajutorul unui

Iamplificator final (A F ), avînd rezistenţa de sarcină potenţiometrul P 3> reglajul volumului. Forma semnalului de ieşire poate fi corectată cu ajutorul potenţiometrelor P 4, P 6, P 6, P 7.
Performunţe.— Semnalul de ieşire este o tensiune în trepte, lineară (fig. 6.), ceea ce înseamnă că distanţa între palierele vecine este constantă.— Tensiunea de ieşire este reglabilă între 0—28 V  (delà vîrfla vîrf)..

1



1 2 8 AL. BÖDI 4— Rezistenţa de ie­şire fiind mai mică decit 1OOOQ, la generator pot fi conectate sarcini relativ mari, rezistenţe cu valori relativ scăzute, fără a distorsiona forma sem­nalului.
P  i  g . 6 .— Frecvenţa de repetiţie a tensiunii se poate regla între 38—200 Hz.— Generatorul funcţionează normal la o variaţie de ±30%  a tensiunii anodice.— Tensiunea de sincronizare este aproximativ de 30 V.

G E N E R A T O R I L CO X .-T R U IT  l’E  B A Z A  b U M Ă R I I  IM P U L S U R IL O R  S U C C E S IV E .Cu acest montaj se obţine o tensiune în trepte prin acumularea energiei electrice. în  schema cea mai răspîiulită (Fig. 3). condensatorii Cj şi C a sínt legaţi în serie şi sub acţiunea unui impuls ei se încarcă prin dioda D v în  ur­mătoarele, condensatorul Cx se descarcă prin dioda Z)2, iar condensatorul 
C 2 rămîne încărcat cu o oarecare sarcină. în  urma repetării periodice a acestui proces, condensatorul C 2 se încarcă treptat şi tensiunea lui tinde către o valoare limită. Sistemul revine la starea lui inţială prin descăr­carea condensatorului cu ajutorul unui comutator automat care-1 scurt­circuitează atunci cînd tensiunea condensatorului a atins (tensiunea) nivelul necesar pornirii comutatorului. Drept comutatoare pot fi folosite tuburi cu neon tiratroane, oscilatoare de relaxare tip DC sau RC [5]. în  lo­cul diodelor pot fi folosite tuburi cu grile [6].Tensiunea în trepte astfel obţinută va avea o alură cu caracter expo­nenţial. Pentru linearizarea tensiunii, se intrioduce o reacţie cu ajutorul unui amplificator. Alegînd factorul de amplificare egal cu unitatea, se obţine o treaptă lineară numai în cazul cînd rezistenţa internă a generatorului de impulsuri este egală cu zero, fapt care de obicei nu se îndeplineşte în practică.într-o lucrare anterioară am arătat [7] că mărirea coeficientului* de reacţie peste unu micşorează erorile.în  realizările de pînă acum în acest domeniu cerinţele faţă de amplifi­catorul din bucla de reacţie au fost următoarele : factor de amplificare egal cu unitatea şi defazaj introdus egal cu zero. Aşa că cel mai indicat a fost folosirea unui etaj repetor catodic. în cazul nostru avem nevoie de un ampli­ficator cu un factor de amplificare între 2—8 şi un defazaj egal cu zero.Aceste condiţii pot fi îndeplinite numai cu amplificatori cu mai multe etaje. Cel mai economic este cel cu două etaje.
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Construcţia.Schema generatorului este cea obişnuită ÎFig. 7).Tubul 7\ este generatorul de impulsuri, T 2 repetor catodic şi ampli­ficator. Numărul treptelor se poate regla cu potenţiometrul P v în  locul tiratronului Tb se poate folosi şi un tub cu descărcare lu- miniscentă.Divizorul de tensiune for­mat din R x şi P 2 serveşte la restabilirea componentei con- tinuie a semnalului. Tubul T 6 şi F 7 formează amplifica­torul din bucla de reacţie.
Perform nţe.Ca semnal de pornire este necesar un impuls negativ cu o valoare de 25 V. Frecvenţe de repetiţie a impulsurilor de pornire poate fi cuprinsă între 40-4000 Hz.linearitatea tensiunii în trepte este mai bună decît în montajele unde coeficientul de amplificare este mai micsau egal cu unu (Fig. 8). Fi g. 7.
C O N C L U Z II.Studiul comparativ al celor două tipuri de generatoare în vederea fo­losirii lor la ridicarea automată a familliilor de curbe caracteristice ne arată următoarele :acest scop pot fi folosite cu succes generatoarele de ambele ti­puri. în  ceeace priveşte construirea şi exploata­rea lor, au anumite par­ticularităţi :— Numărul trepte­lor la primul tip (sem­nale simultane) este dat relaţia m =  2" unde n e-te numărul etijelor di- vizoare de frecvenţă. Nu­mărul treptelor poate fi oricît de mare. Ta tipul al doilea (semnale succe­sive) numărul treptelor F 1 g. s este determinat în esenţă
9  — Babeş—B olyai: Mathematica Physica 2/1964..



1 3 0 AL. ВОШ &de raportul capacitanţei condensatorilor Q  şi C 2. Practic acest raport poate fi limitat (De obicei nu poate fi mai mare decit 15) din cauza fenomenului de fluctuaţie ce apare în procesul de aprindere a tubului prin care se descarcă condensatorul C z.
— Primul tip nu este sensibil la variaţia tensiunii anodice, al doilea necesită o sursă stabilizată.— Practic cu primul montaj este mai uşor de obţinut o tensiune în trepte liniară deeît cu al doilea.— In timpul funcţionării, primul tip prezintă — faţă de al doilea — o stabilitate mai mare în privinţa numărului treptelor, linearitate şi valoarea tensiunii de ieşire.— Cu ajutorul primului generator, în afară de tensiunea în trepte li­neare (sau exponenţiale), pot fi realizate şi alte forme de tensiuni.Duînd în considerare particularităţile celor două tipuri de generatoare, după părerea noastră cu primul tip pot fi obţinute performanţe superioare. Insă dacă cerinţele faţă de linearitatea şi stabilitatea tensiunii în trepte nu sínt ridicate, al doilea tip care este mai simplu (are un număr mai mic de piese) este indicat pentru a fi construit.în concluzie, pentru cazuri simple propunem utilizarea generatorului de al doilea tip (dar fără amplificator în bucla de reacţie), iar pentru măsurători cantitative recomandăm primul tip de generator.

B I B L I O G R A F I E1. B a b i t s  V.  A. ,  S p e n g l e r  S.  R „  M o r r i s ,  R.  V. ,  „Electronics", 27 (1954) 3, 1642. B u r r  R.  P. ,  S t o n e  W.  R. ,  N o y e r  R.  O. ,  „Electronics” . 24 (1951) 8 , 116.3. E  n ii e s H . E ., „Electronics” , 27(1954), 4, 138.4. G r i n  G . L ., „Izmeritelnaia telm ika", 1959, 11, 54.5. Z g u t M. A ., N  agleadnîie posobia po radioteknike. Sviazizdat, Moscova, 1958.
6 . R i c h t e r  H ., Gyakorlati elektronika. Műszaki Könyvkiadó, Budapest, 1959.7. B ő  d i  A ., „Izmeritelnaia tehnika” , 1962, 12, 33.
ПОЛУЧЕНИЕ СТУПЕНЧАТОГО НАПРЯЖ ЕНИЯ ДЛЯ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
ИЗОБРАЖЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ КРИВЫХ С ПОМОЩЬЮ ЭЛЕК­

ТРОННО — ЛУЧЕВОГО ОСЦИЛЛОГРАФА

( Р е з ю м е )

Работа занимается получением ступенчатых напряжений с целью их исполь­
зования для наглядности характеристик нелинейных элементов с помощью электронно­
лучевого осциллографа.

Классификация этих генераторов делается по способу которым они. образуют 
ступенчатое напряжение посредством суммирования одновременных или последова­
тельных прямоугольных напряжений. Для сравнения двух типов построили по одному 
генератору. На основании анализа характеристик смогли решить, что для упомянутой 
цели соответствует лучше тот тип, который использует одновременное суммирование.
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P R O D U C T IO N  D E  L A  T E N S IO N  E N  E S C A L IE R  E N  V U E  D E  R E L E V E RA U T O M A T IQ U E M E N T  L E S  C O U R B E S  C A R A C T É R IS T IQ U E S  A L ’A ID E  D E  L 'O S C IL L O G R A P H E  C A T H O D IQ U E
( R é s u m é )L ’auteur s’occupe de la production des tensions en escalier afin de les utiliser pour une meilleure visualisation des caractéristiques des éléments non-linéaires à l ’aide de l ’oscilloscope cathodique.Il effectue une classification de ces générateurs selon la façon dent ils produisent a tension en escalier, en totalisant les tensions rectangulaires simultanées ou successives.Afin de comparer les deux types, on a construit pour chacun un générateur. L ’analyse des performances obtenues a permis d’établir que le type utilisant la sommation simultanée corres­pond mieux au but visé.



♦



REZON AN ŢA EEECT К ONI C Ă U E  SPIN  A IO N IR O R D E  C U P R U  (II) ÎN  D IF E R IT E  SO R U ŢII
de

A L. M O U LA

în cercetările noastre de rezonanţă electronică de spin (RES) a ionu­lui de cupru (II) în site moleculare — zeoliţi de tip X  şi Y  — am urmărit dependenţa absorbţiei de rezonanţă de conţinutul de apă din reţeaua zeoli- tului [1]. Deoarece zeoliţii complect hidrataţi (conţinînd ioni de cupru (II)) pot fi consideraţi ca fiind analogi cu ionii de cupru (II) sub formă de complecşi în soluţii apoase şi sub formă de soluţii cu glicerina, am studiat R E S  a aces­tor ioni în diferite soluţii cu glicerină.Soluţiile folosite în acest scop au fost următoarele : azotat de cupru în apă, perclorat de cupru în apă şi cupru în soluţie de acid percloric, brc- mură de potasiu şi de cupru în soluţie de bromură de potasiu, clorură de cupru şi potasiu în soluţie de clorură de potasiu, precum şi sulfat de cupru şi amoniu în soluţie concentrată de amoniac.Tehnica măsurătorilor de R E S folosită pentru studiile noastre este descrisă în lucrările [2] şi [3].
Rezultate experimentale.Da toţi complecşi amintiţi mai sus, în afară de sulfatul de cupru şi amoniu, s-au obţinut spectre de rezonanţă cu linii perfect simetrice. Valoarea factorului g pentru perclorat de cupru şi pentru azotat de cupru nu variază cu concentraţia. Această valoare este de 2,158 şi respectiv 2,192. în  cazul clorurii de cupru şi de potasiu şi sistemului bromură potasiu şi cupru s-a observat o uşoară schimbare a factorului g de la 2,168 la 2,185 pe măsură ce diluţia creşte. Această schimbare nu este liniară şi ea se datoreşte pro­babil, schimbării poziţiei chimice a ionilor de cupru în complexul halcgenat.Uărgimea liniilor R E S variază cu concentraţia în ionii paramagnetici. Această schimbare este pronunţată la concentraţii mai înalte pe cînd la soluţii foarte diluate lărgimea liniilor rămîne aproximativ constantă. Pentru soluţiile diluate de perclorat de cupru în acid percloric această lărgime este de 150 gauss, pentru nitrat de cupru în acid nitric, lărgimea liniei este de 143 gauss, pentru clorură de potasiu şi cupru în soluţie de clorură de potasiu



134 AL. NICULA 2ea este de 153 gauss şi pentru bromura de potasiu şi cupru în soluţie de bro- mura de potasiu şi cupru în soluţie de bromură de potasiu este de 169 gauss. Dependenţa lărgimii liniei de R E S de concentraţie în ionii de Cu2+ a fost cercetată amănunţit, pentru cazul azotatului de cupru îti soluţie de acid azotic deoarece această sare are o mare solubilitate în apă. S-a observat că de la concentraţia de 2,2 • IO21 ioni de Cu2+ pe mol la 1,1 • IO21 Cu2+ pe mol (concentraţii mari) lărgimea liniei prezintă o slabă creştere de la 97,7 la 99,8 gauss. Da aceste concentraţii lărgimea liniei trebuie să fie determinată de interacţiuni de schimb care micşorează această lărgime, deoarece distanţa medie dintre ionii de cupru este de 7 A  şi respectiv de 10 A  (pentru cele două concentraţii de mai sus). Pe măsura descreşterii concentraţiei cu ionii para- magnetici lărgimea liniei creşte linear la valoarea de 113 gauss pentru con­centraţia de 1,1 • IO20 ioni de Cu2+ pe mol şi o distanţă dintre aceştia de 20 A. D elà această concentraţie la concentraţia de 1,1 • IO19 lărgimea liniei, rămîne constantă.Dependenţa lărgimii liniei în fuueţie de concentraţie pentru cazul dis­cutat mai sus este prezentată în figura 1. Cu totul alt spectru de R E S s-a observat la sulfatul de cupru şi amoniu în soluţie de amoniac. Acest compus
гоо

NumdruL de toni d e  С и Щ /м  în  SDLutieF i g .  1. Dependenţa lărgimii liniei de rezonanţă a C u (X 0 3U în soluţii apoase în funcţie de concentraţie, la temperatura camerei.



3 REZONANŢA ELECTRONICA DE SPIN A IONILOR CU (II) 135în concentraţie mare a prezentat o singură linie de rezonanţă cu o valoare a lui g de 2,110 şi cu o lărgime a liniei de 153 gauss. După o micşorare de 10 ori a concentraţiei spectul arată o structură hiperfină compusă din patru linii. Constanta de interacţiune hiperfină pentru cele patru linii s-a găsit de 0,00705, 0,00615, 0,00615 cm -1 şi nu s-a obserVat structura hiperfină dato­rită momentului magnetic nuclear, a moleculelor de azot. Aceasta este prima dovadă [1] care pune în evidenţă structura hiperfină pentru soluţiile apoase, ce conţine cupru în complecşi anorganici figura 2.Pentru a realiza o reproducere a cavităţilor zeolitului în care sint introduşi ioni de cupru hidrataţi sooluţia apoasă â complexului de cupru şi amoniu a fost diluat cu glicerină. Glicerina perturbă difuzia, mişcarea de translaţie şi rotaţia complexului de cupru şi amoniu în soluţie şi la ridicarea spectrului de R E S apar schimbări. Spectrul de R E S  original simetric, cu patru linii

F i g .  2. A . — Spectrul de R E S  a complexului Cu2+ ( N H 3)4 la înaltă concentraţie.B . — Structura hiperfină a complexului Cu2+ (N H 3)4 rezolvată după o diluare de 10 ori a soluţiei de la A , la  tem peratura camerei.



1 3 6 AL. NICULA 4de structură hiperfină, devine asimetric şi foarte asemănător cu acel al io­nilor de cuprut în zeoliţi parţial deshidrataţi figura 3. Constanta de structură hiperfină A, în banda paralelă are valorile 0,0062, 0,0072, 0,0077 cm -1. Cînd aceasta soluţie care conţine glicerină a fost răcită pînă la — 79 °C,

P  i g . 3. B . — Efectul adaosului de glicerină asupra structurii hiper fine a complexului Cu2+ (N H 3)4..  A . -  Efectul răcirii l a —90'C a soluţiei spectrului B .spectrul de rezonanţă are forma spectrului obţinut pentru ionii de cupru în zeoliţi. Constanta de structură hiperfină creşte pînă la valorile 0,0.1.76 ; 0,0172 ; 0,0.142 cm-1. Al patrulea pisc nu s-a putu rezolva (figura 3).
Discuţii.Prin dirijarea concentraţiei ionilor de cupru (II)) în complexul Cu (NH.,)S0 4 s-a obţinut pentru prima oară structura hiperfină într-un com­plex anorganic. Aceasta a fost posibil prin micşorarea interacţiunii de dipol, (prin scăderea concentraţiei în ionii de cupru) interacţiune care duce la îngustarea liniei de rezonanţă.



5 REZONANTA ELECTRONICA DE SPIN A IONILOR CU (II) 137Introducerea glicerinéi în soluţiile complexului Cu2+(NH„)4 duce la o îndepărtare de la simetria sferică a cîmpului cristalin intern şi spectrul aces­tui complex devine asimetric cu piscurile de structură hiperfină variind în intensitate. Răcind complexul care conţine glicerina la temperatura azo­tului lichid, apare un spectru de RRS caracteristic substanţelor policrista- line. Forma spectrul obţinut indică existenţa unei componente axiale a cîmpului electric cristalin în care se află ionul paramagnetic. în spectru se disting piscurile de structură hiperfină din banda paralelă a cîmpului mag­netic, asociate cu g,, Cele din banda perpendiculară n-au fost rezolvate şi prin urmare factorul ĝ  s-a calculat numai aproximativ. Apariţia spectru­lui caracteristic substanţelor polieristaline se explic ă prin aceea că prin răcirea complexului care conţine glicerină la temperatura azotului lichid apar cavităţi poroase care deranjează simetria sferică caracteristică lichidelor
B I B L I O G R A F I E1. A l. N  i c u 1 a, D . S t a m i r e s a n d  J .  T ü r k e  v i  c h  „R e p o rt, Princeton U n iversity", Princeton, N . J . ,  S .U .A .,  1963.2. I . U  r s u, A l. N  i c u 1 a, , ,R e v . de P h y s .'’ (sub tipar) 1964.3. A l. N  i c u 1 a, Disertaţie, 1963.

ЭЛЕКТРОННЫЙ СПИНОВЫЙ РЕЗОНАНС ИОНОВ МЕДИ (II) В РАЗЛИЧНЫ Х
РАСТВОРАХ

( Р е з ю м е )

После подробного исследования ЭСР в цеолитах, автор провел исследования 
ЭСР иона меди (II) в различных растворах. Помимо интересных результатов, получен­
ных относительно сверхтонкой структуры, ширины линии и фактора g, получилось 
положение, когда сигнал ЭСР является подобным иону меди (II) в поликристал- 
лических растворах. Это положение получилось посредством введения глицерина в 
растворы, содержащие ионы меди (II) и их охлаждением при температуре жидкого 
азота.

Т.А R É S O N A N C E  É L E C T R O N IQ U E  D K  S P IN  D E S  I O N S  D K  C U IV R E  (II) D A N S  D I F F E R E N T E S  S O L U T IO N S(R é s u rn é)Après une étude minutieuse de la R E S  dans les zéolithes, l ’auteur a effectué des recherches sur la R E S  de l ’ion de cuivre (II) dans diverses solutions. Outre les résultats intéressants relatifs à la structure hyperfine, à la largeur de la ligne et au facteur g, il a obtenu une situation où le signal de R E S  est similaire à celui de l'ion de cuivre (II) dans les substances polycristallines. Cette situation a été obtenue par l ’introduction de glycérine dans les solutions contenant des ions de cuivre (II) et par le refroidissement de ces derniers à la température de l'azote liquide.





C R O N I C Ă

tlONTRIDUTII PRIVIND STUDIUL ŞI FO LO SIR EA  T EN SIU N II D R EP T U N G H IU LA R E
ÎN TEHNICA M ĂSURĂTORILOR

Rezumatul disertaţiei, prezentată de A L E X A N D R U  B Ó D I pentru obţinerea titlului de candidai 
în ştiinţele Şizico-matematice şi susţinută la Universitatea ,, Babeş — Bolyai" Clujîn 27 iunie 1962

Tem a disertaţiei atacă problema studiului şi a folosirii tensiuuii dreptunghiulare îu  m ăsură­rile fizice şi electronice, m ai ales la procese tranzitorii rapide.D isertaţia cuprinde două capitole. Prim ul capitol avînd 46 pagini alcătuieşte un studiu le­g a t  la  producerea şi aplicarea tensiunii dreptunghiulare în  diferite domenii ale ştiinţelor, accen- tu înd fizica şi tehnica măsurătorilor electronice. T extu l acestui capitol este însoţit de 92 fig u ri şi 204 trimiteri bibliografice.în  al doilea capitol, pe 72 pagini, se prezintă contribuţia personală a autorului privind pro­ducerea şi aplicarea tensiunilor dreptunglulare, precum şi unele rezultate experim entale obţinute prin aplicarea m etodei. T extu l este însoţit de 45 figuri, 11 grafice, 5 tabele, 21 fotografii de pe oscilograme şi de 127 citate bibliografice.în  primul subcapitol (II . 1) se analizează din punct de vedere m atem atic legătura dintre tensiunea sinusoidală şi dreptunghiulară. Se arată că orice funcţie periodică care poate fi expri­m ată printro-o serie Fourier a funcţiilor trigonom etrice, poate fi exprim ată tot aşa de bine şi cu o serie Fourier a unor fun cţii dreptunghiulare. în  paragraful I I .  2.1 sínt prezentate rezultatele obţinute în legătură cu formarea descărcării luminescente în gaze nobile, aplicînd im pulsurile de înaltă frecvenţă. S-a constatat că apare un tim p de întîrziere a descărcării luminoase fa ţă  de im pulsul de radiofrecvenţă. T im pul de întîrziere pentru tuburi fără adaos a rămas sub 10 p. s. L a  tuburi umplute cu H e sau Ne şi cu m ici adaosuri de alte gaze (cripton), s-a constatat — pentru orice distanţă între electrozi - o întîrziere considerabilă (pînă la 900 ms) care depinde de tensiune aplicată. Interpretarea rezultatelor a fost făcu tă pe baza unui mecanism  în  două trepte.Paragraful I I .  2.2 şi I I .  2.3 se ocupă cu folosirea tensiunii dreptunghiulare la oscilografie- rea. deferitelor fenomene. între altele se descrie un principiu de proiectare şi după aceasta construcţia uni com utator electronic m ulticanal.Sub capitolul I I .  4 se ocupă cu produerea şi folosirea tensiunii în  trepte, obţinută prin însumarea tensiunilor dreptunghiulare. Se descrie două generatoare de tensiune în  trepte cu d i­ferite principii de funcţionare şi se face analiza m atem atică a funcţionării lor. Pentru îm bună­tăţirea funcţionării lor disertantul prezintă cîteva m odalităţi.în  paragraful I I  4.7 se dă o m etodă pentru reprezentarea tridim ensională a curbelor de rezonanţă a circuitelor cuplate, pe ecranul oscilografului. L a  m etoda aceasta se foloseşte un cuplaj reglabil electronic, luînd drept element de cuplaj capacitatea joncţiunii p-n a unui tra n ­zistor sau diodă semiconductoare.
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în  lucrare s-a adîncit legătura între unele probleme de cercetare ale fizicii care aparţin însă şi domeniului electronicii, datorită metodelor de investigaţie folosite. Această tendinţă se explică prin faptul că cercetările experimentale actuale ale fizicii nu se pot efectua în general fără ajutorul metodelor de măsurare electronice moderne.C O N D U C Ă T O R  Ş T I I N Ţ I F I C  : P rcf. dr. T . László  (Univ. „B a b e ş-B o lya i”  Cluj) R E F E R E N Ţ I — : Prof. dr. T . V . luncscu, membru coresp. A cad . R .P .R . (Bucureşti), prof. dr. A . Cişnian, membru coresp. Acad. R .P .R . (Timişoara), prof. dr. D . Petrescu (Iaşi) .
D ESP R E R EZ O LV А В Ш Т А Т Е А  PROBLEMEI LU I D IR IC H L ET L A  SISTEME D E ECU A Ţ II 

CU DERIVATE PARŢIAI-E, DE ORDINUL A L D OILEA, D E ТЦ* ELIPTIC

Rezum atul disertaţiei, prezentată de P .  S Z I L A G Y I  pentru obţinerea titlului de candidat în  
ştiinţele fizico-matematice şi susţinută la Universitatea , , B abeş-B olyai" C lu j, în  28 iunie 1963

Lucrarea aduce unele contribuţii la studiul rezolvabilităţii problemei lui Diriehlet în cazuţ sistemelor de ecuaţii cu derivate parţiale de tip eliptic.Se consideră problema lui Diriehlet
1 Э-и,a**a-ri 2£ (.г ,, v 2; d » j

O+ £
‘ ,k=  1 d x k j = i

« i i r =  0 , «2 1Г =  0.
i  ^  1,2)

( 1 >

(2)unde L u  =  (LjU, Lpu) este un operator diferenţial cu coeficienţi reali, definiţi într-un do­m eniu Û  al planului x tO x2 cu frontieră Г .Se introduc normele $ S ( .^  + I Щ I2} âxxdx2
Q

(3}
U lo

a“«,-
! ! 1 dxkdxl

2 I£
j\ * = i I a«y

д  %ъ £  II u! !
3 =  1şi notaţia

Рц(хг. XY. l i .  У  =  £  Я =  2 )

( 4 )

(5)
În  prim ul capitol al lucrării se tratează rezultatele cunoscute în legătură cu rezol- vabilitatea problemei lui Diriehlet relativă la sisteme eliptice, precum şi noţinunile de bază, notaţii şi teoreme cunoscute, care sínt folosite în lucrare.în  capitolul doi este dem onstrată, că condiţie necesară şi »suficientă pentru ca inegali­tatea

:« 2 «  c (i; L\u ; 2 +  I l4 «í ! 2 + li Mir) (6)să fie adevărată pentru orice uCC.,  (П) este ca L u  să fie eliptic în punctul ( Vj, x2) . A ici ( X j, x 0) este un punct arbitrar fix a t în £2, 5 bş*V x2!L. H (7)
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оşi C2 (îl) mulţimea funcţiilor continue şi de două ori continuu derivabile în i i ,  care au suport compact în i i .în  capitolul I I I  se extinde inegalitatea (6) la .sisteme de forma (1) pe clasa funcţiilor din C2(ii) care satisfac condiţile (2). C 2(iî) este mulţimea funcţiilor definite şi de două ori continuu derivabile în £î. Se arată, că pentru valabilitatea inegalităţii (6) nu mai este suficientă elip- ticitatea sistemului (1). Se indică o clasă de sisteme eliptice de forma (1), în cadrul căreia se dă condiţie necesară şi suficientă pentru ca inegalitatea (6) să fie adevărată pentru orice « 6 C2(fl), care satisface condiţia la limită (2). Această clasă de sisteme, introdusă în prezentă lucrare este caracterizată de identitatea
■^11-^12 +  ^ 2 1  P 22 =  0  ipfyunde P . .  sínt polinoamele definite cu formula (5). în  continuare vom nota această clasă prin a i -  în  primid paragraf al capitolului I I I  se consideră un domeniu plan Ç1* de formă par­ticulară, mărginit de un segment de dreaptă Г х aşezat pe axa O xx şi de crdulae curbă Г г aşezat în semiplanul x 2 >  0. Prin (Й*) s-a notat mulţimea funcţiilor din C 2(iî*) care se anulează pe Fj şi într-o fîşie ,de frontieră a lui Г2. Se demonstrează următoarea teoremă : T E O R E M A  1. Condiţia necesară şi suficientă, ca să existe o constantă C >  0 ast­fel încît inegalitatea (6) pentru sistemul L  din clasa a i  să fie adevărată pentru orice m€C2(î !*) este ca ecuaţia

P i l  (  * v  x \  '■ C  z ) + * p 2 i  \ x î- x 2  '■ z )  =  0  (8)pentru un Çj 0 arbitrar fixat să aibă o rădăcină cu parte imaginară pozitivă şi o rădăcinăcu parte imaginară negativă.Paragraful doi al capitolului I I I  conţine extinderea rezultatelor obţinute în paragraful 1 la sisteme de forma (1) şi la domenii arbitrare cu frontieră suficient de netedă.Rezultatul de bază al acestui paragraf este :T E O R E M A  2. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca inegalitatea
I « 1  ^  c  ( Н ^ 1 « 1 1  2  +  I I  i - г “  I I  2  +  I l  « I I 2 )  ( 9 )să aibă loc în cazul unui operator L  din clasa cÆ de forma (1 ) pentru orice м care sa­tisface condiţiile (2 ), este ca în punctele de frontieră ecuaţia (8) să aibă o rădăcină cu parteimaginară pozitivă şi o rădăcină cu parte imaginară negativă.Aici (îl) notează spaţiul Sobolev al funcţiilor cu derivate generalizate la pătratintegrabile pînă la ordinul doi inclusiv.în  capitolul IV  al lucrării pe baza inegalităţii (9) se demonstrează o teoremă de alter­nativă şi încă două teoreme care se referă la rezolvabilitatea problemei (1 ), (2) şi la spectrul acestei probleme. Teorema de alternativă este următoarea :T E O R E M A  3. Dacă sistemul eliptic (1) aparţine clasei cÆ şi ecuaţia (S) în punctele frontierei Г  are o rădăcină cu parte imaginară pozitivă şi o rădăcină cu parte imaginară negativă, atunci rI . Sau problema

L- ”  f i  > — /2 : -- 0, u2 !p -- 0are soluţie unică pentru orice / =  (fv  /2) е Л г{0.), sau problema omogenă 
LjM =  0, L 2u =  0 ; «i lp = 0 ,  Mj I =  0

( 10 )

(H)are soluţie nebanală.
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I I .  Mulţimea soluţiilor problemei (11) (N) este un subspaţiu cu dimensiuni finite. De- asemenea mulţimea (N*) soluţiilor problemei
M jv  =  0, M 2v =  0 ; vx |r  =  0 , г»! [r =  0 (1 2 )este un subspaţiu cu dimensiuni finite. Aici M v  este operatorul conjugat al lui La.I I I .  In  cazul cînd problema (11) are soluţie nebanală, atunci problema (10) pentru ofuncţie are soluţie atunci şi numai atunci, dacă ea este ortogonală pe orice soluţiea problemei (1 2 )în  continuare se demonstrează, că teorema 3 este adevărată atunci şi numai atunci dacă ecuaţia (8) are o rădăcină cu parte imaginară pozitivă şi una cu parte imaginatră negativă.C O N D U C Ă T O R  Ş T IIN Ţ IF IC  : Prof. dr. D . V . lonescu (Univ. „B a b e ş -B o ly a i”  Cluj) R E F E R E N Ţ I  : Acad. prof. C . Jacob (Univ. Bucureşti), acad. prof. M . Haimovici (U niv. , , A.  I . Cuza”  Iaşi), acad. prof. G. Călngăreanu (Univ. ,,Babeş —Bolyai”  Cluj).

CONTRIBUŢII L A  TEORIA ELEMENTARĂ A  FUNCŢIILOR GENERALIZATE
Rezumatul disertaţiei prezentată de F . C O N S T A N T I N E S C U  pentru obţinerea titlului de can­

didat în ştiinţelefizico-matematice la Universitatea , , Babes — Bolyai" C lu j în 28 dec. 1963

Urm ărind apariţia şi dezvoltarea teoriei funcţiilor generalizate, sau altfel zis, a teoriei distribuţiilor sîntem conduşi încă odată la concluzia că nri capitole ale matematicii apar as­tăzi ca urmare a unor necesităţi de primă importanţă ale practicii. Prima distribuţie a fost introdusă de Dirac sub forma „funcţiei”  care îi poartă numele, găsindu-.şi o largă aplicaţie în fizica cuantică.în  lucrare se dă o metodă elementară de a construi distribuţiile de una sau mai multe variabile folosind noţiunea de diferenţă divizată a unei funcţii continue, urmată de aplicaţii în domenii clasice ale analizei matematice (ecuaţii funcţionale). Metoda noastră are avanta­jul de a prezenta simultan distribuţiile ca clase de echivalenţă în mulţimea şirurilor funda­mentale, derivate locale generalizate ale funcţiilor continue şi ca funcţionale liniare peste un spaţiu de bază. Astfel avem reunite cele trei proprietăţi care servesc diverşilor autori pentru construirea lor.Distribuţiile apar în cadrul lucrării ca şi clase de echivalenţă în mulţimea diferenţelor divizate (2 .1 ) k ![x1.x 1,x 2, . . . .  x h \ F{x)1

F  (x) fiind o funcţie continuă pe intervalul (AtB).Elementele Ь\\хл,х л, . x^\ F(.r)] şi l ! [xt x ^ , . . . ,  x, ; G(x)] sínt echivalente dacăşi numai dacă t 0*(0, _ * C(x) -  F(x)) =  0Deci în măsura in care diferenţele divizate generalizează noţiunea de derivată, distribuţiile- sînt derivate generalizate ale funcţiilor continue.în  continuare se demonstrează că în clasele de echivalenţă sínt conţinute şi anvmite- şiruri fundamentale după Mikusinski. De asemenea folosind diferenţe divizate pe neduri echi­distante putem prezenta imediat şi fcim a funcţională a distribuţiilor. Aceste rezultate sínt extinse în cazul distribuţiilcr de mai multe variabile.
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Un rezultat important al lucrării este obţinut în capitolul V  intitulat „Valoarea intr-un punct a unei distribuţii" arătîndu-se că această problemă este de fapt echivalentă cu problema mai veche a existenţei unei derivate directe pentru o funcţie continuă.T E O R E M A .  Condiţia necesară şi suficientă pentru ca distribuţia f{x) să admită o valoare în punctul х г este ca în fiecare clasă de echivalenţă care defineşte pe f(x) să existe un element (2 . 1 .) astfel ca funcţia f(x) să admită o derivată directă de ordinul k în xx.Ultim ul capitol al lucrării este consacrat ecuaţiilor funcţionale. Se indică posibilitatea aplicării teoriei distribuţiilor la rezolvarea unor ecuaţii funcţionale obişnuite. Se ştie că o largă clasă de ecuaţii funcţionale se rezolvă relativ uşor în ipoteza funcţiei necunoscute indefinit dcrivabilă, însă prezintă greutăţi deosebite în cazul în care funcţia necunoscută este presupusă numai continuă sau sumabilă. Urmînd o idee a lui Fenyő noi considerăm ecuaţia funcţională în cadrul distribuţiilor. Dacă rezolvarea ei în acest cadru mai larg conduce Ia funcţii indefinit derivabile în sens obişnuit, înseamnă că acestea vor fi soluţiile ecuaţiei funcţionale obişnuite în care funcţia necunoscută a fost presupusă continuă sau mimai suma­bilă. Cu această metodă se rezolvă anumite ecuaţii funcţionale pentru care metoda lui Fenyő nu este direct aplicabilă.C O N D U C Ă T O R  Ş T IIN Ţ IF IC  : acad. prof. G . Călugăreau и (Univ. „Babe.ş -  Bolyai” )R E F E R E N Ţ I : acad. prof. A . Ghika (Univ. Bucureşti) prof. dr. 'TU. Angheluţă (Inst. politehnic Cluj), prof. dr. I .  Climescu (Inst. politehnic Iaşi)
Ş E D I N Ţ E  D E  C O M U N I C Ă R I

în  anul 1963 Facultăţile de Matematică- Mecanică şi Fizică au ţinut următoarele şedinţe de comunicări :
11 ianuarie

A . N e v ,  Despre rapiditatea convergenţei a produselor infinite şi îmbunătăţirea ei.I . G y. M a u r e r — I . V  i n c z e, Despre inele ciclice.
14 martieF . К  o c h, Rezonanţă electronică în cîmpuri slabe neomogene.V . H i t t e r ,  Magnetizarea prin impui, suri la efectul Procopiu.72 aprilieС. К  a l i  к — P, S z i l á g y i ,  Despre re- zolvabilitatea problemei lui Dirichlet în cazul sistemelor eliptice.A . T u r c i i ,  Oscilaţii subarmonice ale ecuaţiei lui Duffing.M . Ţ a r i n ă ,  Conexiuni subproiective şi echiafine.
10 maiP . S a n d o v i c i ,  Asupra unor varietăţi dintr-un spaţiu Е я-

G  h. P i c ,  Despre o teoremă a lui H ada­in ard.I . К  o 1 u ni b á n, Despre comportarea asimptotică a aproximaţiei funcţiilor cu operatori liniari pozitivi.
4 iunieI . U  r s u, Fenomene de suprafaţă gaz- solid.V . M i n e n ,  Informare asupra cerce­tărilor facultăţii de chimie, secţia Fizică- -Chimie-Bucureşti.A . N  i c u 1 a, Absorbţia E .S .R . a ionu­lui de cupru în cristele poroase.72 noiembrieV . G r e c u, Studiul cărbunilor prin metoda rezonanţei electronice de spin.F . C o n s t a n t i n e s c u ,  Entropia sistemelor de spini în rezonanţa magnetică.
25 noiembrieA . N  i c u 1 a, Rezonanţa electronică de spin a ionului de Mn++ în zeoliţi.А . В ó d i, P . C i o a r ă ,  Determinarea- absolută a concentraţiei electronilor ne­împerecheaţi cu metoda R .E .S .
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6 decembrieM. S c h e c h t e r ,  Ordonarea unor cla­se de echivalenţă.V . G  r o z e, G  h. C o m a n, O nomo- gramă optimă dintr-o clasă de nomograme cu puncte aliniate de ordinul 5.A . I .  R  u s, Biniarizarea ecuaţiilor di­ferenţiale ordinare de ordinul n.

P A R T I C I P Ă R I  LA M A N I F E S T Ă R I  
Ş T I I N Ţ I F I C E  IN T E R N A  Ţ IO N A L E

26 — 29 august, Weimar. Sesiunea anuală a Societăţii Matematice din R . D . Germană.Acad. prof. T . P o p o v i c i ,  Asupra unor funcţii caracterizate prin inegalităţi func­ţionale liniareConf. E . M o l d o v a n ,  Asupra apli­cării teoriei grafelor la probleme de tran­sportLect. A . N  e y , Studiul convergenţei, a accelerării ei şi a evaluării restului seriilor cu termeni pozitivi cu ajutorul unor operatori.

4 —13 octombrie, Sofia (R.P.Bulgaria). Prima şedinţă de lucru a comisiei ţărilor socialiste de programare automată la maşini­le electronice de calcul (G .A .M .S .) Conf. D. S t a n c u .
20 — 26 octombrie, Gatlinburg (Tennessee, S .U .A .) . Conferinţa internaţională de teoria aproximaţiei organizată de , ,Society for Industrial and Applied Mathematics”Conf. D . S t a n c u ,  Asupra restului unor formule liniare de aproximaţie în două al variabile.
7—21 noiembrie, Budapesta şi Miskolc (R.P.Ungară). Vizite la Institutul de Ma­tematică al Acad. de Ştiinţe al R .P . Ungare, Inst. politehnic din Budapesta şi Miskolc Prof. D . V . I  o n e s c u, Integrarea nume­rică a ecuaţiilor diferenţale ; Formule de tip Adams ; Formule de cubatură.
19 — 23 decembrie, Moscova (U .R .S .S .) . Consfătuirea reprezentanţilor ţărilor so­cialiste în problema cercetării spaţiului cosmic cu ajutorul sateliţilor artificiali ai Pămîntului.Prof. G  h. C h i ş ,  Dare de seamă asupra activităţii pe 1963.
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