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__ITn cel de-al IX-lea an de aparitie (1964) Studia Universitatis Babes—Bolyai cuprinde
seriile :
matematica—fizica (2 fascicule);
chimie (2 fascicule) ;
geologie—geografie (2 fascicule) ;
biologie (2 fascicule) ;
filozofie—economie politica ;
psihologie—pedagogie ;
stiinte juridice;
istorie (2 fascicule) ;
lingvistica—literatura (2 fascicule).

Ha 1X rogy msgaHus (1964), Studia Universitatis Babes—Bolyai BbIxoguT cnegytoLmmm
cepuamm:

MaTemMaTuka—hu3nka (2 BbinNycka);

xumms (2 BbIMycka) ;

reonorus—reorpagusa (2 BbiNycka) ;

6ronorma (2 Bbinycka) ;

NCUX0N0rNA—0NNTIKOHOMUS ;

NCMX0N0rMa—efarorvka ;

lopuanYeckrie Hayku;

uctopusi (2 BbiNycka);

A3blKO3HAHNe—IMTepaTypoBeseHre (2 BbiNycka).

Dans leur 1X-me année de publication (1964) les Studia Universitatis Babes—Bolyai
comportent les séries suivantes :

mathématiques—physique (2 fascicules) ;
chimie (2 fascicules) ;
géologie—géographie (2 fascicules) ;
biologie (2 fascicules) ;
philosophie—économie politique ;
psychologie—pédagogie ;

sciences juridiques ;

histoire (2 fascicules) ;
linguistique—littérature (2 fascicules).
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DOUAZECI DE ANI DE ACTIVITATE A FACULTATILOR DE
MATEMATICA 31 FIZICA ALE UNIVERSITATII |, BABES—BOLVAI”
DIN CLUJ

La Lacultafile de matematica-mecanicd si de fizica ale Universitafii
., Babes—Bolyai’’ din Cluj ca si in toate celelalte institutii de invatdmint
superior din R.P.R., are loc In urma eliberdrii tarii de sub jugul fascist si a
instaurdrii regimului de democratie populard, un salt in dezvoltarea activi-
tatii, printr-o amplificare Tmiportantd a numdirului cadrelor didactice gi al
studentilor, extinderea localurilor, Inzestrarea laboratoarelor, precum $i mo-
dernizarea substantiala a planurilor de invatimint. In anii urmitori, mai
cu seamd dupd preluarea intregii puteri politice de citre clasa muncitoare,
activitatea de cercetare stiintifica, planificatd si orientata judicios, conform
indicatiilor Partidului Muncitoresc Romin, cunoaste un avint deosebit.

In perioada anterioari reformei invatamintului din 1948 vechea Fa-
cultate de stiinte, intoarsa din refugiu din Timisoara, se reinstaleaza in vechile
clddiri din Cluj. Cartile lipseau, iar activitatea stiintificd era aproape impo-
sibild. Cu ajutorul substantial din partea P.C.R. $i a guvernului s-au ob-
finut noi localuri si s-a alocat o suma importanta pentru refacerea instalatii-
lor si amenajarea laboratoarelor. S-a inceput multiplicarea de cursuri §i
editarea manualelor. S-a tipdrit un curs de fizica generald, iar cadrele dldu—
tice au organizat in localul Universitatii Confermjce pentru muncitori. In
1949 s-au sustinut 4 teze de doctorat in matematica sau fizici. Revista ,Ma-
thematica’” si-a reluat aparitia, iar in noiembrie 1945 s-a tinut Congresul
al III-lea al matematicienilor romini.

Dintre cadrele didactice ale vechii Facultdti de stiinte si-au reluat ac-
tivitatea profesorii A. Maior, N. Abramescu si Th. Anghelutd, cdrora se
datoresc tratate si manuale de matematici valoroase. Prof. Th. Anghe-
lutd din 1955 a primit sarcina de a conduce Catedra de matematici a Insti-
tutului politehnic din Cluj, iar in 1963 i s-a decernat titlul de ,,om de
stiintd emerit al R.P.R.”

Prin reforma invatamintului din 1918, universitdfile au fost reorga-
nizate pe baze noi, ;tnntlﬁce Tacultatea de stiinte a fost scindatd, si a
luat nastere Facultatea de matematici si fizicd. S-au creat p()blbllltaf;l de
predare la un nivel mai ridicat a dxsmphnelor In decurs de 10 ani, numirui

cadrelor didactice s-a dublat. S-a introdus organizarea pe catedre, infiin-
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tindu-se 1 catedre de matematica si 3 de fizici. Bibliotecile, organizate pe
facultati, au fost puse si la dispozitia studentilor prin amenajarea unor
spatii adecvate. Educatia profesionala si ideologicd a luat o noui forma,
studentii fiind repartizati in grupe de 20—30 studenti.

Odata cu imbunatatirea planurilor de invdfamint se predau cursuri de
specialitate in care sint expuse cele mai recente rezultate ale stiintei. Stiinta
promovatid in aceste facultiti se bazeazd pe conceptii materialist-dialectice,
corespunzind astfel sarcinilor construirii socialismului.

Prin infiintarea aspiranturii s-a dat posibilitate tinerelor cadre de a ce
forma stiintific, obhtinind titlul de candidat in stiinte fizico-matematice.

Prin analizele de cursuri mltlate in aceastd perioadd s-a aprofundat s
ridicat continutul stiintific si ideologic al tuturor cursurilor, ajutinda-se
astfel la imbunitatirea treptatd a predarii.

Mai multe cadre tinere au fost trimise la studiu $i specializare in uni-
ver<itéﬁle din alte tari.

S-au infiinjat cercurile stiintifice studentesti, al caror numdr a sporit
dm an in an. Numerosi studentl au participat la ohmpladele tinute in cadru}
SMLF., obtinind ¢i premii si plasindu-se de mai multe ori pe primele locuri,

In scopul unui schimb de experientd cu universititile striine, mai multe
cadre didactice au vizitat térile lagarului socialist, cit si tdri capitaliste, iar
Facultatea a fost vizitatd de numeroase personalitdti stiintifice striine.
Astfel s-a primit vizita acad. A. V. Ambartumian (Biurakan 1962), prof.
A. Denjoy (Paris), prof. I,. Fejes-Téth (Budapesta), prof. B. V. Gnedenko
(Moscova), acad. V. Korinek (Praka), prof. Krasnoselsgi (Voronej), prof.
A. Kastler (Paris), prof. Norden (Kazan), acad. A. Rényi (Budapesta),
acad. I.. 8. Sobolev (Moscova), prof. Sokolov (Moscova), prof. I. T, Wil-
son {Toronto-Canada).

Dezvoltarea Facultatii de matematicd si fizicd se oglindeste si in nu-
marul crescind al studentllor Astfel in 1938 —39 fosta Facultate de stiinte
din Cluj avea 324 studenti. In 194748 aceasti facultate avea 1322 studenti,
iar in 1948—49, dupi reforma 1nva’;am1ntulu1 numai Facultatea de mate-
matica si fizicd avea 101 studenti. In 1963 —64, l*acu]tajtﬂe de matematica
si de fizicd devenite mdcpendente intre timp, au impreund 944 studenti la
~c(’t111<f de zi $1 167 Ja sectia fard frecventa.

Au avut loc schimbari radicale si in compozitia sociald a studentilor,
portile universitatii fiind larg deschise pentru fiii oamenilor muncii. In urma
infiintarii Uniunii  Tineretului Muncitor majoritatea studentilor s-au
incadrat in aceastd organizatie revolutionard de tineret. Partidul si guver-
nul a asigurat studentilor tot mai multe posibilititi materiale si conditii de
muncd, prin punerea la dispozitia lor a caminelor si cantinelor moderne ce
au fost construite.

Universitatea cu limba de predare maghiard ,,Bolyai’’ infiintatd la 1
iunie 1945, a avut o structurd similard cu a celorlalte universitati din tari.
Numarul cadrelor didactice de la Facultatea de matematicd si fizicd a aces-
tei universitdfi a crescut de la 26 in 1950 la 16 in 1958, Pentru promovarea
activitatii didactice au fost organizate lahoratoare bine utilate si o biblio-
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tecd de specialitate ; s-a pornit si la o activitate stiingifica a cadrelor didac-
tice. Printre problemele studiate mentiondm : studiul cresterii cristalelor,
studii asupra axiomaticii termodinamicii $i a bazelor mecanicii cuantice,
probleme de balisticd. Se publicd revista stiintificd ,,Acta Bolyaiana’’
in care apar articole de matematicd si fizicd. Se multiplicd mai multe cur-
suri pentru uzul studentilor. Cu ocazia aniversarii a 150 de ani de la nasterea
lui J. Bolyvai s-a publicat un volum comemorativ, cu colaborarea stiinti-
fica a cadrelor mai multor universititi din tard si strainitate. Intre facul-
tatile de matematicd si fizicad ale celor doud universitdfi clujene a existat
o colaborate strinsd in domeniul didactic si cel stiintific. Profesori de la
Universitatea ,,Victor Babes”” au tinut cursuri la Universitatea ,,Bolyai”
si invers. Consiliile Facultatilor, precum si sedintele de catedre au fost vizi-
tate reciproc.

1n 1959 a avut loc unificarea celor doud universitati, ,, V. Babes”’ si,,Bolvai”.
Prin aceasta Facultatea de matematicd si fizicad a fost mult intdritd, reorga-
nizindu-se rational spatiul si materialul didactic al celor doui universititi.

In 1962 Facultatea de matematici si fizica s-a scindat in : Facultatea de
matematicd-mecanicd si Facultatea de fizicd. Numadrul catedrelor a sporit,
astizi existind la Facultatea de matematicd-mecanicd urmaitoarele catedre :
Algebra (sef de catedra prof. Gh. Pic), Geometrie (sef de catedrd conf.
A. Téth), Analizd (acad. prof. T. Popoviciu), Teoria functiilor (acad. prof.
G. Calugdreanu), Ecuatii diferentiale (prof. D. V. Ionescu), Calcul numeric
si statistic (conf. D. Stancu), Astronomie si mecanicd (prof. Gh. Chis), iar
la Facultatea de fizicd : Mecanicd si caldurd (prof. V. Marian), Rlectrici-
tate si magnetism (prof. I. Ursu, membru corespondent al Acad. R.P.R.),
Yilectroradiotehnica si opticd (prof. T. Ldszld), Fizicd atomicid si nucleard
(prof. V. Mercea, membru corespondent al Acad. R.P.R.), Fizicd teorctica
{(prof. M. Driganu).

Facultatea de matematica-mecanicd functioneaza cu trei sectii de spe-
cializare : Sectia de analizd, Sectia magini de calcul si Sectia mecanica
fluidelor, iar Facultatea de fizicd functioneazi cu sectiile : electroradiofi-
zica, fizica corpului solid, fizicd teoreticd.

Trecind in revistd rezultatele obtinute de catedrele Facultdtii de ma-
tematicd-mecanica, mentiondm urmatoarele :

Catedra de analizd este una dintre primele catedre infiintate la Facul-
tate. Ca urmare a orientarii catedrei spre cercetdri moderne de teoria aproxi-
marii functiilor, in jurul ei s-a format un puternic colectiv de matematicieni
specialisti in acest domeniu. Astfel a luat nastere la Cluj scoala de analiza
numerica.

Dintre teoriile mai importante e¢laborate de cdtre membrii catedrei
remarcam :

Teoria restului in procedecle de aproximare ale analizei, bazatd pe
notiunea de convexitate de ordin superior; aceastd teorie a pus in evidenta
structura anumitor clase functionale liniare si si-a gésit numeroase aplicatii
facad. prof. T. Popoviciu}.

Tinindu-se seama de importanta pe care o prezintd procedeele de in-
terpolare care conserva anumite proprietdti ale functiei aproximate, =-a
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elabozat o teorie asupra conservirii alurii functiilor prin interpolare (acad.
prof. ‘I'. Popoviciu).

Notiunea de functie convexa a fost generalizatd introducindu-se no-
tiunea de convexitate fatd de o multime interpolatoare de functii. Elaborarea
acestei teorii a condus la gésirea unor teoreme de medie pentru functii con-
tinue, care contin ca si cazuri particulare teoremele de medie pentru diferente
divizate. Noile teoreme au un caracter neliniar.

La Catedrd functioneazad un seminar special de programare liniari si cea
mai buni aproximatie. In cadrul acestui seminar au fost abordate pe lingi
numeroase probleme teoretice si probleme propuse de intreprinderi.

Catedra de teoria functiilor studiazid de asemenea probleme moderne,
Cercetarea stiintificd s-a orientat asupra studiului functiilor si transforma-
rilor univalente (acad. prof. G. Calugireanu), obtinindu-se conditii necesare
si suficiente de univalentd, precum si proprietdti geometrice noi ale functii-
lor univalente. Alte rezultate s-au obtinut asupra polinoamelor de cea mai
buni aproximatie in domeniul complex (acad. prof. G. Calugéreanu si altii).
O altd directie de cercetare este aceea a izotopiei curbelor inchise (problema
nodurilor) in care s-a obtinut formarea unor noi invarianii de izotopie.
Munca rodnicid in cadrul acestei catedre a fost premiatd de Ministerul Inva-
tamintului (premiul T, 1961), premiu acordat academicianului prof. G.Caluga-
reanu pentru lucrarea : Studiul invariantilor de izotopie a nodurilor.

T,a Catedra de ecuatii diferentiale s-au obtinut rezultate importante in
cele trei directii de cercetare ale membrilor catedrei care sint: Integrarea
numericd a ecuatiilor diferentiale (prof. D. V. Ionescu), Teoria ecuatiilor
cu derivate partiale de tip eliptic si teoria ecuatiilor diferentiale care depind
de un parametru mic ca factor al derivatei de ordinul cel mai inalt. Rezulta-
tele obtinute prin integrarea numericd a ecuatiilor diferentiale pot avea apli-
catie in practicd, ele slujind la integrarea ecuatiilor diferentiale care se in-
tilnesc in diferite probleme practice, puse de fizicd sau tehnicd. Ele sint in
legdturd cu cercetirile similare care se fac in strdinitate si fac parte din
ramura noud a matematicii, analiza numerici, care astdzi este foarte mult
aprofundati datoritd fenomenelor noi rapide si a masinilor noi de calcul.

Catedra de algebrd studiazd problemele algebrei moderne, astfel: Pro-
bleme din domeniul teoriei grupurilor. S-a stabilit o ecuatie fundamentald
pentru grupurile de substitutie finite de mai multe variabile. S-a stabilit
proprietatea cvasicentrului de a {fi nilpotent. S-a stabilit forma analiticd a
invariantilor proiectivi ai curbelor algebrice de ordinul patru. S-au obtinut
rezultate interesante in topologizarea unor structuri algebrice.

In cercetdrile stiintifice ale catedrei de geometrie prof. T. Mihdilescu a
contribuit la introducerea metodelor moderne ale geometriei diferentiale.
Mentiondm cercetdrile de geometrie proiectivd diferentiald cu referire speci-
ald la teoria refelelor conjugate si teoria varietétilor neolonome liniare din
care au rezultat lucrdri valoroase. Profesorul F. Gergely a studiat-probleme
de geometrie hiperbolicd si de geometria intrinsecd a suprafetelor convexe
in sensul lui A. D. Alexandrov, precum si varietaile in spatiile lui Hilbert. In
ultimii ani se desfdsoard o muncd rodnicd siin cadrul colectivalui de
nomografie,
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In teoria nomogramelor si a tesuturilor s-au stahilit diferite conditii de re-
prezentare nomoomhca tard ipoteza de derivabilitate a ecuatiilor scdrilor,
precum si 1mbunatat1rea nomogramelor cu ajutorul transformirilor proiec-
tive si neproiective. S-au obfinut teoreme de inchidere noi pentrn tesu-
turi tridimensionale generah/ate In cadrul acestei catedre se studiazi si
probleme de istorie a matematicii, astfel manuscrisele matematice transilva-
nene din secolele XVIT, XVIIT, XTX, istoria numerelor si a calcunlelor si
altele,

Recent a fost infiintata Catedra de calcul numeric si statistic. Colecti-
vul stiintific al acestel catedre se ocupd cu studiul unor algoritme ¢i limbaje
de programare automatd la maginile electronice de calcul, evaluarea erorii
unor formule liniare de aproximatie si studiul celei mai bune aproximatii a
functiilor continue, aplicarea calculului probabilitatilor la rezolvarea unor
probleme concrete din analiza numericd, economie si biologie.

Cercetarea astronomicdt a fost polarizatda in jurul Observatorului astro-
nomic al Universitatii. Dintr-un laborator cu caracter mai mult didactic, in
anii puterii populare, in special dupd reforma inviatdmintului din 1948,
Observatorul devine un institut de cercetdri stiintifice cu preocupiri mai
mult in domeniul stelelor variabile. In timy )ul celor 10 ani de apartenenta
la Academia R.P.R. (1951 —1961) Obbervatorul dobindeste o tematicd pro-
prie si personalul corespunzitor, cercetarea fiind apoi continuatd pe aceleasi
linii Tn cadrul Universitdii din Cluj.

In aceste conditii favorabile s-au obtinut urmatoarele realiziri :

a) In problema stelelor variabile : in 25 lucriri publicate au fost de-
duse noi elemente fotometrice, elemente orbitale i observatii pentru cca.
30 stele duble fotometrice, cercetindu-se cauzele variatiei perioadei. In plus
9 lucrari recente prezintd elemente fotometrice noi pentru stele de tipul
RR Lyre necesare pentru studiul scalei distantelor ceresti.

b) In problema urmdririi satelitilor artificiali : Au fost efectuate (1957 —
—63) peste 3000 de observatii (pozitil) comunicate telegratic Astrosovietu-
lui pe mdsura obtinerii lor, fiind utilizate pentru efemerida de urmdrire si
deducerea factorilor geofizici i determinarea deusitdtii atmosferei din varia-
tia perigeelor orbitelor. Pentru activitatea sa, Observatorul din Cluj a fost
evidentiat in rapoartele anuale ale Consiliului astronomic al U.R.S.S.

¢) In domeniul mecanicii ceresti a fost construiti tecria miscirii micii
planete Artracea si s-au determinat pozitii ale citorva planete mici si comete
ca si orbita definitivd a unei comete (9 lucrari).

In cadrul mecanicii teoretice s-au facut cercetdri in demeniul mecanici
tluidelor, teoriei migcdrii rachetelor si teoriei oscilatiilor.

S-au obtinut rezualtate noi privind calculul rezistentei de frecare si a
transportului de caldurd in stratul limitd incompresibil si compresibil, cer-
cetarea regimurilor optime de miscare si functionare a rachetelor, determi-
narea solutiilor periodice si aproape periodice, stabile a ecuatiei lui Duffing
precum si stabilitatea miscarii descrise de ccuatii de tip Mathien

Activitatea de cercetare stiingificd la Facultatea de fizicd s-a manifes-
tat in mai multe directii, obtinindu-se rezultate frumoase.
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Astfel un colectiv condus de prof A. Ionescu a elaborat o metoda ori-
gmala de obtinere a acetilenei prin cracarea gazului metan intr-o descar-
care in inalta frecventd. Aceastd lucrare a fost distinsd cu premiul de stat.
In perioada 1950—53 a fost elaborat de acelasi colectiv un prototip de de-
fectoscop, primul de acest gen in fara noastra.

O altd preocupare a fizicienilor a constat in studiul experimental al
proprietitilor magnetice a aliajelor binare si ternare feromagnetice, domeniu
in care s-au obfinut de asemenea rezultate bogate.

Un colectiv relativ tindr a fnceput si studieze sistematic problemele de
cinetica gazelor, obfinind in aceasta direcfie multe rezultate remarcabile. O
parte din rezultate au si o aplicare imediata in unele ramuri ale industriei.

Cel mai tinar colectiv este cel de rezonantd magneticd. Fiind dotat cu
Jaboratoare moderne si cu aparate de cel mai ridicat nivel international,
acest colectiv a obtinut o serie de rezultate valoroase apreciate atit in faracit
si in straindtate. Largindu-si preocupdrile acest colectiv creeazd premisa
unificarii majoritdtii eforturilor experimentale si a unei partia eforturilor
teoretice din Facultate in jurul studiului corpulm solid. Au luat de aseme-
nea fiintd grupuri mai mici care se ocupd de aplicarea ultrasunetelor in
unele probleme de biologie, de probleme de difuzie in electroliti, de probleme
de spectroscopie atomicd i moleculare si de unele probleme experimentale de
tehnica impulsurilor.

Activitatea teoreticd s-a manifestat de asemenea in mai multe directii.
Au fost obfinute rezultate interesante in hidrodinamicd, magnetohidro-
dinamicd, in teoria coerentei si polarizirii luminii si in unele probleme de
teoria corpului solid.

In Facultatea de matematicd-mecanica au sustinut disertatia de can-
didat 18 aspiranti, iar in Facultatea de fizica 5 aspiranti.

Dintre manualele si mouogratiile imprimate, redactate de cadrele di-
dactice menfiondm: Flemente de teoria functiilor complexe (acad. prof.
G. Calugireanu, 1963), Cuadraturi numerice (prof. D. V. Ionescu, 1957),
Geometrie diferentialda proiectiva (prof. 'I'. Mihdilescu, 1958), Introducere
matematicd in fizica teoreticdi modernd (prof. M. Draganu, 1938 —59),
Termodinamica fenomenologicd (prof. Z. Gdbos, 1959) si Efecte magneto-
mecanice la oxigen (pref. I. Ursu, 1959).

In urma conditiilor deosebit de favorabile create de partid si guvern in
ce priveste mqloqcele materiale, cit si grijii permanentea organelor de con-
ducere pentru promovarea muncii didactice si stiinfifice si aprecierii pe care
o acorda realizarilor efectuate, IFacultatile de {irica si de matematicd-meca-
nicd ale Universitdtii noastre privesc cu incredere in viitor depunind toate
sfortirile pentru a se ackita de indatoririle ce le revin, spre folosul Patriei si
binele poporului muncitor.
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de

I. GY. MAURER i 1. PURDEA

Tie R un inel. Vom nota cu R+ modulul (grupul .aditiv) sdu. FExista
inele K pentru care submodulele lui R+sint in acelasi timp si subinele ale lui R.
Astfel de inel este de ex. inelul numerelor intregi. In general inelele nu au
aceasta proprietate. Se pune problema caracterizdrii inelelor cu aceasta
proprietate. Tn aceastd noti se studiazi aceste inele sise dd o caracterizarea
acestora Intr-un caz particular,

TrOREMA 1. Fie R un inel cu element unitate gi fdrd dwvizori ai lui
zerd. O condifie necesard i suficientd pentru ca orice submodul al lui R*
sd fie subinel al lui R este ca R sd fie un inel cichic (adicd Rt sd fie
ciclic).

Demonstratie. Conditia este necesard. Presupunem ci orice submodul al
lui R* este subinel al lui R. Tie @ un element arbitrar din R. Submodulul
{a}* generat de @ va fi deci subinel. Rezultd cd 22¢ {a}™*, deci a2 = na, unde n
este un numar intreg. Aceastd egalitate se poate scrie in forma ala — nej =
= 0, unde ¢ este elementul unitate al lui R. Intrucit in R nu existi divizori
ai 1u1 zero, urmeazd ci g — ne == 0, deci a = n¢. Aceasta Tnseamna ci R*
este ciclic si are ca generatori pe ¢: R+ = j¢l+, deci R este un inel
ciclie,

Coenditia este suficientd. Fie R up inel ciclic i A+ un submodul oare-
care al modulului ciclic R* = {a}*. Acest modul fiind ciclic si H+ va fi ciclic :
H* == {sa}*, unde s este cel mai mic numir intreg pozitiv pentru care sacH™.
Pentru a aridta valabilitatea afirmatiei noastre, este suficient si se demonstre-
ze ¢d produsul a doud elemente /; si 2, din H* apartine lui H+. Deoarece
HY = {sa}*, avem: Iy = s;(s¢) si h, = s,(se). Rezultd: hyh, = s,(sa) -

sy(sa) = s;8,8%a2. Dar c1261\+ ''''' it deci @® == lg, unde [ este un numdr
mtreg Rezultd cad b, = s;5,8%a = (5,5,50)(sa) = n{sa), unde n = § 5,5
este un numir intreg. Deci hlhzeH , ceen ce era de demonstrat.

ConsSpCINTA. Fie R wun dnel cu element unitate si fdrd divizori ai lus
zero. Dacd R are proprietatea cd orice submodul al lui Rt vste subinel al lut R,
atunct R este un domeniu de integritate in care ovice subinel este ideal.
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Deinonstratic. Din ipotezele facute pentru R, rezuitd conform teoremei,
¢d R este un inel ciclic. Deci R este ciclic si astiel doud elemente oarecare
¥y $17, ale lui R se pot scrie in forma r; = nya $17,==n,a, unde a cste elementul
generator al lui R7, iar 5y $i n, sint numere intregi. Rezultd : ry7, = (ma)
(n,a) = (n,a)(ma) = ry. Inmultirea in R filnd comutativd, rezultd cd R
este un domeniu de integritate.

Fie H un subinel oarecare al lui R. Modulul H* al lui /1 este ciclic :
H+ == {sa)}*, unde s este cel mai mic numadr intreg pozitiv pentru care sacH +.
Fie & un element oarecare al lui H si # un element oarecare al lui R. Deoarece
in acelasi timp % €H*t si reR*, avem : b = sy(sa) $1 7 == ka, unde s, si &
sint numere intregi. Rezultd cd rh = kals(sa)] = (ks;s)a®. Dar a’¢R+,
deci @2 = la, unde ! este un numdr intreg. Rezultd cd vh = (ks;sl)a =
= n(sa), unde 7 == ks,/ este un numar iutreg. Deci rheH* si astfel rheH, de
unde rezultd cd H este ideal.

Observatii. 1. In demonstratia suficientei conditiei din teorema 1 nu
s-a folosit ipoteza ¢d R este inel cu element unitate si fdra divizori ai lui
zero. S-a folosit numai ipoteza ¢d R este ciclic. Rezultd : orice inel ciclic R
are proprietatea c@ submodulele lui RF sint subinele ale lui R.

2. Din faptul ca orice submodul al lui R este subinel al lui R, in general
nu rezultd cd KR este ciclic. Valabilitatea acestei afirmatii rezultd de ex. din
faptul, cd intr-un inel zero neciclic R, toate submodulele lui R+ sint si sub-
inele ale lui R.

TrOREMA 2. Dacd un inel R are proprictatea cd orice submodul al lui
R+ estesi subinel al lui R, alunci R este generat de ¢ familie de subinele ciclice
ale lui R.

Demonstratie. Vie a,, @y, ..., 1, ... o familic de generatori ailui R, unde
¢ parcurge o multime de indici /. Este evident ca inelul R este generat de
subinelele sale {a,}, {a,}, ..., \‘aE}, ..., generate respectiv de elementele a,,
Bys ooy By o Din ipoteza teoremiei rezultd c¢d submodulele ciclice {aE}1L =
= H? (Zel) ale lui R* sint subinele ale lui R. De aici — avind in vedere
cid pentru orice £ €7, {aE} este subinelul minimal al lui R care contine pe @ —
rezultd ca {aE}C_;HE, unde HE este subinelul lui Rs’ al carui modul este H;’.

Pe de alta parte elementele submodulului H;r == {aE}J’ evident apartin sub-
inelutui {aE} pentru orice £ ¢el. Deci HE Q{ag }. Rezultd ca HE = {aE} (€ el).
Deci subinelele {a¢} (£€l) ale lui R sint ciclice, ceeace demonstreazi teo-
rema.

ConspCeINTA. Dacd un inel R are proprietatea cd orice submodul al lui
R+ este subinel al lui R si R admite cel putin un sistem de generatori format
dintr-un singur element, atunce R este un inel ciclic.

Intr-adevir, dacd a ¢R genereazd inelul R, atunci conform demonstra-
tiei teoremei 2, rezultd cd R este egal cu subinelul sdu {a), generat de 4, care
este ciclic.
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KOJLUA 174 KOTOPBIX TTOIMOIYV.IHU ABJAFIOTCH TTOIAKOILITAMIT

(Peswve)

B paGote usyuawrtes Te Kodaplia R, 1358 KOTOPBIX MOAMOAY.THN MOAVAS (3AAMTHBHOI
rpynner K+ koabua R OZHOBPeMEHHO SBJASIOTCH W NOAKOJAbLAMM Kobla Y. [laérest xapak-
TePHCTHKA ITHX KOJell B UAacTHOM cCJyyae.

TEOPEMA 1. Ilycte R xoabno, uvelouiee eiHuiuubii snesment ¥ 0Ge3 jgenrenell
nvas. Heo6xoaiMoe 1t joctarounoe yel1oBile 115l Toro, 4tobs J1060i ToaMoAyas Moavaa o+
6bla TTOAKOABLOM KoJabla K gpasercst 7o, utoGu K Obll LUHKIHUECKHM KOJLUOM (T.€.9T0Gk
R+ b1 WHKIHYECKHM).

CJAEJICTBHE. Tlyers 12 KoablLo C eANHMUHBIM 37eMeHTOM H (e3 jesdutesell Hyas.
Eca moGoll mojiMoayabs moavas K oapisiercs NOAKOABUOM XKoaena I+, to R apngercs
00saCcTbl0 UeJOCTHOCTH B KOTOpoil Jnofoe NOAKOJABUO ABIAETCH HICATOM.

Samevanue. VI3 jgoxazatenberBa JOCTATOMHOCTH YCJIOBHS Teopembl 1 caepyer, uTo
AJst 0060T0 LHKIHUECKOTo KoJLua R noIMoAv i Moayvis Lt apisiores NoOAKOA LI
Koablla R.

TEOPEMA 2. Ecmi gw060il NoavMoayib  MoAVas R+ sgpasercs TNOAKOJLLOM
Koablla K, To R oGpasosaH cevbell UHKIHUECKHX TIOAKOJel Kolbua I.

CJIEJCTBHE. Ecau awboli noavoayabs smoayast R+ spiasercss NOAKOJAbLOM KOJbLA
I, a R pomyckaer no xpalineii Mepe ony o6pa3yIoniyio CHCTeMY, COCTABJEHHVIO H3 OJHOIO
1eMeHTa, To K SBAAETCS NHKIHUECKHM KOJbIOM.

ANNEAUX POUR LESQUELS LES SOUS-MODULES SONT DES SOUS-ANNEAUX

(Résumd)

La présente note étudie les anneaux R pour lesquels les sous-modules du module (du groupe
additif) R™ de R sont en méme temps des sous-anneaux de R, On donne une caractérisation de
ces anneanx dans un cas particulier.

THEOREME 1. Soit R un anneau a élément unité et sans diviseurs de zéro. La condi-
tion nécessaire et suffisante pour que chaque sous-module de R¥ soit sous-annean de R est
que K soit un anneau cyclique (c’est a dire que ™ soit cyclique).

COROLLAIRE. Soit R un anneau 2 élément unité et sans diviseurs de zéro, Si R a pour
propriété que tout sous-module de R™ est sous-anneau de R, alors I est un domaine d’intégrité
ouchaque soug-anneau est idéal.

Obseyvation. De la démonstration que la condition du théoréme 1 est suffisante il résulte

que : tout anneau cyclique R a pour propriété que les sous-modules de R* sont des sous-anneaux
de K.

THEORIMIZ 2. Si un anneau R a pour propriété que tout sous-module de R est sous-
anneau de R, alors R est engendré par une famille de sous-anneauxcycliquesde R.

N ST s eqr * £ .

COROLLAIRE. Si un anneau R a pour propriété que tout sous-module de RE™ est sous-
anneau de R et que K admet an moins un systéme de générateurs formé d’un seul élément, alors
R estun anneau cyclique.






ASUPRA UNOR TEOREME ALE ILUI A. HIRSCH, A. B. FARNELL
SI N. A, KHAN

de
ILIE TORSAN

Multe probleme ale analizel matematice conduc la studiul radacini-
lor ecuatiei

‘ In Lo by A1y
Lo, By~ Parlly .
21 22 en -0 (1)
a,, Gpy oo Ay — N

unde elemerntele a,; sint reale sau complexe.

Referitor la limitarea in modul a radacinilor ecuatiei (1) se cunosc multe
rezultate, dintre care noi amintim doud.

Astfel A. Hirsch in [2] demonstreazia cd pentru orice ) riddcini
a ecuafiei (1) avem

N L nd (2)

unde # este ordinul matricei 4 = (a;;) iar 4 = max |a;'.
A B. Farnell in [3] demonstreazd ca pentru orice radacind &
a ecuatiei (1) avem

. o Yo .
A < (RT) ()
k] n
unde R = max 2 lap;] dar T = max Y gl
k) =1 (1) k=1

In cele ce urmeazd vom gisi limite pentru modulul ridicinilor ecuatii-
lor de forma

A —hby  G—hb, . .. Gy, — by,
Gog— by Bog—Wboy o . . Ban -~ Aoy o
=0 (1)
| . .. : !
: Gy — Abnl Apo— Abn:} N /'bnn ;

care constituie o generalizare a ecuatiei (1).

2 — Babes—Bolyai: Mathematica Physica 2/1964..
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“Fie
n ”
-
21 2 R ()

o forma hermitiana pozitiv delinitd (b;; = by) $1 ¢ cea mai micd rddacina
o ecuatiei

by—¢ bi coe U I

by boo— 2 ...b,
P S - = 0 (6)
| o W
: lﬁ;zl })n’ . bnn p i

I acest caz avem

TroreMA 1. Pentru orice raddcind 2 a ecuaftei (4)

i 1 |
! ;)\]<MA-—; E

unde 7 este ordinul matricei 4 = (a;;) iar A4 = max/ay/.
Demcnstragie. . fiind o ridicind a ecuatiel (4) existd sistemul de
valori vy, a,, . . ., &, nu toate nule, astfel incit
7 "
7 2 bp: % = Z Qpi Xi (k=12,..., n) (%)

i=1 =1

Inmuiltind egalitdtile (7) cu »; si sumind in raport cu & obtinem

# »
A 2 2 bk‘i X \1 Z Z i X \k (8/

F==1 {=1 k=1 4=1
de unde rezulta
H " 1
D VD Y Z Y lanlimlin < (9)
Aa=l fa=l k=1 i==1l
n # t n 2
< A Prillagl == A Z?xl}
k=1 =1 lk:l k
Tinind seama de inegalitatea (vezi [27)
) 2 2 . 2 .32 5
[}»:1 kg wykn] < n[/fl -k ~;.--kﬂ] (10}

unde k&, &,, ..., &, sint numere reale oarccare, rezulti ci

J ” 2 # -
l Z ;f\‘}; } ¢»\< it )’ZI RYSRYA ”1}’



3 UNELE TEOREME ALE LUI HIRSCH, FARNELL SI KHAN 19

§i cu aceasta inegalitatea (9) devine

Pt (12)

dar conform unei teoreme cunoscute referitoare la formele hermitiene
pozitiv definite (vezi 17 avem ca

v
*‘\% S (13)
:’,kg—l by ¥4, )
si cu aceasta inegalitatea (12) devine
é A Lnd - i coct.d (14)
Observagic. Dach by, = 8 atunci ¢ =1 si relagia (14) devine
L nd (15)

ceea ce constituie teorema lui A, Hirsch amintitd la inceput.
Fie
* n n
R = max 2 lag; | si T = max Elak,-]
&) =1 [£) B |
atunci avem

TEOREMA 2. Pentru orice rddacind 2 a ecuatiei (4)

t!w<<R-T>V2-’1?
o |

R si T avind semnificatiile din teorema 1.
Pentru demonstrarea acestei teoreme vom porni de la inegalitatea
(9) care ridicatd la patrat ne da

s 2{2 bix ¥i X3 }2< {2 (2 'llkif:-\"tuxk,}} {
Wk F \G ,
de unde rezultd

2 . 2 2 ” 4
) {\; I e 1<.:/‘{2 fx;xk!} - R.T{Z gxk} (17)
ik i,k

f =)

+

(Iﬂki 1 Mz‘iiﬁfk!)} (16)
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folosind iardsi inegalitatea (10) avem cd

{ﬁ ™ } < {§ N } (13)

k=1

si din (17) rezultd

Aceasti teoremid coustituie o generalizare a teoremei lui A, B.
Farnell amintitd la inceputul Ilucrarii.

Fie 4 = (ay), B = (bix), C = (ca) matrici patratice de ordinul »
astfel fincit
n " .
Z Zc,-k X X
i=1 k=1
este o formad hermitiand pozitivi definita.
in acest caz avem
TrorEMA 3. Pentru orice riddcina » a ecuatiei
4. B—aCl=0

aveln

M ARA) TA)RB)T(B)* |

unde R(4), R(B), T(4), T(B) au semnificatiile din teoremele precedente,
iar p este cea mai micid ridicind a ecuatiei ’

Demonstratia acestei teoreme este analoga cu cea datd teoremei.

2. Aceasti teoremi generalizeazi un rezultat obfinut de N. A,
Khan in [4] i din nou teorema lui A. B. Farnell
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O HEKOTOPBIX TEOPEMAX A THMPIIA, A. b. @APHEJIJIA M H. A. KAHA
(Peswyxe)
B nactosieft pabGoTe, iicxoaf H3 TOro. uTo
Vi
ik=1

£ BJSETCA CHMMETPHYHON H NONGKHTEALHO ONpeaeTe HHOR (hopMOii 1 p ABISETCS HaHMe HbIIHAM
KOPHeM YpaBHeHHSA

|B—p2£]=0
HaXOAATCH Mpeleanl A%f MOAYAsS KopHell vpaBHemuli |4 — n k| =0
- A —1B|=20
KoTophil sBasietcs oboOuienuem ypaBrenuii | — ik | = 0

Peay1bTaThi BKAIOYEHB! B CJAEAYIOILHE TEOpeMmbl:
TEOPEMA 1. Nas mwboro kopus % ypasuenus (4)

1
Il nd —
P
rae n -— DOPAROK MaTpulbi, A =|a, (a4 = max|a, |

TEOPEMA 2. las mo6oro Kopust A vpasnenns (4)

rne

”

R=max \ ja,. | T =maxr ¥V |a,,|.

'k ki
wo= (TR S

B Konue pa6oTnl. paccMatphBas TPH KBajapaTHble Mmarpuunl A4, B, C, nopsajka » Tak,
uTO Eoik x; x, ABIACTCS CHMMETPHUHOK H NOJOXKHTENLHO OnpefelenHoll ¢opmoit, 10Ka-

ik
3LIBAETCST CeNYIONLan TeopeMa:
TEOPEMA 3. Ilas mo6oro KOpHS 7 VpaBHEHHs
AL —3»C|l=20

HMeeM
u ,
A < —{R (AT (4) R(B)T (B)}*
P

rae R(A), T(A), R(B), T(B) nmeoT BhHILEYKd3aHHble 3HAYEHHSA, a A — HAUMEHbLIHH
KopeHb ypaBHenus |C —pE| =0,
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AU SUJET DE CERTAINS THEOREMES DE A. HIRSCH, A. B, FERNELL ET
N. A. KHAN
(Résumé)
Partant du fait que
d ——
by, % %
ik=1

est une forme hermitienne positivement définie et que ¢ est la plus petite racine de 'équation

| B — pE| =20

I'auteur trouve des limites pour le module des racines des équations
ld —AB}| =20

qui constituent une généralisation des équations [4 — AE| = 0.

Les résultats sont compris dans les théorémes suivants :
THEOREME 1. Pour toute racine A del'équation (4)
1
(A< nde —
I
ay nestl'ordredela matrice 4 = (a;,) etd = maxv | ay|
THEOREME 2. Pour toute racine » de 'équation (4)
n

12 < (R TV —
?

1w
R = wmax fa,; | et T =max|a,,!
w @ "
A la fin du travail, considérant trois matrices A, B, C quadratiques d’ordre » telles que

¢
.kl

THEOREME 3. Pour toute racine x de I'équation
| 4B —3C =0

i ¥ ¥, soit une forme hermitiente positivement définie, 'autenr démontre le

on a
k73
A S AR T (AR (B) T (B)}"*

ol R(4), T(d), R(B), T(B) ont les significations ci-dessus et p est la plus petite racine de I'équa
tion [C — pE | = 0.



DELIMITARI IN PROBLEMA CLASEI UNOR SPATII RIEMANN
V, CU GRUP DE MISCARI G, NETRANZITIV

de
. ENGHIS

Problema clasificarii tuturor spatiilor riemanniene ¥V, dupa grupurile
de migcdri, a fost rezolvati complet de cédtre K. I. Krucikovici
[1], gésind acele spatii ¥, ce admit un grup netranzitiv de misciri cu supra-
fefe izotrope de tranzitivitate.

In cazul spatiilor V, ce admit un grup netranzitiv de misciri G, cu
suprafefe izotrope de tranzitivitate, Krucikovici [1] pornind dela
clasificarea grupurilor complexe G, datd in lucrarea fundamentald a lui
S. Liie [2] asupra grupurilor coutinue, indicd tipurile canonice ale struc-
tarilor la care se reduce orice grup real G, si determind spatiile admise
in cazul fiecdrei forme canonice.

Ne propunem studiyl clasei acestor spatii riemanniene.

Se stie ca prin clasa unei varietdti riemanniene V, cu elementul liniar :
2 e oo Ayt died
ds? == gy du* dul

se intelege un numadar intreg pozitiv ¢ astfel ca metrica sa fie realizatd pe
o suprafatd cu # dimensiuni dintr-un spatiu euclidian E,.,,

yio= yi(ul L") ({12, .0mn 4+ 1,...,ntq)

iar realizarea si nu fie posibilda intr-un F, cu m<< #n - q.
Conform teoremei lui Schlifli orice varietate riemanniana [/, poate i
scufundatd in £, deci pentru clasi avem:

2
nin — 1)

< 5

Dupad cum am aradtat in [3], Gauss, Codazzi si Ricci au
dat pentru determinarea scufundirii, deci a clasei, un sistem mixt de
ecuatii cu derivate parfiale care practic prezintd mari greutati de integrat.

Pentru a da delimitdri in problema clasei unora dintre spatiile 17,
ce apar in problema clasificirii dupd grupurile de misciri G,, stabilesc
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ca i in lucrarea citatd mai sus, transformarile care permit scrierea metricii
sub forma euclidiand, fapt ce ne dd totodatid si reprezentdri analitice
parametrice pentru varietatea ce realizeazd metrica.

Astfel spatiile riemanniene admise de grupul G, de tipul I ce nu contine
subgrup abelian G, (dupd clasificarea datd de Krucikovici) cu forma
canonici :

(XX, =0 XX, =0, [N, X;]=X; [XiX,]=CX,; [XAX, =X,
(X,X, — (C — 1),

si operatorii:

Xy =01 Xy=0ps; Ny= 2.0 — xpy; Xy=2:p+ 2P, +2;
au metrica :
ds? = z(x%,)e~% (2dxdx, 4 dx) - B(x,)dx;

w i $ fiind functii arbitrare de x,.
Prin transformarea :

3, — \/ 2x)e™2 o5 () + )

o a(x4)e"‘2"3 » E
Yo == HEETsin (% 4 7y
9
-2 .
Yy = \/M.,i s0s (%, — x,)
4

-2x . . '
Yy = \/%;3 sin #{¥; — x,)
2

v, = Walx)e s cos %,

Yo = 7\/{'3(461)

elementul liniar ia forma euclidiani :

ds? = QZ dy?

=1

deci scufundarea avind loc intr-un Eg, clasa va fi:

g0
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Grupul G, de tipul IV cu forma canonicd :

N =00 XX =00 ALY = A
X =, XY, =0 | —

admite spatiul ¥V, cu metrica :

ds® = 2dxdx, — 2a(x;)e” "1 dy,dx,
si grupul complet de miscari:
Xy=p, Xy=py; Xy =p -+ n0p; Xy =5 — vupy

Transformarile :

1 .
Yy = N (¥, + 1)
' i .
Vo = —— (1 — &y
Ve

aduc elementul liniar la forma :

m

6
R
<
=1

scufundarea avind loc intr-un Eg clasa acestor spatii verificd relatia :

g <2
Grupul G, de tip V cu forma canonica :
XX, 00 [NX, = X, XX, - - X,

(XX = &), (XX =X, [XX,] =
admite spatiile V', cu metrica :

ds* = 2dx,dxg < ¢ v a(x,)(da2 - dAd),
iar grupul complet de miscdri G, este dat de:

Xy =pos Xy = Py Xy = —xyp, + apy; Xy = 2P+ x0P, + X305

it
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O scufundare se poate obtine prin trausformairile :

|- o
Y=y e L a{Xy) cosx,

’\)

=y e M a(x,) sinx,

[t

V3 =ty e ™ a(x,) cosix,

Y, = 1‘\;‘ e 51 a(x,) sinix,

o,
Vs = V?z {x, -+ x))
Lo . .
Yo < 05 (¥p — 1y
prin care elementul liniar ia forma :
6
ds® = ¥=dy?
=
si deci pentru clasd vom avea :
¢< 2

Grupul de miscari G, de tipul VI. cu subgrup abelian G, si cu structura :
(X: X;] =0, [XX,] = CX; [X,X,] = X [XX] =X,
unde 7, 1 = 1,23, si e = + 1,
admite spatiile ¥, cu elementul liniar :
ds® = 2dxdxg + o(xg)(dxi —<zdx); == L1,
s1 operatorii :
Xy =1t Xy =ps; Xy =p5; X, =cnp, — 2py
Grupul G4 nu este grup complet de migcdri al acestor spatii, ele mai admit
s1 operatorii :
Xy = xop — SS iz A Pai Ng = 3gp — S

a(wy)

dxy

(%)

‘ {)3'

Aceste spatii admit scufundarea intr-un E¢ datd de transformarile :

g \/E (1 4 xy)
Y, = -12~ (27 ~ xy)
vy =V a(xy) cosy,
vy =V a(x,) sinx,

S -
vs =1V 2(x,) cos \/E X3
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bt}

Grupul de miscari G de tip VII nerezolvabil cu structura :
XL =X TX X7 =2X,; "X,X,"=X,; XX, T=0 =123
admite spajiul 17, cu metrica :
ds? = 2dxydx, -+ a(x)(cT T dE adal); e = 1
si grupul complet de miscdri &, dat de:

Xy =pp; Xy=x0py + 9Py, Xy = (x

Prin transformarile :

+ e "st)ibe - 2yp. 0 Xy = p,

12 e

ylzvlf“ (%, + xy)

Vo = V (7, — X4)

2

/ —2x o

vy = Va(x)e” 73 cos «,

vy = a(x)e ™ sinx,
vs = iNa(x)e s

ve = V a(xy s cos ay
y. = e a(xy) sin x,

yg =1 \/ (”4)

obtinem elementul liniar sub forma euclidiana :

ds? = f; dy2.
i=1

Scufundarea facindu-se Intr-un Eg, pentru clasd vom avea :
g <
Pentru grupul G, nerezolvabil de tip VIII cu structura :
(XX, =X (XX =X, [XL,X, =X, [X;X,,=0 =123
spatiile admise au metrica de forma :

ds? = 2dx;dx, + a(xy) (cos?xg dx} + dx) + 2 osin xydx,dx, (6=0 sau 1)

iar grupul complet de miscdri dat de:
X, = py; X, = osecx, cosx, P, — tgx, COsxyp, + sinxyp.,

X3 = — o sec x; sin x,p; + tg &, sin xyp, + cos 2,05 ; X, = £
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Pentru ¢ = 0 prin transformarea :

1
yl == v—r) (xl + x4)
Yo = Vo (7 — %)
yy = Y 2(x,) cos xycos x,
v, = Va(x,) cos v, sinx,

Vs = Vo(xy) sin x,
Vg =1 \/“(x;)
elementul liniar se reduce la:

ds* = i ay:

1=1
si deci pentru clasa avem :

<2

Tot in cazul ¢ = 0, dacad functia «(x,) se reduce la »2, pentru a reduce ele-
mentul liniar 1a forma euclidiana, avem transformarile :

V1= (X — %)

Ya == X4C08 X5 SID X,
V3 = X; COS X5 COS X,.

Y, = X; SH X4

Vs = Xp.
care ne dau pentru clasi: ¢g<{1. Tensorul de curburd nefiind nul, clasa este

egala cu unitatea.
Dacd 6 = 1, prin transformaérile :

1

My o= vvfz (% + %)

Yo = V (% — xy)

¥y = Va _(k ) COS %y COS Xy
vy = Va(x,) cos X, sin %,
Y5 = Valxy sin x

Yo = i\/m

2

y, = \/M cos (%, + x,)



sin oy
3
Vi = \/ ,
b -
. . sin vy
Vg™ "

cos (xy, —

. sin vy . ]
yw_z\/ S sin (x5 — %)

sin (¥, 4+ 1)

%y)

in DELIMITARI IN PROBLEMA CLASEI UNOR SPATH RIEMANN Vi -)9

obfinem pentru clasd: ¢ < 6, fapt ce se putea deduce si direct, aplicind teo-

rema lui Schlifli. Dacd insd pentru ¢ = 1, functia «(x,) se reduce la 2,

transformarile :
¥ = (% — )
Yy == X4 COS X,C08 X,
Vo == X, COS X, SIN %,

'y == Ay S X

Vs = Ay

sin ¥,
V5 == \/ Locos (x, -
Y. "

sin v,
Y, = ‘\/% sin (x, -+
, . sin v, .
ye=1\ /- " cos (v, —

ne dau pentru clasa: ¢ < 5.
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PA3TPAHITUEHUS 10 BOIPOCY KJIACCA PUMAHOBDBI X TTPOCTPAHCTB v,
C HETPAH3UTHBHOWM T'PYTIIONM ABIDKEHHM 6,

(Peswwue)

2115 HaXoXAeHHS pasrpandueHuil Mo BOMPOCY PHMAHOBBIX NPOCTPAHCTB V4 C HETpaH-
3UTHBHON IPYNNON ABHIKEHHS Gy H C H30TPONHBIMH TOBEP XHOCTSMH TPAH3HTIHBHOCTH AAKTCH
npeo6GpaszoBanys, MO3BOIAIOMIHE HAMHCAThL METPHKY B 3BKAHA0BOM BHAe. launue npeob-
pasopanHsfi RalOT K TNapaveTpHyeckoe aMa’iuTiiueckoe HaoOpakente Muoroolpasus, ocy-
MECTRIJSIOMEro MeTPHKY .

YCTaHaBINBaeTCsH, UTO HPOCTPAHCTBA \,, JOTyulennbie rpynnoii ¢, l-ro runa (orHo-
CHTeAbHO KJaaccHuxauny, Jannoil Kpyuxosnuenm (1) HueloT yaacc q < 5, NpocTpaHcTBa
IV -ro, V-ro, VI-ro # VI -ro tina nvewr xi1acc g < 2 41% 0=0, a npocrpancrsa VII-ro
THRA HMeT Kiace q < 4.

DELIMITATIONS DANS LE PROBLEME DE LA CLASSE D'ESPACES RIEMANN
A GROUPE DE MOUVEMENTS G; NON-TRANSITIF

(Résumé)

En vue de trouver des délimitations dans le probleme des espaces ricmanniens \'; 3 groupe
de mouvements non-transitif G, et a surfaces isotropes de transitivité,’auteur établit les transfor-
mations permettant d’écrire la métrique sous la forme euclidienne. Celles-ci nous donnent
aussi lareprésentation analytique paramétrique pour la variété quiréalise la métrique.

On établit que les espaces V, admis par le groupe G, de type I (relatif a la classification
donnée par Kroutchkovitch (I}) ont la classe ¢ <5, ceux de type IV, V, VI et VIII pouroc = @
ont la classe ¢ < 2, enfin ceux du type VII ont la classe ¢ < 4.



ASUPRA RAZEI DE CONVEXITATE A FUNCTIILOR OLOMORYE

de

PETRU T. MOCANU

1. Fie j(z) o functie olomoria in discul 2, << R. Se stie cd pentra ca f(z)
sa transforme discul 1z <y, *<< R, intr-un domeniu convex este necesar si
suficient ca

’

Re ( ’) -+ 10 pentru 7 < 7.

In acest caz se spune ca f(z) este convexd in discul <7

Prin raza de convexitate a functiei j(z) intelegem raza di:cului maxim
cu centrul in origine in care f(z) este convexa. Intr-o lucrare anterioari [1]
am aratat < raze de convexitate a funcfiei £(z) este datd de minimul expresiel
Vzz unde zsi 7 sint solutitle sistemului

!

i I m[z (L, -3 f_'” =0
I f

Demonstratia se bazeaza pe urmatoarea observatie :

Dacd F(z) este olomorfa in [z|<CR, atunci raza maxima r a disculai
iz, <7 in care Re[F(z)]>0 este datd de minimul expresiei V7z, unde = siz
sint solutiile sistemului

1

| ReF(z)7 =0 o
V Im 2F'(2)7 = 0

In aceastd scurtd neta vom inlocui sistemul (1) printr-un alt sistem
echivalent, care ni e pare mai interesant.

2. K4 punem
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Atunci
F = (" + Zf”f))f' — 2t
Deci
/ v il 272 "
Im{zF :Zm( ! A 3
1) e i
Deoarece
Re ( Zi*} == —1
rezultd
A —~14 7 Im(i)
f f
Deci
{/ {:)2 =1 —2Im (:f ) + [Im(zjf )r
S i F

de unde deducem
Im (ZJ{” )z = —2 Im(z?f,—)
sau
Im 7 __ 1 Im (Zf '2
b £

Inlocuind in (3) se obtine

Im(F") = Im (;l 3t ) — Im (2, 2}]

2 fn

unde am notat

N SN R L
{f: "} - 7 2 ( )

care este derivata lui Schwarz a functiei f(z).
Tinind seami de sistemul (2) se ob{ine urmatorul rezultat :

Raza de convexitate a funclier {(2) este datd de mintmul expresier Vzz
wnde z $1 7 sint soluptile sistemului

Re(z’w) +1=0

Im [22{f, z2}] =0

unde {f, z} este derivata lui Schwarz a functiei f(z).

4
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O PAIHMYCE BBINTYKJIOCTH TOJIOMOP ®H BIX & VHKILH

(Peswwme)

Jleab nactosiwell paloThl 3aKMIOUAeTCA B DACIIADEHHH TIPeABIAYWEro pesydviara

(1] OTHOCHTEALHO pafiyca BHIOYKIOCTH rodoMoppuux dyukunit. Iokaszano, 4ro pajuyc

BHITIY KIAOCTH ToJoMOpPHOR PyHKIIN f(2) b 2] <0 R (T.e. paflyc MakCHMANbHOTH AHCKA ¢

LeHTPOM B Hayale, KOTOPBUI npeBpaillaeTcsd [OCPRACTBOM f(2) B BHIOYKAVIC 00140Th)
i

J1aH MHHAMVMOM  BHIDaKeHIsl Y zz, I'e 31 3 VAOBAETBOPSIOT CHCTeMe (1.

SUR LE RAYON DE CONVEXITE DES FONCTIONS HOLOMORPHES

(R¢sumé)

Le but de cette note est de compléter un résultat antérieur concernant le rayou de convexité
des fonctions holomorphes [1]. On montre que le rayon de convexité d'une fonction f(z) holo-
morphe dans |z]< R, (c’est-a-dire le rayon du disque maximum centré a Porigine qui est trans-
formé par f(z) dans un domaine convexe), est donné par le minimum de l‘exprc&siou\/z{ of 2z
et ; vérifient le systéme (4).

3 — Babeg—Bolvai: Mathematica Physica 271954,






ASUPRA MOMENTELOR UNOR VARIABILE ALEATOARE
DISCRETE

de
D, D, STANCU

1. In aceasta lucrare prezentim doud metode pentru gasirea momen-
tului de un ordin oarecare » al distribufiei binomiale, Prima constd in expri-
marea acestui moment v, ca un polinom ordonat dupa puterile probabilitatii ¢
si in gdsirea unei forme convenabile a coeficientilor acestui polinom. A doua
metodd constd in utilizarea expresiei, cu ajutorul diferentelor ordinare, gi-
sitd recent de J. Todd [12], a polinomului lui Bernstein de gradul =, re-
lativ la o functie f(x) si intervalul [0,1]. Formulele gisite pentru v, sint cele
de la (5) si (8). Considerind cazul limitd al distributiei binomiale care conduce
la distributia lui Poisson, s-a dedus din (8) formula (13) care di momentul
de ordinul » al distributiei lui Poisson. Aceastd formula a fost stabilitd re-
cent de T. Gerstenkorn [5]. Se mai dau de asemenea si expresiile
explicite ale momentelor centrate ale distributiilor lui Bernoulli si Poisson.
Folosind expresiile gasite pentru v, se stabilesc cu uguringd formulele (16)
si (17) pentru momentele factoriale ale acestor distributii, formule care pot
fi vizute de exempluin H. Cramér [2].

In aceastd lucrare se mai stabileste si formula (19) pentru momentul
ordinar de ordinul r al unei variabile aleatoare cu o distribujie geometricd
a probabilitdtilor. In incheiere se di si un tabel pentru valorile diferentelor
lui zero A*0” in cazurile & = 1(1)20 si » = 1(1)20. Un asemenea tabel pentru
k= 1(1)10 si» = 1(1)6 se poate vedea In lucrdrile [14], [15], [8].

2. 54 considerdm o variabild aleatoare discretd cu o distributie bino-
miala

unde
b = P(X =) = bls: n, p) (’) P, (1)

iar p, ge [0,1] astfel ca p ¢ = 1.
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C%

Lo

Dupad cum e bine cunoscut, momentul de ordinual 7 relativ la puncrul
a al acestel variabile aleatoare e definit de formula

m(a) = :)i‘/)s(s —a).

se=1)

In cazurile speciale @ = 0 si a = E(X) == np se objin momentele or-
dinare, respectiv centrate, pe care e vom nota cu v, respectiv cu w . Deci

” 11
e 84 - p _ r p
Vfﬁz ;i)ss, lur - z ;PS(S np)' (2)
s=0 s=10
Avind in vedere ¢d in cazul general momentul centrat u,, de ordinui
7, se poate exprima prin urmatoarea formula simpla

{L’ == E( ——1)1 ( ) Vr——j ‘i{ ==
1 =0 )
— _() vy, | + () Vi, = (=1 () o =1, &
r . r—1 ) 1 r=2 1 ‘

r

folosind momentele vy, vy, ..., v,, este suficient sd se determine valorile aces-
tora si apoi s se aplice aceastd formuld pentru calculul lui g,.

O cale care permite sd se calculeze primele momente vy, v,, ... se bazeazd
pe teorema relativd la valoarea medie a sumei a # variabile aleatoare si
teorema relativd la valoarea medie a produsului a »# variabile aleatoare in-
dependente.

Sa consideram urna lui Bernoulli cu doud stdri; de ex. sa presupunem
¢ ea contine bile albe si negre si cd probabilitatea sd extragem o bila albd
este p, iar probabilitatea sd extragem o bild neagrd este ¢ =1 — p. Lifec-
tuind 7 extractii succesive si notdm (vezi de ex. [7]) cu X numaérul de bile
albe care se obtin la extractia de rang ¢. Variabila aleatoare X ia valoarea
1 cu probabilitatea p si valoarea 0 cu probabilitatea ¢(i = 0, 1, ..., n). Nu-
mirul de bile albe care se obtin in cele # extractii este X = X; + X, + ...

.+ X, Momentul de ordinul » al variabilei aleatoare X este valoarea me-
die a lui X ridicat la puterea

v, = F(/\,y,; e L (( i X‘) ”-
i=t

Folosind acest procedeu se caleuleazd in [10 ; p. 179] primele patru mo-
mentc. Se mai face remarca ¢i in general momentul v, este un polinom in
raport cu » de forma

v, = P s AT ATt L

O altd metoda, larg rdspinditd, pentru calculul momentelor variabilei
aleatoare X constd fu aplicarea formulei

L d'p(t)

y o= - — 2

7
Lrodr

i

f==y
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unde ¢(t) = E(e*¥) = (pe* + ¢)” este funcfia caracteristicd a lui X. Dar si
aceasta mectodd s-a folosit peste tot doar pentru determinarea explicitd a
primelor momente.
3. In aceastd lucrare vom stabili in primul rind o formuld generald si
explicitd pentru v, unde 7 este un numar natural oarecare.
_Pe baza formulelor (1) si (2) avem

n »n
o = \O ¢r ;5 (1 . s .
»',L\s()p(l b 4
=0 s
Dezvoltind (1 — p)" 7" dupa formula binomului obtinem urmditoarea

expresie pentru v,

L e R N L S W I

£=0
pe care o mai scriem sub forma

”

s . st—s
=S ()T () e
1 i=0 !

it
$= S

In continuare s ordonam acest polinom in p, care reprezinta momentul
v,. Se observa cé termenii care contin ca factor pe $* ce obtin dind perechii
de indici (s, /) urmatorul sir de perechi de valori
o0 (B k=, ) (2, R —2), (1, B —1).

b

Apoi facind pe £ sd ia valorile 1, 2, n obtinem

N N A N8 i By M2 L
o T L T RV ES
ey o
SO )Y
sau mai scurt
3 l}’—-l s i -k -] . , A
T k:)igr)bm»)'(—})( j )”“ e

Avind in vedere ca

- 7
se obfine urmiatorea expresie pentru momentul de ordinul

B0 (O

B4 fe=b
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4. Membrul drept al formulei precedente se poate exprima cu ajutorul
diferentelor finite. In acest scop sd considerim o functie f{x) si nodurile
echidistante x,, x, + A&, x, +24,.... x, = nh. Difcrenta de ordinul intii
a functiei f(x) pe punctul ¥, si cu pasul £ este operatorul linear A definit de
relatia Af(x,) = Apf(x,) = fag+h) —f(v,). Prin iteratie se defineste dife-
renta de un ordin % oarecare, pe punctul

AL Hxg) = A

h :

K 17-(’\.“)) e A (v, - Ry - _\k—»llf(,\‘(,),

Rezulta cu usurintd urmitoarea formula pentru calculul diferengei
de ordinul 4, cu pasul /, pe punctul x,, a functiei f(x)

A: flxg) = Al Yo 4 Doy b kA (x)] =
k .k ) o & ok ) S 6}
T A VR T VRS o R
=0 i j=0 ]

Aceastd formuld se stabileste pe o cale simpla observind ca aceasti
diferentd se reprezintd in mod explicit sub forma

AR Loy T ;
A H{xg) = ¥y “k,,'f('\u = h),
j=o0 "
coeficientii a, , fiind independenti de x,, f(¥) si & Acestia se pot afla usor

particularizind in mod convenabil functia f(x) (de exemplu luind f(x) =

e 5').
In cazul particular f(x} = ¥/, s == 1, vy = 0 formula (6) se reduce la
urmatoarea
AV O = A0 = Ao, 1, 2, ko) =
k ok k ok -
SY () ey () e g
i=0 i i=0 i

adicd tocmai la expresia care figureaza in paranteza dreaptd a formulei (5)

Tinind seamid de aceasta precum si de faptul cd diferenta de ordinul
k alui a7 e nuld in cazul cind £ e mai mare decit », oricare este valoarea lui
%y, adicd cd Afar = 0 dacd A >r, obtinem tocmai formula pe care doream
s-o stabilim

r 1
o kyk 1 2
",—*Z()?A‘” (3)
k=1\E
Deci am stabilit urmatorul rezultat ;. momecninl de un ovdin oarecare r

al variabiler aleatoare N cu o distribulic binominald a probabilitdtilor este un
polinonin p de forma
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ai cdrel coeficionfi se exprimd cu ajulorul coeficien{ilor binomiali $i diferen
felor pe punctul O a functiei a7, in felul wrmdtor

Ay = (A) AR

5. Vom da acum o altd demonstratie formulei (8). In acest scop sd con-
sideram polinomul de aproximare al lui Bernstein relativ la o functie f{x)
si intervalul {0, 1]

N LN T P
Buj: «) = kgo(h).\‘(l x) "/( J (9)

i

Conform unui rezultat recent obtinut de J. Todd [12; p. 125 acest
polinom mai poate fi scris sub forma

1 k ¥

Bf: x) =¥ ( ) A% o). (10)

k=0 ‘n "

In cazul particular j(v) == »"x" formula (9), in care inlocuim x = p,
devine

n H

Bn(nrf)r; f)) = E (k) ?k (] - ﬁ)n ”kkr:: Vpr (11)

k=0

Pe de alta parte in acest caz particular pe baza formulei (6) obtinem

: : k Ry,
0= 3ot 2|8 ()
- noon 2 ‘ = ;
Prin comparare cu (7) conchidem ca
AF i gy
A'lﬂf(()) = A0, 1,2, k; a7 = A0

n
Deci formula (10}, in care inlocuim v == p, se reduce la urmatoarea :

i1 n
Bt ip) = %, () P00 (12)
k=0 ‘k
Din (11) si (12) rezultd tocmai formula (8).

6. 84 ne ocupam acum de cazul distributiei lui Poisson. Dupd cum se
stie, Poisson a modificat cazul distributiei binominale (1) a lui Bernoulli,
presupunind c& probabilitatea p = p depinde de numirul total al pro-
belor in‘ asa fel incit sd avem np == np —» 2, unde % este o constanta po-
zitivd. In felul acesta a obtinut urmaitoarea valoare asimptotici pentru
probabilitatea b(k ; u, p) dela (1) : b(k; n, p) 2= 2% */k - Aceasta se poate
considera ca o formuld de aproximare pentru distributia binomiald. Aproxi-
matia aceasta este uniforma cind # — 0 $i p— 0 In asa fel inclt » = np
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[5]

ramine maiginit. Pentru o evaluare a erorii a se vedea [13; 4. 137] si
3 A0 143,161
54 vedem ce devine formula (8) in cazul mitd considerat de Poissen.

In felul acesta se ajunge la urmatoarea formula explicita
,. Ay 'S
v, = ¥ A0 (13)

pentru nomentul de ordinal » ’1 unei variahile aleatoare de tip Poisson,

adicil: care ia valorile £ =0, 1, ... cu probabilitatile
. WE
e —A .
])<‘ == k) = & ;!— , Lo 0.

Formula (13) a fost stabilita pe o cale directd in anal 1960 de T. Gers-
tenkorn Hl.

7. Tinind seama de (3), (8) si (13) se obtin respectiv urmatoarele for-
mule explicite pentru momentele centrate de ordinul # ale distributiilor Jui
Bernoulli si Poisson

[ Loy i o . ;
. —— N o1yt 7 PR 4 Ny
0, =¥ ¥ 1;()()1@ Ao,
Fe=0 k=1 Y
roor— ; r i
s, =V ¥ (—1) ()m_\. 0
i=0 k=1 j
8. 34 ne ocupam acum de momentele facteriale 1 ale distributiilor
lui Bernoulli si Poisson. Se stie cd momentul idctorml de oldmul 7 al unei
variabile aleatoare discrete X, pentru care P(X = x,) = p, (=0,

1,..., 1), ¢ definit de formula

iy =

unde
AVl — (e — 2y L (v — v 1)

este puterca a r-a generalizata a lul . Dupad cum se stie, notiunea aceasta
de putere generalizatd se bucurd in teoria diferentelor finite de proprietati
analoge cu proprietdtile pe care le are puterea obisnuitd a lui ¥ in analiza
continud. S& considerdm polinomul de interpolare al lui Newton relativ Ia
¢ functie f(x) ¢i nodurile echidistante Noo Xg A hyoxg 20 L xg o rh
Se stie ca {vezi de ex.

Plx) = flxy) -+ 2’
E=1

A7) acesta are expresia

r{y — & — X o ke 1)
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Towind vy == 8, &= 1 si fly) =+ 17 obtinem
v koot
e ATO
A= E A7 /‘* . (1 I}
A=l '

leoarece se stie ca decd f(x) este un polinom de grad mai mic decit numarul
nodurilor atuncei polinomul de interpolare coincide cu 1{x).
Rezulta ¢d momentul ordinar de ordinul v al variabilet aleatoare X
se poate exprima cu ajutorul moementelor factoriale mpyy (v == 1, 2., 7}, ale
aceleasi veriabile, prin formula urmatoare

0 -\
v, 5= 2 gy —] Al ' (1))

Avind in vedere ¢d 1n cazul distributiel binomiale are loc formula (8)
rezaltd cd trebuie =4 avem

r kor 4 7
Ao ’ B ko
oA G EE(
E”’ikik, 2()p_x,}.
k=1 : A=l Nk
In consecinta gasim urmdatoarea formuld explicitd pentru mementul
factorial de ordinul £ al distributiei binomiale

gy == (i — 1) — k- 1)p" = 1t p", (16)

Al
Comparind formula (15) cu formula (13) rezultd cd momentul factorial de
ordinul £ al distributiei Iui Poisson are urmatoarea expresie
Lk -
Mgy = 7. (1v)

Remarca. Formulele (16) si (17) se gasesc in enunful unel probleme
din 2; p. 257, unoe s-a cerut demonstrarca acestora plecmd de la functia
generatoare a momentelor factoriale pentru o variabila aleatoare discreta

n

= Y Pt (18)

k=0

e
>

au fost stabilite in (10 ; p. 185, 249~ folosind tocmali functia generatoare a
mumu}telor factoriale.

9. S4 considerdam acum "*'ul unel variabile aleatoare X cu o reparti-
tie geometricd a probabilitatilor: (A" = %) = p¢%, unde k=0, 1, 2, ... .
In acest caz functia generatoare a momentelor factoriale aste

koo k
73 £y [?
iy = # | = k1 (i)
§=0
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I'acind inlocuirea in formula (L7), obfinem urmatoarea expresie pentru
momentul ordinar de ordinul r al distributiel geometrice

y k
v, = ¥ (L) AR (19)
cem 1

k

10. Sa ne oprim acum asupra caleulului diferentelor [A°Y g pe
- Epr . . e . .
care Boole 17 le-a notat cu A0 i le-a denumit |, diferentele lui zero”.

In aceastd lucrare a Iui Boole a fost fntocmit si un tabel pentru diferentele
lui zero pind la & =: 7 = 10. Acest tabel poate fi vazut s in (4% sl (3

2 . oAk s .
In prezenta lucrare vom da un tabel pentru valorile lui A*0” in cazurile
k= 1(1)20 $i v == 1(1)20 (notatia m == a(h)b indicd, ca »t ia valorile in pro-

gresie aritmeticd a, a — b, o - 20, ... a4 sh == b).
Aceste diferente se pot calcula folosind direct formula explicita (7),
sau intocmind tabelele de diferente pentru f(1) = A7 si nodurile 0, 1.2,

L7 -+- 1. Dar o cale mult mai simpld constd in folosirea formulei
AROT s R(AROT T 4 AT, (20)

Aceastd formuld a fost stabilitd in mod simplu de E. T. Whittaker si
G. Robinson [14]. Justificarea acesteia este simpld. Luind in formula
(6) f(x) = a7~ h =1, x4 = 1, prin multiplicarea cu % a formulei obtinute si
compararea cu formula (7) se obtine

Ak 07 - /‘:Akwl ] rot ‘

T'acind aceleasi particularizdri in formula A: Hxy) = Aﬁ Tyt ) AT ()
se obtine Af0 ' = aAf1T — A*7'07 ' Prin eliminarea lui A" 71177 intre
aceastd relatie i relatia precedentd se¢ obtine tocmai formula (20). Aceastd
formuld se poate obtine (vezi de ex. [6]) si plecind de la formula care da
diferenta de ordinul £ a unui produs f(x) = u(x)v(x)

kR
NI PN
Airg) = ¥ ( )A’u(.\(,)A xR,
i=0 \
Luind aici # = "7 @ = v, v, — 0 si & = 1 se obtine tocmai formula (20).

Tinind cont ¢d A0 == 1 si ca ARO" = 0 daca r<k (deoarece diferenta de
ordinul £ a unui polinom de grad mai mic decit %t este totdeauna nuld),
prin aplicarea repetatd a formulei (20) se poate construi din aproape in aproape
tabelul diferentelor lui zero. Mai intii se observda ca A0" =1 (r = 1, 2, ..},
astfel cd In prima coloand a diferentelor avem mereu unu. Formula {20} ne
spune cd un termen oarecare al tabelului se poate obtine dacid multiplicAm
cu ordinul diferentelor coloanei respective suma dintre termenul aflat de-
asupra sa st termenul din stinga acestuia din urma.
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(0 MOMEHTAX HEKOTOPbIX [IUCKPETHBIX CJYUAWUHBIX TIEPEMEHHBIX

(Peswwme)

B uacrosiuelt pabore, aprop naér aBa MeTola A5 HAaXOXKIEHHA ABHOFO BbIDAXKEHHS
MOMEHTa TIOpsiiKa » GHHoMHMajabHoro pacnpegenennus (1). [lepsrit meron saxkJouaercst B
BbIDAXKeHHH 3TOTO MOMEHTA K&K OJHOTO MHOTOU/JeHa B p H B HAXOMACHHH YROGHBIX BbIpa-
KeHu# 18 KoaddHUHeHTOB 3TOro MHorousdexa. Bropolf MeToA 3akjalouaeTcss B HCHOJbB30-
BaHHH HOBOro Bhipakenus (10), wepasuo uafigensoro XK. Toanmowm [12] ara mHoro-
unena Bepumrefina nopsgka #. [oayuatores gopmyast (5) i (8). Pacemarpupas npenesbHblf
cayyalt GHHOMHAJBHOTO paclpejieleHHs, KOTOpbit BeAéT k pacnpefenensio Ilyacoua, u3
(8) BuiBoantcs Bupaxenue (13) ans MomenTa mopsinka » pacnpenesesus Ilyacona. 3ra
dopmyna 6una ycranosnena B 1960 rony T.Tepmwrte H xk o p H oM [5]. [lpu ucnonbzo-
BAHHH 3THX Pe3Y/IbTaTOB CPA3y Xe N0YyualoTcs H3BecTHble dopmyJst (Cm., Hanp., [2]) (16) u
(17) ans bakTOpHaNbHBIX MOMEHTOB DacCMaTpHBaeMHX pacnpejejeHHH. ABTOp yCTanaB/u-
BaeT Takke topmyay (l19) s MomeHTa nopsjKar reOMeTPHUUECKOro pacnpejenedns. B
32%Knmqerme Aaérca uyHCoBas Tabauna co 3HayeHUSMH pasHoctell Hyas Ao s k= (1)

nr = 1() x.

ON THE MOMENTS OIF CERTAIN DISCRETE RANDOM VARIABLES

(Summary)

In this paper the author presents two methods for finding an explicit expression of the
»th moment of the binomial distribution (1). The first one consists in expressing this mo-
ment as a polynomial in p and in finding suitable expressions for the coefficients of this
polynomial. The second onc consists in using a new expression (10}, found recently by Jo hn
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Todd [12], for the Berustein polynomial of the nth degree. One obtains the formulas {3}
and (8). Considering the limit case of the binomial probability law which leads to the Pois-
son probability law, one deduces from (8) the expression (13) for the rth moment of the
Poisson’s distribution., This formula lhas been established in 1960 by T. Gersten-
korn (5], Using these results one finds immediately the known (see e. g. [2])
formulas (16) and (17) for the factorial moments of the considered distributions. The author
alsu establishes formula (19) for the rth moment of the geometrie distribution. Finally one

presents a uumerical table for the differences of zero ARGT for k= 1(1)20 andr = 171}k



UN CRITERIU DE IDENTIFICARE A SATELITILOR
ARTIFICIALI AT PAMINTULUI

de

ArprAp pPAL ¢

In urma lansirii unui numir din ce in ce mai mare de sateliti artificiali
in jurulPamintului, se ivese cazuri cind pe bolta cereasca a statiei de observare,
In regiunea indicatd de telegrami (efemeridd) apar simultan sau aproape
simultan doi sau mai mulfi satelifi, fird a se putea spune uneori pe loc, in
cazul obtinerii numai a citorva pozitii, care anume obiect a fost ohservat.
Pe de altd parte pot fi observaii, in perioada criticd, si satelifi care nu sint
continuti in telegramele primite de la centrele de calcul, sau pot {i observate
intimplator $i avioane de reactie.

in asemenea cazuri in fata statiei de observare se ridica problema iden-
tificdrii obiectelor artificiale ohservate, problemd analogd, intr-o anumita
mdsurd, cunoscutei probleme a mecanicii ceresti de identificare a micilor
planete sau a cometelor in vederea urmdririi evolutiei orbitelor acestora.

Dupd cum se stie, pentru rezolvarea problemei daci observatiile indivi-
duale efectuate asupra micilor planete san cometelor apartin san nu unui
aceluiasi corp (sau corpurilor diferite), pentru care din trecerile anterioare
se cunoaste orbita (sau orbitele), au fost stabilite criterii, printre care amintim
criteriul lui Tisserand (bazat pe integrala Jacobi din problema restrinsa
a trei corpuri), precum si criteriul bazat pe formulele calculului de efemeride,
in care observatiile individuale intrd direct [17. Pentru identificarea sate-
litilor artificiali ai Pamintului, este evident, avind in vedere particularitatile
miscdrii acestora, cd criteriul lui Tisserand nu este aplicabil, raminind
ca sd examindm celdlalt criteriu. Amintim, ¢d o cerin{d importanta fata de
asemenea criterii este ca rezolvarea proklemei sd fie mai usor si rapid efec-
tuabild, aecit calculul complet de efemeride, care in cazul sateh‘,cxlm arti-
imah ai Pamintului, dup(z cum se stie, are mai multe etape (2], 737,

In cele ce urmeazi vom stabili formulele criterinlui amintit cu 1phm.~
tie la satelitii artificiali, luind In considerare particularitafile miscarii aces-
tora. Tformulele se stabilesc pentru doua cazuri de prezentare a observatii-
lor: 1. cind observatiile sint date sub forma de coordonate sferice ecnatoriaie |
2. elnd se cunosc coordonatele sferice orizontale. P’e baza calcularii de
exemple concrete, se arata, in simplificarile facute, precizia metodet,

4 - Babeg—Bolyai: Mathematica Fhysica 271464,
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Principalele particularitati ale miscarii satelifilor artificiali ai Pamin-
tului (cel putin acelora care au fost lansati pind acum), fatd de planete
sau comete, pot fi rezumate in urmitoarele :

a) satelitii artificiali ai Pamintului se miscd in sfera de actiune a
Pamintalui, in cimpul gravific si in atmosfera acestuia;

b} spre deosebire de planete si comete, elementele orbitei satelitului
artificial variazd rapid, in primul rind din cauza principalelor perturbatii
geofizice : rezistenta atmosferei si necentralitatea cimpului gravific al
Pamintului cauzati de turtire; aceste perturbatii, cel putin partial, tre-
buie si fie luate in considerare chiar si in rezolvarea problemei calculului
efemeridelor ;

¢} avind in vedere c¢d din cauza lipsel pind In momentul de fafd
a unei teorii de miscare precise a satelitilor artificiali ai Pamintului
(datoriti instficientei cunoasteri a perturbatiilor), orbita preliminard a
satelitului datd sub forma de sisteme de elemente, se cunoaste numai cu
aproximatia cunoscutd, si in consecintd si efemeridele (pozitiile) se cal-
culeazd numai la zecimea de grad sau la grad.

De aceste particularitati trebuie sa {inem cont, atit la stabilirea formu-
lelor criteriului, cit si in aprecierea, pe bhazd de exemple concrete, a efi-
cacitdtii criteriului.

1. Criteriul [1} se bazeazd pe aceea c¢d raza vizuald spre obiectul
ceresc trebuie sd intersecteze planul orbitei In apropierea insisi a liniei
orbitei. .

Pentru obtinerea criteriului cautat pentru o planetd micd sau cometd
ge pleacd de la formulele cunoscute ale calculului de efemeride (de exem-

o1 1Ty -
pia, 13
I & - el N e D -
A== Iv = Q= X{ =Acosd - cosyj ""“o
v=P L Q=Y (= A cosd - sing) Y 1
2 =P 20, =2{=A.znd ~Z5 |,
unde
(x, v, 2} - coordonatele heliocentrice rectangula-
re ecuatoriale ale micii planete sau
cometetl ;
(2,1, ©) — coordonatele  heliocentrice carteziene

ale corpului fata de axele asezate in
planul orhitei astfel cd axa SE trece
prin periheliu, axa Svin punctul or-
hitei de anomalie adevidratd v == 907,
iar axa S7 este indreptatd dupa nor-
mala planvlui  orbitel (7 = rcose, 7=
=T esin v, s 0
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(P, P, P 0,0, 0, — coeficientii proiectivi, adici compo-

nentele vectorilor unitari in sistemul

Sxyz, orientati dupd axele SE, Sy,

ST, care depind de trei (v, Q, 7) din cele

sase elemente ecliptice obisnuite ale

orbitei, precum si de ¢ — unghiul de

inclinare a eclipticii fatd de ecuator;

expresiile acestor coeficienti In functie de aceste elemente se pot gisi, de
ex, in [1];

(XY, 2) -- coordonatele geocentrice rectangula-
re ecnatoriale ale corpului;
(2,9) — coordonatele geocentrice sferice ecua-

toriale — obfinute din observatii — ale
obiectului la un moment dat ;

A — distanta geocentricd a corpului pentru
momentul respectiv ;
(XNg Y. Z,) — coordonatele geocentrice carteziene ecua-

toriale ale Soarelui.

Mentionam ca in problema urmdritd elementele vectoriale (cosinusii
directori), coordonatele sferice observate ale corpului §i coordonatele
Soarelui sint cunoscute, respectiv din calculele bazate pe sistemul de ele-
mente dat, din observatii, din anuare astronomice, si ele trebuie s fie
raportate la acelasi echinoctiu. Necunoscutele in sistemul de ecuatii de
mai sus (1) care Inglobeazd atit elementele date ce caracterizeazi orbita,
cit si datele observationale, sint Z, 7,5 A, care pot fi determinate prin
metodele cunoscute,

Tinind seama de particularitdfile amintite ale satelifilor artificiali
ai Pamintului, vom avea de efectuat urméitoarele inlocuiri si schimbari
in relatiile (1):

-- Coordonatele Soarelui (Xe’ YO, ZO) se
inlocuiesc cu  coordonatele rectangu-
lare ccuatoriale ale locului de obser-
vatie de pe suprafafa Pamintului, care
in sistemul de coordonate legat de
stele fixe se determind prin relatiile :

Ny 0z e cosgg - Coss
Yy = o cosg - sins (2)
Zy = g sing) !
unde :
2 -- raza — vectoare geocentricd a statfiei;
o - latitudinea geocentrica a statiei;

s -~ timpul sideral local al observatorului.
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Livident, coordonatele X, Y, Z, obtinute dupia formulele {2)
sint raportate la ecuatorul adevirat. Dacd insd observatiile sateli-
tului artificial, precum si clementele de orientare ale orbitei sale sint rapor-
tate la ecuatorul mijlociu 1950,0, atunci este necesar ca si coordo-
natele rectangulare ecuatoriale ale statiei de obscrvare sa  fie reduse la
acest sistem,

Dupd cum arati 8. G, Makover 1, in limitele preciziei de cal-
cul al elementelor, este suficient ca aceste coordonate si fie corectate
numai cu influenta precesiei de la epoca 1930,0 pind la mowmentul observa-
tiei sau chiar pind la inceputul anului de observatie.

Pentru acest scop se aplicd formulele obtinute pe baza teoremcd cu-
noscute a cosinusului unghiului dintre doud directii, scrize sub forma ma-
triceald :

\\ XY, Zo (XL
Yn/ (‘\‘y Y, /"}) Y, ) (3)
Z1)/ ‘ﬂ‘\<: Y'z 7: \"n s
1950,0
unde valorile numerice ale coeficientilor &, ... 7, fiind date de teoria

precesiei, se iau din tabele speciale sau se caleculeazd dupd formulele
(ex. 13):

X, = 1060000000 — 0,0002 969677 — 00,0000 001477
Y, = — X, = — 0,022319417 — 0,00000676 177 -+ 0,0000 02217°
Ly == — Xy = — 0,009716917 - 0,0000 0206 7% 0,0000 00987 .
Y, =  1,00000000 — 0,00024975 7% — 0,0000 00157° { * )
Y, -~ Z, = — 0,0001 0858 1"
Zy = 1,0000 0000 — 0,000047217% -~ 0,0000 00027° |,
T — timpul socotit de la 1950,0 in secole. Tot aceste for-

mule servesc si pentru reducerea la ecuatorul i cchinoctiul epocii 1950,0
de la epoca I a coeficientilor proiectivi, Inlocuind XY, Z, cu P, P,
P., respectiv cu Q,, 0,, O,

Conform indicatiei lui M. S Tarov-Iarovoi si E. A Gre-
benikov [2], pentru scopul calcularii cfemeridei, In limitele de
precizie, este posibil sd se facd abstractie de aceste transformari.

Legatura dintre latitudinea geocentricd (p;) si cea astronomico-geogra-

fica {o,), precum si cea dintre g si @ — semiaxa mare a elipsoidului terestru,
se exprimi cu ajutorul binecunoscutelor formule :

Gy = 9y = 6927, 62 8in2g, — 17, 16sindg,

7

£= 1 — 0.003324sin2p, — 0.00002Rsints

of ’
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sau pe baza relatiilor $i tabelelor in care se fine cont si de inalfimea statiei
H{in m) date in , Astronomiceskili ejegodnik” {de exemplu pentru 1964,
p. 581 :
esing, == (S — 0,156% - 1075 H) . sing,
geosgl == (C + 0,1568 - 107°% H) - cosg,

tg ¢ = (0,993307 - 0,0011- 107°. Hitge,,

(6)

)

[

marimile C si S fiind date in sectiunea ,,Elementi zemnogo sferoida F. N. Kra-
sovskogo. Vicislenie gheotentriceskih koordinat tocek zemnoi poverhnosti’.
In cele ce urmeazi vom folosi, asa cum se obisnuieste la calculele de
efemeride ale satelitilor artificiali ai Pidmintului [2 ), urmitorul sistem de
referintd de bazd : miscarea satelitului se repereaza fata de sistemul T xyz
de coordonate geocentrice rectangulare ecuatoriale, ale cdrui axe sint in-
dreptate astfel cd axa Tx trece
nu prin punctul vernal {ca in pro-
blema calculului  orbitet sateli-
{ilor artificiali — relatiile (2}—, i
prin punctul de intersectie a me-
ridianulut locului de obhservatie cu
ecuatorul, iar axele Iy si Tz siut
astfel orientate ca sistemul s for-
meze un triedru drept (fig. 1).

Fatd de acest triedru formu-
lele (2) devin :

Xy = peos o’

v e ! a7y
3 [N ¢ {2 )
£ == psing

— Coordonatele  geocentrice
rectangulare ecuatoriale (x, y. 2
ale satelitului se exprimé prin ele-
mentele ecuatoriale ale orbitei e
haza relatitlor Fig 1

Eouctoryt

Yo p{cosa - cosfd o sinw - sinkd - cosi)

3o ricosw - sin€d - sing - cosQ - cosi) {7)
o e SHME - SINY ,
ande i oem e or e 518 = A 3607 < s fiind timpul sideral in momentul ¢
exprimat in zile siderale;
«aun
} el .
/ v o= (()\‘ c T, i
T S R i (%)
> b i .
[‘ = T (r)z‘ i )f>
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unde expresiile lui P, ...... (), sint :
X ) z

P, = cose - cosfd — sinw - sin&d - cosi

P, = cosw - sinfd -+ sinw - cosfd « cos?

P, = sinw - sinz (9)

Q, = — sinw- cosQ — cosw - sinf - cos?

0y = — sine - sinfd - cose; - cosfd - cos?

Q. = cosw - sin

Se observd ugor cd in cazul cind
axa Tx este orientati spre punctul
vernal, relatiile (9) rdmin in vigoare,

P

2 modificindu-se doar longitudinea mo-
£ dului de 1aQ 1a Q. Se observi de ase-
S| menea, cd aceste expresii ale elemen-
ol telor vectoriale, in cazul satelitilor ar-
+ tificiali ai Pamintului sint mai simple

P

decit in cazul planetelor sau cometelor.

Coordonatele (£, 1) sint coordona-
tele geocentrice carteziene ale sateli-
tului artificial al Pamintului fatd de
axele asezate in planul orbitei astfel
cd axa TE trece prin perigeu, iar axa
T prin punctul orbitei de anomalie
adevéaratd v = 90°.

A, Criteriul de identificare a sate-
ligilor artificiali lai Pdmintului in ca-
zul folosirii coordonatelor ecuatoriale.
, Notind prin X, Y, Z coordonatele

Fig 2 topocentrice rectangulare ecuatoriale

ale satelitului, iar prin «(¢) cele ecua-
toriale (orare) topocentrice sferice, si A fiind distanta de la locul de
observare pind la satelit (fig. 3), relatiile dintre aceste coordonate se rea-
lizeazd prin formulele :

= A cosd . cost
— Y = A cosd - sint (10)
Z o= A . sind
{ntrucit avem :
X=11—-X, |
Y =y — Y, (11)
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in sfirsit, in cazul satelitilor artificiali ai Pamintului, in sistemul de referinta
considerat, inloc de (1) avem :

yo= P L0, 1 = A.cosd.cost — ¢ cosy

— s ISR WA 9

voe= P, L Q7 o= - N 0088 - sl (12)
. , s v .

go= P, 20, 7= A sind - p e singg

st P,,..., Q, sint date de (9).

Pentru scopul urmadrit
este suficient sa se determine
din necunoscutele Z, 7 si A ale
sistemului de ecuatii algebrice
{12) numai & si 4.

Apoi folosind formulele
cunoscute

EANS

=7 -cosv = alcosE — e |

f o= osine = acosy - sink [
(13)
unde ; a — semiaxa mare

a orbitei geo-
centrice a sa-
telitului  cu
focarulincen-
trul T al Pa-
mintului ;

¢ — excentricitat

\
.
Fig 3
ea ‘orbitei, -~ — uunghiul excentricitatii,

E — anomalia excentrici,

se pot exprima cosE si sinE

CoskE = -2

(14)

2 v
!
_1‘_
<™
SR —

Criteriul apartenentei pozitiei observate a satelitului la o orbitd cunos-

cuta datd printr-un sistem de

elemente constd in aceea ci valorile obtinute

ale lui cosE gisinE trebuie sd aparfind unuia si aceluiasi unghi.
Dupd cum observd A. D. Dubiago [1], nu se poate pretinde o

respectare cu mare precizie a

acestui criteriu si aceasta este valabil intr-o

masurd si mai mare pentru satelitii artificiali ai Pamintului, deoarece ele-
mentele orbitale suferd variatii datoritd perturbatiilor.

Aceastd observatie rdmine in vigoare chiar si in cazul ludrii in counsi-

derare a perturbatiilor ,,secul

are’’ in elementele orbitale ale satelitului ar-
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tificial al Pamintului, deoarece asupra miscarii satelitului activeazd gi pertur-
batii periodice, iar determinarea clementelor orbitale pe baza teoriilor
existente nu se face cu mare precizie.

B; Cazul coordonaiclor orizontale. In multe cazuri in mod direct se
determini coordonatele orizontale ale satelitilor artificiali ai Pdmintului. In
acest caz coordonatele rectangulare X, Y, Z trebuie si fie exprimate prin
coordonatele orizontale sferice, formulele (11) rdminind intru totul va-
lahile, modificindu-se doar formulele (12).

Notind cu (fig. 3):

X, Y, Z - coordonatele rectangulare topocentrice orizontaleale SPA, si cu

A4, h — coordonatele topocentrice sferice orizontale (4 - azimutul
astronomic ; f — indlfimea),
avent :
X = X .sing, + 7 - cosn, !
vy ; (15)
Z = —Xcos s, - Zsing, |,
X = A cosh-cosd 116)
— Y = A.coshsind
Z == A.sinh
Introducind (16) in {15), obtinem :
X = A (cosh-cosd -sing, + sink - ccsgy)
Y == --A.cosh - sind (17)
Z = A{—cosh-cosd - coso, -+ smh - sing()

Fste evident ca X4, Afa, Z/a sint cosinusi directori ai directiei OS fata
de axele X, Y, Z, acestia putind fi obtinuti si direct, aplicind formulele lui
Gauss la triunghiul sferic (paralactic) PZS (v. fig. 3).

Atunci formulele de plecare (12) ale criteriului se modificd dupd cvm
urmeazi :

S 51 L . Afs yaen ey SO R R T
N P2+ 0, = Alsink - cosp, + cosh - sing, - cos.d) cCosE,
v Py 2= Oy — o Acosh - sinA - B (18)
- p oo e 1 PP e vYe NP Cene 4V Ay o
z P20, v = Asinh - sing, — cosh - coso, - cos.d) esing,

Mai departe ragionamentul este identic cu cel din A).
In cazul folosirii azimutului geodezic (In ultima vreme), semnul jui sin.d
sicosd se schimbd in aceste formule.

2. A plicatii Pentrua aplica criteriul, pe lingd datele observatici
si coordonatele geocentrice ale stafiel de okservare, avem nevole de un sis-
tem de elemente asupra orbitel satelitulul (saun satelitilor) de identificat.
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Elementele orbitale (elemente osculatoare sau medii)* ale satelitilor
artificiali sovietici se publicd in special, In  revista ,, Biulleten stantii
opticeskogo nabliudenia iskusstvennih sputnikov Zemli”,

incepind cu nr. 24, pentru intervalele de 2--1 zile, sub formé de tabele.

Flementele medii :

) =1, — inclinarca  orbitei  la
ecuator
wil) = oy et — 1) -- argumentul perigeului ;
Qi — Q= QI —1i, — longitudinea nodului as-§
N cendent ; (19)
MUy = Mynll — gy ' l- bR —
o) - anomalia mijlocie ;
L N 7l (A - unghiul excentricitatii;
n{t) == o =20ty = Sn'{E—1) — miscarea diurnad mijlocie;

(n — continind si cfectul perturbatiei ,seculare’” In anomalia mijlocie) ;
unde marimile i, w4, Q,, M,, », si 72 — clementele osculatoare sau medii
pentru epoca inifiald ¢, precum si marimile o', &', @, #', #"" variatiile lor
diurne — s¢ dau in tabelele amintite sau se calculeazd (aproximativ) pe
baza formulelor date, de exempluin [6G .

In caz cd nu existd asemenea elemente, elementele preliminare aproxi-
mative, pentru ¢ epocd oarccare /;, pot {i obfinute si direct din observatii
(avind 3 sau mai mult de 3 observatii asupra obiectului considerat), dupa una
din metodele elaborate pentru calculul de orbite ale SAP.

Dupd ce s-au caleulat elementele orbitale dupa (19) pentru momentul
observatiei, In vederea folosirii lor pentru compararea cu datele ob-
servationale, la calcule mai precise, pe baza lor, trebuie si se obfind elemente
osculatoare, adiugind la elementele medii perturbatiile periodice. Despre
accasta metodd vezi, de exempla 7 .

La aplicarea criteriului au fost folosite urmdtoarele simplificari  si
date :

- avind in vedere calculele aproximative, s-a admis ¢d marimile /, ¢, Q
¢int ravortate la ccuatorul ¢i echinoctiul instantaneu (adica la planul ecua-
terulul terestru) ;

— la calculul elementelor orbitale ale SA L pentru momentul observa-
tiei s-au luat in considerare variatiile | seculare’” ale acestor elemente
cauzate de principalele perturbatii geofizice ;

— ¢lementele orhitale folosite si oheervatiile care au fost luate pentru
identificare =int cuprinse in tabelele 1 osi 20

* Prin elemente wmedii aiel se inteleg clementele caleulate pe bazin mumal w perturbatii-
jor | =eculare’”,
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' i {
~ Epoca . \ : i L
Nr. £ ) Obicct M © Q | i e
! I
1958 . 63,56 1 !
Sp. ; A = - =
1 mart. 17,0 P-4y 60 4,91 93,05 | 6323 1 350
|
- Rl (F
2 1957 sp 1 | 28465 . . . Lo
nov. 14,37500 (-=3,01 46,16 86,01 | 63,49 371
i i H

Obs. Variatiile elementelor ;T, o', o’ sint luate pentru 10 zile solare mijlocii, iar cele
ale Iui »’ pentru 100 zile.

b coord. ecuatoriale
. ata oot
Nr. t, T.T) Obiect / —
a(s — t) 3
(1950,0,

1958 o i

1 mart. 20,17.45.15,0 sp- I Boyen i .
16%25™ 91 i 37,40

. 1957 nov. 6, . ’
2 04.54. 38,1 Sp. IT - i -

In urma calculelor efectuate dupi formulele criteriului, folosind da-
tele tabelelor 1 si 2, am obfinut c¢d criteriul se respectd cu o eroare de
aproximativ doud grade In anomalie excentrica £, ceea ce corespunde apro-
ximativ preciziei determinarii anomaliilor mijlocii M,. Prin urmare, po-
zitiile din tabelul 2, in limitele acestei precizii, se afld pe orbita celuide
al doilea sputnic, ele fiind deci identificate.

Printr-o determinare mai precisd a elementelor orbitale, a pozitiilor
observate, si prin eliminarea simplificarilor amintite, precizia respectdrii
criteriului se va mari.

Criteriul poate servi gi drept criteriu relativ peuntru selectarea obser-
vatiilor gresite efectuate asupra unei treceri a satelitului deasupra statiei
de observare.
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Tabel 7
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| 3 < i
i | j
; ; ! L Biadl,
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i |
| | |
50243,97 —4,21 E —23,30 | 40,29 119,09 .,
[ i
Tabel 2
Coord. orizontale Coord. st. ;
| Tostr.
A I ’ @9, 70 H ;
1 i
] 46° 45° 337, 8N |
- - I1h 34 038 53R | AT =1
1 412 m {
| |
179°47'30" 23°06720" 1 . | Teodolit
| i
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KPUTEPHMHA MAEHTH®HKALMKU HCKYCCTBEHHDBIX CITYTHHKOB 3EM.TLH
(Peszwye)

B nacrosauleit paGote yCTaHaBIHBAOTCS GOPMYAB OAHOIO KPHTEpHA HAeHTHDHKALMK
HCKYCCTBEHHBIX COYTHHKOB 3eMaH (MoRuduuuposanubie opuvasl xpurepus (I7]), nosso-
JAIOWEro YCTaHOBUTD NPHHAAICKHOCTb HHANBHAY /I LHBIX HAGMI0Ae HUH H3BeCTHOH U3 Hpe b~
AyU#X nospieHdd opOHTE B Cjyuae HCKYCCTBEHHBIX CHYTHMKOB 3emiH. PopMyasnl IaHbl
B JIBYX cilyuasiX NpeAcTaBseHHss HaGmwogeHnil: 1) maGaoleHns AaHb B chepHueCKHX SKBA-
TOPHAJbHBIX KOOpJHHATaX; 2) H3BECTHH CdepHuecKHe TOPH3OHTHJAbHBIE KOOpAHHaThi. Ha
OCHOBe BBHIYHC/EHHS KOHKDETHBIX NpPHMEpOB AJS BTOPOro CIYTHHKA, YKAa3bBaeTcs, IpH
CHEJIaHHBIX YIPOIEHHAX, HAa TOUHOCTb COO.TI0/IeHHSL KpHTepHs (0KO0JO 2° B 3KCHEHTPHUeCKOH

aHOMAJIHH, YTO NPHMEPHO COOTBETCTBYET TOUHOCTH ONpeje/eHHs HCIOAb30BAHHBIX CPEAHHX
aHoManui).
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UN CRITERI DVIDENTIFICATION DES SATELLITES ARTIFICIELS
DE LA TERRE

(Résumé)

L’auteur établit les formules d’un critére d’identification des satellites artificiels de
la Terre (formules modifiées du critére [17), critére qui permet de décider de l'appartenance
a une orbite connue antérieurement par un systéme d’'éléments orbitaux des positions obser-
vées dans le cas des satellites artificiels de la Terre. Les formules sont établies pour deux
cas de présentation des observations: a) lorsque les observations sont données sous la forme
de coordonnées sphériques équatoriales ; b) lorsqu’on connait Jes coordonnées sphériques hori-
zontales. Les calculs effectués sur des exemples concrets pour le spoutnik-II montrent, dans
les simplifications qui ont ¢té faites, a quel degré de précision le critére a été respecté (appro-
ximativement 2° dans "ancmalie excentrique, ce qui correspond 3 pen prés a la précision de
a détermination des ancmalies moyennes utilisces).



SOLUTII APROAPE-PERIODICE ALY ECUATIEI 1,UI DUFTING,
IN CAZ DI NEREZONANTA
de

AUREL TURCU

In aceastd lucrare se studiazi problema existentei, constructiei sista-
bilitatii oscilatiilor aproape-periodice ale ecuatiei cvasiliniarea luiDuffing
1] de forma:

X - EPx == g costyt 4 beoswyt - u(yx® — 2Hx), (1

unde %, v>0, >0, b >0, H >0 sint niste constante date, p este un para-

Wy

metru mic real, o, $i w, sint niste constante al ciror raport este iratio-

Wy
nal. Ultima supozitie insemneazd ci functia — & 7, () = @ cose,t +b cosw,t
este aproape-periodica.

Pe baza rezultatelor fundamentale obtinute de Krilov si Bogo-
liubov [3,2] si prelucrate dupd aceea de Malkin [1], in lucrare se
aratd ci ecuatia lui D uffing (1), in caz de nerezonanta, poseda o solu-
tie aproape-periodicd, stabili.

1. Problema gdsirii solutiilor aproape-periodice in general i in particular
pentru ecuatia lui Duffing (1) este una din cele mai grele probleme care se
infilnesc in teoria oscilatiilor neliniare. Greutatea constd in aceea ci noi nu
putem folosi aici metodele elaborate si folosite la gasirea solutiilor periodice.

Pentru a deveni mai clard aceastd ultimi afirmatie, vom scrie ectuatia
(1) sub forma unui sistem. I'acem in acest scop substitutia :

X o=y

X == —hu,
Atunci ecuatia (1) se va scrie astfel:

dx

“oms —ka,
dt

dy, a b wo R | ,
== = ko — cosoyl - — cosayl — == (vad = 2H vy, (1
di i ke - k



62 A. TURCU >

Fard greutate se observad ca sistemul (1) poate fi considerat ca un caz
particular al sistemului neautonom, cvasiliniar, de forma :

ax

3

at
unde

= A Xy T GgaXy — g, Xy = F(E) - ul(E vy, o, w) (s=1,2, 0, ) (A)

— functiile 7 (f) sint sume trigonometrice finite,
— functiile F se descompun in serii de forma,

s

Fylt, vy, coxy ) = S FY (1, 20,
{1

care converg pentru w<Cy,, unde u, este un numar pozitiv, care nu depinde
def, vy, Xapo, X,
functiile F Wt xy, . tx,) in seriile precedente sint polinoame in raport
U Xp..., Y, A proape—perlodme in raport cu {, care se descompun in raport cu
aceas ta. variabild in serii Fourier finite :
FIV = 48+ Y (A cosvt — BY siny),

S0
P’

Aidci sumele contin un numdr finit de termeni si coeficientii sint poli-
noame in raport cu x,, ..., x4,

Problema noastrd constd in a gasi solugiile aproape-periodice ale sis-
temului de ecuatii diferentiale de forma A). Aceastd problemé se reduce insi
la problema existenfer $i a caleulidi? solutiilor aproape-periodice ale sistemului
de ecuatii A).

Greutatea despre care am vorbit mai sus este legata tocmai de demonstra-
tia existentei ¢i de caleulul solutiilor aproape-periodice, atunci cind se in-
cearci aplicarea metodelor folosite pentru solutiile periodice ale ecuatiilor
x\'a\lhmare (vezidMalkin [4]cap. IV).

in consecinfa, pentru aflarea solutiilor aproape- periodice ale sistemului
cvasiliniar A) si deci si ale ecuatiei lui Duffing (1), nu vom céuta solutia sub
forma de serii dupa puterile parametrului mic u, c1 vom folosi metoda aproxi-
matiilor succesive lulnd in calitate de primad aproximatie solutia aproape-
periodicé a sistemulud generator obfinut din \) sau (1’) cind punem ¢ = 0
si apoi vom demonstra convergenfa s sirului obtinut de aproximatii succesive

Inainte de a trece la caleulul efectiv al \olutnlor aproape periodice qlc
ecuatiei Jui Duffing (1) facem observafia ca intrucit ecuatia caracteris-
ticd a sistemului liniar omogen obtinut din (1') are toate radédcinile cu pér-
tile reale nule, atunci pentru existenta solutfiei n1’)roape-periodice a sistemu-
lui dat (1’) nu putem folosi teorema lui M a Thin 17 dectt folosind in prea-
labil transformarea speciald introdusa in teoria oscilatiilor neliniare de
N. M. Krilov siN. N, Bogoliubov 3.

In cele ce urmeazid vom avea de asenmeniin vedere faptul cd fiind in
cazul de nerezonantd, nici una din marimile

mk == Ny = LG,
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nu este o marime micd de ordinul lui . Aici m, 2y, m,, sint niste numere
pozitive sau negative, pentru care

meeo=simy = iy <D st m £ 0

2. Sistemul generator, obtinut din sistemul lui Duffing (1) cind facem
v. = 0, este un sistem liniar, neomogen de forma :

; -
il —hky, = —kx, -+ £ (D)
dt
dx, @ b o (1) 2
B kX - o= CoSwyl — = COS@,t == hx, + f, (1 @)
at 1 2 U1 i 2 v+ 00
unde
_ — 1 :
W) =0, 1y(t) = — = (& cosed — b coso).

i

sistemul lindar, omogen (auto-adjunct) :

dx
b kx,
at
dx, 3
2 =k, (3)
dt
a cédrui ecuatie tundamentala
R "
z o 2R |
LR el T
are doud raddcini cu pdrtile reale nule ¢, , — =-A/, adn:ite urmatorul sistem

fundamental de solutii periodice (care pot {i considerate in acelasi timp si ca
solutii aproape-periodice) :

Xy = COS ki Tyg = sin ki
Xy == sin &t Nyy == —COskt (5)
unde A (0) = [x,55(0)) == 1, vp(0) == x5 (0) == 0.

Aceste solutili reprezintd in acelasi timp si sistemul fundamental
v, (o, 7, = 1,2) de solutii al sistemului adjunct de ecuatii fati de (3).

[N N4

Dat fiind faptul ca in sistemul (2) functiile (2 = 1, 2) reprezintd sume
trigonometrice finite, atunci conform teoremei lui Malkin [4]! pentru
ca sistemul {2) sd admitad o solutie aproape-periodicd, cind ecuatia (4) are
raddcinile cu pdrtile reale nule, e necesar si suficient ca :

. 1 - \
lim --SE Y, d—0 (= 1,2). (6)
s §Jd ST
iR
P Aceasta teoremd e un caz particular al une teoreme mai generale stabilita in luerarea lui
I. G, MALKIN 5.
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In cazul studiat de noi se observa usor ¢a relatiile (6) »int satisfacute,
deoarece expresiile de sub integrale confin numai termeni periodici, diferifi
de constante. In consecinti sistemul (2) admite o solutie aproape-perindici
si aceasta este chiar solutia generald a sistemului (2) :

N O

[ x, = M, cos kt - M, sinkl — e coseyt —

1
{ xy = M, sinkt — M, coskl — — ‘e s11103, ¢

= SINe !
r’f(/v“ —_ U.‘I} -

In ipotezele facute asupra sistemului A), sistemul (1’

; poate fi adus
la forma ,standait’, adica la un sistem de forma

z/\ .
7 s l(t, xy, %y, ) (s = 1,2)
ot

In acest scop transformam sistemul (1') cu ajutornl substitutiei (7)
(considerind in locul functiilor x, si x, functiile M; si M,).

Din (7) si (1') avind in vedere ca (7) e solutia generala a sistemului
generator, obtinem :

TRY dl, .
UL cos bt S22 ginkt = 0
dt
aMy, . dal, : \ .
S sin bt — 0% coskt = — ¢ (vad - 2Hkx,)
dt dt AT -

ande in locul lui x; si x, trebuie puse expresiile lor din (7).
Rezolvind sistemul astfel obftinut in raport cu derivatele lui W, si
M,, gasim :

4l ‘ )
[ 95 B 0s s Ry )sin b
booar i - :
| @ u "
, St e S (yad - 2HEy,)cos ki

dt k h

Vom scrie in continuare sistemul (8) sub o forma mat convenabila
in vederea usurdrii aplicdrii transformirii lui Krilov—Bogoliubor.
Pe baza lui (7) sistemul (8) se scrie in forma:

inva — - , . ) , , .
L0 TRy T M cos bt - My sin kt - a’ cos wf — b cos 0,413 —
dt ROV - T (9)
- 2 HR[ M, sinkt — M, cos kt - a sin w,/ — b sin o)gz‘,j} sin kt ;
LECE R IvTM, cos kbt = M, sin bt <= @’ cosemd = 0 cos w,yt 3 —
dt R : ! o

L 2HRM, sin kt — M, cos kt — @ sin oyt — b sin u_J]} cos &i
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unde
, a —_ ao,
CT R TR —od
(10)
b b 7). bed,
I L TR —od

‘Ffectuind toate calculele, ecuatiile (8) se scriu sub forma :

%ﬁ - yL{Pl(Ml,M ) -+ 2 [A,p(My, M) cosvyl + Byp(My, M) bmv,,u}_
! =P-f'1 (¢, My, M) (11)
“Z’ =u {P (M, M Pg} [A yp(My, M y)cosvpt < Byy(M,, M,)sinvt j}E
| = uF,(t, My, M)
unde
Py, M) = = 3,01} 4 ) - i, — S, [(k2 _“’W + o ig, ]
Py (M, M) = 2 3 MyMP o ME) - HM A+ %Ml[(kz igw‘f)ﬁ T i,g,z} (12)
= LML (M) — M) By =L My (3M3 — M} (13)
Ay = Ay = -j% M, M,a’ By, = By = ~ ?3;‘: (M? — MY o'
dy = Ay = 2L MM Bi= By = — =L (M} — M) ¥
.416::~23é—M§+HM1+ sz—*;; (M2+3M)+
+ {j-Z—M2(a'2 4 b + HM, =2 My + b
Ay = = 2L Mya® By = By =0
Ay = — 2 Zﬂgb"z By = Byjp = 0
iy = gy v — 25 Ml Bin = Buay = — - M,a*
Ay = Ay = % Ma Biy = Buay = — 22 Mype
Ayys = Ay, = le M, Bigs = ... Byjg = — ”j':’ M,a'b’

5 ~— Babeg—Bolyai- Mathematica Physica 2/1964.
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3 r ! ) ...
Apgs == Aygg oo Ayge = 1} Myt Byyy= By = — 3““ (M 3ME

¢

+ a2 obfz)

Aiyg = — _4__ MMy + Ha Do == By = — 3} (W )1W N’/’
8k
4 2a’ 4 by
1 3 A ' » 3 N ~a'd
Aywg = — 4}5 MM, — Ha Biag = By, = - %
1 3 ;n F2 ) NUR
Al.gl T :}f‘ 1[ J[ o’ *{lf ]{/) /)1.25 = ])1.20 - J;Tk
3 y o 7 ) > 3ya'?l’
‘41.22 = e :/TY 11[11‘[211 —Hb ])J.27 = ...=2D 1.30 — "‘}é{-}:—
, 3ya'h?
Apgg == Ay = oAy =0 By = ... = By = — ‘I;f;”
Ay = = M (M} — 3M,) By = — My (3M? — M)
- Sk 8% - =
. 3y e VeV > 2 3y T
Azz = A 23 T " (Ml fffff A’]z> @ ])22 = 1)23 = I{AIIJL[?_(L
Agy o= Ay =L (% MY By = By — <X MM,0b'
24 23 Sk 2 4 25 4k 1 2
Ayg = ;”;—Mf —HM ,+ E;{—Ml(a’ﬁ—~;~l)’2) B = I? M,(BM? 4 M) +HM, 4‘—:
M (@24 b
Ay — X300 By = By — 0
4k
3y , >
Apg = 2 M, b2 Bag == Byqy =0
Ay = Ayyy = % Ma'y Bay = Bayy = :‘f My
3 5] > 3 7 ™~
1oq = A 510 = -b% Mia'? By = By, = ;Z_ M b
b y 3 y 5 ) 3 g
Aggy = Agyy = —\.Z Mb Byis = - Bage = -4% M,a'b
Aggs = . Ay, = :—/ M’ Bas = Si M,M,a' + Ha
¢
Agrg = Agsy = By = T M M, — Ha
= B @AM ME g ey
8% 2
Aggy = Ay ys = Byy = -;/-. MM - Hb
= B0 M e M 2a b

N
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: Byas = X MM,b — Hb
4’1 2.0 A‘).‘)‘( S 2.22 — 7 1 2 -
= - 8k 4k
, o yb? > — — B
"1 2.95 A2-26 rrrrr : ]’)2.23 = ,,.,, == ])2.26 e 0
8%
a2’ 5
Aypag = . gy = sE By = o = Bz.:m =0
3ya't’? X

Tom = o=y~ Sr By = ... = Byyy = 0
vy == AR vie == 2R — o) Vay = R — 3oy (14)
vy = 3k - oy vy = 2(k + ©,) voy = k& -F 3w,
vy = 3k — o, vig = 2(k ——w,) veg = B — 30,
vy = 3k + w, vip == 2R - 0 o, Vog = R 4 20y +
vy = 3k — o, vig == 2R ] — 0, Voy == B 200, — ,
vy = 2k Vi = 2R - 0y - 0, Yoy = B 4+ 20 — @,
v, = 20, vig = 2k — oy |+ w, Yy = B — 20, - @y
vy = 20, Vg == Ry vg, = R+ 2w, - oy
Vg = ) + W, Voo == R Vag = B — 20, — w
V= ) — W, Vo =R, Vi = B+ 20, — o,
vip=2(%k + o) Voo =k — w, Vo = kB — 20y - oy

Voy = B -k 3o

Din ecuatiile (11) se vede cd functiile F, si F, sint sume trigonometrice
finite,

Vom ciduta, in continuare, sd gdsim solutiile aproape-periodice ale
sistemului ,,standart (11). In acest scop vom face o schimbare de varia-
bile (transformarea K vilov — Bogolinbowv) pentru a transforma
sistemul (11) intr-un sistem de forma :

dy, .

- = uY, (v, ¥y, + &LZY: (&, 1, Yo 1)

dy, v - (15)
o ¢ 2V ¥e) + Y, (6 v ye )
unde Y, si Y, sint functii care nu contin timpul, iar YI, Y; au  aceeasi
structurd ca F; si Iy, adicd pot fi puse sub forma unor sume trigonometrice
finite cu coeficieni care reprezinti polinoame 1in raport cu v, y,.
TFunctiile Y:, Y:‘ depind, in afard de aceasta, de parametrul u, in raport
cu care sint analitice.

N. M. Krilov si Bogoliubov au ardtat cd putem face
aceastd transformare, aplicind in sistemul (11) transformarea :

My =y + pa(ty1Ye) (16)

My ==y, -t paty(t v yy).
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Intr-adevir, iulocuind in (11) pe M, si M, prin expresiile lor (16)
si tinind seama de (15), vom avea:

M a:: + pY, -+ U-2Y: (6 ¥y ¥a, 0) 4 wzy‘l‘* oy, ya ) = — 1 ’?ﬁl’ Y, -+
1

+ u? Y: &y, yo )] — 1 aa% (WY, + HY: (6 yvn yo, &) |+ L8 91, ¥a) A+

2

4 f‘ 81: P *
ETE S [ A Nt RV B VLT ol (RO
on 1T TR Y (17)
® a:: + uY, 4 !izyz (6, ¥, ¥a, 0) - 0® Y;* &y yort) = — 1 '2‘5‘2‘ [wYy
1

Y (v v W] ~u~§% WY, Y, (6 oy v )] F
2

| 4 P Fy (L Yy, Ve ).

. F -
4 wFy (4 3 ya) - .“2[6 2y, 22
Y1 aYe

Pentru a obfine ecuatiile care ne permit sa calculdm functiile necu-

* . * " . . .. .

noscute a4y, #,, Y1, Y,, Y, s1 Y,, vom egala in (17), coeficienfii acelorasi
puteri ale lui p. Tdcind acest lucru avem ecuatiile :

gt > \ 34 -
e Yy = Fi{l, 1, ¥s) = Pi(n, ve) & 2 (e (V1) va) cosvpt | X
ot P (18)

+ Byp (y1,55) sinvyt ]

34

Ay _ . - o
_a';z‘ + Y, =TIy 3, ¥0) = Po0h, v2) + % [Aap (y1y2) cosvyt -+
=1
- By (¥, ¥s) sinvyt]
. ( - . aF '3
y: (t ¥1, ¥2, 0) = - Ay - Sy, Loty 4 2Ly, (19)
oV Ve a3y a8V
. y - . C I"o § Fq
Y, (t Y1 ¥, 0) 7= ot Y, - = Yo+ é"'“'”1 0 #y
- [A%Y dYe Vs 32
Y:* (6 Yo ¥e ) = — o Y;k (8, 1, Yoo 1) — ::“‘1‘ Y; {tyive, 0) +
an Ya

+ F: (t v, ¥ar 1)

Sk . o , \ Aty
Y, (6 ye u) = — = Y (v ye ) - -
avy aY.

+ F: (6 Yy Yar 1)

3: & vy ye ) +
(20)
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Se observa ¢ ecuatiile (I8) sint satisficute dacid luam
34
g (5, 3, ¥2) = Y (Aipsinvpl — By cos vyl
p=1 p
34 ) .
wa(t, Vi o) = Y (Aopsin vl —— By cos vpt)—
pa=l V[;
t
f | lim L > (21)
Vi 32) = P S Filt, yy ya) @t = Py, vs)
4
4
Y, (b vy) = Im I\ g di = P,
o O M) = ne 26 ¥y, yo)dl = 2 (V) Yy -
0
In consecin{d avind in vedere (13), din (19) obtinem :
22 2 >
3y, aby Py 34,
Yy t, V4, 0) = - (_,_,,J{ SI1l vl — 2 cosvyt| — — ( 2 sinvyl —
(v v, 0) p‘;l an, '» an, ? v, Z v, VP
) Pe AP, 22 B
L()b‘/p/ — + o T Z (osv,,t —i—~-—~ \mvi,t)
34 i1 — \, 22
Alp sin v, 1)’]]'J Ccos vt ab, = 411) ‘
’ v "F T 'C()SVpl -+
p=1 Y2 p1 Y2
— B,
4 ab’ b]llvp J [ A%sm vpt»_ 2 COS V!
3z p=1 Ve (22)
22 22
a4, . ab, Py ad,
YL, v, ,0) = — ( 2 sinvyl — —2L cos vyt |— — 2 ogin vyt —
2 (6 y1.¥2, 0) pgl s » o p v, le Ve »
aB Py ab o [ 84 By, .
e 4 C()Svpt) - -+ ( e cos vpt + 2 smvpt) .
3Ys an p=1% 81 1

b i b4

Yp

[‘ 34 Alpsiu vt - B, cosv,t

X P, z R 2p . ab,
-4 -+ }_: cosvpl +
p=1 p=1\ 3

sin vyt
Y Ve V2
[ E JZPsm Vb = By cos vyl l

p=1 p

Tinind seama de (21) si (22), ecuatiile (15) se pot scrie astfel:

dy, , . 22 (a4 ab z2
L =Py, ¥o) Futl — ( 2 Ginvat — ¥ co ) ( 1119} —
% wPi (V1 ¥e) -F Pgl ™ Sinvy T CO5Vpl g ? i 5!
90 p 34
aB, P, aP 2 0 ab 3 )
S cosvpt) 4 l N ki COsvpt 2 smvpt) ¥y (Apsinvy -
Y vy a1 p=1 ovy a1

p=1
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oP, 2o 34
— By cosvyt) ——] - { m e 2 ( é,_,fi cos vyl -i— Slllvpt) [Z (A gy sinvyt —
p=t1\ A p=1
B o 1 1 . 3 **
— Byp cos vyl) Al WY (v, vy ) (23)
22
dy, ady, . ab Py
= u Py, v.) b wEy T ( L ginvyl — —2 cosvyl| -
a1 w Py, yy) W { pgl av, Ve 37 SVp v,
22 ) P g2
(9.1, ab £, 347y als
- ¥ (( 0 Sinv,l — ?1’)—* e T X ( Pcos vyl b
p=1\ 3V2 e /Yy 1 p=1\ N
3 34 1 2] 22
ab,, . ; . ) aF, a-,
B 4 .t A sinvgt — By, cosvyl ———l I P P cos b
+ 5, S /,,,H [Py:l( 1# » 1» o) Wl T T A COs vyt

+ (’v‘sl ( Vi Voo )

[ —

3 . 1
Aoy sinvy! — B, cosvyt) .
2p 2 2p 4
Yp

aB?P . )
SIN Vvt
+ Vs # p=1

Sa considerdm acum sistemul (23) In primd aproximatie :

(i’ 3 NS ]

;1 = p Py, yy) = P'[“ ,Y Y2 ( + V ) — Hy, — ()y2J

t 8k

d '3«/ ) (2'1)
‘d}? = wly(yy ¥y, ) = 1 8/~ ( -+ 3 )+ 8y - H}’2} )

unde am notat pentru prescurtare :

N 3v T 2 I N
5 = ﬂl € 420 = 0. (2)
ar | (2 — w¥)? (R — w2)?
Se observd cd acest sistem are solutia particulard
¥y =10 ,
. (26)
y2 = U

care corespunde stdric de echilibri a acestui sistem, adicd staril pentru
care

P (0,0) — 0

b)r"
,(0,0) = 0. #7)
Fcuatiile in variatii pentru solufia (26) au forma:
i NEA
Do - HE 3%
dt -
28)
(1&2 - " (
22 =35 — HE
dt ! 2

unde am notat perturbatiile y 0 = uZ (s = 1,2,).
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Se observd ¢d ecuatia fundamentald a sistemului in variatii

D 3
_H- 3 LWL |
= on avs L2 2HA 4 (20)
&) > | ) 2 N2y -
8 77777 }‘[__ ‘/\! 672 _d_{_,l‘ __)\ | T (H '+* (\) ) = ”.
i a1 3y: |
1)
unde derivatele vs (s, 7 =1, 2) trebuiese caleulate pentru solutia v ¥ .0,
J

are rdddcinile
R T P\ -1 (30)
cu pargile reale diferite de zero si In plus negative, cici H > (

1 acest caz (adicd, dacd sint satistdcute conditiile (:24)z vom arita
¢l sistemul (23) are, pentru p suficient de mic, o solutie aproape-periodica,
care se transformé& in solutia (26), pentru p = 0 3,

Vom face in acest scop substitutia :
Y17 b=
Yo = BEn

Atunci ecuatiile (23) devin:

dz N * >
d; = w(—Hz — 8z)) + u Y (1, 0,0,0) + w2Zy{t, 5y, %y, 1)
iz, N .

‘d;-» = u(dy — Hzy) + Y, (50, 0, 0) 4 w2Z,(t 2, 2y, 1)

sau, tinind seama de (22) si de (I8) si (13):
LG 4w (— Hyy — dz,) 4 g{

» L H -+ H cos2kt — dsin2kt 4 (32)

3,
p=11 81 ¢

18 34 | osinvy, f - By, cos vl .
B . 1 v COS v N s .
+ Y 9%y smvpt] [ Z b ? * ¢ ] +’ — 3 L dcos2kt
p=19 b4 Yy=Yyu=0

© 34, sinv t - B

N {Psuup 2pCOSV )
-

p=19 F4

V«%m%@m

¥=ya=0 f

- H sin 2kt 4 E 3dip Low,,f}
p=7 %2

4z, < ) N . 18 R
R R— w(dz, — Hz,) 4wl & 1 Scos2ht - H sin2ki - 3Ly Cosvyt
¢ 1 2 b b4
dt p=7 Vi
© 34 1 osiny - I, cos vt . .
e L4 ' g } - l - H — H cos 2kt -~ §sin 2kt
P==19 Vp Yy =0
18 A, sin vy, ¢ ., cos v, !
al, 0, SILY ” ) ey
+ % 2% iny /‘ l 2% *’} b w2z, 0, ).
p=11 0)2 p=19 ‘» v 4)[

? Aceastid conditie (27) e numai suficientd, ca nu e si necesara.
3 Aceastd afirmatie rezultd ca un caz particular al unei teoreme mai gencrale stabilite
de¢e N. N. Bogoliubov in lucrarea [3],
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unde Z, si Z, sint functii analitice in raport cu p i cu aceeasi structura
ca si Y:, Y;, care converg pentru p < u,, unde p, e un numir pozitiv care
nu depinde de ¢, 2z, 2,.

Punind in (32):
T=pt, Y, (4 0,0,0)=f(),Y, ((0,0,0) = f,(t), unde f,{t) si fo(f) sint,
dupd cum se vede din (32), func{ii aproape periodice, vom obtine ecuatiile :

d < . .

L= — Hz — 8z, + 1, (lJ +uZ, (l’ i, 2y, )

dv v "

dzy T (34)

= 8z — Hz, + [, ( ) +uz, (‘T‘:Z v Za W)
T i

7

Dupa cum rezultd din (30), ecuatia fundamentala a sistemului generator

dgy = N
—_—= Hz, 32y + /i ( . )

35
% _ Sy — Hz, + ’fg(l) (35)
dz "

are radécinile cu partile reale diferite de zero (negative chiar) — necritice -—.
In acest caz, conform teoremei lui Neugebauer si Bohr, siste-
_ . . R . . . T T
mul generator (35) admite una s$i numai o singurd solutie z, —-): P, (—I]
(s == 1,2) aproape-periodica si aceastd solutie satisface inegalitatile:

s

f ® (5—) < AM (36)

unde M este limita superioard a functiilor | f, i) in intervalul (— oo, — oo),

NS

iar A e o constantd oarecare, care depinde numai de coeficientii H si 3§ si
nu depinde de alegerea funcgiilor f,.

Sistemul omogen (35) are solutia generald z(t) = ¢ H#* (4 cos 81 -+
-+ Bsindt), 2, = ¢~ #% (4 sindv — B cosdr). Aplicind metoda variafiei con-
stantelor arbitrare, observim cd sistemul generator (35) are urmatoarea
solutie particulara aproape-periodicd, unici :

T

?, (_Z_} — e-Hr S o H ‘fl (_Z—) cosd(u — =) + f, (—Z-) sind(u mr)j du

(37)
du.

T

2, (_:_) = o~Hr S cH {fl (ﬁ] sind( — 1) (i) cosd(u — 1)

- e

Vom cduta, in continuare, solugia aproape-periodicd a sistemului (34),
care pentru u = 0 se transforma in solutia generatoare (37).
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. -

In acest scop vom folosi metoda aproximatiilor succesive. Luim in
calitate de prima aproximatie solufia (37), iar in calitate de aproximatie z
(s = 1,2) a functiil»r 5, solutia aproape-periodica a sistemului :

(k) -
R I (—] L,

7 | | )
" (38)
dzt¥ T <
2 2B Ha® Lo f {—) | rLZzl;, sl gy ]
1 2 AN ‘ w1 2

((,'Z (k'l)’ :v()/v‘— l)’ i

R

7

: {
dt

Ecuatiile (38) definesc in mod uuic sirul de functii aproape-periodice
zk Inegalitdfile (36) pe care le satisface solutia aproape-periodicd a sis-
temului (38) permit a ardta cu usurinta cd pentru w suficient de mic girul
#® converge uniform spre anumite funcfii aproape-periodice z(t), care
satisfac ecuatiile (34).

Demonstratia convergentei pentru cazul general se poate gési in cap.
IV§9acartii lui Malkin® Se aratd de asemenea ca pentru w suficient
de mic, solutia obtinutd astfel va fi unica solufie a sistemului (34), care pentru
w == 0 se transformd in solutia (37)5.

Observatiec In demonstrafia convergentei aproximatiilor succesi-
ve zM (§9, cap. IV M alkin) limita superioard a valorilor lui || pentru
care aceste aproximatii converg, nu depinde de alegerea particulard a {unc-
titlor J; si Z,, care figureaza in ecuatiile (34), ¢i depinde de limitele superioare

i o 102 .. "
ale functitlor | f;!, 54!:17—5— intr-o vecindtate oarecare a solutiei generatoare.
[eER
J

. . A .. . . . N w A . . T
De aceea, faptul ca in ecunatiile (34) variabila v intrd in combinagia — n-are
nici o importanta.
Dacd ne limitdm la prima aproximatic datda de (37), gasim atunci ca
¥y o= up(f)
Yo = upo(t)

este solutia aproape-periodica a sistemului (23), care pentru w = 0 se trans-
formd in (26). .

Pe baza lui (16), deoarece functiile #, $i 1, sint aproape-periodice, rezulta
ca solutiei obtinute ii corespunde o oscilatie aproape-periodicd a sistemulai
{(11), care pentru p = 0 se transformi in stare de echilibru pentru sistemul (24):

My(t) = wpoi(f) + win(t, uer pe,)
Mo(8) = woa(t) + waeg(f, uoy o).

tMalkin I. G., Nckolovie zadaci teovii melineinih kolebanii.

SAceastd afirmatie cu ajutornl transformarii z = @(7) -- Vs (s -+ 1,2)) se obtine ca o
consecintd a unei teoreme mai generale stabilitd de NX. Bogoliubov (vezi 8, mono-
grafia [3]).
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Mai departe obfinem solutia aproape-periodicd a sistemului dat (31) :

a , . . .
N ey COS O A g COsWyl b (feoskl o, (H)sin ki)
K2 (,)f £ — o) (39)

!

A= Loy (4w, ) cos RE 4 aty(l, woy, wp,) sin At
care pentru po == 0 se transformd in solutia generatoarce aproape-periodicd :

a b
N o= e COS Ol - e COS oLt
JL— P (:)é 2 <“)>

in care, dupd cum se vede, lipseste frecventa k.

3. Stabilitatea solutici aproape-periodice & sistemidur (1), Dupad schim-
barile ficute mai sus se vede ¢a aceastd problemd e echivalentd cu problema
stabilitafii solutiei z% (7) a sistemului (34). Pentru rezolvarea acestei ultime
probleme alcituim ecuatiile miscérii perturbate, punind in (34) :

e ¥ 1 ey
= I T Use
Vom avea atunci:
(i(,‘l s 7_1{ . Ray ‘i‘ I/,r (_ i 2 . )
el Uy 7 0Ty i PV R, Uy Ty U
di, ' ; (11)
= Sig — Hoy - wlV (e, vy, v, )
dt
unde
. T o ST
Vi= 2, (”’: e T E*) ’*/1(“» SO (L)
s i .
- X . (42)
V,= 2,5, 2+ vy, 2] A+ v (J.J —/3(—, ‘1, Sa p.)
[ i

- [ in domeniul
i

s

D
. o Lo R 14
Tie M limita superioard a marimilor h}

i

— o0 1< 4 oo lyl <N (s =1,2)

unde /2 ¢ o constantd pozitivd. Atunci pe baza lul (12} in acest domeniu vor
f1 satisfacute conditiile Cauchy-Lipshitz :

» ’ - rr o ; ™~y "
ué Volr v, vy w) — Volm o, o), w [ <<L2, Y% % ]
! A=l
in care constanta L = wd, pentru u sulicient de mic, va fi oricit

de mica.
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Observdm de asemenea ci ccuatia fundamentald a primei aproximatii
(w =0)

di N
DAL I ][;'l 3¢,
dt ' N
dir,

LT R /2
dr

are toate raddciuile cu partile reale negative.
In consecinti, sint satisfacute toate conditiile teoremei lui Tiapunov de
stabilitate asimptoticas.
“Deci miscarea noastrd = si in consecin{d $i v ¢ asimptotic stabild.
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NOYTH-TIEPHOAHMYECKHE PEWEHHA YPABHEHHA 1Y PDHUHIA B CJIYUAE
HEPE3OHAHCA

(Peswwe)

B macrostuieii padoTe uayyaerca BONPOC CYHECTBOBAHUS, NOCTPOEHH W YCTORMHBOCTH
MOUTH-TIEPHOANUECKITX  Kodefanull  Kpaswanneiinoro vypasnenuss A vdpdnnra |
BiLa:

X kR wcos eyl R D cos oy b (Y 4P — 2H %), (h

rae L,y >0,0>0,07>0, I T>0 — ZanHbe HOCTOSHHBE, fh — ACHCTBHTCIbLHbBIT MatLil
Wy

HapaNMeTp, ;) W @, — HOCTOAHHLIE, OTHOMEHHC KOTOPBIX — ABASETCH HPPALHOHAL LU,
W,

[Tocaennce NpeAnonoKeHHC 03HAUACT, NTO GYHKLIHS -~ & fo {£) =« cos @] F cos @yl ABASCTCSH
HOUTH-NIepUOAHUECKOH .

Ha ocnopauuu pesyabraroB, nogyueHHolx Kpwmaoso s 1 Lorogiodo-
ppiy {2,3]H paapaéogam{ux griocaectsut M a ot k1w b v [4], B pabote noxazano,
wro ypasueune dyddunra (1) wyeer, n cayuac uepedoHanca, VCTOHUYHBOE NOMTH-[EpHO
AMUECKoe pellieHHe.

SMalkin I. G. [4], pag. 189 (cap. III 7).
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SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES DE L'EQUATION DE DUFFING
EN CAS DE NON-RESONANCE
(Résumd)

I’auteur étudie le probléme de l'existence, de la construction et de la stabilité des
oscillations presque-périodiques de I'équation quasi-linéaire de Duffing [17 de la forme:

¥ 4 Ry = a cosogt -+ b coswgt 4 (y#® — 2/11"), (N

ok, v 0 a0, b> 0, H> 0 sont des constantes données, g un petit paramétre réel,
©

), et w, des constantes dout le rapport—l« est irrationnel. Cette derniere hypothése signific
©

—_ 2
que la fonction —kf,(¢) == a cos ot -+ b .cos w, ! est presque-périodique.
S’appuyant sur les résultats fondamentaux obtenus par Krilov et Bogoliubov
12,3] et développés ensuite par Malkin [4], l'auteur montre que I'équation de Duffing (1),
en cas de non-résonaunce, posséde une solution presque-périodique stable.



INFLUENTA VARIATIEI FORMEI PAMINTULUI ASUPRA
MISCARII SALFE (IT)

de
1. STAN, S. TOTH, T. PENCIUC, E. BATAGA

Intr-o lucrare anterioara |1] am studiat influenta variatiei formei
Pamintului asupra miscdrii sale. Astfel, considerind c& inifial Pamintul avea
o formd sfericd, datoritad rotatiel apare o turtire la poli i o crestere la ecuator.
Aceste variatii se fac lent, intr- un interval mare de timp, ceea ce ne-a permis

<4 le consideram adiabatice 2,

Considerind miscarea hbera a Pamintului, prin aplicarea teoriei inva-
riantilor adiabatici am gisit ¢d modificarea formei sale atrage dupi sine
o mai’mare stabilitate a miscarii precum si faptul cid traiectoria descrisa
de vectorul vitezd unghiulard fntr-un sistem de axe solidar cu el, este o
spirald si nu un cerc cum ar fi dacd forma nu ar varia.

In realitate fnsi migcarea Pamintului nu este liberd, asupra ei exer-
citindu-se forte. Aceste forte se datoresc atractiei care existd intre Pamint,

—
Soare gi Lund iIn special, si care dau nastere unor niomente ale forfei L.
Valoarea acestul moment variazd in raport cu pozitia relativi a Pamintu-

lui, Soarelui si Lunei, dar intre anumite limite poate fi consideratd comns-

=
tantd L,
Pentru a gisi influenta modificarii formei Pamintului asupra miscirii

-
sale, in prezenta unor forte exterivare de moment constant L,, studiem mis-
carea fdrd frecare a unui corp rigid in jurul unui punct fix O, pe care-l vom
alege si ca origine a axelor de coordonate. Ca axe solidar legate de corp
Oxyz, alegem axele principale de inertie ale elipsoidului de inertie, relative
la punctul fix O.

Presupunem cd in momentul initial, ehpaoxdul de mer];le se reduce la o
sferd, adica momentele principale de inertie 4, = B, = C, sint.egale. Intr-
un interval mare de timp, sub influenta fortelor Cen‘crlfuge, corpul se defor-
meazd asa fel incit elipscidul de inerfie devine de rotajie A=B,C,axa Oz
filnd axd de simetrie.
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Variatia momentelor principale de inertie se face lent si intr-o manierd
necunoscuta. Astfel de mirimi se fncadreazd in definitia parametrilor adia-
batici, iar rezolvarea ecuatiilor miscarii se face prin metode speciale.

Presupunem cd forfele aplicate corpului rigid nu dau momente nici
in raport cu axa de simetrie, nici in raport cu o dreaptd oarecare fixa, ce
trece prin punctul O si pe care o luim ca axa Oz a unui sistem fix de axe de
coordonate. Introducind unghiurile Tui Fuler 0, », 3, energia cineticd in
raport ctt axele solidar atasate de corp este [4,5

T L (02 4-sin20.42) 1 C o’
2 : 2
unde o, este proiectia vitezei unghiulare pe axa Oz data de expresia :

o, == cosl -y ko

Ticuatiile de miscare ale lui T,agrange [4,5) sint

¢ ol _
di o

-

dt 3'1‘»‘

G R KA
dt ab ab o

Primele doua ecuatii duc la urmatoarele integrale prime :

a8l « “

e = Cay = Cooy,
a9
ol

— == A sin20. 0y - Co, cos & == 1
av

o, 51 ['fiind constante arbitrare. Din prima integrald rezulta faptul ca proiec-

->
tia w, a vitezei unghiulare w este constantd. Miscarea rigidului in care unghiul
de nutatie § rdmine constant:

0 = 0, = const.

poartd denumirea de precesie regulatd. Inruditd cu precesia regulatd este
precesia pseudo-regulatd [6,4] caracterizati prin faptul ci unghiul 6 se
deosebeste foarte putin de 8, si anume :

0= 0, + «

unde =« este o mdrime foarte micd de asa naturd incit numai produsul
a0l este o marime neglijabila.

Inafard de aceasta se presupune ci viteza unghiulard a precesiei  de-
vine nuld pentru 0 = 6.

Noi vom studia aceastd miscare intrucit florfele care actioneazid asupra
solidului sint mici, ele producind numai mici perturbatii ale miscarii.
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Ticnatia diferentiald a precesiei pseudo-regulate este [4]

022
IR (1)
A

Aceasta este ecuatia de migcare considerind momentele principale de inertic
A si C ca fiind constante, fapt adevarat pentru un interval scurt de timp.
Pentru un interval mare de timp momentele principale de inertie variaza cu
timpul 4 = A4({) si C(#), ceea ce nu ne permite s rezolvam ecuatia (1) cu
mijloace cunoscute din matematici. In acest scop aplicim teoria invarian-
tilor adiabatici, care aratd ca in decursul miscarii (parametrii variind lent)
cxistd anumite marimi ce rdmin invariante, numite invarianti adiabatid
si care permit un studiu calitativ al migcarii.

Pentru a gési invariangi adiabatici ai migcarii descrise de ecuatia (1),
ca siln nota noastrd anterioard vom aplica metoda lui H. Geppert [7,R]
in care se rezolva intii ecuatia (1) considerindu-se momentele de inertie .
si C constante, iar apoi variabile.

Inainte de a rezolva ecuatia (1), si facem substitutia

LA
w = gy (2)
Co ey,
ceea ce nc da ecuatia
Cog
v o Ex =0
2
sau, introdueind notatia
Cen
Qe 2 {3)
K
obfinem ecuatia unui oscilator armonic
xR Q%2x = 0.
Considerind Q constant, avem ecuatia
x = McosQ(t — 1) €))

unde M ¢i ¢, sint constante de integrare.
Presupunind acum cd €, este variabil in timp, adicd momentele de

inerfie A si C sint considerati parametri adiabatici, printr-un calenl asemina-
tor cu cel din [1], gasim invariantul adiabatic.

I = M2Q = const.

sau, inlocuind valoarea lui Q (w,, si L, filnd constante), gasim :

. C
M? — == const.
A
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De aici se vede cd la o variatie adiabaticd a mcmentelor de inertie
. i1 Y C . . c .
A i C,amplitudinea migcdrii M variazd lent, §i atunci raportul = se micsoreazi
A

(C descreste iar A creste). )
Inlocuind expresia lui ¥ din (4) in (2).

avem :
Lod
o = M cosQ(t — 1) + =2
o ( 0) i szg,,
iar unghiul de nutagie
U= 0 + Meos QU — 1) + 555
¢ Doz

De aici se vede cd valorile maxime ale lui 0
cresc pe misurd ce corpul se deformeaza
intre doud valori Oy 51 Oy care sint functii
de parametrii adiabatici 4 §i C.

Relatia gisitd de noi arata cd urma
lasatd de axa de simetrie a corpului rigid
pe o sferd cu centrul in punctul 0, va fi o
cicloida sfericd, care este cuprinsd intre doud
cercuri ce sint paralele numai pe intervale
mici de timp.

Intr-un interval mare de timp distanta
dintre aceste cercuri se maireste.

In concluzie, variatia leutd (adiabatica) a formei Pamintului, considerat
ca un corp rigid in rotatie, atrage dupd sine si o modificare a migcarii sale.

Astfel axa de rotatie descrie pe sfera de razd-unitate o cicloida cuprinsa
intre doud curbe ce se indepirteazid una de alta pe mésurd ce Pamintul se
turteste la poli.

Fig I

BIBLIOGRAFIL

LI o Stan, S.To6th, T. Penciue, E. Bitagi,, Stud. Univ. Babes-Bolyai F.I, 1964,
p. 105.

T. Levi-Civita, ,,Abh. Sem. Hamb. Univ.** 6, 1928, p. 323.

I. andau, E. Lifchitz, Mécanique, Moscou, 1960.

G. Suslov, Mecanica vationald, vol. 2, Ed. tehnicd, 1950.

Z. Gabos, D. Mangeron, I. Stan, Fundamentele wmecanicii, Ed, Acad. R.P.R. 1962,
¥.Klein, A. Sommerfeld, Uber die Theovie des Kreisels. 1910 —1921. Leipzig.
H. Geppert, , Acad. Naz. Lincei, 8 (5) 1928, p. 30, 191, 294,

H. Geppert, ,Math. Ann.' 142, 1929, p. 194,

NGk o
N

BJIMAHUE U3MEHEHHWS ®OPMbl 3EMJ1M HA EE JIBHDKEHUE (11
(Peswowme)

ITonaraa, uto ¢dopya 3ema uavensieTcss MCAIeHHO (ainadathueckn), B padore uo-
Ka3bIBAETCS, YTO OChb BPAalleHHs ONHCHIBACT Ha Cdepe eLHHHUHOIO pajHyca LHKIOHAY,
BRJIIOUEHHYIO MEXKAY ABYMS KDHBBIMH, KOTOPHIE SIBASIOTCS 114paJ1/e1bHBIMH Jiillib B KOPOTKHX
NPOMENKYTKAX BpeMeHH . STH KpHBble pACXOASTCA N0 Mepe CITIOMEeHHOCTH 3eMIH Y MOTI0C0R .
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L’INFLUENCE DE LA VARIATION DE LA FORME DE LA TERRE SUR
SON MOUVEMENT

(Résumé)
Les anteurs du présent travail, considérant que la forme de la Terre varie lentement
(variation adiabatique), montrent que l'axe de rotation décrit sur la sphére de rayon unité

une cycloide comprise entre deux courbes qui ne sont paralléles qu'a de courts intervalles
de temps et qui s’éloignent P'une de l'autre & mesure que la Terre s’aplatit aux pdles.

6 — Babes—Bolyal: Mathematica Physica 2/1964..






OBSERVATII ASUPRA PROPRIETATILOR DE SIMETRIE
ALE CIMPULUI DIRAC

de
Z. GABOS si 0. GHERMAN

In literaturda [1], [2], [3], [5] la studiul proprietitilor de simetrie
ale cimpului Dirac apar unele dificultiti. Pentru a ajunge la o interpretare
similard interpretdrilor obtinute pentru cimpul scalar complex, in cazul
operatiilor de simetrie de bazad (oglindirea spatiald, oglindirea temporala,
conjugarea de sarcind) se utilizeazd diferite reprezentiri ale matricilor Y,

Dupid pérerea noastrd cauza dificultdtilor ivite este ca bispinorii

A

4 ’ si v (») utilizati sint functii proprii ale operatorului H, = icy,y A. -+
", r » 4408

.. .. A 1 (3 3
-+ mycty,, dar nu sint funcfii proprii ale operatorului ¥ :_—T“(E’ ;b,’.
re

In aceastd lucrare se arati utilitatea folosirii bispinorilor care repre-
zintd functii proprii comune ale operatorilor fll\j, si §v. Se ajunge astfel
pe o cale naturala §i directd la toate rezultatele cunoscute, riminind in cadrul
unei singure reprezentdri a matricilor y, — a reprezentdrii lui Dirac. Se
propune apoi o metodd care nu necesitd cunoasterea explicitd a bispinorilor
u, 5i v, 5i se bazeazd pe existenta operatorilor de proiectie. Reiese astfel cid
rezultatele obfinute in cazul reprezentdrii Dirac sint valabile pentru o repre-
zentare arbitrara a matricilor y,.

1°. Dacd impunem conditiile de normare

;‘,(Z)“,(;) =1, 5(;)1),(;) =1, r=12

unde



84 Z. GABOS, O. GHERMAN )
se ajunge [4] la expresiile
14 v, AT
- . >
Mx(ﬁ) =N Vi 1y, , “2(75) = N 1+ V3
B (14 v) — B (= -+ ivy)
B(vy + 2vy) —B (1 + )
(1)
B(—v; + 1vy) B(1 -+ v)
op) =N B Ot o [R) | Bla
| (v vy 14 vy
Sy o+ vy
unde
H Ty
Bl N1 \/_fjt.ﬁf__, @)
€ + mge? ’ 2 moc? (1 + vg)
v =1 c=|E|
iy 7|
Aici

-+ -

ul(ﬁ) corespunde unei particule (electron) cu impulsul p si spiralitatea 1,
> ->

7 p) corespunde unei particule (electron) cu impulsul p si spiralitatea —1,
- -

7 (75) corespunde unei antiparticule (pozitron) cu impulsul p i spiralitatea 1,

5 -
vz(p) corespunde unei antiparticule (pozitron) cu impulsul $ si spiralitatea —1.
Expresiile (1) ale bispinorilor au fost deduse pentru valori pozitive ale
componentelor vectorului p. In cazul valorilor negative obtinem din ecuatia
lui Dirac alfi bispinori, care pot fi exprimati in functie de primii prin re-
latiile

u( *;) = Y, ; , v,( *—z;) =¥, v,@’ (3)

2°. Considerdm urmdtoarele transformdri: oglindirea spatiald slabd
{Pw), conjugarea de sarcind (C), oglindirea temporald tare (7), oglindirea
temporald slabd (Ty), oglindirea spafio-temporald tare (R;). Pentru aceste
transformdriavem [1] :

Py () =y (=7 ),

c: v ) =G,

ATV, PAF) SRV P} (1)
T,: w0 ) = v v0tG =),

r: v ) =v, (= -9,



3 PROPRIETATILE DE SIMETRIE ALE CIMPULUI LUI DIRAC 85

unde

=7 SV L0 e ] @

>
in care px = pr — Et.
Deoarece matricile care apar in formulele (4) actioneazi asupra bispi-

norilor, iar operatorul de conjugare complexd K actioneazi si asupra bis-
pinorilor, este util si calculdm expresiile de tipul

A — .
= MK" w = Mw, n =10 sau 1,

unde M reprezintd matricea de trausformare, iar w unul din bispinorii

- -
a, p) sau v,(;b). Avem urmitorul tabel:

1
Transformarea M Sy (7) | e, ()| T (2) Mo, (7)
s, . N e Y Oy Y T O (< ) Y Gl
¢ R o (7) 0, (7) w0 (2) () (6
e |l B el (D) ()
T, SIS B W3 P 9 N O G RO
R, N R oS M Y 79 N R S W QY 9

Pentru a pune in evidentd interpretarea corpusculard a transformi-
rilor mentionate, considerdm operatorul unitar = care actionind in spatiul
numerelor de particule realizeazd trecerea de la ¢ la ¢’

g = vyl

Dacd ¢’ se da sub forma (5) avem

a;(; = ’Ta'(;) T
i ] G
5 (3) = <& (). .

-
Avind in vedere (5), (6) si cd insumarea in raport cu p se poate inlocui in-
->

totdeauna cu o insumare in raport cu —4, gisim
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Transformarea | o, (Yo7t |, ()« | wr(3) | wl(3) <
P, a {-7) a (—3) ot (=7) b ()
c b (3) b, () < (7) @ (3)
T, (-2 | = (B | e () a(<p) (8
Ty —at () at (3) b, (—3) —b,(=7)
R, 3 (3) ot () a (7) —a(3)

Regisim imediat urmétoarele rezultate cunoscute :
Transformarea Py face si corespundd particulei (antiparticulei) cu

- -+
impulsul p si spiralitatea v, o particuld (antiparticuld) cu impulsul —p si
spiralitatea 7.

Transformarea C face si corespundd particulei (antiparticulei) cu im-

-
pulsul p gi spiralitatea 7, antiparticula (particula) cu aceeasi p si 7.
Transformarea Tw face sid corespundd particulei (antiparticulei) cu

-
impulsul p si spiralitatea », particula (antiparticula) cu impulsul —p si
spiralitatea —,.

Transformarea T transformi vectori de stare in vectori de stare duali
(ket in bra si invers). Transformdrile P si C transforma vectorii de stare ketin
ket si bra in bra.

3°. Existd si o altd posibilitate pentru a ajunge la rezultatele cuprinse

A A
in tabelele (6) si (8). S& considerdm operatorii de proiectie A, respectiv Y
>
care actioneazd asupra cuadrivectorului impuls (;b, —E ] respectiv asupra

b4

spiralitatii :

A
A 1 iAlﬂY,,Y,-Pi -+ moo?~{4
1+ y
2€

A
= AP tAll A2)'

i

& 1 . z/)\‘ A .
Y, =\t~ ALY, B = Zp (4y), unde —iy vy, =Y, .

A; pot lua valorile 1 si —1. Valorile proprii ale operatorilor de prioectie sint
A

A
Osi 1. (Operatorii A, §i Ep comutd.) Avem deci
A
Ow=w 9)
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san

‘A A A D
Opw:o, cu OP:APZP,

87

unde w reprezinti un bispinor #, sau v,. Dacd se considerda un bispinor,

egalitatea (9) are loc pentru valori bine determinate ale ui 4, :

Bispinorul 4, 4, 4,
w (7) 1 1 1
w (p) 1 1 —1
v, () —1 —1 1
v (7) —1 -1 1
v, (=3) -1 1 1
w, (=2) —1 1 —~1
o (=) 1 —1 —1
o (=) 1 —1 1

Deoarece A4; pot lua numai valorile 1 si —1, sint 8 posibilitdti pentru
a alege un sistem de trei numere A4(4,, 4,, 4,) si acestea sint tocmai cele

trecute in tabelul de mai sus.

Sa considerim acum transformairile Py, C,

T,, Tw, R,. Observiam ca

transformirile Py, T, Rs nu sint cuplate cu operatia de conjugare complexa

A ZASIIN R
K, pe cind transformirile C, Ty sint cuplate cu operatia K. In primul caz,

notind cu M matricea de transformare avem

A
Opw(d;) = w(d;)

si
w(d,) = Mw(4,) sau
deci
A .
O, M "w(4,)
de unde

A ,
MO,M " w(4)
Pprin urmare

A, AL
0,(4)) = MO,(4)M™".

= M 'w(d)

= w(4),

w(d,) = M ‘w(4;)

(11)
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Daca avem o transformare cuplatd cu conjugare complexi, putem
scrie

A
w(d)) = MKw(4,). (12)
Dacd in ambele pdrti ale relatiel
A
Opw(4;) = w(d,)
A
se aplicd operatorul K, obtinem

A A Ay A A
KOup(4,) = O Kw(4,) = Kw(4).

L1
12

Inmultind apoi ambele pirfi cu M gisim

Ae [ A A
M0, aRew(a)] = i),

i

prin urmare

A A
0,(4}) = M O3(A )M, (12)
A; la fel ca i A, pot lua valorile 1 si —1. In consecintd
A, = yA.

Valoarea numerelor y, se determind ugor pe baza relatiilor (11) si (12), avind

A A /N
in vedere expresia concretd a operatorului 0,(4) =AP(Al,A2)2p(A3).
In urma efectudrii calculelor gisim

Transformarea I/(\ " M % Xa : %s
n :
E 0 1 1 1 1
P, 0 1, —1 1 1
c 1 Y, —1 -1 -1
T, 0 YiYoY 4 1 —1 1 (13)
Tw 1 Y15 -1 1 -1
R, 0 Y ~1 1 1
Ry I A 1 1 -1
P, 1 Yo¥s 1 —1 -1

In tabelul de mai sus E reprezintd transformarea identicd, P oglindirea
spatiald tare (P, = CPy) si Ry oglindirea spatiotemporald slabd (Ry= CR,).
Transformairile mentionate in tabelul (13) formeazd un grup. Existd elementul
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unitate (E), inversul fiecdrui element este elementul insusi, efectuind con-
secutiv doud transformdri (adicd formind produsul a doud elemente) obti-
nem un element al grupului.

Pe baza tabelelor (10) si (13) putem ajunge la datele cuprinse in tabelul

=y
(6). De exemplu sd considerdm bispinorul 'vl(ﬁ) si sd cdutdm transformata

258
acestuia pentru oglindirea temporald slabid. Avem pentru vl(p) numerele

A(—1, —1, —1), transformarea este caracterizatd prin y(—1, 1, —1), prin
-

urmare transformata bispinprului vl(p) este caracterizatd prin 4(1, —1, 1)

_)
si este vz(—p). Transformata functiei este determinatd pind la o constanti
multiplicativd cu modulul 1.

Metoda operatorilor pe care am prezentat-o nu necesiti cunoasterea
-

-
explicitd a expresiei bispinorilor u,(p) si 'v,(p). Reiese de aici cd reultatele
obtinute pe aceastd cale sint cu totul independente de modul in care s-a ales
reprezentarea matricilor v,.

4°, Anexd. In cele ce urmeaza generalizind o metodd a lui Feynman [6 ]

- -

vom stabili expresia bispinorilor ul(;b) si uz(gb) bazindu-ne pe proprietitile
de invariantd ale ecuatiei lui Dirac fatd de transformarea Lorentz si rotatiile
spatiale.

Intr-un sistem de referintd K’ care se miscd impreund cu particula si

-

are axa 02" in directia migcdrii, bispinorii u,(ﬁ) sint functii proprii ale
operatorilor v, si X, Dacd aplicdm reprezentarea lui Dirac avem pentru
sistemul K" bispinorii

1 0
T w = |1
1 0 4 2 O
0 0
care satisfac ecuatiile
[ — Q0 o .. 0
v 0l =1y, LUy = ),
0 .0 0 . 20
Y Uy = Uy, 23u2 = — u.
Sa consideram transformarea
X, = o, %

Ecuatia lui Dirac

(Yu8u+ '"T‘f)uP:O

este invariantd fatd de aceastd transformare, daci existd matricea L, care
satisface ecuatiile

-1
«, Y, =L v, L
Referitor la transformarea funcjiei ¢ avem

¢ =Ly
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Formulele de transformare Lorentz — in cazul ¢ind ele realizeazd o legiturd
intre sistemele K si K’ cu axe paralele (K’ are origine comund cu K" si se

>
deplaseazd cu viteza v fatd de K) sint

g—1 0 Yy . .
x]: Sjk + o2 vjvk Xk _;_ 267x41 7:1’ 2) 3)

e

. . ) 1
= iy By, B 7-‘ R
1 — —
c2
.k este indice de insumare (£ = 1, 2, 3). Avem in acest caz [7].
Vi LY = Sy ”
2 41 Py Ve Y, U ( )

In cazul unei rotatii in spatiul tridimensional

> -

LY
x; = x,co8 & I 2sin® 7 \e, 7

g ; ) ¢ -+ €y & Y, SIN &

-
(& este unghiul de rotatie, ¢ versorul de pe axa de rotatie, € tensorul anti-
simetric fatd de orice pereche de indici) avem [7] :

~

I A ¥ - D
—_— — 2 = COS — a - 5 il
= cos i (e, ) ) sin cos — [y Ya O S

P b
V4

e

- -
Scopul nostru este de a da bispinorii ul(;b), 1¢2<7b) peutru un sistem fix

K arbitrar.

Deoarece axele sistemelor K si K nu sint paralele, inainte de toate
trebuesc efectuate transforméri de rotatie prin care K’ se inlocueste cu sis-
temul K’ care are axe paralele cu K. Aceasta se poate realiza prin doud ro-
tatii finite. In urma unei rotatii in jurul axei 0"'z"’-daci unghiul de rotatie
este convenabil ales- printr-o rotatie cu unghiul & in jurul axei perpendicu-
lare pe planul 2’0"z’ sistemul K’ se inlocuieste cu sistemul K’, care are axe
paralele cu sistemul de referinte K /9 este unghiul format de axele O"'z"’
51077,

Peutru rotatia in jurul axei O'z” avem
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In consecingi

sau

. P :
— t—
wme) =¢  2u), uye)=e¢ * u.
-
Fie %k versorul de pe axa 0"’z a sistemului K’. Atunci

v (UxR)

(Tx )]

-y
Notind cu v, v,, v; componentele vectorului v in sistemul K’ obtinem

-
Vo v
e < = s T ! B 0))
2 2
\/1 Vs \/1 Vs
prin urmare

14 v, .
L (%) = 21— e (Y 20y — .
() \/ 2 \/2(1+‘¢3) (v 2y v Z,)

Obtinem deci

v, = cosd,

wlo, 9) = L7 Nule),  ualp, 9) = L7 (Duylo)

sau
14 v, — v + v,
fi% Vi vy K - 1 + v,
'”1((‘9’ %) Y e 0 s “’2(?) 'S> = e 0
Va2 + vy 0 Ve + v 0

> >

Avem expresule blspmonlor ul(;ﬁ) $i 1tq(gb) pentru sistemul K'legat de par-
ticula in miscare si cu axele paralele cu axele sistemului K. Urmeazd si
aplicdm transformarea (14). Deoarece

-1(?7 B+1 B—1
L (v):\/ . \/ YeY, U =
-p
_\/e+mnc ( c!pl (oc,v)),
2myc? £ + mgc? B

0 o,
“=(a @)

unde
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obtinem

1 4 v,

vy + iy,

e e e ->
oty |

moct(1 + vg) | € F e

Azl
- 2 (v 2vy)
€ + M6
— v Iy,
1 4 vy
, o | o3
- 2 ci .
oty (;b) =L, \/.°_Tyf°f_. —— (= F1vy)
2 moc®(1 + vg) €T Mol
-5
d pl 14 v,
€ -+ myc?

-+ -
Am regisit astfel expresiile (1) ale bispinorilor 4, (1;) $1 24y ;ﬁ).

—f

[N . . ~ . ~ 2 b
In expresiile de mai sus figureazi si factorul de fazi e cu modului 1.
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3AMEYAHMWS OTHOCHTEJIbHO CBOMCTB CUMMETPHU ITOJIST NJUPAKA

(PesmomMme)

B paGote aaerca cHctemMaTHUeCKHRA aHanu3 cBORCTB npeoGpasoBauHa mnoas [upaka.
ABTOpH CMOFJIH HalTH eHHBIA CIOCO6 paccMOTpeHHsi BCeX AHCKPETHHX npeoGpa3oBaHHil
Jlas a0l uean HCnoAB3YIOTCH GHCTIHHOPH, 06Ke coGeTBeHible YHKUHE onepatopa [aMuab-
TOHA M oneparopa CNHPaNbHOCTH.
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OBSERVATIONS SUR LES PROPRIETES DE SYMETRIE DU CHAMP DIRAC

(Résumé)

On donne dans cet article une analyse systématique des propriétés de transformation du
champ Dirac, les auteurs réussissant 4 trouver un mode unitaire de traitement pour toutes les
transformations discontinues. A cette fin, ils utilisent des bispineurs, fonctions propres commu-
nes de l'opérateur de Hamilton et de 'opérateur d’hélicité.






CONTRIBUTIUNI LA STUDIUIL, FENOMENULUI DE
POLARIZARE ELIPTICA A UNDELOR MAGNETOHIDRO-
DINAMICE SLABE

de
R. V. DEUTSCH si M. CRISTEA

1. Intr-o lucrare anteriora [1] s-a aritat, ci undele magnetohidrodi-
namice sint in general eliptic polarizate, deoarece componenta c:l a tenso-

rului complex al rezistivitdfii electrice este diferitd de zero (axa Ox este
consideratd paraleld cu directia cimpului magnetic exterior). S-a obfinut
ecuatia de dispersie

2 3 4 2 2
L Ulcos?f| |2 — (w3 + U 2 w2l cos?0| = U2 — uz) cos?0 2
B2 Bt £2 0 R2 0

v

H we? (1.1)

- —1 . . n . .
unde U == Viss’ %= O H este intensitatea cimpului magnetic,
TP 17U

-> >
p — densitatea mediului, #, — viteza sunetului, 6 — unghiul intre % si H,

-
» — frecventa undei, & — vectorul de unda si ¢ — viteza luminii.

Tinind cont de ecuatia (1.1) din ecuatiile de baza ale magnetohidrodi-
namicii pentru unde slabe obtinem

w?
172( ug — "}j;) cos20
b2

hy= — ix h (1.2)

0% w?
-k; — (ug -+ Uz) —;' +u3 U2 cos?
w? [ w? 2 2
— ] — U*cos? 0} — »2U*cos20| tg O
Py e b g I
_— = —— """ (]-3)
5 N H
% U ?2— — Uy cos20

-
unde % este perturbatia cimpului magnetic, iar p’ perturbatia densititii.
In lucrarea de fafd vom studia amanuntit consecintele relatiei (1.1) pentru
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valori mici ale lui 0 5i deasemenea pentru cimpuri in cazul cirora U1 — »x <

Lug LU V1 G % Deoarece, dupi cum se va arita in cazul general, si
pentru undele Alfven’ eliptic polarizate p’ 70, se va analiza pe baza
ecuatiilor(1.2) si (1.3) variafia perturbatiei densitatii.

2. Deoarece undele magnetohidrodinamice corespund limitei frecven-
telor joase, in toate cazurile practice » << 1. De aceea se poate studia influ-

A
enta componentei nediagonale a tensorului ¢~! asupra proprietdfilor undelor
magnetohidrodinamice dezvoltind mérimile fizice caracteristice in serie in
raport cu ». Dacd sinh » » proprietatiile undelor prezinti numai o mici
abatere de la insusirile undelor linear polarizate. [1, 2, 3].

Insd cind 6Zx situatia se schimbi esential. De aceea vom studia in
primul rind solutiile ecuatiei (1.1) pentru 6 = 0°. Acestei solutii 1i va co-
respunde intersectia dreptel

T / _ ug et
Yy o= )} x — A \(7\ = x = T (2.1)
cu parabola
y = (¥ —1)[»* — (A + 1)x + 4] (2.2)

Pe fig. 1. este reprezentatd aceastd intersecfie pentru diferite valori A.
Deoarece caracterul acestor intersecfii variazi brusc numai in domeniul
1 —x <A<l +xn, pe fig. este reprezentati mai ales variatia solufiilor
in interiorul acestui domeniu.

Dacd » = 0 solutiile ecuatiei (1.1) ar coincide cu intersectiile axei Ox
cu parabola (2.2). Astfel am obtine trei solutii, (dintre care deud coincid)
corespunzitoare undelor lente, rapide si Alfven. Dacd insd » £ 0 solutiile
trebuie sd fie obtinute din intersectiile parabolei (2.2) cu dreapta (2.1).

AA u . . - .
Cind U > —1—/—;—5’—— {(cazull i II), avem o solu}ie corespunzitoare undeilente

-
(4,, A,) care in acest caz este o undd acusticd, $i doud solutii v =1 F x
(B,, By, D,, D,) corespunzatoare undelor circular polarizate. Aceste ultime
doud solutii diferd de solutia dubld (C) pentru x = 0. Cu cit este mai in-
departat punctul 4 de 1 — %, cu atit distanfa relativd a punctelor B si
D, de C este mai micd, si undele corespunzitoare intersectiei 5,0, si 5,D,
pot fi considerate ca undd Alfven si rapidd circular polarizatd. Pe masura

A - U - . . . .
insi ce U ———2— undele corespunzitoare intersectiilor B,si D, devin tot

\/1 — %
mai diferite de unda rapida si Alfven. Cind U =

u

- L (cazul ITL.) dreapta
— %

{(2.1) este tangenti la parabola (2.2) in punctul B, si astfel avem o solutie
dubli corespunzitoare acestui punct, si o solufie simpld corespunzitoare

punctului D,. Deci in cazul x 2 0 pentru U~——2 apar solufii principial
%

Vi—
o

diferite de cele, cu care avem de a facela x=0. Incazul, cind u,< U< Nh
- %

se inverseazd ordinea solutiilor. Apare o solutie (intersecfia B,) deja inaintea
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solutiei corespunzitoare undelor lente. (4,). Daci -——,1_—297<U<u0 unda ra-
— %

pida (44) va avea caracterul acustic, iar la x 3£ 0 apar in loc de solutia dublaC
solutiile corespunzitoare intersectiilor B si Dg. Deci inaintea undei rapide
(A)g se va propaga cu o vitezi mai mare o undi circular polarizatd (D).
Astfel se vede, cid din nou in domeniul de ordin de mirime ugx in jurul
valorii %2 (in cazul variabilei U®) isi pierde sensul denumirea intrebuinjatid
obisnuit (x = 0) pentru undele magnetohidrodinamice. Astfel in domeniul
0 < x apar unde cu caracter complect nou.

v

C A6 A; A& A3
L]) Dg

i 9y

ViR

Fig 1

Unda corespunzitoare intersectiei (4;) parabolei cu axa Ox este totdeauna
undd pur acusticd, iar celelalte doui, carora le corespund intersectii aflate
pe dreptele verticale y = 14-x vor fi unde circular polarizate. Proprietitile
undelor la x 5% 0 vor fi cu atit mai apropiate de proprietétile corespunzi-

toare cazuluix == 0 cu cit raportul u—U" diferd mai mult de valoarea (1 4+ x)%-

7 - Babeg—Bolyai: Mathematica Physica 2/1964..
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3. Din cele precedente se poate trage concluzia, ca in cazul undelor
magnetohidrodinamice in urma analizei ordinului de marime a perturbatiei
densitidtii fatd de perturbatiile intensitafii cimpului magnetic, trebuie si
obtinem rezultate diferite de cele pentru » = 0. Aceastd diterentd se vede
din (1.3). Conform acestei formule in cazul undelor Alfven pentru sin 6 > x

raportul —;— este de ordinul doi in raport cu %, ceea ce duce la efecte negli-
£
abile. Avind in vedere, cd In cazul undelor magnetoacustice pentru sin

0 > % h, depinde linear de %, in prima aproximatie din (1.2) si (1.3) ob-
finem

w?
—tgh
e’ A )
L 3.1)
hy w2 9 ( )
_k_2 — ug cos?H

adicd, cum era si de asteptat, o relatie independenta de x.
In domeniul 6Fx pentru una dintre unde o’ nu se anuleazi si limita pen-
tru 00 este independentd de x. Aceastd unda se propaga cu viteza de fazd

(0] ~ A - . w

=~ tho Dacd y — 0 in cazul celorlalte doud unde cu viteza de faza % ~ 1
V1 perturbatia p’ se anuleazd independent de mdirimea lui x. Deoarece
in domeniull — % <A L1+ xpentru 6 Z x apar unde cu caracter complet

deosebit de cele corespunzitoare lui » = 0 (si tratate in literaturd), nu se
mai poate enunia existenta in orice domeniu a undelor de tip Alfven cu p’ = 0.
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K HM3YUEHHUIO SABJEHUYI DAJUIITUUYECKOM TIOJIPU3ZAILIMU CJABBIX
MATHHUTHOIMAPOOAHWMHAMHUUYECKH X BOJIH

(Peswne)

Msyuaercs xapakTep MarHHTHOMAPOZMHAMHUYECKHX BOJH B Ciyyae, KOTJa OHH
HMEIOT Hallpas/jeHHe oueHb GJMH3KOE K HaNpaBJeHHIO BHEIIHETO MarHuTHoro noas. B stom
cayyae noeJyuaotes (M B Cyvae MaJbiX YAaCTOT) JBe UHPKYJASPHO NMOJSPH3OBAHNBIE BOJHbI
H oxua mpojoibHas Boaua. Donee moiapo6HO ananusnpyerca B 0COBEHHOCTH KPHTHUYCCKAS
obaacts, KOrAa ckopocTh AMdBeH oueHb GAH3KA K CKODOCTH aKYCTHYECKHX BOJH.
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CONTRIBUTIONSA L'ETUDE DU PHENOMENE DE POLARISATION ELLIPTI-
QUE DES ONDES MAGNETO-HYDRODYNAMIQUES FAIBLES

(Résumé)

Les auteurs étudient le caractére des ondes magnéto-hydrodynamiques lorsqu’elles ont une
direction trés rapprochée de la direction du champ magnétique extérieur. On obtient dans ce cas
(comme dans le cas de fréquences faibles) deux ondes polarisées circulairement et une onde lon-
gitudinale. On analyse plus en détail surtout le domaine critique, quand la vitesse Alfven est
trés rapprochée de la vitesse des ondes acoustiques.






EFECTE COLECTIVE $I DE DEFORMATIE IN SEMICONDUCTORIL

de

TOAN STAN gi ANDREL WEISSMANN

Intr-o lucrare anterioard [1] am dat ccuatia masei efective, in interac-
tiunea electron-electron, considerind numai existenia plasmonilor de va-
lentd, adicd cazul unui numdr relativ mic de electroni in banda de conductie,

W<, N si A fiind numirul electronilor din banda de conductie,
respectiv valentd. Aceasta corespunde conductiei de impuritate, cind nu-
marul electronilor ridicati din banda de valentd in cea de conductie este
neglijabil.

La excitatii intense, numdirul electronilor din banda de conductie creste
pe seama celor de valentd, conductibilitatea devenind intrinseca. Pentru
lungimi de unda mai mari ca raza de ecranare, interactiunea dintre electronii
de conductie este Incd bine aproximaté de termenul Hgg dat de relatia (1.6}
din [1]. In cazul unor excitatii de frecvente mai mari (lungimea de unda
in jurul lungimii Debye) interactiunea intre purtitorii de sarcind minoritari,
da nastere la efecte colective-adica la plasmoni de conductie - neglijarea
cidrora nu mai este justificatil. Acesta este tccmai cazul semiconductorilcr de
tipul Sz si Ge, care au o discontinuitate netd in spectrul de excitatie al pur—
téatorilor de sarcini.

Experientele efectuate [2] aratd ci la Ge de exemplu, plasmonii de con-
ductie sint in domeniul undelor micro, iar cei de valentd in ultravioletul
indepirtat.

Este cunoscut pe de altd parte, [3, 4] ¢d o impuritate introdusa intr-o
retea perfectd, provoacd o deformatie mecanicd de volum. Considerind im-
puritatea ca un defect punctiform intr-o refea infinita, deformatia apare ca o
singularitate in centrul defectului, potentialul tensiunilor mecanice fiind
de tipul functiei 8. Expresia potentialului de deformare mecanicd pentru un
electron in apropierea ionului de impuritate este

Vo = —4nEa%8(r)

unde E, caracterizeazi mobilitatea electronului, A coeficientul de deplatare
a ionilor retelei in jurul impuritétilor iar a este constanta retelei.
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Considerind un centru de impuritate intr-un semiconductor cu o banda

>
simpld, minimul cireia este In centrul primei zone Brillouin (k = 0) , ha-
miltonianul sistemului de 9 (% = " + ") electroni este

[;i + < (2” + 2‘)2] > -+ .2
m -» U € ->
H-¥ e +v(7) +S(L—,;C—l:—)~dr+U+ w, (1)

T

=1
- .
unde p este operatorul impulsului electronului A4, si V potentialul vector
(longitudinal) si scalar, E intensitatea cimpului electric dintre particule, U
potentialul electric produs de impuritatea punctiforma de sarcind ¢ intro-
dusa in origine, V) potentialul de deformare mecanicd iar s masa elec-
tronului.

Introducem cimpul plasmonic generat de interactiunea electron-elec-
tron, prin intermediul variabilelor de cimp @y s1 Py = Q. utilizind relatiile

- 1 -+ nding
' 2 k.
A ) = (rey)” Y kgt
3
> y, - “'”*
4°(r) = (ner)” Y ko @ e
[
2o (> 1 a;;v Y > v (2)
E'(r) = -1 D N S ol L
4 3t

- - 2. -+ - 5

> 1 g4 ke

EUr) = —L 20 - ()" S koD pikra

c at k
cu conditiile
* *
O=—0_ Py=—-P
In cele ce urmeazi vom nota prin « indicele unui electron de valentd

(c =1, 2, ... 90") si prin o indicele unui electron de conductie (8 = 9",
%v+2 %)

Inlocuind (2) in (1) separind termenii de scurtd razd de actiune de cei
de lungd razd de actiune gi aplicind aproximatia fazelor distribuite haotic
[6] (notata prin R.P.A.) obtinem hamiltonianul

Drep?

T

G UV, @)

H=H +H +¥%% Y =
« B ADky k?

D

1 v ¢ . v ¢ v 3 . v c
+;k§—l;p + By Py M, (o2, + e )] [P, + P, — 1M (g, + 0,)]
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unde am notat

£2 E.
e o

2 -,
H = gﬁ; [_;1‘;_ v (1’5)] (3)
- - >
far prin ¢} = ; PR e :%:, ¢ * 78 fluctuatiile densitdtii medii a elec-
tronilor de valentd, respectiv conductie, iar prin M, expresia M’: = 4/,)—::2'

Printr-o transformare canonicél generata de functia

-LY, v ¢
S=ce hk<kD M + Qe ©

i prin neglijarea termenilor de scurtd razd de actiune [1] obtinem
_ v, ¢ v e € e v ¢ -
H = HO T HO ! Hcimp i Hcimp ! Hint _L Hint + Hcoul + U + I/D (‘)

cu conditiile suplimentare

(P, — 1M, o Jy =10
8
(P, —iM,o" )b =0 @)
unde am notat
v 1 v v v v v
cimp = ?k<kD (Pk P—k + (")pz k Q—i)
¢ 1 C c ¢ o ¢
cimp —_2‘k<kD (Pk ~r wpz & Q_k)
-
1 *”k - ok (9)
v ==Y _t¥ B [T
int 2 k?lsz m e (p“ L 2 )Qk Pk
ooty ey Mmz 0° o
int 2 k<hp ‘—4( ! 9 ) €y

= — ¢ 14 2 . L AU JEEE S A v ; ¢
Hep = {M2e0es, + ¢y 60) — 20MPL g — 2iM, P ot}

k k

v 2 co

. (47:’31 e-) . (4:@7 c-)

W = |— §1 w = —
» m 4 m

%
fiind frecventele oscilatiilor colective ale cim-

pului plasmonic de valentd, respectiv conductie, generate de interac-
fiunea coulombiand de lungd razd de actiuue Intre electronii de valentd si
conductie considerati liberi.
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Aproximatia R.P.A impune relatia

4y e

m

w'f-# w;f = (10)
intre frecventele plasmonilor de valentd si de conductie, relatie ce exclude
interactiunea cimpurilor de plasmoni dintr-un solid, adicd oscilatiile colec-
tive de frecvente diferite pot exista simultan intr-un domeniu al refelei cris-
taline dar nu pot interfera intre ele. Folosind aceastd relatie (10), termenii de
interactiune foton-foton (longitudinali) dispar din hamiltonian.

Pentru a aduce hamiltonianul la o forma si mai convenabild, elimindam
interactiunile electron de valentd-plasmon de valentd, minoritar-plasmon de
conductie, majoritar-minoritar si interactiunile mixte aplicind doud trans-
formdri canonice succesive. Pentru aceasta aducem hamiltonianul (7)
la forma

v ° .V 1 o v v o i c
H=H,+ H, + g -‘Lkg[) 2 (O)Pz — 00, 0, + ctmp T
1 (11)
T ey e QUL Hiy o+ M Hoy + UV
unde am introdus notatiile
v 1 v v ) v v
(%cimp = o kgu (Pk P—k + o QZ 0,
C 1 N , . P
%clmp :Ek;k]) (Ik I —p T ©® ZQ/. Q—k)

w* §i of filnd frecventele plasmonilor de valentd si conductie in solid, adicd
frecventa oscilatiilor colective ale unor electroni legati, satisfacind relatiile [6]

o = w;’f + R >

2 (12)
w? = m?f + R >
unde <<v®> si <<v°> sint vitezele medii ale electronilor de valenti si con-

ductie. Conditia existentei oscilatiilor colective in benzile semiconduc-
torului este datd de [6]

R <o > <K of
F<o? > < ol

Considerind prima transformare daté de functia generatoare

S=X (4 P+ B0+ 4, P+ B0
D
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unde

i’ fiind numerile cuantice ale clectronilor de valentd iar A) ale celor de
conductie; si a doua de functia generatoare

S=3 [n(lp I+ B0, - )
k<kp
cu

o I A
Sk TR O

(0 s = M

L8,

R/

o, e AT AL Ay,
W = [Lk{ - — (¢n Ciluiam

(Yk)li'xx' ‘”k( I t:) <-“;)11' (Vli\xx
Oy oy

termenii de interactiune mentionati mai sus dispar, dacd este satisfacuti
relatia de dispersie

w? — (m}f + m;‘f) = )+ off) (13)

iar constanta dielectricd statici este inlocuitd cu constanta dielectricd
depehdentd de frecventd

1 w? w2
/5y Vg
5 et 3 - (13')

3
2 2
e(k,0) Qe Gy T

unde ©? = w? | 2,
Efectuind calculele gasim

H=H,+H +H + H + H,+~ Hy + @ + Vp (14)
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unde am notat

(15)
(16)
: S ¢ A v . el 1 5 dranefor )
iar H st H sint B, Mgy, dupd transformare.
Pentru a gdsl muiea electivd studiem ecuatia lui Schrodinger
& 4‘\‘!’ == n
H—-Ly=0 v

cu hanultonianul (11).
Dezvoltind funciia de undd ¢ dupd un sistem complet de fu il de
bazda ¢

nk NV NC
-+ -
g = E S aK’ A <I{)M’N"'N'f D, vevk: (18)
o NN
cu
1-1:7 - (—)) 1 v,y )c
(DnKNZ‘NC = ¢ K n0 ¥ ’\HNv (Q ) "/NC ((, )

unde nn’ sint numerele cuantice ale electronilor atit in banda de valentd
PP N - o1 .o
cit $i in cea de conductic, ¢, (Q7) si gy (¢F) filnd functiile de unda ale

lui ] respectiv H; de forma
! v ] v
@) =11 ¢, (¢)
N k Mk
’ [ _ H ! 4
Une(@) = I ¢ 0 (Q)
N x Yk
Ni, N fiind numerele cuantice ale oscilatorilor de coordonate Q, ¢ iar
QN;{, LNZ functiile de undd corespunzatoare.
Conditia de ortonormalitate este

((I) )

(o)

- -+
Soewe 3 (K'—K) . (19)

g > ) = 8 . ,
n K NUNC n' K 1\'[{,’ NE nn' TNYNT UNONC

Calculul Ini (17) tinind cont de (18) si (14) se face ca in [1] iu,ceea
ce priveste termenii H, H,, H,, H, si ((, iar in ceea ce priveste Hyavem

(nKN'N H,n'K'N'N) =

M 2 >, 2 20
=1 L _2__6.0‘.2__ ‘ozpiks 'SV'L'N'” Snenie O (1&'_]& (20)
2k<kDE(;w) oy 4 0 wne © 2
si pentru V, dupa [7]
ENNIV, WK’ NN =V, (B'—K) 5, 8.0 1)
(nK1 (R )=V, —K) 3, . SyunoSyeye
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Inlocuind aceste valori in (18) si trecind la reprezentarea r [1] obtinem
[E (_ V)+ 'I‘oTA nN’NC(—:> - EFnN”I\/”( ) (22)

>

unde E ... este dezvoltarea in serie a lui E e (k) dupad puterile lui
-+

(B) &> —i7. Tinind cont de (12) obtinem in mod analog ca in [1]

EanNc (_1/7) :kZ:kD{E" —+ Tz“ Q); [va\;v + 1) (x\/{.'—;— 1) + \/Nz‘Nz"]SNva' i
+ -T} oy [V O+ 1) (V4 1)+ NN e + 23

K Kq [( v
e B‘“‘;—Jr A W R U 1+ YN e+

" 2 A%y pnre (£ e n'n
i T R e C LR |

M n @,

U,or Teprezintd energia potenfiald totald, coulombiand ecraunati, pet-
turbatoare de impuritate $i de deformare mecanicd
2
M2

Uror = —— (gh es 1 9f &7 WU FV, (24)
2e Uc,o))

ar F ... este solufia ecualiei masei efective (22).

Urmind rationamentul din [1] se gdseste regula sumei {

FE (-/:)

2 M prpe (V0 (V9,0 aNUNE (25)
S T+ o ,,;n E, — £, — My 3y Bk 0
unde
L —-—_1_ < 2> vt o ATY
T g V= D50 + YN oy
e ‘ (26)
:fm [V + 50+ 1)+ YN Py

iar deplasarea mnivelului fundamental, din cauza interactiunii minoritar-
minoritar $i majoritar-majoritar va fi

: ) ,
E = Loy (0) — E,;'j;“ [V + 1) V4 1) + VNN Sy —

ONUNC (0)

@7)

B [\/N +1) (N + 1) + VNN oo’
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Din calculele de mai sus rezulti o reguld a sumei f (25) mult mai
complectd decit cea cunoscutd din literatura [7] intrucit ea confine efec-
tele colective de interactiune electron-electron reflectate in expresia masei
efective (26).

Masa efectivi depinde de numerile cuantice ale plasmonilor de va-
lentd si de conductie, ceea ce aratd cd masa purtitorilor de sarcinéd (electronii
efectivi) in diferitele benzi ale solidului depinde pe lingd viteza lor si de
interactiunea cu cimpul oscilatiilor colective.

FEfectele colective considerate mai sus, actioneazd si asupra niveleului
energetic fundamental deplasindu-l, deplasare ce depinde deasemenea
de numerile cuantice ale cimpului plasmonic si care se reduce la expresia
cunoscutd din literaturd, neglijindu-se aceste interactiuni.

In ceea ce priveste potentialul de deformare mecanicd observim c3
nu produce nici un efect asupra masei electronului i a nivelului funda-
mental, fapt ce denotd o comportare opusd potentialului electric de impuri-
tate. Aceasta se datoreste dupd pdrerea moastrd, fie faptului cd metodd
aplicatd este insuficientd punerii in eviden{d a acestui efect, fie faptului
cd plasmoenii nu interactioneazd cu acest potential.

Shinohara. [4] considerind potentialul de deformare ca un termen
perturbator giseste c¢d masa electronlui si nivelul energetic fundamental
sint influentate dar el nu comsiderd efectele de interacfiune colectiva.

Considerarea pe lingd a plasmonilor de valentd si a celor de cenductie
aratd de ascmenea, ¢d Intr-un domeniu al refelei cristaline pot exista
simultan oscilatii colective de frecvente diferite, dar ele nu pot interfera,
intre frecventele electronilor liberi si legati existind relatia de dispersie (13)

De asemenea constanta dielectricd staticd e inlocuieste printr-o con-
stantd diclectricd deperdentd de frecventd (13').
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ZUCEOE R

KOJJEKTVBHBIE U NEGOPMALMOHHBIE 20 QEKTH B

TIOJIYTIPOBOOHUKAX
(Peswwme)

B paGore wuayyalorcs stdextsl jedopManHOHHOTO H NPHUMECHOTO NOTeHUHala, &
TaKke JeilcTBHe 3JIeKTPOHOB NPOBOLHMOCTH Ha JBHXeHHe S(¢eXTHBHOro 3JIeKTpOHA.
Beeas mone njgasMoHOB IPOBOAMMOCTH MOMHMO HOJSI MJIa3MOHOB BAJEHTHOCTH H aepopma—
UHOHHBIE noTenuuan, ob6pazoBaHHbfi Gnaronaps MeXaHHYECKHM HaNpsiXKeHHAM, NOSB—
JASAIOUHMCH BOKDPYI NPHMECH, NONYYaloTcs 3aKOHbl HHTephepenuut GoTon-poToH B TBEPABIX
TesaX, COOTHOLIEHHE JHCIEPCHH YacTOT KOJJIEKTHBHBIX KoJieGaHRH, nepeiBHKeHHEe OCHOB=
HOTO 9HEpreTHUECKOro YPOBHA H ypaBHeHHe 5G¢eKTHBHOM MacChl.
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EFFETS COLLECTIFS ET DE DEFORMATION DANS DES SEMI-CONDUCTEURS

(Résumé)

«; + Les auteurs étudient les effets du potentiel de déformation et d'impureté, ainsi que 'ac-
tion des électrons de conduction sur le mouvement de I'électron effectif. En introduisant le champ
des plasmons de conduction 4 coté duchamp des plasmons de valenceet du potentiel de déformation
dii aux tensions mécaniques qui apparaissent autour d'une impureté, on obtient les lois d’inter-
férence photon-photon dans les solides, la relation de dispersion des fréquences des oscillations
collectives, le déplacement du niveau énergétique de base et 'équation de la masse effective.






DEPENDENTA DE TEMPERATURA A SPECTRULUI DE RES A
IONULUI DE CU(II) IN ZEOLITI

de

A. NICULA, GI. CRISTEA

In studiile noastre de rezonantid electronici de spin (RES) a unor
ioni paramagnetici din grupa fieralui introdusi In zeolifi de tip X i ¥ sub
forma pmhgnbtahna am obtinut rezultate nol cu privire la comportarea
acestor foni in cimpuri electrice cristaline de diferite simetrii [1], [2],
{3]. Modificarea si controlul cimpului electric cristalin s-a facut printr-o
activare (tratare termicd) a probelor la diferite temperaturi.

Avind in vedere anizotropia pe care o prezintd constantele din hamil-
tonianul de spin care descrie starea energetma a ionului de Cu(II) (cu spinul
electronic S = 1/2 si cel nuclear I = 3/2) in cimpuri cristaline de simetrie
axiald, atenfia noastrd a fost indréptatd, fndeosebi, asupra acestui ion. In
aceastd lucrare se cerceteazd dependenfa formei liniei de RES a ionului
de Cu(ll) de temperatura din cavitatea rezonatoare. Se cerceteazd dea-
semeni dependenta de temperatura din cavitate a constantelor de structurd
din hamiltonianal de spin.

Tehniea experimentali.

Probele studiate. Ca medin diamagnetic pentru cercetarea RES a
ionului de Cu{II) sint folositi zeoliti de tip Y, care au celula elementard
Nagg [AlO,) 56 (5104)136]- Ploprlcmuk structurale ale acestor zeoliti, (site
molu‘ularc) sint bme cunoscute in literaturd [4] [5]. Introducerea ionilor
de Cu(ll) fn reteaua zeolitului s-a facut folosind tehnica schimbului de
ioni, utilizind o solutie de Cu(NQ,), de diferite concentratii. Dupd schimb,
probele au fost spdlate cu apd distilatd si apoi uscate la 'l()()”C, timp de
12 ore. Councentratia ionilor de Cu(II) in zeoliti a fost de 22, 17, 16, 8,
4,51 0,3 iond pe celula elementard. Aceastd (omentmpo a fost determinatid
prin analize chimice si prin metode RIS, Masuritorile au fost efectuate
in regim dinamic de temperaturd, variindu-se temperatura din cavitate
de la 15°C pind la 200°C.

Instalagia  experimentald. Masurdtorile au fost facute in instalatgia
JES—3B. 3-a lucrat In conditii de modulare de tnaltd frecventd (100 KHz)
cind sensibilitatea instalatiei este de 2. 10" spini/gauss. Electromagnetul
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cu un intrefier de 60 mm, are diametrul de 300 mm si omogenitatea cimpu-

lui de 107° Intensitatea cimpului permite un baleaj maxim de --300
gauss intr-un timp reglabil in 5 trepte de la 5 minute la 2 ore. Misurarea
cimpului magnetic a fost efectutatd cu un gauss-metru protonic.

Partea de microuade are un clvstron care lucreazd in banda X (9,5
KMHz) si o cavitate rezonatoare TE,,, tip reflex, avind un factor de
calitate Q = 4135. Frecventa microundelor a fost mdsuratd cu o cavitate
etalonata la o precizie de 2.107°,

Cu ajutorul instalatiei JES VT —2, s-a variat temperatura cavitatii
cu o precizie de £1°C in intervalul de temperaturd de la 10 la 200°C.
Temperatura a fost masuratd cu un termocuplu Cu — Constantan.

Folosind detectia de fazd au fost inregistrate derivatele curbelor de
absorbtie. Cu acelasi inregistrator se lnregistraza si temperatura din cavitate.

Date exper.mentale.

Dependenta de temperaturd a semnalului de RES a ionului de Cu(II)

s-a studiat In detaliu la probele cu zeoliti de tip Y. Cind probele sint complet
hidratate (la temperatura camerei), ele dau un semnal de rezonantd sime-
tric, (pentru toate concentratiile) cu g == 2,159 si ldrgimea liniei cuprinsd
intre 153,4 si 137,8 gauss. Riciund proba care contine 4 ioni de Cu(Il) pe
celula elementard la temperatura de —182°C spectrul acesteia devine asi-
metricavind absorbtia din banda peraleld a cimpului magnetic de aproximativ
trei ori mai micd decit absorbtia din banda perpendiculard a cimpului
magnetic, Aceastd descrestere in amplitudinea curbei de absorbtie, a fost
compensatd printr-o crestere a largimii liniei de rezonanti. Totodatd in
banda paraleld a cimpului magnetic au apdrut clar doud piscuri ale struc-
turii hiperfine separate prin constanta A = 0,0157 cm~% Cu ajutorul aces-
tor piscuri se pot deter-

Bl foum ) o-ol —, f6)  mina pozitiile celorlalte

o- 4 / ° 2% doud piscuri(nerezolvate)

/300 . asociate benzii paralele a
/ cimpului magnetic. S-a

1200 calculat factorul g, al

acestei benzi si s-a gisit
valoarea 2,331.

w Cele 6 probe au fost
cercetate la temperaturi
cuprinse intre 15—200°C.
In fig. 1 se arati cum

hd \\ / depinde de temperaturd
.\_,4/

10

largimea liniei ¢i intensi-
tatea semmnalului de ab-

6 s, sorbtie. Din figurd se
100 120 thd  #0 190 awot°C e ,
2 4 &0 s0 M 4 vede ci intensitatea de

Fig. 1. @ — Dependenta amplitudinii semnalului de . v
temperatura. absorbtie crese pind la

O — Dependenta largimii liniei de temperaturi. temperatura de aprox.
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55°C dupi care descreste si la temperatura de 150°C incepe sa creasca din nou.
Lirgimea liniei variazd cu temperatura in sens invers (vezi fig. 1) compor-
tdrii intensitatii de absorbtie. Ea descreste pind la 55°C apoi creste si pe
la 170°C incepe si descreascd din nou. Masuratorile fiind fiacute in aer,
grupul liniilor de structurd hiperfind din banda paraleld (pentru proba
cu 4 ioni de Cu(II) pe celula elementard) nu apare la 100°C, ca si in cazul
activirii la 100°C in vid ci apare la o temperatura de 170°C (temperaturd
de cavitate). Chiar la temperaturd de cavitate de 200°C nu s-a putut
pune 1n evidentd grupul de structurd hiperfind din banda perpendiculara.
Spectrul de RES a jonului de Cu(II) in zeoliti de tip Y la temperatura din
cavitate de 200°C este redat in fig. 2. Din acest spectru s-au determinat

fs.

j

Fig. 2. Spectrul der.e.s. al probei cu patru ioni de Cu (II)
pe celula elementard la 200°C.

8 — Babes—Bolyai: Mathematica Physica 2/1964.
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constantele de structurd hiperfind A = 0,0110 cm ™ si factorii g = 2322

Dupi ricirea probei de 1a 200°C1a 16°C semnalul de rezonaniid prezintd
o rezolutie foarte buné a celor patrulinii de structurd hiperfind din banda
paraleld fig. 3. Deasemeni prin revenire la temperatura de 16°C absorbiia

din banda perpendiculard creste foarte mult. Constantele acestui spectru
sint 4 =0,0120 ecm™* g, = 2,335 $i g, = 2,019

s

Fig. 3. Spectrul de r.e.s. al probei cu patru joni
de Cu (IT) pe cclula elementard, readus la 16°C.

In timpul cercetidrii dependentei de temperaturd a semnalului de RES
s-a observat cd pe misura cresterii temperaturii, simetria semnalului creste,
(initial semnalul prezintd o usoard asimetrie) ca apoi la temperaturi mai
ridicate simetria sd scadd foarte mult fig. 4. Dupa revenirea la temperatura
camerei semnalul de RES prezintid cea mai puternicd anizotropie. Depen-
denta formei liniei de RES de temperaturd pentru probele cu zeolifi de tip
X, urmeazd aceleagilegi ca si pentru cele cu zeoliti de tip Y.

Discutii gi concluzii.

Din rezultatele experimentale se constatd cid variind temperatura in
cavitatea care contfine proba la presiune atmosfericd semnalul de RES pre-
zintd doud aspecte extreme. Probele cu concentratii mari de ioni de Cu(II)
(22, 18 iohi pe celula elementard) dau spectre simetrice la orice temperatura.
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Lirgimea liniei i intensitatea semnalului de absorbtie variazd cu tempera-
tura la fel ca gi pentru probele cu concentratii mici in joni de Cu(II) fig. 1.
Pe misurd ce temperatura creste probele cu concentratii micide ioni para-
magnetici prezintid o anizotropie pronuntati a semnalului de RES. Aceasti
anizotropie apare la temperaturi de cavitate mai ridicate decit temperatura
de activare a probelor respective in vid. La temperatura camerei anizotropia
slabd a semnalului de RES (fig. 4) se explicd prin faptul ci ionii de Cu{II)
se afld inconjurat de apa in cavititile zeolitului care dau un cimp de simetrie
sfericd cu o micad componentd axiald. Pe misurd ce temperatura creste mo-

DL—D
Rt

0 20 40 60 80 00 120 {40 160 180 200 rec

Fig. 4. Dependenta de temperaturd a asimetrici
spectrului de r.ess.

bilitatea ionilor de Cu(II) creste si deci si caracterul haotic al coordindrii
moleculelor de apd creste. Prin urmare simetria semnalului creste (110°C).
La temperaturi mai ridicate moleculele de apd piardsesc cavititile zeoli-
tului intr-un numdr foarte mare i ionii de Cu(II) se apropie din ce in ce mai
mult de locurile cationice din aceste cavitdfi. Astfel anizotropia semnalu-
lui creste si in aceste conditii (200°C), apar liniile de structurd hiperfina
din banda paralelda a cimpului magnetic. Totusi aceastd temperaturd este
insuficientd pentru a face posibila aparifia grupului de linii de structurad
hiperfind din banda perpendiculard. Revenind la temperatura camerei rdcirea
facindu-se Intr-un timp scurt (citeva minute) cantitatea de apa absorbita
este neglijabild. Susceptibilitatea magnetici a ionilor paramagnetici la
aceastd temperaturd (16°C) este mult mai mare decit la 200°C ceeace duce
la o crestere puternicd a amplitudinii semnalului si prin aceasta la o rezol-
vare mai buni a structurii hiperfine din banda paraleld.
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3ABHCHUMOCTD OT TEMITIEPATYPBI CITEKTPA TP MOHA Cu (II) B IIEOJJIHNTAX

(Peswwme)

B paGore npuBoAATCS pe3yJbTaThl HCCIEZOBaHHI OTHOCHTEABLHO 3aBHCHMOCTH OT TeMie-
parypsl pesoHaHcHoro moryoileuus woua sean ([I) B ueosnrax u jeftaercs cpasueHue
< NpeAbl Ay HIHME pe3yJbTaTaMH, KaCalo U HMHCS 3aBUCHMOCTH 3TOrO NOIMIOMIEHHS OT Temnepa-
TYP @KTHBalMH.

PesynbpTatel M3MepeHHH MOKa3niBAIOT NMOBejeHHe, MoJo0HOE MOIOLICHHIO HOHA MelH
(I1) B neosntax, HO CBepXTOHKAS CTPYKTYpa N3 HapaliebHON [OJOCH He MpOABAseTcs
npu temneparype 100°C (remneparypa akruBauuu), a npu 170°C (remneparypa mnoJaocth).
Ilpu s7oit TeMnepaType CMOIVIH OMNPEAENHTb MOCTOSHHBIE CRepXTOHKOH CTPYKTYpht H dakTo-
POBg) Mg, NMOAYYHB CAELyIOUHe De3yJbTarThl: A = 0,0110 cw, g = 2,322 g = 2,030.

[Ipy BO3BpalleHHH K KOMHATHOIl TeMiepaType IOCPeACTBOM OXJaX/JCHUS, aMIJIHTY A2
CHTHaJna ropa3fo Gojblle, a pellexde CBEpXTOHKOH CTPYKTYphl Ha MHOTO Jyyule.

LA DEPENDANCE DE LA TEMPERATURE DU SPECTRE DE RES DE L'ION
DE CU (II) DANS LES ZEOLITHES

(Résumé)

Les auteurs exposent les résultats de leurs recherches sur la dépendance de la température
d’absorption par rapport a la résonance de l'ion de cuivre (IT) dans les zéolithes et ils les compa-~
rent avec les résultats antérienrs relatifs a la dépendance de cette absorption par rapport aux
températures d’activation.

Les résultats des mesures font ressortir un comportement similaire de Pabsorption de I'ion
de cuivre (IT) dans les zéolithes ; cependant la structure hyperfine de la bande paralléle n’appa-
rait pas 4 la température de 100°C (température d’activation) mais 4 celle de 170°C (tempéra-
ture de cavité). A cette température on a pu déterminer aussi les constantes de structure hyper-
fine pour les facteurs &y etg, ona obtenu les résultats suivants: 4=0,0110 cm—1, &y = 2,322 et

8= 2,030.
En revenant a la température de la pi¢ce par refroidissement, 'amplitude du signal est
bien plus considérable et la résolution de la structure hyperfine bien meilleure.



STUDIUL, SPECTRULUI DE REZONANTA ELECTRONICA
DE SPIN A IONULUI DE V™ IN CORINDON (ALO,)

de
GH. CRISTEA

Dupi cum se stie [17, pe nivelul 34 ionul de V** are doi electroni neim-
perechiati. Starea fundamentald a acestui ion este °F, de unde rezulti ca spi-
nul electronic S = 1, iar momentul orbital L = 3. In monocristalul de Al,O,
ionul de V*?® inlocuieste izomorf jonii de AI*®, astfel ci fiecare ion al vana-
diului este inconjurat de 6 molecule de oxigen care formeazd un octaedru
deformat pufin dupi axa Z. In urma acestei deformiri, peste cimpul de si-
metrie cubicd, se suprapune un cimp slab de simetrie tetragonald.

Sub influenta cimpului cristalin de simetrie cubicd, degeneraea de gra-
dul 7 dupd orbitd este ridicatd partial, astfel, ci apar doi tripleti inferiori
si un singlet superior. [2] [3], asa cum este ardtat in fig. 1. Componenta tri-
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Fig. 1. Diagrama de despicare a nivelelor energetice a ionului

v*®in ALO,

gonald a cimpului cristalin despicd in continuare tripletul inferior fntr-un
dublet superior si un singlet inferior. Sub influenta cuplajului spin-orbitd,
degenerarea tripld dupi spin a singletului inferior este perturbata, creindu-se
un dublet de spin superior si un singlet inferior, diferenta de energie dintre
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ele fiind de ordinul 7 cm ™1, Dacd mai apare o componentd rombicd a cim-
pului cristalin, din teorie [4], rezulta ci degenerarea de spin se ridicd complet.
De fapt, acesta este cazul real al ionului de V*® in coridon. Nivelele de
energie ale jonului in cimpul cristalin care are $i o micd componentd
rombicd se pot vedea pe fig. 2.

4 Spinul efectiv in acest caz
13 este S, = 41, pentru nivelele
superioare si S; = (), pentru nive-

S, -t1 lul inferior care este nemagnetic.
] Din cauza despicarii initiale
\ . mari, pentru observarea tranzi-

2 tiei g, <> g5, (JAM] =1) este

necesard o cuantd de energie
550 £, egald cu Tem ™% In gama obis-
- nuitd de frecvente 9000 MHz

-~ Dpentru observarea acestei tran-
zitli este necesar un cimp de
aprox. 60 KOe, ceeace este foarte
greu de realizat. Se va observa
deci numai tranzitia e, «<— g;, intre nivelele despicate proportional cu
cimpul magnetic exterior, supusid regulii de selectie (JAM]) = 2). Rezol-
varea spectrului, din cauza largimii liniei, [2] se poate obfine numai la tem-
peratura heliului lichid, concentratia jonilor de vanadiu fiind 0,13%. In
auste conditii se rezolvd si structura hiperfind corespunzitoare ionului

V® compusi din opt linii, intrucit spinul nuclear este I = 7/2.

Fig. 2. Efectul de despicare a cimpului cristalin
de asimetrie rombicd.

Pentru determinarea nivelelor de energie s-a folosit hamiltonianul
corespunzitor cazului simetriel axiale peste care se suprapune o perturbare
a unui cimp de simetrie rombicd si care are forma :

H =g pH,S, +8,8 (S, +H,5)+ D[S =1 565 + 1) +

1)
AS.I, +B(S,I,+S,1)+ ES—S?
unde S;, S;, S;, sint pro ectiile spinului electronic efectiv, I;’ I 4 I, —
proiectiile spinului nuclear, BI% — magnetonul Bohr, D — con-
mce

stanta despicdrii in cimp exterior nul, £ — constanta cimpului rombic, iar
A si B — constantele de structuri hiperfina.

Deoarece in lucrare ne ocupdm numai de structura find, omitem ter-
menii de interactiune cu nucleul. Deasemeni neglijim termenul constant in D,
<care produce doar o deplasare in jos a tuturor nivelelor energetice cu mirimea
2D|[3. Pentru simplificarea calculelor, avind in vedere ca nivelele de energie
nu trebuie si depindi de orientarea sistemului de coordonate, rotim axele
de coordonate pind cind cimpul magnetic exterior va fi confinut in planul
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y0z si astfel. H, =0, H, = H cos® si H, = Hsin6. In aceste conditii
hamiltonianul de spin se scrie :

2 ’ : ’ ‘2 ‘2 ‘2 9
H, —gBHcosOS, 4 ¢ BHsin8S, + DS 4 E(S; — S)) (2)
Folosind matricile de spin pentruS = 1.
0 1 o 0 i 0 1 0 0
S,=|1 o 1); S={—i o0 <) S =0 0 0
0 1 0 0 —1 0 0 0 -1
scriem hamiltonianul de spin sub formid matriciald. Aplicind apoi metoda

perturbatiilor si refinind termenii de primi aproximatie ajungem la ecuatia
seculard care are urmdtoarea forma :

E ~ﬁb—a+D—e

unde a = g fHcosO si & = g, BHsinb.
Prin rezolvarea determinantului (3) primim ecuatia :

e[(D—e2—a]+ D —c+ E) =0 (4)

de gradul trei in e, care are trei ridicini nebanale, reprezentind cele trei
nivele de energie ¢, ¢, §i ¢, ale ionului de V*® in eristalul de Al,Q,. Pentru
usurinfa rezolvirii acestei ecuatii considerdam D > g.8H, g, PH sig BH > E,
4, B, asa cum se aratd in [1]. Cu aceste conditii ecuatia (4) devine

eD— e+ 0D —¢) =0 ()
si are solutiile
g =D
g =D + €Le 122 sin’g
(6)
& pE H®sin? 0

Pentru o valoare constantd a unghiului 6, care este unghiul dintre di-
recfia cimpului magnetic exterior H si axa de simetrie a clmpului cristalin,
luatd drept axd Oz ; de ex. pentru 6 = 90°, dependenta pozitiei nivelelor de
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energie a jonului ¥*® de cimpul magnetic exterior este cea prezentati in
fig. 4de. In fig. 4 am luat drept unitate de energie valoarea constantei D, ast-
fel cd punem peste tot D == 1, in reprezentirile grafice.

S84 determinim mnivelele de energie in aproximatiile ardtate pentru
alte valori ale unghiului 6, constante, pentru care ecte posibild rezolvarea
simpld a ecutiei (4) si sd vedem cum depinde pozifia nivelelor de energie de
unghiul 0. Ecuatia (4) sub form3i generala se poate scrie astfel :

(D — g2 — (g|2l cos? 0 - gj_ sin? 0) 8° H?c + gi g H®<in2 6 = 0 (M)
a) 0 = 0. Ecuatia (7) devine
¢(D— o) —g B'H% =0 (8)
si are solutiile
g =10
ey =D+ &) pH (9)
ey =D — g1 pH
care reprezentate grafic in functie de cimpul magretic exterior se prezinta
cain figura 4a.
b) 0 == 45°. Ecuatia (7) devine
2¢(D — gt — a?e — B¥D — ¢) =0 (10

iar rezolvarea ei se face printr-o metoda graficd. Descompunem (10) in doud
parti si notdm Y, = 2e(D — €)%; Y, = (a® + b?)c — 02D. Cdutind valcarea
maxima a lui Yy, in functie de energie avem :

D oD — e — (D — ) =0
de
de unde Yimin = 0 pentru ¢ = D iar Yipae = 8D/27 pentra ¢ = D/3. Pentru
a ghsi solufiile care satisfac ambele ecuatii Y, 51 Y, trebuie si gdsim punctele
de intersectie ale dreptei Y, cn, curba
de gradul trei Y,, asa cum se aratd

Y in fig. 3. Considerdam Y, = 0 si gidsim
punctul de intersectie al dreptei cu axa
2
.. 2D 1
energiilor. g5 = =&k~

@+ b 8 g 2
Se are in vedere ci g ~ g |.

La fel, cousiderind ¢ =0, in Y,
primim intersectia acestei drepte cu
axa ordonatelor Y, = —5§% Avind in
vedere semnificatia fizicd a parametri-
lor asi b, observam cé panta drepteiY,
depinde de cimpul magnetic exterior
aplicat. Variatia cimpului magnetic

Fiyg. 3. Rezolvarea graficd a ecuatiei A Ind A .
seculare. exterior H, duce la rotirea dreptei
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Y, in jurul punctului ¢, (fix pentru un 6 dat), iar punctele de intersectie a
ecuatiilor Y; i Y,, gliseazd pe ramurile parabolei determinind astfel variatia
a . . . . e 3 . - A .
energiei nivelelor energetice ale ionului de V*? cu variatia cimpului mag-

-

netic exterior H, asa cum este ardtat in figurd 4c.
Pentru descrierea cazurilor urmétoare procedim ca in cazul precedent :

c) 6 ==30° Ecuatia (7) se scrie

4e(D — &) — 3a%c + B¥(D — 2) =0 (11)
care are urméitoarele valori de minim i maxim pentru Y.
Y(D)=0
vy, — (2= 8
g ) St

iar punctele de intersecjie a dreptei Y, cu axele de coordonate sint :

Variatia energiei nivelelor in functie de cimpul magnetic exterior este ardtata
in fig. 4b.

d) 6 = 60°. Ecuatia (7) devine
de(D — &) — (a®> + 300 + 30°D == 0 (12)

din care primim in mecd analcg.

Yy (D) = 0 Y,(D) = —302
$1 392
SI(D) =2 = = 34,
3 13 g 3¢

Dependenta energiei nivelelor ionului de 7'*® in functie de cimpul mag-
netic exterior este aratatd in fig. 44.

Dupé cum reiese din cazurile discutate, comparind diagramele energetice
corespunzitoare diferitelor valori ale unghiului 0, crescdtoare, nivelul ener-
getic z; se ridicd odatd cu cresterea unghiului de la 0° la 90°, de la ¢ = 0
pind la = = 1. Aceasta se reflectd in anizotropia factorului g care trebuie sa
depindd puternic de orientarea cimpului magnetic exterior fatd de axa cim-
pului cristalin, conform formulei.

2= gﬁ cos?f + g sin® 0 (13)
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Concluzia experimentald ce rezulti de aici este, ci valoarea cimpului
magnetic la care va avea loc absorbtia de rezonanti, pentru tranzitia per-
misd, va depinde de orientarea cimpului magnetic, considerind constanti
frecventa cimpului de microunde.

€ & €

£, .
0 [4 .oty
e H
&
o
6 .0° 6 =45 5
Fig. 4. a. Fig. 4. b
é E
£
//
e &
0
0 —
[ 7 H
¢:60°
o -
&30 £ &
Fig. 4. c. Fig. 4. d.
£
€,
1 €
0
4 sy
o
& .90° &

FPig. 4. e
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H3YUEHHE CIIEKTPA 2JIEKTPOHHO — CITHHOBOI'O PEBOHAHCA MIOHA V+s
B KOPYHIE (Al;0y)

(Peswome)

B paGote paercss HOBBII rpaduueckuii MeTOJ pelleHMS BEKOBOTO YDAaBHEHMS KOPHH
KOTOPOI'O SB/SIOTCA IHEPTeTHYECKHMH YPOBHAMH, 3aBHCAUIHMH OT NOJS, MEXAY KOTOPBIMH
HMeIOT MeCTO IepeXOoibl B INpOllecce pe30HaHCHOPO TOTVIOUIEHHS .

Pewenne paéres A1a 0ATH NOCTOSTHHBIX 3HAUeHHH yraa 6, MeXAy HamnpasjieHueMm
BHEIIHEI0 MATHHTHOTO NOJfA H OCBLI CHMMETPHH KPHCTANJIHYECKOTO 3JeKTPHUECKOTO NOJS.

M3 sHepreTHuecKHX JHarpaMm BHAHA CHJIbHas AHH3OTPONHUA aKTOpa g, NpHuéM
IHepreTHUYeCKHIl YPOBeHb €; PACTET ¢ NOBLILeHyeM yri1a or 0° 10 90°, oTe =0 poe = 1.

ETUDE DU SPECTRE DE RESONANCE ELECTRONIQUE DE SPIN DE
I’ION DE V+? DANS LE CORINDON (ALO,)

(Résumé)

L’auteur apporte une méthode graphique nouvelle pour la résolution de 'équation sécu-
laire dont les racines sont les niveaux énergétiques dépendant du champ, entre lesquels ont lieu
les transitions dans le processus d’absorption de résonance.

La résolution est effectuée par cing valeurs constantes de 1'angle 6, que font la direction
du champ magnétique extérieur et 'axe de symétrie du champ électrique cristallin.

Des diagrammes énergétiques ressort ’anisotropie puissante du facteur g, le niveau éner-
gétique ¢ s’élevant — & mesure que l'angle croit de 0° 4 90° — de & = 0 jusqu’a € = 1.






PRODUCEREA TENSIUNII IN TREPTE PENTRU RIDICAREA
AUTOMATA A CURBELOR CARACTERISTICE CU AJUTORUI,
OSCILOGRAFULUI CATODIC

de
ALEXANDRU BODI

Pentru vizualizarea oscilograficd a familiilor de curbe caracteristice
ale elementelor neliniare, tensiunea care joacd rolul parametrului indepen-
dent de obicei, este variati continu sau in trepte. Generatoarele care pro-
‘duc tensiunea in trepte sint folosite in multe domenii ale electronicii [1]
[2] [3] [4].

Privind principiul de functionare aceste generatoare pot fi incadrate in
.doud grupe : electromecanice si electronice. Generatoarele construite pe
principii electromecanice slut realizate fie cu contacte rotative fie cu re-
leuri. Cele electronice produc tensiunea in trepte prin insumarea semnalelor
dreptunghiulare simultane (insi de diferite frecvente) sau succesive. Insu-
marea semnalelor simultane se poate realiza sau cu ajutorul unui montaj
-aditiv unde sursele de tensiune dreptunghiulard sint cuplate pe rezistenta
de sarcind prin rezistenfe legate in paralele (Fig. 1), sau cu ajutorul unui alt
montaj aditiv, unde sursele de curenti dreptunghiulari sint legate pe rezis-
tenta de sarcind, prin intermediul unor rezistente in serie (Fig. 2).

Tnsumarea semnalelor succesive (a impulsurilor) inseamna o acumulare
a energiel impulsurilor. Montajul cel mai frecvent utilizat foloseste in acest
scop doud diode (D;, D,) ca ventile, si doi condensatori (C;, C,) unde C,

joacd rolul rezervorului (Fig. 3).
1.("'%)
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Pentru a compara cele doui tipuri principale de generatoare electronice
de tensiune in trepte, am construit un generator care functioneazi pe baza
insumadrii simultane §i un alt generator care functioneazi pe baza insumdrii
succesive a semnalelor.

In urmitoarele vom arita particularititile celor doui tipuri de genera-
toare pe baza rezultatelor obtinute.

GENERATGRUL CU INSUMARE SIMULTANA.

In tehnica televiziunii aceste tipuri de generatoare sint construite cu
etaje care contin multivibratoare. In constructia aparatelor electronice cu
citire cifricd aceste tipuri de generatoare sint formate din etaje care conjin
circuite basculante bistabile (triggere).

Pentru construirea generatoarelor de tensiune in trepte destinate ri-
dicdarii oscilografice a curbelor caracteristice este mai avantajoasd combinarea
celor doud metode.

Dacd generatorul constd numai din etaje multivibratoare pentru pas-
trare sincronismului intre multivibratoarele acordate la diferite frecvente
se foloseste metoda sincronizirii succesive, Insi acest sistem de sincronizare
permite reglajul simplu al frecvenfei numai intr-o gami foarte ingusta.
Dacid generatorul este construit din etaje ,,trigger’” sistemul mentine cons-
tant raportul frecvenielor intre etaje Intr-un domeniu larg de frecvente.
Pentru a porni Insa generatorul este necesar un semnal special.

Aceste neajunsuri pot fi eliminate dacd folo~
sim ca prim etaj multivibrator (MV) si in urma-
toarele etaje scheme cu circuite basculante bistabile
(triggere) \TG) (Fig. 4).

Deoarece acest generator are ca oscilator pilot
un multivibrator, nu necesitd un semnal special de
pornire. Frecventa de repetitie a tensiunii in trepte
se poate regla in mod simplu, modificind frecventa
multivibratorului. Deoarece functionarea circuitelor
basculante intr-un domeniu larg nu depinde de
frecventa semralelor declarsatoare, generatorul
acoperd o barda largd de frecventd. Folosirea multi-
vibratorului ca oscilator pilot permite in acelasi timp si sincronizare ten-
siunii in trepte.

Construetie.

" Am construit un generator cu # = 4 etaje, care furnizeazd o tensiune
cu un numdr de 2* = 16 trepte (¥Fig. 5).

Oscilatorul pilot este un multivibrator (MV) construit cu o triodd dubla.
(6HT7C). Frecventa de repetitie a multivibratorului se poate regla cu un
potentiometru P,. Simetrizarea semnalului se realizeazd cu ajutorul poten-
tiometrului P,. Semnalul multivibratorului dupd o derivare si redresare
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declangeaza triggerul TG,, ale cdrui semnale dupd derivare si redresare
declangeaza triggerul TG, (identic cu TG,) si acest proces se repetd mai
departe tot aga pind la triggerul TG,. Semnalele dreptunghiulare ale ce~
lor patru etaje sint adunate §i apoi amplificate cu ajutorul wunui

S O .
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Fig 5.

1)
amplificator final (4F), avind rezistenfa de sarcini potentiometrul P,
reglajul volumului. Forma semnalului de iegire poate fi corectatd cu ajutorul
potentiometrelor Py, P;, Py, P..

Performu:nte. '

— Semnalul de iegire este o tensiune in trepte, lineard (fig. 6.), ceea
ce inseamni cd distanga intre palierele vecine este constanta.
— Tensiunea de iesire este reglabili intre 0—28 V (dela virfla virf).



128 AL. BODI 4

— Rezisteuta de ie-
sire fiind mai micd decit
10008, 1a generator pot fi
conectate sarcini relativ
mari, rezistene cu valori
velativ scdzute, fird a
distorsiona forma sem-
nalului.

— Frecventa de repetifie a teusiunii se poate regla intre 38 —200 Hz.

— Generatorul functioneazd normal la o variatie de 4309, a tensiunii
anodice.

— Tensiunea de sincronizare este aproximativ de 30 V.

GENERATORUL CONSTRUIT PE BAZA INSsUMARII IMPULSURILOR SUCCESIVE.

Cu acest montaj se obtine o tensiune in trepte prin acumularea energiei
electrice. In schema cea mai raspinditd (Fig. 3). condensatorii C; si C, sint
legati in serie $i sub actiunea unui impuls ei se incarcd prin dioda D,. In ur-
matoarele, condensatorul C; se descarcd prin dioda D,, iar condensatorul
C, rimine incdrcat cu o oarecare sarcind. In urma repetdrii periodice a
acestui proces, condensatorul C, se incarcd treptat si tensiunea lui tinde
citre o valoare limitd. Sistemul revine la starea lui intiald prin descar-
carea condensatorului cu ajutorul unui comutator automat care-1 scurt-
circuiteazii atunci cind tensiunea condensatorului a atins (tensiunea)
nivelul necesar pornirii comutatorului. Drept comutatoare pot fi folosite
tuburi cu neon tiratroane, oscilatoare de relaxare tip LC sau RC [3]. In lo-
cul diodelor pot fi folosite tuburi cu grile [61.

Tensiunea in trepte astfel obfinutd va avea o alurd cu caracter expo-
nengial. Pentru linearizarea tensiunii, se intrioduce o reactie cu ajutorul
unui amplificator. Alegind factorul de amplificare egal cu unitatea, se obfine
o treaptd lineari numai in cazul cind rezistenta internd a generatorului de
impulsuri este egald cu zero, fapt care de obicei nu se indeplineste in practicd.

intr-o lucrare anterioard am aritat [7] ci mdirirea coeficientului de
reactie peste unu micsoreazd erorile.

In realizirile de pind acum in acest domeniu cerintele fatd de amplifi-
catorul din bucla de reactie au fost urmitoarele : factor de amplificare egal
cu unitatea si defazaj introdus egal cu zero. Asa cd cel mai indicat a fost
folosirea unui etaj repetor catodic. In cazul nostru avem nevoie de un ampli-
ficator cu un factor de amplificare intre 2—8 si un defazaj egal cu zero.

Aceste conditil pot fi Indeplinite numai cu amplificatori cu mai multe

etaje. Cel mai economic este ccl cu doud etaje.
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Schema generatorului este cea obisnuita (Fig. 7).

Tubul T, este generatorul de impulsuri, T, repetor catodic §i ampli-
ficator. Numarul treptelor se poate regla cu potenfiometrul P;. In locul

tiratronului 7', se poate folosi
si un tub cu descdrcare lu-
miniscentd.

Divizorul de tensiune for-
mat din R; i P, serveste la
restabilirea componentei con-
tinuie a semnalului. Tubul
T si T, formeazd amplifica-
torul din bucla de reactie.

Perform. nte.

Ca semnal de pornire este
necesar un impuls negativ cu
o valoare de 25 V. Frecvente
de repetitie a impulsurilor de
pornire poate fi cuprinsd intre
40—4000 Hz.

Linearitatea tensiunii in
trepte este mai buna decit in
montajele unde coeficientul
de amplificare este mai mic
sau egal cu unu (Fig. 8).

CONCLUZII.

I I T
J193ks 2kQ 300y
&}:42‘;9;: EHEC
o,ns,,FTﬂj'ﬂj T gxst W
o—] T/ »
o
Lol Vies
B fed
Ha oF
» —0
= °
-
-40V

b1,

Studiul comparativ al celor doud tipuri de generatoare in vederea fo-
losirii lor la ridicarea automati a familliilor de curbe caracteristice ne arati

urmaétoarele :

Tr aceet scep pot fi folosite cu succes generatoarele de ambele ti-

Fig &

9 — Babes—Bolya!l: Mathematica Physica 2/1964..

puri. In ceeace priveste
construirea si exploata-
rea lor, au anumite par-
ticularitéti :

— Numarul trepte-
Ior la primul tip (sem-
nale simultane) este dat
relatia m = 2" unde =
«ste numirul etrjelor di-
vizoare de frecventd. Nu-
mirul treptelor poate fi
oricit de mare. La tipul
al doilea (semmnale succe-
sive) numirul treptelor
este determinat in esentd
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de raportul capacitantei condensatorilor C, si C,. Practic acest raport poate fi
limitat (De obicei nu poate fi maimare decit 15) din cauza fenomenului de
fluctuatie ce apare in procesul de aprindere a tubului prin care se descarcd
condensatorul C,.

— Primul tip nu este sensibil la variatia tensiunii anodice, al doilea
necesitd o sursa stabilizata.

— Practic cu primul montaj este mai usor de obtfinut o tensiune in
trepte liniard decit cu al doilea.

— In timpul functiondrii, primul tip prezinta — faa de al doilea — o
stabilitate mai mare in privinta numdirului treptelor, linearitate si valoarea
tensiunii de iesire.

— Cu ajutorul primului generator, in afard de tensiuunea in trepte li-
neare (sau exponentiale), pot fi realizate si alte forme de tensiuni.

Iuind in considerare particularitatile celor doud tipuri de generatoare,
dupa parerea noastra cu primul tip pot fi obtinute performante superioare.
Insd dacd cerintele fatd de linearitatea si stabilitatea tensiunii in trepte nu
sint ridicate, al doilea tip care este mai simplu (are un numdar mai mic de
piese) este indicat pentru a fi construit.

In concluzie, pentru cazuri simple propunem utilizarea generatorului de
al doilea tip (dar fara amplificator in bucla de reactie), iar pentru misuratori
cantitative recomanddm primul tip de generator.
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MNOJYUYEHHUE CTYIIEHYATOIO HAIMNPAXEHHA OJI4 ABTOMATHYECKOIG
H2O0BPAXEHNWA XAPAKTEPUCTHUECKHMX KPHBbIX C TIIOMOIIBIO 3JIEK.-
TPOHHO — JIVHEBOIOG OCHMJ/IJIOTPA®A

(Peswme)

Pa6ora 3anuMaeTcss noJlyyeHHeM CTYNEHYATHX HANPSXKeHHA € LeAbI0 HX HCIO/be
SOBAHHA LIS HAIVIAJHOCTH XapaKTePHCTHK HeJHHEHHBIX 3JIEMEHTOB C TIOMOLLbIO BJIEKTPOHHO-
JYyueBOro ocumajorpaga.

Knaccugukauus 3THX TeHepaTopoB Jenaercs no crnocoby KoTopeiM OHH. ofpasynr
CTyINleHYaToe HalpsKeHHe MOCPeACTBOM CYMMHDOB@HHS OJHOBDEMEHHHIX HJH IOC/eJoBa-
TeNbHBIX TIPAMOYTONBHBIX HanpsiKeHHl. List CpaBHEHHA ABYX THIIOB NIOCTPOMJIH 1O OJHOMY
resepaTopy. Ha OCHOBaHKHH aHaNH3a XapaKTePHCTHK CMOIVIH PeIUMTb, 4TO AJIA YNOMSHYTOH
1eJH COOTBETCTBYET Jyuille TOT THN, KOTOPHIH HCMOMb3yeT OJHOBpPEMEHHOE CYMMHPOBAHHe.
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PRODUCTION DE LA TENSION EN ESCALIER EN VUE DE RELEVER
AUTOMATIQUEMENT LES COURBES CARACTERISTIQUES A L’AIDE
DE L’OSCILLOGRAPHE CATHODIQUE

(Résumé)

I’auteur s’occupe de la production des tensions en escalier afin de les utiliser pour une
meilleure visualisation des caractéristiques des éléments non-linéaires a 1'aide de l'oscilloscope
cathodique.

11 effectue une classification de ces générateurs selon la fagon dont ils produisent a tension
en escalier, en totalisant les tensions rectangulaires simultanées ou successives.

Afin de comparer les deux types, on a construit pour chacun un générateur. L’analyse des
perfrrmances obtenues a permis d’établir gue le type untilisant la sommation simultanée corres-
pond mieux au but visé.






REZONANTA ELECTRONICA DE SPIN A IONILOR DE
CUPRU (11) IN DIFERITE SOLUTII

de
AL. NICULA

In cercetirile noastre de rezonanti electronici de spin (RES) a ionu-
lui de cupru (II) in site moleculare — zeoliti de tip X si ¥ — am urmdrit
dependenta absorbtiei de rezonantd de continutul de apad din reteaua zeoli-
tului [1]. Deoarece zeolitii complect hidratati (continind ioni de cupru (1))
pot fi considerati ca fiind analogi cu ionii de cupru (II) sub formi de complecsi
in solutii apoase §i sub forma de solutii cu glicerind, am studiat RES a aces-
tor ioni in diferite solutii cu glicerina.

Solutiile folosite in acest scop au fost urmaitoarele : azotat de cupru
in apa, perclorat de cupru in apd si cupru in solutie de acid percloric, brc-
murd de potasiu si de cupru in solutie de bromurd de potasiu, cloruri de
cupru si potasiu in solutie de clorurd de potasiu, precum si sulfat de cupru si
amoniu in solutie concentratd de amoniac.

Tehnica masurdtorilor de RES folositd pentru studiile noastre este
descrisd in lucririle [27si [3]. '

Rezultate experimentale.

La toti complecsi aminti{i mai sus, in afard de sulfatul de cupru si
amoniu, s-au obfinut spectre de rezonanié cu linii perfect simetrice. Valoarea
factorului g pentru perclorat de cupru si pentru azotat de cupru nu variaza
cu concentratia. Aceastd valoare este de 2,158 si respectiv 2,192, In cazul
clorurii de cupru si de potasiu si sistemului bromurd potasiu si cupru s-a
observat o ugoard schimbare a factorului g de la 2,168 la 2,185 pe maisurad
ce dilufia creste. Aceastd schimbare nu este liniara si ea se datoreste prc-
babil, schimbarii pozitiei chimice a ionilor de cupruin complexul halcgenat.

Largimea liniilor RES variazd cu concentratia in ionii paramagnetici.
Aceastd schimbare este pronuntatd la concentrafii mai inalte pe cind la
solutii foarte diluate largimea liniilor rdmine aproximativ constantd. Pentru
solutiile diluate de perclorat de cupru in acid percloric aceasti largime este
de 150 gauss, pentru nitrat de cupra in acid nitric, l3rgimea liniei este de
143 gauss, pentru clorura de potasiu si cupru in solutie de clorurd de potasiu
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ea este de 153 gauss si pentru bromura de potasiu $i cupru in solutie de bro-
mura de potasiu si cupru in solutie de bromuri de potasiu este de 169 gauss.
Dependenta largimii liniei de RES de concentratie in ionii de Cu?t a fost
cercetatd aminuntit, pentru cazul azotatului de cupru in solutie de acid
azotic deoarece aceastd sare are o mare solubilitate in apid. S-a observat ci
de la concentratia de 2,2 - 10%* joni de Cut pe mol la 1,1- 10™ Cu2+ pe mol
(concentratii mari) ldrgimea liniei prezinti o slabd crestere de la 97,7 la
99,8 gauss. La aceste concentratii lirgimea liniei trebuie sd fie determinati de
interactiuni de schimb care micsorcazd aceastd ldrgime, deoarece distanta
medie dintre ionii de cupru este de 7 A si respectiv de 10 A (pentru cele douid
concentratii de mai sus). Pe misura descresterii concentratiei cu ionii para-
maghetici largimea liniei creste linear la valoarea de 143 gauss pentru con-
centragia de 1,1+ 10% ioni de Cu?* pe mol si o distanti dintre acestia de 20 A.
De la aceastd concentratie la concentratia de 1,1.10 largimea liniei, raimine
constanta.

Dependenta largimii liniei in fuucfie de concentratie pentru cazul dis-
cutat mai sus este prezentatd in figura 1. Cu totul alt spectru de RES s-a
observat la sulfatul de cupru gi amoniu in solutie de amoniac. Acest compus
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Fig. 1. Dependenta largimii liniei de rezonantd a Cu(NOg), in solutii apoase in functie
de concentratie, la temperatura camerei.
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in concentratie mare a prezentat o singura linie de rezonanta cu o valoare a
lui ¢ de 2,110 si cu o largime a liniei de 153 gauss. Dupd o micgorare de 10
ori a concentratiei spectul aratd o structurd hiperfind compusa din patru
linii. Constanta de interactiune hiperfind pentru cele patru linii s-a géasit de
0,00705, 0,00615, 0,00615 cm ! i nu s-a observat structura hiperfini dato-
ritd momentului magnetic nuclear, a moleculelor de azot. Aceasta este prima
dovadd [1] care pune in evidentd structura hiperfind pentru solutiile apoase,
ce contine cupru in complecsi anorganici figura 2.

Pentru a realiza o reproducere a cavititilor zeolitului in care sint introdusi
ioni de cupru hidratati soolutia apoasd a4 complexului de cupru siamoniua
fost diluat cu glicerind. Glicerina perturba difuzia, miscarea de translatie si
rotatia complexului de cupru si amoniu in solutie si la ridicarea spectrului
de RES apar schimbdri. Spectrul de RES original simetric, cu patru linii

A
e
8
Fig.2. A, — Spectrul de RES a complexului Cu®+(NHy),; la
inaltd concentratie.
B. — Structura hiperfind a complexului Cu?+(NH,),

rezolyatd dupd o diluare de 10 ori a solufiei de
la A, la temperatura camerei.
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de structurd hiperfind, devine asimetric si foarte asemindtor cu acel al io-
nilor de cuprut in zeoliti partial deshidratati figura 3. Constanta de structurd
hiperfind A, in banda paraleld are valorile 0,0062, 0,0072, 0,0077 cm ™.
Cind aceasta solutie care confine glicerind a fost rdcitd pina la —79°C,

A
8
¥ig. 3. B. — Efectul adaosului de glicerind asupra structurii hiper
fine a complexului Cu?+(NH,),.
. A. — Efectul racirii la —90°C a solutiei spectrului B.

spectrul de rezonantd are forma spectrului obfinut pentru ionii de cupru
in zeoliti. Constanta de structurd hiperfind creste pind la valorile 0,0176 ;
0,0172;0,0142 cm™!. Al patrulea pisc nu s-a putu rezolva (figura 3).

Diseutii.

Prin  dirijarea concentratiei ionilor de cupru (II)) in complexul
Cu(NH,) 30, s-a obtinut pentru prima oard structura hiperfind intr-un com-
plex anorganic. Aceasta a fost posibil prin micsorarea interactiunii de dipol,
(prin scdderea concentratiei in ionii de cupru) interactiune care duce la
ingustarea liniei de rezenanta.
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Introducerea glicerinei in solutiile complexului Cu?**(NH,), duce la o
indepartare de la simetria sfericd a cimpului cristalin intern si spectrul aces-
tui complex devine asimetric cu piscurile de structurd hiperfind variind in
intensitate. Récind complexul care contine glicerind la temperatura azo-
tului lichid, apare un spectru de RES caracteristic substantelor policrista-
line. Forma spectrul obtinut indicd existenta unei componente axiale a
cimpului electric cristalin in care se afli ionul paramagnetic. In spectru se
disting piscurile de structura hiperfind din banda paraleld a cimpului mag-
netic, asociate cu gy Cele din banda perpendiculari n-au fost rezolvate
$i prin urmare factorul g, s-a calculat numai aproximativ. Aparitia spectru-
lui caracteristic substantelor policristaline se explicd prin aceea c¢i prin
rdcirea ccmplexului care contine glicerind la temperatura azotului lichid
apar cavitati poroase care deranjeaza simetria sferica caracteristica lichidelor
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3JIEKTPOHH BIFT CITMHOB LI PEBOHAHC MOHOB ME/IU (11) B PA3JIMYHDBIX
PACTBOPAX

(Peswwme)

IMocre nozpo6uoro uecrepopanust ICP B ueoautrax, aBTop IpPOBES HCCAELOBAHHH
3CP unoua mean (I1) B pasanunpx pacreopax. IToMHMO HHTepeCHBIX Pe3VJbLTATOB, MOJYYEH-
HBIX OTHCCHTEJbHO CBEPXTOHKOH CTPYKTYDPHI, LIHPHHBI JHHHH M (dakTOopa g, MOJNYUHIOCH
nonoxenne, kKorpa curuaa DCP gmasercs noxo6uabiv Honv mean (1I) B nmoauxpucran-
JIHYECKHX pacTBOpax. IJTO NOJ0XKeHHe NOJYUHIOCH NOCPeACTBOM BBEJEHHS TJHUEDHHA B
pacTBopul. colepxkauine Houet mean (I1) 1 uX oxaamieHunesm npH teMmnepartvpe XHIKOro
asora.

LA RESONANCE ELECTRONIQUE DE SPIN DES IONS TE CUIVRE (II)
DANS DIFFERENTES SOLUTIONS

(Résum é)

Aprés une étude minutieuse de la RES dans les zéolithes, Pauteur a effectué des recherches:
sur la RES de 'ion de cuivre (II) dans diverses solutions. Outre les résultats  intéressants relatifs
a la structure hyperfine, 4 la largeur de la ligne et au facteur g, il a obtenu une situation ol le
signal de RI'S est similaire & celui de I'ion de cuivre (II) dans les substances polycristallines.
Cette situation a été obtenue par Uintroduction de glycérine dans les solutions contenant des
ions de cuivre (II) et par le refroidissement de ces derniers a la température de l'azote liquide.
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CONTRIBUTIL PRIVIND STUDIUL $I FOLOSIREA TENSIUNII DREPTUNGHIULARE
iIN TEHNICA MASURATORILOR

Rezumatul disertaies, prezentatd de ALEXANDRU BODI pentru obfinerea titlului de candidat
in stitnfele fizico-matematice si sustinutd la Universitatea ,,Babes— Bolyai” Clujin 27 iunie 71962

Tema disertatiei ataci problema studiului si a folosirii tensiunii dreptunghiulare in misuri-
rile fizice i electronice, mai ales la procese tranzitorii rapide.

Disertatia cuprinde doud capitole. Primul capitol avind 46 pagini alcdtuieste un studiu le-
gat la producerea si aplicarea tensiunii dreptunghiulare in diferite domenii ale stiintelor, accen-
tuind fizica si tehnica masuritorilor electronice. Textul acestui capitol este insotit de 92 figuri si
204 trimiteri bibliografice.

in al doilea capitol, pe 72 pagini, se prezinta contributia personald a autorului privind pro-
ducerea gi aplicarea tensiunilor dreptunglulare, precum si unele rezultate experimentale obtinute
prin aplicarea metodei. Textul este insotit de 45 figuri, 11 grafice, 5 tabele, 21 fotografii de pe
oscjlograme si de 127 citate bibliografice.

in primul subcapitol (II. 1) se analizeazi din punct de vedere matematic legitura dintre
tensiunea sinusoidald si dreptunghiulari. Se aratd ci orice functie periodica care poate fi expri-
matd printro-o serie Fourier a functiilor trigonometrice, poate fi exprimata tot aga de bine si cu
o serie Fourier a unor functii dreptunghiulare. In paragraful II. 2.1 sint prezentate rezultatele
obtinute in legdturd cu formarea descdrcirii luminescente in gaze nobile, aplicind impulsurile
de inaltd frecventd. S-a constatat cd apare un timp de intirziere a descdrcirii luminoase fatd de
impulsul de radiofrecventd. Timpul de intirziere pentru tuburi fird adaos a rdmas sub 10 p s.
La tuburi umplute cu He sau Ne si cu mici adaosuri de altegaze (cripton), s-a constatat — pentru
orice distanti Intre electrozi - o intirziere considerabild (pind la 900 ms) care depinde de tensiune
aplicatd. Interpretarea rezultatelor a fost ficutad pe baza unui mecanismin doud trepte.

Paragraful IT. 2.2 si IT. 2.3 se ocupi cu folosirea tensiunii dreptunghiulare la oscilografie-
rea. diferitelor fenom:ne. Intre altele se descrie un principin de proiectare si dupad aceasta
constructia uni comutator electronic multicanal.

Sub capitolul II. 4 se ocupd cu produerea si folosirea tensiunii in trepte, obtinutd prin
insumarea tensiunilor dreptunghiulare. Se descrie doud generatoare de tensiune in trepte cu di-
ferite principii de functionare i se face analiza matematicda a functionirii lor. Pentru imbuni-
titirea functiondriilor disertantul prezinta citeva modalitati.

In paragraful IT 4.7 se di o metodi pentru reprezentarea tridimensionali a curbelor de
rezonantd a circuitelor cuplate, pe ecranul oscilografului. La metoda aceasta se foloseste un
cuplaj reglabil electronic, luind drept element de cuplaj capacitatea joncfiunii p-n a unui tran-
zistor sau diodd semiconductoare.
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n lucrare s-a adincit legitura intre unele probleme de cercetare ale fizicii care apartin insa
si domeniului electronicii, datoritid metodelor de investigatie folosite. Aceasti tendinti se explica
prin faptul ci cercetirile e¢xperimentale actuale ale fizicii nu se pot efectua in general fira
ajutorul metodelor de mésurare electronice moderne.

CONDUCATOR STIINTIFIC: Prcf. dr. T. Ldszld (Umiv. ,,Babes-Bolvai” Cluj)

REFERENTI- : Prof. dr. T. V. lonescu, membru coresp. Acad. R.P.R. (Bucuresti),

prof. dr. 4. Cisman, membru coresp. Acad. R.P.R. (Timisoara),
prof. dr. D. Petrescu (lLasi) .

DESTRE REZOLVABILITATEA FROBLEMEI LUI BDIRICHLET LA STSTEME DE ECUATIX
CU DERIVATE PARTIALE, DE ORDINUL AL DOILEA, DE TIP ELIPTIC

Rezumatul disertafiei, prezentatd de P. SZILAGYT pentru obtinerea titlului de candidat in
stitnfele fizico-matematice si sustinuld la Universitatea ,,Babes-Bolyai’’ Cluj, in 28 iuniec 1963

Lucrarea aduce unecle contributii la studiul rezolvabilitiitii problemei lui Dirichlet in cazur
sistemelor de ecuatii cu derivate partiale de tip eliptic.
Se considerd problema lui Dirichlet

2 3% 2 2

L U = 2 (%1 ¥a) )' -+ Z bfj (1. L -+ E ( %y, %) u-7 = f. i(Fr ) (2 == 1,2)
El= % 3% k=1 T

(1}

=0, uyl =0 (2)

unde Lu = (Lyu, Lyu) este un operator diferential cu coeficienti reali, definiti intr-un do-
meniu ) al planului x,0x, cufrontierd I'.

Se introduc normele
Hul? = SS{I u [ Juy |2} dxdx, (3)

Q

o 2 :

fuly = - | +Z 2”14 \l (4
jET=1 | 0% a7 jE=1 axk
$i notatia
z &

. Rl 1 ..

P"j(xll ¥y By Bo) = “21 “ij(”"lv ¥y) il Eg (¢ 7)) =1, 2) (5}

in primul capitol al lucrdrii se trateazd rezultatele cunoscute in legiturid cu rezol-
vabilitatea problemei lui Dirichlet relativa la sisteme eliptice, precum si notinunile de bazai,
notatii §i teoreme cunoscute, care sint folosite in lucrare.
In capitolul doi este demonstrati, ¢ conditie necesard si suficientd pentru ca inegali-
tatea
L

< C (it Ly 4 ) ®)

[N

sd fie adeviratd pentru orice u(:(o?2 (Q) este ca Lu sd fie elipticin punctul ( \: x;) Aici ( x; x;)
este un punct arbitrar fixat in Q,

2 %,
’ k] o LY ] ~
Lo — z u“(x Ky} (7)
i g\ Tef
jET=1 8v,8x
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$i 62 (€2) multimea functiilor continue si de dou# ori continuu derivabile in {2, care au suport
compact in €.

In capitolul IIT se extinde inegalitatea (6) la sisteme de forma (1) pe clasa functiilor din
C,(Q)) care satisfac conditile (2). C,(Q) este multimea functiilor definite si de doud ori continuu
derivabile in Q. Se aratd, ci pentru valabilitatea inegalitdtii (6) nu mai este suficientd elip-
ticitatea sistemului (1). Se indici o clasi de sisteme eliptice de forma (1), in cadrul cireia se
da conditie necesard si suficientd pentru ca inegalitatea (6) si fie adevirati pentru orice

#€C, (L)), care satisface conditia la limit3 (2). Aceastd clasi de sisteme, introdusi in prezenti
lucrare este caracterizati de identitatea

P11P12+P21P22:0 (O{)

unde P’.]. sint polinoamele definite cu formula (5). In continuare vom nota aceastd clasi prin of.

In primul paragraf al capitolului III se consideri un domeniu plan Q* de formi pat-
ticulard, mirginit de un segment de dreaptd I'; asezat pe axa Ox, si de crdulae curbi T',
agsezat in semiplanul #, > 0. Prin C; (Q%) s-a notat multimea functiilor din Cz(fl*) care se
anuleazd pe I, si intr-o figie .de frontierd a lui T',. Se demonstreazi urmitoarea teoremi :

TEOREMA 1. Conditia necesard si suficientd, ca si existe o constanti C> 0 ast-
fel incit inegalitatea (6) pentru sistemul L din clasa oA si fie adeviratd pentru orice #€C,({2*)
este ca ecuatia

Py (7, 75 8 2) + i Py (2], 5518, 2) =0 ®

Ppentru un g‘,’ = 0 arbitrar fixat si aibi o rdddcind cu parte imaginard pozitivd si o ridicinid
cu parte imaginari negativi.

Paragraful doi al capitolului ITI contine extinderea rezultatelor obtinute in paragraful
1 la sisteme de forma (1) si la domenii arbitrare cu frontiery suficient de netedi.Rezultatul
de bazi al acestui paragraf este:

TEOREMA 2. Conditia necesard si suficienti pentru ca inegalitatea
[ufp < CONLwlI? + 11 Lgul)® + 11 1lD) )

34 aibd loc in cazul unui operator L din clasa ot de forma (1) pentru orice ueW(;)(Q) care sa-
tisface conditiile (2), este ca in punctele de frontierd ecuatia (8) si aibd o rddidcind cu parte
imaginard pozitivd §i o riddicind cu parte imaginari negativi.

Aici W2(2) (Q) noteazd spatfiul Sobolev al functiilor cu derivate generalizate la pitrat
integrabile pind la ordinul doi inclusiv.

In capitolul IV al lucririi pe baza inegalititii (9) se demonstreazi o teoremi de alter-
nativid si incd doud teoreme care se referd la rezolvabilitatea problemei (1), (2) si la spectrul
acestei probleme. Teorema de alternativd este urmitoarca:

TEOREMA 3. Dacd sistemul eliptic (1) apartine clasei A si ecuatia (8) in punctele
frontierei I" are o rddicini cu parte imaginari pozitivd si o ridicind cu parte imaginarad
negativd, atunci L4

I. Sau problema

Ly =f , Ly =fy: wu = (), 142!1, = 0 : (10)

.
are solutie unicd pentru orice f = (f], f2)€£2(§2), sau problema omogeni
Liu=0Lyu=20; ul[r = 0, “1[[-:0 (11

are solutie nebanald.
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II. Multimea solutiilor problemei (11) (N) este un subspatiu cu dimensiuni finite. De-
asemenea multimea (N *) solutiilor prob]exyei

My =0, Myv=20; ulp=0, 7[p=0 (12)

este un subspatiu cu dimensiuni finite. Aici Mv este operatorul conjugat al i Lu.

I1I. In cazul cind problema (11) are solutie nebanali, atunci problema (10) pentru o
functie f€.£,(Q) are solutie atunci si numai atunci, daci ea este ortogonald pe orice solutie
a problemei (12)

in continuare se demcnstreazii, ci teorema 3 este adevirati atunci si numai atunci
dacd ecuatia (8) are o rddicinid cu parte imaginard pozitivd si nna cn parte imaginatri
negativa.

CONDUCATOR STIINTIFIC: Prof. dr. D. V. Ionescu (Univ. , Babes—Bolyai” Cl;})

REFERENTI : Acad. pref. C. Tacob (Univ. Bucuresti), ecad. prof. M. Haimovici(Univ.
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CONTRIBUTII LA TEORIA ELEMENTARA A FUNCTHLOR GENERALIZATE

Rezumatul disertatiei prezentatd de F. CONSTANTINESCU pentru obtinevea titlului de can-
didat tn stiinjele fizico-matematice la Universitatea , Babes— Bolyat'* Cluj Tn 28 dec. 1963

Urmairind aparitia §i dezvoltarea teoriei functiilor generalizate, sau altfel zis, a teoriei
distributiilor sintem cendusi incd odatéd la cencluzia c¢d nei cepitole ale matematicii apar as-
tdzi ca urmare a unor necesititi de primi importantd ale practicii. Prima distributie a fost
introdusi de Dirac sub forma ,,functiei’ care ii poartd numele, glisindu-si o largd aplicatie in
fizica cuanticd.

In lucrare se A3 o metcdi elcmentard de a construi distributiile de una sau mai multe
variabile folosind notiunea de diferentd divizatd a unei functii continue, urmatd de aplicatii
in domenii clasice ale analizei matematice (ecuatii functicnale). Metcda mnoastrd are avanta-
jul de a prezenta simultan distributiile ca clase de echivalentd in multimea sirurilor funda-
mentale, derivate locale generalizate ale functiilor ccntinue i ca functicnale liniare peste un
spatiu de bazd. Astfel avem reunite cele trei proprietiti care servesc diversilor autori pentru
construirea lor.

Distributiile apar in cadrul lucrdrii ca §i clase de echivalentd in multimea diferentelor
divizate

(2.1) Elxpayn,, ..., 25 F(2)]

F(x) fiind o functie ccntinud pe intervalul (4,B).

Elementele %!z, ..., x,; F(x)] si I![x, x;, x; ; G(x}] sint echivalente dacd
si numai dacd
]
MO * G(x) — Fla)) = 0

Deci in mésura in care diferentele divizate generalizeazd notiunea de derivatd, distributiile
sint derivate generalizate ale functiilor continue.

fn continuare se demonstreazi ci in clasele de echivalentid sint continute gi anvmite
siruri fundamentale dupa Mikusinski. De asemenea folesind diferente divizate pe ncduri echi-
distante putem prezenta imediat gi fcima functicnald a distributiilor. Aceste rezultate sint
extinse in cazul distritutiilcr de mai multe variabile.
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Un rezultat important al lucririi este obfinut in capitolul V intitulat , Valoarea intr-un
punct a unei distributii ardtindu-se ¢4 aceastd problemd este de fapt echivalenti cu problema
mai veche a existentei unei derivate directe pentru o functie continui.

TEOREMA. Conditia necesarid si suficientd pentru ca distributia f(x) 8 admiti
o valoare in punctul x, este ca in fiecare clasi de echivalentd care defineste pe f(x) si existe
un element (2. 1.) astfel ca functia f(x) s4 admiti o derivatd directd de ordinul % in =x,.

Ultimul capitol al lucrdrii este comsacrat ecuatiilor functionale. Se indicd posibilitatea
aplicdrii teotiei distributiilor la rezolvarea unor ecuatii functionale obisnuite. Se stie cid o
largd clasd de ecuatii functionale se rezolvd relativ usor in ipoteza functiei necunoscute
indefinit derivabild, insd prezintd greutdti deosebite in cazul in care functia necunoscuti este
presupusd numai continui sau sumabild, Urmind o idee a lui Fenyd noi considerim ecuatia
functionald in cadrul distributiilor, Dacd rezolvarea ei in acest cadru mai larg conduce la
functii indefinit derivabile in sens obignuit, inseamna cd acestea vor fi solutiile ecuatiei
functionale obisnuite in care functia necunoscutd a fost presupusd continud san numai suma-
bild. Cu aceastd metodd se rezolvd anumite ecuatii functionale pentru care metoda lui Fenyé
nu este direct aplicabila.
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zolvabilitatea  problemei lui Dirichlet in . R
cazul sistemelor eliptice. F.Constantinescuy, Entropia

sistemelor de spini In rezonan{a magnetica.
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A. B6di, P. Cioari, Determinarea-
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dintr-un spatiu Ea.: imperecheati cu metoda R.E.S.
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6 decembrie

M. Schechter, Ordonarea unor cla-
-:se de echivalenti.

V. Groze, Gh. Coman, O mnomo-
-grami optimi dintr-o clasi de nomograme
cu puncte aliniate de ordinul §.

A. I. Rus, Liniarizarea ecuatiilor di-
ferentiale ordinare de ordinul n.
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INTERNAJTIONALE

STIINTIFICE

26 —29 august, Weimar. Sesiunea anunald
‘a Societiitii Matematice din R. D. Germana.

Acad. prof. T. Popovici, Asupra unor
functii caracterizate prin inegalitdfi func-
tionale liniare

Conf. E. Moldovamn, Asupra apli-
cdrii teoriei grafelor la probleme de tran-
‘sport

Lect. A. Ney, Studiul convergentei, a
acceleridrii ei si a evaludrii restului seriilor cu
termeni pozitivi cu ajutorul unor operatori.

4— 13 octombrie, Sofia’ (R.P.Bulgaria).
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socialiste de programare automata la masini-
le electronice de calcul (G.A.M.S.) Conf.
D. Stancu.

20— 26 octombrie, Gatlinburg (Tennessee,
S.U.A.). Conferinta internationald de
teoria aproximatiei organizatd de ,,Society
for Industrial and Applied Mathematics’

Conf. D. Stancu, Asupra restului unor
formule liniare de aproximatie in doui
al variabile. :

7—21 moiembrie, Budapesta si Miskole
(R.P.Ungara). Vizite la Institutul de Ma-
tematicd al Acad. de $tiinte al R.P. Ungare,
Inst. politehnic din Budapesta §i Miskolc
Prof. D. V. Ionescu, Integrarea nume-
ricd a ecuatiilor diferenfale; Formule de
tip Adams; Formule de cubaturi.

19—23 decembrie, Moscova (U.R.S.S.).
Consfituirea reprezentantilor tédrilor so-
cialiste in problema cercetarii spafiului
cosmic cu ajutorul satelitilor artificiali ai
Pimintului.

Prof. Gh. Chis, Dare de seamd asupra
activitdtii pe 1963.
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