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COM PATIBILITATEA R ELA ŢIILO R
«le

VI. B.VLÄZS, D. ltOHŞYN, I*. HVVimjtl.

§ 1. Introducere. în  m atem atica modernă aplicaţiile biunivoce ale unei 
mulţimi pe altă  mulţime joacă un rol fundam ental. Orice izomorfism, 
orice omeomorfism este o astfel de aplicaţie.

Fie E  o mulţime do tată  cu o relaţie de ordonare a ( Z E x E .  Printr-o 
aplicaţie biunivocă a mulţimii E, se defineşte o relaţie de ordonare într-o 
nouă mulţime F. Mai precis, dîndu-se o aplicaţie biunivocă /  a mulţimii E  pe 
mulţimea F, relaţia r  =  (/,/) er va defini o ordonare în E.

Fie acum o relaţie er C  E X E. Vom spune că această relaţie este semi- 
proiectivă dacă ea verifică condiţia

A'j, x2 Ç prpr A xx x2 => cr (Vj) şi er(.v2) au iu comun exact un element.
1

Vom spune că a este o relaţie proiectivă dacă atît a cît şi cr sínt serni- 
proiective, şi în acest caz cuplul (E, o) se va numi plan proiectiv. Definiţia 
aceasta este echivalentă cu axiomele (1), (2), (16), (17) din [5].

Fiind da t un plan proiectiv (E , a) şi o aplicaţie biunivocă /  a mulţimii 
E, pe mulţimea F, relaţia т =  (/, / )  a va defini o structură  de plan proiectiv 
pe F. ! « § ’-

Ne-am propus să studiem o problemă mai generală : fiind dată o re­
laţie а с  E  X E, care sínt acele corespondenţe n : E -*■ F  uni- sau multivoce, 
adică ti: C E x F ,  care permit să definim în F X F o relaţie т în felul urmă­
tor :

(ev e2) € a ; (evfi) 6* : (Cr / 2) € тг => (fv f 2) € т

(ev ei) ^ a > (ev fi) €rt, ic2 ' /г) £ 71 (fi Л)^-
Pentru aceasta este evident necesar şi suficient să nu avem simultan 

(fv fi) € V şi (fx, / 2) €  T şi cel puţin una dintre ele să aibă loc pentru un ele­
ment oarecare (fv  f 2) € F  X F.

Condiţia a doua este echivalentă cu pr2 n — F. Prima în schimb, pre-
- 1

tinde ca, oricare ar fi (fv  f 2) € F >' F, elementele ел =  n (fx)1 şi

1 Pentru notaţii a se vedea de exemplu [ii;.
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ег ç Е 2 =  тг (/2), să fie sau toate în relaţia a sau nici unele. Dacă această con­
diţie e s te  verificată, vom spune că relaţiile o si îi sín t compatibile.

a şi тс fiind două relaţii oarecare în E  X E, respectiv E  X F, putem 
defini în F  X F  6 relaţii în modul urm ător :

t.-* =  { (U h)  X F  : (тс (Л), -  (/,)) € o«}

Condiţia de com patibilitate este echivalentă cu condiţia т00 =  тп 2. 
Din acest m otiv dăm explicit definiţia celor două relaţii :

{ ( fi ,Â )  e-F X F -  

-- { ( / 1 - / 2) € F  X F  : (o,,/i) €тгЛ (e2,f2) е тс

(D’/ i) t '-  t  n )

•00 —  l  Wl>7 2 / e  -í z w  • \ Ч ’Л /  ^  e  }

Dacă a şi 7Г sínt compatibile, vom nota v0H =  vn =  v.
E X e m p 1 e.
1. Fie E  m ulţim ea numerelor reale, F mulţimea numerelor întregi, 

iar a C  E  X E  relaţia de ordonare, deci (er> e2) ç a <=> et <  e2. Definim 
relaţia тс С  E  X F  în modul urm ător : (e, f )  € 7c <=> /  <  e. Relaţiile aşi % 
astfel definite nu sínt compatibile. în  adevăr, pentru orice f x şi f 2 numere 
întregi avem (fv f 2) e m şi (/,, /*) ţg v00.

2. Fie E  şi a cele din exemplul precedent, iar F  mulţi- 
f  mea numerelor complexe. Definim relaţia 7t astfel : (e,f)  çtc<=> 

<=> Re (/) =  e. Î 11 acest caz тпп =  cn deci relaţiile a şi т sínt 
compatibile.

fN1/

§ 2 . Pentru relaţia an este valabilă formula :

P i g .  1 . (2Д)
care, în caz de com patibilitate a relaţiilor a sin, permite exprim area relaţiei 
г C  F  X F  cu aju torul primelor două 3.

D e m  o 11 s t  r  a ţ  i e.
- 1 1

(Iu / 2) € тс а 7Г <=) 3 Э С/з> t’i) € тс Л (e-,, e2) € а Л (e2, J2) Ç t, <=)
OOE «,eE

<=> 3 (eufi)  € тг Л (c2, / 2) Ç тс <=> ( - ( / , ) , -  (/2)) € tu

Să urm ărim  acum în ce m ăsură relaţia тс transm ite anumite proprietăţi 
ale relaţiei a relaţiilor t,-*, fără şi cu ipoteza com patibilităţii lui a şi тс.

Dacă a e reflexiv (А С  <т) тп , a[v t" sínt reflexive. (2,2)

2 D n b r c i l  aminteşte această cc ndiţie în exerciţiul (i cap. I, însă numai pentru cazul 
pr2-  =  F.

3 Vezi ;Г . .
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în tr-o  altă  lucrare [1], am a ră ta t că proprietatea de reflexivitate a re­
laţiei a este m oştenită de relaţiile an , n' es" . în  acest caz oricare ar fi 

F, are loc

( n ( f ) ,  n (/)) e au , ащ, a" => ( / , / )  6 ~ц, ~'ul, т"
î

Dacă a este o relaţie simetrică ( a  =  a ) ,  sínt simetrice tu , t 00 (2,3)
în  adevăr :

( fvÂ)  6 -n  <н> ( TC (/j), 7Г (A)) e au însă după [1] a =  a implică an = ( a u ) şi 
- 1

a00 =  (aftn) urmează deci

(7Г (/2), iz (A) Ç esn  <=> (A>A) 6 vn . 
în  mod analog se stabileşte sim etria relaţiei t ()0.

- 1
Proprietatea de antisim etrie a relaţiei a (a Г) сг C  A) nu se transm ite 

în general nici uneia dintre relaţiile т,ь deşi relaţia a00 păstrează această 
proprietate, vezi [1].

Dacă a este tranzitiv (a2 C  a), sínt tranzitive toate relaţiile z ,k (2,4)
cu excepţia lui тп 4.

Să demonstrăm de exemplu tranzitiv itatea  relaţiei т 00 pentru celelalte 
~ik procedîndu-se în mod analog.

Presupunem deci a2 C  es şi fie (A, A) € v2l)0.

(/i' А) € "o'o <H> 3 (А- A) € "oo A (A> A) 6 "oo ^  3 Н А ). ^ (/з)) € стоолет /,ет

А ( тс (/3), тг (,/2)) Ç a00 => (~  (А)> ~ (A)) í CTöo

Cum an0. este prin ereditate tranzitiv  — vezi [i] — ( тт(А), к (A)) € ■uki 
adică (A, A) € t 00.

Rezultatele de mai sus pot fi rezum ate în urm ătorul tabel, în care 
„nu" are semnificaţia că proprietatea lui a corespunzătoare coloanei respec­
tive, nu se menţine în general pentru  relaţia z lk corespunzătoare liniei în 
care figurează.

a reflexiv simetric

T11 da da

“ )I da un

“oi da nu

40 nu nu

40 nu nu

4)0 nu da

«ant i s imet r ie  t r anz i t i v

nu nu

nu da

nu ; da
nu l d,a

nu I da

nu ; da

4 Ereditatea reflexivităţii, simetriei şi tranzitivităţii pentru t00 resp. тп a fost găsită şi de 
D u b r e i 1 în locul citat.
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Observăm că dacă relaţiile a şi -  sînt compatibile, atunci те transm ite 
proprietăţile de reflexivitate, simetrie, tranzitiv itate  de la a la t , în particular 
dacă с este o echivalenţă compatibilă cu те, т =  este o echivalenţă. P ro­
prietatea de semi-proiectivitate nu este ereditară de la n la t, vezi exemplul 
final.

Enunţăm  acum un criteriu de com patibilitate :

Pentru ca relaţiile а С  E  X E şi те С  F  X F să f ie  compatibile, (2,4) 
1 - 1

este necesar şi suficient те те а те те C  u5

Presupunînd relaţiile a şi те compatibile, deci тп — т|1П să arătăm  că 
are loc incluziunea din enunţ.

(e*, e**) € 7̂ тс о-тс*гг <=> 3 3 3 3 (e*, fx) € те A (fv e,) те’Л
/,(= F AGE OSE ş g f

(ev ег) f  <тЛ (e2, f2) ç те A (/,, e**) > J , §, (ev  e,) € <r H
G<F * (/,) oG л (/,)

<=> (  77 ( / l ) .  77 ( / , ) )  e < rn  <=> ( /l>  / 2) €  - J 1 =  ~ 00 <=> (  7T ( / , ) ,  7Г ( / 2) )  f  G0(1
- 1 1

însă  e* Ç7c(/j) şi e** f  тс (/,), deci (e*, e**) ç a.
a  - 1

Reciproc, să presupunem  acum тете a те те C  <r şi să arătăm  că t 00 =  tu . 
Cum т00 С  тп — vezi [1] — rămîne de stabilit doar incluziunea contrară.

(/i> / 2) € Oi AX ( 77 i/il • 71 ( /2)) 6 Oi AX 3 3 ((h> O) t  77
-i I

X  Ч /J ое*(Л>
-i ..1

Fie acuma e*,e** două elemente arbitrare din те [ff) respectiv те (/2) : 
Avem :

(e * ' f i )  I
(fv O) I
(gj, e2) Ç a  ! (=> { î’ ‘ . evv) Ç t z t z g t z t z

[е.г, /,)  Ç те ̂  j

(/2. €" I
şi avîrid în vedere ipoteza făcută, urmează ie*, c**) Ça deci( те [ff], те (/2))çt00. 
Propoziţia a fost demonstrată.

Pentru o mai bună înţelegere, considerăm util să dăm o ilustrare gra­
fică acestei condiţii. în  acest scop concepem mulţimile £  şi F  ca segmente 
şi indicăm (e,f ) Ç те sau (e/, e") Ç a prin cîte o săgeată de la e la / ,  respectiv 
de la e' la e".

5 Rezultatul e mai general decit formulele date de D u b r e i 1.
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Condiţia de com patibilitate enunţată  mai sus, revine la implicaţia :

Ov cd c ^

(Ci./i) e -  
(e2, /o) 6 -

(./]■ <■'*) € - 1
( Л > f ~

§ 3. Pentru unele cazuri particulare dăm următoarele rezultate :
Să considerăm o relaţie <j (Z E  X E, reflexivă (A c  <r) şi antisimetrică 

1
(<т П o C di). în  acest caz particular

O condiţie necesară şi suficientă de compatibilitate a relaţiilor n (3,1) 
şi iz C  E  X F , este ca n să fie  univalentă, adică

-  (êj) П tî (C>) ÿ* 0 -, >  c, --- ег • >  (t’j, e.z) 6 A .

în  adevăr, să presupunem a şi тс compatibile şi fie ev e2 două elemente 
din E, pentru care iz (fx) f) тс (ег) o ; există d e c i /ç  7t {ef)C\Tz{ef} şi (o fiind 
reflexiv) au loc apartenenţele

(ev Л  € t:

( / .  <b) € *
(fi, e j  £ a 

(ev f )  € 7ţ

( / .  «2)

1 1
(fj, T2) £ лтс a iz iz

însă  relaţiile л şi 5  fiind compatibile, conform criteriului de com păti­
mi  - 1

bilitate iz iz g iz iz (Z a ; urmează deci (e1, e2) Ç a (fig. 3). în  mod cu 
to tu l analog se stabileşte (<”2, ef) £ a. a fiind prin ipoteză antisim etrică, 
urmează (elt e2) £ A .

Reciproc fie iz univalentă şi (ex, e2) £ iz iz a iz iz ; există 
F deci / j , / 2 £ F  e*, e** £ E  astfel incit

(ev  / 1) € *  ^
- 1  I

( f v *
(e*, e**) £ a 
(e**,f2) 6 rt

( / 2. et ) £

Cum (e*. e**) £ a urmează că (elt e2) £
■ ' }

=>

^2

«7.
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О b s е г V a ţ i е. în  dem onstrarea suficienţei n-a intervenit reflexi­
v itatea şi antisim etria relaţiei a. Putem afirma deci că, o relaţie univalentă 
T. C  E  X F, este compatibilă cu orice relaţie g С  E  X E.

Fie A С  E  X E  relaţia de egalitate ; cum trebuie să fie relaţia 
тс С  E  X E, pentruca Л şi 7r să fie compatibile ?

Răspunsul este da t de teorema :

Necesar şi suficient pentru ca A si -  să fie compatibile este ca -  să (3,2) 
fie o relaţie и n i v a l  e n t ă.

în  adevăr, fie Л şi -  compatibile, deci conform criteriului (2,1)
i î - î

t. tzA n ti — ( -  -)'2CZA si г, şi c, două elemente din pr t - ,  pentru  care 
-(e ,)!" )-  (e2) ÿà. 0, urmează că există f Ç cc (e,) f~) n  (e3), deci există /' care 
dă loc apartenenţelor

(t’i , / )

(./. n ) € ~
(e2, f  ) ç n 

( / ,  ct ) € u 

ipoteza făcută (o,,
Reciproc, s-a văzut la cazul particular anterior că o re ­

laţie univalentă e compatibilă cu orice relaţie a.
Să presupunem acum că relaţia n c  E  X E este o 

echivalenţă. în  acest caz:

Condiţia necesară şi suficienta pentru compatibilitatea (3,3) 
relaţiilor n şi — este ca

7Г ((',) n ^ ( r 2) 5z£ 0 -=> (c,, c.,) ç g

- 1
se exprimă prin incluziunea -  — C  es.

Pentru demonstrarea necesităţii condiţiei observăm că — (cp Г)~ f-2) 0
=> (o, e.f ç n, utilizînd numai reflexivitatea relaţiei (vezi (3,1)).

i 1
Reciproc, presupunînd - -  C  g, urmează a тс -  C  g2 ; relaţia g fiind

1
tranzitivă  (o2 C  g) avem a ~ -: C  g, din care, prin compunere la stingă

- î - 1 1 î
cu iz тс obţinem тс -  g - ttC - t î g C  g .c.c.t.d.

1
т: fiind o relaţie arb itrară  din E  X F, -  тс este o relaţie din E  X E,

i
Condiţia necesară şi suficientă pentruca- - şir. să fie  compatibile (3,4) 

-1
este ca -  тс să fie  o relaţie tranzitivă.

şi deci după 

£  F

F i .e. I.

condiţie care

=> <-2) € ( * V

e2) e Л. (fig. 4).
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I - 1
Condiţia de com patibilitate devine în acest саг (тете)3 С  те те. Pre-

1
stipunînd această condiţie realizată, să arătăm  că -  те este o relaţie tran-

1
zitivă. Avînd în vedere că ДЛГ1 „ с  ~ тс şi те „ - r. (unde * =

1 a -1 ' -1 - 1
=  Af) (pi-! тг X prx тс) putem  scrie тете . iz те =  те те -  теД^, „ С  (те тс)3 ; însă

î i 1 -I
prin ipoteză (те те)3 С  те те ; urmează (те те)2 С  те те, incluziune care exprimă 

-1
tranzitiv itatea relaţiei те те.

- 1 i i  i i
Reciproc, fie те те tranzitiv, deci (те те)2 С  те те. Avem (те те)2 С  те те =>
а 1 - 1 l - l  1

=> (тете)3 С  (те те)2 С  те те adică (те те)3 С  те те, deci тс те şi те sínt compatibile.
1

T ranzitivitatea relaţiei те те revine la implicaţia

(е„ ег) Ç тете 

(А, <’з) € тг тг

(vezi schema din fig. 5.)

1
б'з) Ç те те

Corolar 1. тете este compatibil cu -  atunci şi numai 
1

atunci cind те те este cvasi-echivalenţâ.
1

In  adevăr, те тс este cvasi-reflexivă şi simetrică, iar după 
teorema precedentă, pentru a ii compatibil cu те este necesar 
şi suficient să fie o relaţie tranzitivă.

-1
Fie те o relaţie semiunivocă adică те те те С  те, ceea ce, revine la implicaţia 

(fT>./i) € ~  I
(/„ A) €~‘ (‘V / 2) € -
(>*■/*) €те j

1

L i - .  ( I . P i

Corolar  3. In acest caz tz те şi те sint com­
patibile, adică scmiunivocitatea relaţiei -  implică

1
tranzitivitatea relaţiei те те (vezi. fig. G şi 7)

1 1 1
în  adevăr г  те те С  т 4  (тсте)2 С  те те
O b s  е г V a ţ i ’ . те fiind compatibil cu 

1 1 ’ -1
тете, те în general nu este compatibil cu тете; 

chiar dacă ar fi, nu este în mod necesar semiunivocă.
Cum s-a văzut mai sus (corolar 1). încă/, de com patibilitate a relaţii- 
1 1

lor те те si те, те те este о cvasi-echivalenţă, deci defineşte o îm părţire în



14 M. BALÁZS, ».  BOR.ŞAN, P. HAMBURG 8

clase a mulţimii Е г prj Xe propunem să studiem legătura dintre aceste 
clase şi contraimaginile elementelor din F.

Î11 cele ce urmează vom utiliza următoarele notaţii :

cp (E) fiind mulţimea părţilor mulţimii E  iar £  £ cp (<p (E)) (deci o 
familie de părţi ale lui E), introducem  notaţia £ \  — = U /-•

i e £
л

De asemenea p fiind o relaţie arbitrară, notăm prin o închiderea ei
A « 2 3

tranzitivă, deci o -= (J ? =  ? U P U P U
î

Revenind la problema propusă, să presupunem că -  rx este o cvasi- 
echivaleuţă şi fie Cj clasele definite de această relaţie pe £ , — pr j~.

/  1 lSă considerăm familia de părţi ale lui E £  — ic : ( / h si să con-
f e t ' i *  ’

siderăm relaţia Rx C  rP (E) X cp (E) definită în modul urm ător :

Rj  =  {(Llt L t) £ £  X £  \ L x C\ } (vezi Ili]) d ec i

( - ' ( A ) .  *  ( / * ) )  6 f', <=> *  ( A )  n  ( / ,)  ̂  <*.
A

R x fiind o relaţie cvasi-reflexivă şi simetrică, R x este o cvasi-echiva- 
lenţă, şi anume o echivalenţă peste £ ,  şi defineşte o îm părţire în clase a 
m ulţim ii £  ; fie £ t aceste clase.

între mulţimile { C j } ^  şi { £ , }  ^ { există o corespondenţă biunivocă, 

mai precis : V 3 C j  = ! £ i . şi reciproc.
j F J * G 1

D e  m o n s t r a ţ  ie.
1 î

Fie <’ £ Cj => c € prjTT .= £ , ==> 3 e £ -  ( f) însă n(f) £ £ ,  deci e £ | £ ă .
/ e f

Deci un element arb itrar din С,- ne-a condus la o anumită clasă £{. Să 
arătăm  acum că Cj -- ' £ /  .

1
Pentru această fie e* £ Cj şi e* A  <’ : avem (c.e*) £ тг tv => 3 {e, e* î C

f * Ç F
1 1 1 - 1  

C  ~ (/*). Cum însă e £ -  (/) urmează că тг (/*) f) ~ (/) U <=>
f  l -1 ţ  A 1
A  (/) , Ti (/*)J £ R x c  R 1 deci -  (_/*) £ £ i ,  ceea ce implică c* £ | £ P .  Are 
aşadar loc incluziunea Cj C  •£ ,  • Pentru a demonstra egalitatea vom 
raţiona prin contradicţie. Presupunem deci că mulţimea \ £ i  posedă elemente 
care nu aparţin  clasei Cj. Fie deci c’ £ ' £;" si c' <Ё Cr

~  3 C € (/')■
{ e r

С £ £ :
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Cam însă s-a stabilit că C} C  | JLi \ rezultă că

V 3 e (/) A * ( / )  e £■: ; cum { - 1 (/'), n ( f ) }  c  £ ,  =>
« e  Cj /  e F

=>(rr (/'), - ( f ) )  € # 1  <=> 3 ( TT ( /■'), ТГ ( /'}) Ç i?, există
« -  .V

deci în mulţimea F  elementele /„ -- 2, . . . .  /„ — / ,  astfel încît

í - 1 (/,■), Tî1 ( / , + J ) )  € K j  1= 0, 1, .  . ., n— 1 , a d ic ă  u  ( / ,)  n  Я ( / ,  + 1) ^  о г = 0 , . . . ,  
-  1

n —1. însă relaţiile 7r -  şi 7r s-au presujms compatibile, deci conform co­
rn - I

rolarului 2, те -  este tranzitivă ; urmează atunci (e,e') £ -  rr ceea ce este 
contradictoriu în trucît e Ç C, iar F £  С,- ;

Să arătăm  acum că şi reciproc pentru  orice i există un indice j  astfel 
încît \£ i \  — Cj.

1
I* ie e f  Jl, =) 3 c € ~ (J) <=) <’ 6 />T) 7i <=) 3 ■’ 6 O  >

/ f f  j f J
urmează atunci, conform celor stabilite mai sus, că există i' Ç /  astfel încît

-I
Cj — \ £ r  ! ; rezultă că e ç i JU-1 deci 3 e € ~ (f')- Avem aşadar

/ ' f f

(/') e Şi * ( / ) П - ' ( / ' )  ? I’ => ( 7Г1 (/), 7C (/'))  É Я ,
deci =  ^ i '.

§• 4. Fie2(7r) to ta lita tea  relaţiilor o C £  x £  compatibile cu o relaţie dată 
~ C  E X F, iar П (ct) mulţimea relaţiilor -  compatibile cu o relaţie a dată.

După cazurile particulare din paragraful precedent să studiem  acum 
mai general mulţimile 2  (rr) şi П (a).

Mulţimea 2  (n) este o sublatice complementară a mulţimii <Ţ> (E x E ) .  (d,l)

în  adevăr, se demonstrează cu uşurinţă că reuniunea şi intersecţia a 
două relaţii compatibile cu 7t sínt compatibile cu

... i _ i _ - i  i
Fie Új şi cr2 compatibile cu r., deci -  тг стх -  r  C  şi 7r 7т т к C  

-conform criteriului (2,5). Avînd în vedere com portarea operaţiei 
de compunere faţă  de reuniune, intersecţie, inclirziune (vezi R i g u e t  [6] 
formulele 25, 26, 27), precum şi incluziunile de mai sus, rezultă im ediat

i i . i i
-  7Г (ffj (J CT2) -  IT C  Tj U <72 ~ ( a l  П 02) К  -  C Uj fi

care exprimă com patibilitatea relaţiilor a1 (J a2 şi a1 Г) o2 cu 77 ■ R ezultatul 
se extinde im ediat la reuniunea şi intersecţia unui num ăr oarecare de relaţii.

- i  - i

Fie acum a o relaţie compatibilă cu — deci -  7 г о - 7 т С< т ;  să ară­
tăm  că relaţiile Ca şi -  sín t de asemenea compatibile.
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1 1
Pentru a stabili incluziunea tz л  C a  ~тгС C o raţionăm  prin contra-

- i  - 1

dicţie. Presupunem deci că există (ег, e2) ţ  tz tz C o tz л şi (e1,e2)fÊCa Există 
elementele fv  A  Ç F, e* , c** Ç E  astfel incit să avem

(ev f l ) € r. € 7Г

(Л. e*) € - (Л> î̂) € ir 1 - 1
( e f  e**) € Ca <=> (fc’i. e2) € o <=> (ev , e": 1 ţr.Tz GTZTz

Л) € tz (e.,, f 2) € iz

(U  et) (/2. e**) 6 TZ

a şi zz fiind compatibile, urmează că (e*, e**) Ç a, ceea ce este contradictoriu,
cu [e* e**) ç C a

- 1
Mai m ult chiar, a fiind o relaţie compatibilă cu iz, a este de asemenea.

I —î —i
în  adevăr, fie (clt e2) f  л  -  a л  л  ; există deci elementele f lt f2 £ F 

şi e* e** € E  astfel incit

(ev A) € - (*2- / 2) € rr

{fv e*) 6 “ (Л. € tz

(e*. e**) € <r <=> (<■**. e* € ff

€  tz {<■’*, A) € -

(/2» € - ( f i ,  e \ ) € -

Cum n şi n sínt compatibile, urmează (е2. ел) ç a, adică (e1, e.,) ç a 
c.c.t.d.

Evident 21 (tz) C  rP (E X  E). Ne punem problema oare, în ce condiţii 
are loc egalitatea acestor două mulţimi ? Răspunsul este da t de teorema :
Condiţia necesară şi suficientă pentru ca 21 (-) — <Ţ> (E X E) adică (4,2) 
pentru ca orice relaţie din E  X E să fie compatibilă cu tz, este ca rela­
ţia tz să fie  univalentă.

Condiţia este suficientă conform observaţiei făcută în §. 3., iar necesi­
ta tea  ei este im ediată dacă avem în vedere că pentru anum ite relaţii aC.E x E ,  
particulare (de exemplu cazurile (3, 1) şi (3, 2) din §. 3.), univalenţa 
relaţiei тс este o condiţie necesară de com patibilitate.

Dacă /  este mulţimea relaţiilor univalente din E X F, atunci pentru 
orice relaţie a are loc / С  П (a), cum s-а văzut în § 3. Ne întrebăm  acum, 
în ce condiţii I  =  П (u), deci cum trebuie să fie a pentru  ca num ai relaţiile 
univalente să fie compatibile cu a ?

I  =  П {a) <=> O  (o) U П) (C'a) ! =  A (4,3)
unde Ф  (a) reprezintă to ta litatea  subrelaţiilor patratice ale lui o. Condiţia 
adm ite si urm ătoarea formulare : oricare ar fi elementele distincte t’j, e2
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din E  dintre perechile (e1, e j ,  (tţ, c2), (e2, c2) (e2, e2) cel puţin  una să facă parte 
din a, dar nu toate.

D e m o n s t r a ţ i e .
Pentru dem onstrarea suficienţei presupunem  că pentru  relaţia a este 

verificată condiţia din enunţ, şi fie tu o  relaţie arb itrară  compatibilă cu a. 
Să arătăm  că n este o relaţie uni valenţă.

Pentru aceasta fiec1, e2 două elemente din E  pen tru  care ~(e^) r)Tu(e2)şz=0,' 
există deci în m ulţim ea F  un elem ent /  pentru  care

{ev  / )  € tu şi (e2, f )  € tu.

Kxistă couă posibilităţi :
a) (ev e2) € a, b) (ev e2) ç Ca.

Exam inăm  numai cazul a), pentru  cazul b) raţionam entele făcîndu-se 
în tru  to tu l analog.

Admitem deci că (ev e2) € g ; atunci folosind com patibilitatea relaţiilor 
g şi тс se poate stabili cu uşurinţă că şi (el , e2) ç g, (e1,e1) Ça, (e2, e2) Ç a.

în  adevăr,

(e2, f )  € tu (t’v f )  € tu _2 (C>>/) 6 TUJ
(/- <h) 6 к (/. e2) 6 7Г (/. O) € TU
(еу>еч) € а => (O. ei) € a (e2, e j  Ç а =)(en el) € (0> e2Î € а
(e2>f) _j (« i./) ети... 2 ( o . / )  6 TUt
(f, ei) e 7Г (/. ei) € TU

1
(/. e2) 6 TU

Notînd cu E* =  {fj, e2} urmează E*  X E* С a deci că E*  X E* ç ф  (g) 
şi avînd în vedere ipoteza făcută obţinem { (elr e2) } c  A deci e1 =  e2> ceea ce 
dovedeşte univalenţa relaţiei tu.

Reciproc, să presupunem acum П (a) =  I  şi să arătăm că este. verificată 
condiţia din enunţ.

Observăm că incluziunea А С |Ф(а) U Ф(Са)\  are loc întotdeauna, 
întrucît pentru (e,e) f  A avem

{(e,e) ç а V (e,e) 6 Ca]  => [{(e,e) } € Ф  (g) V { (e,e)} € Ф  (Ca) ] =>
=> (Ce) Ç \ Ф  (g) 1 1 Ф ( С а ) \

Să presupunem acum că (e1, e2) ç \Ф(а) U Ф(Св)  j şi (ev e2)f£ A Fie r  =  
=  \ ( evf)> (e2> Л )  С E X F.

însă atunci 7Г şi a sínt compatibile, deşi n Й / ,  ceea 
ce contrazice ipoteza. Urmează că (elr e2) Ç A, ceea ce demon­
strează că ! Ф  (a) U Ф  (Ca) I C A.

C a z u r i  p a r t i c u l a r e .
a) Dacă A C  a, deci a este o relaţie reflexivă, condiţia

- î
e verificată atunci şi numai atunci eînd а П a =  A, deci cînd 
a este o relaţie antisimetrică.

£  F

F i g . 8.

2 — Babeş—Bolyai: M atem âtică-Fizică 1/1964
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b) Dacă a С  C'A (antireflexivă), condiţia e verificată dacă şi numai 
- 1

dacă s  U o d
§. 5. Aplicaţii. Ca aplicaţie, dăm un exemplu de relaţie neunivalentă 

compatibilă cu o structu ră  de plan proiectiv.
Fie E  planul proiectiv clasic, adică to ta lita tea  punctelor şi dreptelor 

d in  plan, dx, d2, d?j trei drepte paralele în plan. Mulţimea F  să fie form ată 
din punctele dreptelor d2, ds. Relaţia a o definim aşa :

( P, d) Ç a <=> P  se găseşte pe d.
clef.

Să notăm  cu ti urm ătoarea 
de puncte (Px, P 2) 6  ti <=> {P1

def.
perpendiculară pe dx.
O dreaptă şi un punct (d,P) 6

corespondenţă ( i  C  £ X  E) : O pereche 
di) €<r, {P2,d2) € a şi dreapta Px P2 e

<=>
def.

(P, d3) 6 a, d neparalel cu dx

iar P 0 fiind intersecţia lui d cu dx, dreapta PQ P  e perpendiculară pe dx.
Relaţia ti este compatibilă cu a  ; ea nu este univalentă. Aceasta 

datoreşte faptului că p rju  E. Se poate arăta  că 
dacă prx ti =  E, atunci numai corespondenţele uni­
valente sínt compatibile cu a (cel pu ţin  în cazul 
cînd prj а  Г) pr2 a =  0)

Avînd în vedere că relaţia т С  E  X E  nu e 
proiectivă, rezultă că proprietatea de semi-pro­
iectivă, respectiv proiectivă, nu este ereditară de 
la c la т,к, nici chiar în cazul de com patibilitate.
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СОВМЕСТИМОСТЬ COOT НОШЕ H ИП 
( Р е з ю м е )

В данной работе изучается связь, которая должна существовать между со­
отношением а С Е  >: Е  и многозначным отображением - : E - * F ,  чтобы со-

-1 -1
отношение а перешло однозначно через -  на множество Е , то есть С - о -  — -  (С о) гг. 
Изучаются общие свойства, а также ряд частных елмчаев (с возвратное, антиенм-

-1
метричнее, симметричное, транзитивное и случай а -  т.т*.
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LA COMPATIBILITÉ DBS RELATION'S 
(R é s ii m c)

Ou étudie dans cette note le rapport qui doit exister entre une relation a C L ' }■' et 
une application imPtivoque r: : E  —* F pour que la relation о soit transposée de façon univc-

-1 l
que par r: sur l’ensemble F, c'est à dire pour que С ~ a ~ =  г: (С a) тг. On étudie les propriétés 
générales ainsi qu'une série de cas particu'iers (a reflexii, auti-vmetrique. svniétriqne, tran-- i
sitif, de meme que le cas où о —. r r . ;.





DK S P RK О ТОРОШ СЛК ÎN M li / f IM K A  RKKAŢIIKOR BIX ARI'.

«le
I. (.V. M VUItl H şi I. l’i  nDKA

Rie 08 mulţimea relaţiilor binare definite în E  X F, unde E  şi F  sínt 
două mulţimi oarecare. Dacă й  ( Ф ,  atunci se va nota cu S R mulţimea 
reprezentativă a Iul R, deci mulţimea perechilor oroonate de elemente 
(x, y) £ E  X F, pentru care avem xRy. Două relaţii R lt R 2 Ç 08 se zic 
egale atunci şi numai atunci dacă S R1 — S R2. Prin tăie tura  R(x) a lui R  
în raport cu elementul x ţ  E  se înţeleg? m ulţim ea elementelor y  ç F  pen­
tru  care avem xRy. Reuniunea R г U R 2 a relaţiilor R lt Â2ç (g es te  relaţia 
a cărei mulţime reprezentativă XAlUA2== deci x(R 1R 2)y atunci
şi numai atunci dacă .tAj-y sau x R 2y. Intersecţia R 1 П Rz a relaţiilor R l t R 2 
€ 08 este relaţia a cărei mulţime reprezentativă 5 /iin R2 = S R1 p] S R2, deci 
x(R t П R ^ y  atunci şi numai atunci dacă x R ty  şi x R 2y. în  caz dacă F  =  E, 
atunci se defineşte produsul R tR 2 al relaţiilor R lt R 2 £ 08 în felul urm ător : 
x R 1R2y  dacă şi num ai dacă există un ~ ç E  astfel ca să avem x R xz şi zR 2y. 
Xe vom folosi de urm ătoarele proprietăţi : 1°. {Ел U F f){x) =  Ri(x) U 
U R 2(x) ; 2°. (R^ П F‘z){x ) =  F^(x) П F2( x ) 3 H. dacă F  =  E, atunci 
R ^ ^ x )  =  RpR.px)), unde R p R ^ x ) )  =  U ^ i(^ ’) ; 4°. 02 este un reticol (la-

» • 'е а д
tice) în raport cu operaţiile ,, U ” şi , ,D "  ă H. dacă/7 =  E, atunci R  este un 
semigrup cu element un itate  în raport cu operaţia de înm ulţire. Detalii 
asupra noţiunilor şi proprietăţilor enum erate pot fi găsite de ex. în [1].

în  cele ce urmează vom introduce o topologie în 08 pe baza unei 
noţiuni de convergenţă, definită în felul urm ător :

De f in iţ ia  1. Şirul de relaţii R 1, R 2, . . R„, . . . are ca lim ită relaţia
R, atunci şi numai atunci, dacă pen tru  orice x € E  există un num ăr natural 
A’v astfel ca să avem R (x) =  R(x) pentru  n >  N x.

Dacă şirul {R„ J are ca lim ită pe R, atunci vom scrie : R n —* R.
Vom da şi o a ltă  definiţie pentru  noţiunea de convergenţă în fg, echi­

valentă cu definiţia de mai sus. Considerăm mulţimea Cf a aplicaţiilor 
univoce ale mulţimii E  în mulţimea <Ţ)(F) a părţilor lui F. Definim o co­
respondenţă univocă de la 08 la Cţ în felul urm ător : dacă fi atunci
facem să-i corespundă un / ç  ( f ,  definit de egalitatea f(x)  =  R(x) pentru 
orice ;v Ç E. Această corespondenţă aplică mulţimea 08 pe Ţ- Intr-adevăr



I. GY. MAURF.R, I. PURDEA 2

fie /  uu element oarecare al lui (Ţ. Definim o relaţie binară în felul
urm ător : xR y  a tunci şi numai atunci, dacă y  ç f(x)  Ç ф{Е)- A tunci /' 
va fi tocmai imaginea lui R, deoarece avem evident f(x)  =  R(x). Vom 
ară ta  despre corespondenţa de mai sus că este şi biunivocă : dacă R  —*/ ,  
R 1 —t-fj şi R R 1 atunci şi / ^ / , .  Presupunem  prin absurd că f  =  )\ 
deci că /(.r) =  fi(x)  pen tru  orice x ç E. Rezultă că pentru  orice x ţ E  avem 
R(x) =  Ri{x). De aici însă rezultă că R  =  A,. în tr-adevăr fie (ï , v) ç S s . 
Aceasta înseamnă că xRy. Rezultă că y  Ç R(x) =  R x{x:), deci xRjV şi de 
aici urmează că (x, y) ç R ^x) ,  adică (x, y) ţ S Rl. Deci 5 А» < ;5 Я1. La fel 
se ara tă  că S Al- ^ S A., deci S R — S K1, ceea ce înseamnă că R =  R ly în 
contradicţie cu ipoteza.

în  (J-, se poate defini noţiunea de convergenţă ca şi în cazul general 
al mulţimii aplicaţiilor univoce ale unei mulţimi M  într-o mulţime M '  [21 : 
şirul {/.J cu / „ f  (J-. are ca lim ită p e / f  (?  atunci şi numai atunci dacă pentru 
orice x  ç E  există un N x astfel ca să avem f„(x) =  f(x)  pentru  n >  N x. 
Ţinînd seamă de corespondenţa biunivocă între mulţimile (Q şi definită 
de egalitatea f(x) — R(x) pen tru  orice .v g E, putem  da urm ătoarea defi­
niţie :

D e f in iţ ia  1'. Rn —► R  atunci şi num ai atunci dacă /„ —*■/, unde /„(« =  
=  1, 2,. . .) şi /  sínt imaginile lui R n(n =  1, 2,. . .) şi R.

Definiţiile 1 şi 1' fiind echivalente şi ţinînd seama de faptul că pe baza 
rezultatelor obţinute în [2 ] Cf este un spaţiu  topologic în raport cu noţi­
unea de convergenţă /„ -* /  definită mai sus, putem  formula urm ătoarea 
propoziţie :

P r o p o z iţ ia  1. <12 este un  sp a ţiu  topologic com plet în rap o rt cu no ţiunea 
de convergenţă in trodusă p rin  defin iţia  1.

în  cele ce urmează vom ară ta  continuitatea operaţiilor în defi­
nite în introducere.

P r o p o z iţ ia  2. Operaţiile de ,,U "  şi , ,D "  sínt continue: din R„-+R, 
R'n —* R'  rezultă că R n (J R'n —► R (J R' şi R„ П R„ -+ R  П R  •

în tr-adevăr, din R n —► R'  şi R n —* R'n rezultă pentru  orice x  ç E  exis­
ten ţa  a două numere naturale N  şi N'x astfel ca să avem R  [x) =  R(x) 
pentru  n >  N x şi R'x(x) =  R ’(x) pentru  n >  N ’. Atunci pentru  n >  max 
(V , V t) avem*: (Я U R'n)(x) =  R n(x) U R ’n(x) =  R(x) U R'(x) = (R \J  R')(x) 
şi (RH n  R'n)(x) =  R n{x) П R'n(x) =  R(x) n R '( x )  =  (R n  R') (*), ceea ce 
demonstrează propoziţia.

P r o p o z iţ ia  3. Dacă F  =  E, atunci operaţia de înmulţire este conti­
nuă : din R -*■ R, R ’ —*■ R '  rezultă că R R' —*- RR'.

Pentru a dem onstra această propoziţie, trebuie să arătăm  că pentru  
orice x ç E  există un num ăr natural N  . astfel ca să avem R  R ’(x) =  
=  R R ' [x) pentru n >  N x.

Din Rn —>■ R şi R'n -* R'  rezultă pentru  orice x ç E  existenţa a două 
numere naturale N x şi N'x, astfel ca să avem R n{x) =  R{x) şi R ’ (x) =

2 2
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=  K'(x). Pentru n >  m ax (N , N') =  N  , avem sim ultan : R  (x) =  R(x) 
si Rn(x =  R'(x).

Fie R R'  un term en oarecare al şirului { R R' } de rang n >  N  şi 
У € KKW- Avem : Rn R'n(x) =  R n(Rn(x)) =  R n(R'(x)) — R n R'(x). Deci 
6 K R '{  x) ceea ce înseamnă că există un z £ E, astfel ca să avem x R ny  

şi zR'y. Din prima relaţie rezultă că z £ R n (x) =  R(x), deci xRz, Avînd 
îu vedere şi relaţia z R R ’y, rezultă xR R 'y ,  de unde urmează că y£  RR'(x).  
Deci pentru orice x £ E  există un N x astfel ca să avem R nR'n(x) ^  RR'(x)  
pentru n >  A’,..

Fie acum y x £ R R'{x). Avem : R R'(x) =  R (R'(x)) =  R(R'n(x)) =  
=  RR'(x). Deci y\  £ R nR't(x), ceea ce înseamnă că există un £ E, astfel 
ca să avem xRzt şi z1R'ny 1. Din prim a relaţie rezultă că z1 £ R(x) =  R„(x), 
deci x R nzv Avînd în vedere si relaţia Z y R \ ’lt rezultă x R nR ’ny\, de unde 
urmează că Vj £ R nR'(x). Deci pentru  orice x £ E  există un N x astfel ca 
să avem RR'(x)  <1 R R'(x)  pentru n >  N  .

Din compararea celor două incluziuni, rezultă egalitatea pe care ne-am 
propus s-o demonstrăm.

Folosind propoziţiile 1 şi 2 şi proprietatea 4 U, respectiv propoziţiile 
1 şi 3 şi proprietatea 5°, putem  enunţa urm ătoarea teoremă :

T e o r e m ă . Mulţimea Ф. a relaţiilor binare definite în E  x  F este un 
reticol topologic complet în raport cu operaţiile „ ţ j "şi ,,П>. şi topologia 
introdusă prin definiţia 1. Dacă F  =  E, atunci (Q este un semigrup topologic 
complet în raport cu operaţia de înmulţire şi cu topologia introdusă prin defi­
niţia 1.

В X В I, I O G R A F I E

1. J. R i g u e t, Relations binaires, fermetures, correspondances de Galois, ,,BuU. Soc. Math, 
de France", LXXVl (1948), f. 1 -6 ,  p. 114-155.

2. I. G y. M a u r e r ,  I. P u r d e a, I. V i r á g ,  0 topologie în spaţiul aplicaţiilor univoce 
ale unei mulţimi (în curs de apariţie).

ОБ ОДНОЙ ТОПОЛОГИИ В МНОЖЕСТВЕ БИНАРН Ы X СООТНОШЕ НИЙ
( Р е з ю м е )

Пусть множество бинарных соотношений определенных в E x F, где Е  и F 
— два каких-нибудь множества. Если Ä С тогда обозначается через S R пред­
ставительное множество множества R. то есть множество упорядоченных пар элементов 
(x, у) ç E >: F. для которых имеем x l l y .  Два соотношения /Д, /Д £ ''Й называются 
равными тогда, и только тогда, когда S R -  S R,y  Срезом R (х) множества R по от­
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ношению к элементу x £ E понимается множество элементов y ç Е для которых имеем 
X R у . Объединение R x (J Ег, соответственно нереесчсше Ех n Е, соотношений ff„
Ф  являются соотношениями представительные множества которых суть SRl у  дг ~  
=  SR U соответственно SRl р R% =  SRl n SR9. Если F — E, тогда произведение RxRt 
определяется следующим образом : х Ех Е.гу  тогда и только тогда, когда существует 
одно г Ç Е, так, чтобы иметь * If j г и г Е ,у .

В данной работе вводится одна топология в ф  на основе одного понятия схо­
димости, данное

Определением 1■ Последовательность соотношений Jilr 1/.,, . . ., Е„, . . . имеет 
пределом соотношение Е  тогда, п только тогда, когда для любого ,v £ Е существует 
натуральное число N x, так, чтобы иметь К (л) = Е (л; для и >  Л\.

Доказывается следующая
Теорема. Множество Ф  бинарных соотношений, определённых в E x F, является 

полной топологической сеткой по отношению к операциям , .U" и , .П" и к топологии, 
введенной определением К I. Если F - Е. тогда Ф  является полной топологической 
полугруппой по отношению к операции умножения и к топологии введенной опреде­

лением Х°] .

SX'R UNE TOPOLOGIE DANS L’ENSEMBLK DES RELATION'S BINAIRES
(R é s u m é)

Soit Ф  l ’ensemble des relations binaires définies en E  X F, où E  et F  sont deux ensem­
bles quelconques. Si R € Ф,  on note alors par SR l’ensemble représentatif de R, donc l’ensem­
ble clés paires ordonnées d’éléments (x, y) € E X F, pour lesquels nous avons xEy. Deux 
relations Rx, R2 6 Ф  sont elites égales lorsque S R — S Ro et seulement alors. Par la coupure 
E(x) de R par rapport à l’élément x S E on entend l’ensemble des éléments y € F pour lesquels 
on a xRy. La réunion R x (J R% et, respectivement, l’intersection Rx f | R„ des relations R x, 
E„ 6 Ф  sont les relations dont les ensembles représentatifs sont : •v>Â1y R ^ щ  et. respecti­
vement -S’/сxp| -Ka =  Si I’’ ~  ■£, le produit R tR2 se définit ainsi: xR 1R.,y, alors et alors
seulement s’il existe Un v € E  de sorte qu’on ait xRy. et iE,y.

Dans le présent article on introduit une topologie Ф  sur la base d’une notion de 
convergence donnée par :

Définition 1 : La sirite de relations Ex, /é.,,.,., E , a comme limite la relation E 
dans le cas et seulement dans le cas où pour tout x € E il existe un nombre naturel .Y, tel 
que nous ayons Rn(x) =  R(x) pour n >  .Y,.

On démontre le théorème suivant :
THÉORÈME. L ‘ensemble Ф  des relations binaires définies en E  X F est un treillis topo- 

logique e< tuple/ par rappt rt aux opérations (J et (~1 et à la topologie introduite par la définition 7. 
>: E — K alors Ф est un demi-groupe topologique complet par rapport à Vopération de multi­
plication et à la topologie introduite par lu définition I.



D E SPR E IX E I.К CICLICE

«leI. G Y .  M Yl R i m  şi J .  Y IN C Z E
Un inel R  se numeşte ciclic, dacă şi numai dacă modulul (grupul adi­

tiv) R + al lui R este un grup ciclic.
E. S z á s z  a stabilit urm ătoarea proprietate caracteristică a gru­

purilor ciclice LI j : un grup G este atunci şi numai atunci ciclic, dacă 
pen tru  orice subgrup H  al lui G se poate găsi un num ăr întreg k astfel 
ca să avem H  =  Gk, unde Gk reprezintă subgrupul lui G, generat de puterile 
gh ale elementelor lui G.

Folosind această proprietate, to t F. S z á s z  a caracterizat inelele 
ciclice în felul urm ător [2( : Un inel R  este ciclic atunci şi num ai atunci, 
dacă pentru orice subinel S al lui R, există im num ăr întreg k, astfel ca 
să avem 5 =  kR, unde kR  reprezintă to ta litatea  clementelor de forma kr 
■r (- R).

G. P i c a  reuşit să caracterizeze grupurile ciclice finite printr-o altă 
proprietate mai slabă şi anume [3 : un grup finit G este atunci şi num ai 
atunci ciclic, dacă pentru  orice subgrup H  al lui G există un num ăr 
întreg k, astfel ca să avem H — Gk, unde Gk reprezintă subgrupul lui 
G, generat de elementele g Ç G pentru care avem şA' -- c. Aici s-a no tat cu 
c elem entul unitate al lui G.

O b s e r v a ţ i e .  Un studiu mai a ten t al lucrării 3 , ne ara tă  că la demon­
stra ţia  teoremei din această lucrare nu este necesar să presupunem că gru­
pul G este finit, ci este suficient a presupune că elementele lui G au ordin 
finit. Deci caracterizarea de mai sus a grupurilor ciclice, datorită  lui G. 
P i c, este valabilă pentru  orice grup G, a cărui elemente sínt de ordin finit.

Pornind de la acest rezultat, vom da în această notă o caracterizare 
a unei clase de inele ciclice. Acest rezultat este în aceeaşi relaţie cu rezul­
ta tu l lui F. S z á s z  din lucrarea r2 ", ca si teoremele asupra grupurilor din 
lucrările (3( si (1 ;. Observăm, că pentru  teoremele enunţate mai jos, 
vom da o dem onstraţie elem entară. Ar fi interesant să se studieze posi­
bilitatea unei dem onstraţii elementare pentru teorema lui F. S z  á s  z din 
lucrarea ! 2 b în  continuare se studiază structura inelelor ciclice considerate.

Prealabil vom enunţa cîteva lerne, care prezintă interes şi în sine.
Fie R un inel oarecare, R + modulul lui R  şi к un num ăr întreg.
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I/EiiA 1. Totalitatea T k a elementelor r ale inelului R  care satisfac 
condiţia kr =  0, formează un subgrup [Tk R̂  în modulul R + şi un ideal [ T f K 
în inelul R.

Într-adevăr, fie r, şi r2 două elemente arbitrare, pentru  care avem : 
Ат, =  0 şi kr.z — 0. Atunci şi diferenţa acestor două elemente satisface 
această condiţie : A(V, — r2) =  Ar, — Ar, =  0 — 0 =  0. Deci prima afir­
m aţie a lemei este adevărată. Pentru a demonstra şi a doua parte a lemei, 
trebuie să mai arătăm , că dacă elementul r, are proprietatea Ar, — 0, iar 
r este un element oarecare al lui R, atunci A(r, r) =  0 şi A(rr,) =  0. în tr-  
adevăr : A(r,r) =-= (Ar,)r =  0 • r =  0 şi A(rr,) =  r(Ar,) =  r -0 =  0.

Co r o l a r . Subgrupul (R~)k al m odulului Л>+, respectiv  subinelul R k al 
inelului R, generat de elem entele r g R p en tru  care avem  p ro p rie ta tea  Ar =  (), 
coincide cu totalitatea acestor elem ente :

{R~)k =  fl'k j i  '' şi Rk — ! I k] r-
Pe baza lemei 1 rezultă şi faptul, că subinelul R k este un ideal al inelului R.

Din a doua egalitate de mai sus rezultă că (R k) + =  [ T f R +, unde {Rk) + 
reprezintă modulul inelului R k. Comparînd această egalitate cu prima 
egalitate de mai sus, deducem urm ătoarea Iernă :

Dbiîa  2 . (R +)k =- (Rk)+.
în  sfîrşit pe baza teoremei lui G. P i c  [3], avînd în vedere şi obser­

vaţia  noastră din introducere, se poate formula urm ătoarea Iernă :
Lema 3. Fie modulul R + al inelului R  un grup cu torsiune*. Modulul 

R + este atunci şi numai atunci un grup ciclic, dacă pentru orice subgrup 
S+ al lui R + există un număr întreg k astfel ca să avem S+ =  (R +)k.

Pe baza consideraţiilor de mai sus, deducem o caracterizare a acelor 
inele ciclice R, pentru  care modulul R+ este un grup cu torsiune :

T eorem a  1. Fie R un inel pentru care modulul R + este un grup cu 
torsiune. Inelul R este atunci şi numai alunei ciclic, dacă pentru orice subinel 
S al lui R există un număr î-treg k astfel ca să avem S — R k.

D e m o n s t  r a ţ i e. Pie R un inel ciclic şi ,S un subinel oarecare al 
lui R. Din definiţia inelelor ciclice, rezultă că /?+ este un grup ciclic. Apli- 
cînd Ierna 3 şi lema 2, deducem : S + =  (R + )k — ( R f  + . De aici rezultă că 
S  =  R k, deci condiţia este necesară.

Condiţia este şi suficientă. în tr-adevăr, să presupunem, că orice subinel 
5  al inelului R  este de forma S =  R k. Fie S + un subgrup oarecare al lui 
R +. Considerăm subinelul S al lui R, generat de elementele lui S + . Folo- 
sindu-ne de ipoteza .S' =  R k şi de lema 2, deducem : S+ =  (R k) + =  (R +)k. 
Rezultă conform lemei 3, с a R + este un grup ciclic. Deci R  este un inel 
ciclic.

Folosind rezultatele formulate în lema 1. în corolarul lemei 1, p re ­
cum şi în lema 2, deducem pe baza teoremei de mai sus urm ătoarea teo­
rem ă :

* Are num ц elem űr e de o:din tiuit.
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Te o k o îa  2. Dacă R este un inel ciclic pentru care modulul R + este un 
grup cu torsiune, atunci: a) orice subinel al lui R este un ideal în R,
b) un ideal oarecare al lui R  este format de totalitatea elementelor r Ç R, care 
au proprietatea kr =  0 (k — număr întreg) şi c) între mulţimea idealelor lui 
R şi mulţimea suhgrupurilor modulului R + există o corespondenţă biunivocă.

în  stîrşit considerăm exemplul inelului (ciclic) al claselor de resturi 
de întregi în raport cu modulul 6 : R  =  {(), 1, 2 ,3 , i ,  5}. Subinelele 
(în acelaşi timp şi idealele) lui R  sínt următoarele : {0} — R 0, {0, 3 } =  R.,, 
{ 0, 2, 1 : -  Rş, R =  R 6. Se constată uşor, câ aceste ideale sínt formate 
de to ta litatea  elementelor x ç R, care satisfac condiţia kx  =  0 (£ =  <). 
k =  2, к - 3, k =  0) şi că subgrupurile lui R + sínt tocmai {()(, (0 , 3). 
i ", 2, I (AV
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О ЦИКЛИЧЕСКИХ КОЛЬЦАХ 
( Р е з ю м е )

Кольцо R  называется циклическим, тогда и только тогда, когда модуль (группа 
сложения) R+  кольца R  является циклической группой. В данной работе приводится 
характеристика тех циклических колец R, для которых R+ является группой круче 
ния, (то есть имеющей лишь элементы конечного порядка) и изучается структура этих 
колец.

Устанавливаются следующие предложения :
Лемма I. Совокупность Тк элементов г £ R, удовлетворяющих условию kr = О 

{k - целое число) составляет подгруппу [Тр R~ в модуле R+ и идеал [Тр R в кольце R 
Короллоinai Подгруппа (R+)k модуля R+, соответственно подкольцо Rk кольца R. 
производи..uni элементами, имеющими свойство kr — 0 совпадаете совокупностью этих 
элементов : (R+)k =  [ГА)Д+ и Rk =  ГТ р  R

Если обозначать через (Rk)+ модуль кольца R тогда имеем:
Лем.-.и ” (R+)k =  {Rk) +
Ле.чмо IS. Пусть модуль Я+ кольца R — группа кручения. Модуль R+ является 

циклической группой тогда, и только тогда, если для всякой подгруппы 5+ группы Ä+ 
cyuipcmeyeni целое число k, так, чтобы имели Х+ =  (R+tk-

Исио.озуя эти леммы, доказывается следующие теоремы:
Теорема I .  Пусть R -кольцо для которого модуль R+ является группой кручения. 

Кольцо R является тогда и только тогда циклическим, если для всякого подколЬца X 
кольца R существует целое число k. так, чтобы имели S --- ip .
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Теорема 2. Если И - циклическое килЬио для к( торого .и дуль R+ является груп­
пой кручения, пнгда а) всякое подкольцо кольца R есть идеал в R, б) некоторыйt идеал 
кольца R образован совокупностью злехснтсв r Ç R, и хек. щи ж ceoiamo kr -- О >k целое 
число) и в) между множеством идеалов, кольца R и множеством подгрупп модуля Л’+ 
существует взаимно однозначное соотношение.

SUR RES AXNEAUX CYCLIQUES 
(R é s u m é)

Un anneau R  se nomme cyclique dans le cas et dans le cas serrement où le module (le 
groupe additif) R+ de R  est un groupe cyclique. Dans leur article les auteurs donnent une 
caractérisation des anneaux cycliques R pour lesquels R est un groupe à torsion (donc n'a 
que des éléments d’ordre fini) et ils étudient la structure de ces anneaux.

On établit les propositions suivantes :
REMUE î . Ea totalité Tk des éiémculs r 6 R qui satisfont à ta condition kv -- 0 (k nombre 

entier) forment un sous-grcupe 1 ,,  ̂ dans le module U. r et un idéal Tk R dans Vanneau R.

COROLLAIRE. Le sous-groupe (R'r',k du module R . respectivement le sous-anneau 
H+ de l'anneau R, engendré par les éléments r 6  R  pour lesquels nous avons la propriété 
kr = 0, coïncide avec la totalité de ces éléments: R k =  d'k k ~ et ff* =  [Tk R.

Si l'on note par ( /Ai le module de l ’anneau h‘f , on a alors :

EEMME 2. (Â+ )* lÂ*) +
EEMME 3. Soit le module de Vanneau R un groupe à torsion. L module R  1 est alors 

et alors seulement un groupe cyclique si, pour tout sous-grvttpe de R ‘ , il existe un nombre 
entier k  tel que nous ayons .S'+ =

En s'appuyant sur les iemmes précédents on démontre les théorèmes suivants :
THEOREME 1. Soit R un anneau par lequel le module R e s t  un groupe à torsion. 

L ’anneau R est cyclique au cas et au cas seulement oit, pour tout sous-anneau S de R, il existe- 
un nombre entier h tel qu’on ait S — Rk.

THEOREME 2. Si R est un anneau cyclique pour lequel le module R + est un groupe- 
ci torsion, alors : a) tout sous-anneau de R est un idéal en R ; b) un idéal quelconque de R est 
formé cl? la totalité des éléments r 6 R qui ont la propriété kr =  0 (k , nombre entier) ; c) mitre 
Vensemble des idéaux de R et Vensemble des sous-groupes du module il existe une cor­
respondance biunivoque.
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tie
ii. ( i is i iA v

In  lucrarea autorului „Despre curbele polare generalizate" [1] s-au 
definit curbele polare generalizate ale unei curbe algebrice (C) în raport 
cu o altă curbă algebrică (A) şi s-au studiat proprietăţile generale ale 
acestor curbe. în  lucrarea de faţă  vom da cîteva aplicaţii ale acestor 
curbe la studiul cuartieelor şi cubicelor. Considerînd cuarticele şi cubicele 
ca nişte curbe polare generalizate, vom stabili metode de generare, pro­
prietăţi .şi relaţii noi pentru aceste curbe.

I. T eorem a  1. în  planul proiectiv complex fie (C) şi (A) două conice 
care nu sínt tangente şi dintre care (C) este o conică proprie. Curba polară 
generalizată a conicei (C) în raport cu conica (A) este o cuartică (Г) care

a) este tangentă la (C) iu punctele de intersecţie ale ei cu conica (К ) ;
b) trece prin punctele de contact ale tangentelor comune la curbele 

(C) şi (A) aşezate pe (A) ;
c) admite vîrfurile triunghiului polar comun al conicelor (C) şi (A) 

ca noduri de inflexiune ;
d) rămîne invariantă dacă în locul lui (A') considerăm o conică arb itrară  

din fascicolul de conice determ inate de (C) şi (A).
D e m o n st r a ţ ie . Conform definiţiei curbei polare generalizate date în 

lucrarea am intită, punctele curbei (Г) se obţin intersectînd tangentele la 
conică (C) cu polarele punctelor de contact faţă  de conica (A). Din teo­
remele 1, 2 şi 6 ale lucrării [1] rezultă direct că curba (Г) este o cuartică 
şi că enunţurile a) şi b) sínt adevărate.

Să demonstrăm  acum că vîrfurile triunghiului polar comun al conicelor 
(C) şi (A) sínt noduri pentru  (Г). Eie A x un vîrf al acestui triunghi polar 
comun şi să notăm  cu T x şi T„ punctele de contact ale tangentelor duse 
din A x la (C). Conform definiţiei curbei (Г) şi a tringhiului polar, tangentelor 
de mai sus le corespunde acelaşi punct al curbei (Г), deci acest punct 
este un nod.

Ca să demonstrăm  restul enunţului c) şi enunţul d) vom ară ta  că 
curba (Г) este transform ata curbei (C) într-o transform are cuadratică. 
Vom considera transform area la care fiecărui punct P  din plan îi cores-
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punde punctul de intersecţie al polarelor punctului P  faţă de conicele 
date (C) şi (A). Această transform are cuadraticâ şi involutorie a fost in tro­
dusă de J . S t e i n e r  [2]. Conform definiţiei, curba (Г) este chiar trans- 
iorm ata conicei (C) în această transform are. Fiindcă polarele unui punct 
faţă  de conicele unui fascicul de conice trec printr-un punct fix, transfor­
marea de mai sus nu se schimbă înlocuind conica (A) cu o conică arbitrară 
f/i') din fascicolul determ inat de conicele (C) şi (K). Aceasta înseamnă 
că enunţul d) al teoremei 1 este dem onstrat. Transformarea astfel introdusă 
(după cum se vede uşor) este cuadraticâ şi admite ca triunghi fundam ental 
triunghiul polar comun al conicelor (C) şi (A). Ne vom referi acum la 
urm ătoarea proprietate cunoscută a transform ărilor cuadrati.ee : Dacă 
tangenta la o curbă îutr-un punct de intersecţie al ei cu o la tu ră  funda­
m entală a transform ării trece prin vî"pul fundam ental opus, alunei tran s­
form ata curbei prin transform area cuadratică va admite acest vîrf funda­
mental ea punct de inflexiune [3]. în  cazul nostru căutăm  transform ata 
curbei (C). Fiindcă tangentele la (C) în punctele unde ele intersectează 
o latură  a triunghiului polar comun al (C) şi (A) trec prin vîrful opus, 
rezultă că vârfurile triunghiului polar comun vor fi noduri de inflexiune 
pen tru  curba (Г). Astfel teorema 1 este dem onstrată.

Co n secin ţa  1. Tangentele inflexionale ale curbei (Г) vor fi conjugatele 
armonice ale tangentelor duse din vârfurile triunghiului polar comun la 
conica (C) faţă de perechile de laturi opuse ale patruunghiulni complet, 
determ inat de punctele comune ale conicelor (C) şi (A).

Consecin ţa  2. Conform enunţului if) al teoremei 1, putem considera 
pentru  generarea curbei (Г) în locul conicei (ii) două drepte din plan. 
Astfel generarea curbei (Г) va deveni mai simplă.

T eorem a  2. Orice euartieă cu trei noduri de inflexiune se poate con­
sidera ca fiind curba polară generalizată a unei conice faţă  de a ltă  conică.

D e m o n st r a ţ ie . .Se ştie că ecuaţia  generală a cuadricelor cu trei 
noduri de inflexiune în tr-un reper proiectiv' av înd  ca p u n cte  de bază chiar 
nodurile eu a rtie ti este

4  A3 -F a 2 .Ej x \  +  OC3 x \  *2  =  0  (1)

Alegînd punctul unitate  al reperului proiectiv pe curbă, găsim relaţia

a.3 -j- a2 oc3 =  0 (2)

Se consideră conica (C) de ecuaţie

«i 4  -r «a 4  +  d3 4  = 0

precum şi o altă conică (A) definită prin ecuaţiaPi a " -f- 32 xl -j- p3 „v" =  0 unde pj -f- ß2 -j- p3 =  0 (3)
(Evident că (C) şi (A') au ca triunghi polar comun triunghiul de bază a 
reperului şi că ele trec prin punctul unitate. Vom considera curba polară
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generalizată a conicei (C) faţă de conica (À'). Fie P{y)  (i =  1 ,2 ,3 )  un 
punct arbitrar al conicei (C) şi scriem ecuaţia tangentei la (C) în punctul 
P  şi cea a polarei punctului P  fa ţă  de conica {K) :

Z j V ] Л 1 "j~ 2 Л -7- Z.jJ.GA 2 — 0

ß l b l D  +  ß i . W D  U" ß s I V D  0  (4 )

Curba polară generalizată este locul geometric al punctului de intersecţie 
al acestor două drepte eînd P  descrie curba (C) adică dacă3

J 2  y-> У; =  0  (d)i -■ 1
Eliminînd y, din ecuaţiile (4) si (5) ş folosind relaţiile

7-2 — 7.3 ß 3  =  IXgßj Z .jß y  =  7 ^ 8 2  -  ' - í - z f i l

care sínt consecinţele relaţiilor (2) şi (3), vom regăsi ecuaţia (1), deci am 
dem onstrat teorema 2.

Astfel am găsit pentru cuarticele cu trei noduri de inflexiune o metodă 
de generare nouă. Pe baza acestei metode de generare, proprietăţile acestor 
curbe se pot studia uşor.

Cuarticele remarcabile cu trei noduri de inflexiune le  putem  considera 
ca fiind curbe polare generalizate şi le definim în felul urm ător :

a) Curba polară generalizată a unei hiperbole ccliilatcre (C) în raport 
cu conica singulară (К ) form ată din cele două axe ale hiperbolei este lem- 
niscata lui Bernoulli.

b) Curba polară generalizată a unei elipse (C) în raport cu conica 
singulară (K) form ată din două drepte simetrice faţă  de centrul conicei
este curba ,,cruciformă" "4] avînd ecuaţia carteziană — =  1. Tot

această curbă o găsim luînd în locul lui (K) două drepte conjugate armonice 
faţă de doi diam etri conjugaţi ai conicei (C).

c) Dacă în punctul b) (C) este o hiperbolă iar (K) rămîne aceeaşi, 
crrrba polară generalizată va fi aşaiiumita curba ,,arcului voltaic" [5], avînd
ecuaţia carteziană --------- — =  1.

' Д-2 V2

d) Curba polară generalizată a unei hiperbole (C) în raport cu conica 
singulară (K) form ată din dreapta de la infinit a planului şi axa reală a 
lui (C) este aşanum ita curba ,,ceasului de nisip" )6],

II. Cazuri particulare. Se pune întrebarea în ce caz degenerează curba 
polară generalizată a unei conice în raport cu o altă conică. Răspunsul 
este dat de următoarele teoreme.

T eo rem a  3. Dacă conicele (C) şi (K) sínt bitangente, curba polară 
generalizată este o cuartică singulară, conţinînd tangentele comune ale 
conicelor (C) şi (7\) duse în cele două puncte de contact.

Dem onstraţia este imediată, folosind teorema 7 a lucrării [1] şi defi­
niţia curbelor polare gene ralizate.



T eorem a  4. Dacă conicele (С) şi (K) sínt tangente intr-un punct V, 
curba polară generalizată a conicei (C) în raport cu (A) se compune din 
tangenta comună (/) la (C) şi (A') dusă în punctul V şi dintr-o cubică (Г'). 
Notînd cu (d) dreapta care uneşte punctele de intersecţie neeoufundate 
ale conicelor (C) şi (K) şi cu I  punctul comun al dreptelor (/) şi (d), 
putem  enunţa că Г este punct cuspidal, I  punct de inflexiune al cubicei 
(Г') iar polara punctului I  faţă  de (C) este tangentă cuspidală. Tangenta 
inflexională va fi dreapta conjugată, armonic a tangentei duse din /  la 
(C) diferite de (/) faţă de dreptele (d) şi (t). Cubica (Г') este-tangentă la 
(C) în punctele comune ale conicelor (C) şi {К ) diferite de V.

D em onstraţie . în  acest caz dintre cele trei puncte fundam entale ale 
transform ării cuadratiee am intite la dem onstraţia teoremei 1, două se 
confundă cu V, iar al treilea punct fundam ental va coincide cu I. Dintre 
dreptele fundam entale două se confundă cu (t), iar a treia va fi polara (v) 
a punctului /  faţă de conica (C). Conform unei proprietăţi cunoscute a 
transform ărilor cuadratiee, în acest caz particular transform ata unei curbe 
algebrice de ordinul n este o curbă de ordinul 2n pentru care punctele 
fundam entale I  şi V sínt puncte multiple de ordinul n, iar cele n tangente 
duse în V la curbă coincid cu dreapta (v) [3], pag. 32.

T ransform ata curbei (C) adică curba polară generalizată (Г), este 
form ată în mod evident din dreapta (/) şi dintr-o cubică (Г'). Aplicînd pro­
p rie ta tea  precedentă rezultă că, în punctul V două tangente la curbă (Г') 
coincid cu dreapta  (v). Aceasta poate să aibă loc numai dacă V  este un 
punct cuspidal pentru cubică (Г), iar (v) tangenta cuspidală.

Conica (C) intersectează a doua oară tangenta fundam entală (v) în 
punctu l D. Fiindcă tangenta în D la conica (C) trece prin I  (după cum 
am văzut la dem onstraţia teoremei 1), I  este punctul de inflexiune al 
curbei (Г'), tangenta inflexională fiind dreapta conjugată armonic a dreptei 
ID  fa ţă  de dreptele (t) şi (d). U ltim ul enunţ al teoremei 4 rezultă im ediat 
din proprietăţile curbelor polare generalizate înşirate în lucrarea [IU

T eo rem a  5. Orice cubică cuspidală se poate considera ca fiind o curbă 
polară generalizată a unei conice în raport cu o altă conică tangentă la 
prima.

D e m o n s t r a ţ ie . Se ştie că o cubică cuspidală este determ in a tă  cunos­
când p u n c tu l cuspidal V, p unctu l de inflexiune I ,  p u n ctu l D'  de in tersecţie 
al tan g en te i euspidale (v) cu tan g en ta  inflexională (i) şi un punct A al 
cu rbe i n esitu a t pe la tu rile  triungh iu lu i V I D ' .

Fie D punctul de intersecţie al tangentei (v) cu dreapta conjugată 
arm onic a dreptei I D '  fa ţă  de dreptele (IA) =  (d) şi (IV)  =(<). Considerăm 
conica (C) care trece prin punctul A  şi este tangentă la dreptele (t) şi (ID) 
în punctu l V, respectiv în D. D reapta (IA) — (d) intersectează pe (C) 
a doua oară în punctul B. Alegem o conică arbitrară (K) din fascicolul 
de conice tangente în punctul V  la conica (C) şi care trec prin punctele 
A şi B. Conform teoremei 4, curba polară generalizată a conicei (C) în 
raport cu К  — abstracţie făcînd de dreapta (VI) — este chiar cubica 
dată, deci am dem onstrat teorema.
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I II . Pe baza teoremelor 4 şi 5 pentru cubicele cuspidale putem  da 
mai multe metode de generare.

a) Se consideră o conică (C) şi tangenta (/) dusă la ea în tr-un  punct 
V (figura 1). D iutr-un punct I al tangentei (/) se duce o dreaptă (d) care 
intersectează conica (C) în punctele A  şi B. Notăm  cu D punctul de 
contact al celei de a doua tangente duse din I  la (C).

O dreaptă variabilă (g) care trece prin V  intersectează pe (d) în punc­
tu l N.  Fie T  al doilea punct de intersecţie al dreptei (D N ) cu conica (C), 
iar M  punctul în care tangenta dusă la (C) în punctul T  taie d reap ta  (g). 
Docul geometric al punctului M  este o cubică avînd pe V  ca punct cuspidal, 
pe I  ca punct de inflexiune ; d reapta conjugată armonic a dreptei (ID) 
faţă de dreptele (d) şi (IV)  este tangenta inflexională, iar d reapta (VD) 
este tangenta cuspidală pentru această cubică. Cubica este tangentă la 
conica (C) în punctele A şi B.

D e m o n st r a ţ ie . Considerînd dreptele (IV)  şi (d) ca o conică improprie 
(A-), luăm curba p o la ră  generalizată a conicei (C) în raport cu (A). Ca 
să dem onstrăm  eă această curbă şi locul geometric de mai sus se confundă, 
trebuie să arătăm  numai că polara punctului T  fa ţă  de (A) trece prin 
punctul M,  adică că biraportul (M, T, Q, R) este armonic, unde Q şi R  
sínt punctele de intersecţie ale tangentei duse în T  la (C) cu dreapta I V  
respectiv cu (d).

Notînd cu P  polul dreptei (d) faţă de conica (C) vom dem onstra mai 
întîi coliniaritatea punctelor Q, N,  şi P. Fie U, W , şi S punctele de in ter­
secţie ale dreptei (VD) cu dreptele (TM), (IT)  şi (d). Unui punct a rb itra r 
al dreptei (M T ) îi facem să-i corespundă conjugatul său faţă  de conica 
(C) situat pe dreapta (VD). Această corespondenţă fiind o proiectivitate 
între punctualele (MT)  şi (VD) putem  scrie c ă : (V, Q, T, R)  =  
== (W, V, U, P) sau fiindcă (W, V, U, P) =  (U, P, W, V) rezultă că 
(U,Q, T, R) — (U, P, W, V). Conform ipotezelor sínt valabile şi urm ă­
toarele egalităţi (U, W, V, D) — — 1 şi (P, S, D, V) =  — 1 (fiindcă pola­
rele punctelor U şi P  faţă  de conica (C) sínt dreptele I W  şi IS.  Folosind
ultimele două relaţii se poate ară ta  uşor că (U, P, W, V) =  (U, P, D, S),
de unde rezultă că (U, Q, T, R) =  (U, P, D, S). Deci între punctualele 
M T  şi VD  există o perspectiv itate în care perechile de puncte Q şi P, T  
şi D, R  şi S  sínt corespondente, deci dreptele QP, TD  şi R S  sínt concurente. 
Punctul de intersecţie al dreptelor TD  şi R S  fiind N,  rezultă că punctele 
Q, P  şi N  sínt coliniare. Proiectând acum punctele M, T, Q, R  din N  pe 
dreapta (VD) putem  scrie că (M, T, Q, R) ~  (V, D, P, S) şi ultim ul bi-
raport fiind armonic, rezultă că (M, T, Q, R) =  — 1 ceea ce am v ru t să
demonstrăm. Proprietăţile ulterioare ale locului geometric al punctului 
M  rezultă direct din teorem a 4.

O b s e r v a ţ ie . Folosind proprietăţile verificate în decursul dem onstrării, 
pentru cubicele cuspidale mai putem  da şi alte metode de generare :

b) O dreaptă variabilă (g) care trece prin V  intersectează dreapta 
(d) în punctul N.  D reapta DN  taie conica (C) în afară de D şi în punctul

3 — Babcş -Bolyai; Matematica-Fr/icd 1.1964
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T,  iar d reap ta  P N  intersectează pe I V  în Q. Focul geometrie al punctului 
de intersecţie M  al dreptelor (g) şi (TQ) este o cubică cuspidală.

c) O dreaptă  variabilă (g) prin V  taie pe (d) în Л' ; P N  intersectează 
pe I V  în Q. Tangenta dusă din Q la (C) (diferită de IV)  intersectează 
pe (g) în punctul M,  care descrie cubica cuspidală.

É vident că metodele de generare a), b) şi c) admit cîte un procedeu 
dual şi fiindcă cubica cuspidală este o figură autcduală, aceste procedee 
conduc to t la cubice cuspidale. în  cele ce urmează v< m folosi num ai duala 
metodei c).

c') Se dă o conică (C) (fig. 1), o tangentă (г) la (C),  o dreaptă (v) 
care trece prin punctul de contact D'  al tangentei (i) şi un punct P  pe 
d reap ta  (57) din care se pot duce tangentele P A  şi P B  la conica (C).

Fie Z  un punct variabil al dreptei (г). D reapta Z P  intersectează pe 
(AB)  în N.  Fie T'  cel de al doilea punct de intersecţie al dreptei (NU)

if i g. 1.
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cu conica (C'). Dreapta variabilă T'Z  rămîne tangentă la o cubică, avînd 
j»c- (?) ca tangentă inflexională, pe (v) ca tangentă euspidală ; punctul Г, 
conjugat armonic al celui de al doilea punct de intersecţie I)"  al dreptei 
(v) cu conica (C)  în raport cu punctele P  şi 1У, este punctul cuspidal, 
iar polul dreptei (v) faţă de (f ')  este punctul de inflexiune. Cubica rămîne 
tangentă la ((, ') în punctele A şi B.

Fiindcă metodele de generare c) şi c') se referă ammdouă la cubice 
cuspid ale, se pune întrebarea cum trebuie tă  alegem conicele (C) şi ((?') 
ca cele două cubice, generate cu ajutorul lor, să fie confundate ? Răspunsul 
îl dă urm ătoarea teoremă :

Т кош ш л 6. Fie (C) o conică tangentă la o cubică euspidală în două 
puncte A şi B,  iar (C)  transform ata conicei (C) printr-o omologie cu axul 
AB,  cu centrul în polul dreptei A B  faţă de (O , avînd caracteristica egală
cu 1 . I,uînd conicele (C) si (("), prin metodele de generare c) şi c') 

vom găsi punctele respectiv tangentele aceleiaşi cubice cuspidale.
D hmo.wstkaţih. Răstrînd notaţiile fig. 1, considerăm transform ata (C) 

a conicei (C) printr-o omologie avînd axul dreapta (d) =  {AB), centrul 
în punctul P  şi la care punctele 1) şi ТУ sínt corespondente. Folosind rela­
ţiile {]), ТУ, V, S) =- 1 şi (D, Г, P, S) =  1 se poate calcula că
(P, S', I), D') =  - , deci omologia are caracteristica igală cu — —•

a a
Iva metoda de generare <■') vom considera ca elemente constitutive conica 
(C'), (?) =  {ID'), ('«’) =  (I '/-*) şi punctul P . Z  fiind punctul variabil al dreptei 
(?), dreapta PZ  taie pe {AB) în Л". Ide T'  cel de al doilea punct de in te r­
secţie al dreptei (D'N') şi conicei {€'). Conform proprietăţilor metodei c'), 
dreapta T'Z rămîne tangentă  la o cubică pentru care (?) este tangentă 
inflexională, (v) tangenta euspidală, V punct cuspidal, / punct de infle­
xiune şi care este tangentă la (C') în punctele A şi B.  Conicele (C) şi (C) 
fiind tangente în punctele A şi B, cele două cubice generate prin metodele 
r) şi c') coincid.

In  continuare vom arăta  cum trebuie să fie alese elementele variabile 
(g) şi /f în c) si c') astfel ca punctul AI al cubicei construit prin metoda
c) să fie incident cu tangenta la cubica obţinută prin procedeul c),  adică 
cum p u tem  construi tangenta intr-un punct M  la cubica euspidală sau 
punctul de contact pe tangenta Z T '  la această curbă.

Alegem punctul Z  în punctul de intersecţie al dreptelor P N  şi ID'  
(figura 1). Vom demonstra că tangenta TZ'  trece prin punctul M.  Fa 
demonstrarea metodei de generare a) am văzut că {Q, R, T, M)  =  — 1. 
în  procedeul dual acestei proprietăţi îi corespunde (T 'D ' ,T 'P, t ' ,T 'M)  =  —- 1 
unde cu t' am notat tangenta dusă în T'  la conica (C'). Deci dacă demon­
străm  că (T 'D ' , T 'P,  t ' , T 'M)  . - 1  enunţul de mai sus este adevărat, 
T'Z  trece prin punctul M . Punctele T, T'  şi P  sínt coliniare, fiindcă în 
omologia care transform ă conica (C) în (C),  dreptele N D  şi ND'  sínt 
corespondente, iar punctele D şi 1У sínt omologe deci şi cea de-a doua 
pereche de puncte de intersecţie T, T'  a dreptelor N D  şi NI) '  cu conicele 
(C) şi (C)  trebuie să fie omologe si pentru aceasta ele sínt coliniare cu
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centrul de omologie P. De aici rezulta că tangentele duse în T  şi T'  la 
(C) respectiv la (C)  se intersectează pe axul de omologie (d), adică în 
punctul R. Conform ipotezei avem (F, S, D, D ’) =  — 1, din care rezultă : 
(NV,  NS,  ND, ND')  =  — 1. Interseetînd aceste patru  drepte cu tangenta 
(t) dusă Î11 T  la (C) putem  scrie că : (M, R, T, L) =  -- 1, unde cu L am 
no tat punctul comun al dreptelor (t) şi (ND'). Proiectilul punctele M, R, 
T, L  din T  vom avea :(T'M, T R ,  T L ,  T ’T) =  (T ’M, T U ,  T ’P) =  
=  (T ' U , T 'P,  t ', T 'M) =  — 1 ceea ce am vrut să demonstrăm.

Prin aceasta în cele din urmă am dem onstrat numai că T ’Z  este ta n ­
gentă la cubica cuspidală şi trece prin tr-un punct M  al ei. Este posibil 
însă ca M  să nu fie punctul de contact ci să fie cel de al treilea punct de 
intersecţie al tangentei cu cubica. Presupunînd că aşa este, în fiecare punct 
ar trebui să avem situaţie analogă. Considerăm cazul M  =  A.  Atunci 
dreapta T'Z  coincide cu PA,  despre care ştim  că este tangentă în A  la 
cubică. Deci si în poziţia generală M  va fi punct de contact al tangen­
tei T'Z.

Pe baza legăturii dintre metoda de generare punctuală şi cea ta n ­
genţială a cubicelor cuspidale putem  da încă o m etodă de generare cu aju­
to ru l căreia concomitent putem  găsi punctele unei cubice cuspidale şi tan ­
gentele corespunzătoare.

d) Se consideră (fig. 1) o conică (C)  şi o dreaptă  (v) care intersectează 
pe (C)  în punctele D'  şi D " . Eie V  un punct pe dreapta  (v), iar P  con­
jugatu l armonic al punctului D'  în raport cu punctele V şi D " . Polara 
punctului P  faţă  de (C)  intersectează pe (C'l în A şi fí. Notăm  cu I  
punctu l de intersecţie al dreptei (AB)  cu tangenta dusă în 1)' la conica (C').

O dreaptă variabilă prin V  taie pe А В  în A', dreapta ND'  intersec­
tează pe (C)  în T'  şi fie Z  punctul comun al dreptelor (NP)  şi (D ' I ). Punc­
tu l de intersecţie M  al dreptelor (T'Z) şi (g) descrie o cubică, la care T'Z  
este chiar tangenta în M.  Cubica admite punctul V  ca punct cuspidal, 
punctul I  ca punct de inflexiune, dreapta (v) ca tangentă cuspidală iar 
dreapta  (ID') ca tangentă inflexională. Cubica este tangen tă  la (C)  în 
punctele d  şi Ő.

Demonstrarea acestei metode de generare rezultă uşor din teorema 6.
Modul de generare d) al cubicelor cuspidale care contopeşte generarea 

punctuală şi cea tangenţială  se poate folosi în afară de rezolvarea m ultor 
probleme de construcţii referitoare la cubica şi la studiul j)roprietăţilor 
acestor curbe. O astfel de proprietate uşor dem onstrabilă e s te • urm ătoarea :

T eo rem a  7. Dacă o conică (C)  b itangentă la o cubică cuspidală în 
punctele A şi В  eoliniare cu punctul de inflexiune I  al cubicei este ta n ­
gentă şi la tangenta inflexională, atunci punctul de contact D' al acestei 
drepte se găseşte pe tangenta cuspidală (v). N otînd cu D "  cel de al doilea 
punct de intersecţie al dreptei (v) cu (C),  cu P  polul dreptei (Aß) faţă  
de (C)  şi cu V  punctul cuspidal, avem urm ătoarea relaţie (V , D ”, D ' , P) =  
=  -  1 .

în  încheiere vom demonstra o proprietate generală — după cîte ştim  
noi, încă necunoscută — a cubicelor cuspidale.
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T e o r e m a 8 . Notăm  cu V .şi I  punctul cuspidal, respectiv cel de infle­
xiune al unei cubice cuspidale (Г') cu (v) şi (i) tangenta euspidală respectiv 
cea inflexională. Fie M lt M., două puncte arbitrare pe cubică şi tlt t2 ta n ­
gentele corespunzătoare. Punctul de intersecţie al dreptelor M XV şi M %I  
este incident cu dreapta  ce uneşte punctele (l2, v) şi (tv  i).

D e m o n s t r a ţ ie . Folosind notaţia  M 2 =  .4, dreapta IA  intersectează 
cubica (Г') încă intr-un punct B. Se consideră conica (C') tangentă la 
dreapta (i ) şi bitangentă la cubica (Г) în A şi B. Conform teoremei 7, 
punctul de contact D ’ al conicei (C)  cu dreapta (?) se găseşte pe tangenta 
euspidală (v) şi avem relaţia (Г, I ) " , I ) ' , P) =  — 1, unde D "  este cel 
de al doilea punct de intersecţie al dreptei (v) cu (C),  iar P  polul dreptei 
(AB)  faţă de (C). Dar atunci (C)  satisface condiţiilor conicei de la metoda 
de generare d). Fie M x =  M  un jninct arb itrar al cubicei (Г'). Din metoda 
de generare d) rezultă că notînd cu N  punctul de intersecţie al dreptei 
(MXV) cu (AB),  cu T'  cel de al doilea punct de intersecţie al dreptei (A:D') 
cu conica (C)  şi cu Z  punctul comun al dreptelor (N P) şi (i), d reapta 
T'Z  va fi tangenta  tx dusă în M x la (Г'). Dar punctele P, N, Z  sínt co- 
liniare şi N  fiind punctul de intersecţie al dreptelor (MXV) şi (M2V), iar 
P =  (t2, v) şi Z  =  (fv i) teorema este dem onstrată.
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ПРИМЕНЕНИЯ ОБОБЩЕННЫХ ПОЛЯРНЫХ КРИВЫХ 
( Р е з ю м e )

В данной работе изучаются применения обобщённых полярных кривых, опре­
делённых в предыдущей работе автора ,1 , к изучению плоских кривых третьего 
и четвертого порядка. Доказываются следующие свойства: обобщённая полярная 
кривая одной коники по отношению к другой является квадрикой с 3 узлами перегиба, и 
любая квадрика с 3 узлами перегиба может образоваться таким образом. Обобщенная 
полярная кривая одной коники по отношению к другой касательной к ней конике, 
является кривой третьего порядка с точкой возврата, и можно найти таким образом 
любую кривую третьего порядка с точкой возврата. Используя эти свойства, в работе 
даются несколько способов образования кривых третьего порядка с точкой возврата, 
из которых один даст, одновременно, точки и касательные кривых третьего порядка 
с точкой возврата. На основе вышеуказанных свойств доказываются также несколько
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новых свойств кривых третьего порядка, среди которых и следующее самодвойствен 
ное свойство: обозначаем через V и I точку возврата и точку перегиба кривой третьего 
порядка с точкой возврата, а через (v) и (i) касательную в точке возврата и касатель­
ную в точке перегиба, а также через М,, М, две произвольных точки на кривой треть­
его порядка и через Tt , т.> соответствующие касательные. Точка пересечения прямых 
M| V, Mol и прямая, соединяющая точки (т,. i), 1т; . V) являются инцидентными.

APPLICATION'S ]>KS COl'RIiKS POLAIKIvS Ul'íXHKALISÍ-HS
( R e s  u in é)

Ces courbes polaires général isées ont été définies dans une étude antérieure de l'auteur 
; 1, ; on traite ici de leurs applications à l'étude des cubiques et des quadriques planes. Il dé­
montre les propriétés suivantes : La courbe polaire généralisée d'une conique par rapport à 
une autre conique est une quadrique à 3 noeuds d'inflexion, et toute quadrique à 3 noeuds 
d'inflexion peut être engendrée de cette manière. La courbe polaire généralisée d'une conique 
par rapport à une autre conique taugente avec elle est une cubique ouspidale. et toute cubique 
cuspidale peut être trouvée de cette manière.

Utilisant ces propriétés, l'étude traite de plusieurs modes de génération des cubiques cus- 
pidales, modes dont l'un donne concomitamment les points et les tangentes des cubiques cus- 
pidales. A partir de ces résultats, l'étude démontre quelques propriétés nouvelles de ces cubiques 
dont la propriété autoduale suivante : lvn notant respectivement par Y et I le point cuspidal et 
le point d'inflexion d'une cubique cuspidale, par (v) et (i) les tangentes cuspidale et infle­
xióiméiig, d'autre part par .1/, et .l/2 deux points arbitraires sur la cubique, et par tx et I., les 
tangentes correspondantes- le point d'intersection des droites Л/, Г et M.J et la droite qui unit 
les points (/,. il et (f.,, r) sont incidents



ŢESUTURI TERNARE' REGUŢATE

<ii‘
F. II.VH»

1. Ne propunem să determinăm o clasă de ţesuturi, form ate din pa tru  
familii de suprafeţe care verifică generalizarea pentru  spaţiu  a condiţiei 
de închidere Reidemeister ; apoi să punem în evidenţă cîteva proprietăţi 
ale lor şi să le clasificăm din punct de vedere topologic. în  cursul deter­
minării acestei clase de ţesuturi va trebui să rezolvăm ecuaţia funcţională 
care exprimă că un izotop al sumei este de forma f(x  +  y) +  f i (x)- Pentru 
aplicaţiile avute în vedere, vom căuta soluţii continuu diferenţiabile, iar 
în ultima parte a lucrării vom extinde soluţia aflată pentru  funcţii absolut 
continue.

în  lucrarea i7 am introdus noţiunea de ţesut spaţial abstract (sau 
ţesut ternar) prin generalizarea proprietăţilor geometrice ale unui ţesu t 
obişnuit, form at din 4 familii de suprafeţe [3] şi am a ră ta t că aceste ţesu turi 
sínt echivalente cu clasele de izotopie ale cvasigrupurilor ternare.

Reamintim, că un cvasi-gmp ternar (Q, F) (sau o АГ-algebrä) este o 
mulţime Q, pe care s-a definit operaţia ternară

t F(x, y, z) (1)
(notaţia prescurtată : t — xyz), inversabilă în raport cu x, y  şi 2 , adică 
pentru a, b, c, <i € Q ecuaţiile

F(x, b, c) - - d, F  (a, y, c) -= d, F{a, b, z) =  d (2)
au cîte o soluţie unică în Q. Dacă există elementul neutru e 6 Q, astfel ca

F(x, e, e) Fix, v, e) == Fie, e, x) =  x, (3)

(Q, F) se numeşte un loop ternar.
Cvasigrupurile ternare (Q, F) şi (K, G) se zic izotope, dacă ex istă  tran s­

formările biunivoce /, g, h, k ale mulţimii Q pe R, astfel ca
G[/(*), g(y), h(z)] ^  к Fix, y, z)], X . y . z e  Q. (4)

(R, G) este un izotop al lui (Q, F), iar sistemul de transform ări /, g, h, k 
o izotopie. Dacă mulţimile G şi F  coincid şi k este transform area identică, 
(Q, G) este un izotop principal al lui (Q, F).
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Mulţimt a cvasigrupurilor ternare izotope cu evasigrupul dat (Q, F) 
formează, prin definiţie, un testit ternar. Oricare cvasigrup din această 
m ulţime este un reprezentant al ţesutului ternar. Dacă un reprezentant 
este un loop ternar, el se numeşte un L-reprezentant. Un ţesut ternar are 
to tdeauna B-reprezentanţi [7].

vStudiul ţesuturilor revine la studiul proprietăţilor cvasigrupurilor, 
invariante la izotopii. Pentru scopurile lucrării de faţă, ajunge această 
caracterizare algebrică a ţesuturilor şi nu vom insista la caracterizarea 
gecmetrică, am intită la început şi care se găseşte în lucrarea [7].

Dacă Q este un interval al axei reale şi F  o funcţie continuă, (Q, F ) 
p o artă  numele de cvasigrup ternar real continuu, iar dacă, afară de aceasta, 
F  admite derivatele parţiale de ordinul m continue, (Q, F) este un cvasigrup 
ternar diferenţialii de ordinul m. Ţesuturile corespunzătoare reprezintă 
cazurile clasice şi se numesc ţesuturi ternare reale continue (sau ţesuturi 
de suprafeţe) respectiv ţesuturi ternare diferenţiabilc de ordinul m. (Studiul 
lor clasic se găseşte în [3].)

Alături de cvasigrupurile ternare continue vom considera şi cvasi- 
grupurile locale, care se definesc în felul urm ător : fie V x, V.,, V3 trei veci­
n ă tă ţi ale axei reale; se cerc ca funcţia continuă (1 ) să fie definită pentru 
A' € V \ , y  € F 2,z £  F 3 şi ca să existe vecinătăţile V x C  IŢ, F „ c F 2,F 3 C F 3, 
V 4 Э F (x 0, y 0, z0) (x0 ç V v y 0 e V 2, z0 6 V3), astfel ca pentru a ç V x ,
b Ç V 2 , c 6 V 3 , d £ V 4 , ecuaţiile (2) să aibă cîte o soluţie unică în l \ ,  V2 
respectiv  V3. Un cvasigrup local se va nota to t cu (Q, F). în  conformitate 
cu aceasta, avem un loop ternar local, dacă în particular V1 =  V2 =  V3 =  V, 
x 0 =  Уо =  гь =  e Şi condiţia (3) este satisfăcută pentru x Ç V. Dacă 
/, g, h, k din (4) sínt transform ări topologice şi (4) este verificat pentru 
orice x  £ Fj, y Ç V 2, z ç F 3, avem o izotopie locală. Un ţesut local se defi­
neşte  ca mulţimea cvasigrupurilor ternare locale, local izotope cu un 
cvasigrup ternar local.

Definiţiile date p îră  aici, sínt generalizări directe din teoria cvasi- 
g rupurilcr binare (obişnuite) [2], [5], [6], în care în locul operaţiei (1) 
avem  o operaţie binară. Un cvasigrup binar se zice regulat, dacă este izotop 
cu un grup, un ţesut bir.ar este regulat, dacă printre reprezentanţii lui se 
a flă  un grup. Condiţia de închidere a lui R e i d e m e i s t e r

este necesară şi suficientă pentru ca evasigrupul binar (Q, F) cir operaţia 
F(x ,  y) =  xy, să fie regulat. Condiţia (R) este invariantă la izotopii.

în  conform itate cu o teoremă celebră a lui U. K. J. B r o u w e r ,  
orice grup continuu, definit pe un interval real, este izomorf cu grupul 
ad itiv  al numerelor reale [4]. Rezultă, că orice cvasigrup real continuu 
regulat are o operaţie de forma

xy =  h 1 ./{.>) +  g(y)l, (5)
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unde /, g, h transform ă biunivoc şi continuu (adică topologic) intervalul 
Q pe axa reală. Teorema lui В r o u \v e r poate fi extinsă pentru  grupuri 
locale, definite pe un interval real (a se vedea ecuaţia funcţională a asocia­
tiv ită ţii în [11 ) ; deci orice cvasigrup local regulat are de asemenea o operaţie 
de forma (5). De aici se deduce uşor că ţesuturile obişnuite regulate coincid 
cu imaginile topologice ale ţesutului format din trei fascicole de drepte 
paralele. Aşadar pe această cale se obţine în mod simplu rezultatul clasic 
al lui Reidemeister.

Fie (Q, F ) un cvasigrup ternar şi : y un clement fix din Q. Operaţia 
binară (x, y) —* F { x , y , z n) defineşte un cvasigrup binar pe Ç, num it o 
secţiune z a cvasigrupului ternar (Q, F). Analog putem defini secţiunile 
x  şi secţiunile y.

In teoria clasică, un ţesu t de suprafaţă se zice regulat, dacă este ima­
ginea topologică a pa tru  fascicole de plane ; această definiţie revine la 
faptul că operaţia unui reprezentant oarecare este de forma

xyz =-- /c-3 [/(.r) -F g(y) — //(£)], (6 )

unde /, g, h, k sínt funcţii strict monotone şi continue. Condiţia necesară 
şi suficientă pentru ca un ţesut de suprafaţă să fie regulat este

*2УDi ^  UDA == л-iJV-s — -v,.v222 =  x2y\z2 =  x2y %zx (O)
(condiţia octaedrelor). Aceste ţesuturi se mai numesc şi ţesuturi octaedrale. 
Noi vom folosi această terminologie, term enul de regularitate fiind păstra t 
pentru o noţiune mai largă. în  lucrarea [7] am studiat regularităţi de 
diferite tipuri (regularitate 1, 2, 3 şi regularitate tare), iar în conform itate 
eu lucrarea [8] un cvasigrup ternar se zice regulat, dacă satisface urm ătoarea 
condiţie ele închidere, num ită condiţia lui Reidemeister generalizată :

ХтУ A  =  Хзуагя 
x&v-h =  -ЧУзЬ 
x iy 2zl — х3у4г3
•Tl>’l ~ 2  = ' х з У з г 4

Ч У 2 ~ 2  ■ Х 4 У 4 г 4- (RG)

Se vede că această condiţie este invariantă la izotopii, deci putem  defini 
ţesu tu l te rn a r ca regulat, dacă un reprezentant al său este regulat. S-a 
dem onstrat în [8] că fiecare din urm ătoarele condiţii este necesară şi sufi­
cientă pentru regularitatea unui ţesu t ternar :

a) Toate secţiunile x ale unui reprezentant sín t izotopi principali 
ai unui şi aceluiaşi grup, la fel secţiunile y  şi z (cele trei grupuri pu tînd  
fi diferite).

b) Un U-reprezentant verifică implicaţia
abc —• e => xyz =  (xbc)(ayc)(abz), a, b, x, y, z ç Q.

(Cînd utilizăm  condiţia a) ca suficientă ajunge să o cerem pentru un 
singur reprezentant, aşa cum s-a enunţat, iar cînd ea apare ca o condiţie 
necesară, putem  s-o aplicăm pentru  fiecare reprezentant. O observaţie 
analogă e valabilă pentru B-reprezcntanţii din condiţia b).)
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în  lucrarea [1 0 _. s-a mai dat o a treia condiţie necesară şi suficientă :
c) Operaţia ternară  a unui L-reprezentant se poate scrie în trei moduri 

cu ajutorul unor operaţii de grup v о у, x * у, x \  у (x°, x*, ,rv notează 
elementele inverse ale lui .v în cele 4 grupuri, definite pe aceeaşi mulţime 
ca şi L-reprezentantul) :

xyz =  (X v y )  O y° o (y * z) -- (x у  у) if. x * if (x o z) =  (x oz)  y z V  v ( y * z ) .  (7)

în  lucrarea 0 0  s-a studiat mai am ănunţit cazul particular al ţesu­
turilor regulate continuu diferi nţiabile de ordinul întîi. în  acest caz 
L-reprezentanţii sínt de forma

■w: o 1 9 (.v) - o(_v) — o (.:)], (8 )

unde 9  este o funcţie strict monotonă, care admite derivată continuă. 
Un loop ternar cu operaţia (8 ) este un grup ternar. în  aceeaşi lucrare s-a 
a ră ta t că ţesuturile  locale regulate, continuu difere nţiabile de ordinul 
întîi, au operaţia L-reprezentanţilor de forma

9 (a) ; k

9 1 ;) 9 (,n  — k

unde 9  are semnificaţia de mai sus, iar к este o constantă diferită de 1 . 
Invers, pentru orice astfel de 9  si k, formulele (8 ) şi (9) definesc evasi- 
grupuri ternare (locale) rigulate. Acest rezultat s-a obţinut prin rezolvarea 
sistemului de ecuaţii funcţionale (7), funcţiile necunoscute fiind o , * şi y.

în  lucrarea de faţă vom arăta că ţesuturile locale, continuu diferen- 
ţiabile de ordinul întîi au acei aşi structură  (8 ) şi (9) în condiţii mai largi 
decit regularităţi a. Ş i  anume vom admite că secţiunile ;v şi у ale unui L- 
reprezentant sínt izotopi principali cu cite un grup. Y a rezulta ca o conse­
cinţă că secţiunile 1 sínt şi ele izotopi principali cu un grup.

Pentru a ajunge la acest rezultat л о т  rezolva pe parcurs ecuaţia 
funcţională

/' V +  v) -j- ţ A(x) -- Ф p(x) +  i/fy) . (10)

provenită din primii term eni ai relaţiei (7), unde o şi * sínt operaţii ele 
grup, iar ^  o operaţie de loop. Cele cinci funcţii clin ecuaţia (10) sínt funcţii 
necunoscute, presupuse continuu diferenţiabile şi strict monotone (cu 
excepţia lui Д). Ecuaţia  (10) fiind interesantă şi în sine, vom da în ultim a 
parte a lucrării soluţia ei în ipoteza de continuitate absolută. Soluţia 
astfel extinsă nu o vom aplica la teoria ţesuturilor din următoarele motive : 
1 . s-ar obţine o clasă de ţesuturi, care se situează între cele continue şi cele 
diferenţiabile, greu de precizat şi fără interes deosebit, 2 . generalizrea 
făcută o considerăm provizorie, căci avem impresia că soluţia ob ţinu tă  
se extinde la cazul continuu.



Ţe s u t u r i  t e r n a r e  r e g u l a t e 43o

Din structurile (8 ) şi (9) ale ţesuturilor regulate (globale respectiv 
locale) decurg, iu ipoteza de derivabilitate continuă, o serie de proprietăţi :

Pentru un ţesut global condiţiile (RG) şi (O) sínt echivalente. Ţesutul 
fiind local, condiţia (O) atrage (RG), dar invers nu.

Să considerăm în spaţiul euclidian tridim ensional 4 fascicole de plane 
şi să ne restrîngem la un domeniu care nu conţine niciun punct din supor­
turile acestor fascicole. Imaginile topologice ale acestor ţesuturi coincid 
eu ţesuturile cu proprietatea (RG).

Toate ţesuturile octogonale sínt topologic echivalente. Ţesuturile 
locale regulate se îm part în 5 clase de ţesu tu ri topologie echivalente.

2. Fie ((Л F) un P-reprezentant al unui ţesu t ternar. Xotăm pre­
scurtat

t F(x, y, 2 ) ----- .rye, (11)
şi fie e elementul neutru. Presupunem că are loc următoarea proprietate

Tonic secţ iuni le X sínt  i wt o f n  pr inc ipi  d i  ai  u n n i  şi  aceluiaşi  ţ 
%ntp,  de asemenea secţ iuni le  r. j

Proprietatea P  nu depinde de I,-reprezentantul ales, deci aparţine ţesutului.
Avem

.ev-- 9 ,(.v, у) o Vi(.V, :).
unde * şi o notează cele două operaţii de grup, o(x, y), y(.v, z) funcţii 
inversabile de у respectiv z, cînd x este fixat, iar y x{x, у), фх(у, z) funcţii
invcrsabile de x  respectiv e, cînd y este fixat. Putem  admite că elementul
neutru al grupului (Q, * ) este e, căci dacă acest element neutru ar fi 
s yC e, n-avem decît să trecem la un grup izomorf prin transform area
Tx  —• .V * s“ 1, x Ç Q. Pa fel admitem că grupul (Q, o) are elementul
neutru e.

A rătăm  întîi
cyz - у * xez - .v o :. ■ (13)

Din (12,) se obţine
г =  eez ----- o(e, e) * ù(e, z) 
y -  eye - o (с, у) * <L(e, e),

de unde

?(g у) -=-■= y * № • <■')*> 'Te  ~) ?(e  P* * 2
(.V* notează elementul invers al lui x  în grupul ((4, *), iar .г° în grupul 
((Л o ) ;  deci (12,) devine pentru  ,v .- c

eyz =  у  * y(e, e)* * 9 (1’, e)* * c.

înlocuind aici y e, z — e, se determ ină Ç(e, e)** <p(e, e)* — e ; aşadar 
prima formulă (13) este stabilită  ; le fel se obţine formula a doua.
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înlocuim  în (12j) y =  e şi ţinem  seama de (13) 

x o z =  y(x, e) * ф(.т, z),
deci

P(x, z) =  <p(x, e)** (x о z) 
xyz =  cp(.r, y) *<p(x, e)* * (x о z).

Relaţia (14) devine pentru z =  c

<p(x, y) * o(x, e)* * x =  xye.

Notăm  operaţia binară

xye =  x xj y,

care defineşte un loop pe Q. Din (14), (15) şi (16) se obţine

xyz — (x y  y) * x* * (x o z). (17)

în  mod analog obţinem

xyz  =  (x y  y) О y° о (y * z). (18)

Reciproc, dacă un loop ternar (Q, F) admite descompunerile (17) 
şi (18), secţiunile л; şi y sín t izotopi principali ai grupurilor (Q, * ) şi (Q, o), 
deci (Q, F) adm ite proprie ta tea  P.  Astfel am dem onstrat

I íEMA 1. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un loop ternar (Q, F) 
să aibă proprietatea P, constă în existenţa simultană a descompunerilor (17) 
şi (18) cu două operaţii de grup *, o şi o operaţie de loop y.

P en tru  a cunoaşte mulţimea loop-urilor ternare cu proprietatea P  
va trebui deci să determ inăm  operaţiile de grup * şi o şi operaţia de 

loop binar y, astfel ca să verifice ecuaţia funcţională

(x y  y):{: x* * (x o z) =  ( V y  y) O y 0 о (y * z) (19)
pentru  x, y, z ç Q.

Să considerăm, pentru  un moment, cazul particular

.г y  y =  x о y. (2 0 )
Ecuaţia (19) devine

x  о (y * z) =  (x O y) * X* * (x O z)
sau

V* * [x о (y * z) ] =  X* * (x о y) * x* * (x O z).

(14)

(15)

(16)

Folosind notaţia

T  Ay) -  .r** ( . toy),
ecuaţia funcţională devine

ТАУ * г) =  T Ay) *■ T  Az),

(21)
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deci T x este un automorfism al grupului (Q,*). Ţinînd seama de formula 
(2 1 ), avem

* о y •= X * TAy)  (2 2 )

şi putem  enunţa
P u m a  2. Dacă grupurile (Q, *) şi (Q, o ) sínt legate cu relaţiile (19) 

şi (2 0 ), atunci operaţia de grup o se deduce din operaţia de grup * prin 
intermediul formulei (22). unde T  este tin automorfism al grupului (Q, * ), 
care depinde de x.

îl. Să particularizăm  mulţimea Q la un interval 'al axei reale, iar 
(Q, F) la un loop ternar continuu. Pentru  a plasa însă acest stud iu  într-un 
cadru mai general, nu vom mai presupune că (Q, F ) este un loop global, 
ci unul local.

Observăm întîi că demonstraţiile celor două leme stabilite sínt vala­
bile şi pentru un loop ternar local. In  definiţia proprietăţii 1’ urmează 
să considerăm secţiunile x şi y pentru x respectiv y luaţi a rb itrar dintr-o 
vecinătate a elementului e. Sínt valabile deci următoarele leme :

P uma P. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un loop ternar 
local (Q, F) să aibă proprietatea P, constă în existenţa simultană a descom­
punerilor (17) şi (18) cu două operaţii de grup binar local* şi o şi o 
operaţie de loop binar local y.

P uma 2'. Dacă grupurile locale (Q, *) şi (Q, o ) sínt legate cu relaţiile 
(19) şi (2 0 ), presupuse valabile pentru o vecinătate a elementului neutru atunci 
operaţia o se deduce din operaţia* prin intermediul formulei (2 2 ), unde 
T x este un automorfism local al grupului local (Q, *), care depinde de a.

P'ie (Q, F) un loop ternar local cu proprietatea P. Putem  aplica lema 1', 
iar pentru  cele două operaţii o şi * avem

x o y  =  g - 1 [g(x) +  g (y) ] 
x *y  =  h~l [h{x) +  h{y)],

a şi y  fiind arbitrare într-o vecinătate V a elementului e. Funcţiile /  şi g 
îl transform ă topologic pe V  într-o vecinătate a lui 0. Avem

Şi

Ţinînd seama că

g(e) =  0 , h(e) =  0  

g{x°) =  -  g{x), h(x*) =  -  h[x).

(24)

g{Xl ox°2o x3) =  g{Xl) -  g(x2) +  g(x3) 
h(X l* x2 * x3) =  hţxA — h(x2) +  h(x .ţ), 

ecuaţia funcţională (19) devine

g ^ \ g { x v  y ) - g ( y ) + 8 l r l  [% )  +  4 Z)Ÿ) =  h ^ {h {x x jy ) -d i { x )F h {x o z ) } .  (25)
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Deosebim două cazuri :

a) g(x'çy) g (у) и и depinde de y, urica ее ar fi x (■ V.

Avem
£ ( - ' T ) ’ ) -  &{y) =  Ф (*)  ;

înlocuind у e, deducem ф(х) g(xye) — g{e) --- g(x), deci

■w>’ - -  d \ Ф )  Ь a(y)í x °y
Diu Ierna 2 ' obţinem

.voy -• .V* Y\ij ).

unde '1\ -- T  este un automorfism local al grupului local (Q,*), adică

i (y * i) -  Т(У) * T{z), y, z € V
sau

YVi" 1 [h{y) -i h{z)■ -  h 1 J i î \ y )  +  hT(z) j.

Scriind h(y) — u, h(z) == v, n şi v sínt numere reale oarecare, suficient 
de mici şi

h'Yh l (u -{- — hTh !(u) -f- h'Yh l (v).
Deci

h'Yh"l (u) C(v) • г»
Г / ’ti.vi Л -'.Г (.г)- /dy)j (26)

л- о у =  h ' [h{.х) -f- С(х) ■ /i(y) J.

Dar X о y — y о X,  deci

ä(x) -t- C(x)h(y) - h(y) -i- C(y)h(x) ; 

punînd aici y — y0, obţinem

С (л ) --- íiA(.r) -ţ- 1, (27)
unde constanta a C(y0) 1 .

Dacă a =  0, obţinem C(x) -- 1, ,v о у — .r * у - - vyy şi

F(x, y, z) =ч v o y  o r  - h~l [h{x) — h(y) -f h(z) j, (28)
deci iu acest caz (Q, F) este un grup ternar.

Dacă a şz£ 0, formula (26) devine

v o y  --- h~l [ah(x)h(y) ~r h(x) +  A(y)j, 

iar operaţia loop-ului ternar local (Ç, F)

F(x, y, z) — X o (y* z) =  h 1 {a ■ h(x)\h(y) — )i(z) ] +  h(x)+h{y)  +  A(z)}.
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Pulem scrie

hF{x, y, z) ui ■ h(x) - ! h(y) ----- h{z) ■ li(x)
sau

a ■ fiF(x, y, z) -f- I — a ■ h(x) • 1 (]rt ■ h(y) — 1 -г Г«Л(-)-г1 ] 1 ).
Notînd

9 (.r) a ■ h(x) -i- 1 , (29)

<p este o transform are topologică a miei vecinătăţi a lui c în axa reală, ca 
si h, şi avem

9 (c) ab(y) -r 1 -=- 1Ş1 ЩХ, y, Z) =: 9 - ' ( 9 (x) to(y) -  o(z) -■ 1 ;>. (30)

Rezumînd acest caz a), enunţăm
PiîMA 3. Un loop ternar local (Q, F), care admite descompunerile (17) 

şi (18) cu trei operaţii dc grup local*, o , y, dintre care ultimele două 
coincid, are o structură determinată de formulele (28) sau (30), unde h res­
pectiv 9  sínt funcţii continue şi strict monotone. Reciproca este evident ade­
vărată.

Formula (28) atunci şi numai atunci este valabilă, dacă cele trei ope­
raţii * , о , у  coincid.

Loop-ul ternar local cu structura (28) poate fi considerat cu restrîn- 
gerea unui loop ternar global. Dimpotrivă, un loop ternar local cu struc­
tu ra  (30) nu poate fi extins la un loop ternar global. în tr-adevăr, se vede 
din (30), că dacă <p(x) >  1, 9 F(x, x, x) >  [<?{x)i2 şi astfel în cazul loop-ului 
ternal global definit de (30), y(.r) trebuie să ia valori oricît de mari, de
asemenea valori oricît de mici. Iar, dacă <p(y0) - 9 (2 ,,) =  —, F(x, y 0, z„)

ia aceeaşi valoare 9 ~ J(0 ), oricare ar fi x, ceea ce e în contradicţie cu con­
diţia  (2). Deci are loc

I/KMA 4. Un loop ternar global continuu (Q, F), care admite descom­
punerile (17) şi (18) cu trei operaţii dc grup«,  o ,  y, dintre care ultimele 
două coincid, are o structură determinată dc formula (28), deci este un grup 
ternar şi toate cele trei operaţii « , o , у  coincid.

b) Există xK Ç V  astfel ca g{xn \ y )  — g(y) 9 ^ const. înlocuim  iu 
relaţia (25) x =  x 0

g(xn y  >') - g{y) F  gh- l \h(y) -r h(z) j =  gh -1 {h (x0 y  y) -  h(x0) +
F h ( x 0oz)}.  (31)

Notăm
/ eh ' (32)

h(y) =- и. h(z) =  V ;
и şi V sínt valori arbitrare dintr-o vecinătate suficient de mică a originii. 
Ecuaţia (31) devine

f(u -r v) -r /j (n) =  t\p(n) — (](v)}, (33)
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nude s-a notat

fi(u) =  g[*oVA_1(M)] -  gh~l {u) const.
-p[u) =  h [ x 0 v ă - ’W ;. q{v) =  h[x0 o h ^ ( v ) ]  -  h(x0).

IviîMA 5. Un loop ternar local cu proprietatea P are sau structura (28) 
sau (30) sau se bucură de proprietatea următoare : operaţia lui poate f i  scrisă 
sub formele (17) şi (18) cu grupurile locale o şi * furnizate de (23), iar 
funcţia f, definită prin (32), satisface, pentru и şi v suficient de mici în 
valoare absolută, ecuaţia funcţională (33), unde f, p, q sínt funcţii continue 
şi strict monotone şi Д o funcţie continuă, care nu se reduce la o constantă.

4. Vom rezolva în punctul 5. ecuaţia funcţională (33) în condiţii mai 
restric tive  : vom căuta funcţiile necunoscute /, p, q, f1 în clasa funcţiilor 
care adm it derivată continuă. Pentru  a putea apoi aplica această soluţie 
la loop-urile ternare locale diferenţiabile, vom avea nevoie de

P uma 6 . Fie

g(x o y) - -- g(x) -j- g(y) (34)

şi să presupunem că funcţia g este continuă şi strict monotonă pe intervalul I , 
valorile lui g îl conţin pe 0  şi funcţia G(x, y) =  x o y  admite derivata par­
ţială G'x(x, y) continuă pentru x ç I , y  ç / . Atunci există o vecinătate a 
lui e =  g~*(0 ), conţinută în I, pe care g admite o derivată continuă.

I) e m o n s t r a ţ i  e. Avem

G(x, e) -= x o e — x 
G'x (x, e) =  1,

deci există o vecinătate a lui с V e С  I,  astfel ca

G'x (x, y) >  0, dacă x, y Ç Ve.
Form ula

'- ''/ '(л . У) \ ' G'x (x, y) =  g'(x) (35)
este valabilă dacă x, у  6  V f şi g'(x) există. Ori g’(x) există în punctele 
lui V c, dacă facem abstracţie de o mulţime de puncte de măsură nulă. 
Ţinînd seamă că G(x, y) este un grup local, există VeC V e astfel ca pentru  
a € V'e, c ç Vi  ecuaţia

G(a, у) =  c (36)
are o soluţie y  în Ve. Fie acum a Ç V ’e astfel ca g'(a) să existe, c element 
oarecare în V'e şi y 0 soluţia ecuaţiei (36). Pentru x  =  a, y — y 0, relaţia 
(35) devine

g'(c) ■ G'x(a, y 0) =  g’(a), (37)

de unde rezultă că g'(c) există pentru  c € V'e. Păstrînd pe a fix în (37) 
şi făcînd pe y 0 şi c să varieze, astfel ca să avem mereu G(a, y 0) =  c, se 
deduce din continuitatea funcţiilor G si G'x că g' este o funcţie continuă 
în V I
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Consecinţă . Dacă (Q, F) este un hop  ternar local, continuu diferen- 
ţiabil, atunci funcţia f, dată de formula (32) admite o derivată continuă 
în vecinătatea originii.

5. Vom rezolva acum ecuaţia funcţională
f{x +  У) F  fi(x) =  Ф|lp(x) +  q(y) ], X,  у  € /  (38)

care conţine ecuaţia (33), ca un caz particular. î n  ecuaţia (38) figurează 
cinci funcţii necunoscute. Am trecut de la ecuaţia (33) la (38), pentrucă 
această din urm ă prezintă interes şi în sine, membrul al doilea fiind un 
izotop oarecare al sumei şi astfel prin ecuaţia (38) se determ ină izotopii 
sumei de forma f(x  +  y) -f- f^x) .

Căutăm soluţia (/, Ф, p, q, f) astfel ca primele patru  funcţii să fie 
strict monotone şi cu prima derivată continuă în intervalul / ,  care conţine 
originea, iar a cincea funcţie Д (a cărei clerivabilitate continuă rezultă 
imediat) să nu fie o constantă, l ’rin această ipoteză ultim ă excludem soluţia 
trivială Д =  const, /  oarecare, Ф =  /, p(x) =  q(x) — x. Se presupune 
de asemenea că domeniul de definiţie al funcţiei Ф conţine valorile 
p(x) +  q(y), X, у  €

Derivînd ecuaţia (38) în raport cu x şi у  obţinem 
f'{x -f y) -  f\(x) =  Ф,rp{x) F  q{y)]p'{x)

f'{x -  У) -= Ф' lp(x) +  q{y)]q'(y). (39)
P'uncţiile /" şi q' nu se anulează în I.  îu tr-adevăr, dacă am avea y 0 ç I, 

Ч'{Уо) = 9 ,  atunci f'{x +  y0) - - 0 pentru orice x ç I,  în contradicţie cu 
monotonia strictă a funcţiei f(x). Din f'(c) — 0 rezultă Ф’ [p(x) -f-^(c — #)] = 0 , 
ceea ce înseamnă că Ф' se anulează pe un interval, adică o contradicţie.

Prin îm părţire obţinem din (39)
_ J  ___ A(.V) _ 1_______ 1_

f '{x  ■■ v) / j  (.v) ч'(у) f^ x )

sau notînd G . = 1//', P  =  p ’\f\, Q ^ 1 jq’, R  =  — 1 //,,
G(x -f y) - P(x)Q(y) +  R(x), (40)

unde G şi Q sínt funcţii continue pe / ,  P  şi R  funcţii continue pe un 
interval Г  C  / . în  aceste condiţii funcţiile P, Q. R, G sínt indefinit deri- 
vabile [9(. Obţinem, prin derivare în raport cu y, ecuaţia funcţională

G'(x -Í- y) P(x) ■ Q'(y) 
şi se- cunoaşte că soluţia generală a acesteia este

G'{x) аус\,
unde «j şi Cj >  0 sínt constante. Deci

G(.r) -- +  bv

a.,t J ; - uv
f(x) — к lu (ac1 -j- b) (41)

(a2, bv я ÿé 0 , b, k () şi c > 0  sínt constante).

4— Babeş—Bolyai: Mcitemalică-Fi/icd I 19í>4
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Aşadar, o funcţie /, care verifică ecuaţia funcţională (38) împreună 
cu patru  funcţii din clasa de funcţii specificată, este de forma (41). Pentru 
aplicaţiile în teoria ţesuturilor ne ajunge funcţia f  (x). Dar ecuaţia (38) 
este in teresantă şi independent de această aplicaţie, precum am observat, 
de aceea trecem acum la determ inarea celorlalte patru  funcţii necunoscute. 

Scriind p(x) — u, q(y) =  v ecuaţia (38) devine

Ф(м +  v) - t i p l i n )  —
care are exact aceeaşi s tructu ră  ca şi ecuaţia (38), iar condiţiile impuse 
pentru  p şi q a trag  aceleaşi condiţii pentru f> 1 şi </ 1. Rolul lui /  fiind 
preluat de Ф, avem

Ф(jc) == k' In (a'c'x +  b’), (42)

unde a' şA 0, k'  0, c' >  0 sin t constante. Cele 8  constante, care figurează 
în expresiile (41) şi (42) nu sínt independente. Notînd

k =  fc'oc, c’ =  cP, ţp(x)  =  p\(x), ß?(y) 6/i(y), f2(x) =  e*/(

şi înlocuind expresiile (41) .şi (42) în ecuaţia (38), obţinem

[(acx~v +  b)f2(x)]% ---- a'ct’'l-'! : q'{y) +  V . 

K cuaţia (44) furnizează pentru  x =  0

a c<h{y) A (ar -  b f  -г В  ;
astfel (44) devine

\{acx+v+ b)f2(x) |a - .1 (ar' +  b)° -p B]cMx) +  //.
Considerăm aceeaşi ecuaţie pentru у =  0 şi le îiupărţim

{acx l'y +  b)a J(<icy -I- b f  +  ß Jcpi<-x) -I- b ’.!(« • !- b)a + B cpM -!- //
după un calcul simplu rezultă că

iacx+y Uu' hf
(acy -I bf  -  I<i M funcţie de .v.

X (*)

Notînd p(x) =  (acx -'r  b)%, avem
■ţ(v п yU')4(.v) v«>)

Ф ( *  +  у) ----- х ( * ) ! Ф ( у )  -  v ( ° ) ]  +  Ф(л')-
Această ecuaţie este de tipul ecuaţiei (40), deci

’b(x) — /1 , y 1 ~  — (acx -}- b) ° ;
rezultă (după derivare)

a  -= 1.

(44)
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Relaţia (44) se seric

( « с ' ' ' '  -( b)f.,(x) ac1’1'11 ‘:'<v) - f  b‘ ; ( 45 )
înlocuind л - 0 , obţinem

c"'(v) - -- r  +  b'bv (46)
".

unde al şi bl sínt constante. Dacă by -- 0, rezultă uşor că toate funcţiile 
necunoscute sínt liniare, bă presupunem acum că by^zzO. Scădem din 
(45) aceeaşi ecuaţie pentru v O ; ţinînd seamă de (46) şi simplificînd 
se* obţine-

/■A-v )  - a\
ecuaţia (45) devine

c />,(0 . . .  <*'<> 
axhf c 1 a'by.

Aşadar

f(x) к In (ac' - b)
Ф ( л - ) к In ( a'c‘’ -  V)
PA') j l o g ( a’h —X f]- с а Ьл"F
? < - v ) ! i « . g  (  "  Ï ■ l  " l cx T b'by J
hH к In 1 Í  ' i

Se constată prin înlocuire că funcţiile (47) verifică ecuaţia funcţio­
nală (38).

T kok km a 1. Soluţia generală a ecuaţiei funcţionale (88) in clasa func­
ţiilor siriei monotone şi continuu diferenţiabilc pentru j, Ф, p, q şi pentru 
/j ẑf const., este dată de formulele (47), unde « ^ 0 ,  a'yăO, d y ^ O ,  
b, b' yăzQ, by, к, ß 0  şi с >  0  sínt constante arbitrare sau toate funcţiile
soluţiei sínt liniare.

Soluţia generală a ecuaţiei (33) se obţine din soluţia (47) a ecuaţiei 
(38) punînd a' ----- a, b' b, ß ~~ 1.

(î. Fie iarăşi (Q, F) un loop ternar local, continuu difereuţiabil, cu 
proprietatea P. Să presupunem  că structu ra  lui nu se exprim ă cu for­
mulele (28) şi (30), adică ne plasăm în cazul b) al punctului 3. în  confor­
m itate cu Ierna 5., operaţia acestui loop admite descompunerile (17) şi 
(18), unde operaţiile o si * sínt date de (23), iar funcţia (32) / — gh~l 
are forma (41) (s-a ţinu t seama de consecinţa lemei 6  şi teorema 1).

Acuma sîntem  în măsură de a determ ina operaţiile binare o, * si 
\7 şi apoi operaţia ternară  F(.r, v, :).
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Să notăm ф(.г-) =  c*<*) ; (48)
atunci tp(e) =  chW =  1 şi (23z) devineл-* у =  ср̂ 1[ф(л:) • ф(у)j. (49)
Mai departe,

g(x) =  fh(x) =  k In (achi-x) +  b) =  k In [йф(.г) +  b] ; 

punem condiţia g(e) =  0 , ceea ce conduce la

6 = 1  — a.

Operaţia o se exprimă după formula (23j) în felul urm ător :

k In [яф(.г'оу) +  1 — a~\ — k In [яф(л:) +  1 —я] +  k In [яф(у) +  1 —я]
х о у  =  ф -Чйф ^'М у) +  (1 -  й)[<?{х) +  ?(>’) -- 1 ]>- (50)

înlocuim  expresiile (49) şi (50) ale operaţiilor * şi o în ecuaţia (19)
яф(д- V у) 9(у) 9(.г) -h (1 — я) 'ç(* V .v) -  9O') I- 9O') 9О) __

«9(.п • 1 - яçl.r \7 v) { «p(.r) 9!;) ■ ( 1 — «I o m  -■ 91.'! 1 } (’ ’ l)
9 ; V)

Această relaţie determină operaţia у  :

sau punînd

Г у  у =  ф 1 9 ! -v 9  (У1яф(д) ç(_v) — «9 (r) — «9(91
poate fi pusă sub forma1 -  “ ! 1 1- -j- a Í 1 ■■ a

9í,r V y) 9 I 1 ofri
у (x) - = e x p 1 -■ f! 9! A) — a ’

(52)

avem
v(* v y ) =  ÓM — v(y), (53)

deci (Ç, v) este local izomorf cu grupul aditiv al numerelor reale.
Formula (17), saucci doi membri ai egalităţii (51), furnizează expresia

?I 7(x . У, z) =" -  ?(У) 

sau notînd (1 — a) ja = k

F(x, y,

>(?{■ ) ?( .1 — (1 — al 9 ' 0"9 î 1 9I.V 1 - «9 1 ' "9
,, -1 9  (0

oi-10 h ■ '
9 1 1 ' 1• t.

1
9  (y) 91.19 ev) -- 1 (54)
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T eorem a  2. Un loop ternar local (Q, F) continuu diferenţiabil, cu pro­
prietatea P are sau structura (28) sau (54), unde k este o constantă diferită 
de — 1 şi <p (respectiv h) o funcţie strict monotonă şi continuu diferenţiabilă, 
care transformă o vecinătate a lui e intr-o vecinătate a axei reale, care conţine 
punctul unitate (respectiv originea).

Trebuie să arătăm  numai că struc tu ra  (30) este conţinută în (54), 
ca un caz particular.

Să observăm întîi că în formula (54) variabilele x, y, z au un rol 
simetric [1 0 ]. în tr-adevăr, scriind

?(*)
I

9iM Şi k
1

obţinem

şi scriind

obţinem

F{x, y, z) =  cp,

<Pi(*) =  { h  +  l)<p2(*)

F{x, y, z) =•= ф2 - 1

<Pi(v) - , 9iD) - 1n%
<PiM +

1 <pd*) -  1

<Pi(d <Pi(-v) + *1

-  h şi kx = -  -  
^2

9-2V) -i , -  1 k292U) + *2
1 9з<г) -  1

92(.t) <p, (г) -I k.

(54')

(54” )

Valorile k =  0, — 1, oe se transform ă în k1 =  oo, —1,0 şi k2 ----- —1, oo, 0. 
Valoarea k == — 1 este excepţională, ea corespunde la a — со şi formula 
(54) nu dă un loop ternar. Dar k — 0 sau oo pot fi considerate.

Punînd în formula (54) şi în cele deduse prin schimbarea rolurilor 
variabilelor k =  0 sau со, se obţin structurile analoage cu (30).

Din teorema 2 deducem imediat
T eo rem a  3. Dacă secţiunile x şi у ale unui loop ternar local, continuu 

diferenţiabil, sínt local izotope cu cite un grup, atunci şi secţiunile z au 
această proprietate. 7

7. în  acest punct vom aplica teorem a 2 la teoria ţesuturilor locale, 
continuu diferenţiabile, pe care le vom numi ţesuturi T. Ţesuturile T  
sínt form ate din patru  familii de suprafeţe, continuu diferenţiabile, aşezate 
într-un domeniu D al spaţiului euclidian tridimensional. Dacă domeniul 
D cuprinde întregul spaţiu, avem un ţesut global T, în caz contrar un 
ţesut local T .

După cum am a ră ta t în punctul 1, un ţesu t T  este octogonal, dacă 
verifică condiţia (O); el este regulat, dacă verifică condiţia (RG). Ţesuturile 
T  octogonale sínt topologic echivalente cu un ţesu t format din 4 fascicole 
de plane paralele.
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^ - r e p r e z e n t a ţ i i  ţ e s u t u r i l o r  loca le  T  r e g u la te  a u  p r o p r i e t a t e a  1 \  d ec i  
li se p o t  a p l ic a  t e o r e m a  2, a ş a d a r  a u  o p e r a ţ i a  d e  f o r m a  (28) s a u  (54). 
R e z u l t ă

T k o k  км л 4. Un ţesut local T  regulat are un reprezentant de forma 

t _  • V  + ^  + " . , (55)
4,.v -Í Ii.,у  4■ C , z  D 3 '

unde A ,, B,, C it D ,, i 1, 2 sínt constante. Invers, orice ţesut local definit 
prin formula (55) este un ţesut local T  regulat.

Intr-adevăr, dacă formula (28) este valabilă, aplicam izomorfismul 
h(x) —* X şi obţinem formrlla (55) cu A l — / ',  C\ I)2 1 si I ) l
— A., В., C., — 0. Dacă formula (54) is te  valabilă, aplicăm izotopia

AAyy  1 

<pW 4- /<
1

ş i r -+y> (Z)

şi se obţine o expresie de forma (55).
Reciproc, dacă se dă (55) şi А.г : В., С.,

?(<) -* t

О, (55) este izotop cu
t - .г 4- y  -j- z, (56)

c a r e  e s te  t o c m a i  (28) c u  h(x) x.
D a c ă  A . ,  />’, Г ,  ~=• 0  ( a tu n c i  în  m o d  n e c e s a r  . 4 , ^ - 0 ,  B 2 ÿ z£ 0,

C2 căc i  a l t fe l  (51) n - a r  de f in i  u n  ţ e s u t )  s a u  .1 , - B., C2 — 0, (55) 
e s te  iz o to p  cu

/ ■■■■■' .  (57)
•V

Dacă „4, - B., — Cj - 0 sau .4., -- /4, -- C„ — 0, (55) este izotop cu

/ ■= ’ ' : ; (57')V
d a c ă  A, B 1 - -  C., 0  sa u  A., — />., - Cx, (55) e s te  iz o to p  cu

t л (57")

D ac ă  A 1A., 7X z ( )  s a u  B xB., x / -  0  s a u  CXC2 ^4 0, (55) e s te  iz o to p  cu

(Î11 acelaşi tim p este izotop cu у x fy  +  2 şi cu л 4- xjz  -f- y). Formulele 
(57), (57'), (57") şi (58) sín t conţinute în (54).

Astfel am dem onstrat teorema 4 şi to todată  am stabilit
T k o rk m a  5. Un ţesut local T  regulat este topologic echivalent cu unul 

din cele 5 ţesuturi (56), (57), (57'), (57"), (58), topologic neechivalente între 
ele. Fiecare dintre aceste ţesuturi este format din 4 fascicole de plane (dintre 
care 3 sínt fascicole de plane paralele cu planele de coordonate).
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Iya tipul (56) suportele celui de al patrulea fascicol este la infinit, 
la tipurile (57), (57'), (57") acest suport este paralel cu unul din planele 
de coordonate, iar la tipul (58) el nu este paralel cu niciunul din planele 
de coordonate.

Ţinînd seamă că dintre cele cinci tipuri de ţesu t local, numai primul 
este un ţesut global şi acesta este un ţesu t octogonal, putem  enunţa

Ткоккм л 6. Ţesuturile globale T  regulate coincid cu ţesuturile T  octo­
gonale.

Cazurile (57), (57') şi (57") corespund structurii (30) care este un caz 
particular al structurii (54).

8 . Reluăm ecuaţia funcţională
/(.v -..y)~! /,( vi -  Ф [-/>(*) 4- q(y)], (38)

considerată pe toată  axa reală, căutînd soluţiile din clase de funcţii mai 
vaste decit în punctul 5. Presupunem că funcţiile fi, q, Ф sínt strict monotone 
şi absolut continue şi Д(л') c- const.

Vom arăta că in aceste izotofie soluţia este dată de asemenea de 
formulele (47) sau funcţiile soluţiei sínt liniare.

F'ixînd pe X în (38), rezultă că / este şi ea o funcţie strict monotonă 
şi absolut continuă, iar /, este o funcţie cu variaţie m ărginită.

Să considerăm întîi cazul particular q(y) ----- ay +  b. Notînd
1 fii л X - - r(x), Ф(ах ~  b) --- ù{x), X — y — t,

f(t) -Г fi(x) у :]  +  r{x)\.
Fie Г  domeniul valorilor funcţiei r(x), cînd x  £ (—• oo, oo). Avem pentru
t Ç ( - CC , GC), /' (; Г

f(t) A / 2( 0  =- 1 П, I € ( -ce. со), t’ Ç T .
Am obţinut ecuaţia lui Pexider, a cărei soluţie, în condiţiile noastre, este 
form ată din funcţii liniare.

în  continuare presupunem că funcţia q{y) nu se reduce la o funcţie 
liniară. Arătăm  succesiv :

a) Mulţimea E k de puncte x pentru care f ^x )  ----- к este o submulţime 
(eventual vidă sau de un singur element) a unei mulţimi de puncte 
(v0 4 n 0), n . . ., 1 ,0 , 1, . . ., unde 0 nu depinde de k.

F'ie într-adevăr /,(*<,) — f^xfij. Atunci

/ ( * 0  +  У) fi(*o) - ф  A 1 b e  - i -  q{y)]
f{x! + у +  x 0 -- xx) +  /,(*,) -  ф  [£(*j) +  q{y +  x o - 4 )] ;

membrii 1 fiind egali şi Ф fiind o funcţie strict monotonă

P(x0) -  qiy) -= P(xi) +  9(У +  *0 ■ xi)-
Ţinînd seama de această egalitate se deduce că funcţia

-n .V
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verifică relaţia

Q{y +  «1 -  * o )  =  Q(y)- (59)
Q nu se reduce la o constantă, căci q nu este o funcţie liniară, deci Q este 
o funcţie periodică. Perioada ei 0 nu depinde de x 0 şi x1} ea fiind deter­
m inată de funcţia q. în tr-adevăr, notînd A  =  [p(x0) — р{хг) ] / (x0 — хг)

q(y) =  Q(y) +  Ay ;
dacă am avea în acelaşi tim p

q(y) = Qi(y) +  A&,
A ! A , a r rezulta

(A -  Аг)у + Q(y) = Qi(y)
şi Q n-ar pu tea fi o funcţie periodică. Rezultă A x — .1, Q1 == Q. Din relaţia 
(59) rezultă

x t — x 0 =  иб,

unde n  este un întreg.
b) Derivatele funcţiilor p ,  q, Ф, /, f x există şi sínt finite aproape peste

to t. Fie M lt M 2, M 3 mulţimile de puncte în care p, q respectiv Ф adm it 
derivate finite. Formulele

{ / '(*  +  у) +  K(x) =  Ф'[p(x) +  q(y)]p'(x)
\ f'{x + y) = ®  ’ÍP{x) + q(y)]q'(y) (60)

sínt valabile pentru  sistemele de valori x, у  astfel ca

ж € M 1( у € M 2, p(x) +  q(y) ç M 3. (61)

c) Funcţia  /  adm ite derivată finită în fiecare punct.
E  suficient să arătăm  că pentru  orice 2 ç ( — 0 0 , 0 0 ), există x, y  astfel

ca z =  x  -f- y şi x, y  să satisfacă condiţia (61). Să considerăm transform area
t =  ф(х) =  p(x) +  q{z — x) (62)

a m ulţim ii numerelor reale în ea însăşi. Dacă xx şi х.г au aceeaşi imagine 
prin (62)

P{x 1) +  q{z —  =  p(x2) -f q(z — X o ) ,

atunci din (38) rezultă

fiixi) =  fAxi)
şi deci în baza punctului a), | x1 — 1 > 0 .  Ide I  un interval de lungime
mai mică decît 0. Transform area (62) este biunivocă pe /  şi deoarece ф(я) 
este o funcţie absolut continuă, această transform are îndeplineşte pe I  
condiţia N  de a transform a orice mulţime de m ăsură nulă într-o m ulţime 
de m ăsură nulă. Aşadar mulţimea М гГ\1 se transform ă într-un interval 
din care se scoate o mulţime de măsură nulă, de asemenea m ulţim ea punc­
telor x, pentru  care ж ç М 1Г\1 şi 2  — x ç M 2. Deci se poate alege x 0
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astfel ca x0 £ M jfV , z — x 0 ç M 2, tn =  ф(*0) =  p(x0) +  q(z -  x n) £ M ?. 
Perechea ,r0, z — x 0 satisface condiţia (61) şi astfel am dem onstrat că funcţia 
/  admite derivată finită în orice punct.

d) Funcţiile d, Ф şi q adm it derivate finite şi diferite de zero în orice 
punct. în tr-adevăr, ecuaţia (38) se poate scrie sub forma (42), în care 
Ф  joacă rolul lui /, deci rezultatu l c) se poate aplica lui Ф. Rezultă că 
formula (602) este valabilă fără excepţie. Dacă Ф' s-ar anula în tr-un 
punct, / ' ar fi egal cu zero într-un interval, contrar ipotezei că această 
funcţie este stric t monotonă. Rezultă existenţa lui q' şi că nici / ' şi nici 
q' nu se pot anula.

e) Funcţiile / ', Ф', q' sínt punctual discontinue (pe orice interval 
aceste funcţii au puncte de continuitate), căci, fiind derivate finite peste
to t, sínt de clasa 1 Baire. Rezultă că — , şi — , sínt funcţii punctual dis-

/ '  ?'
continue.

f) Formula (602) este valabilă peste to t, iar (60j) pentru  x £ М ъ 
у oarecare. Prin  îm părţire deducem ecuaţia funcţională (40), valabilă 
pentru ж £ M j, у  oarecare, în care G şi Q sínt funcţii punctual discontinue.

g) Funcţiile G şi Q sínt continue peste to t. Fie într-adevăr y0 un 
punct de continuitate pentru  Q. Atunci toate punctele x  +  y0, unde x  £ M lt 
sínt puncte de continuitate pentru G, căci avem pentru x  fixat în M x

lim G(£) =  lim G(x +  y) =  lim [P(x)Q{y) +  В Д ]  =
y-+y« y-t-Уо

=  P{x)Q(y o) +  R{x) =  G(x +  y 0).
Aşadar aproape orice punct de pe axa reală este un punct de continuitate 
pentru G. IX ci, у г fiind un punct oarecare, putem  alege x l £ M l astfel 
ca х л +  y l să fie un punct de continuitate pentru G. Avem

G(*r +  У) =  P{xi)Q(y) +  R(xx).
Ţinînd seama că lJx{x) ÿéO, rezultă că Q este o funcţie continuă în y v 
Aşadar funcţia Q şi împreună cu ea funcţia R  sínt continue peste to t.

Dar atunci funcţiile P, Q, R, G sínt indefinit derivabile [9] şi putem  
aplica rezultatul de la punctul 5.
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PH Г NM ЯР 11 Ы H ТПРПЛРНЫН ТКАНИ
( Р с .ч ю м е )

Тернарная квазигруппа ( у , / )  (или А’ алгебра) является множеством <>. на 
котором определилась тернарная операция:

/ Т\х. V. zi tv,; ( 1 )
так, чтобы уравнения (2) имели но одному единому решению в О , для a, b, с, d, про­
извольно фиксированных в у 7 . Если имеется нейтральный элемент е 6 Q со свойс­
твом (3), (О, Т) называется тернарным пупом. Соотношение (-1) определяет изотопию 
между двумя квазигруппами. Если к является тождественным преобразованием, име­
ем г.пишую изотопию■ В работе тернарная ткань понимается множеством тернарных 
квазигрупп, изотопных, с одной данной тернарной квазигруппой.

Рядом с тернарными непрерывными квазигруппами (когда <J является дейст­
вительным интервалом и К непрерывной функцией), рассматриваются и .школьные 
тернарные квазигруппы, определённые следующим способом: nyeri, Г,. V... Г., три 
окрестности действительной оси; требуется, чтобы непрерывная функция (1) была 
определена для л fc Ej. vfc Г.,, :fc I /  и чтобы имелись окрестности С, с  1/ , ! ■_> С 1’2, 1’3С1 3,
1 1 ,v„, (д„ fc Г,. V» t  Га, 1 -:)). так, чтобы для a fc l’j, bt U . f £  Г3, d € V4)
уравнения (2) имели по одному еднпому решению в V ,, Г2, г.,. соответственно. Если 
в частности Г2 Г.,, ,v„ у ,  - г, имеется локальный тернарный луп. Если
формула (1) удовлетворена только для одной какой-либо окрестности, она определяет 
локальную изотопию- .'кжальнчя ткань является множеством локальных тернарных 
квазигру пп, локально изотопных с локальной тернарной квазигруппой.

Пусть Uh J-) тернарная квазигруппа и постоянный элемент из У- Бинарная 
операция (д , и) -» /■' (т, и, :„) определяет бинарную квазигруппу на О. названную разре­
зом л тернарной квазигруппы (У, /•). Аналогично определяются разрезы х и т.

Тернарная квазигруппа называется регулярной, если удовлетворяет обобщенному 
условию закрытия Рейдемейстери ( R.G). Это условие является инвариантным у изотопий, 
следовательно можно определит!, ткань регулярной, если одни представитель является 
регулярным, .(оказалось в 8 что, необходимое и достаточное условие для того, 
чтобы тернарный лум был регулярным, следующее: все разрезы х, у. ; должны быть 
главными изотопами, каждый с одной группой.

В данной работе показано, что. если разрезы х и у непрерывно дифференцируемого 
локального тернарного лупи, являются главными изотопами, каждый с одной группой, 
тогда операция этого лупа выражается либо формулой 128), либо формулой (64), где 
к -постоянная =£— i , и ţ> (соответственно h) строго монотонная и непрерывно дифференци­
руемая функция. Следует, что разрезы с является также главными изотопами с одной 
группой-

Формулы (28) и (54) были найдены и в работе 10 , но в допущении, что три 
системы разрезов х, у ,  г являются главными изотопами, каждый с одной группой. 
Чтобы прийти к вышеуказанному результату, решается функциональное уравнение 
(38) в классе строго монотонных и непрерывно дифференцируемых функций для/ ,  Ф,р, 
Ч и для/, =# const. Решение дано формулами (47) или составлено из линейных функций.
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Го же самое решение находится в более общих условиях абсолютной непрерывности, 
вместо дифференцируемости•

Из вышеуказанного результата вытекает ряд свойств для регулярных тканей, в 
допущении непрерывной дифференцируемости :

Для глобальной ткани условия (RG) и (О) являются эквивалентными. Ткань, 
будучи локальной, условие (О) влечёт за собой условие ( AV̂ ), но не и обратно.

Рассмотрим в эвклидовом трёхмерном пространстве 4 пучка плоскостей и огра­
ничимся областью не содержащей ни одной точки из носите,чей этих пучков.

Топологические образы этих тканей совпадают с тканями со свойством (fGi). 
Локальные регулярные ткани делятся на 5 классов топологически эквивалентных 

тканей.

T I S S U S  T K k X . U R K S  R H C r U H R S  

( К ё з U în Oi

Га quasi-gi tenia irt' \0. /•'} (on une .Y-algèbre) est un ensem ble  O pour lequel on  
a défit! i l 'opérat ion  ternaire

t i ;{ x , y .vr; (1)

tel le que les éq u ation s  (2) aient chacune une so lu t ion  unique eu O, pour a. b, r, à f ixés  
de façon quelconque en Q 7 . Si l 'é lém ent neutre , £ () avec  la propriété  (3) ex is te ,  (O, F)  
s ’appelle  loop ternaire. La relation (4) déf in it  Tisotnpic entre  les deu x  quasi-groupes.  S i  
h est  la transformation  id entique ,  nous avoirs une isotopic principale. Гп tissu ternaire est  
conçu dans notre travail  com m e l'ensem ble  des quasi-groupes ternaires iso topes  à un  
quasi-groupe ternaire donné.

A côté  des quasi-groupes ternaires con t inu s  dorsque (J est  un interva l le  réel et  F  une  
fonction continue),  on considère aussi les quasi-groupes ternaires locaux, cpii se déf in issent  
com m e s u i t :  soit Г,.  IL. V., trois vo is in ages  de l 'axe réel:  on dem ande  que la  fonction  
continue  {1) so i t  déf in ie  p o u r  v £ I v  f: Г.,. : £ I :i et qu'il ex is te  les vo is in ages  С  1 V 

У<> C IV  1 3  C IV  r 4 9 T'(.r0, :„) ( x ti £ IV y„ £' IL, T Г.,), tels (pie, pour a d  IV  h t  V 2f

c £ l 'y, d t  I 4 les équations (2) aient chacune une solution unique en Г,, Г., et I';i resp ect i ­
vem ent.  Si en particulier }\ V Г.,, д„ y0 e, nous avons un loop ternaire local.
Si la formule (4) n 'est  vérifiée que pour un voisinage, elle d éf in it  une isotopie locale.  V u  
tissu local est l 'ensem ble  des quasi-groupes ternaires locaux , localem ent isotopes a ntl 
quasi-groupe ternaire local.

S o it  ((b F\  un quasi-groupe ternaire et un é lém ent  f ixe  de O. I /o p ér a t io n  binaire  
(t. y) —* f' (x, v, 20) défin it  un quasi-groupe binaire sur (), nom m é une section de (O, /•). 
On d éf in i t  de façon analogue les se c t ion s  a et v.

T Tl quasi-groupe ternaire se n om m e régulier s ’i l s  itisf ait  à la condition de fer inclure de Reide- 
meister généralisée (RG).  Cette  con d it ion  est in var ian te  pour les iso topes  : on peut donc définir  
un t issu  co m m e  régulier si un représentant  est  régulier.

On a dém ontré  '8 que la cond ition  nécessaire e t  suffi, -ante  p< ur qu'un h < p ternaire  
soit  régulier est que toutes  les se c t ion s  .v, v. ; s dent des isotopes principaux , chacun à un  
groupe.

L'auteur dém ontre  que, si les sériions .v et v d’un groupe ternaire localt continûment diffé- 
icutiablc, sont des isotopes principaux chacun urce un groupe, alors l’opération de ce loop 
s'exprime soit par la formule (28), soit par ta formule (54), où h est une constante différente 
de 1 et cp (respectivement h) une fonction strictement monotone et continûment différentiable. 
Il résulte que les sections ' sont de meme des isotopes principaux avec un groupe.

Les formules (28) e t  (54) ont  été  trouvée* aussi  dans l 'artic le  10 . m ais dans l 'hypothèse  
que les t ro is  sy s tè m e s  de sect ions  .v, v, т sont  des iso topes  principaux  avec un groupe chacun.  
Pour obtenir  le résu ltat  ci-dessus on résout l 'éq u ation  fonc t ionnel le  (38) dans la classe des  
fonctions s tr ictem ent m onotones  e t  con t inû m en t  d i f férent iab les  p o u r / ,  Ф. p,  q et pour р \ - ф
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const .  La solution est donnée p arles  formules { i l )  ou elle est composée de fonctions linéaires.  L a  
m êm e solut ion  p eu t  être t rou vée  dans des cond itions  p lus générales, de con t inu ité  absolue,  
au  l ieu  de dérivabil ité .

D u  résu ltat  ob tenu  p lus h au t  découlent  une série de propriétés pour les t i s su s  réguliers,  
d a n s  l 'h y p o th èse  de dér ivab il i té  con t inu e  :

Potir un tissu global les conditions {RG) et (O) sont équivalentes. Le t issu  é ta n t  local,  
là  con d it ion  O entra îne  la  co n d it io n  ( I f  G), m a is  n on  inversement.

Considérons dans l'espace euclid ien  tr id im ens ionnel  4 fa isceaux  de plans e t  restreignons-  
nous à un  dom aine  qui ne con t ien t  aucun po in t  des supports de ces fa isceaux. Les images 
topologiques de ces tissus coïncident avec les tissus à propriété (RG).

Les tissus locaux réguliers se repartissent en 5 classes de tissus topologiquement équi­
valents.



SPA ŢII SU B P ROIECTI VE KCHIAFINK

de

мд i u  л к  t v i ï i v A

Un spaţiu  A„ cu conexiune afină se numeşte de k ori proiectiv, dacă 
există un sistem de coordonate în care curbele autoparalele ale spaţiului, 
definite prin sistemul de ecuaţii diferenţiale

t P x ’ p i  d x l  r/.A

dfl 'k dt dt ( 1)

sínt situate în varietăţi liniare cu « — k dimensiuni. Aceasta revine la faptul 
că dintre cele n — 1  ecuaţii finite

I 'a (x1, . . . ,xn, c1, . . . , c2"~2) =  f l a = l ........й -  1 (2 )
care reprezintă integrala generală a sistemului (l), un num ăr de k sínt line­
are în variabilele considerate.

Spaţiile de mai sus, introduse de F. K a g a n  [1] au fost studiate 
mai ales din punctul de vedere metric diferenţial de şcoala de geometrie 
d e là  Moscova [21, [3 ' . Iile reprezintă o generalizare directă a spaţiilor
proiectiv euclidiene, care se obţin în cazul cînd k =  n — 1 .

K a g a n  a considerat numai cazul spaţiilor de n— 2  ori proiective, în 
care varietăţile liniare ce conţin curbele autoparalele trec prin tr-un punct 
fix. polul spaţiului, considerat ca origine a sistemului de coordonate. După 
terminologia introdusă de K a g a n ,  în litera tu ra  de specialitate astfel de 
spaţii se numesc subproiective. Vom considera şi noi acest caz deşi se cunosc 
spaţii parţial proiective mai generale [ГГ.

în tr-u n  sistem de coordonate în care se pune în evidenţă caracterul 
subproiectiv al spaţiului, coeficienţii ue conexiune sínt de forma

r ;  «  - K p ,  - K p, + / „ e  (3)
Aceste relaţii se numesc formulele lui K a g a n, iar coordonatele 

respective sínt denumite coordonate pi iective. De aici rezultă că spaţiul 
subproiectiv considerat este echivalent printr-o transform are proiectivă 
de conexiune, cu spaţiul ce are conexiunea

(4)
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De altfel P. R a ş e v s k i  2 a a ră ta t ca intr-l, ц spaţiu subproiectiv 
există în general im sistem de coordonate în care se anulează vectorul /> 
deci pentru care conexiunea se exprimă prin formulele (1 ). Astfel de coordo­
nate se numesc coordonate canonice.

Să considerăm tensorul de curbură al spaţiului

Г
a .vi 9 A sl )k

pe care îl calculăm cu ajutorul formulelor (.4), Obţinem astfel

Гßi *; ( л , - л * )  р,I г • ч у л; .р {p  +  1 ) fil ! 1 ,к
- , /.

jkl (•>)

expresii în care am folosit următoarele notaţii

aPk
K  -  
Pк ~  Л»  Л 
F

P к Pi !‘ 1 • Л  •»'

jkl
*fj*_ e.fA -  .
fi x l fi rk ' ■'k J jlP к P il Pl fik

(в)

Din formulele (5) se obţin tensorii de curbură contractaţi, în coordonate 
proiective şi anume

A\
Г

ii

-I 1 ) (Pk, -  Pu) +  ' • ‘f.,.

Pi г P,j"p„ г P„ (1 - - n ) ( P  -r ! ) / ,,  г  хЧ-ш (7)

Cu ajutorul acestora se formează tensorul de curbură proiectivă al lui \V e у 1

_ h ki j * H !iji j . i~i j * li;
П - 1

К kl j k l  , II 1 u- 1 7
jk

li 1 »- 1 (»)

Anularea acestui tensor caracterizează spaţiile proiectiv euclidiene. în 
cazul nostru avem

K',, -  -V1 F-u — 8
] k > >k l  ■' I n  1 A  1

îs/ ,vs • Й
I / к

n 1 n2

Dacă pentru orice indici i, j ,k  sínt valabile relaţiile

atunci rezultă
F ... -= 0, jk

A" - ()ikl

(»)

(1 0 )

( i i )
iar spaţiul este proiectiv euclidian. Reciproc, din relaţiile (1.1) rezultă (10) 
prin urmare condiţiile (1 0 ) sínt necesare si suficiente pentru ca spaţiul să 
fie proiectiv euclidian t .
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Să arătăm  pe и cale directă că dacă spaţiul (3) este proiectiv euclidian, 
atunci vectorul /  este un gradient, 

în tr-adevăr, din relaţia

jk *fji : a ,
Axl ?xk 

înmulţind cu x> şi însumînd obţinem

dfjk *fji

şi mai departe
dx>

A / , A f .Jk _  f  -  . J j
Ax! 1 3k Axk

\ i  -X. 0

К fu

Din cauza simetriei l u i /  obţinem în sfîrşit relaţia

r o t  Л
/ /*  _  *lt 
&

de uncie rezultă
Л  s rad /

Reciproca propoziţiei de mai sus nu este valabilă, în sensul că dacă 
vectorul f k al unui spaţiu subproiectiv (.3) derivă dintr-uu potenţial, spaţiul 
nu este în mod necesar proiectiv euclidian.

2. In  ceea ce urmează ne propunem studiul spaţiilor subproiective 
care sínt în acelaşi tim p spaţii echiafine.

Un spaţiu  A„ cu conexiune afină se numeşte echiafin dacă posedă un 
n-vector covariant e. . în raport cu care volumul asociat vectorilor
contravarianţi arbitrari vú, vl2, . . v{n

1 2 n

este invariant prin transportu l paralel. Caracteristica tensorială a acestor 
spaţii, constă în proprietatea de simetrie a tensorului Г,-* adică

1 j k  1 k j  ~  6

Ţinînd seama de formulele (7) în relaţiile de mai sus, obţinem după 
unele calcule

rot :/* — («■ -f \)pk" =  " (Ш

Această relaţie mai exprimă şi faptul că conexiunea contractată

Г /  :^ / k — in 4- 1 )pk

este un gradient. Deci
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О condiţie necesară şi suficientă ca spaţiul subproiectiv să fie echiafin 
este dată  de relaţia (12)

Dacă vectorul p k este un gradient p k — grad p, condiţia (12) se reduce 
la ro t f k =  0 deci f k =  grad / .  în  acest caz se poate determ ina densitatea 
spaţiului echiafin, (componenta esenţială E  =  e12...„ a n-vectorului de bază) 
prin formula

Ks = -r7 ( Ь Я )  (13)
o xh

Se obţine
E  =  cef ("-'ii’ (14)

în  particular dacă spaţiul subproiectiv este raporta t la coordonate 
canonice, avem p k =  0, deci p  =  const., iar densitatea spaţiului este de 
forma

E  =  cef

unde C este o constantă arbitrară.
Un spaţiu subproiectiv mai poate fi definit prin coeficienţii şi 

prin vectorul astfel ca să avem

Г (15)

Variabilele corespunzătoare x 4 ale spaţiului subproiectiv se numesc coordo­
nate afine.

în  cazul în care conexiunea subproiectivă definită de (15) este echia- 
fi.nă, prin contracţia ei se obţine un vector gradient şi reciproc. Deci:

O condiţie necesară şi suficientă pentru  ca spaţiul (15) să fie echiafin 
este da tă  de relaţia

ro t Г Г 1— (и — S1 ) о .1 =  О11 ' г > ' I - (16)

în  particular, dacă o si Г .‘ reprezintă fiecare cîte un vector gradient,

din condiţia de mai sus rezultă 5c?1 =  0, adică componenta <p, depinde
дх'л

num ai de variabila V 1 Atunci densitatea spaţiului se calculează simplu 
din form ula (13).

Ca un exemplu să considerăm spaţiul care în sistemul de coordonate 
(x4) are toate componentele conexiunii nule afară de

K t  =  A-'3 (17)

Acest spaţiu  considerat de acad. G. V r ă n c e a n  u este subproiectiv şi 
adm ite un grup maxim  de mişcări cu n2 —2n -f- 5 param etri. E vident 
el este un spaţiu  echiafin, deoarece fiind raporta t la coordonate afine avem 
T J — 0, ф, =  o iar relaţiile (.16) sínt identic verificate. Acest lucru mai



SPAŢII SUSPSOIECTIVE ECHIArINE 6 5

rezultă din faptul că singura componentă nenulă a tensorului de curbură 
fiind P2‘3 =  1, avem Г1,, — 0. După cum se vede, densitatea spaţiului 
(17) calculată în coordonatele afine x n este constantă.

Sa calculăm coeficienţii de conexiune ai spaţiului (17) într-uu sistem de 
coordonate proiective x'. Legătura dintre coordonatele afine şi cele proiective 
este dată de relaţiile

o

.y '1 =  .V1 x 'a — • a =  2,..., n (18)

iar expresiile coeficienţilor se obţin din formulele

Г . =  Í Г

Astfel aflăm

I )k 81 I S*
J

pa
jk r > s;

care sínt expresii de forma (3) cu

Pk

d x's d x 's S*x'> 1 rV
d xj d x k o A3 A' dr'1

s;( 4 ) +
[Л' 2S‘ Sl
. (a1)6

+  8aÂ( ^ U V 3
k \ A ! L (A)6 (*1)2

) cu

hjkл3 2 S'SI
J j k (**)6 (A)2

in care am notat

hjk =  *) К  (хГ- -  (S1 К  +  Si S,2)^**  +  s2 81 { x y

(19)

Se observă că vectorul p keste un gradient (p=  — 1пхг) şi deoarece avem 
relaţia

hjk xk =  0

rezultă că şi vectorul f k este un gradient, anume

deci / =  — 2lnxx.
După cum rezultă din formula (14) densitatea spaţiului echiafin (17) 

în coordonate proiective este

E  =  c [xl)n~l (20)

c fiind o constantă arbitrară.

5 — Babeş—Bolyai: M atem atică-Fizică I19G4



6 6 М. ŢARINĂ 6

Această formulă о putem  obţine pe o altă cale considerînd legea după 
care se schimbă conexiunea con tracta tă  ГА =  F*ţ faţă de o transform are de 
variabile, anume

д 1иЛ p '  â x 's

dxk dxk

unde A dx'’
dxk

este determ inantul funcţional al transform ării considerate.

Pentru  spaţiul (17) avem Г =  0 deci Г

transform ării (18) este A 
formula (20).

—  ^ЛП.А jar determ inantul
Qxk

(a1)’ ". Astfel rezultă E = c A' adică obţinem
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ЭКВИАФФИННЫЕ ПОДПРОЕКТИВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 
( Р е з ю м е )

В работе рассматриваются и-2 раза подпроективные пространства, отнесенные 
к проективным координатам, имеющим соединение, определённое формулами Кагана 
[3]. Используя тензор проективной кривизны доказывается, что, если пространство 

является проективным эвклидовым, то вектор f k = f ks*s является градиентом. 
Потом показывается, что, для того, чтобы пространство, определённое соединением 
[3(, было эквиаффинным, необходимо и достаточно соотношение (12). Определяется 
плотность, сочетаемая с эквиаффинным соединением [3], в случае когда рк является 
градиентом. В качестве примера приводится случай пространства г 17], переписав 
его коэффициенты соединения в проективных координатах.

ESPACES SOUS-PROJECTIFS ÉQUIA FEINE S 
(R ésum é)

L ’auteur considère le s  espaces «  — 2 fois sous-projectifs rapportés à des coordonnées projec­
tives et ayant la  connexion défin ie  par les formules de K agan [3J. E n em ployant le tenseur 
de courbure projective, o n  dém ontre que l ’espace est projectivem ent euclidien, le vecteur 
f k =  f k . x s est un gradient. On m ontre ensuite que, pour qu’un espace défin i par la  conne­
x ion  (3) so it équiaffine, la  relation (12) est nécessaire et suffisante. On déterm ine la  densité  
associée à la connexion équiaffine (3) dans le cas où pk est un gradient. A titre d ’exem ple  
on traite le cas de l ’espace (17) en transcrivant ses coefficients de connexion en coordon­
nées projectives.



D E SPR E  RA PID ITA TEA  DE CONVERGENŢĂ A PRO D C SEEO R 
IN F IN IT E  ŞI ÎM BUN ĂTĂ ŢIREA E I

«ie
ЛМШЕ1 XEY

$ 1.
Considerăm produsul infinit de factori reali, convergent

P = \ l ( l + u n) (l)
» --=1

şi notăm  produsul parţial de rangul n prin

P n =  П (1. +  nk) ( 2)

iar factorul complementar de rangul n (analogul restului la serii) prin
00

<?„= П (1  +  »„)• (3)к n 7 1
astfel încît să avem

P  =  P Q .>î ъ n
Qn are urm ătoarele proprietăţi :*

1 lim {)n 1

( 4 )

Ö«
n + l

1 4- и>i + i
(proprietatea 1° rezultă din condiţia necesară şi suficientă a convergenţei, 
iar proprietatea 2° rezultă din definiţia lui Q J :

T eo rem a  1. Funcţia  qn definită pe valorile întregi şi pozitive ale lui 
n este factorul complementar de rangul n al produsului infinit, conver­
gent (1), dacă şi num ai dacă îndeplineşte relaţiile :

1'. lini < 7 = 3

(«■>
— — =  1 +  и 

Чп +  1
n + l

♦Se urmează m etoda care stă Ia baza lucrărilor [2] Şi [3).
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D e m o n s t r a ţ i e .  Apîieînd egalităţii 2' operaţia П , obţinem
n

4„
9,:+\

(1 u W1'i+i 1 . . ■ П -  ii . J . («)

Deoarece lim q , ■ -  1, din (C>) rezultă
Д —> cc

ч„ = (-1 -  «„+,) a -  nw ■ ■
adică q ' este factorul complementar de rangul n. Pe de altă parte, din con­
vergenţa produsului infinit rezultă că factorul complementar qn îndepli­
neşte condiţiile (5'), — identice cu (5).

D e f i n i ţ i a  1. O  funcţie q , definită pe valorile întregi şi pozitive ale 
lui n este o expresie asim ptotică a factorului complementar Qn al produsu­
lui infinit (1), dacă

q
lim —2 1  ceea ce se mai scrie a ^  0  .n ' n v,îw = =c y t.

со
T e o r e m a  2. Ide produsul infinit П (1 — u ) ,  cu proprietatea i*n u  > 0

n~ 1
(n =  1, 2 , . . . ) .  Dacă există o funcţie qn definită pe mulţimea numerelor 
întregi şi pozitive astfel, îneît relaţiile

■ a. 

b.

4n -

?я + 1

Oi + 1
1 [n

7)

să fie îndeplinite, atunci produsul infinit considerat este convergent şi qn
este o expresie asim ptotică a factorului com plem entar de rangul n.

D e m o n s t r a ţ i e .  Din a şi b rezultă im ediat că lim и ,, =  0.> • « + 1M-K»
Relaţia b se mai pune sub forma

■ , 1 — £ < --------------- <  1 -Г î (« >  -V.)
“»+1

unde, e este un, num ăr pozitiv arb itrar, iar N ,  un num ăr suficient de mare 
a ta şa t lui e. ' -

Consîdefîud Căzut cîxid >  0, putem scrie

de unde

(1 — s)u <  ——-------1. <  (1 4- s)m In >  Nv '  n  + 1  ^  '  ' '  n + l  '  Iqn+1

1 +  (1 im  <  
'  » + 1

*?h+l
<  1 +  (1 +  г) ии+1 (8)
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H-FiV-I
Fuăm  0 <  s <  1, si aplicam primei inegalităţi din (8) operaţia П

П
» +  -1 m  - Y - l  n q

П [1 T- (1 — z)uk_ , <  n ----— -= — — .
k ^n  к ‘ n Чк + 1 qn+N

Produsul din membrul sting al inegalităţii precedente avînd to ţi factorii 
mai mari decit unitatea, creste odată eu Ar, dar rămîne inferior unei margini

q  . . .  30
finite, deoarece lim ----— e,: prin urmare produsul infinit II [1 + (1  — s)»t+1]

.V-ю с k--n
oc

este convergent. Astfel şi seria ^  и converge, deci şi produsul
к -• h ' l 

oo
infinit Г1 (1 +  и , ) este convergent şi este chiar factorul complementar

*=« "r 30
Qm— cu proprietăţile (ô) — al produsului infinit П( 1 +  un). Din (7) şi (5)

rezultă lim —  == 1, adică q ^  O . 
n ^ Q n

Dacă se consideră cazul н <  O, în loc de (8) vom obţine

i  +  > —  > i  -  (i +  0 » „+1. (»)
’di + 1

iar în condiţiile inegalităţilor O <  s <  1 se trag  concluzii pe o cale cu to tu l 
analogă celei urm ate mai sus. Astfel teorem a este dem onstrată.

A p l i c a ţ i a  1. în  baza teoremei 1, se construiesc produse infinite 
cu valoare dată  în formă finită. Aceste produse vor servi în § 3 drept 
„produse aproxim ante” în procedeul de accelerare a convergenţei.

Punem

unde n =  n a, n 0 +  1 ,..  . : p  este un num ăr întreg nenegativ, iar k un

param etru  real. Form ăm  u„+1 =

Wn + l

de unde

( n -Ţ- 1 ( U

1, după cum urmează

»  —  2 )  f u  — P>) ( n  -I- p  - - 1) — A

\ ( n  +  !)(« 2 )  ■■ ■ ( H - r  /') - Г  к  (11 +  2) pil -I- 3) • • • ( n  -j- P  —  1)

p u —- (n «0, «□ Г- 1,
[ n { n  +  1) • ■ ■ (И +  p  — 1) h  , { n  +  p )

Valoarea produsului infinit se calculează conform formulei

(.1.0)

/ ’ = / - ’ (/ - (L — и )a .
’■o ‘ ' o no ' "o

Kfeetuînd calculele, se obţine
p  „  U„fU|, A- l i  • • • (»„ -  / I  -  1)

1 / , Г: • ■ ■ ( l l n p  -  1) +  li
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în  particular, dacă formula lui este valabilă începînd cu n(l =  1, se 
obţine P =

P '■ -г к

S •)

De fin iţ ia  2. R apiditatea de convergenţă a imnlusului infinit (1) se 
va caracteriza prin ordinul infinitezimal al diferenţei Q — 1 cînd n -*■ oo .

20 00

D e f i n i ţ i a  3. Produsele infinite, convergente, П ( l  +  i t j  ş i П  (1 tP)
>1-̂1 n= 1

converg la fel de repede (sau de încet), dacă pentru  factorii lor com­
plem entari de rangul n, Qn respectiv Q', au loc începînd cu un indice 
suficient de mare inegalităţile

a <
0..-1

<  b,

a şi b fiind numere pozitive.
ЭС

De f in iţ ia  4. Produsul infinit II (1 -f u„) converge mai repede decît
П — 100

П (1 — u'), dacă pentru factorii lor complementari de rangul n, O
n  ------1

0 -1
respectiv O' are loc relaţia Îmi —  =  0.1 „->oc 0 „ - l

O b s e r v a ţ i a  1. .Se pot introduce şi noţiuni care indică stări in ter­
mediare privind rap id ita tea  de convergenţă relativă la două produse infi­
nite, în analogie cu noţiunile corespunzătoare pentru  serii [5], dar pentru  
scopul urm ărit în prezenta lucrare sînt suficiente definiţiile 3 şi 4.

T eorem a  3. Considerînd două produse infinite, convergente,
00 oo
II (1. -f- и ) şi П (1 4- u ) ,  pentru care termenii и şi и sínt fie toti' )1 ’ ' ti 1 n * n *1 1
deodată pozitivi, fie to ţi deodată negativi (cel puţin începînd cu un indice
n suficient de mare), atunci condiţia a <  <  b, a şi b fiind numere po-

"nzitive, este suficientă pentru ca produsele infinite să conveargă la fel de 
repede.

D e m o n s t r a ţ i e ,  L'tilizînd notaţiile din definiţia 3, considerăm 
cele două cazuri posibile :

A) u„ >  0 şi to todată  u ’a >  U. Factorii 1 +  щ  şi .1. 4- n fiind pozi­
tiv i, se va putea scrie

I 30
I In П  (I -  11,.!

ЭС J

lu II (1 V «p

Q „  - 1
Ql, 1
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Aplicîndu-se teorema creşterilor finite (cu 0 <  0„ <  1, 0 <  0„ <  1) se 
obţine

,t k ) e „ m il  (i+«*> 
e «+i

f '  00

’<*) e„In II (! + «*) 
e »+1

в,11иП (! + “* ) - «J, In П (! + «*>
■c n+l «+i . ( 1 2

Din cauza convergenţei produselor infinite, expresia exponenţială din (12) 
are infimumul şi supremumul pozitiv. Termenii seriilor de logaritm i din

00  00

(12) fiind asim ptotic egale cu term enii seriilor 22  n k respectiv и‘ь, din
я  +  1 И -Н

inegalităţile a <  — <  b urmează inegalităţile
«'«

adică

I Qn ■- 1
In II (1

я+1

In TI (1

I
1 E  111 I Г  « к )  

, «+1
S ln(i tik)

0 <  a <

00

£W " 1 In (1 + uk)

£  ln (1 + uk)И - f l
<  b’

şi în consecinţă rezultă şi enunţul corespunzător din teoremă.
B) un <  0 şi to todată  u ’n <  0. De la un indice suficient de mare fac­

torii 1 +  un şi 1 +  u ’n sínt pozitivi şi raţionam entul de mai sus se aplică 
corespunzător. Astfel teorema este dem onstrată.

oc
T korkma i .  Considerînd două produse infinite convergente П (1 +  n„) 

00 1 

şi П (1 -4- iin) pentru care termenii un şi u'n sínt fie to ţi deodată pozitivi,
fie to ţi deodată negativi cel puţin  de la un indice n suficient de mare,

U
atunci condiţia lim —" =  0 este suficientă pentru  ca primul produs infinit

Я-» «  U

să conveargă mai repede decit cel de-al doilea.
D e m o n s t r a ţ i e .  Procedînd ca şi la dem onstraţia teoremei 3, în 

cazul de faţă va rezulta evident
OC
£  in(i - «*)

«4-1l i m ------------------
00

T in (1 - Vn -f-1

0 .
П-+0c



A, NEY 6

iar expresia exponenţială fiind şi de astă dată mărginită, urmează nem ij­
locit afirm aţia din teoremă. СО

De f in iţ ia  5. Produsului infinit, convergent, P  =  II (1 +  u n), unde
_ 00 1

u„ >  O, i se ataşează produsul infinit P  =  îl  (1 — «„), — evident conver-
1

gent. Cele două produse infinite se zic prin definiţie produse infinite con­
jugate.

O b s e r v a ţ i a  2. Produsele infinite conjugate P  şi P  fiind conver­
gente, sínt şi absolut convergente şi în consecinţă este valabilă egalitatea 

_ 00

P  ■ P  =  П (1 -  «'■=).ч nf1
T eokem a  5. Două produse infinite convergente şi conjugate converg 

la fel de repede.
D e m o n s t r a ţ i e .  Introducînd în (12) notaţia  v'k =  — w şi utili- 

zînd relaţiile

lim
k-* oc

In (1 +  uk)
=  1 şi lini

In (1
1,

In (1 +  u.)
obţinem l im --------------=  1, de unde O <  a <

n-, oo in (l — «A)
dem onstrat.

o -  1n < 6, ceea ce trebuia

C o n secin ţa  1. Considerînd două produse infinite convergente П (1+ « ,)  
0°  _ 1 

şi II (1 -f « ') pentru  care au loc inegalităţile i/„ >  O şi u ’n <  O, condiţia
U

ß <  - ^  <  a <  O (a şi ß fiind constante negative) este suficientă pentru 
n»

ca ele să conveargă la fel de repede.
In tr-adevăr, produsul infinit cu term enul u ’ converge la fel de repede

l i
ca si conjugatul său cu term enul —un, iar inegalităţile ß <  —-ţ- <  a <  O

■u i
se mai scriu O <  — a <  <  —ß unde — и este evident pozitiv si astfel

ne aflăm în condiţiile teoremei 3.

§ 3.

Procedeul de a trece de la un produs infinit la o serie de logaritmi 
în scopul îm bunătăţirii convergenţei acesteia din urm ă şi apoi retransfor- 
niarea rezultatului la formă de produs infinit prezintă inconveniente care 
pot fi uşor eliminate dacă se introduce o metodă de accelerare a conver­
genţei unui produs infinit adecvat notaţiei de produs.
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CC
Fie un produs infinit convergent II (1 — u„ eonservmdu-si semnul

1 ' '
îneepînd eu un indice n suficient de шаге. Acestui produs i se ataşează 

produsul P ’ =11 (1 A »',) cu valoarea cunoscută si satisiăcînd relaţia

lim n — 1. Notăm 
«-+00

Л' „Y
PN И (1 «„) şi / ' ,  =  II (1 -  H ).

de unde

P --- PN .V
A 1 -  г.-
IT------ )'•

n- 11 — iip (13)
Egalitatea (13) se mai scrie

Â ( i
1tn - - l<n J
i + c  /

(14)

". - - . _ . ao

Punînd vn ——7-, consideram cazul u n > 0 .  Produsul infinit П (1 +  Ю

converge mai repede decit produsul infinit П (1 — un), deoarece
n - 1

lim - ■ - lim ! '4  =  0.
н->зс «->ос I 1 U 1

0°
în  baza inegalităţii j l  ~r v„ \ -< 1 a- \v„[ rezultă că şi П (1 +  г»,.) converge

оо п -- 1

mai repede decit П (.1 4- ц„). I,a fel se tra tează şi cazul n <  0.
n =  1

Din (14) se obţine prin trecere la limită

"  ~  "  f 1 --------- —------- N j  . ( 1 5 )« 1 \ 1 A_ „j; I

legalitatea (15) reprezintă o transform are analogă transform ării lui К  u in­
ni e r, cunoscută din teoria seriilor (1. .

O b s e r v a ţ i a  3. Dacă term enul n al produsului infinit P  este 
o fracţie raţională de n, atunci se poate considera drept produs aproxim aut 
P' cu valoarea cunoscută produsul infinit cu term enul general u'v construit 
în conformitate cu formula (10) şi pentru care se potrivesc constantele p

Uf,
si k astfel. încît să iii bă loc relaţia la lim ită Hm --- =•-- 1.
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A p l i c a ţ i a  2. Pornind de la formula lui Wallis pentru calculul 
lui 71, 2

И ИП 4 «2

putem  îm bunătăţi convergenţa produsului infinit 
precedente considerînd în (10) respectiv în (11)

şi n = 1. Astfel se obţine u ’ -- — '
(4u -  1) (n -  1)

trodus în (15) ne dă

din num itorul fracţiei
valorile p  =  1, k =  — 

4
• n , 4şi / —- — ceea ce m-

2 li 5» -  1
Ю  (4« -j- 5)

O b s e r v a ţ i a  4. Îm bunătăţirea convergenţei în baza transform ării 
(15) se poate continua prin iterarea metodei. Dacă însă procedăm la deter­
minarea term enului и , al produsului aproxim ant P ', în conform itate cu 
metoda indicată în lucrarea [41, atunci un num ăr finit de iterări se poate 
înlocui printr-o singură transform are acceleratoare, care va duce la aceeaşi 
îm bunătăţire a convergenţei.

O b s e r v a ţ i a  5. Proprietatea produselor infinite conjugate, am in­
tită  în cadrul observaţiei 2 poate servi la îm bunătăţirea convergenţei uneia 
dintre ele, dacă valoarea celeilalte este cunoscută. Astfel

"P

CC
П [l

Il l  ~

I‘

ceea ce înlocuieşte două aplicări succesive ale transform ării (15). Vom 
denumi metoda aceasta — îm bunătăţirea convergenţei prin conjugare.

Astfel, ştiind că 11 ţ 1 ~ v rj se obţine

11 2 11

$ i.

Dacă privitor la produsul infinit (!) — cu un neschimbîndu-şi seninul 
de la un indice suficient de mare - - s e  cunoaşte o expresie asim ptotică 
pentru factorul complementar (3). putem  indica o metodă de îm bunătăţire



9 RAPIDITATEA DE CONVERGENŢA Л PRODUSELOR INFINITE ŞI ÎMBUNĂTĂŢIREA EI t O

a convergenţei produsului. Relaţia b din sistemul (7) se poate transcrie 
după cum urmează

1 /lini <o„+t = Oi,
In-* ce /

de unde

<»+1 1 -- «

-V - 1
Aplicînd egalităţii (16) operaţia de înmulţire II , se obţine

9n
{ln+N

я-îA’ и ,-.V f
П (L -+-»*)•  П  I I

k-n-\ 1 к 1
ык uk \ 
1 a. *

Deoarece lim qn+N =  1, rezultă prin trecere la lim ită

26 / (Oi, II i,
q {) U 1 - ~ L-
” k »+1 \ 1 -  u.

Cu ajutorul relaţiei (16) se ajunge la

Q«
II . ._1HÎ----

*' Л - 1 (1 -- îlk) qk

(16;

(17)

Dacă formula (17) are sens începînd cu n — 1, atunci în baza egalităţii 
P  =  Py ■ Qx, are loc egalitatea

“ (i„ + ,
II *1 • «,,) •-= (1 — II1 1 4»

(18)

care reprezintă o transform are analogă formei date în [6j pentru  tran s­
formarea lui K u m m e r  referitoare la serii. (A se vedea şi [2n).
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О БЫСТРОТЕ СХОДИМОСТИ БЕСКОНЕЧНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ II ОБ ЕЁ
у д  у ч т е н и и

( Р е з io м е )

Определяя понятие о быстроте сходимости бесконечных произведений и делая 
об этом соображения теоретического порядка, автор выводит для сходящегося 6 t C K o -  

00

нечного произведения, Il (I Т <Н, (н,( ",1 + 1 преобразование с помощью которого

можно улучшить сходимость бесконечного произведения. Это преобразование, 
аналогичное преобразованию К у ммера для рядов, представляется р.ккстгсм

II П1
II
1

где Р', есть известнее значение , .аппроксимирующего" бесконечного произведения.
< г/

член ип которого удовлетворяет граничному условию lm  — ■- 1. Автор указывает
« —►ce îl  v

на .метод построения аппроксимирующих бесконечных произведений. Работа содержит 
и различные формы преобразований, приводящих к увеличению быстроты сходимости, 
а также числовые применения.

SUR LA RAPIDITÉ DE CONVERGENCE DES PRODUITS INFINIS ET SON
AMÉLIORATION

iR (■ s u m é)

Définissant la notion de rapidité de convergence d’un produit infini et faisant des con-GO
sidération sthéoriques à ce sujet, l’auteur déduit pour un produit infini convergenţii (1 -;« n),

(«n H„ + l >  0) une transformation à l’aide de laquelle on peut améliorer sa convergence. Cette 
transformation — analogue à celle de Kummer pour les séries — se pré<< nto sous la forme de 
l ’égalité

OC

Il (1 A »
î Il| (1

1 +- «„

où P ’ est la valeur connue du produit infini ,,approximatif', dont le tel me и satisfait la con-
V

dition lim -  -и 1
JI~>ûC V.n

L'auteur indique aussi une méthode pour coast\uire des produits infinis approximants. 
Le présent travail contient différentes transformations qui servent à l'amélioration de la con­
vergence, ainsi que des applications miméi,ques.



ASUPRA VARIAŢIEI PER IO A D EI BIN A REI EOTOMETRICE
SZ HERCU EIS

de
«iU K O lU iin. CHIŞ

Binara fotom etriai SZ Herculis a fost sem nalată de S. P i o t  r o v s ki 
[8 , D u g a n - W  r i g h t  1 şi Ţ-e s e v i c i [9], ca avînd o variaţie nere­
gulată a perioadei. F. B. W o o d  [10 atribuie variaţia perioadei pierderii 
de masă din partea uneia dintre componente. Justa de stele variabile a lui 
L. X . P i e r c e  Í7 indică necesitatea urmăririi momentelor minimelor 
la această binară.

Ea Observatorul astronomic din Cluj, această variabilă este urm ărită 
din vara anului 1918. în tre  anii 1918—1951 a fost urm ărită vizual cu 
ajutorul unei lunete ecuatoriale (D =  20 cm., F  =  300 cm), evaluările 
de strălucire fiind făcute direct prin metoda lui Argelander şi Nijland- 
Blajko, obţinîndu-se din 416 evaluări 24 momente ale minimelor p rin ­
cipale, 22 din acestea fiind publicate în anul 1952 [3].

în  1954 a fost reluată urm ărirea acestei stele pe cale fotografică cu 
un telescop Newton (D =  50 cm, F  =  250 cm.), ea fiind urm ărită  şi în 
prezent. în  cursul anilor 1954—1962, s-au obţinut pe plăci Agfa-Astro, 
circa 560 poze de către membrii colectivului Observatorului, poze ale căror 
m agnitudini au fost determ inate cu evaluări pe plăci prin m etoda lui Arge­
lander şi Nijland-Blajko. Din acestea au rezultat momentele a 53 minime 
principale, cuprinse în tabloul minimelor (tabelul nr. 1). E l indică : mo­
m entul minimului principal exprim at în zile juliene şi fracţiuni de zi, 
limitele erorii de determ inarea momentelor minimelor, num ărul de obser­
vaţii şi ponderea.

Din to ta lita tea  minimelor accesibile, a ran jate  în ordinea producerii 
lor a fost întocm it tabloul minimelor individuale (tabelul nr. 2). Cuprinde 
234 minime, dintre care 157 sín t date în tabloul similar al lui Ţ  e s e v i c i 
[10], la care au fost adăugate 14 minime din tabloul minimelor normale 
al lui B r o g l i a —M a s a n i  — P e s t a r i n o  [1], 10 minime ale lui L a u s e  
[61 şi 55 minime proprii. Diferenţele O—Cx (observaţie-calcul) sín t date 
faţă de elementele

Min. hei. =  J.D .D .2423523/4335 +  0/81809444 E  
calculate d e Ţ e s e v i c i  [9].
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Din minimele individuale grupate pe intervale de observaţie, s-au 
dedus minimele normale în num ăr de 74, cuprinse în tabloul poziţiilor 
medii (tabelul nr. 3). Ultimele coloane cuprind diferenţele O—C calculate 
pe baza diferitelor elemente date de Ţ e s e v i c i şi anume :

Reprezentáld num ărul E  de perioade în abscisă şi diferenţele O — C 
în ordonată, obţinem curba de variaţie a perioadei pe un interval de
00 de ani, cu întreruperi între anii 1902— 1900, 1912— 1914, 1918—1921 
şi 1940—1943 unde nu sínt observaţii. Forma c u rb e i— indicată în fig.
1 — bazată pe difer enţele O — C, calculate cu elementele de mai sus 
ale lui Ţ e s e v i c i, a ra tă  că în prima parte (— 10 000 <  E  <  —4000), 
perioada de mai sus este prea scurtă, iar în partea doua (-f 4 000 <  E <  
<  17 000) perioada este prea lungă.

In consecinţă, Ţ e s e  v i  c i  1 0 : determ ină două formule liniare şi 
anume :

— pentru — 10 000 <  E  <  -4 0 0 0

Min. hei =:• J . l ) .2423.123,4290 -  0,*81809079. E

— pentru —1000 <  E  <  —17 000

Min.hei =•- J .l) .2423523,44.17'-j- 0',81.809330. E
Cu aceste elemente au fost calculate diferenţele O — C2, respectiv O — C:î 
din tabelul nr. 3.

Reprezeutînd grafic şi aceste diferenţe, cu E  în abscisă, se constată :
— pentru  —.10 000 <  E  <  —4 000 perioada de 0*,81809679 e corectă,
— pentru + 4  000 <  E  <  — 1.3 000 perioada de 0г,81809330 corespunde,
— pentru + 13  000 <  E  <  —17 000 perioada precedentă este prea 

scurta, diferenţele O — C3 fiind num ai pozitive şi uşor crescătoare.
Din acest motiv, pe baza ultimelor 46 minime normale din tabelul 

nr. 3, prin metoda celor mai mici patra te , s-au dedus noile clemente liniare

Min.hei. = J .l) .2423523,4398 +  0*,81809363. E
± 73  ± 7 6

cu ajutorul cărora au fost calculate diferenţele O — C4 din tabelul nr. 3. 
Noile elemente, în lim ita erorilor de observaţie, verifică minimele normale 
din intervalul 4000 <  E  <  + 1 7  000. Ultimele două minime normale in­
dică o creştere a perioadei, fap t de verificat prin observaţii ulterioare.

Neavînd caracterul unei sinusoide, curba variaţiei perioadei se pare 
că exclude ipoteza deplasării liniei apsizilor, ipoteza prezenţei unui al treilea 
corp, sau a regresiunii nodurilor.

Ipoteza pierderii de masă pare mai verosimilă pentru  a explica vari­
a ţia  neregulată a perioadei. Astfel W o o d  [13] arată, pe baza elementelor 
calculate de D u g a n  [4], că variabila SZ Herculis, şi anume componenta 
ei mai slabă este instabilă, deci pierderea de masă este justificată. Elim i­
narea de m aterie se face cu preferinţă prin extrem ităţile axei mici (b ) a 
componentei nestabile, ca fiind punctele cele mai apropiate de suprafaţa 
lui Jacobi. Dacă bf £2 bjVun, eliminarea de masă este asigurată.
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în  cazul de faţă, după В г о g 1 i а — М a s â n i  — P е s t  а г i 11 о 2 ; 
avem pentru  componenta mai slabă elementele

în albastru : at — 0,310, z --- 0,120, i — .47°,83 de unde bj — 0,290 
în galben af  =  0,315, z — 0,108, i =  87 ',99  de unde b} =  0,297 

bflim se deduce în funcţie de raportul maselor >n1jm2 din tabloul da t de 
W o o d  [12]. Raportul maselor s-a calculat din relaţia m asă-lum inozitate 
dată de Parenago-Masevici pentru  stelele seriei principale de tipul spec­
tra l O — G4,

L --- 1,12

Cu ajutorul lum inozităţilor componentelor date de В r o g 1 i a — M a s a n i — 
P e s t  a r i n o s-au obţinut valorile aproxim ative 

în albastru : m1jm2 =  1,831 de unde bjlim 0,317 
în galben m1[m2 — 1,519 de unde bftim -=■ 0,332 

care ara tă  că componenta mai slabă a variabilei SZ Herculis este aproape 
de lim ita stabilităţii, deci explicaţia de mai sus este posibilă. Dar necunos- 
cînd caracterele spectrale ale acestei componente, relaţia masă-luminozi­
ta te  utilizată mai sus trebuie considerată cu toată  rezerva.

TaltPliiI m in im e lo r  t a b e lu l  не. I

Minime 
1)J 2 4 3 ...,

Limitele Xr observaţiilor
Xr. crt. erorii

: 0\U001
ramura
descend.

ramura
ascend. 'total

Pondere

1 4919.4864 12 4 4 8 *>
2 4942,3910 18 6 5 11 2
\\ 951,3896 19 4 6 10 3
4 964,4825 22 4 4 8 2
5 991,4780 6 0 в 1
в 5005,3855 25 2 3 5 1
7 5010,2840 0 7 7 y28 5019,2883 10 7 12 19 3
9 5033,2045 5 5 lA

10 5229,5430 12 и 6 17 2
H 5328,5292 8 2 3 5 2
12 5338,3420 0 5 5 y2
13 5360,4400 - - 5 0 5 V2
14 5625,5030 12 7 4 и 3
15 5630,4088 HI 2 2 4 1
16 5652,5010 5 0 5 y2
17 5657,4060 10 2 7 9 3
18 5661,4920 8 0 8 y2
19 5666,4035 0 6 6 1
20 5684,4009 17 5 7 12 2
21 5688,4905 10 9 3 12 2
22 5702,4005 25 6 8 14 1
23 5720,3963 10 7 6 13 2
24 5743,3138 6 0 6 Vi25 5770,3011 8 2 2 4 2
26 6021,4583 10 в 7 13 2
27 6039,4568 19 7 2 9 2
28 6062,3610 13 4 4 8 2
29 6121,2610 10 4 1 5 Vt
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lab .  ni'. ! (сон/! r-'ta ;ч- )

Minime
]>J 2 |:î...

] LimiU-K ' Xr. observaţiilor
C  t . erorii ; 

I • 7\H.oi
tamura

d-.-eend.
ramura
ascend. 'Го tal Ponde

30 6125.3572 8 0 8 1
31 6130.2657 10 4 3 7 2
32 6354.4195 o 3 i
33 6372.4215 13 8 3 11 I
34 6381.4157 10 8 7 13 3
35 6476.3150 9 6 4 10 • )
36 6499,2234 5 s 2 5 1 ^
37 6526.220 1 10 5 o 7 1 ~
38 6672.4780 8 4 4 8 ■>
39 6686,5660 8 1 4 1
40 6773,2762 (1 7 7 1
41 6804.3680 0 10 10 10
42 6809.2845 0 9 9 2
43 6845,2780 0 7 7 1
44 7105.4320 0 7 7 1
45 7141,4305 (1 4 4 1
46 7155,330(i 2 5 7 1
47 7478,4876 : 5 6 6 12 2
48 7492,3930 13 7 7 14 9
49 7514,4800 13 5 8 13 3
50 7519.3890 1 4 5 1
51 7779,5453 15 1 8 9 1
52 7816,8210 9 9 1/
53 7924.3420 ; 1 5 e Ï

Tabelul minimelor individuale
Tabelul nr. 2

Nr.
crt.

Minime 
heliocentrice 
D.J. 24. . .,

lîpoea 0 C\ 
0,001

N-tul
minim
normal

Observatorul 
şi sursa Observaţii

ï 16041,116 - 9146 — 26 ï Dugan-Wright 40]
2 7513,690 7346 — 22 o
3 8459,414 6190 -15 3 Blaj ко [101
4 8486,412 6157 —14 3
5 8491,314 6151 -2 1 3
6 8495,406 6146 -1 9 3
7 8495,407 6148 - 1 8 4 [1]8 8504,405 6135 -1 9 3 Blajko [10]
9 8927,365 5618 14 5 Yost [10] min.normal (n

10 9477,121 4946 -1 7 6 [1]11 9525,390 4887 16 7 Léimért 40]
12 9663,643 4718 21 8 Shapley 1101 min.normal (n
13 20499,739 3696 -1 7 9 —. [1]14 0770,533 3365 -1 3 10 "Dugan [10] min.normal (n
15 1137,040 2917 -1 2 11 — Г1 ] ni in. norm al (n
16 1522,374 2446 - 1 0 12 — [1]17 2994,941 646 - 3 13 - [1]



:rt.

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
6768
69
70

VARIAŢIA PERIOADEI BINAREI FOTOMETRICE SZ HERCIIUS ■81

M inim e 
le lio c e n tr ic e  
D .J .  2 4 . . . ,

B p o c a

‘23193,7395 403
3518 ,523 6
3519 ,347 5
3523 ,440 0
3532 ,439 +  11
3640 ,426 143
3653 ,514 159
3654 ,329 160
3658 ,420 165
3676,414 187
3681 ,328 193
3694 ,417 209
3705 ,0545 222
3810 ,585 351
3973 ,387 550
3978 ,2158 556
3982 ,3 8 8 561
4355 ,435 1017
4382 ,432 1050
4467 ,517 1154
4525 ,595 1225
4552 ,593 1258
4710 ,486 1451
4724 ,393 1468
4760 ,385 1512
4765 ,294 1518
478 7 ,3 8 6 1545
5084 ,258 1908
5093 ,355 1918
5098 ,259 1925
5102,351 1920
5107 ,260 1936
5331,419 2210
5721 ,6526 2687
5776 ,468 2754
5886 ,9085 2889
6462 ,0320 3592
6541 ,388 3689
6717 ,278 3904
7157 ,413 4442
7161 ,502 4447
7175 ,409 4464
718 8 ,5 0 0 4480
7189 ,320 4481
7197 ,497 4491
7198 ,314 4492

.7 1 9 7 ,5 0 0 4491
7247 ,403 4552
7342 ,302 4668
7557 ,462 4931
7571,367 4948
7579 ,548 4958
7589 ,3 6 8 4970

Tab. nt. t  foontímsare)

° - C i
0*001

N -ru l
m inim
norm al

O bserva to ru l 
şi su rsa O b serv a ţii

_ 5 14 Ţesevici m m in .n orm al (n =  3)
— 2 15 ,, [10]
4- 4 15
4_ 6 15
+ 6 15
+ 5 16
-f 3 16
-i- 0 16
+ 1 16
+ 3 16 M

2 16
+ 2 16 ,,
-f 4 17 — [1] m in .no rm al (n =  12

0 18 Ţ esevici [10]
T 2 18
-L 2 19 , , [1] m in .no rm al (n =  4)
— 4 18 Ţ esevici [10]
— 1 20 K ordylew ski [10] m in .norm al (u =  8)
— 1 21 Ţesevici [10]
-f 3 21

, _ 4 21 [10]— 3 21. — 3 22-- 3 22
; 7 22— 7 22
• _ 2 09

0 23
j 4. 2 23
: ~~ 6 23

— 5 23
4 23
3 24
1 25 — [1] m in .n o rm al fu - 4-г- 0 26 — [1]
0 27 — [1] m in .no rm al (n — 5)-r 3 28 — [1] m in .n o rm al (n —3i
4 29 Ţesevici [10]~r 4 30 [1] m in .n o rm al (n —5i— 4 31 Piotrow ski [10]0 31— 2 31 P io trow ski [10]
3 31

4 - 5 31
- 1 - 1 31 (|

0 31_L 4 32 M ergentaler m in .n o rm al (n;-6 'i-r 4 33 P iotrow ski [10]
+ 4 33-1- 5 34-f 2 34 Pause [6]-ţ- 0 34
+ 5 34

1—Bolyai: M atem atică-Fizică 1/1964
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Tab. nr. 2 (continuare)

Xr.
crt.

Minime 
heliocentrice 
D.J. 2 4 . . . ,

Epoca 0 -  C\ 
0*001

X-rul
minim
normal

Observatorul 
şi sursa

71 27607,367 4992 + 6 34
72 7611,465 4997 4 34
73 7625,364 5014 - j-  5 35 , j
74 7629,452 5019 +  3 35 ,,
75 7629,451 5019 +  2 35 Himpel 10
76 7652,256 5047 +  0 35 Lause 6
77 7656,453 5052 b 6 35 , (
78 7670,367 5069 4- 3 35 Piotrowski io ;
79 7697,356 5102 -}- 5 36 Lau.se ,ö]
80 7711,261 5119 +  2 36 Piotrowski 10'
81 7890,419 5338 +  3 37 Lause 10
82 7903,500 5354 -1 1 37
83 7926,417 5382 -  1 37 ( (
84 7930,511 5387 "■■■ 3 37 Piotrowski 101
85 7944,420 5404 4 37 Lnuse 10'
86 7948,509 5409 3 37
87 7966,507 5431 3 38
88 7980,413 5448 +  1 38
89 7984,503 5453 -j- 1 38 ,,
90 7989,409 5459 _  2 38 ,,
91 7994,342 5465 +  22
92 8016,406 5492 -  2 38 ,,
93 8038,463 5519 - 3 4 39 ,,
94 8066,314 5553 -  2 39 ,,
95 8075,315 5564 + 4 39 ,,
96 8286,380 5822 -r 1 40 Piotrowski 10
97 8299,472 5838 + 3 40 Lause 10
98 8313,376 5855 r  0 40 ,,
99 8331,381 5877 + 6 40

100 8366,560 5920 -j- 7 40 ,,
101 8367,373 5921 -  2 40 ,,
102 8390,285 5949 , 8 41 ,,
103 8398,460 5959 f- 2 41
104 8399,280 5960 -I- 4 41
105 8430,366 5998 •> 41 ,,
106 8457,365 6031 -T- 4 41
107 8466,362 6042 2 41
108 8664,330 6284 -  9 42 ,,
109 8695,431 6322 -  4 42 ,,
110 8713,427 6344 л.. 2 42 Piotrowski 10
111 8717,516 6349 -Г 1 42 Lause 10.
112 8718,339 6350 , 6 42
113 8754,331 6394 2 42 , (
114 8790,326 6438 0 43
115 8803,420 6454 - 5 43
116 8808,323 6460 1 43
117 8825,320 6493 ... 1 43 Lause 10
118 8844,320 6504 6 43
119 8858,230 6521 - 3 43
120 8887,225 6532 -  1 43
121 9077,477 6789 0 44 Piotrowski 1(1
122 9086,475 6800 .... 1 44
123 9379,353 7158 -  1 45 .,

Observaţii
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Tab. nr.

Ni­
ort.

Minime 
heliocentrice 
I).J. 24. .

Kpoea 0 с 2 
0*001

X-riil
minim
normal

( )bservatorul 
şi sursa

124 30962,364 9093 2 46 Ţesevici '101
125 0967,274 9099 1 46
126 0976,269 9110 5 46 ,,
127 1596,386 9879 3 47 Piotrowski 10
128 1605,385 9890 о 47
129 1627,473 9906 4 47
130 1654,473 9939 1 47 ,,
131 1681,464 9972 7 47 ,,
132 1704,375 10000 3 47 ,,
133 1713,372 ООП 5 47
134 2478,284 0946 11 48 Szczepanowska io :
135 2747,440 11275 8 49 Chiş 10
136 2752,353 1281 4 49 ,,
137 2765,448 1297 2 49 ,,
138 2788,346 1325 7 49 Szczepanowska ! 10
139 2806,349 1347 2 50 Chiş
140 2820,255 1364 4 50
141 2824,344 1369 5 50
142 2829,253 1375 5 50
143 2847,250 1397 в 50
144 3003,501 1588 11 51 Szczepanowska 10]
145 3030,502 1621 7 51
146 3039,502 1632 в 51 Chiş Î10]
147 3066,504 1665 -  1 51 Szc zep a n o wsk a Г10]
148 3116,406 1726 — 3 52 Chiş ■10]
149 3125,407 1737 - 1 52
150 3152,400 1770 5 52
151 3184,310 1809 1 52
152 3184,308 1809 3 52 Szczepanowska lOj
153 3188,397 1814 4 52 Chiş 101
154 3211,304 1842 4 52 Szczepanowska 10
155 3358,561 12022 4 53 Chiş 10
156 3390,475 2061 1 ■» 53 Szczepanowska ; io 1
157 3394,558 2066 -  3 53 Chiş 10
158 3399,461 2072 9 53 Szczepanowska 1 101
159 3413,370 2089 7 53 Chiş 10 '
160 3435,458 2116 8 53 Szczepanowska 10
161 3453,457 2138 7 54 Chiş 10
162 3476.363 2166 7 54 Yasiliev a 10-
163 3489,453 2182 7 54 Chiş 10
164 3501,723 2197 8 55 Xason-Moore(pe) 110]
165 3530,359 2232 в 54 Chiş ■ 10]
166 3539,357 2243 7 54 Szczepanowska ' 10
167 3750,423 2501 9 5 в
168 3890,319 2672 7 57 Cliis 10 '
169 3894,414 2677 5 57
170 3903,414 2688 2 57
171 3904,238 2689 5 57
172 3931,226 2722 5 57
173 4248,650 13110 2 58 Ashbrook 10
174 4488,351 3403 2 59 Szczepanowska 10
175 46(15,340 35 4 в 1 59 -

J (continuare)

Observaţii
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Tab. nr. 2 (continuare)

Nr.
crt.

Minime 
heliocentrice 
D.J. 24. . .,

Epoca 0 - C t 
OfOOl

N-rul
minim
normal

Observatorul 
şi sursa Observaţii

176 34901,486 3908 -  5 60 Broglia, Masani,
Pestariuo (pe) Í1 '

177 4905,5761 3913 — 5 60
178 4919,486 3930 -  3 61 Chiş :
179 4923,5732 3935 -  6 60 Broglia, Masani, •

Pestariuo (pe) {Г [
180 4942,3910 3958 - - 5 61 Chiţi :
181 4951,390 3969 - - 5 61
182 4964,483 3985 — 2 61
183 4987,3854 14013 -  e 60 Broglia, Masani, |

Pestariuo (pe) 1 ’ j
184 4991,478 4018 -  3 62 Chiş j
185 5005,386 4035 -  3 62
186 5010,284 4041 14 62
187 5019,288 4052 ... g 62
188 5033,205 4069 : 1 62
189 5229,543 4309 - 4 63
190 5328,529 4430 ... 7 63
191 5338,342 4442 и 63 ,,
192 5347,349 4453 3 63 Ţese viei 10'
193 5360,440 4469 2 63 Chiş
194 5625,503 4793 - 2 34
195 5630,409 4799 4 64
196 5652,501 4826 1 64
197 5657,406 4832 - 4 64 ;
198 5661.492 4837 -  9 64
199 5666.404 4843 5 64
200 5684.401 4865 - 6 35
201 5688,491 4870 4 65
202 5702,401 4887 -  4 65
203 5720,396 4909 ... 8 в5
204 5720,399 4909 5 35 Tesevici '10'
205 5743,313 4937 3 es Chiş
206 5770,301 4970 6 es
207 6021,468 15277 4 66
208 6039,457 5299 - 3 66
209 6062,361 5327 - 6 ев
210 6121,261 5399 - 9 в 7
211 6125,357 5404 -  3 67 !
212 6130,266 5410 3 67
213 6354,420 5684 7 68
214 6372,422 5706 -  3 68
215 6381,416 5717 -- 8 38 i
216 6476,315 5833 -  8 69
217 6499,283 5861 -  6 69 !
218 6526,220 5894 -  7 69
219 6672,478 16074 -  6 70
220 6080,566 6090 — 7 70 1
221 6773,276 6196 15 71 !
222 6804,368 6234 -  10 71
223 6809.285 6240 _  2 71 j
224 6845,278 6284 — 5 71
225 7105,432 6622 — 5 72
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Tab. n r .: t  (continuare)

Nr.
crt.

Minime helio­
centrice 

D.J. 21......
Epoca

o  — 6 j
oîooi

X-rul
minim
normal

Observatorul 
şi sursa Observaţii

226 37141,4315 6646 3 72 C hiş
227 7155,330 6663 11 72
228 7478,4867 17058 2 73
229 7492,3930 7075 3 74
230 7514,4800 7102 5 73
231 7519,3890 7108 4 73
232 7779,5453 17426 ') 74
233 7820,4410 7476 11 74
234 7924,3420 7603 - 8 74

Tabelul nr.
Tabelul poziţiilor medii

Xr.
crt.

Kpoca
li

Minim hei. 
I). J. 24.....,

E ro a re a
Ii
în

0*0001

'S

£
X,

Pon- 0 'c i 
dere

0 - C2 j 0 -  c :i 

în 0,0001 zile

0 - c 4 Interval 
de epoci

1 -9146 16041,116 1 260 - 02
2 7346 7513,690 1 220 -  05
3 6156 8487,226 -М3 .5 181 -1-03 6190 -6135
4 6146 8495,407 1 180 00
5 5618 8927,365 3 139 ~= 37
6 4946 9477,121 1 017 - 18
7 4887 9525,390 1 - 160 - 05
8 4718 9663,643 5 210 - 58
9 3696 20499,739 1 017 - 48

10 3365 0770,553 4 -  130 - 08
11 2917 1137,040 -  10 <> 120 -  12
12 2446 1522,364 1 010 - 08
13 646 2994,941 1 - 003 t 20
14 -  403 3193.7395 -1-16 3 . 019 - 30
15 0 3523,437 — 20 4 : 035 - î -  75 6 - -  11
16 +  174 3665.784 -  10 7 • 021 -5 7 -r 1 4 3 - -  209
17 222 3705,0545 n;08 3 - 040 — 75 + 3 5 1 - -;- 561
18 507 3933,209 — 09 3 016 — 44
19 556 3978,2958 — 02 4 4 018 - 4 8 '
20 1017 4355,435 8 010 - 11
21 1178 4487,146 -Ml 3 -0 2 8 - 15 4 1050- -г 1258
22 1499 4749,753 -,-10 5 M 041 - 33 1451- 1545
23 1924 5097,444 4-12 5 4 032 -3 7 1908- 1936
24 2210 5331,419 1 -  030 -  44
25 2687 5721,6526 X04 4 -0 0 7 -  30
26 2754 5776,468 1 -0 2 4 -  01
27 2889 5886,9085 4-03 5 -0 0 2 -  26
28 3592 6462,0320 ^02 3 1 033 -1 2
29 3689 6541,388 1 -  004 +  01 +  08
30 3904 6717,278 1 -  038 + 01 +  07
31 4471 7181,1365 -0 7 7 14 -  028 - 0 3 -0 1 4442- 4492
32 4491 7197,5005 - 2 0 6 ! t 045 +  18 +  23
33 4610 7294,8525 4-00 2 4 j I 036 +  07 +  11 4552- 4669.



8 6 GH. CHIŞ 10

Tab. иг. ( c o n t i n u a r e )

Eroarea a
0 С\ 0 C., 0 c 3 0 ± JXr. E p oca

E
M inim  hei. E Pon- in terva l

c r t . D .J .  2 4 ....... îll a dere 1 de epoci
Of0001 în 0,0001 zile

24 4966 27586,0945 , 06 в 13 <140 ! 15 - r l  7 4931 - 4997
95 5037 7644,1802 4-16 в 12 + 050 ! -:-25 +  28 5 0 1 4 - 5069
3« 5111 7704,7175 4-13 2 2 4 033 - 0 9 +  12 5102- 5119
37 5379 7923 ,9623 ± 2 2 в 11 - 0 1 2 - 3 3 - 3 1 5338 5409
38 5458 7988 ,5929 4-09 5 11 - 0 0 1 - 20 19 5431 5492
39 5545 8059 ,7702 -  10 3 5 4  030 12 +  12 5519 5564
40 5872 8327,2871 - 1 3 6 13 - 0 3 0  i +  15 — 15 5822 - 5921
41 5990 8423 ,8220 4-08 в 12 - 028  ; ± 1 4 4 14 5949- 6042
42 6341 8710,9721 i 16 в 12 < 018 1 -4  08 + 06 6284 6394
43 6486 8829,5947 4 08 7 23 4-007 j - 0 1 - 0 4 6438 - 6532
44 6794 9081,5671 4  05 2 S ■ä 000 ! 05 08 6789 6800
45 7158 9379 ,353 i 005 - 05 10
46 9101 30968 ,9084 12 3 в 026 1 04 6 9093 9110
47 9942 1656,9254 в 7 15 - 0 3 0  ; 01 -1 3 9 8 7 9 - 10011
48 10946 2478,284 1 3 - 1 1 2  ! 70 - 8 6
49 11295 2763 ,8070 24 4 5 032 ! 4 15 04 11275 11325
50 11369 2824 ,3447 4 7 5 и - 0 4 5  i - 0 3 - 1 6 11347- 11397
51 11627 3035 ,4114 4  3 4 6 062 - 11 - 30 11588- 11665
52 11787 3166 ,3098 -i 6 7 16 - 0 2 9  ! -S- 24 +  04 11726 11842
53 12071 3398 ,6476 -  20 6 11 -039  ; .... 17 ...30 12022- 12116
54 12192 3497 ,6343 4  3 5 10 - 0 6 6  i - 09 - 5 2 12198- 12243
55 12197 3501,723 1 4 - 0 8 4  1 .... 27 48
56 12501 3750 ,423 3 -0 9 1  ; 30 52
57 12689 3904 ,2309 -MO 5 9 - 0 2 9 -  33 -r 08 12672- 12722
58 13110 4248 ,650 1 3 - 0 1 6 - - 51 - 2 7
59 13474 4546 ,4355 ± 0 2 2 2 - 0 2 5  : 47 т-21 13403- 13546
60 13942 4929 ,3007 +  03 4 16 - 0 5 5  , 22 - 0 5 1 3 9 0 4 - 14013
61 13961 4944,8464 ± 3 6 4 9 - 036 i +  41 >14 1 3 9 3 0 - 13985
62 14043 5011 ,9273 +  19 5 в - 0 6 3  ^ 4-14 - 1 3 1 4 0 1 8 - 14069
63 14421 5321 ,1683 ± 1 2 5 7 051 -431 - 0 3 1 4 3 0 9 - 14469
в4 14822 5649 ,2258 ± 0 9 в 9 -035  ! 4 52 - 2 2 14793 14843
65 14909 5720 ,3978 +  09 7 i i - 0 5 7 i -. 31 - 0 1 14,865- 14970
66 15301 6041 ,0920 4  08 3 в -  045 ! 4-47 4-16 15277 15327
67 15404 6125,3565 4-05 3 3,5 -0 3 8 ! - 5 6 4-24 1 5 3 9 9 - 15410
6 8 15702 6369 ,1458 4  14 3 4.5 -0 6 6 : 4-31 - 0 2 15684- 15717
69 15836 6500 ,8583 4 05 3 3 - 0 7 3 j 4 .26 -08 15833- 15894
70 16074 6673,4775 ± 0 5 2 3 - 0 6 0 S + 4 1 +  07 1 6 0 7 4 - 16090
71 16240 6809 ,2805 +  09 4 4,5 -0 6 8 ! + 36 +  01 1 6 1 9 6 - 16284
72 16602 7105 ,4320 4-16 3 3 - 0 5 4 i +-53 +  18 1 6 6 0 2 - 16663
73 17102 7514 ,4809 4-07 4 8 - 0 3 7 +  76 +  38 1 7 0 5 8 - 17108
74 17426 7779 ,5453 ± 1 9 3 2,5 -061 i + 98 +  59 1 7 426- 17603
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ОБ ИЗМЕНЕНИИ ПЕРИОДА ФОТОМЕТРИЧЕСКОЙ ДВОЙНОЙ ЗВЕЗДЫ
SZ HERCULES

( Р е з ю м е )

На основе наблюдения фотометрической двойной звезды SZ HHRCULIS 
в 1954 -1962 гг.. из 560 фотометрических наблюдений, произведенных в Клужской 
обсерватории, было получено 53 главных минимума. Из совокупности 234 доступных 
минимумов был составлен график изменения периода на 60 лет. Из последних 46 
нормальных минимумов были выведены новые ’элементы:

Min. /iei. . - J. 1). 2423523,1398 л 0.81809363. Е
-, 73 -  76

действительные для интервала 4000 <  Е < 17.000 Установлено, согласно Цесевичу, 
нерегулярное изменение периода и, на основе элементов Бролиа-Мазани-Пестарино, 
показывается приближение поверхности более слабой составляющей к предельной 
поверхности Якоби, откуда представляется возможным допущение изменения периода 
благодаря потере массы.

SUR LA VARIATION DE LA PÉRIODE DE LA BINAIRE PHOTOMÉTRIQUE SZ
HERCULES
( R é s u m é)

I/étude de la binaire photométriqu ‘ SZ Hercuiis entre les années 1954 -1902, grâce 
aux 50(1 observations faites à l'Observatoire de Cluj, a permis d'obtenir 53 minima princi­
paux. Avec la totalité de 234 minima accessibles on a établi le graphique de la variation 
de la période pour 00 ans. Des 40 derniers minima normaux ont été déduits les éléments 
nouveaux :

Min. bel. » T.D. 2123523,1398 0,81809303.E
i- 73 -70

valables pour l'intervalle 4000 < E  <  17 000. On constate, en accord avec Tsesevitch, la varia­
tion irrégulière de la période et, sur la base des éléments de Broglie —Masani -Pestarino, on 
montre le rapprochement de la surface de la composante plus faible vers la surface limite 
de Jacobi, ce qui rend possible l ’hypothèse de la variation de la période due à la perte de 
masse.





ORBITA Г R KIЛ MIN A R A A BIXARKI FOTOM ETRICE 
V TRIAXGULI

de
\ vsn.i; гнкслк

Binara fotometrică V Trianguli a fost observată la Observatorul astro­
nomie din Cluj, în intervalul 31 august .1953—25 februarie 1959, obţinîn- 
du-se 437 poze fotovizuale. Primele rezultate ale acestor observaţii şi anume 
m agnitudinile fotovizuale ale stelelor de comparaţie, momentele a 25 mi- 
minime principale şi a 5 minime secundare, elementele noi ale variaţiei de 
lumină şi curba de lumină, au fost deja publicate [1 , pen tru  obţinerea 
lor s-a utilizat atunci metoda evaluărilor pe plăci.

Pentru a obţine o curbă de lumină mai precisă, care să perm ită deter­
minarea orbitei, m agnitudinile variabilei V Trianguli au fost redeterm inate 
prin măsurări pe plăci cu ajutorul unui Schnellphotometer М2 Zeiss al 
Laboratorului de spectroscopie al U niversităţii „B abeş—Bolyai” din Cluj. 
Ca stele de comparaţie s-au utilizat stelele publicate în lucrarea c ita tă  [1 .

Din cele 137 de poze, 3 poze n-au pu tu t fi m ăsurate din cauza unor 
defecte de placă. Cu ajutorul celor 434 observaţii individuale obţinute 
(date în tabelul nr. 2), s-au form at 44 puncte normale, care sínt date în 
tabelul nr. I, în care, prima coloană reprezintă num ărul de ordine al punc­
tului normal, a doua faza, a treia m agnitudinea fotovizuală mpv, a pa tra  
num ărul de observaţii individuale N  ce in tră în formarea punctului normal 
respectiv, iar a cincea ponderea p. Fazele au fost calculate cu elementele 
date de N i j l a n d  [5/. Momentul minimului principal corespunde fazei 
0p99(H); de aceea fazele date în tabelul nr. .1 sínt mărite cu OţOOlO faţă de 
cele obţinute prin calcul. Ponderea p s-a stabilit în felul urm ător : s-a 
a tribu it ponderea 1 observaţiilor individuale obişnuite şi ponderea 1/2 
observaţiilor individuale obţinute din poze necorespunzătoare (imagini 
extrafocale, condiţii slabe de vizibilitate), ponderea p fiind suma ponderilor 
observaţiilor individuale. Eroarea medie pătratieă a unui punct normal 
este de ± 0 “ 03.

Pe baza tabelului nr. 1 s-a construit curba medie de lumină reprezentată 
în fig. 1. Din curba medie rezultă :
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— m agnitudinea în maxim M  — 10,m74
— m agnitudinea în minimul principal mx =  11 “ 78
— m agnitudinea în minimul secundar m., =  llfO â .

Curba de lumină ara tă  că steaua V Trianguli aparţine tipului ß byrae, 
lum inozitatea sistemului variind şi între eclipse.

щв

fr,O

n,e

F a za
o “a 0,9 o o,r 0,2 q s  q<, q s  q e  a•/ q s  49 o

F i « .  I-

Pentru determ inarea elementelor sistemului, curba de lumină se rec­
tifică, eliminînd variaţia  de lumină dato rată  elipticităţii componentelor şi 
reflexiei. Rectificarea curbei de lumină s-a efectuat cu formula dată  de 
M a r  t  î n о V Г 4 '

. -  A a -- h cos 0 - Cu sin'-O

unde :
l rect — lum inozitatea rectificată a sistemului,
l obs — lum inozitatea observată,
Ö — unghiul de fază
a , b , c  —  coeficienţii de rectificare, iar
A şi C — constantele de reflexie.

Coeficienţii de rectificare a , b , c  se determ ină prin metoda celor mai mici 
pătra te , din ecuaţii de condiţie de forma :

l„bs =  a — b cws Ö — c cos20 (2)
scrise pentru  fiecare punct normal s itua t în afara eclipselor. D eterm inarea 
constantelor A şi C, cere cunoaşterea aproxim ativă a elementelor siste­
mului. Valorile lor definitive, ca si ale elementelor sistemului se obţin 
prin aproxim aţii succesive.

-+ cj cos20 ( 1 )
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Pentru obţinerea primei aproxim aţii s-a aplicat metoda lui S c h n e 1- 
l e r  [6], utilizîndu-se pen tru  rectificare formulele date în lucrarea citată 
|fi care nu conţin constantele A şi C. Această metodă perm ite determ i­
narea elementelor sistemului în ipoteza U. Prin această metodă, valorile 
k şi a0 ale raportului semiaxeloi şi respectiv fazei fotometrice maxime a 
eclipsei, se obţin prin intersecţia a două curbe care reprezintă grafic depen­
denţele dintre k şi oc0 : una obţinută din fazele parţiale ale eclipsei, aşa 
cum se explică în lucrarea cita tă  pi \  к -- Л4(а0), a doua corespuuzînd uneia 
din ecuaţiile

а„ =  1 — À, -|-----(3)

у-ч 1 >c • 1 (*)k-
unde şi reprezintă respectiv lum inozitatea sistemului în minimul 
principal şi în cel secündar. Dacă curba k9(x0) se intersectează cu curba 
(3), înseamnă ca în minimul principal avem o ocultaţie, dacă se intersec­
tează cu curba (4) avem un tranzit.

Aplicarea metodei lui S c h n e l l e r  ara tă  că în minimul principal 
are loc un tranzit, obţinîndu-se soluţia aproxim ativă k =  0,8 ; x0 =  1,0. 
Cu ajutorul acestor valori s-au găsit elementele : 

ax =  0,481 — semiaxa mare a stelei mari 
«2 =  0,381 — semiaxa mare a stelei mici 
L j =  0,948 — lum inozitatea stelei mari 
Z2 =  0,052 — luminozitatea stelei mici.
/ =  8 3 ° ,2 — înclinarea planului orbitei.

Avînd elementele aproxim ative ale orbitei, constantele de reflexie se de ter­
mină cu formulele urm ătoare :

A =  0,354 sin i (/„* +  I*) ; f  —0,13 sin / (/.* +  £*)'

nude L * ~  L2 -г Л : Ц — /n  +  — «?J  ̂ ^

Astfel s-au găsit Л — 0,070 ; C =  0,026.
în  continuare s-a trecut la rectificarea curbei de lumină cu ajutorul 

formulei (1). Aplicarea acestei formule este dificilă în cazul stelei V Trian- 
guli din două motive :

1° Elementele aproxim ative ale orbitei arată  că duratele eclipselor 
acoperă o fracţiune mare de perioadă, răm înînd un num ăr mic de puncte 
normale în afara eclipselor, pentru care să se scrie ecuaţii de condiţie de 
forma (2). Astfel determ inarea coeficienţilor a, b, c devine nesigură prin 
metoda celor mai mici pătrate .

2" Coeficientul b se obţine negativ, contrar teoriei. Totuşi valoarea sa 
absolută este mică, fiind în lim ita erorilor de observaţie. Anume h — 
—0,015 ■ 0,016.

în  asemenea cazuri M a r t î и o v [4j propune să se ia 6 =  0 iar c 
să se determine grafic. Determinarea pe cale grafică a lui c este nesigură 
din cauza dispersiei mari a punctelor normale în curba de lumină.
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în  această situaţie s-a lua t b — O, ecuaţia (2) reducîndu-se la

Kbs '-= «  —  c c o s 2 0 (6 )

Pentru 11 puncte normale situate înafara eclipselor s-au scris 11 ecu­
aţii de condiţie de forma (ti), care, rezolvîndu-se prin metoda celor mai 
mici pă tra te  au dat :

a =  0,99.1 -h ; c =  0,178±
1 19

Cu ajutorul acestor valori şi cu valorile A, C date înainte s-a efectuat recti­
ficarea curbei de lumină cu formula (1).

S-a trecut apoi la determ inarea elementelor sistemului în ipoteza U. 
Factorul de elipticitate z s-a determ inat cu formula

C

Aplicarea metodei lui R u s s e l l  [4j pentru determ inarea elementelor 
sistemului n-a dat rezultate, neobţinîndu-se intersecţia curbelor care deter­
mină pe k şi a„. De aceea s-a aplicat în continuare to t metoda lui 
S c h n e l l e r  }6.', pen tru  curba rectificată cu ajutorul formulei (1).

Prin aproxim aţii succesive, s-au obţinut pentru constantele A, C si 
z, după a treia aproximaţie, valorile :

.1 =  0.071 ; C -- 0,027 ; 0,413.
Cu ajutorul acestor valori s-a efectuat ultima rectificare, curba rectificată 
corespunzătoare fiind reprezentată grafic în fig. 2.

Din curba de lumină rectificată, luîiul ca unitate lum inozitatea siste­
mului în maxim, se obţine : * •

m

<0,6 ^
• p o n c é  <n C u r b a  r p c f t f ' C c î o  

+  p u n c t  t/> c u r b a  т е о г с - t i c ü

10,6

ЦО

1ifQ

f /,6

4 t*

4-
X

•+ V
г

* *+.
V

0,2 о,в
Fazaо О, b

К i с ■ 2.
0,6 о
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Âj =  0,5058 — lum inozitatea sistemului în minimul principal,
}.2 =  0,9120 — lum inozitatea sistemului în minimul secundar. Aplicînd 

metoda lui S c h n e l l  e r, s-au obţinut, după ultim a rectificare, urm ă­
toarele valori pentru  elementele sistemului :

Semiaxa mare a stelei mari «i ----- 0,491
Semiaxa mare a stelei mici Cin — 0,393
Semiaxa mică a stelei mari \  = 0,373
Semiaxa mică a stelei mici b2 = 0,298
.Semiaxa polară a stelei m a ri. C1 = 0,294
Semiaxa polară a stelei mici C2 = 0,235
Raportul semiaxelor celor două stele k 0,80
înclinarea planului orbitei i -- 80°,8
Faza fotoinetrică m aximă (tranzit) ao = 0,80
Excentricitatea secţiunii ecuatoriale s —- 0,051
Lum inozitatea stelei mari L, = 0,898
Lum inozitatea stelei mici L 2 = 0,102
Raportul strălucirilor superficiale 5,03
Pentru determ inarea elementelor sistemului s-a. aplicat deasemeni

metoda lui 1' e 1 1 a a r [1 . Intersecţia curbelor care determ ină pe k şi y.„ 
conduce prin această metodă deasemeni la soluţia : к =  0,80 ; x() - 0,80 
— în concordanţă cu metoda lui S c h n e 1 1 e r.

Cu ajutorul elementelor date mai sus, s-a calculat curba teoretică de 
lumină, reprezentată grafic în fig. 2. Curba teoretică concordă satisfăcător 
cu observaţiile în lim ita erorilor de observaţie. O concordanţă mai bună, 
prin variaţia elementelor, nu s-a pu tu t obţine, din cauza asimetrici curbei 
de lumină obsevate.

Elementele sistemului Y Trianguli au fost calculate deasemeni de 
G a p o s c h к i ii |2 (, pe baza curbei de lumină obţinute de H o f f m e i s ­
t e r  [3] prin evaluări vizuale.

Valoarea lui k obţinută în lucrarea de faţă  concordă cu valoarea obţi­
nută de G a p o s c h к i n, de asemeni tipul eclipsei. Dimensiunile relative 
ale componentelor nu concordă însă, valorile obţinute în lucrarea de faţă 
fiind mai mari decît cele obţinute de G a p o s c h к i n. De asemeni există 
o mică diferenţă şi între luminozităţile corespunzătoare ale componentelor. 
Toate acestea se datoresc probabil metodelor diferite de rectificare a curbe­
lor de lumină observate ca şi unor mici diferenţe în înseşi aceste curbe, 
obţinute prin metode diferite.

Pentru  explicarea asimetrici curbei de lumină şi stabilirea cauzei ei 
sínt necesare metode mai precise de observare a variaţiei de lumină a sis­
tem ului (metode fotoelectrice).

încercarea de a determina elementele sistemului în ipoteza D sau 
pentru  o valoare interm ediară a coeficientului de întunecare spre margine 
nu a da t rezultat, deoarece curbele care determ ină soluţia k, a0 nu se in ter­
sectează în interiorul domeniului de definiţie al acestor mărimi, ci în afara lui.

Nu s-a încercat determ inarea unei orbite eliptice, în trucît observaţiile 
nu sínt suficient de precise pentru  a perm ite aceasta.

în  încheiere exprim, pe această cale, sincere m ulţum iri prof. Gheorghe 
Chiş pentru ajutorul acordat în efectuarea acestei lucrări.



94 V. URECHE «

l’une te îiormule
l u b e i  I

Xr.
pet.

norm

1
1 Faza "Ve X P

Xr.
pet.

norm.
Faza

" V X P

1 p0 ,0012
Ш

11 ,78 10 8 23
P

0 ,4835
Ш

10 ,94 10 10
2 0 ,0089 Il ,70 10 7,5 24 0 ,4647 11 ,02 8 8
3 0 ,0156 11 ,64 10 9 25 0 .4902 11 ,05 8 8
4 0 ,0214 11 ,59 10 8,5 26 0 .5147 11 ,04 8 7,5
5 0 ,0312 11 ,48 10 8,5 27 0,5562 10 ,94 10 9,5
H 0 ,0398 11 .38 10 10 28 0 ,6310 10 ,86 10 10
7 0 ,0472 11 ,33 10 8,5 29 0 ,7016 10 ,78 10 9
8 0 ,0559 11 ,22 10 8,5 30 0 ,7491 10 ,74 10 7,5
9 0 ,0659 11 .17 10 9 31 0 ,8093 10 ,77 10 9

10 0 ,0737 11,11 10 9 32 0,8364 10 ,84 10 9
11 0 ,0829 11 ,04 10 9,5 33 0,8563 10 ,84 10 9
12 0,0941 10 ,97 10 9 34 0,8776 10 ,92 10 9,5
13 0,1063 10 ,91 10 9,5 35 0 ,8985 10 ,99 10 10
14 0 ,1212 10 ,89 10 10 36 0,9130 11 ,08 10 10
15 0 .1424 10 ,82 10 10 37 0,9253 11 ,14 10 9
16 0,1602 10 ,79 10 9.5 38 0 ,9369 11 ,21 10 9,5
17 0,1756 10 ,78 10 9 39 0 ,9458 11 ,27 10 8,5
18 0,1950 10 ,77 10 9 40 0 ,9557 11 ,36 10 8,5
19 0,2206 10 ,76 10 9 41 0,9667 11 ,49 10 9,5
20 0 ,2507 10 ,74 10 9 42 0 ,9752 11 ,57 10 9,5
21 0 ,3077 10 ,77 10 9 43 0 ,9843 11 ,62 10 8,5
22 0 ,3880 10 ,85 10 10 44 0 ,9931 11 ,69 10 8,5

l  a b e l  '!

Observaţii individuale

D.J. hel. 
2 4 3 ... . mpv

1). 1. hel. 
'13___ inpv

D.J. hel. 
243___ 111 I).J. hol. 

243 . . nv

:n ni m m
4621,4076 10,78 5749,4191 11,18 6093.4836 10,95 6137,5273 10,76

623,4415 10,99 .4316 11,38 ,4907 10,87 ,5339 10,89
,4592 11,00 ,4441 11,60 ,4975 10,92 ,5451 10,81
,4974 11,29 .4643 1 1,52 ,5044 11,06 ,5513 10,81

624,5126 10,59 ,4781 11,41 ,5114 11,13 ,5583 10,82
,5307 10,60 .4920 11,15 107,4696 10,79 ,5643 10,75
.5460 10,64 ,5059 11,02 ,4765 10,82 ,5756 10,75
,5599 10,51 ,5198 10,91 ,4835 10,75 143,2293 10,95
,5724 10,52 ,5338 10,88 ,4904 10,74 ,2348 11,00
,5862 10,73 759,3113 10,84 ,4973 10.81 ,2418 10,98
,6001 10,71 .3252 10,9в ,5043 10,86 ,2487 11,16
,6105 10,74 .3565 1 1,20 ,5114 10,78 ,2557 11,19

625,3988 10,71 .3676 11,26 ,5217 11.11 ,2619 11,20
,4127 10,65 .3780 11,35 119.2651 11,23 ,2675 11,25
,4266 10,75 ,3912 1 1.69 ,2699 11,31 ,2730 11,37
,4453 10,65 ,4016 11,75 ,2748 11,35 ,2786 11,46
.5037 10,75 ,4127 11,57 .2797 11.44 ,2841 11.57
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Tabel 2 (continuare)

D.J. hfl. 1). T. bel. D.J. hfl. D.J. hfl.
243........ "У, 243........ "V, 243___ nVr 243 "Vf

m m m m
4625,5183 10,96 5759,4224 11,41 6119,2845 11,65 6143,2911 11,86
5041,4463 10,77 ,4419 11,44 ,2922 11,63 ,2953 11,78

,4518 10,68 763.3007 10,87 .2970 11,83 .2994 11,93
,4574 10,82 ,3146 10,79 ,3019 11,76 ,3036 11,83
.4643 10,70 .3264 10,75 .3067 11,68 ,3078 11,66
,4713 10,71 .3389 10,75 ,3116 11,52 ,3147 11,48
,4782 10,59 .4681 11,14 ,3192 11,52 ,3189 11,48
,4907 10,73 ,4820 11,37 ,3244 11,31 ,3234 11,31
,4990 10,69 ,4952 11,66 .3298 11,29 ,3286 11,28
,5060 10,64 .5091 11,52 .3394 11,16 ,3334 11,27
,5129 10,66 ,5223 11,28 ,3491 11.02 157,3299 11,45
,5199 10,61 773,4025 11,03 ,3581 10,85 ,3341 11,64

048,3393 11,41 ,4150 11,15 .3678 10,68 ,3381 11,59
,3463 11,57 ,4218 11,25 ,3873 10,66 ,3424 11,63
,3532 11,70 ,4288 11,33 ,3970 10,52 ,3464 11,66
,3602 11,78 ,4357 11,42 ,4067 10,58 ,3507 11,61
,3671 11,90 .4448 11,79 137,3860 11,05 .3549 11,41
,3740 11,94 ,4503 11,76 ,3916 11,02 .3591 11,45
,3810 11,76 ,4635 11,45 ,3985 11,07 ,3799 11,04
,3879 11,74 .4718 11,25 ,4055 11,09 ,3911 11,05
,3949 11,52 .4774 11,23 ,4131 11,32 ,4036 10,90
,4018 11,48 ,4847 11,18 ,4193 11,43 ,4105 10,86
,4088 11,33 ,4914 10,97 ,4277 11,57 ,4209 10,87
,4157 11,25 ,4983 10,85 ,4333 11,59 ,4279 10,96

054,2753 10,98 .5115 10,82 ,4409 11,57 ,4348 10,92
742,4198 11,53 ,5191 10,69 ,4471 11,71 .4417 10,71

,4275 11,58 .5250 10,74 ,4542 11,46 .4494 10.84
,4344 11,73 ,5420 10,57 ,4612 11.51 ,4556 10,67
,4414 11,61 790,3491 10,80 ,4683 11,37 ,4685 10,77
,4490 11,31 ,3634 11,03 .4763 11,19 ,4786 10,70
,4552 11,26 ,3700 11,09 ,4819 11,05 ,4855 10,69
,4622 11,04 ,3784 11,19 ,4888 11,10 ,4924 10.75
,4705 11,13 ,3838 11,22 ,4958 10,93 158,4028 10,71
,4761 11,14 6093,4503 10,78 ,5027 11,01 ,4111 10,81
.4830 11,05 ,4558 10,76 ,5098 10,82 ,4233 10,91
,4900 11,01 ,4628 10,81 ,5168 10,99 ,4320 10,88

749,4018 10,98 ,4704 10,89
6158,4410 10,88 6220,2708 11,01 6490,4691 10,85 6540,3961 10,98

,4500 10,94 ,2806 10,91 494,2577 10,90 ,4127 10,94
,4611 11,20 ,2924 10.91 ,2770 10,87 .4301 10,94
,4695 11,30 ,3014 10,83 ,2930 10.88 .4482 10,85
,4765 11,03 ,3125 10,79 500,3005 11,30 ,4586 10,82
,4848 11,52 3222 10,76 ,3186 11,02 ' 541,4515 10,91
,4967 11,75 232,2271 11,45 ,3311 10,95 .4651 10,84
,5046 11,61 ,2521 11,47 ,3471 10,82 .4793 10,94
,5129 11,94 ,2729 11,32 ,3603 10.72 .4932 11,01
,5188 11,66 ,2889 11,10 501,4400 11,77 ,5070 10,97
,5250 11,73 ,3028 10,92 .4519 11,80 ,5209 11,06
,5323 11,47 234,2572 10,96 ,4684 11,32 549,3856 10.98
.5410 11,38 ,2801 11.11 ,4816 11,09 ,3974 11,15
,5479 11,30 .2878 11,10 .4900 10,99 589,2076 11,49
,5542 11.15 ,2954 10,86 .4997 11,06 ,2166 11,67
,5603 11,02 ,3030 10,99 ,5108 10,92 .2257 11,86
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Tabel 2 (continuare)

IX J. hei.
243 .......

6158,5374 
,5743 

165,4249 
,4332 
,4409 
,4478 
,4584 
,4658 
,4756 
,4832 
,4910 
,5124 

182,3184 
,3253 
,3323 
,3392 
,3462 
,3531 

183,3466 
,3758 

208,3174 
,3389 
,3486 
,3590 
,3694 
,3798 
,3903 

219,2835 
,3037 
,3162 
,3259 
, 3363 
,3467 

220,2069 
,2181 
,2292 
,2389 
,2493 
,2604

m .p v
D. J. hcl. 
243 ....... m,p v

1). J. hel. 
243 ....... m.p v

D. T- hel. 
243. . ., m.p v

m
10,98 6234.3107

m
11,04 6501.5288

m
10,85 6589,2347

Щ
11,7411,01 ,3197 10,82 ,5386 10,94 ,2437 11,4710,81 484,2731 10,79 ,5545 10,83 ,2541 11,2810,89 ,2912 10.69 504,3739 11,54 ,2653 11,08

11,11 .3011 10,78 507,2920 11,70 ,2778 11,0310,96 ,3120 10,73 ,3101 11,56 ,2916 10,9610,93 ,3792 10,87 .3247 11,29 ,3062 10,7410,98 .3889 10,81 ,3413 10,99 ,3208 10,9311,09 .3983 10,82 ,3524 10,85 ,3333 10,81
11,19 .4108 10,98 ,3656 10,95 595,3255 11,0411,16 .4184 11,04 ,3767 10,89 ,3369 10,9611,60 ,4255 11,21 513,3376 10,88 ,3480 11,1010,88 ,4323 11,21 .3515 10,82 ,3591 11,0410,83 ,4399 11,45 ,3654 10,87 ,3696 11,1810,78 ,4531 1 1,53 ,3793 10,92 ,3890 11,2010,79 ,4594 1 1.75 ,3932 10,95 605,2905 10,9410,75 .4698 11,70 ,4085 11,08 ,3169 11,0110,74 .4781 11,65 ,4210 10,94 610,2562 11,1310,91 .4948 11,38 ,4349 11,17 ,2707 11,7910,98 .5010 11,29 ,4501 11,10 ,2798 11,7610,87 .5087 11.12 .4640 11,00 ,2903 11,8510.79 .5 156 1 1,05 ,4779 10,94 ,3006 11,3610.88 .5260 10.96 ,4904 10,92 .3110 11,1210,80 490.2691 1 1,12 ,5043 10,94 ,3214 11,0010.64 .2837 I 1.41 527,3566 10,80 ,3318 10,9610,90 .2955 11,37 ,3705 10,77 620,2214 11,5110,69 .3073 11,55 ,3844 10,86 ,2308 11,6510.74 .3191 1 1.74 .4011 10,81 ,2388 11,8010,83 .3316 1 1,69 ,4122 10,75 ,2513 11,53
11,11 .3441 1 1,53 528,2369 10,82 ,2634 11,49
11,21 .3580 11.23 ,2487 10,80 ,2756 11,22
11,30 .3684 1 1,15 ,2626 10.75 ,2874 11,1211,37 ,3788 ! 1,06 ,2765 10,82 623,2623 10,7610,83 .бУтб io. m 530,3442 10,90 ,2765 10,7910,87 .4024 ] 0,91 ,3630 10,88 ,2907 10,7811,03 ,4163 10,84 540.3364 11,02 ,3046 10.7211,02 .4274 10.90 ,3530 11,00 ,3185 10,86
11,01 ,4413 10.86 .3669 10,96 ,3324 10,7011,06 .4552 10,81 ,3822 10,94 ,3463 10,84

В I Ii I, I O G R A P  I К

I C l i i ş  G h ,  şi U r e c h e  V., „ S tu U a  Un: versitatis  Babas -  B o ly a i” Clui seria Math phvs  
ur. 1 d in  1962. • '

2. G a p o s c h k i n  S.,  „ V erö ffen tl ich u n g en ” Berlin-Babelsberg, 1931, I X ,  fase.  5 ,
3. H o f f m e i s t e r  C., „A stronom ische N ach r ich ten ” , 1919, 208, p. 251
4. M a r t î n o  V D.  J„ Ţ e s e v i c i  V. I'., ş .a . „P erem enîe  zv e z d î” , 111 OGJZ Goztehizdat,
. 1947.
5. N i j l a n d  A. A.,  „ B u ll .  Astr. Inst.  N e th e r la n d s” , 1930, 217 p. 117.
6. S c h n e l l e r  H„ „Veröff. der Sternwarte  in Sonneberg,  1949, 1, ur. 4.
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ПРЕДВАРИТЕЛЬНАЯ ОРБИТА ФОТОМЕТРИЧЕСКОЙ БИНАРНОЙ
V TRIANGULI

( P e з ю м е )

В данной работе автор приводит кривую блеска фотометрической бинарной 
V Trianguli, полученную из 434 фотовизуальных снимков, произведенных 
в Клужской Астрономической Обсерватории, в период 31 августа 1953г.—23 февраля 
1959 г., измеренных с помощью шнеллфотометра М2 Zeiss. (Было получено 44 нормаль­
ных точки).

Кривая, имея незначительную асимметрию, имеет предельные звёздные величины 
М - 10“ , 74; mJ -- 11“ , 78; Ш2 =  11“ , 05.

Из кривой блеска были определены элементы системы в гипотезе U, посредством 
применения методов !11неллера и Фетлаара, получив

7. 0,113; к — 0,80; а =  0,86 (транзит); — 0Л91 ; i =  80°,8
L , - 0.898; L, -  0.102: J Г!.Ь 5,63

1/ОКВГГК PRÉLIMINAIRE UE LA BINAIRE I’IIOTi LMÉTRIOUE V TRIANGULI
(R é s u m é)

L’auteur présente la courbe de lumière de la binaire pliotométrique V Trianguli, obtenue 
grâce à 434 poses photovisuelles, effectuées à l'Observatoire Astronomique de Cluj, entre le 
31 août 1953 et le 23 février 1959, et mesurées à l’aide d’un Schnellphotometer М2 Zeiss ; elles 
contiennent 44 points normaux. La courbe qui présente une légère asymétrie, a les magnitudes 
extrêmes M — 10“ ?4 ; щ  •= l l ’n7S ; m,, — l l “ ()5.

A partir de la courbe de lumière on a déterminé les éléments du système dans l’hypo­
thèse U, par application des méthodes de Schneller et Fetlaar ; on a obtenu 

г =  0,413 ; k ---= 0.80 : x 0 =  08(î (transit) ; я, =  0 , 491 ; i =  80°,8 
Ll = 0.898 ; L, =  0,102 ; J  J J ,  =  5,63.

-  — Babeş—Bolyai; M atem atică-Fizică 1/1964





D P  AQUA R I  I

de

W W  Т О Й О Н А Х

Steaua variabilă D P  Aquarii este una dintre stelele puţin studiate, 
în  Catalogul General de stele variabile [1], pe baza observaţiilor lui S . 
T h o r  n d у к e, sínt date limitele variaţiei lum inozităţii acestei stele. 
Max. =  13,8. Min. =  15,1 şi tipul R R  Dyrae. Din literatura existentă piuă 
în prezent, se constată că elementele variaţiei lum inozităţii nu au fost 
determ inate pînă acum.

în  urma indicaţiilor primite din partea profesorului V. P. Ţ e s e v i c i 
(Odesa), steaua variabilă D P  Aquarii a fost inclusă în planul de observaţii 
al Observatorului astronomic din Cluj. Astfel, în intervalul de la 5.V III 
pînă la 26. IX  a anului 1962, s-au obţinut 217 observaţii fotografice. Aceste 
observaţii au fost efectuate cu ajutorul reflectorului de tip  Newton (D =  
=  50 cm, P  -= 250 cm) pe plăci Guilleminot (superfulgur).

Strălucirea variabilei a fost evaluată pe plăci prin metoda lui A r  g e ­
l a  n d e r. Magnitudinile stelelor de comparaţie au fost determ inate prin 
fotografierea regiunii stelei variabile şi a Secvenţei Polare pe acelaşi clişeu 
(în to ta l ani obţinut 8 clişee), iar pentru  trecerea de la m agnitudinile ste­
lelor din Secvenţă la m agnitudinile stelelor de comparaţie, am utilizat 
microfotometrul „H artm ann".

Stelele de comparaţie utilizate sínt indicate pe fig. 1 (coordonatele x 
şi 8 fiind raportate  la epoca 1855,0), iar m agnitudinile acestora sínt date 
în tabelul 1, unde s este eroarea medie pătra tică  cu care a fost determ inată 
m agnitudinea respectivă, iar s reprezintă num ărul gradelor de lumino­
zitate obţinute prin  utilizarea metodei lui Argelander.

Tabel 1

* Шpg s *
m pg £ s

a 13,55 — 0,088 19,5 14,01 -1-0.046 6,9
b 13,69 .103 17,0 14,80 .023 3,0
C 14,00 .057 13,5 я 15,00 ,028 0,0
d 14,41 ,068 9,2



100 1 TODORAN • )

Max. lie],
J. 2437 ...,

Număr de observaţii
-§ 0 с кramura

ascend.
ramura
descend.

884,451 2 в 1 - 0,003 0
885,339 4 V, -1-0,001 2
888,454 5 2 1 0,000 9
896,465 6 — 1 / 0,001 27
901,362 3 7 2 0,000 38
902,253 — в 7 , 4-0,001 40
904,478 4 5 2 0,000 45
905,369 4 11 2 +  0,001 47
906,255 — 4 7-, 0,003 49
909,374 4 8 2 0,000 56
910,264 1 8 1 0,000 58
926,288 7 7* + 0,001 94
934,299 5 8 3 0,000 112
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Pentru trecerea de la grade de lum inozitate s la magnitudini stelare 
fotografice inpg am obţinut urm ătoarea relaţie

mPg 10,07—0,078 ■ s

( ibservaţiile individuale sínt date în tabelul nr. 4, iar pentru  construirea 
curbei medii a fost necesară determ inarea primelor elemente ale variaţiei 
luminozităţii. în  acest scop, din observaţiile date în tabelul nr. 4, am deter­
m inat momentele a 13 maxime care sínt date în tabelul nr. 2.

Din analiza momentelor maximelor din prima coloană a tabelului nr. 2 
am determ inat primele elemente ale stelei D P  Aquarii :

M ax.hei. D .J .2437884,448 -r  0*,4451 ■ К

Cu ajutorul acestor elemente am calculat diferenţele O - C din penultim a 
coloană a tabelului 2.

Tabel 3

P a z a
m ed ie

!

ШР£ 11 : Pa/ .a  m ed ic  j m pg n Fa/.a  m edic
n ,Pg

11

ufuoes 13,70 6 0f 1597 i 14,71 6 0Ş3333 14,79 6
,0146 13,76 6 ,1846 ; 14,82 7 ,3415 14,76 6
,0228 13,83 6 ,2026 14,83 7 ,3521 14,77 6
,0338 13,94 6 Í , 2158 14,76 6 ,3621 14,76 6
,0407 14,06 « .2256 14,80 6 ,3714 14,80 6
,0518 14,09 6 ; ,2365 14,80 6 ,3812 14,78 6
.0632 14,15 в ,2511 14,76 6 ,3849 14,81 6
,0697 14,15 6 ,2602 14,84 6 ,3947 14,73 6
,0735 14,20 6 ,2689 14,79 5 ,4042 14,49 6
,0862 14,25 6 .2792 14,83 6 ,4136 14,19 6
.0985 14.40 6 ,2895 14.82 6 ,4280 13,86 6
,1124 14,48 6 .3027 14,85 6 ,4385 13,74 6
.1293 14,69 6 .3123 14,80 6 0,0019 13.76 6

(1,1450 14,68 o 0.32.32 14.85 6

Pentru construirea curbei medii, cu ajutorul elementelor obţinute mai 
sus, am calculat fazele corespunzătoare fiecărei observaţii. .Astfel, cele 
247 observaţii din tabelul nr. 4, au fost grupate în 41 puncte normale, obţinînd, 
în modul acesta, curba medie de variaţie a luminozităţii, care este dată 
numeric în tabelul 3 şi grafic în fig. 2.

Din curba de. lumină se obţin următoarele limite între care variază 
lum inozitatea :

Max. 18"‘,/2 , Min. =

Cit 7 -
"ч. " ..

*

14 “,82.
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l-'i.R. 2.

Curba de lum ini a stelei D P  Aquarii este asimetrică, ram ura ascen­
dentă arând o pantă  mai mare decît ram ura descendentă, l 'tiliz înd  expresia 
asimetrici în magnitudine

m 1 W„

obţiuem ç 0,5.
Din exam inarea curbei de lumină şi asim etria ei, rezultă că steaua 

variabilă D P  Aquarii poate fi încadrată între stelele de tipul RR Ryrae, 
subclasa RRa.

1J. J. hei. 
2 4 3 7 .... inpg

1 D. J. hei. 
; 2437 .... 111Pg

882,4112 14,84 883,3853 14,73
,4254 14,80 ,4089 14,84
,4407 14,84 .4200 14,84
,4533 14,84 ,4380 14,80
,4933 14,84 ,4519 14,80

882,508 ! 14,80 .4317 14,80
883,3207 14.73 883,4714 14,80

,3311 14,73 884,3321 14,34
,3433 14,73 ,3884 14,80
,3547 14,84 ,4554 13,78
,2755 14.8 ,4804 12.98

Tabel 4

I). T.liel. 
2437. . .. 1!1PU

1). f. hei. 
2437 .... inpg

881,4887 13,94 888,3843 14,84
,4985 14,02 ,3947 14.84
.5124 14,13 .4030 14,84
,5249 14,20 ,4204 14,40

884,5347 14,28 ,4308 14.27
885,4031 14,02 ,4447 13,90

,4145 14,09 ,4551 13,78
,4258 14,20 ,4759 13,78
,4358 14,45 < 888.4912 13,90

885,4718 14,73 ; 894,4568 14,76
888,3489 14,3.4 ,4755 14.80
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Tabel I ţcontinuare^

D. J. hei. 
2437. . .. n i Pg

10. J. hei. 
2437. . .. in pg

D. J. hei. 
2437. . ., П1pg

» . J. hei. 
2437. . ., mrg

894,4940 14,76 902,3650 14,48 905,5305 14,76 910,2770 13,78
896,3201 14,84 ,4278 14,80 906,2942 14,04 ,2861 13,86

,3345 14,76 .4400 14,80 ,3081 14,13 ,3083 13,98
,3437 14,84 .4532 14,84 ,3254 14,12 ,3179 14,02
,3527 14,72 ,4588 14,76 ,3459 14,20 ,3277 14,17
.3602 14,76 ,4817 14,84 906,4928 14,68 ,3628 14.52
,3868 14.76 ,4924 14,84 907,2788 14,76 910,4111 14,68
,3951 14,84 ,5136 14,84 ,3052 14,68 911,3069 14,72
,4048 14,74 ,5303 14,84 ,3149 14,68 ,3394 14,99
,4208 14,28 902,5560 14,84 ,3295 14,76 911,3547 14,99
,4611 13,73 903,4060 14,99 ,3476 14,84 912,2980 14,76
,4699 13,57 ,4390 14,99 ,3670 14,84 ,3080 14,76

896,4798 13,47 903,4613 14,90 ,3840 14,87 ,3188 14,80
898,3549 14,35 904,2879 14,80 ,4503 14,76 ,3285 14,84

,3660 14,37 ,3060 14,80 ,4587 14,91 ,3375 14,91
,3744 14,52 ,3160 14,84 907,4737 14,84 ,3528 14,84
,3889 14,68 ,3389 14,84 908,2784 14,76 ,3632 14,91
,3994 14,76 ,3463 14,76 ,2895 14,84 912,3775 14,84
.4107 14,80 ,3636 14,80 ,3013 14,91 913,2618 14.84
,4280 14,84 ,3741 14,80 ,3124 14,84 ,2723 14.76
,4375 14,76 ,3834 14,84 ,3215 14,84 ,2813 14.76
,4480 14,84 ,3931 14,74 ,3305 14,76 ,2896 14,76
,4607 14,84 ,4109 14,84 ,3472 14,80 ,2963 14,84
.4737 14,76 ,4292 14,72 ,3555 14,72 ,3091 14,91
,4913 14,76 .4386 14,68 ,3652 14,80 ,3178 14,76
,4989 14,76 ,4484 14,60 ,3742 14,76 ,3266 14,76
,5104 14.76 ,4653 13,98 ,3837 14,76 ,3379 14,51
,5180 14,84 ,4737 13,74 ,3923 14,72 913,3433 14,52
,5307 14,84 ,4869 13,69 .4041 14,76 925,3219 14,76

898,5412 14,80 ,4980 13,77 ,4131 14,80 ,3357 14,84
899,3444 14,68 ,5188 14,13 908,4305 14,76 925,3489 14,56

,3541 14,68 ,5302 14,20 909,2731 14,80 926,2886 13,82
,3624 14,76 904,5459 14,24 ,2847 14,76 ,2977 13,90
,3847 14,68 905,2909 14,76 ,2986 14,72 ,3088 13,82

899,3944 14,68 .3083 14,84 ,3124 14,76 ,3192 13,94
901.3309 14,03 .3180 14,76 ,3216 14,76 ,3296 14,06

,3420 13,98 ,3281 14,24 ,3424 14,24 ,3400 14,06
.3545 13.57 ,3448 13,90 ,3556 13,94 926,3496 14.21
,3677 13,57 ,3559 13,69 ,3695 13,86 934,2364 14,81
.4333 14,32 .3673 13,77 ,4112 14,13 ,2545 14,68
,4451 14,32 ,3749 13,82 ,4242 14,13 ,2635 14,13
.4534 14,45 . 3826 13,82 ,4388 14,20 ,2712 13,78
,4659 14,52 ,3909 13,90 ,4489 14,20 ,2823 13,69
.4746 14,76 ,3993 14,02 ,4583 14,28 ,2899 13,60
,4909 14,72 ,4152 14,06 ,4757 14,28 ,2982 13,69

901,5013 14,76 ,4290 14,17 ,4896 14,36 ,3052 13,78
902,2747 13,69 ,4385 14,13 ,5028 14,40 ,3135 13,82

,2847 13.78 ,4552 14,24 ,5173 14,51 .3246 13,94
,3227 14,13 .4722 14,56 909,5278 14,59 .3371 14,13
,3338 14,20 .4930 14,76 910,2658 13,82 ,3594 14,13
.3497 14.20 ,5023 14.76 934,3725 14,29
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H I li LI O G R A F I E

1. В. V. К vi к  а г к  i n, P. Р. Р а г е и а а о, Iu. I. К f г с m <> v, P. X. Н о 1 о р о v, 
Obşcii katalog peremennih zvvzd. M o s k v a ,  195!S.

DP AQ l’ARII  

( P  e 3 io m  e )

В п р о м е ж у т к е  м е ж д у  5 .  V I U  2 6 -  I X / 1 9 6 2  г . . б ы л о  произведено 2 4 7  ф о т о г р а ­
ф и ч е с к и х  н а б л ю д е н и й ,  и з  к о т о р ы х  п о л у ч и л о с ь  13 м а к с и м у м о в ,  с п о м о щ ь ю  к о т о р ы х  
б ы л и  в ы в е д е н ы  с л е д у ю щ и е  э л е м е н т ы :

M a x -  lit 1 ■ -  D . J . 2 1 3 7 8 8 4 . 4 4 8  0 * 4 4 5 1 . Н

И н д и в и д у а л ь н ы е  н а б л ю д е н и я  б ы л и  с г р у п п и р о в а н ы  в 41 н о р м а л ь н у ю  т о ч к у  , с 
п о м о щ ь ю  к о т о р ы х  б ы л а  п о с т р о е н а  с р е д н я я  к р и в а я  и з м е н е н и я  с в е т и м о с т и .  О т с ю д а  
у с т а н о в л е н ы :

М а х .  -  13 1,117 2 ,  M i n  -  1 4 ш 8 2

П о  и с с л е д о в а н и ю  к р и в о й  б л е с к а  и её  а с и м м е т р и и ,  а в т о р  п р и х о д и т  к в ы в о д у ,  ч т о  
з в е з д а  D P  A Q U A R T I  я в л я е т с я  т и н а  RR I.yrae, п о д к л а с с а  R R а .

DP AQUARII
(R с s и m é)

Dans l ’intervalle du 5. VIII au 20. IX. 1902, on a effectué 247 observations p h o t o g r a ­
p h i q u e s ,  obtenant ainsi 13 maxima à l ’aide desquels on a établi lis éléments suivants

Max. hel. I).J.2437884,448 -f 0f4451.14

Des observations individuelles ont été groupées en 44 points normaux, qui ont permis 
de tracer la courbe moyenne de la variation de luminosité. D’où il résulte

Max. ■== 13’,"72, Min. »  14mK2,

D’examen de la courbe de lumière et l’asymétrie de celle-ci mènent à la conclusion que 
l ’étoile DR Aquarii est du type RR I .yrae,  sous - classe RRa.



INFRUENŢA VA RIAŢIEI FORM EI PĂM ÎXTURUI A S l'I 'R A
MIŞCĂRII SAIVE

tie

I. ST .W , S. TÓTH, T. IH iM T lC , K. НАТАНА

Conform concepţiei actuale asupra evoluţiei formei Păm întului putem  
considera că iniţial avea o formă sferică, iar datorită  rotaţiei apare o tu r- 
tire la poli. Această variaţie se face lent, într-un interval de tim p mare T, 
atrăgînd după sine şi unele modificări ale mişcării.

în  această lucrare studiem  unele modificări în mişcarea Păm întului, 
legate de variaţia formei sale.

Vom considera în acest scop mişcarea fără frecare a unui corp solid 
în jurul unui punct fix 0, pe eare-1 vom alege şi ca originea axelor de 
coordonate.

Ca axe legate de corp Oxy:, alegem axele principale de inerţie ale 
elipsoidului relative la punctul fix O. Presupunem  că în m omentul iniţial, 
elipsoidul de inerţie se reduce la o sferă, adică momentele principale de 
inerţie sínt egale, A 0 =  B 0 C„ ; apoi că sub influenţa forţelor centrifuge, 
corpul se deformează aşa fel că elipsoidul de inerţie devine de rotaţie, 
adică A B, C.

Variaţia momentelor principale de inerţie se face lent şi în o manieră 
necunoscută. Astfel de mărimi se încadrează în definiţia param etrilor 
adiabatiei A — 71, iar rezolvarea ecuaţiilor mişcării nu se poate face 
cu metodele obişnuite.

Ecuaţiile mişcării ale unui coq; solid în jurul unui punct sínt date în 
cazul general de ecuaţiile lui Euler [8 -101.

. I o , ,  -f- ( C  - в ) ы у ы г -=  i ,

B o > ,  -(- ( -1  - -  c ) í ú , í ú r - =  L y

C o p U > -  A ) o p o ) y  ,----- A -

unde L x, Ly, L :, sînt proecţiile m omentului forţei, iar o>„ coy, o>„ profe­
ţiile vitezei unghiulare pe axele legate de corp.

In cele ce urmează vom presupune corpul de simetrie dinamică
(A li, C) si că mişcarea sa este liberă, L - O.
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Sistemul de ecuaţii (1) se reduce atunci la 

Ло>, — (С -  Л) G),. О); =_- О
А он +  (Л -  C)to,o>, =  0 (2)
Сон— 0.

Aceste ecuaţii sín t valabile pentru un interval de tim p scurt, căci 
pentru un interval de tim p m are, momentele principale de inerţie variază 
în timp, A — A(t) .şi C -= C(t), cet a ce nu ne permite rezolvarea lor pentru 
un tini]) mare cu metodele cunoscute.

Teoria invarianţilor adiabatici arată însă că în decursul unor astfel 
de mişcări (variaţia lentă a param etrilor), există anum ite mărimi care 
rămîn invariante şi care perm it un studiu calitativ al mişcării.

Pentru a găsi invarianţii adiabatici ai sistemului şi deci com portarea 
intr-un interval de tim p mare a mişcării vom urma metoda lui H. G e p p e r t 
[11, 12 j, în care se rezolvă sistemul de ecuaţii (2), eonsiderîndu-se întîi 
momentele de inerţie constante (ceea ce ne perm ite să studiem  caracterul 
mişcării într-un interval scurt de timp) iar apoi considerîndu-le variabile, 
găsim invarianţii adiabatici ai mişcării (ceea ce permite urm ărirea mişcării 
într-un interval mare de timp).

I. Considerînd momentele principale de inerţie constante, din a 
treia ecuaţie din (2) se găseşte

o . oj„ =  const. (3)
Derivînd prim a ecuaţie în raport cu tim pul şi înlocuind pe ы din a 

doua ecuaţie, obţinem :

c . -  «2-e,. =  0, (4)
unde

LI  - (5)

Soluţia acestei ecuaţii este
0>, .1/ cos 12(/ - /„I, (6)

unde M  este o constantă. Din prima ecuaţie găsim
oj,. - M  sin Ll{t — /„). (7)

Ecuaţiile (3), (6) şi (7) arată  că cuteza unghiulară oj(co,, o>y, w.), execută 
o mişcare de ro ta ţie  în jurul axei O: cu viteza unghiulară Í2, mai precis, 
că vectorul viteză unghiulară, care în decursul mişcării are o valoare 
absolută constantă (o'- =: M'1 -  o„). descrie un con în jurul axei Oz (axa 
de simetrie a corpului rigid). Trebuie subliniat că mişcarea descrisă mai 
sus, num iiă precesie liberă* (în l ipsa  forţelor). este relativă la axele solidar 
legate de corp, care la rîndul lor se rotesc în spaţiu împreună cu corpul.

* Urecesia liberă a axei de rotaţie a lUmintuhii nu trebuie confundată cu precesia in 
jurul normalei la ecliptică (perioada 25 8IH1 ani . menită precesie astronomică şi care e dato­
rită acţiunii Soarelui şi a bunei, neglijată de noi.
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Raza cercului descrisă de viteza unghiulară ы, este egală cu M, 
ea nedepăşind la Polul Nord mai m ult de 5 m, perioada de rotaţie fiind 
aproxim ativ 427 zile [13].

II . Trecem acum la studierea efectului varia­
ţiei formei Pământului asupra acestei mişcări, 
adică vom considera A şi C, respectiv O, ca fiind 
variabili în tim p, mai precis, studiem  influenţa 
variaţiei formei Păm întului asupra preceseii 
libere.

Prccesia axei de rotaţie este dată de aceleaşi 
ecuaţii, cu singura deosebire că O este funcţie de 
tim p, adică

a>x 4* i l 2(f)wv — 0. (8)
Pentru a găsi invariantul adiabatic al acestei 

ecuaţii, introducem  notaţiile,
Xi =  со.,-, -v2 -= ыд.

sau
A'j =-- M  cos Li(f — t0),

X., =  — M  sin il(t — t„). Fig.  1.
Kcuaţia de ordinul doi (8 ) se scrie cu ajutorul acestor notaţii sub 

unui sistem de ecuaţii de ordinul întîi,

dt

d t

forma

m

Soluţia acestui sistem o considerăm cea pentru  O constant,
% =  Щ )  cos il(t) • (t -  tu)

x 2 =  -  ■ M(t)il(t) sin il(t)(t -  t0), (1 0 )
în care considerăm M  şi O ca fiind funcţii de t.

Din (10) găsim

л и т  **. = у щ  +

/ , L1 4 , .r.>, 0 (0 ] •= t -  tn iî[t)
■ arcts Uit)

Invariantul adiabatic I

unde

al sistemului (9) este dat de ecuaţia
3/ -  3 / n—  o _  -- — o

3 -1 /  ЗП

[ 11, 12]

?u
я fi 
зП

,1/
LU

bara însemnînd valoarea medie în raport cu intervalul de tim p T.
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Timiid cont de această valoare, găsim ecuaţia

M c>l ( <9/_
Şfl d M SÍ2

care admite invariantul adiabatic,

I  M 2Li — const. ( И )

Pentru  a pune în evidenţă dependenţa care există între variaţia  formei 
corpului considerat şi mişcarea sa de rotaţie în jurul axei Oz, presupunem 
că în tr-un  interval de tim p dat, momentul de inerţie A  a crescut cu aceaşi 
valoare cu care s-a micşorat C, faţă  de valoarea iniţială comună D n.

Avem deci

A /)„ A
C l ) n -  I Д !

I A j fiind mărimea variaţiei suferite de momentul de inerţie într-un interval 
de tim p mare.

înlocuind în (11) avem după sim plificări simple

M '11 A I — const. (12)

expresie obţinută prin neglijarea termenului

Din (12) se vede că la creşterea lui |Aj corespunde o micşorare a razei

cercului M  pe cart-1 descrie viteza unghiulară со.
Aceasta atrage după sine faptul că traiectoria

X, descrisă de со este un cerc numai într-un interval de 
tim p scurt, însă într-un interval de tim p mare curba 
descrisă este o spirală. De asemenea tu rtirea  la poli 
atrage după sine o mai mare stab ilita te  a născării, 
cunoscut fiind din teoria giroscopului, că născarea 
este cu a tît mai stabilă, cu cît. raza cercului descris 
de axa de rotaţie este mai mică.

în  concluzie variaţia lentă (adiabatică) a formei 
Păm întului, atrage după sine o mai mare stabilitate 

a mişcării sale şi în acelaşi tim p faptul că traiectoria 
descrisă de vectorul vitezei unghiulara este o spirală 
si nu un cerc, cum ar fi, dacă forma nu ar varia.
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ВЛИЯНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ ФОРМЫ ЗЕМЛИ НА ЕЁ ДВИЖЕНИЕ
( Ре з ю м е)

В данной работе авторы изучают влияние изменения формы Земли. Так как 
данное изменение имеет место в очень большо.м промежутке времени, применяется 
теория адиабатических инвариантов. Полученный результат состоит в том, что ось 
вращения описывает спираль и изменение формы влечёт за собой большую устойчивость 
движения.

INFERENCE DE LA VARIATION DE LA FORME DE LA TERRE SER SON
MOUVEMENT

(R é s u m c)

Les auteurs ont étudié l'influence de la modification de la forme de la Terre. Comme 
cette modification se produit dans un intervalle de temps considérable, on applique la théorie 
des invariants adiabatiques. Le résultat obtenu est que l'axe de rotation décrit une spirale 
et que la variation de la forme entraîne une plus grande stabilité de mouvement.





DETERM INAREA TIMPURIILOR DE R ЕЕ AXARE Şl
T 2 A IONUEE4 DE Cu(II) ÎN  ZEO EIŢI DE T IP  Y

deV. Х 1 С Ш Л
Rezonanţa electronică de spin (R.E.S.) a ionului de Cu(II) în zeoliţi 

de tip  Y a fost stud iată  de către noi [1], [2] în scopul de a elucida unele 
probleme cu privire la forma liniei şi la s tructu ra  hiperfină în substanţe 
policristaline. Cu această ocazie s-au clarificat care sínt condiţiile cele 
mai bune pen tru  a putea fi pus în evidenţă un spectru cît mai complet 
în substanţe policristaline. S-a obţinut un astfel de spectru care are o 
anizotropie foarte mare în factorul g dînd un gu  ^  D atorită acestei 
anizotropii apar doua grupuri de structu ră  hiperfină unul în banda lui g a 
cu constanta A şi celălalt în banda lui gj_ cu constanta В  (fig. 1).

Fi g .  1. Spectrul de R.E.S. a ionului de Cu(II) in zeoliţi conţinînd concentraţii mici de
ioni de cupru, pe celula elementară.
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Deoarece zeoliţii sínt substanţe policristaline care absorb în canalele 
lor structurale, foarte m ultă apă, am considerat im portant studiul şi 
determ inarea tim purilor de relaxare 7’, şi 7\> a ionului de Cu(II) în aceste 
substanţe. în  această lucrare dăm rezultatele m ăsurătorilor tim purilor 
de relaxare 1\  şi 7'2 a ionului de Cu(II) în zeoliţi de tip  Y, precum şi un 
calcul al acestor tim puri de relaxare din teoria lui MeConuell [3].

t e h n ic a  Exi’KK i m e n t a l ă . Zeoliţii de tip  Y folosiţi ca mediu diamagnetic 
pentru cercetarea R.E.S. a ionului de Cu(II) sínt zeoliţi sintetici de tip  
Dinde (formula celulei elementare este urm ătoarea: Nab9 f  (dY102)56(S i02)136]). 
Proprietăţile fizico-chimice şi structurale ale acestor zeoliţi sínt bine cunos­
cute şi descrise în literatură  [4]. Introducerea ionilor de Cu(II) în reţeaua 
zeolitului s-a făcut folosind tehnica schimbului de ioni utilizînd o soluţie 
de Cu(IsH4). vS-au preparat probe de diferite concentraţii. Fenomenul 
de saturaţii; cel mai pronunţat a fost observat la proba cu 0,3 ioni de 
Cu(II) pe celula elementară.

Spectrometrul cu care s-au făcut măsurătorile de saturaţie în R.E.S. 
a fost un speetrom etru de tip  Yarian-4500 care are o frecvenţă de lucru 
de 9500 Mc/s, (Frick Chemical Laboratory de la Univ. Princeton, S.U.A.) 
Cîmpul magnetic exterior a fost modulat cu un cîmp de 100 kc/s şi s-a 
ridicat la recorder derivata curbei de absorbţie. Pentru a obţine feno­
menul de saturaţie s-au folosit puteri de la sursa de microunde pînă la 
ordinul a 15 m\Y.

MĂSURAREA TIMPURILOR DE r e l a x a r e  '1\ şi Tt . Pentru determinarea 
tim pului de relaxare spin-reţea T 1 s-a folosit metoda saturaţiei progresive 
(Б.Р.Р.) [5] iar determinarea lui 7'2 s-a făcut din lărgimea liniei. Relaţia 
dintre T 2 şi lărgimea liniei se găseşte forinînd din a doua ecuaţie a lui 
Bloch, pentru x " , pe d2x" jdAor =  0. Tinîud cont de condiţia (у77,)27'17’2 « 1 
se găseşte T 2 — 1 ( ЗАы ~  2) 3 -{AH. Calculul tim pului de relaxare 2 \
se determină ţinîud cont de factorul de saturaţie

„ __________ 1__________ ( I \

după logaritmare aceasta expresie devine

l o g ( /  *1 = 2 k,s " .  +  los ( y  / ;,/ j j (2)

în  aceste relaţii jx este momentul magnetic al ionului de Cu(II) Н г 
-- cîmpul microundei, w0 — frecvenţa de rezonanţă şi y_o este suscepti­
b ilita tea  statică. S-a definit factorul de saturaţie  Z  în ideea unei saturaţii 
omogene. în  figura 2 s-a reprezentat grafic log (1 jZ — 1) în funcţie de H l. 
Intersecţia cu axa H 1 ne dă log {iî2T 1T 2). Deoarece din lărgimea liniei 
s-a găsit 7 \  egal cu 3 . 10_1 sec. tim pul de relayare T v s-a calcuat din 
graficul figurei 2 şi s-a găsit 1 \  =  4 . 10~ sec. valoarea relativ m are 
a lui T 1 reflectă o slabă interacţiune a ionilor deC u(II) cu locurile cationice



ale zeolitului. Această slabă interacţiune este determ inată probabil, de 
hidratare a tît  a ionilor de Cu(II) cît şi a locurilor cationice din reţeaua 
cristalină a zeloitului.

3  T, ŞI T ,  A IONULUI DE Cu (II) IN ZEOLIŢI DE TIP Y Ц З

F i g. 2. Comportarea la saturaţie a ionilor de Cu(II) hidrataţi în zeoliţi conţinînd un 
număr mic de ioni de cupru pe celula elementară.

DETERMINAREA TIMPURILOR 'l\ ŞI Tt DIX TEORIA TUI McCONNEW«. 
Deoarece zeoliţii conţin foarte m ultă apă absorbită s-a făcut o comparaţie 
între tim purile de relaxare spin-reţea 7 \  şi psin-spin T 2 determ inaţi expe­
rim ental şi aceleaşi tim puri de relaxare calculaţi din teoria lui McConnell [3].

Teoria lui McConnell dă efectul mişcării moleculelor din tr-un lichid 
asupra relaxării param agnetice a ionilor sau moleculelor cu spin electronic 
de 1/2 şi spin nuclear de 3/2. Această teorie corelează tim purile de relaxare 

şi T 2 cu anizotrópia factorului g, A g =  g, — g± cu anizotrópia in te r­
acţiunii hiperfine A — В  şi cu tim pul de corelaţie care descrie mişcarea 
dezordonată Bxowniană a microcristalelor în stare lichidă. Contribuţia 
anizotropiei struc tu rii hiperfine la relaxaţia param agnetică indică că aceasta 
depinde de num ărul cuantic de spin I  aşa că diferiţii m ultipleţi de structură  
hiperfină dintr-un spectru de R.R.S. pot să aibă lărgimea liniei diferită:

£ — Babeş—Bolyai: M atem atică-Fizică 1,1964
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Prin anum ite aproxim aţii (considerînd numai term enii de ordinul 
iutii), cu aju toru l ham iltonianului de spin, McConnell a dat urm ătoarele 
expresii pentru  tim purile de relaxare T x şi T 2.

1 8тг2 Л/чс
1 \  ^  15 1 + 4 2̂vPt?

(3)

unde s-a notat
M  =  (Agß0# o +  Ы )*A"*

b = A -  В

şi în plus mai există relaţia
1

r„
1

T

(4)

(5)

In  ecuaţiile (3) s-a pus semnul inegalităţii deoarece pot să existe şi 
alţi term eni de re laxare  spin-reţea care pot să cauzeze o micşorare a lui 
T x din prim a ecuaţie. Iya fel se întîm plă şi pentru  tim pul de relaxare trans­
versal T 2.

Timpul de corelaţie т care in tră  în relaţiile de sus este dat de relaţia
4jt?]«3
3 K T

unde Yj este vîscozitatea lichidului, a este raza efectivă a microcristalului 
în cazul nostru  complexul Cu(II) cu moleculele de apă eare-1 înconjoară 
în soluţie. Zeoliţii com plet h idrataţi prezentîndu-se ca o soluţie masivă, 
vîscozitatea acestora s-a lua t aproxim ativ de y) =  0,01 ca şi în cazul 
soluţiilor apoase. C onstanta a pen tru  zeoliţii de tip  Y este luată  de aproxi­
m ativ 10 A (aici a s-a luat puţin  mai mare) în aşa fel ca să aproximeze 
dimensiunile cav ită ţilo r zeolitului. Valorile celorlalte constante necesare 
îu teoria lui McConnell sínt g\\ = 2 ,3 4 , =  2,07, | A J =  0,0160, i В | =
=  0,00164. c m -1

Timpul de relaxare 1\  din prim a ecuaţie a sistemului (3) are valorile 
10, 1,8, 0,76, 0.411 • IO -6 sec. corespunzător lui M x =  3J2, 1/2, —1/2, 
— 3/2. Valorile lui T 2 p e n tru  M  =  1 /2 este 1,7 • IO“ 10 sec. Aceste valori 
calculate .teoretic sínt com parabile cu cele găsite experimental cu metoda 
B.P.P.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВРЕМЕНИ РЕЛАКСАЦИИ Ц И Т2 ИОНА Cu (II) В ЦЕОЛИТАХ
ТИПА V 

( Р е з ю м е )

В данной статье содержатся исследования ЭСР парамагнитных ионов в цеолитах- 
Автор проводил измерения-времен^ спин-решеточной и спин-спиновой релаксации- 
Экспериментальное определение времени релаксации Тг и Т2 проводилось методом 
прогрессивного насыщения (БПП) и были найдены значения ТД =  4.10—6 сек- и Т2 =  
=  3. 10—10 сек. С полученными из спектра рисЛданными автор вычислил Тх иТ2, исполь­
зуя теорию Мак-Коннелла. Полученные значения находятся в соответствии с экспе­
риментально полученными значениями.

DÉTERMINATION DES TEMPS DE RELAXATION J \  ET T. DE LTON DE Cu(II) 
DANS LES ZÉOLITHES DE TYPE Y

(R é s u ni é)

Poursuivant des recherches de R.E S. des ions paramagnétiques dans les zéolithes, 
l ’auteur a effectué des mesures sur les temps de relaxation spin-réseau et spin-spin. La déter­
mination expérimentale des temps de relaxation T1 et 7'2 a été effectuée selon la méthode 
de staturation progressive (B.P.P.) et l'on a trouvé les valeurs 7\  — 4-Ю- 6 sec. et 
T2 ='.i- 10 —10 sec. A l'aide des données fournies par le spectre delà fig. 1 l’auteur a 
calculé Г1 et Г2 en utilisant la théorie de Mc Connell. Les valeurs obtenues ainsi sont eu 
concordance satisfaisante avec les valeurs obtenues expérimentalement.





COMPORTAREA CIRCUITULUI OSCILANT CONŢINÎND 
CAPACITATEA XELIN IA RÄ  A U N EI JONCŢIUNI p -  n 

ÎN  REGIM  DE OSCILAŢII FORŢATE

«le
KMIL ТАТДИГ

ín  studiul actual al radiotehnicii se constată o utilizare to t mai accen­
tu a tă  a elem entelor reactive neliniare. Prin numeroasele cerinţe practice 
se impune necesitatea cercetărilor în această direcţie. în  [ l j  este stud iată  
rezonanţa circuitului oscilant cu ferită nepolarizată iar în [2j rezonanţa 
circuitului oscilant în care dependenţa capacităţii 0  în raport cu sarcina 
Q este de forma

' ' V 1 ~  ' (1)
unde

>. - param etru
C„ — capacitatea corespunzătoare sarcinii Q — 0
Lucrarea de faţă  are drept scop studiul rezonanţei circuitului oscilant 

conţinm d capacitatea neliniară a unei joncţiuni p — n a cărei neliniaritate 
diferă de (1) arând forma

( j ^ k ( o  +  v ) - n ( 2 )
unde

o — diferenţa de potenţial de contact joncţiunii p — n 
V —  tensiunea aplicată joncţiunii 
k — o constantă

2 s
Fie m ontajul din fig. 1 

în care un generator de cu­
rent constant i(t) =rl sin Ы  
alimentează un circuit 
derivaţie RL&. Capacitatea 
(2 este de tip  joncţiune 
p — n şi este polarizată de 
la o sursă de curent con-
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tin u u  la tensiunea U0 prin interm ediul bobinei de şoc L s. Capacitatea de 
blocare Cc are valoarea m ult mai rid icată decit <§ astfel incit influenţa 
sa este neglijabilă.

Tensiunea aplicată joncţiunii p — n este V =  U0 +  U şi se poate 
scrie că

ê  —  +  -  +  -  Ç и  dt =  I  sin ы  (3)
dt R L J w

Aproximez capacitatea joncţiunii p — n prin primii trei term eni ai dez­
voltării în serie a relaţiei (2)

I \<p + u„
2

Notez
C0 =  A(<p +  U0)~” — capacitatea joncţiunii p ~  n corespunzătoare 

tensiunii de polarizare U0

y = ; f(y) =  1Ф 4-k0
ny n(n -j- 1)

r T =  i o t

у щ ; Q0 Uû„
şi ţinînd seama că

r,O)0la =  ----—-
c»> <? + »,

dy dy
dt d':

1
o iy d -

ecuaţia (3) se scrie sub forma

f(y) у  + У + p 2 ţ  У  d -  =  p a .  sin ^ (4)
d i  p„ J

P en tru  ecuaţia integro-diferenţială (4) voi căuta o soluţie de forma

y  =  a sin t -j- b cos t

deoarece experienţa a ra tă  că pentru  explicarea fenomenelor, în prim ă apro­
xim aţie, armonicile superioare pot fi neglijate. Prin  înlocuire se găseşte

f(y) =  1-1— ”-,  T ^ (a2 -f b2) — na sin -  — nb cos т -f- 
4

I t l  ( î l  f l )  t  • О  t l ( t l  — 1) /  o i j « \  ( ).I------------- ab sin 2 t — ------------ (a2 -f- &2) cos 2 t
4

Iby J— — a cos t — b sin t 
dx
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f(y) dy
tt~.

1 +  2 +  62) sm T +  a » . - p i ) ,  2 I to\ I
1 _(------------(a2 +  62) cos '

— n (a2 — b2) sin 2 t — nab cos 2 т -f- —  b(3a2 — b2) sin З т  +

n{n -I- 1) a(3b2 — a2) c o s 3 t

у  pa . , pbp —  =  —  Sin Ţ - f -  — CO S T ; P2 p2a cos -  +  p2b sin

Introducînd expresiile de mai sus în (4) şi identificînd termenii corespun­
zători lui sin t şi cos т se găseşte

1 (я2 +  b2) +  — a -f p 2b =  pa.

1 +  ÜÍÍLÜI («* +  b2) +  ± b p2a — 0 (6 )

Determ inarea am plitudinii norm ate a tensiunii у =  ^ a 2 +  b2 este mai 
dificilă în cazul circuitelor cu pierderi, de aceea voi considera mai întîi 
circuitul fără pierderi adică Q0 =  oo. Apoi pe baza concluziilor deduse 
în acest caz şi a datelor experimentale voi ară ta  com portarea circuitelor 
cu pierderi. Dacă Çn =  oo atunci

1 +  _|_ /,2,

1 +  (a2 +  b2)

+  p2b =  pa. 

— p2a =  0

(5 ')

(6')

Din (6') rezultă a = 0 adică tensiunea este defazată cu n/2  faţă de curentul 
aplicat circuitului. î n  acest caz (5') devine

b p2b =  pa.

sau
2 îi!2 ± il ţs . (p2 _  i)b +  p* =  Q (7)

Este comodă şi sugestivă rezolvarea grafică a ecuaţiei (7) (fig. 2). Soluţiile 
sínt date de punctele de intersecţie ale curbelor

Şi

n{n  4- 1)a i*

a — (p‘z — l)b — pa.
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D upa cum se vede ín fig. 2. pentru  fi >  1 se obţin trei soluţii reale 
iar dacă fi <  1 se obţine o singură soluţie reală. Dacă soluţiilor b >  0 le 
corespunde faza zero atunci soluţiilor b <  0 le corespunde faza тс. Repre­

zentáld grafic modulul soluţiilor 
reale ale ecuaţiei (7) în funcţie de 
param etrul 1 jfi se obţine curba din 
fig. 3 (desenată prin linie con­
tinuă).

Spre deosebire de circuitele fără 
pierderi, în circuitele cu pierderi 
am plitudinea tensiunii la bornele 
capacităţii nu poate creşte la infinit 
ci are o valoare finită a cărei 
maxim este cu a tît mai mare cu 
cit Ç0 este mai mare (curbele din 
fig. 3 desenate prin linie în tre­
ruptă). Deasemenea pentru Q0 ş=too 
se poate aştepta un defazaj între 
curentul aplicat şi tensiunea 
la bornele circuitului diferit de

Din fig. 2. rezultă că, cu cit a 
este mai mare cu a tît efectul va fi 

mai pronunţat. Pentru  acelaşi a curbele de rezonanţă vor fi identice. în  cazul 
circuitului cu pierderi, maximul tensiunii şi frecvenţa la care apare acest 
maxim depind de tensiunea de polarizare a capacităţii ueliniare, curentul 
de excitaţie, pierderile 
circuitului şi neliniarita- |(,| 
tea capacităţii. Desigur, 
experimental nu poate fi 
obţinută porţiunea BD  
(fig. 3). Mărind pulsaţia 
semnalului de excitaţie ы 
se ajunge în B  de unde 
are loc saltul în C, apoi 
micşorînd pulsaţia ca se 
ajunge în D de unde 
are loc saltul în A.

Rezultate asemănă­
toare se obţin şi în ca­
zul circuitului oscilant 
serie. Pe baza no ta ţii­
lor din fig. 4. se poate 
scrie

L di
di

Vi
Ri  +  U =  e{t) Pi :
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L d I b ­
iit 1 dt =  E  c'os iùt

nude

d
dz /(>’)

, r dV-  ■ t (■'-----
dt

;7 /(y )7 T  Р2У = py-’ cos(>„ d-z

Prin integrare se obţine

Î(y) j-_-r !()  ̂ j(y)dy -  ^  y d -  -, py.’ sin r (8)

Din (4) şi (8) rezultă eă pentru valori mari ale param etrului Qn soluţiile 
celor d o u ă  ecuaţii vor fi similare

C , L

î n fig. 5 se arată curbele 
ridicate experimental cu ajutorul 
m ontajului din fig. 4. în care 
s-a folosit ca generator de ten ­
siune electromotoare constantă, 
generatorul de semnal al unui 
(l-m etru iar drept capacitate 
neliniară - capacitatea colector 
-  bază a unui tranzistor.

Se observă că rezultatele 
experimentale verifică conclu­
ziile teoretice obţinute mai sus.

Fig.
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ПОВЕДЕНИЕ КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ ЦЕПИ, СОДЕРЖАЩЕЙ НЕЛИНЕЙНУЮ  
ЁМКОСТЬ ПЕРЕХОДА ТИПА р-п В РЕЖИМЕ ВЫН УЖДЕН Н Ы X КОЛЕБАНИЙ

( Р е з ю м е)

В статье подробно изучается поведение колебательной цепи, содержащей нели­
нейную ёмкость перехода типа р-п в режиме вынужденных колебаний. Для проверки 
теоретических выводов даны экспериментальные результаты.

COMPORTEMENT DU CIRCUIT OSCILLANT CONTENANT I,A CAPACITÉ 
NON-LINÉAIRE D'UNE JONCTION p ~ n  EN RÉGIME D'OSCILLATIONS FORCÉES

( Ré s  u m é)

L auteur de l'article étudie en détail le comportement du circuit oscillant contenant 
la capacité non-linéaire d'une jonction p -  n en régime d'oscillations forcées. Les résultats 
expérimentaux sont exposés pour permettre la vérification des conclusions théoriques.



ASUPRA C RI T K R I U U U I DE IN STA BILITA TE 
MAGX ETOGRAVIT AŢIONAL A A UNUI M EDIU FLU ID 
VÎSCOvS CU CONDUCTIVITATE ELECTRICĂ FIN ITĂ , 

ÎN  MIŞCARE DE ROTAŢIE UNIFORMĂ

«le
ШКСГСЛ v  \ s u

Lucrare comunicată la Colocviul de mecanica fluidelor ţinut la Braşov 
în zilele de 2->. X. 196 / - 28. X. 1961

in t r o d u c e r i-;. Problema stabilirii criteriului de instabilitate magne- 
togravitaţională a unui mediu fluid, infinit şi omogen, a fost analizată 
de mai mulţi autori, dintre care menţionăm  pe : C h a n d r a s e k h a r  
şi F  e r m i [1], C h a n d r a s e k h a r  [2], [3], S e v e r n î i  [4], şi 
P a c h o l c z y k  şi S t o d ó l k i e w i c z  [5], [6].

în  cazul unui fluid, neionizat, infinit şi omogen, în absenţa unui cîmp 
magnetic şi a mişcării de rotaţie, problema instabilităţii m agnetogravitaţio- 
nale trece în problema instabilităţii gravitaţionale, problemă care a fost 
stud iată  pentru prima oară de către J e a n s  [7].

în  lucrarea de faţă ne vom ocupa de problem a stabilirii criteriului 
de instabilitate m agnetogravitaţională a unui mediu fluid vîseos compre­
sibil, to ta l ionizat, infinit şi omogen, cu conductiv itate electrică finită, 
mediul respectiv fiind anim at de o mişcare de ro taţie  uniformă. Pentru  
simplificarea problemei vom neglija a tît  curentul de deplasare electrică 
din interiorul fluidului, cît şi procesele de conductibilitate term ică şi de 
transfer de radiaţie din interiorul mediului respectiv.

în  stabilirea criteriului de instabilitate  m agnetogravitaţională a unui 
astfel de mediu, vom pleca de la ecuaţiile stabilite în lucrarea noastră [8] :

oF -  /(îl* +  îl* )m - (îl* +  îl* îl*) -  0 (1)

Notă : în intervalul de timp în oare lucrarea noastră a fost dată spre publicare am 
constatat că a apărut, ulterior comunicării făcute de noi, o lucrare elaborată de K. K ossack i 
(publicată în revista Acta Astr., 19в1, t. 11), care tratează o problemă similară.
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unde

+ i  -4 ) ^ 4 m ^  -f o 2 -

4- 4 0 - 4- o ; ( K - i  “ i ) j
У

(û ;  +

4 O2) +  O2 J 3 “ a "- M3 A
-i- 0 J 'T

1~П (“ a T “ l -  <>

1 !(o ; i v/ 1
Dacă introducem  notaţiile :

O 2 - -• O 2 +  o ,2a R 1 /.
“ S ==- O 2, -

- n l

o 2 -  O 2 o 2Y A' 1.

L I': , - O 2 0Л
ecuaţiile îl) si (2) de-vin :

ZO- ii t'i

Şl

o :

-

4 0 2 -I o ;

O; U f. O:

ÍY o ; O“ (O2

-M O 2) +  о Ц ^ о / O- -p Oj o 2 o ’2 o

( 2 )

(3)

(4)

(в)

c r ite r iu l  dl: in s t a b iu t a t j: magnhtocîramtaţionalA. a) în  cele 
ce urmează ne vom ocupa de ecuaţia (5). Rădăcinile acestei ecuaţii sínt 
de forma :

'4 -  \ / ^ f  (7)"»2 - --------------

Să analizăm cîteva cazuri particulare.
1° Fluidul în prezenta unui cîmp magnetic puţin intens, paralel cu direcţia 

de propagare a micilor perturbaţii.
în  acest caz vom avea satisfăcută inegalitatea :

■2 .  o î  (8)4 0 ,

40-,

o -
У.

o ; .

sau
(9)
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Rădăcinile (7) ale ecuaţiei (5) pot fi scrise sub forma :

unde

« 1>2 =  -i- (O* ±  0)

0 =  _  4 £2,7'

( 10)

( 11)

I’erturbaţiile sínt exprim ate prin unde plane monocromatiee, de tipul :
-► -► /(cai -f /с:)
9 =  ?o(’

si

У. =  /.»'
i (<*)? -j- Ä-

( 12)

(13)

unde <p şi 9 0 reprezintă perturbaţia  şi respectiv am plitudinea perturbaţie i 
vitezei şi a cîmpului magnetic, iar у şi y0 reprezintă pertu rbaţia  şi res­
pectiv am plitudinea perturbaţiei : p resiun ii, densităţii şi potenţialului 
gravitaţional.

Avînd în vedere expresia (10), soluţiile (12) şi (13) devin :

Şi

7. =  Zoe

2° Fluidul în prezenţa unui cîmp magnetic intens paralel cu direcţia de 
propagare a micilor perturbaţii.

în  acest caz vom avea satisfăcută inegalitatea :

(14)
9oe

(15)

sau
4П Г >  £2A ry.

4£2“ >  £2-

astfel că rădăciuele ecuaţiei (5) sínt de forma :

Wl>2 — ,, Q-l ±  „ Ö'
unde

(16)

(17)

(18) 

(18')

în  acest caz, după înlocuirea expresiei (18) în (12) şi (13), perturab- 
ţiile se pot scrie sub forma :

■K(H)T)
O —- O.A (19)
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Şi

Z o'
■ [ « z - C í ) T T

ikz
( 20)

3° Fluidul nevîscos, cu conductivitate electrică infinită, în prezenţa unui 
cîmp magnetic paralel cu direcţia de propagare a micilor perturbaţii.

în  acest caz л о т  ал-еа îndeplinite condiţiile :

astfel că ecuaţia (5) devine :

Şi

de unde obţinem :

=  o

Q* =  0 (21)

oF = (22)

±  q a — ±  k. H o z
V4*p„

(23)

Hor.
(24)

л ~  ^  V

care reprezintă cuteza de propagare a două unde Alfvén ce se propagă 
de-a lungul axei Oz în sensuri opuse.

Avînd în vedere criteriul de instabilitate gravitaţională al unui mediu 
fluid, omogen şi infinit, s tab ilit de J e a n s  [7 ] cit şi criteriul de insta­
bilitate în cazul unei plasme [9] se poate \redea că ecuaţia (5) nu poate 
exprim a criteriul de instabilitate m agnetogravitaţională a unui mediu 
fluid conductor.

b) Pentru  stabilirea criteriului de instabilitate m agnetogravitaţională 
a unui fluid vîscos, cu conductivitate electrică finită, în mişcare de rotaţie 
uniformă, vom utiliza ecuaţia de dispersie (6).

în  cele ce urmează vom stud ia  cite va cazuri particulare.
4° Fluidul vîscos, cu conductivitate electrică finită, în mişcare de rotatie 

uniforma, în prezenţa componentei cîmpului magnetic paralelă cu direcţia de 
propagare a micilor perturbaţii.

în  acest caz avem îndeplinite urm ătoarele condiţii :

Ll~ şzf 0 ; O ' ÿV () ; Q ÿz£ ()

íl~ 0
(25)

U - ^  0
respecţi лт

(26)
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Ecuaţia (6) admite următoarele rădăcini :
a) patru rădăcini reale : Çj, Ç2, Ç3, Ç4
b) două rădăcini reale :

Şi
două rădăcini complexe : , £4

c) patru rădăcini complexe : X) , X,'., , £3 , X4
Vom utiliza una din relaţiile dintre coeficienţii şi rădăcinile ecuaţiei 

(6) şi anume :

ri Zk =  D (27)

unde D  este termenul liber al ecuaţiei (6).
Ţinînd seama de rădăcinile ecuaţiei (6) şi de relaţia (27), obţinem:

a) Xi ■ b -  Za - Z4 =  ü j í i ' ;

b) Cl • zt • ! q 2 =  i i  ■ b  ■ i q 2 =  a )  O.; (28)
c) | ^ | 2К 3|2 =  К 2|2 - k 4|2 =  -Q;o ;
în  caz că presupunem

<l; >  0 (29)

Şi
a )  <  o (3°)

adică
il, =  iii) (30')

unde

a )  =  V 47îr;p« — V'i ki (31)
cel puţin una din rădăcinele Xk (k = 1, 2,  3, 4) trebuie să fie pozitivă şi 
mediul respectiv devine nestabil.

Din inegalitatea (30), rezultă :

respectiv
1; *2 <  4~G'p„ (32)

(33)

deoarece k =  unde X reprezintă lungimea de undă a perturbaţiilor.
Л

în  formula (33), F, reprezintă viteza de propagare a sunetului în cazul 
proceselor izoterme, G — constantă gravitaţională, iar p0 — densitatea 
fluidului. Formula (33) coincide cu formula lui Jeans pentru cazul insta­
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b ilită ţii gravitaţionale, eu deosebirea că în locul mărimii V,- apare viteza 
sunetului în cazul proceselor adiabatice.

Să introducem  lungim ea de undă critică Xc, de forma :

astfel că inegalitatea (33) devine :
<  л

(34)

(35)
rezultat care exprimă tocmai condiţia de instabilitate m agnetogravitaţională 
a fluidului în cazul particular studiat.

Rezultă că, criteriul de instabilitate gravitaţională al lui Jeans nu 
este afectat de prezenţa vîscozităţii şi a conductivităţii electrice a flui­
dului conductor decît în sensul înlocuirii vitezei sunetului pentru procese 
adiabatice cu viteza sunetului pentru procese izoterme.

5° Fluidul vîscos cu conductivitate electrică finită, în mişcare de rotaţie 
uniformă, în absenţa componentei câmpului magnetic paralelă cn direcţia de 
de propagare a micilor perturbaţii.

în  acest caz avem îndeplinite urm ătoarele condiţii :
Q - ^ 0 ;  (36)

Şi
ir,

Ecuaţia  (6) devine :

î 1 -  K  -  J o ; )  +

4ÍF  0 ;  f 1-Li- -  Q ;l +  -L I  a L 1

+  L î ~  (  4  L i  - -  Q ; Ç l 2r IL 1  3  Y « J ) \

ni n

q ;  q -j  1

j  1

4 O2) 

: 0

(37)

(38)

Ecuaţia (38) admite urm ătoarele rădăcini :
a) p a tru  rădăcini reale : u3, Ç4
b) două rădăcini reale : 

şi
două rădăcini complexe : Zl , Z'4

c) pa tru  rădăcini complexe : Z* , "C , Ç*, Z4

Vom utiliza una din relaţiile dintre coeficienţii şi rădăcinile ecuaţiei 
(38) şi anume :

rî ţ  =  D'
*== I

unde IY  este term enul liber al ecuaţiei (38).

(39)
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Ţinînd seama de rădăcinele ecuaţiei (38) şi de relaţia (39), ob ţinem :

a ) V  ç 3 - ^ 4  = O 2.  Q 2/  r
b ) Zi ■Í 2 -  К з I2  =  s t У ! V* V 2  ’ 1 4>4 I 2 =  Q 2  o 2./ Y (40)
c) K i l 2 • К з ! 2  = 1 ч  1 “ i ^ l 2 =  « J O 2

YÎ I 1 caz c ă  p r e s u p u n e m
n 2Ï > 0 ( 4 1 )
o 2

J < 0 (42)

mediul considerat devine instabil şi regăsim acelaşi rezultat ca şi cel 
studiat la cazul întâi.

Dacă vom utiliza una din relaţiile dintre coeficienţii şi rădăcinile 
ecuaţiei (38) şi anume

Si Sa sa +  =  (43)
unde

c  =  a* (ii- +  4№) +  o ;  j i i ,  • î i ;  ~ ' u 2 J (44)

şi considerăm

n l  > 0 ;  (45)
Şi

Q 2 4- 4 O2 <  0 ; O* +  O2 +  -  O 2 <  0 (46)

mediul considerat devine instabil. în  acest caz criteriul lui Jeans asupra 
instabilităţii gravitaţionale este afectat pe de-o parte  de prezenţa  vitezei 
unghiulare O, iar pe de altă parte  de prezenţa vîscozităţii QL şi a conduc­
tiv ită ţii electrice a fluidului. Din inegalităţile (46) vom obţine :

V f k2 <  4ttGPo -  4Ü2 (47)

V- Ä’2 <  4-Go„ -  £î2 -  — £î21 '  ï » В ,j у (48)

Deoarece num ărul de unde k este dat de expresia :

/.
(49)

kHoy
Lhr-= , '

V 4j'Po
(50)

9 — Babeş—Bolyai: Matematică-Fizică Ï 1964
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inegalităţile (47) şi (48) se pot scrie şi sub forma puţin modificată :

G Po П2 <  Â

ş i

Gp„ -  П*
< Ä

unde VĂl reprezintă viteza undelor Alfvén :

H -o\'V:
4 , .pu

Vom introduce lungimile de undă critică de forma :

Г

G?o -
ÍV

Şl

A = va)*
G tt n —  Q- 3- *

astfel că inegalităţile (51) şi (52) devin

<  л

şi

A

(51)

(52)

(53)

(54)

(56)

(57)

care exprimă criteriile de instabilitate niagnetogravitaţională a fluidului 
considerat.

Observaţie. Formula (54) coincide cu formula stabilită de C h a n d  r a ­
s e  k h a r  [3] pentru cazul unui mediu fluid in fin it şi omogen, a cărui viteză 
unghiulară este perpendiculară pe direcţia de propagare a perturbaţiilor. 
î n  formula (54) apare viteza sunetului V t p en tru  cazul proceselor izo­
terme.

Formula (55) generalizează formula obţinută de S e v e r n î i [4] în cazul 
unui fluid, infinit şi omogen, în absenţa componentei cîmpului magnetic 
paralelă cu direcţia de propagare a micilor perturbaţii. î n  cazul Qy =  0, 
formula (55) coincide eu formula stabilită de S e v e r n î i .
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6° Fluidul nevîscos, cu conductivitate electrică finită, in mişcare de rotatie 
uniformă, în przenţa componentei cîmpului magnetic paralelă cu direcţia de 
propagare a. micilor perturbaţii.

î n  acest caz avem îndeplinite urm ătoarele condiţii :

V =  0, 12; =  0 (58)

12“, 0

şi
12; ^  0 (59)

Avînd în vedere aceste condiţii, ecuaţiile de dispersie (5) şi (6) devin :

со2 - ic,ui - ui = 0 (60)Л -I
şi

+  s3122 -ţ- ^(122 -  12; +  U j  +  412'-) +
+  S (!2 1 12" - f  4 £ 2 -O Ş ) +  !2 2 Q24 =  0  6̂ 1 )

Ecuaţiile de dispersie (60) şi (61) coincid cu ecuaţiile de dispersie 
obţinute de P a e h o lc z v k  şi S t o d ó 1 к i e w i c z , iar criteriul de instabilitate 
m agnetogravitaţională se reduce, pentru  acest caz, la cel stabilit de către 
aceşti autori.

7° Fluidul nevîscos, cn condutivitate electrică finită, în mişcare de rota­
ţie în absenţa componentei cîmpului magnetic paralelă cu direcţia de propa­
gare a micilor perturbaţii.

în  acest caz avem îndeplinite urm ătoarele condiţii :

V -  0 ; 12; = o 
12;^0 (62)

12; = o (63)

Avînd în vedere aceste relaţii, ecuaţiile de dispersie (5) şii (6) devin :

o r  -  i o i i Ÿ  == 0Л
(64)

Ç4+ m l  -f (̂12" -  12; V- 4122)+ i l ( 0 ;0 ;  + 412212;) 0 (65)
A tît ecuaţiile de dispersie (64) şi (65) c it şi criteriul de instabilitate magneto­
gravitaţională se reduc la cele stabilite de către P a e h o l c z v k  şi 
S t o d o l k i e w i c z ,

Pentru cazul 3., criteriul lui Jeans asupra instabilităţii gravitaţionale 
a unui fluid omogen şi infinit nu este afectat de prezenţa conductivităţii
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electrice a fluidului considerat. Pentru  cazul 4., existenţa unei conductivi­
tă ţii finite a fluidului conductor, conduce la un criteriu de instabilitate 
gravitaţională care să nu fie afectat de cîmpul magnetic şi care să depindă 
de viteza unghiulară de rotaţie a fluidului, considerată perpendiculară 
pe planul de propagare a micilor perturbaţii.

8° Fini did vîscos, cu conductivitate electrică infinită în mişcare de rota­
ţie uniformă, în prezenţa componentei câmpului magnetic paralelă de propagare 
a micilor perturbaţii.

în  acest caz avem satisfăcute condiţiile :
^  0, LI O

si

O; ^  0

Ü- ^  0

Cu aceste condiţii, ecuaţiile de dispersie (5) şi (6) devin

l-i" — 1<х>Ы. — SI . =  0m Q ; -  Li,

ş i
v4 U f  g 1 ■ j u

Q- f ű -г. ţ a

U: îl: 4L12 i  ) C2

1У (>- £)-/ -1 0

(66 )

(67)

(68)

(69)

Ecuaţiile de dispersie (68) şi (69) coincid cu ecuaţiile de dispesie obţi­
nute de P a c h o 1 c z у к şi ,8 t  o d 6 1 к i e w i c z, iar criteriul de in­
stab ilitate  m agnetogravitaţională a fluidului se reduce la cel stabilit de 
către aceşti autori

9° Fluidul vîscos, cu conductivitate electrică infinită, in mişcare de rota­
ţie uniformă, în absenţa componentei câmpului magnetic paralelă, cu direcţia 
de propagare a micilor perturbaţii.

în  acest caz avem îndeplinite urm ătoarele cond iţii:
= 0 : Q:A
O) 0

0

£2 I =  0
Cu aceste condiţii, ecuaţiile de dispersie (5) şi (6), devin

1ЫO;

(70)

( 7 1 )
(72)

si
U f £3 o ; Q: 40- 4  n i

(73)
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Ecuaţiile de dispersie (72) şi (73) coincid cu ecuaţiile de dispersie 
obţinute de P a c h o l c z y k  şi S t  o d ó 1 к i e w i c z pentru  acest caz 
particular.

Pentru cazul 5., criteriul de instabilitate m agnetogravitaţioiială se 
reduce la cel stabilit de J e а и s si vîscozitatea fluidului nu afectează 
acest criteriu decit în sensul eă viteza sunetului pentru  procese adiabatice 
se înlocuieşte, în acest caz, cu viteza sunetului pentru procese izoterme.

Pentru  cazul 6. criteriul de instabilitate m agnetogravitaţioiială a 
fluidului conductor considerat nu depinde de viteza unghiulară a mediului, 
ci doar de cîmpul magnetic.

Problema instabilităţii m agnetogravitaţionale a unui fluid conductor 
are însem nătate pentru unele probleme ale astrofizicii (instabilitatea 
protogalaxiei, form area braţelor spirale şi instabilitatea magnetogravi- 
taţională a acestora).

Ţin să mulţumesc prof. Afircea Drăganu pentru preţioasele observaţii 
făcute.

ASUPRA C R ITERIULU I DK IXSTA IUI JTATK M A ( X J vT O ( IR А VIT AŢI О X АI, A A 
UNUI F L UID VÎSCOS COMPRESIBIL. CU CONDUCTIVITATE ELECTRICĂ

INFINITA, ÎN MIŞCARE d e  ROTAŢIE UNIFORMĂ, ÎX PREZENŢA 
CURENTULUI DIC DEPLASARE ELECTRICĂ.

Introducere. Iu  Anexa la lucrarea noastră [8] ne-am ocupat de 
problema stabilirii ecuaţiei de dispersie pentru un fluid vîscos, greu, com­
presibil, infinit şi omogen, to tal ionizat, eu conductivitate electrică in­
finită, în mişcare de rotaţie uniformă, în prezenţa curentului de deplasare 
electrică, fluidul fiind supus la acţiunea unui eîmp magnetic uniform. în  
cele ce urmează ne vom ocupa de stabilirea criteriului de instabilitate 
m agnetogravitaţioiială pentru cazul aeeluiaş fluid.

Criteriul de instabilitate magnetogravitaţionalâ. Pentru stabilirea 
criteriului de instabilitate  m agnetogravitaţionalâ vom utiliza ecuaţia de 
dispersie (22') (vezi Anexa de la lucrarea noastră [8]) :

. 1  X  i :  X  A

Introducînd notaţiile

( 2 )
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ecuaţia de dispersie (1) devine

4Q2 +  - Û l  -

Q2 О

OfT2 о 2 о 21

q ; Q ' +  û ; Q/  +

Q2 о: ü ; K  + ( 3 )

+  fij fi,,

Cazuri particulare. în  cele ce urmează ne vom ocupa de cîteva cazuri 
particulare.

1. Componenta eîmpului magnetic paralelă cu axa Oz este diferită 
de zero, adică

O2 ^  () (4)

Ecuaţia (3) admite urm ătoarele rădăcini :
a) patru  rădăcini reale : Го eä, Г:), Г4
b) două rădăcini reale : Го

două rădăcini complexe : Г3, Çj

c) patru  rădăcini complexe : Г*, r t, Г'4>
Utilizînd una din relaţiile dintre coeficienţii şi rădăcinile ecuaţiei (3) 

şi anume

Il Ç -  I)
*=i :5)

unde D este term enul liber al ecuaţiei (3), obţinem :

' X X X  -1 Ь2 Sa
У VM 2̂

3 ^4

Ъ 2

i Si г  I S3 !
în  caz că presupunem

Şl

fi" fi«
-, :-д K ,j2 -=• Ui Q2 
Г,  -  : Г4 2 =  Q2 D2

Ü2 > 0  

O2 <  0

(в)

n

(»)

cel puţin  una din rădăcinile Г;, trebuie să fie pozitive si fluidul conductor 
respectiv devine instabil din punct de vedere m agnetogravitaţional. 

înlocuind valoarea lui Q2 din (2) în inegalitatea (8), obţinem :

f i /  f i ; "  <  o (9)
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Dacă ţinem seama de notaţiile (17d) şi (20) din Anexa lucrării 
inegalitatea (9) se poate scrie şi sub forma

QC - 4̂ Po) 0
«a -i- -  “ с

Să introducem  notaţia s O2 j. O2 J- o2
astfel că inegalitatea (10) devine

nl (v; к2 -  4îtGpu) < o
Deoarece

Q; > 0

[8].

( 10)

( П )

( 12)

(13)
Şl

4~2
k2 =  — -

Л2 (14)
obţinem V a  < > .» Op0 (15)

In troducînd lungimea de undă critică

rezultă

(16)

( 1 7 )
rezultat care exprimă condiţia de instabilitate m agnetogravitaţională a 
fluidului considerat.

Rezultă că criteriul de instab ilita te  m agnetogravitaţională nu este 
afectat de prezenţa curentului de deplasare electrică şi coincide cu cel 
analizat de P a c h o l c z y k  şi S t o d ó l k i e w i c z  [6].

2. Componenta cîmpului magnetic paralelă cu axa Oz este egală cu 
zero, adică

1Г, =  0 (18)

în  acest caz ecuaţia de dispersie (3) se reduce la o ecuaţie algebrică 
de gradul trei, de forma ;

P( Z) - = r :i W ţ r 1 c 2 +
.T

o ' ) ) - 1 , j i » ;  +  <>; 4 Q 2 +  i -  u ;  ! •; + ( 1 9 )

+  Q 1 u  (П(i +  V - r 1 - (û V i- ß } )  =  o

unde P(  Z) reprezintă polinomul respectiv.
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Dacă

Q2 ti-c (Од +  о ;
(20 )

astfel că

P ( 0 )  <  1 ( 2 1 )

l i n i  P( Г ) — ■ ЭО ( 2 2 )
ţ-+ i ce

ecuaţia adm ite cel pu ţin  o rădăcină reală pozitivă si mediul respectiv de­
vine instabil din punct de vedere magnetogravitaţional.

Din inegalitatea (204), ţinînd seama de notaţiile (17„) şi (17d) din 
Anexa lucrării [8], rezultă

>” 4-p0

Să introducem viteza Alfvén

4-- //-  4—“
0}' ' Г " ----- <4-C,

V
Ht

4-c

si lungimea de undă critică

Cu aceste notaţii inegalitatea (23) devine

(23)

(23)
(25)

(26)

care reprezintă criteriul de instabilitate m agiietogravitaţională a fluidului 
conductor considerat.

Rezultă că acest criteriu , în cazul particu lar analizat, coincide cu cel 
s tud ia t de P a c h o l c z y k  şi S t o d ó l k i e w i c z  [6].

Concluzii. Din cazurile particulare stud iate mai sus rezultă că 
prezenţa curentului de deplasare electrică nu afectează criteriul de insta­
bilitate m agnetogravitaţională a unui fluid compresibil şi vîscos, to tal 
ionizat, cu conductivitate electrică infinită, în mişcare de ro taţie  uniformă, 
fluidul fiind supus la acţiunea unui cîmp magnetic uniform şi la acţiunea 
propriului său cîmp gravitaţional.
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О П Р И З Н А К Е  М А Г Н И Т Н О Г Р А В И Т Л Ш Ю Н И О П  Н Е У С Т О Й Ч И В О С Т И  в я з к о й  
Ж И Д К О Й  С Р Е Д Ы  С  К О Н Е Ч  Н О Й  УДЕЛЬНОЙ П Р О В О Д И М О С Т Ь Ю  В Р А В Н О ­

М Е Р Н О М  В Р А Щ А Т Е Л Ь !  Ю М  Д В И Ж Е Н И И  

i P  е з м  м е )

В д а н н о й  р а б о т е ,  а в т о р  изучает случай магнитнотравнтацпонной н е у с т ой ч и ве е - ! ! !  
с ж и м а е м о й  в я з к о й  ж и д к о с т и ,  б е с к о н е ч н о й  и однородной, полностью ионизированной,
с конечной у д е л ь н о й  проводимостью- П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  ж и д к о с т ь  н а х о д и т с я  в 
р а в н о м е р н о м  вращательном движении. Д л я  упрощения з а д а ч и  п р е н е б р е г а е т с я  п р о ­
ц е с с а м и  т е п л о п р о в о д н о с т и  и п е р е н о с а  излучения, а т а к ж е  т о к о м  с м е щ е н и я  в н у т р и  
ж и д к о с т и .

П о л у ч е н н ы е  р е з у л ь т а т ы  обобщают р е з у л ь т а т ы ,  п о л е ч е н н ы е  А .  Пахолчипом 
ii И .  Стодулкевичем, которые изучали .магнитногравитационную н е у с т о й ч и в о с т ь  н е в я з ­
к о й  ж и д к о с т и  с к о н е ч н о й  у д е л ь н о й  п р о в о д и м о с т ь ю  и м а г н н т н е г р а в н т а ц п о н н у ю  н е у с ­
т о й ч и в о с т ь  в я з к о й  ж и д к о с т и  с б е с к о н е ч н о й  удельной п р о в о д и м о с т ь ю ,  с о о т в е т с т в е н н о .

В , , П р и л о ж е н и и "  а в т о р  з а н и м а е т с я  у с т а н о в л е н и е м  п р и з н а к а  м а г н и т н о г р а в и -  
танионной н е у с т о й ч и в о с т и  с ж и м а е м о й  в я з к о й  проводящей ж и д к о с т и ,  п о л н о с т ь ю  
и о н и з и р о в а н н о й ,  с б е с к о н е ч н о й  у д е л ь н о й  п р о в о д и м о с т ь ю ,  в присутствии т о к а  с м е щ е ­
н и я .  С н о в а  п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  ж и д к о с т ь  и ме е т  р а в н о м е р н о е  в р а щ а т е л ь н о е  д в и ж е н и е .  
Соответствующая с р е д а  с ч и т а е т с я  б е с к о н е ч н о й  и однородной и п о д в е р г а е т с я  д е й с т в и ю  
р а в н о м е р н о г о  м а г н и т н о г о  п о л я ,  .а т а к ж е  д е й с т в и ю  с в о е г о  с о б с т в е н н о г о  г р а в и т а ц и о н ­
н о г о  п о л я .  А в т о р  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  п р и с у т с т в и е  т о к а  с м е ш е н и я  не  з а т р а г и в а е т  п р и з н а к а  
м aj'пит н or р а вита unó н ной н е у с т о й ч и в о с т и ,  п о л у ч е н  н е г о  д л я  т а к о й  ж и д к о с т и ,  в случае 
отсутствия т о к а .

SUR LU CRITÈRE D'INSTABILITÉ MA GXÉTOGKAYTTATIONXELLF D'EX МИЛЕЕ 
FREI DE YISOEEEX, A COXDECTIYIÏÉ ÉLFXTKIOEL FI XIK ET KX MOEYEMEXT

1)E ROTATION' EXIFORM1-:
(R é s u in é)

1,'a u te u r  étudie le cas d'instabilité magnétogravitationnelle d'un fluide visqueux, com­
pressible, totalement ionisé, infini et homogène, à conductivité électrique finie.ee fluide étant 
animé d'un mouvement de rotation uniforme. Pour simplifier le problème on néglige les pro­
cessus de conductibilité thermique et de transfert de radiation, ainsi que le courant de dépla­
cement électrique à l'intérieur du fluide.
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Les résultats obtenus généralisent ceux de A. Pacholczyk et J. Stodôtkiewicz, qui ont 
étudié l'instabilité magnétogravitationnelîe d'un fluide non visqueux à conductivité électrique 
finie et, d'autre part, l'instabilité magnétogravitationnelîe d'un fluide visqueux à conductivité 
électrique infinie.

Dans l'Annexe l'auteur s'occupe de la détermination du critère d'instabilité magnéto- 
gravitationnelle d'un fluide conducteur visqueux, compressible, totalement ionisé, à conduc­
tivité électrique infinie en présence du courant de déplacement électrique, le fluide étant 
animé d'un mouvement de rotation uniforme. Le milieu respectif est considéré comme infini 
et homogène, soumis à l'action d'un champ magnétique uniforme et à celle de son propre 
champ gravitationnel. L'auteur montre que la présence du courant de déplacement électrique 
n'affecte pas le critère d'instabilité magnétogravitationnelîe obtenu pour un tel fluide, dans 
le cas d'absence de ce courant.



C ÎТЕЛ7A ASPECTE ATE REZONANŢEI DPPH, Cu*+, Mn2+ în
CÎM PURI STABE

de
F. КОШ

I. Introducere. Relaţia co0 =  уH n care leagă pulsaţia eîmpului electro­
magnetic co0 de cîmpul magnetic H 0 este valabilă şi în eîmpuri slabe, 
avem rezonanţa în eîmpuri slabe.

Rezonanţa param agnetică electronică în eîmpuri slabe a fost studiată 
de mai mulţi autori : de А. К. C i г к o v şi А. А. К  о к i n [11 în 
intervalul 2 — 220 Oe, de G a r s t e  n s  şi colaboratori [2] [3], de B e e l e r  
în intervalul 5 0,27 Oe [4]. Desigur ia început studiul în eîmpuri slabe
a avut mai m ult o curiozitate academică, astăzi însă se poate considera 
că este o completare im portantă în studiul la eîmpuri magnetice mai 
puternice. .Studiul în eîmpuri slabe are o serie de avantaje tehnice şi fizice 
dintre care notăm  în prim ul rînd construcţia simplă a bobinelor pentru 
realizarea eîmpului magnetic. D ezavantajul experienţelor în eîmpuri slabe 
constă în faptul că mărimea semnalelor este proporţională cu H г şi în con­
secinţă în eîmpuri slabe avem semnale mici, amplificarea semnalelor 
trebue să fie mai mare.

Semnalele de rezonanţă în eîmpuri slabe au fost studiate teoretic 
de G a r s t e n s  [2] ; prin modificarea ecuaţiilor lui Bloch a găsit teoretic 
şi experimental că în eîmpuri slabe micşorînd frecvenţa eîmpului radio- 
electric aplicat, semnalul trece de la curba Torentz la o curba interm ediară 
între curbele Torentz şi cea de relaxare Debye.

Nu toate substanţele param agnetice sínt adecvate pentru studiul 
rezonanţei în eîmpuri slabe. Ţărgimea liniilor trebue să fie suficient de 
mică (1—40 Oe) şi num ărul de electroni necompensaţi în probă suficient 
de mare (aprox. 10]8 electroni /cm3). Cel mai frecvent este studiat radicalul 
liber din difenilpicrilhidrazil (DPPH) cu formula

C#H . N N CfiH ,(N (T):i
Este de notat faptul că în eîmpuri slabe frecvenţa ele rezonanţă se schimbă 
puţin (y nu este constant), se schimbă şi lăţim ea liniei [5].

S-a studiat foarte mult si rezonanţa electronică la soluţii de electro- 
liţi [6], Teoretic şi experimental s-a stabilit că lăţim ea liniei AH a nzo-
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nanţei electronice în soluţiile sărurile se compune din : 1. interacţiunea 
dipol magnetica intre ioni AHmagn 2. interacţiunea electrică a ionilor cu 
mediul AHei 3. interacţiunea hiperfină a electronilor cu nucleul AHh 
■1. îngustarea liniei cauzată de interacţiunea de schimb AHsch între ionii 
paramagnetici. în  eîmpuri slabe în soluţiile sărurilor de mangan se ob­
servă un singur vîrf cu factorul giromagnetie g — 1,00.

în tr-o  lucrare anterioară ?7~ s-a stabilit cu ajutorul modelelor pro- 
prietăţile aparatelor de detecţie, în continuare în lucrarea de faţă cu aju­
torul aparaturii construite se cercetează rezonanţa electronică în cîmpuri 
slabe. Cercetări de rezonanţă electronică în cîmpuri tari, mult mai complexe 
se fac la Universitatea noastră de către prof. 1 o a n U r s u.

I. A paratura. Pentru detectarea semnalelor de rezonanţa electronică 
s-a folosit o instalaţie a cărei schemă se poate vedea în fig. 1. Să descriem 
fiecare parte a instalaţiei în detaliu :

~ '0 - c 5
F  i ^ , 1. S ch em a in s ta la ţ ie i :  A '  - bobine le  H e lm holtz .  H - bob ine  de m o ­
dulaţie .  C — generatorul a u to d y n .  D  - detector  audion, F  -  pream plif icator ,
/-' - osc ilograf catodic .  u.A m icroainpermetru pentru detectarea osc ilaţi i lor  

tic înalta  frecvenţa .  Г  — proba.

1. Sistemul de bobine. Helmholtz. Trcbue să observăm de la început 
că în m ajoritatea cazurilor liniile de absorbţie param agneticâ electronică 
sínt largi şi astfel pentru observarea semnalelor nu se impun condiţii deose­
bite in privinţa omogeneităţii şi stabilităţii câmpului. Pentru studiul radi­
calilor liberi s-au folosit bobine Helmholtz. Frecvenţa oscilatorului nostru 
a fost de 13,15 MHz, deci bobinele Helmholtz au fost astfel dimensionate 
ca să producă cîmpul de 4,7 Oe corespunzător frecvenţei de mai sus.

Cîmpul magnetic pentru bobina Helmholtz se poate calcula după 
formula dată de R u a r k  şi P e t e r s  [8(. Dacă luăm în considerare numai 
prim ul termen formula se serie

H x =  —  -FÍU o .899 ~
5 ' o »V5 ro

unde H =  cîmpul magnetic în centru în Oe
n =  num ărul de spire într-o bobină/224 în cazul 

nostru, eu rezistenţa celor două bobine de 19,9 ohmi/
r0 =  d istanţa medie intre bobine egală eu raza lor

medie (30 cm).



Cu aceste bobine se obţine un eîmp maxim de 26 Oe. Pentru  modu­
laţie s-a folosit un solenoid eu H max =  16,7 I eff-

Iva soluţii de eleetroliţi ЛН fiind mare s-a folosit uu mic electrom agnet 
cu H max =  282 Ieff

Bobinele s-au aşezat perpendicular pe cîmpul magnetic terestru.
2. Detecţia semnalului. Pentru  generarea cîmpului magnetic de înaltă 

frecvenţă şi detecţia semnalului s-a folosit un detector autodyn [9 j în 
care bobina din circuitul de rezonanţă al oscilatorului conţine proba. 
Semnalele obţinute se demodulează cu un detector audion. în tr-o  lucrarea 
anterioară :7 : s-a ară ta t că sensibilitatea aparaturii este invers propor­
ţională cu am plitudinea oscilaţiilor, deci este bine să se lucreze la am pli­
tudini mici. In  cazul nostru tensiunea de înaltă frecvenţă pe bobina a fost 
de 1,5 Y. Bobina de recepţie a fost introdusă intr-un cap de recepţie ecra­
nat şi oscilaţiile de înaltă  frecvenţă de la cap circulă printr-o linie coaxială 
de 30 cm lungime. Modulaţia cîmpului magnetic s-a realizat cu ajutorul 
curentului alternativ  de la reţea. Proba a fost introdusă intr-o fiolă de 
sticlă de 0,9 cm diam etru 2 cm lung cu pereţii cît se poate de subţiri pentru 
a avea factorul de umplere bun. După demodulare şi filtrare semnalul 
a avut mărimea de 600 pY. Semnalele demodulate sínt preamplificate 
de un amplificator Krizik Z 562 şi apoi înregistrate la oscilograful catodic 
KO 221 YEB Rafena.

După introducerea probei şi conectarea circuitelor se impune un control 
al semnalelor, dacă nu provin din surse exterioare. Acest control s-a făcut 
prin : deconectarea cîmpului magnetic principal, oprirea oscilaţiilor, scoa­
terea capului din cîmp. în  toate  aceste cazuri semnalul trebue să dispară.

III . Rezultate experim entale. Experienţele efectuate cu aparatura 
descrisă mai sus au permis să 
se găsească o privire în ansamblu 
asupra rezonanţei electronice. în  
aceste experienţe nu s-au făcut 
m ăsurări absolute, s-au admis 
pentru g valorile din literatură.

î n  litera tu ră  [10j se arată 
că se pot obţine semnale şi în 
m agnetizare alternativă, fără 
cîmp constant. în  experienţele 
noastre pe lingă încercarea apa­
raturii de detecţie, noi am avut 
ca scop să vedem comportarea 
probei de D PPH  la modulaţii 
mari şi la neomogenităţile cîm­
pului magnetic.

Dacă notăm  cu îl pulsaţia mo­
dulaţiei şi cu со o pulsaţia derezo- 
uanţă, atunci vom avea variaţia 
frecvenţei Earmor la modulaţieсо ----- co0 4- Ac.j sin ill

3  ASPECTE ALE REZONANŢEI DPPH, Cu '2+, M nH  IN CtMPURI SLABE I I I
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sau pentru semnalul de absorbţie

/ " ( ( o )  ----- A ce s i i l  î l / )

Dacă (o0 — 0 se pot obţine semnale numai cu cîmpul de modulaţie. Apariţia 
semnalelor la m odulaţia cu curent alternativ  se poate urmări în fig. 2. 
Se vede de aici că la m odulaţia în curent alternativ  avem patru  valori 
ale câmpului la care se obţine rezonanţa (Hj ; H 2 ; H , ; H 4). Se obţine rezo­
nanţa şi la valori negative ale cîmpului deoarece, după cum a a ră ta t 
B l o c h -  - S i e g e r t  [11], cîmpul de radiofreevenţă linear se descompune în 
două componente circulare în sens contrar, dintre care una to tdeauna 
este în rezonanţă. Din fotografii (fig. 3 şi fig. 4) se vede că alegînd conve-

P i g. 4. S em nale  de rezon an tă  la D l ' l ’H , H , 16,5’ cont
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nabil valoarea cîmpului constant şi a modulaţiei, se pot obţine puncte de 
rezonanţă foarte apropiate.

Prin apropierea unui m agnet perm anent de probă, cîmpul devine 
neomogen şi se observă o contopire a punctelor de rezonanţă (fig. 5) sau 
la variaţia  neomogeneitaţii o deplasare a unui vîrf, de exemplu la rotirea 
m agnetului perm anent lingă probă (fig. 6).

Fi g .  5. Semnale de rezonantă la DPPH, cîmp 
пеошоцеп. H , Ifi 5 Oe ii , - - 25 ()e‘ cont ’ mou

P' i 14. fi. Semnale de rezonantă la DPPII, II , - fi,7^  ’ ’ cont
Oe, H - fi,7 Oe eîinp magnetic neoinogen

variabil în timp.

Dacă examinăm aceste rezultate prin aspectul modelării, găsim rezo­
nan ţa  în domeniul negativ dacă luăm  în considerare cele două valori ale

lui — — =VDC interpretînd şi valoarea negativă. Două rezonanţe succe-
СО

sive în modelare se pot in terpreta prin rezonanţa circuitelor cuplate.
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ba  cercetarea rezonanţei electronice în electroliţi cele două puncte 
(cîmpuri) de rezonanţă dau un semnal unic deoarece lărgimea liniilor este 
mult mai mare ca şi valoarea câmpului de rezonanţă AH >  H 0 (fig. 7).

Comparînd aceste linii cu cele 
obţinute la D PPH  se vede că în acest 
caz abaterea de la curba borentz este 
mai mare (în concordanţă cu teoria 
lui Garstens).

bărgimea liniei de rezonanţă este 
mai mare la Cu(NO:i).,: AH — 140 Oe 
şi cam to t de această valoare la CuCl., 
în soluţii apoase.

Kxperienţele noastre la soluţii de 
electroliţi în comparaţie cu teoria 
lărgimii de linie, au ară ta t că pentru  
explicarea lărgimii liniilor trebue să 
luăm  în considerare în cazul câmpu­
rilor slabe lărgirea aditivă AII cau­
zată de contopirea celor două sem­
nale la valori pozitive şi negative.

7 Semnale la soluţia tie 
.noi

MiiCl,.

i'oncen trat ia 1 ----- I! mod - I U I ( )v
Cinipul magnetic se realizează ou un elec­
tromagnet
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О  Н Е К О Т О Р Ы Х  В И Д А Х  Р Е З О Н А Н С А  D P P H . O / -  +  , . \ b , - +  В С Л А Б Ы Х  П О Л Я Х

( P  e 3 ю m e i

П р о с т о й  а п п а р а т у р о й ,  с д е л а н н о й  ч а с т и ч н о  в у н и в е р с и т е т е ,  и с с л е д у е т с я  парамаг­
нитный э л е к т р о н н ы й  р е з о н а н с  в с л а б ы х  п о л я х ,  п р и  4 , 7  э р с т е д а х .  Б ы л  и з у ч е н  сигнал, 
в ы п у щ е н н ы й  D P P H .  М » - +  и С>~+. п р и  больших модуляциях ( Р и с .  2 ,  3 ,  -1).
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Расширяется модуляция и на отрицательные значения поля. Большая модуляция 
статического поля обусловливает дополнительное расширение резонансных линий: 
когда резонанс осуществляется в слабых полях, ширина их линии большая.

QUELQUES ASPECTS DE DA RÉSONANCE 1 Uv DPPII, Cu'-+, Mu'H 
DANS DES CHAMPS KA I B DE S 

(R é s и m é)

Avec un appareillage simple, construit en partie à l'Université, l'auteur étudie la réso­
nance paramagnétique électronique dans des champs faibles, à 4,7 Oe. On a étudié le signal 
donné par DPPH, Mn2+ et Cu2+ aux grandes modulations (Fig. 2; 3; 4). Da 
modulation est étendue aussi aux valeurs négatives du champ. Da grande modulation du 
champ statique conduit à un élargissement supplémentaire des lignes de résonance lorsque 
la résonance se réalise dans des champs faibles et que la largeur de la ligne est grande.

10 — Babeş—Bolyai: MüU,m . e á  l-iyira Г 19(14
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