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COMPATIBILITATEA RELATIILOR
de
M. BALAZS, D. BORSAN, P. HAMBURG

§ 1. Introducere. In matematica moderni aplicatiile biunivoce ale unei
mulfimi pe altd multime joacdi un rol fundamental. Orice izomorfism,
orice omeomorfism este o astfel de aplicatie.

Fie E o mulfime dotatd cu o relatie de ordonare sCE XE. Printr-o
aplicatie biunivocd a mulfimii E, se defineste o relatie de ordonare intr-o
noud mulfime F. Mai precis, dindu-se o aplicatie biunivocd f a multimii E pe
mulfimea F, relatia ~=(f,f)s va defini o ordonare in E.

Fie acum o relatie 6 C E X E. Vom spune ci aceastd relatie este semi-
proiectivd daci ea verifici condifia

Xy, ¥ € Pric A ¥, 2 %, = o6 () si o(v,) au In comun exact un element,
1

Voni spune cd o este o relafie proiectivd daci atit o cit §i o sint semi-
proiective, si in acest caz cuaplul (E, o) se va numi plan proiectiv. Definifia
aceasta este echivalentd cu axiomele (1), (2), (16), (17) din (5.

Fiind dat un plan proiectiv (E, o) si o aplicatie biunivocd f a mulfimit
E, pe multimea F, relatia = = (f, f) ¢ va defini o structurd de plan proiectiv
pe F s
Ne-am propus si studiem o problemd mai generald : fiind datd o re-
latie s C E X E, care sint acele corespondente = : E — F uni- sau multivoce,
adicA nC E X F, care permit si definim in F X F o relatie t in felul urma-
tor :

(ere) € o; (epfi)€m: (e fo) € = (fy, fo) €=
(1, €2) & o; (6, fi) €m, (3 o) € m=(fL B 7,

Pentru aceasta este evident necesar si suficient si nu avem simultan
(fi, fo) € 7si(fi, fo) & 7 sicel putin una dintre ele si aibi loc pentru un ele-
ment oarecare (f;, f,) € F X F.
Conditia a doua este echivalentd cu pr, = = F. Prima in schimb, pre-
-1

tinde ca, oricare ar fi (fy, f,) € F X F, elementele ¢, €E; = = (fi)! sl

! Pentru notatii a se vedea de exemplu [6.
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1
e, € E, = m (), <& fie sau toate in relatia ¢ sau nici unele. Dacd aceasti con-
ditie este verificatd, vom spune cd relatiile s si = sint compatibile.
o si = fiind doud relatii oarecare in £ X E, respectiv E x F, putem
defini in F x F 6 relatii in modul urmditor :

s = (fufy) €F X F :(w(fi), = (f2)) €0u}

Conditia de compatibilitate este echivalentd cu condifia 7, = =%
Din acest motiv dadm explicit definitia celor doua relafii :

= (fufo) €eF X F: 3 (e, /) éx Meyfo) € w3}

(e1,e5)E0
Too ={ (/1 )o) €I X Fi(epfi) €mA(enfy) €7 — (e1,6) €0}
Dacd o i n sint compatibile, vom nota =, = =, = 7.

Exemple.

1. Fie £ mul{imea numerelor reale, I' multimea numerelor intregi,
iar ¢ C E X E relatia de ordonare, deci (e, ¢;) € 6 & ¢ < ¢;. Definim
relatfia = C E X F in modul urmdtor : (¢, f) € & f < e. Relatiile osi «
astfel definite nu sint compatibile. In adevidr, pentru orice f; si f, numere
intregi avem (fi.fo) € ™ 51 (fu o) & ~oo-

2. Fie E si ¢ cele din exemplul precedent, iar F multi-
mea numerelor complexe. Definim relatia = astfel : (¢, f) en &
& Re (f) = e. In acest caz 7y = =,; deci relatiile o si v sint
compatibile.

§ 2. Pentru relajia = este valabild formula :

1
Fig 1. T = TOT (2,1)

care, in caz de compatibilitate a relafiilor ¢ siw, permite exprimarea relajiei
* C I X F cuajutorul primelor doud 3.

Demonstratie.

1 1

(fi.fo) erene 3 3 (halémAly ey hlene
a€E e€E

- I - l .

& 4 (el'fl) €m A (e ) €= & (‘Wl)'T (f‘z)) € 11

{¢;.¢5)€ 0

Sd urmérim acum in ce misura relatia w transmite anumite proprietdti
ale relatiei o relatiilor v, fird si cuipoteza compatibilititii lui o si .
sint reflexive. (2,2)

v

Dacd 5 ¢ reflexiv (A C 6) 1, 7

”
1 tol

PDubreil aminteste aceastd ccnditic in [4) exereitiul 6 cap. 1, insd numai pentru cazul
pram = F.

3 Vezi 711,
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Intr-o alta lucrare [1], am ardtat ci proprletatm de reflexivitate a re-
lajiei o este mostenitd de relatiile o,,, 5/, /. In acest caz oricare ar fi

11’ [}
fe€ I, are loc

1 -1
(ﬂf), ™ (j)) €01, 04 T = (L F) €7 7o Ty

Dacd o este o relatie simetricd (5 = o), sint stinetrice Ty, Ty (2,3)
In adevidr :
-1 —1

(f.fo) €5y & ( 7 (f1), (f2 )e oy, Insd dupd (1] 5 = ¢ implicd o= (0oy) 51
-1

Goa = (6g) urmeazd deci

( (f2 (fl € o1 & (Jofi) € 7

In mod analog se stabileste simetria relatiel =,,.

Proprietatea de antisimetrie a relafiei ¢ (6 M o CA) nu se transmite
in general nici uneia dintre relatiile <,, desi relatia oy, pdstreaza aceastd
proprietate, vezi [17.

Dacd o este tranzitiv (62 C o), sint tranzitive toate velaftile <y (2,4)
cuw exceptia lui T, ?

5S4 demonstram de exemplu tranzitivitatea relatiei v , pentru celelalte
74 procedindu-se In mod analog.

Presupunem dedi 62 C o s fie (f;, /o) € 240

-1 1
(fifo) €750 @ A (f1, f3) € 70 A(fa fo2) €700 © T (R(f1), ™ (f3)) € G
=20 HEF
1 1 1 1
A=), m () € og = (201, = (£) €0ty

-1 1

Cum o6y,. este prin ereditate tranzitiv — vezi (1] — (n(j‘l), 7 (]2)) € T40
adicd (f1, /) € 7op-

Rezultatele de mal sus pot fi rezumate in urmdatorul tabel, in care
,uu’’ are semnificatia ci proprietatea lui ¢ corespunzitoare coloanei respec-
tive, nu se mwentine in general pentru relatia <, corespunzitoare liniei in
care figureazd.

o] reflexiv simetric untl simetrie ‘ tranzitiv
i ) T !

k2% da | da nu | nu
. ¢

o1 da ‘ nn : nu : da
o H i

o1 da nu nu : da

T | nu ! nu | nu ‘ da
e i {

10 nu ; nn . nu j da

o0 | nu da ! nu ! da

* Ereditatea reflexivititii, simetriei si tranzitivititii pentru 7,4 resp. 7,; a fost gisitd si de
Dubreil inlocul citat.
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Observam ci dacd relatiile ¢ 31 = sint compatibile, atunci = transmite
proprietatile de reflexivitate, simetrie, tranzitivitate de la s la 7, in particular
dacd o este o echivalentd compatibild cu =, = == r,, este o echivalentd. Pro-
prietatea de semi-profectivitate nu este ereditard de la ola =, vezi exemplul
final.

Enuntdm acum un criteriu de compatibilitate :

Pentru ca velatitle o © E X Esim CE X I" sd fie compatibile, (2,4)

1 -1
este mecesar §i suficient 1 = s = = C o°

Presupunind relatiile ¢ $i = compatibile, deci 7; = =,, sd aritim c4
are loc incluziunea din enunt.

1 1 -1

(e, ¢¥F) enmonn& 3§ 3 3 I (e* fi) enA(fi ) em A
HEF «FE e&E fLEF

1
(e, €5) € oA (ey fo) € A(f, ¢7%) € = ?1 31 (e, ¢,) € 6 &=
QS X (fy) &€ T (f)
1

oz (f), =) on @ (f 1) €5 =2 (2 (). = () € o0y

—1 1
Insd e enm(f) si ¢** ex (f), deci (e*, e**) € o.

1
T

--1 -1
Reciproc, sd presupunem acum nrwow n Coglsdardtdm cd ry=m1y.
Cum 7y C 7y — vezi [1] — rdmine de stabilit doar incluziunea contrari.

o fd eme(m (i) eone 3 3 (we o

1 1
O X (f) o x(f)

-1 1
Fie acuma e, ¢** doud elemente arbitrare din = (f,) respectiv = (f,) :
Avem :

(e*, f1) Erlc

(fi &) €7 IR
(e;, €5) € 6 ® (¢*, ¢"F) ¢nmonn
(ey, fo) €7

(fo €*%) €

—1 -1
si avind in vedere ipoteza ficuti, urmeazi (e*, e**) ¢o deci( n (f), ®(fs) )G‘foo-
Propozitia a fost demonstrata.

Pentru o mai bund infelegere, considerdm util si dim o ilustrare gra-
ficid acestei condifii. In acest scop concepem mulfimile E si F ca segmente
si indicdm (¢,f) € msau (¢, &”') € o prin cite o sigeatd de la ¢ la f, respectiv
de la ¢ la ¢".

5 Rezultatul e maigeneral decit formulele datede Dubreil
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Conditia de compatibilitate enuntatd mai sus, revine la implicatia :

£ ~
-
e
7
i é;
= (¢, **) €4 -
/
f'
e 24 ¢
Fig. 2.

§ 3. Pentru unele cazuri particulare dam urmitoarele rezultate :
Sa considerim o relatie 6 C £ X E, reflexivd (A C o) s1 andisimetricd
1
(6 N 6 C A). In acest caz particular
O conditie necesard st suficientd de compatibilitate a relatiilor o (3,1)
si m CE % F, este ca n sd fie univalentd, adicd

me) Mm(ey) £0 =20 == ¢, <=2 (¢, 6) €A

In adevir, s presupunem s si @ compatibile si fie e, ¢, douid elemente
din E, pentru care = (¢;) N (¢y) 32 0 existd deci f€ w (¢;) N nle,) si (o fiind
reflexiv) auloc apartenentele

("1» f) er
1
(/, &) €= A
(e, &1) € = (e, ) €nmonT
(e, f) €m
-1
(f, €) €m ‘

Insi relagiile = si ¢ fiind compatibile, conform criteriului de compati-
-1 —1

bilitate ®* mox © C o; urmeazi deci (¢, ¢,) € o (fig. 3). In mod cu
totul analog se stabileste {(¢,, ¢) € 0. ofiind prin ipotezd antisimetrica,
urmeazd (e, e,) €A .
-1 -1
Reciproc fie = univalentd $i (¢, €) € ® maonm n ; existd
3 £ deci f,, f € F ¢* e** ¢ E astfel Incit

(e, f1) G“\

e, *
1 —1 => 31 = €
Yy, (fue®) em |

e, (e*, e**) ¢a
(e**, fo) 67‘} S e e
f gt —1 = 2 =
Fig d (fo ¢2) €m

Cum (e*, ¢**) € o urmeazd ci (e, ¢,) € o.
1 2
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Observatie. In demonstrarea suficientei n-a intervenit reflexi-
vitatea si antisimetria relajiei ¢. Putem afirma deci cd, o relafic univalentd
7 C F X F, este compatibild cu orice relatie s C E X E.

Fie A C E X E relatia de egalitate; cum  trebuie si fie relatia
n C E X E, pentruca A si = sd fie compatibile ?

Réspunsul este dat de teorema :

Necesar si suficient pentri ca X si = sd fic compatibile este ca = sé  (3.2)
Jie o relatic univalentd.

In adeviar, fie A si = compatibile, deci conform criteriului (2,4)
-1 1 1
nrd o= (% %)PCA ¢ s oe, doud elemente din pr, =, pentru care
7 {e)) N (ey) 55 0, urmeaza ¢d exista f€ = (¢)) N = (¢y), deci existd [ carc
dd loc apartenentelor

(e, /) €m }

1
(f’w (72) E T \ . ‘
(2. /) €n i = (e, ¢) € (m7)?
(fLe) €m

1 deci dupa ipoteza facutd (¢, ¢,) € A, (fig. 4).
Reciproc, s-a vazut la cazul particular anterior c¢a o re-

£ £ . . . vy eqe . .
latie univalentd e compatibila cu orice relatie s.
&, , ; ;
¢ -y ¢ NS4 presupunem acum cd relatia v C E X E este o
: echivalenta. In acest caz:
&,
4
Conditia necesard si suficientd pentru compatibilitatea (3.3)
Fig 1 relatitlor o si = este ca

i) N7 (e) 0= (¢ o) €6
e . . . . —1
conditie care se exprimd prin incluziinca = = C o.

Pentru demonstrarea necesitatii conditiei observam ¢d = (o) N7 (6p) 3£ 0
= (¢;, ¢;) € o, utilizind numai reflexivitatea relatiei (vezi (3.4)).

Reciproc, presupunind .-;17: C 6, urmeaza o 71:71 C &%, relatia o fiind
tranzitivd (¢ C r;) aven o 7:] = C o, din care, prin compunere la stinga
cu -cl T objtmem 7t e —1 T C :‘w c C o.ccet.d

Q

-1
w fiilnd o relatie arbitrarda din £ X F, = = este o relatie din £ » E.

-1
Conditia necesard si suficiontd pentruca = = siw sd fie compatibile  (3,4)
1

este ca 7 7 sd fie o velatic tranzitivd.
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-1 —1
Couditia de compatibilitate devine in acest caz (xmw)® C = = Pre-
1

supunind aceastd conditie realizatd, s ardtim ca = = este o relafie tran-
i
zitiva. Avind in vedere ¢ A,  C = = si 7:'_\,,,1 x5 R (unde Ay 5=
1 1 S
= A )r,~>< T utem sCrie "t . "R T =TmA T A,,C-r-r o insa
1 1 . 1 by

prin ipoteza (rc m)® C= TC urmeaza (7 =)? C ==, incluziune care exprimi

tranzitivitatea 1ela‘;1e1 T .
-1 1 1 1

Reciproc, fie = = tranzitiv, deci (z#)2 C == Avem(z n) C 7= =
-1 -1 —1 1 -1 i
= (rr)P C (z7)2 C mradicd (xn)? C = =, deci = 31 = sint compatibile.
H

Trauzitivitatea relatiei = = revine la implicatia

1

ey, ) €T —1
(1, ¢2) 1 = (e), €3) €mm

(C.z, (?3) €ETT
(vezi schema din fig. 3

1
L()R()LAR 1. = x este compalibil cu 7= atunci s nmwmai o

¥

£

atunci cind = w este cvasi-echivalentd. e, '
k g
1 2
= x , oy N S R f% 1 5 S .

In adevar, m = este cvasi-reflexiva si simetricd, iar dupa 4
teorema precedentd, pentru a fi compatibil cu = este necesar
si suficient sd fie o relatie tranzitiva. Fig. 5.

Fie = o relatie semiunivocd adicd = = = C =, ceea ce revine la implicatia

(e, f1) €

7
1 .
(froo) €= [ = (e fa) €7
(e2. /o) €7
1
& F £ e CoRrROLAR 2. In acest caz = = st = sint com-
g . o patibile, adicd semiunivocitalea velatiei « implicd
"t v
7 R
e, 3 e, tranzitivitatea relaficl = = (vezi flg 6 ;1 7)
4 N 5 1
e, In adevar n n = C = - >(7t,~) Cnn
, Observatii. = flind compatibil cu
Fig. 6. Fig 7. 1 1 -1

mx, w in general nu este compatibil cu = = ;
chiar daca ar fi, nu cste In mod necesar semiunivoca.
Cwm s-a vdzut mai sus (corolar 1), incaz de compatibilitate a relatii-
-1 -1
lor = = sl =, ® = este o cvasi-echivalentd, decl defineste o impdrtire in

)
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clase a mulfimii £; = pr; =. Ne propunem sd studiem legitura dintre aceste
clase si contralmagmlle elementelor din I,

In cele ce urmeazd vom utiliza urméitoarele notafii :

@ (E) fiind multimea partilor multimii £ iar £ € P (L (E)) (deci o
familic de pirti ale lui E), introducem notatia ~ £i = (J L.
Le g

A
De asemenea o fiind o 1cl¢‘;1c ‘1rb1tram notdm prin o inchiderea ei

n

A 2
tranzitivd, deci p = U o =2 U ¢ U p U ...
1
Revenind la problema propusa, si presupunem cd = = este o cvasi-

echivalentd si fie Cj clasele definite de aceastd relatie pe E; = pr=.
1
Sd considerdm familia de parti ale Tui E £ = \ = (/) si sd con-

X fepn x
siderdm relatia R, C P (E) x P (E) definitd in modul urmitor :

R, = {(L,, Lz) €L 5 L: LN Lyz20) (vezt [2]) dect
1 1
(R(f), =) € Ri@m(f) A = (1) = 0.

AN
R, fiilnd o relafie cvasi-reflexivd si simetrici, R, este o cvasi-echiva-
lentd, si anume o echivalentd peste .£, st defineste o Impirtire in clase a
multimii £ ; fie £; aceste clase.

Intre multimile {Ci} ; $1 {(,Q,}€ , existd o corespondentd blunivocd,
je =
mai precis : ¥ F C; = | L, si reciproc.
je] iel
Demonstratie.
Fie ¢ ¢ C; = ¢ € prym = E; = 3 ¢ €w (/ insi r(f) € Lideciee },Qv?

fe
Deci un element arbitrar din C; ne-a u)lldus la o anwmitd clasd £;. S
ardtdm acum cd () = ' £

b3

Pentru aceastd fie ¢ ¢ (731 ¢* 22 ¢ ;avem (0,0%) € v = J {¢, ¢

n

1 1 1 —1
C = (f) Cum insd e € = {f) urmeazd cd = (f) N = (f) # 0 &
A 1
(r (), = (% ) € R C Rydect = (/%) € £, ceea ce implicd ¢* € | £;1. Are
asadar loc incluziunea (; C ' £;1. Pentru o demonstra egalitatea vom
ragiona prin contradictic. Presupunem deci ca mulfimea | £, posedd elemente
care nu apartin clasei €. Fie decti ¢' € ' £, s1 0" & ()
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Cam insd s-a stabilit ca ¢, C | £, rezulta cd

-1 v Jor .,
V 3 ecex(f)An(f) € L cam = (), n(j)}c L=
cEC; fEF
-1 -1 7AS T 1 o I n .
LG R0 B 3 (200 7in) ek, exista
ot N
deci in mulfimea F elementele f, = [, /1 /,, coo, fu=f astfel incit

-1

(“(f) T (fitg) ) € Ryi=0,1,..., n—1, adicd = (f,) Nr(fiy) &0 1=0,...,

—1
n—1. Insd relatiile w= si = s-au presupus compatibile, deci conform co-
-1 -1
rolarului I, ® = este tranzitivd ; urmeaza atunci (¢,¢’) € = ceea ce este
contradictoriu intrucit ¢ € C;iar ¢/ & C;;
S4 ardtim acum c¢i si reciproc pentru orice 7 existd un indice j astfel
ineit | £, = ().

Fie ce £, = J ¢ e,»(/) @cepnme 3 el
f &F reJ
urmeaza atunci, conform celor stabilite maisus, ciexistd 7’ ¢ I astfel incit

1Ly rezultd cie € 1 £rldeci 3 ¢ € = (f'). Avem asadar
JEeF

A€ Lan ()€ Lo sinhN=() 3¢ == =) ¢ R
deci £, = £/

§. 4. Fie () totalitatea relatiilor s C E X E compatibile cu o relatic datd.

C E X F,iar 11 (o) mulfimea relatiilor = compatibile cu o relatie ¢ datd.

Dupid cazurile particulare din pamgraful precedent si studiem acum
mai general multimile X (%) si Il (o).

Multimea X (=) este o sublatice complementard a multimii (P (EXE). (4,1)

In adevir, se demonstreazi cu usurinfd ci reuniunea si intersectia a
doud relatii compatibile cu = sint compatibile cu =.
-1 —1 —1 -1
Yie o; $i o, compatibile cu =, decim noyr n C os5inn gy C g
-conform criteriului  (2,3). Avind in vedere comportarea operatiei
de compunere fatid de reuniune, intersectie, incluziune (vezi Riguet [6]
formulele 235, 26, 27), precum si incluziunile de mai sus, rezultd imediat

-1 ~1 -1 1

sl ) raColUosinm x(oNoy) m = C o Noy

care exprimd compatibilitatea relatiilor a; U o, i o Moy cu 7 Rezultatul
se extinde imediat la reuniunea si intersectia unui numdér oarecare de relatii.
-1 -1
Fie acum o o relatie compatibili cu = deci = o= C o, sd ard-
tdm ca relatiile (o si = sint de asemenea compatibile.
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E 1
Pentru a stabili incluziunea = = C ¢ = =C C o raglonam prin contra-
-1

dictie., Presupunem deci cd existd (e, ¢) € # m# C 6 = 7w si (¢,6,)&Co Exista
elementele £, f, € I, e* , ¢** ¢ E astfel incit si avem

(er. i) €w (e rfl enl

. -
(fi.e") €= (/. e€w b1
& el Lo el o @ () ennann
(C’.’ fz €m (6zr.f2 €m

. !
oo € |  (foe™) en

o si w fiind compatibile, urmeaza ci (¢*, e**) € o, ceea ce este contradictoriu,
cu (e* e**) € C o
-1
Mai mult chiar, & fiind o relatie compatibild cu =, g este de asemenea.
R S
In adevar, fie (¢, ¢) € mo = x

; existd deci elementele fy, f, € F
sie* e** ¢ E astfel incit

Y l

g g & ey, 8) ETTOT T
L) oew
(hhe) €x

1
Cum 4 si = sint compatibile, urmeazi (¢,. ¢;) € o, adicd (¢, ¢,) € o
c.c.t.d.
Evident X (m) C @ (E X E). Ne punem problema oare, in ce conditii
are loc egalitatea acestor doud mul{imi? Raspunsul este dat de teorema :

Conditia necesard si suficiontd pentru ca X (m) = P(E X E) adicd  (4.2)
pentri ca orice relafie dist E X E sd fie compatibild cu =, este ca rela-
fa = sd fie wnivalentd.

Conditia este suficientd conform observatiei ficutd in §. 3., iar necesi-
tatea ei este imediatd dacd avem in vedere ca pentru anumite relatii s CE X E,
particulare (de exemplu cazurile (3, 1) s¢i (3, 2) din §. 3.), univalenta
relatiei  este o conditie necesard de compatibilitate.

Dacd I este multimea relatiilor univalente din E X F, atunci pentru
orice relafie o are loc I C 1l (5), cum s-a vdzut in § 3. Ne intrebdm acum,
in ce conditit I = Tl (5}, deci cum trebuie si fie o pentru ca numai relatiile
univalente sd fie compatibile cu 5?

=M ({6 & Dis)y D(Ca)l =A (£.3)

unde 7P (5) reprezintd totalitatea subrelatiilor patratice ale lui 6. Conditia
admite si urmétoarca formulare : oricare ar {i elementele distincte ¢;, ¢,
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din E dintre perechile (e}, ¢), (¢}, ¢5), (¢, ¢1) (ea, ¢5) cel pugin una sa facd parte
din o, dar nu toate.

Demonstrajie.

Pentru demonstrarea suficientei presupunem ci pentru relatia o este
- verificatd condifia din enunt, si fie = o relatie arbitrard compatibild cu ».
Sd ardtdm cd = este o relatie univalenta.

Pentru aceasta fie ¢, ¢, doud elemente din E pentru care w{e;) N w{e,)720;
existd deci In mulfimea F un element f pentru care

(er, /€7 si(en /) €7
Fxistd Coud posibilititi:
a) (eg,e,) € o, b) (e,¢) € Co.
Examindm numai cazul a), pentru cazul b) rationamentele ficindu-se
intru totul analog.
Admitem deci cd (¢}, ¢,) € o; atunci folosind compatibilitatea relatiilor

o 51 7 se poate stabili cu usurintd ci si (e, , ;) € o, (¢,¢)) €0, (&, &) € 0.
In adevdr,

(e2, f) € 7‘ (e, /) EZ (ea, f) €

(f &) €m (f, ed) €m (/. &)

(e1,¢9) 6 = (eg. 60 €0 (¢ 6) € [ =(e,0) €06 (6,€) E 5 (e e) €0
(e, f) € (er, f) ejrl (e, f) €

(/, &) € (/&) em (f, &) €m

Notind cu E*= {e¢,, ¢,} urmeazd E* X E* (C o decicd E* X E¥ ¢ 7P (o)
si avind In vedere ipoteza ficutd obtinem {(¢, &)} C A deci ¢; = ¢,, ceea ce
dovedeste univalenta relatiel =.

Reciproc, sd presupunem acum Il (6) = I si 4 ardtdm ca este verificatd
conditia din enunt. -

Observam cd incluziunea A C|D(s) U D(Co)| are loc intotdeauna,
intrucit pentru (e,) € A avem

[(e,e) eV (ee) € Col = [{{e,e)} € D(s) V {(e,e)} €D (Co)] =
= (e0) €D (o ) U D (C o)l
Sd presupunem acum cd (&, ¢,) € D(o) U D(Co)| s (¢,,8)& A Fie = =

= feu). (ew )} CE X F.
Insd atunci = $i o sint compatibile, desi n& I, ceea

ce contrazice ipoteza. Urmeazd cd (¢, &,) € A, ceea ce demon- € <

streazd cd | D (6) U D (Co)| CA. <
Cazuri particulare. 4
a) Dacd A C o, deci s este o relatie reflexivi, conditia %

e verificatd atunci si numai atunci c¢ind o N cl:: A, deci cind

o este o relatie antisimetricd. Fig. 8.

2 — Babegy—Bolyai: Matematicd-Fizicd 1/1964
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b) Dacd ¢ C CA (antireflexivd), conditia e verificatd dacd si numai
-1
dacd s U o CA.

§. 5. Aplieatii. Ca aplicatie, dam un exemplu de relatie neunivalentd
compatibild cu o structurd de plan proiectiv. '

Fie E planul proiectiv clasic, adicd totalitatea punctelor si dreptelor
din plan, 4;, d,, d; trei drepte paralele in plan. Multimea I <a fie formata
din punctele dreptelor d,, d;. Relatia ¢ o definim asa :

(P, d) €& Pse gaseste pe d.
def.

S4 notim cu = urmitoarea corespondentd (m C E X F): O pereche
de puncte (P, P,) € & (P, d) €0, (Pyd,) € ¢ si dreapta P, P, e
perpendiculari pe d,. o
O dreaptd i un punct (d,P) € = & (P, d,) € o, d neparalel cu 4,

det.
iar P, fiind intersectia lui d cu d;, dreapta P, P e perpendiculara pe d;.

Relajia = este compatibili cu o; ea nu este univalentd. Aceasta se
datoreste faptului ¢ pryw 2 E. Se poate ardta cd
dacd pr, = = E, atunci numai corespondentele uni-
valente sint compatibile cu ¢ (cel putin in cazul
cind pr; 6 N pry o = 0)

Avind in vedere cd relatia = C I X F nu e
proiectivd, rezultd cid proprietatea de semi-pro-
iectivd, respectiv prolectivd, nu este ereditard de
la 6 la =74, nici chiar In cazul de compatibilitate.
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COBMECTHMOCTb COOTHOUIEHUI
(Pesiwowme)

B idanvoli pafore Hayuaercs CBA3b, KOTOpas 101JKHA CYHIECTBOBATL MeKAY Co-
oTHOWeHNeM o¢CE x E U MHOro3HauyHbM  oTolpaxkeHnem = E—F, wurofn co-
- -1
OTHOULICHHE ¢ Tlepento 0THO3HAYHO Hepes = Ha MHOWeC1Eo I, 10 ¢¢Th Cmonm == (Cao) =,
Hayuaiorcs ofmre CEiiCTBA, a Takie [5] UaCTFRX cJiyuzer (¢ BC3BPATHCE, aHTHCHM-
-1
MEeTPHUHCE, CHMMETPHUHCE, TPaH3LTHBKCe H cayuall o = m 7.
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LA COMPATIBILITE DES RELATIONS

(R ¢sum )

On étudie dans cette note le rapport qui doit exister entre une relaticn ¢ C E - F et
une application mu'tivoque = : £ — F pour que la relation ¢ soit transposée de facon unive-
1 1
que par 7 sur 'ensemble F, ¢'est a direpour que C woxw = 7 (C o) 7. On ¢tudie les propriétés
générales ainsi qu'une série de cas particw'iers (g reflexif, antisvmétrique, svmétrique, tran-
-1
sitif, de méme que le cas ot 6 = =)

= T






DESPRE O TOPOLOGIE IN MULTIMEA RELATIILOR BINARE

de

I. GY. MAURFKR i I. PURDEA

Fie € multimea relagiilor binare definite in £ X F, unde E i F sint
doud multimi oarecare. Daci R ¢ 72, atunci se va nota cu S; mulfimea
reprezentativd a lul R, deci mulfimea perechilor oroonate de elemente
(¥, ¥v) ¢ E X I', pentru care avem ,‘CR_M Doua relatii R, R, € R se zic
egale atunci si numai atunci dacd Spy == Sy, Prin tdietura R(x) a lul R
in raport cu clementul ye E se inteleg2 multimea elementelor v € F pen-
tru care avem yvRv. Reuniunea R, U R,a relatnlor R,, Ry € @ este relatia
a cérei mulfime reprezentativa *mURz** S‘Rlu Sre, deci ¥(R,R,)y atunci
s1 numail atunci daci ley sau v R,y. Intersectia R, N K, a relatiilor R, R,
€ R este relatia a cdrei multime reprelentatlva 5R1 N re.= Sk n S ka2 dec1

2Ry N R,)y atunci si numai atunci dacd ARy 5t xRyy. In caz dacd F = E,
atunci se defineste produbul R\R, al rela‘,cnlor R, R, € R in felul urmator :
¥R Ryy dacd si numai daca existé un s € F astfel ca sd avem xRz g1 2R, y.
Ne vom folosi de urmétoarele proprictai 1 1°. (R, U R,)(x) = Ry(x) U
URy(x); 20 (R, N Ry(x) = Ry(x) N Ry(x); 3° dacd I' = E, atunci
RiRy(%) = Ry(R,(x)), unde Ry(Ry(x )) UR (x"); 49 R este un reticol (la-

Sy s iy Ry(x)

tice) inraport cu operatiile ,, |J"’ si ,,ﬂ ;59 dacdF = E, atunci R este un

semigrup cu element unitate in raport cu operatia de inmultire. Detalii

asupra notiunilor si proprietatilor enumerate pot fi gasite de ex. in [17.
In cele ce urmeazd vom introduce o topologie in @ pe baza unei

notiuni de convergentd, definitd in felul urméitor :

Drrixtpra 1. Sirul de relatii R, Ry, ..., R, ... are ca limitd relatia
R, atunci $i numai atunci, dacil pentru orice ¥ € E existd un numér natural
A, astfel ca sd avem R (x) = R(x) pentru n > N,

Dacd sirul {R,) are ca limita pe R, atunci vom scrie : R, — R.

Vom da si o alta definitie pentru notiunea de convergentd in R, echi-
valentd cu definitia de mai sus. Consideram mulfimea (F a aplicatiilor
univoee ale multlmu E in nml\;lmea D) a partxlor lui . Definim o co-
respondentd wnivocd de la R la (F in felul urmitor : dacid R € &, atunci
facem sa-i corespundd un f¢ F, definit de egalitatea f(v) = R(x) pentru
orice v € E. Aceastd corespondentd aplici multimea @ pe 7. intr-adevar
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fie / un element oarecare allui (F. Definim o relatie binara Re ® in felul
urmdtor : xRy atunci si numai atunci, daca y € f(x) € P(F). Atunci [
va fi tocmai imaginea lui R, deoarece avem evident f(x) = R(x). Vom
ardta despre corespondenfa de mai sus cd este si biunivocd : dacd R — f,
R, — f; §i Rz R, atunci §i f3£ /. Presupunem prin absurd cd f =/,
decl cd flx) = fi( )pentru orice x € E. Rezultd cd pentru orice x € E avem
R(x) = R( )). De aici insd rezulti c¢i R = R,. Intr-adevir fie (%, v) € Sk
Aceasta Inseamnd cd yRv. Rezultd cd v ¢ R( ) = Ry(x), deci xR,v si de
aici urmeazid cid (x, y) € Ry(x), adicd (x, v) € Sz Deci S, <S,\1 La fel
se aratd cd Sy, < Sy, deci Sp = Sy, ceea ce inseamnd cd R = R, in
contradictie cu ipoteza.

In (Z se poate defini nofiunea de convergentd ca si in cazul general
al multimii aplicatiilor univoce ale unei multimi M intr-o mulfime M'[27 :
sirud {f,} cu [, € (F are ca limitd pe f¢€ (F atunci si numai atunci daca pentru
orice ¥ ¢ E existd un N, astfel ca sd avem [, (¥) = f(x) pentru n > N .
Tinind seamd de corespondenta biunivocd intre mulfimile 2 si (F definita
de egalitatea f(x) = R(x) pentru orice x ¢ E, putem da urmétoarea defi-
nitie :

Drrinrrial’. R, — R atunci si numai atunci daca Ju— [ unde f,(n =
=1, 2,....) si f sint imaginile lui R Wn=1,2,..) sl

Deflmplle 1 §i 1" fiind echivalente i tinind seama “de taptul cd pe baza
rezultatelor obfinute in [2] (Feste un spatiu topologic in raport cu noti-
unea de convergentd f, — f definitd mai sus, putem formula urmitoarea
propozitie :

Prorozrria 1. R este unspatiu topologic complet in raport cu notiunea
de convergentd introdusi prin definitia 1.

In cele ce urmeazi vom arita continuitatea operatiilor in @, defi-
nite in introducere.

Prorozryia 2. Operatiillede ,, U’ st ,,N" sint continue: din R, — R,
R — R rezultd cA R, JR >R U R st R, N R, - RN R

Intr-adevir, din R, — R’ si R, — R’ rezultd pentru orice x € E exis-
tenfa a doud numere naturale N si N’ astfel ca si avem R (x) = R(x)
pentru # > N_si R (x) = R’(x) pentru » > N . Atunci pentru # > max
(N, N) avem: (R U R)(x) = R (x) U R (x)=R(x) UR'(x) =(RU R')(%)
si (RN R)(x) = R,(x) N R(x) = R(x) AR'(x) = (R N ) (), ceea ce
demonstreazd propozitia.

ProroziTia 3. Dacd F = E, atunci operatia de inmultire este conti-
nud : din R, — R, R;t—..R’ rezultd cd RMR,'L — RR'.

Pentru a demonstra aceastd propozitie, trebuie sd aritim cd pentru
orice ¥ € E existd un numdr natural N . astfel ca si avem R R/(x) =
= RR'{x) pentru # > N, '

Din Rn — R ¢i R, — R’ rezulta pentru orice x ¢ E existenta a doua
numere naturale N, si N7, astfel ca sd avem R (v) = R(x) si R (x) =
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= R'(x). Pentru 7 >max (N, N)) =N _, avem simultan: R (¥) = R(x)
si R(x) = R'(x).

Fie K R/ un termen oarecarc al 71rulu1 R R | de rang ) >N si

v eR Rn(. ). Avem ; R R'(x) = R,(R,(x)) = R (R'(x))=R_ R'(x). Deciye

€ R,R'(x) ceea ce Inseamnd cd existd un z € B, astfel ca sd avem xR, v
si zR'y. Din prima relatie rezultd cd z¢ R, (v) = R(x), deci xRz Avind
in vedere sirelatia zRR'y, rezultd xKR'y, de unde urmeazi ci v¢ RR'(x).
Deci pentru orice x € E existd un N, astfel ca si avem R R (x) < RR'(%)

pentru 2 > ;\—’X‘

Fie acum 3y, € RR'(x). Avem: RR'(x) = R(R'(x)) = R(R (x)) =
= RR/(x). Deci y; € R R(x), ceea ce inseamnd cd existd un z; € E, astfel
ca sd avem YRz i Ry, Din prima relatie rezultd ca z € R(x) = R (%),
deci xR z. Avind in vedere i relatia R v, rezultd xR R 1y, de unde
urmeaza cd v, € R R (x). Deci pentru orice x € E existd un N, astfel ca
sa avem RR'(x) < R R (x) pentru #n >1‘7x

Din compararea celor doud incluziuni, rezulti egalitatea pe care ne-am
propus s-o demonstram.

Folosind propozitiile 1 i 2 si proprietatea 4°, respectiv propozitiile
1 si 3 si proprietatea 59, putem enunta urmditoarea teorema :

TrorREMA. Multimea R a velatiilor binare defimite in E X F este un
reticol topologic com/)let in raport cu operatitle ,,J’'si ,,MN, si topologia
introdusd prin definitia 1. Dacd IF = E, atuncy (R este un semzaru;b topologic

complet in raport cu operatia de mmultzre st cu topologia introdusd prin defi-
nitta 1.
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0Ob OIHOM TONOJOT MU B MHOXKECTBE BUHAPHBIX COOTHOIWE HWUHA
(Pe3iwye)

[Tyers R \nomKecTBO GliHApHBIX COOTHOINEHHI onpejedeHHbX B E X F, rpe E u F
— JABa KaKHX-HHUOYAb MHOMecTBA. Ecad RGQ, roraja o6Go3Hauaercs uepes SR npeg-
CTaBHTEIbHOE MHOMKECTBO MHOJKECTBA I, TO €CTb MHOJKeCTBO YNOPAJOUYEeHHBIX Map 3JeMEHTOB
(¥, v €E > F, 119 KOTOpPHIX InveeM ¥ Ry. [Isa cooTHowewus R, RZE(Q Ha3blBAIOTCH
pasHbINMH TOTZA, H TOJABLKO TOT1a, Korja S‘Rl == 5‘1‘.2. C;)c3om R {x) MyMyOXKecTBAa R no 01~
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HOILEHHIO K 3JeNeHTY v & £ NOHHMaeTCa MHOJKECTEO 31eMeHTOB y € F 17158 KOTOPBIX iiveem
x R v. OGpeaninenne R; U R,, COOTEETCTEEHHO Lepecetenie Ky N R, COOTHOWEHLH Ry, R,
R spIsIOTCA  COOTHOMEHWAMH TPeICTAaRHTCALHBE MHOKECTBA KOTOPBIX CVTh SR1UR2 ==
= SRI 9] SRz* COOTBETCTBEHHO 5R1 nre= S'Rl n S]\,z. Fean F = K, Toria npouaseienve Rk R,
onpe;ensercss caelylomnM ofpasom: x R\R,y Toraa i TOJIBKO TOMTa, KOTAA CVILECTBYET
oaHd z E E, tax, utobbl BMeTb ¥ Iy 2 H & Ry .
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SUR UNE TOPOLOGIE DAXNS IENSEMBLE DES RELATIONS BINAIRES

(Résumé)

Soit & 'ensemble des relations binaires définics «n E x F, oit E et F sont deux ensem-
bles quelconques. 5i R € R, on note alors par S, I'ensemble représentatif de R, donc U'ensem-
ble des paires ordonnées d’éléments (x, y) € F < I, pour lesquels nous avons vRv. Deux
retations R, R, € sont dites égales lorsque S, = S5, et seulement alors. Par la coupure
R(x) de R par rapport a 'élément x € F on entend I'ensemble des éléments y € F pour lesquels
on a xRy La réunion R,[J R, et, respectivement, lintersection R;[} R, des relations f2,,
I, € R sont les relations dont les ensembles représentatifs sont : Sr1U 170 gyUS g, et Tespecti-
vement ‘\‘Ix’lﬂkz = SRUSA,Q. Si = E, le produit R R, se définit ainsit v R,yv, alors et alors
seulement s'il existe un 2 € E de sorte quion ait x/2,z et 2/2,y.

Dans le présent article on introduit une topologie R sur la base d'une notion de
convergence donnée par:

Définition 1: La suite de relations ), F,,..., Ky, a comme limite la relation R
dans le cas et seulement dans le cas olt pour tout v € F il existe un nombre naturel N tel
que nous ayons Ry(x) = R{x) pour » > N,.

On démontre le théoreme suivant :

THEOREME, Lensemble R des relations binairves définies en E < I est un freillis fopo-
logique complet par vapport aux cplrations | el [ ¢f @ la tepologie introduite par la définition 1.
ST = ¥ alers R est un demi-groupe topologique complet par rappovt & Uopération de multi-
Plicaticn et a la topologie infroduite pav (a difinition 1.



DESPRE INELE CICLICE

de
I. GY. MAURER si 4. VINCZE

Un inel R s¢ numeste ciclic, daca ¢ numal daca modulul (grupul adi-
tiv) R+ al lui R ¢ste un grup ciclic.

. Szasz a stabilit urmitoarea proprietate caracteristicd a gru-
purilor ciclice [1]: un grup G este atunci $i numai atunci ciclic, daca
pentru orice subgrup H al lui G se poate gdsi un numar intreg & astfel
ca si avem H = G*, unde G reprezinta subgrupul lui G, generat de puterile
gk ale elementelor lui G.

Folosind aceastd proprietate, tot ¥. Sz asz a caracterizat inelele
ciclice in felul urmiator [27: Un inel R este ciclic atunci i numai atunci,
dacél pentru orice subinel S al lui R, existd un numdér intreg &, astfel ca
sd avem S = kR, unde kR reprezintd totalitatea clementelor de forma kr
(r € R).

G. Pic a reusgit sd caracterizeze grupurile ciclice finite printr-o altd
proprietate mai slaba si anume 3 : un grup finit G este atunci si numai
atunci ciclic, dacd pentru orice subgrup H al lui & existd un numdr
intreg %, astfel ca si avem H = G, unde G, reprezintd subgrupul lui
G, generat de elementele ¢ € G pentru care avem ¢k == ¢. Alci s-a notat cu
¢ elementul unitate al lui G.

Observatie TUnstudiumaiatentallucrdari 3, nearatd cdla demon-
stratia teoremei din aceastd lucrare nu este necesar s presupunem ¢d gru-
pul G este finit, ci este suficient a presupune ¢i clementele lui ¢ an ordin
finit. Deci caracterizarea de mai sus a grupurilor ciclice, datoritd lui G.
P i ¢, este valabild pentru orice grup G, a cdrui elemente sint de ordin finit.

Pornind de la acest rezultat, vom da in aceasti notd o caracterizare
a unei clase de inele ciclice. Acest rezultat este in aceeasi relatie cu rezul-
tatullui ¥. Sz 4s 2z din lucrarea 27, ca si teoremele asupra grupurilor din
lucrarile 737 & [1 . Observdm, cd pentru tcoremele enuntate mai jos,
vom da o demonstrajie elementard. Ar fi interesant si se studieze posi-
bilitatea unei demonstratii elementare pentru teorema lui I'. Sz dsz din
lucrarea (2 . In continuare se studiazi structura inelelor ciclice considerate.

Prealabil vom enunta citeva leme, care prezintd interes si in sine.

Tie R un inel oarccare, R+ modulul Iui R 31 A un numar intreg.
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Leya 1. Totalitatea 1y a elementelor v ale inelului R care satisfac
conditia ky=0, formeasd un subgrup "T} g in modulul RY si un ideal 7T,
in inelul R.

Intr-adevir, fie 7, si 7, doud elemente arbitrare, pentru care avem :
hyy =0 sl kr, = 0. Atunci si diferenta acestor doud elemente satisface
aceastd conditie : k(¥ —7,) = kv, — k7, = 0 — 0 = 0. Deci prima afir-
matie a lemei cste adevaratd. Pentru a demonstra $i a doua parte a lemei,
trebuie si mai aritim, ci dacd elementul 7, are proprletatea kry = 0. iar
y este un element oarecare al lui R, atunci k(r, ) = 0 si k(rr)) = 0. Intr-
adevar : k(rz) = (kr))r =0 v =0 si k(rr)) = r(kr) =7 -0 = 0.

Cororar, Subgrupul (R7), al modulului R+, respectiv subinelul R, al

inelului R, generat de elementele # € R pentru care avem proprietatea kr=0,
coincide cu ftotalitatea acestor elemente :

(R = Thg+ 9t Ry = [Th]g
Pe baza lemei 1 rezulta si faptul, cd subinelul R, este un ideal al inelului K.
Din a doua egalitate de mai sus rezultd cd (Ry)*=[T,R*, unde (Rp™*
reprezintd modulul inelului K,. Comparind aceasti egalitate cu prima
egalitate de mai sus, deducem urmditoarea lem3 :
Lema 2. (R, == (R,

In sfirsit pe baza teoremei lui G. Pic [3], avind in vedere si obser-
vatia noastrd din introducere, se poate formula urmitoarea lema :

Leaya 3. Fie modulul R al inelulus R un grup cu torstune®. Modulul
N oeste atunci siommai atunci un grup ciclic, dacd pentru orvice subgriup
S+ al lui R* existd un numdr intreg k astfel ca sé avem S+ = (R+),.

Pe baza consideratiilor de mai sus, deducem o caracterizare a acelor
inele ciclice R, pentru care modulul R+ este un grup cu torsiune :

Troreya 1. Fie R wun inel pentru care modulul R* este un grup cu
torstune. Imelul K cste atunci si nwmai atunci ciclic, dacd pentru orice subinel
S al lui R existd un nmuwmdr i-treg k astfel ca sd aven S = Ry,

Demonstratie Fie R un inel ciclic i S un subinel oarecare al
lui R. Din definitia inclelor ciclice, rezultd cd R+ este un grup ciclic. Apli-
cind lema 3 si lema 2, deducem : S+ = (R*), = (R . De aici rezultd cd
S = R,;, deci conditia este necesari.

Conditia este si suficientd. Intr-adevir, si presupuneni, ci orice subinel
S al inelului R este de forma S = R,. Fie St un subgrup oarecare al lui
R+. Considerdm subinelul S al lui R, generat de elementele lui S+. Folo-
sindu-ne de ipoteza S = R, si de lema 2, deducem : S* = (R)* = (R*),.
Rezultd conform lemei 3, ci R+ este un grup ciclic. Deci R este un inel
ciclic.

Folosind rezultatele formulate in lema 1, in corolarul lemei 1, pre-
cum si in lema 2, deducem pe baza teoremei de mai sus urmditoarea teo-
remd :

* Are numni elemonte de ordin finit.
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Troxrsa 2. Dacd R este un inel ciclic pentru care modilul R este un
grup cu forsiume, atunci: a) orice subinel al lni R este un ideal in R,
b) un ideal oarecare al lui R este format de totalitatea elementelor v € R, care
au proprictatea ky = 0 (kR — numdr intreg) st c) intre multimea tdealelor lu:
R si mudtimea subgrupurilor modulului R existd o corespondentd biunivocd.

In sfirsit considerim exemplul inelului (ciclic) al claselor de resturi
de intregi in raport cu modulul 6: R = {6, 1,2, 3, 4, 5} Subinelele
(in acelasi rimp si idealele) lui R sint urmitoarele : {0} = R,, {0, 3}=R,.
{0, 2, 1~ R, R= R, Se constata usor, cd aceste ideale sint formate
de totalitarca elementelor x € R, care satisfac conditia ky =0 (k=0.
k=2 k -3, k=06)si ci subgrupurile lui R+ sint tocmai {0} {0, 3).

10,2, 4 51 (Rg)™,

6

BIBLIOGRAFIE

1. B. 824 sz, Characterization of the Cyclic Groups, ,,Revue de Mathématiques Pures e
Appliquées, Acad., R.P.R.”, 1, 1956, nr. 2, 13 —14.

2. P. Szdsz, Két gyirielmdleti problémdrdl, , Magyar Tud. Akadémia Mat. és Fiz. Tudo-
manyok Koézleményei’’, VI, 1956, nr. 2, 213—218.

3. G. Pic, Despre caracterizavea grupurilor ciclice, , Comunicdrile Acad. R.P.R."”, V1, 195
nr. 2, 235—238.

O UHKJTHYECKHX KOJIbUAA

(Peszwse)

Konslo R HasplBaeTCH yukauueckuMm, TOTAA 1 TOTLKO TOTAa, KOTAa MOAYAb (Ipynia
caoXeHus1) R+ Koapua R seasercss LHKIHYeCKoH Tpynnofl. B aauuoil paGoTe npHBOAUTCS
XapakTepHCTHKA TeX IHKJIHUECKHX KoJel, R, A1 KOTOPhX R+ aBJAAeTCs TIPYNMNOH Kpyue-
HAS, (TO €CTb HMEIoUIel JIHIIEL 3JeMeNThl KOHeUHOro NOpPAIKa) H H3YUaeTCs CTPYKTYPa 3TH:
KoJeLl. i

YCTaHaB/IHBAIOTCSE CJAEAVIOULE NPeAa0 KeHHUS
Jdemmo I. Cosoxynnocmb Tk aasemenmoe v € R, ydosaemeopsawouux ycaosuwo ky = U
(% -yeaoe uucao) cocmasascin nodepynny [T, o+ 6 modyse R+ u udeaa [T,] , 6 xosbye R.
Kopoaaopunr Tloarpynna (R+)k Monyas K+, COOTBETCTBEHHO TOJKOJIbUO R, xoabua R.
Apoussodii aril 3JEMEHTAMH, HMEIOWHMH CBOMCTBO A7 = 0 COBNaAZeT C COBOKYNHOCMbIO 3THE
snementon: (R+), = [T ]p+ u R, = [T,
Ecin obozHauars uepes (Rk)+ MOAY16 KO0dbLa R, TOTRA Hyeem:
deso 2 (R+)k: (Rk)+
Jdewno 3. Hyemb modyad R+ xoabya R — epynna spyienus. Modyab R+ ssasemcs
yurkaudeckon cpynnotl moeda, u moabko moeda, ecau Qan scskod nodepynnel S+ epynnst R+
cyujecmeyieri 1ie.0e quca0 k, max, 4mobot umeaw S+ = (R+,.
Hctioneaysa sTH JeMMBl, JOKA3BIB{IOTCA Cleaylolulie TeopeMmbl:
Teopesia 1. Iyemb R ~xoabyo 048 xomopoco mModyal R+ agasemcs 2pynnod Kpyderus .

Koavyo R ssasemea moeda u moabko moefa yuwaueckus, ecau 013 8cakoeo nookoabya &
Koahya R cuuvizemeyem yeaoe 4ucao k. mak, 4motGol umeiu N = R 5 :
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Teopema 2. Ecau It -yurausecrce Ko.ibro Cad KOnepeeo yvoecyah R+ qeasemcs epyn-

noi KpyHerus, meada a) ecskee NCOKoAh o Kol uya R ecmb ucear 8 R, 6) Heromaopbite  udeaa

KRoabya K 00pa3zosan coBONYNHOCIVIO €A CHINOE ¥ E R, uxewiuux ceoicmeo kr = O (k- reaoe
P

qucan) u 8) Mexwdy Muoscecmeom ucea.ce Kodbya I G srowecmecs noderynn Mocy.us R+
Cytecnagen A3AUMHO VOHOTH Q4HOe COOMHOUICH!? .

SUR LES AI\'I\"E:XI'X.CYCLIQUES

(R ésumé)

Un anneau R se nomme cyclique dans le cas et dans le cas senlement ot le module (ie
groupe additif) R+ de R est un groupe cyvclique. Dans leur article les auteurs donnent une
caractérisation des anneanux cyvcliques R pour lesquels R est un groupe a torsion (donc n'a
que des éléments d’ordre fini) et ils étudient la structure de ces anneaunx.

On établit les propositions suivantes :

LEMME 1. La totalité Tk des dldmenis v € R qui salisfent & la conditicn ky = 0 (k nombre

entier) Jorment un sous-greupe [T\ 7, o dans ie module RY et wnidial T, , dans I'anneau R.
. ¢ ;

COROLLAIRE. Le sous-groupe (R, du modu'e R, respectivenient le sous-annecau
‘gt de l'anneau R, cngendré par les éléments v € R pour lesquels pous avons la propriété

(T k.

kr = 0, coincide avec la fotalité de ces éléments: R .x = Ty p+ et Ry =

Si I'on note par (Rk)+ le module de l'anneau R, on a alors:

LEMME 2. (R¥ ), = (R

LEMME 3. Soit le module RY de Uannean B un gronpe @ forsion. Lo module RFest ators
el alovs seulemnent un groupe cvclique si, pour tout sous-groupe ST e R”:“, il existe un nombro
entier k tel que nous ayons st o= (R+)k.

En s’appuyant sur les lemmes précédents on démontre les théorémes suivants :

THEOREME 1. Soit R un anncau tar lequel le module RY est un groupe & torsion .
Llanneau IR est cycliqgue au cas et au cas seulesment oir, pour fout sous-anneau S de R, 1l existe
wn nowmbre entiev k tel qguw'on ait S = Ry,

THEOREME 2. Si R est un anneaw cvcligue pour lequel le nodule RV est un groupe
a torsion, alovs: a) tout sous-anneau de R est wn idéal en R; b) un idéal quelconque de R est
Jormé de la totalité des (léments v € R qui ont la propridté ki = 0 (k, nombre entier); c¢) cnive
Uensemble des idéaux de R et Uensemble des sous-groupes du module RT il existe une co-

respondance biunivogqu..



APTLICATIILE CURBELOR POLARYE GENERALIZATE

de

B. GRBAN

In lucrarea autorului , Despre curbele polare generalizate’” [1] s-au
definit curbele polare gencralizate ale unei curbe algebrice (C) in raport
cu o altdi curbad algebrica (K) si s-au studiat proprietitile generale ale
acestor curbe. In lucrarea de fatd vom da citeva aplicatii ale acestor
curbe la studiul cuarticelor si cubicelor. Considerind cuarticele si cubicele
ca niste curbe polare generalizate, vom stabili metode de generare, pro-
prietdfi si relafii noi pentru aceste curbe.

1. TEorEMa 1. In planul proiectiv complex fie (C) si (K) doui conice
care nu sint tangente si dintre care (C) este o conicd proprie. Curba polard
generalizatd a conicei (C) in raport cu conica (K) este o cuartici (I") care

a) este tangentid la (C) in punctele de intersectie ale ei cu conica (K) ;

b} trece prin punctele de contact ale tangentelor comune la curbele
(C) si (K) asezate pe (K);

¢) admite virfurile triunghiului polar comun al conicelor (C) si (K)
ca noduri de inflexiune ;

d) ramine invarianti daci in locul lui (K) considerim o conica arbitrard
din fascicolul de conice determinate de (C) si (K).

Dryoxstrapir, Conform definitiei curbei polare generalizate date in
lucrarea amintitd, punctele curbei (I')se obtin intersectind tangentele la
conicd (C) cu polarele punctelor de contact fati de conica (K). Din teo-
remele 1, 2 si 6 ale lucrdril [1] rezultd direct c¢d curba (I') este o cuarticid
si cd enunfpurile a) si &) sint adeviarate.

S4 demonstrim acum ci virfurile triunghiului polar comun al conicelor
(C) si (K) sint noduri pentru (I'). Fie A4, un virf al acestui triunghi polar
comun si sd notdm cu T; s 1_ punictele de contact ale tangentelor duse

din 4, la (C). Conform definifiei curbei (I') si a tringhiului polar, tangentelor
de mai sus le corespunde acelasi punct al curbei (I'), deci acest punct
este un nod.

Ca sd demonstram restul enuntului ¢) si enunjul 4) vom ardta ca
curba (I') este transformata curbei (C) intr-o transformare cuadratici.
Vom considera transformarea la care fiecirui punct P din plan ii cores-
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punde punctul de intersectie al polarelor punctului P fatd de conicele
date (C) si (K). Aceastd transformare cuadratica si involutorie a fost intre-
dusd de J. Steiner [2]. Conform definitiei, curba (I') este chiar trans-
formata conicei (C) in aceastd transformare. Fiindcd polarele vwnui punct
fatd de conicele unui fascicul de conice trec printr-un punct fix, transfor-
marea de mai sus nu se schimba inlocuind conica (K) cu o conica arbitrard
‘K') din fascicolul determinat de conicele (C) si (K). Aceasta inseamnd
cd enuntul 4) al tcoremei 1 este demonstrat. Transformarea astfel introdusa
/dupd cum se vede usor) este cuadraticd si admite ca triunghi fundamental
triunghiul polar comun al conicelor (€) si (K). Ne vom referi acum la
urmatoarea proprietate cunoscutd a transformdrilor cuadratice: Dacid
tangenta la o curbd intr-un punct de intersectie al ei cu o lsturd funda-
mentald a transformdrii trece prin vi=ful fundamental opus, atunci trans-
formata curbei prin transformarea cuadraticd va admite acest virf funda-
mental ca punct de inflexiune [31. In cazul nostru ciutim transformata
curbei (C). Fiindcd tangentele la (C) In punctele unde ele intersecteazid
o latura a triunghiului polar comun al (C) si (K) trec prin virful opus,
rezultd ¢ virfurile triunghiului polar comun vor fi noduri de iutlexiune
pentru curba (I'). Astfel teorema 1 este demonstrati.

CoxsrarnTta 1. Tangentele inflexionale ale curbei (I') vor fi conjugatele
armonice ale tangentelor duse din virfurile triunghiului polar comun la
conica (C) fatd de perechile de laturi opuse ale patruunghiului complet,
determinat de punctele comune ale conicelor (C) si (K).

Conorcinta 2. Conform enuntului ) al teoremei 1, putem considera
pentru gencrarea curbei (I') in locul conicei (A) doud drepte din plan.
Astfel generarea curbei (I') va deveni mai simpli.

TrorrmA 2. Orice cuarticd cu trei noduri de inflexiune se poate con-
sidera ca filnd curba polard generalizatd a unei conice fatd de altd conici.
DEMONSTRATIE. Se stie c¢d ccuatia generald a cuadricelor cu trei
noduri de inflexiune intr-un reper proiectiv avind ca puncte de hazid chiar
nodurile cuarticei este
2 2

2,2 R e
Ay Xy ANy by Xy X by ] x, =0 (1)

Alegind punctul unitate al reperului proiectiv pe curbd, gasiim relatia
%y b oy b ooy =0 (2)

Se considerd conica (C) de ecuatie

n

.
Ay XL % X, dy X

3

3

=0
precum si o altd conicd (X&) definitd prin ecuatia
i o b

B, xf 48, At 8, \; =0 unde 5 + 8, + % =10 (3)

Evident ¢ia (C) si (K) au ca triunghi polar comun triunghiul de bazid a
reperului §i cd ele trec prin punctul unitate, Vom considera curba polarid
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generalizatd a conicei (C) fatd de conica (K). Fie' Ply) (i =1, 2,3) un
punct arbitrar al conicei (C) si scriem ecuatia tangentei la (C) i1 punctul
P si cea a polarei punctului P fatd de conica (K):

R T ) i U P
Pividy Tt BaVaXs 1 BaVaiy == U ()
Curbha polard generalizatd este locul geometric al punctului de interscctie
al acestor doud drepte cind P descrie curba (C) adicd daca
3

dooaivy =0 (3)

i

Fliminind y, din ecuatiile (4) si (5) ¢ :folosind relatiile
g 2 A o e - -

%ol — %33y = %38y 2385 = %13, %y

care sint consecinfele relatiilor (2) si (3), vom regési ccuatia (1), deci am
demonstrat teorema 2.

Astfel am gasit pentru cuarticele cu trei noduri de inflexiune o metoda
de generare noud. Pe baza acestei metode de generare, proprietatile acestor
curbe s¢ pot studia usor.

Cuarticele remarcabile cu trei noduri de inflexiune e > putem considera
ca fiind curbe polare generalizate si le definim in felul urmator:

Curba polard generalizatd a unei hiperbole ¢chilatcre (C) in raport
cu conica singulard (K) formatd din cele doud axe ale hiperbolei este [em-
niscata 1 Bernoulli.

b) Curba polari genperalizatd a unei elipse (C) in rapert cu conica
singulard (A} formatd din doud drepte simetrice fata de centrul conicet

. . - N . . o of b2 “
este curba | cruciforma’” 4] avind ecuatia cartcziand — - = 1. Tot

2

aceasta curbi o gdsim luind in locul lui (K) doud drepte conjugate armonice
fata de doi diametri conjugati ai conicei (C).
¢) Daca in punctul &) (C) este o hiperbeld far (/) rdmine aceeasi,
curba polard generalizatd va fi asanumita curba ,,arculu voltairc’” [5], avind
«? b2
ecuatia carteziand -y = 1.

X Ve

d) Curba polard generalizatd a unei hiperbole (C) in raport cu conica
singulard (K} formatd din dreapta de la infinit a planului $1 axa reald a
Tui (C) este asanumita curba ,,ceasulii de nisip”

11. Cazuri particulave. Se pune intrebarea in ce caz degenereazd curba
polarfi generalizatd a unei conice in raport cu o altd conicd. Réspunsul
este dat de urmatoarelc teoreme.

TrorEMA 3. Dacd conicele (C) si (&) sint bitangente, curba polard
generalizatd este o cuarticd singulard, continind tangentele comune ale
conicelor (C) si (K) duse in cele doud puncte de contact.

Demonstratia este imediatd, folosind teorema 7 a lucrarii {17] si defi-
nitia curbelor polare gencralizate.
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Trorra 4. Dacd conicele () si (K) sint tangente intr-un punct 1,
curba polard generalizatd a conicei (C) in raport cu (K) se compune din
tangenta comund (f) la (C) si (&) dusd in punctul 7 si dintr-o cubici (17).
Notind cu (d) dreapta care uneste punctele de intersectie neconfundate
ale conicelor (C) si (K) si cu [ punctul comun al dreptelor (f) si (d),
putem enunta cd T este punct cuspidal, / punct de inflexiune al cubicei
(I'") iar polara punctului [ fatd de (C) este tangentd cuspidald. Tangenta
inflexionald va fi dreapta conjugatd.armonic a tangentei duse din I la
(C) diferite de (f) fatd de dreptele (d) si (f). Cubica (I") este -tangenti la
(C) in punctele comune ale conicelor (C) si (K) diferite de V.

DeMoNSTRATIE. In acest caz dintre cele trei puncte fundamentale ale
trausformirii cuadratice amintite la demonstrafia teoremei 1, doud se
confundad cu V), iar al treilea punct fundamental va coincide cu 7. Dintre
dreptele fundamentale doud se confunda cu (¢), iar a treia va fi polara (v)
a punctului I fatd de conica (C). Conform unei proprietiti cunoscute a
transformarilor cuadratice, in acest caz particular transformata unei curbe
algebrice de ordinul # este o curbd de ordinul 2» pentru care punctele
fundamentale 7 si I sint puncte multiple de ordinul #, iar cele n tangente
dusc¢ in I la curbad coincid cu dreapta (v) [3], pag. 32.

Transformata curbei (C) adicd curba polard generalizatd (I'), este
formatd in mod evident din dreapta (f) $1 dintr-o cubicd (I'). Aplicind pro-
prietatea precedentd rezultd ca, in punctul I doud tangente la curbd (IV)
coincid cu dreapta (v). Aceasta poate sd aibd loc numai dacd V' este un
punct cuspidal pentru cubicd (I'), iar (v) tangenta cuspidali.

Conica (C) intersecteazd a doua oard tangenta fundamentald (v) in
punctul D. Fiindcad tangenta in D la conica (C) trece prin I (dupd cum
am vazut la demonstratia teoremei 1), [ este punctul de inflexiune al
curbei (I}, tangenta inflexionald fiind dreapta conjugatd armonic & dreptei
ID fatd de dreptele (f) si (d). Ultimul enunt al teoremei 4 rezulti imediat
din proprietatgile curbelor polare generalizate insirate in lucrarea [17.

TroreEMA 5. Orice cubica cuspidald se poate considera ca fiind o curbd
polard generalizatd a unei conice in raport cu o alti conicid tangentd la
prima.

DEMONSTRATIE. Se stie ¢d o cubicid cuspidald este determinatd cunos-
cind punctul cuspidal V, punctul de inflexiune 7, punctul D’ de intersectie
al tangentei cuspidale (v) cu tangenta inflexionald (¢) si un punct 4 al
curbei nesituat pe laturile triunghiului VID'.

Fie D punctul de intersectie al tangentei (v) cu dreapta conjugati
armonic a dreptei /D’ fatd de dreptele (J4) = (d) si (IV) =(¢). Considerim
conica (C) care trece prin punctul A si este tangentd la dreptele (¢) si (/D)
in punctul V, respectiv in D. Dreapta (I4) = (d) intersecteazi pe (C)
a doua oard in punctul B. Alegem o conicd arbitrari (K) din fascicolul
de conice tangente in punctul ¥V la conica (C) si care trec prin punctele
A si B. Conform teoremei 4, curba polard generalizati a conicei (C) in
raport cu K — abstractie ficind de dreapta (VI) — este chiar cubica
data, deci am demonstrat teorema.
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III. Pe baza teoremelor 4 si § pentru cubicele cuspidale putem da
mai multe mztods de gencrare.

a) Se considerd o conica (C) si tangenta (f) dusi la ea intr-un punct
V (figura 1). Dintr-un punct [ al tangentei (f) se duce o dreaptd (d) care
intersecteazd conica (C) in punctele 4 si B. Notdm cu D punctul de
contact al celei de a doua tangente duse din [ la (C).

O dreaptd variabild (g) care trece prin V intersecteazd pe (d) in punc-
tul N. Fie T al doilea punct de intersectie al dreptei (DN) cu conica (C),
iar M punctul in care tangenta dusd la (C) in punctul 7 taie dreapta (g).
Locul geometric al punctului M este o cubicd avind pe V' ca punct cuspidal,
pe I ca punct de inflexiune; dreapta conjugatd armonic a dreptei (ID)
fatd de dreptele (d) si (IV) este tangenta inflexionald, iar dreapta (VD)
este tangenta cuspidald pentru aceastd cubicd. Cubica este tangenti la
conica (C) in punctele A si b.

Deymonstraye. Considerind dreptele (IV) si (d) ca o conicd improprie
(), Tndm curba polard generalizatd a conicei {C) in raport cu (K). Ca
s demonstram (i accastd curbd si locul geometric de mai sus se confunda,
trebuie s& ardtdm numai ¢d polara punctului 77 fatd de (K) trece prin
punctul M, adicd cd biraportul (M, T, 0, R) este armonic, unde ¢ si R
sint punctele de intersectie ale tangentei duse in 7" la (C) cu dreapta [V
respectiv cu (4).

Notind cu P polul dreptei (d) fatd de conica (C) vom demonstra mai
intli coliniaritatea punctelor Q, N, si P. Tie U, W, si S punctele de inter-
sectie ale dreptei (VD) cu dreptele (7)), (IT) si (d). Unuai punct arbitrar
al dreptei (MT) 1i facem sid-i corespundd conjugatul siu fatd de conica
(C) situat pe dreapta (VD). Aceastd corespondenti fiind o proiectivitate
intre punctualcle (MT) si (VD) putem scrie cd: (V,Q, 7T, R) =
= (W, V, U, P) sau fiinded (W, V, U, P) ={(U, P, W, V) rezultdi ci
(U,Q, T, Ry = (U, P, W, V). Conform ipotezelor sint valabile si urma-
toarcle egalitati (U, W, V, D) = — 1 s (P, S, D, V) = — 1 (fiindcd pola-
rele punctelor U si P fafd de conica {C) sint dreptele IW si IS. Folosind
ultimele doud relatii se poate ardta usor ci (U, P, W, V) = (U, P, D, S),
de unde rezultd cd (U, Q, T, R) = (U, P, D, S). Deci intre punctualele
MT si VD existd o perspectivitate in care perechile de puncte Q si P, T
si D, R ¢i S sint corespondente, deci dreptele QP, TD si RS sint concurente.
Punctul de intersectie al dreptelor TD si RS fiind N, rezulti ci punctele
Q, Psi N sint coliniare. Proiectind acum punctele M, 7', Q, R din N pe
dreapta (VD) putem scrie ca (M, T, Q, R) = (V, D, P, S) si ultimul bi-
raport fiind armonic, rezultd ¢d (M, T, Q, R) = — 1 ceeaceam vrut si
demonstrdm. Proprietatile ulterioare ale locului geometric al punctului
M rezultd direct din teorema 4.

OsnsrrvaTir. Folosind proprietitile verificate in decursul demonstrarii,
pentru cubicele cuspidale mai putem da si alte metode de generare :

b) O dreaptd variabild (g) care trece prin V intersecteazd dreapta
(d) in punctul N. Dreapta DN taie conica (C) in afari de D si in punctul

3 — Babes-—-Bolyai: Matematicd-Fizicd 1,1964



94 B. ORBAN IS

T, iar dreapta PN intersecteaza pe IV in ¢. Lecul geometric al punctului
de intersectie M al dreptelor (g) si (TQ) este o cubica cuspidala.

¢) O dreaptd variabild (g) prin V talc pe (d) in N PN intersecteazi
pe IV in Q. Tangenta dusa din @ la (C) (diferita de IV} intersecteazd
pe (g) in punctul M, care descrie Lublca cuspidald.

Evident ¢4 metcdele de generare a), b) si ¢) admit cite un procedeu
dual si fiindcd cubica cuspidald este o flgura autcduald, aceste procedee
conduc tot la cubice cuspidale. In cele ce urmeazd vow folosi numai duala
metodei ¢).

¢’) Se dd o conicd (C') (fig. 1), o tangentd (z) la (C'), o dreaptd (v)
care trece prin punctul de centact D' al tangentei (i) si un punct P pe
dreapta (v) din care se pot ducc tangentele PA ¢i PB la conica (C').

Fie Z un punct variabil al dreptei (£). Dreapta ZP intersecteazd pe
(AB) in N. Fie T’ cel de al doilea punct de intersectie al dreptei (ND’)

S\
. (C) 1) /,/

()

(r)

Fig 1,
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-

cu contea (C'). Dreapta variabild 77/ ramine tangentd la o cubicd, avind
pe (1) ca tangentd inflexionald, pe (v) ca tangentd cuspidala; punctul 17,
conjugat armonic al celui de al doilca  punct de intersectie D7 al dreptet
{r) cu conica (C') In raport cu punctele P si D', ¢ste punctul cuspidal,
iar polul dreptei (v) fatda de (') este punctul de inflexiune. Cubica rdmine
tangentda la (') in punctcle 4 si B,

I'indcd metodele de gencrare ¢) ¢i ¢f) se referd amindovd la cubice
cuspidale, se pune intrebarca cum trebuie ¢4 alegem conicele (C) si (C)
ca cele doud cubice, generate cu ajutorul lor, v fie confundate 7 Raspunsul
it dd urmdtoarca teorema :

TrortMa 6. Fie (() o conicd tangentd la o cubicd cuspidald in doud
puncte 4 ¢i B, iar (') transfermata counicei (C) printr-o omologic cu axul
AFB, cu centrul in polul dreptel A5 fatd de (), avind caracteristica egald

cu . Luind conicdde (C) o1 (€, prin metodele de gencrare ¢) si ¢)
3
vom gasi punctele respectiv tungentele acelelasi cubice cuspidale.

Deaonstraytni. Pastrind notatiile fig. 1, considcrdm transformata (C7)
a conicei {C) printr-o omologic avind axul drcapta (d) = (4 5), centrul
in punctul P si la care punctcde D si D’ sint corespondente. Folosind rela-
tile (D, D', V,S) = -1 si (D,V, P8 = I se poate calcula i
(P,S, D, D) = - : deci omologia are  caracteristica (gald cu — —;—
Ia metoda de generare ¢’) vom considera ca elemente constitutive conica
(C), (1) = (D), (v)= (V' P) ¢ punctul P. Z fiind punctal variabil al dreptei
(¢), dreapta I’Z taie pe (AB) in N'. Fie 77 cel de al doilea punct de inter-
sectie al dreptei (D'N7) si conicei (C'). Conform proprietdtilor metodei ¢'),
dreapta 17"/ rdmine tangentd la o cubicd pentru care (1) este tangentd
inflexionald, (v) tangenta cuspidala, 17 punct cuspidal, I punct de infle-
xiune i care este tangentid la (C') in punctele 4 si B. Conicele (C) si (C)
fiind tangente in punctele 4 si B, cele doud cubice generate prin metodele
¢) s ¢) coincid.

In continuare vom ardta cum trebuie ¢4 fie alese elementele variabile
(g) s1 £ in ¢) si ¢') astfel ca punctul M al cubicei construit prin metoda
¢) +& fie incident cu tangenta la cubica obtinutd prin procedeul ¢'), adici
cum putem construi tangenta Intr-un punct M la cubica cuspidalda sau
punctul de contact pe tangenta Z77 la aceastd curbi.

Alegem punctul Z in punctul de intersectie al dreptelor PN si 1D’
(figura 1). Vom demonstra ¢ tangenta TZ' trece prin punctul M. La
demonstrarca metodei de generare a) am vazut cd (Q, R, T, M) = — 1.
In procedeul dual acestei proprietdti il corespunde (I"D",\ T"P '\ T'M) = — 1
unde cu ¢’ am notat tangenta dusd in T’ la conica (C’). Deci dacd demon-
strdm cd (I'D', T'P, ¢, T'M) =- - 1 enunjul de mai sus este adevirat,
1’2 trece prin punctul M. Punctele 7", T' si P sint coliniare, fiindcd in
omologia care transformi conica (C) in (C'), dreptele ND si ND’ sint
corespondente, iar punctele D si D’ sint omologe deci si cea de-a doua
pereche de puncte de intersectie T', 77 a dreptelor ND si ND' cu conicele
(C) si {C') trebuie si fie omologe i pentru aceasta ele sint coliniare cu

»
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centrul de omologie P. De aici rezultd ci tangentele duse in T si 77 la
(C) respectiv la (C') se intersecteazd pe axul de omologie (d), adici in

punctul R, Conform ipotezei avem (V, S, D, D’} = — 1, din care rezulti :
(NV, NS, ND, ND') = — 1. Intersectind aceste patru drepte cu tangenta
(¢) dusd in T la (C) putem scrie ca: (M, R, T, L) = — 1, unde cu L am

notat punctul comun al dreptelor (¢} si (ND’). Proiectind punctele M, R,
T,L din T vom avea (T'M, I"R, T'L, T"T) = (I"M, ', T'D', T'P) =
= (I"'D', T'P, ¥, T'"M) = — 1 ceea ce am vrut si demonstram.

Prin aceasta in cele din urma am demonstrat numai ca T'Z este tan-
gentd la cubica cuspidalda si trece printr-un punct M al ei. Este posibil
insd ca M si nu fie punctul de contact ci sa fie cel de al treilea punct de
interscctie al tangentei cu cubica. Presupunind ca asa este, in fiecare punct
ar trebui si avem situatie analogd. Considerdm cazul M = 4. Atunci
dreapta T'Z coincide cu PA, despre care stim cd este tangentd in 4 la
cubicd. Deci si in pozitia generald M va fi punct de contact al tangen-
tei T'Z.

Pe baza legdturii dintre metoda de generare punctuald si cea tan-
gentiald a cubicelor cuspidale putem da fucd o metodd de generare cu aju-
torul cdreia concomitent putem gasi punctele unei cubice cuspidale si tan-
gentele corespunzitoare.

d) Se considerd (fig. 1) o conicd (C') si o dreapta (v) care intersecteaza
pe (C'y in punctele D' si D", Fie V un punct pe dreapta (), iar P con-
jugatul armonic al punctului D’ in raport cu punctele V7 si D”. Polara
punctului P fatd de (C’) intersecteazd pe (C') in 4 si B. Notam cu [
punctul de intersectie al dreptei (4 B) cu tangenta dusd in D' la conica (C).

O dreaptd variabild prin V7 taie pe 48 In N, dreapta ND’ intersec-
teaza pe (C') in T’ si fie Z punctul comun al dreptclor (NP) si (D']). Punc-
tul de intersectie M al dreptelor (T'Z) si (g) descrie o cubicd, Ja care T'Z
este chiar tangenta in M. Cubica admite punctul ¥V ca punct cuspidal,
punctul I ca punct de inflexiune, dreapta (v) ca tangentd cuspidald iar
dreapta (ID') ca tangenti inflexionald. Cubica este tangentd la (C') in
punctele A4 si B.

Demonstrarea acestei metode de generatre rezultd usor din teorema 6.

Moedul de generare d) al cubicelor cuspidale care contopeste generarea
punctuald si cea tangentiald se poate folosi in afari de rezolvarea multor
probleme de constructii referitoare la cubica si la studiul proprietitilor
acestor curbe. O astfel de proprietate usor demonstrabild este - urmiatoarea :

TroOREMA 7. Dacd o conicd (C') bitangentd la o cubicid cuspidald in
punctele A4 si B coliniare cu punctul de inflexiune I al cubicei este tan-
gentd si la tangenta inflexionald, atunci punctul de contact D’ al acestei
drepte se giseste pe tangenta cuspidali (v). Notind cu D" cel de al doilea
punct de intersectie al dreptei (v) cu (C'), cu P polul dreptei (4B) fata
de (C') s1 cu V punctul cuspidal, avem urméitoarea relatie (V, D", D', P) =

In incheiere vom demoustra o proprietate generald — dupd cite stim
noi, incd necunoscuti — a cubicelor cuspidale.
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TrorEMA 8. Notam cu V si I punctul cuspidal, respectiv cel de infle-
xiune al unei cubice cuspidale (I'') cu (v) si (z) tangenta cuspidald respectiv
cea inflexionald. Fie M|, M, doud puncte arbitrare pe cubici si 4, ¢, tan-
gentele corespunzitoare. Punctul de intersectie al dreptelor M,V si M,I
este incident cu dreapta ce uneste punctele (¢, v) si (¢, 7).

DryoxstraTIE. Folosind notatia M, = 4, dreapta /4 intersecteazd
cubica (I) incd intr-un punct B. Se considerd comica (C') tangentd la
dreapta (/) si bitangentd la cubica (I') In 4 s 5. Conform teoremel 7,
punctul de contact D’ al conicel (C7) cu dreapta (7) se gédscste pe tangenta
cuspidald (¢) si avem rclatia (1, D", D', P) = — 1, unde D" cste cel
de al doilea punct de intersectie al dreptei (v) cu (C'), iar P polul dreptei
(A B) fata de (C’). Dar atunci (C') satisface conditiilor conicei de 1a metoda
de generare d). Fie M, = M un punct arbitrar al cubicei (I'). Din metoda
de gencrare d) rezultd ¢d notind cu NV punctul de interscctie al dreptei
(M,V) cu (4B), cu T cel de al doilea punct de intersectie al dreptei (ND')
cu conica (C') si cu £ punctul comun al dreptclor (NF) si (), dreapta
1°Z va {i tangenta f; dusd in M, la (I"). Dar punctele P, N, Z sint co-
liniare si N filnd punctul de intersectie al dreptelor (M V) si (M,V), iar
P = (t,,v) si Z = (f;, 1) teorema cste demonstratd.
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NMPUMEHEHWYS OBOBUIEHHBIX TTOJAIPHBIX KPUBBIX

(Peszwwue)

B npanuoil paGore uayuawTcs nphvenehis o0GoGWEHNBX NOASPHBIX KPHBBIX, ORnpe-
ACJEHHBIX B npeablayiiell paGoTe astopa (1), K H3YUEHMIO INICCKHX KDHBBIX TpeThero
W uerseproro nopsiaka. JokasHiBaoTes chelyiollde cBofictsa: o0o6UIEHHaA NOJAPHAs
KpHBast OAHONl KOHHKH [0 OTHOWEHHIO K APYTOil sisisiercst KBaAPHKOIl ¢ 3 yanamu neperu6a,
aobas KBajipHka ¢ 3 yaaamy nepernGa MmozkeT cGpasoBathest Takum oGpason. O6obuennas
NOJsApHasl KPHBAs OJHONH KOHHKH 1O OTHOllenhio kK ApYrofl xacatedpHOH K Hed KOHMKe,
ABASIETC KPHBOM TPETHErO NOPsAKa ¢ TOuKell BO3BpaTa, M MOXKHO HalTH TakHM oGpasoMm
J106Y10 KPHBYIO TPETHLEro Mopsajika ¢ Toukoelt Bozspara. HMenonways s1h crolictsa, B patote
Ja10TCs HECKOJIBKO Cnoco6or 06pazoBaniist KPHBLIX TPETLEro NMOpsAAKa ¢ TOUKGH BO3BpATA,
H3 KOTODPHIX OAHMH 1aeT, OJHOBPEMEHHO, TOUKH H KacaTeJbHbi€ KPHEBLIX TLeThero Nopsjika
¢ TouKolt Bo3BpaTa. Ha ocHoBe BBIIIEYKa3aHBBIX CBOHCTB N0Ka3BBAIOTCA TAKXKe HECKOIBLKO
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HOBBIX CBOHCTE KPHBBLIX TPETLEFO MOPHAKA, CPejH KOTOPLIX H ClIegyiollee caMoABOHCTBeH -
HOe CBONCTBO: 00O3ua4aen yepes V u | Touky BoaBparta it TOUKY nepern6a KpHBOH Tperbero
nopAAKa ¢ TOuKOH Bo3Bparta, a uepes (v) # (i) KacaTelbHYI0 B TOUKE BO3BpAra H Kacaresit-
HYI0 B TOuke neperufa. a takie yepes M,, M, xse npoM3BOILHBLIX TOYKH HA KPHBOI TPeTL-
ero INopsiaxa W yepes T;, T, COOTBETCTBYIOULHE KacaTebhble. Touxa nepeceyeHHs NPsAMBIX
M, V., M,lon upsavas, coeguusiioulas ToukH (1. 1), (T,. V) #ABRTIAOTCA HHUMAEHTHBIAH .

APPLICATIONS DES COURDBES POLAIRLS GENERALISEES

(R ¢ésumé)

Ces courbes polaires généralisées ont été définies dans une étude antéricure de auteur
1) ; on traite ici de leurs applications a 'étude des cubiques et des guadriques planes. Il dé-
montre les propriétés suivantes : La courbe polaire généralisée d’une conique par rapport a
upe autre conique est une quadrique a 3 noeuds d’inflexion, et toute quadrique a 3 noeuds
d’inflexion peut étre engendrée de cette maniére. La courbe polaire généralisée d’'une conique
par rapport 4 une autre conique tangente avec elle est une cubique cuspidale, et toute cubique
cuspidale peut étre trouvée de cette maniere.

Utilisant ces propriétés, I'é¢tude traite de plusicurs modes de génération des cubiques cus-
pidales, modes dont I'un donne concomitamment les poiuts et les tangentes des cubiques cus-
pidales. A partir de ces résultats, I'étude démontre quelques propriétés nouvelles de ces cubiques
dont la propriété autoduale suivante : Fn notant respectivement par V' et I le point cuspidal et
le point d’inflexion d'une cubique cuspidale, par (v} et (i) les tangentes cuspidale et infle-
xionnelle, d’autre part par 1/, et M, deux points arbitraires sur la cubique, et par #; et £, les
tangentes correspondantes- le point d’intersection des droites M, 17 et M, ¢t 1a droite qui unit
les points (¢ 4} et (£, @) sont incidents



TESUTURI TERNARE REGULATE

de

¥. RADO

1. Ne propunem ¢i determindm o clasid de tesuturi, formate din patru
familii de suprafete care verifici generalizarea pentru spatiu a conditiei
de inchidere Reidemeister; apoi sd punem in evidentd citeva proprietdti
ale lor si si le clasificim din punct de vedere topologic. In cursul deter-
mindril acestei clase de tesuturt va trebui sd rezolvdm ecuatia functionald
care exprimd cd un izotop al sumel este de forma f(x 4 y) -+ f,(x). Pentru
aplicatiile avute in vedere, vom ciuta solutii continuu diferentiabile, iar
in ultima parte a lucrdrii vom extinde solutia aflatd pentru functii absolut
continue.

In lucrarea |7, am introdus notiunea de tesut spatial abstract (sau
tesut ternar) prin generalizarea proprietatilor geometrice ale unui fesut
obisnuit, format din 4 familii de suprafete (3] si am ardtat cd aceste tesuturi
sint echivalente cu clasele de izotopie ale cvasigrupurilor ternare.

Reamintim, ¢d un cwvasi-grup ternar (Q, F) (sau o N-algebrd) este o
mulfime ), pe care s-a definit operatia ternard

b Fx, v, 2) )

(notaia prescurtatd : f = vyz), inversabild in raport cu x, y si z, adicd
pentru a, b, ¢, d € Q ecuatiile

F(x,b,¢) —=d, Fla, v,¢) =d, Fla, b, 2) =d (2)
au cite o solutie unicd in Q. Dacd existd elementul neutru e € ¢, astfel ca
F(x, ¢, e) = FIle, x, ¢) = Fle, e, x) = x, {3)

(Q, F) se numeste un loop ternar.
Cvasigrupurile ternare (Q, IF) si (R, () se zic izotope, dacd existd trans-
formarile biunivoce [, g, h, & ale multimii Q pe R, astfel ca

GU(x), gv), h2)] = kIF(x, y, 2)], x, 9, 2 €0 (4)

(R, G) este un zotop al lui (Q, F), iar sistemul de transformiri f, g, 4, &
o izotopie. Dacid multimile G si F coincid si & este transformarea identica,
(Q, G) este un izotop principal al i (Q, F).
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\Tultlmca cvasigrupurilor ternare izotope cu cvasigrupul dat (Q, F)
formeazd, prin definitie, un fesut ternar. Oricare cvasigrup din aceasta
muliime este un reprezemtant al tesutului ternar. Dacd un reprezentant
este un loop ternar, ¢l se numeste un L-reprezentant. Un tesut ternar are
totdcauna L-reprezentanti [7].

Studiul fesuturilor revine la studiul proprietdtilor cvasigrupurilor,
invariante la izotopii. Pentru scopurile lucrdrii de iajd, ajunge accasti
caracterizare algebricd a fesuturilor §i nu vom insista la caracterizarea
gecmetricd, amintitd la inceput si care se gdseste in lucrarea [T].

Dacd Q este un interval al axdi reale i F o functie continud, (Q, F)
poartd numele de cvasigrup ternar real contina, iar dacd, afard de aceasta,
F admite dcrivatele partiale de ordinul m continue, (Q, FF) este un cvasigrup
leynar diferenfiabil de ordimul m. Tesuturile corcspunzdtoare reprezintd
cazurile clasice si se numesc fesutur? ternave reale continue (sau fesuturi
de suprafefe) respectiv fesuluri ternare diferentiabile de ovdinul m. (Studiul
lor clasic se gaseste in [3].)

Alaturi de cvasigrupurile ternare continue vom concidera si cvasi-
grupurile locale, care se definese in felul urmitor: fie ¥V, V,, V, trei veci-
natati ale axel reale; ¢e cere ca functia continvid (l) i fie dtfinité pentru
x eV, y eV, 2zeV, sl ca sd existe vecinititile V cV., V. Cl 2V, TV,
P4 3 F(xg, Yoo 2¢) (29 € Vi, vy € Vo, 7y € V), ﬂbtf(’l ca pentru a € L’]
beV, ceV,, deV,, ceuatiile (2) ¢4 aiba cite o solutic unicdin 1, V,
respectiv V,. Un cvasigrup local se va nota tot cu (Q, F). In conformitate
cu aceasta, avem un loop ternay local, dacd 1n particular V, =V, =V, = 1,
Xo = Yo =5, = ¢ i condifia (3) este satisficutd pentru x € V. Dacid
f, g, h, k din (4) sint transformdri topologice si (4) este verificat pentru
orice x € Vi, ¥y €V, 2 €V, avem o wzotopie locald. Un fesut local se defi-
neste ca mulfimea cvasigrupurilor ternare lecale, local izotope cu un
cvasigrup ternar local.

Definitiile date pird aici, sint generalizdri directe din teoria cvasi-
grupurilor binare (obisnuite) [21, [57, [6], in care in locul operatiei (1)
avem o operatie binard. Un cvasigrup binar se zice regulat, dacid este izotop
ct un grup, un fesut birar cste regulat, daca printre rtpruentan;ii lui e
afld un grup. Conditia de inchidere a Jui Reidemeister

)

YV = )y
XYy = ¥yl = Xale = Y, (R)
1Yo = V4

este necesard si suficientd pentru ca cvasigrupul binar (Q, F) cu operatia
F(x, y) = xy, sd fie rcgulat. Conditia (R) este invariantd la izotopii.

In conformitate cu o teorcmi celebri a lui L. L. J. Brouwer,
orice grup continuu, definit pe un interval real, c¢ste izomorf cu grupul
aditiv al numerelor reale [4]. Rczultd, ci orice cvasigrup real continuu
regulat are o operatie de forma

xy = h7H[(x) 4 ¢) ], (

Ui
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unde /, g, & transformd biunivoc si continuu (adicd topologic) intervalul
Q pe axa reald. Teorema Jui Brouwer poate fi extinsd pentru grupuri
locale, definite pe un interval real (a se vedea ecuatia functionald a asocia-
tivitdgii in [17); deci orice cvasigrup local regulat are de asemenea o operatie
de forma (5). De aici se deduce usor ¢ tesuturile obisnuite regulate coincid
cu imaginile topologice ale fesutului format din trei fascicole de drepte
paralele. Asadar pe aceastid cale se obtfine in mod simplu rezultatul clasic
al lui Reidemeister.

Iie (Q, F) un cvasigrup ternar $i 2, un dement fix din Q. Operatia
binard (v, v) — F(x, v, 2,) defineste un cvasigrup binar pe , numit o
sectiune < a cvasigrupului ternar (0. F). Analog putem defini sectiunile
x sl sectiunile v,

In teoria clasicd, un fesut de suprafata se zice regulat, dacid cste ima-
ginea topologicd a patru fascicole de plane; accastd definijie revine la
taptul ca operatia unui reprezentant oarecare cste de forma

sys — R + gl + B, ®)

unde f, g, b, & sint functii strict monotone si continue. Condifia necesari
si suficientd pentru ca un tfesut de suprafatd <a fie regulat este

Ko%= Xp¥edy == Y% > VyVoldp = Yol 7 p)edy (0)

(conditia octaedrelor). Aceste tesuturi se mai numesc si fesuturi octaedrale.
Noi vom folosi aceastd terminologie, termenul de regularitate fiind pastrat
pentru o notiune mai largd. In lucrarca 7] am studiat regularititi de
diferite tipuri (regularitate 1, 2, 3 ¢i regularitate tare), iar in conformitate
cu lucrarca {8} un evasigrup ternar se zice regulat, daca satisface urmatoarea
condifie de inchidere, numitd conditia lui Reidemeister generalizata :

Y151 = XgVa%y

KoV i8q = XgVal. .
2151 4Y3%3 = W9VaTp = ¥y Vefa (RG)
NV T, == . | 2yee2 4Y4°4

YiVely = X3)aly

YiViRe = X3V3dy J

Se vede ci aceastd condifie este invariantd la izotopii, deci putem defimi
tesutul ternar ca regulat, dacd un reprezentant al siu este regulat. S-a
demonstrat fn [8] ci fiecare din urmitoarele conditii este necesard si sufi-
cientd pentru regularitatea unui fesut ternar:

a) Toate sectiunile x ale unui reprezentant sint izotopi principali
al unui gi acelutasi grup, la fel sectiunile y si z (cele trei grupuri putind
fi diferite).

&) Un L-reprezentant verificd implicatia

abe = ¢ = xyz = (xbc)(aye)(abz), a, b, x, ¥, 2 € Q.

{Cind utilizdm condifia a) ca suficientd ajunge sd o cerem pentru un
singur reprezentant, asa cum s-a enuniat, iar cind ea apare ca o conditie
necesard, putem s-o aplicim pentru fiecare reprezentant. O observatie
analogd e valabili pentru IL-reprezentantii din conditia b).)
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In lucrarea {10 s-a mai dat o a treia conditie necesard si suficienti :

¢) Operatia ternard a unui I,-reprezentant se poate scrie in trei moduri
cu ajutorul unor operatii de grup xvoy, xv= v, ¥ vy (x° 1% 1V noteazi
elementele inverse ale lui x fu cele 3 grupuri, definite pe aceeasi multime
ca si I-reprezentantul) :

2)=@oz) vaVy(y=z. (1)

In lucrarea [10 s-a studiat mai amdnuntit cazul particular al fesu-
turilor regulate continuu  difercntiabile de  ordinul intii. Tn acest caz
T-reprezentantii sint de forma

v = (A vy)ovio(vaz) = (YY)«

VI o !

(= vy = »(3)], (8)

-3

unde o este o functic strict monotond, care admite derivatd continud.
Un loop ternar cu operatia (8) este un grup ternar. Iu aceeasi lucrare s-a
ardtat cd tesuturile locale regulate, coutinuu diferentiabile de ordinul
intli, au operatia I,-reprezentantilor de forma

alxl I

iy - /e‘if‘———

olxi -+ &
S 9
Xy 2 ; (?(x) o1 s ( )

unde o are semmnificatia de mal sus, lar & este o constanta diferita de - 1.
Invers, pontru orice astfel de ¢ si &, formulele (8) si (9) definesc cvasi-
grupuri ternare (locale) regulate. Acest rezultat s-a obtinut prin rezolvarea
sistemului de ecuatii functionale (7), functiile nccunoscute fiind o, « $i .

In Tucrarca de fatd vom arita ca fesuturile locale, continuu diferen-
tiabile de ordinul intii au acecasi structurd (8) i (9) in conditii mai largi
decit regularitatea. $i anume vem admite cd Sectiunile x i y ale unui I.-
reprezentant sint izotopi principali cu cite un grup. Va rczulta ca o conse-
cinfd cd secpiunile & sint si cle izotopi principali cu un grup.

Pentru a ajunge la acest rezultat vom rezolva pe parcurs ecuatia
functionald

(x4 9) 4 R = © [p(x) + gy . (10)

provenitd din primii termeni ai relatiei (7), unde © $i » sint operafii de
grup, iar y o operatic de loop. Cele cinet functii din ecuatia (10) sint functii
necunoscute, presupuse continuu diferentiabile ¢i strict monotone (cu
exceptia lui fy). Ecuatia (10) fiind interesantd si in sine, vom da in ultima
parte a lucrdrii solutia ei in ipotcza de continuitate absolutd. Solufia
astfel «xtingd nu o vom aplica la teoria tesuturilor din urmitoarele motive :
1. s-ar obfine o clasa de tesuturi, care se situeaza intre cele continue si cele
diferentiabile, greu de precizat si fira interes dcosebit, 2. generalizrea
facutd o consideram provizorie, cici avem impresia ¢i solutia obfinuti
se extinde la cazul continuu.
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Din structurile (8) si (9} ale tesuturilor regulate (globale respectiv
locale) decurg, in ipoteza de derivabilitate continud, o serie de proprietdti:

Pentru un tesut global conditiile (RG) g1 (O) sint echivalente. Tesutul
fiind local, conditia (O) atrage (RG), dar invers nu.

Sa consideram in spatiul euclidian tridimensional 4 fascicole de plane
s s34 ne restringem la un domeniu care nu contine niciun puict din supor-
turile acestor fascicole. Imaginile topologice ale acestor tesuturi coincid
cu tesuturile cu proprietatea (RG).

Toate tesuturile octogonale sint topologic echivalente. Tesuturile
locale regulate se fmpart in 3 clase de tesuturi topologic echivalente.

2. Fie (@, F) un I-reprezentant al unui tesut ternar. Notdm pre-
scurtat

s Iy, v, o2y s aye, (ny

si fie ¢ elementul neutru. Presupunem cd are loc urmitoarca proprietate

Toate secliunile v sind izotopi principali ol unul st aceluiast } (I)\
: i

arup, de asemenea sectivnile v,

Proprictatea /2 nu depinde de T-reprezentantul ales, decel apargine tesutului,

Avem
I P ‘ .;.' 53
Xy ‘J(,} ( , 2) (12)
= g y) oy 2
unde = gt 0 noteazd cele doud operq;ii de grup, o(x, y), w(v, z) lunctil

inversabile de v respectiv z, cind x este fixat, iar o,(x, ¥), $y(v, 2) functii
mmversabile de x respectiv =, cind y este fixat. Putem admite ¢d elementul
neutru al grupului (Q, ) este ¢, cdci dacd acest element neutru ar fi
e e, n-avem decit sd trecem la un grup izomorf prin transformarea
Ty =xx ¢l x Q. La fel admitemn c¢d grupul (Q, o) are c¢lementul
neutru e.
Ardtim intii

eVT s Vs I, A¢L e X O - (13)
Din (12}) se¢ obtine

1= eez = ogle, €)= ule, 7)

y o= eye —gle, v) « die o),

de unde

ple, ¥) = yx ple o Gle 2] =g, )z

(¥* noteaza elementul invers al lui x in grupul (Q, »), iar x° in grupul
(@, 0); deci (12;) devine pentru v == ¢

evz = vu Yle, e)¥ s oe, e)% s o

Inlocuind aici y — ¢, z =e¢, se determini (e, ¢)%: (e, €)* = e; asadar
prima formuld (13) este stabilitd ; le fel se obtine formula a doua.
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inlocuim in (12,) ¥ = e si tinem seama de (13)
xoz = p(x, e * Y(a,z),
deci
w(x, 2) = ox, )*x (x02)

xyz = ¢(x, ¥) = o(x, €)"x (x02). (14)
Relatia (14) devine pentrau 2 = ¢
o(x, ¥) = o(x, €)%« x = xye. (15)
Notdm operatia binari
e = x vy, (16)
care defineste un loop pe (. Din (14), (15) si (16) sc obtine
xyz = (X §Y) «x%x (x02). (17
In mod analog obtinem
%Yz = (£ 7 ) 0¥°0 (y+2). (18)

Reciproc, dacd un loop ternar (Q, F) admite descompunerile (17)
si (18), sectiunile x si v sint izotopi principali ai grupurilor (Q, «) si (Q, o),
deci {Q, F) admite proprietatea P. Astfel am demonstrat

Lrema 1. Condifia necesard si suficientd pentru ca un loop ternar (Q, F)
sd atbd proprietatea P, constd in existenta simultand a descompuneriloy (17)
st (18) cu doud operafii de grup =, 0 st o operatie de loop .

Pentra a cunoaste mulfimea loop-urilor ternare cu proprietatea P
va trebui deci sd determindm operatiile de grup * si © si operatia de
loop binar v, astfel ca sd verifice ecuatia functionald

(xyy)sxfs(voz) = (xyy)oy®o(yx2) (19)
pentru 1, ¥, 2 € Q.
S4 considerdm, pentru un moment, cazul particular
XYYy = X0y (20)
Ecuatia (19) devine
X0 (yx2) = (xoy)+x"x (x02)
sau
X¥u [xo(yx2)] = ¥%x (x0y) « 2% 4 (v 02).
Tolosind notatia
T.(y) = x%x (x 0y}, (21)
ecuatia functionald devine

To(yxz2) = Tuy)« Tiz),
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deci T, este un auntomorfism al grupului (Q, +). Tinind seama de formula
(21), avem

xo0y = v« Tiy) (22)
si putem enunta

LyrMA 2. Dacd grupurile (Q,«) st (Q, o) sint legate cu velatiile (19)
st (20), atunci operatia de grup o sc deduce din operafia de grup « prin
intermediul  formuler (22). unde T este un automorfism al grupului (Q, =),
care depinde de x.

3. S4 particularizim mulfimea @ la un interval "al axei reale, iar
(0, F) la un loop ternar continuu. Pentru a plasa insd acest studiu intr-un
cadru mai general, nu vom mai presupune ca (Q, F) este un loop global,
ci unul local.

Observam intii ci demonstratiile celor doud leme stabilite sint vala-
bile si pentru un loop ternar local. In definitia proprietdtii P urmeazi
si considerim sectiunile x s1 ¥ pentru x respectiv y luati arbitrar dintr-o
vecindtate a elementului e. Sint valabile deci urmitoarcle leme :

Lema V. Conditia necesard si suficientd pentru ca un loop ternar
local (Q, F) sd aibd proprietatea P, constd in existenta simultand a descom-
punertlor (17) st (I8) cu doud opcratii de grup binar local« si o si 0
operatie de loop binar local .

Luma 20 Dacd grupurile locale (Q, ) si (Q, o) sint legate cu relaliile
(19) si (20), presupuse valabile pentru o vecindtate a elementului neutru atunce
operatia o se deduce din operatia « prin  intermediul formulei (22), unde
T, este un automorfism local al grupului local (Q, %), care depinde de x.

Fie (Q, F) un loop ternar local cu proprietatea P. Putem aplica lema 17,
iar pentru cele doud operatii o §i » avem

roy =g g(x) + g(y)] %
xxy = A [A(x) + Aly)], =

% si y fiind arbitrare intr-o vecindtate V a elementului ¢. Functiile f si g
il transformi topologic pe V iutr-o vecinitate a lui 0. Avem

gle) =0, hiey =0 (24)

si
g(x°%) = —g(x), h(x") = — h(x).

Tinind scama ci

g(x,0 x50 xg) = g(x;) — glxy) + g(xy)
h(xy s 0 % 2g) = h(x;) — h(xg) + h(xy),

ecuatia functionald (19) devine

gle v y)—g) +gh ™ [h(y) 4 h(z))) = h k(v yy)—h(x)+-h{x02)}. (25)
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Deosebim douda cazuri :
a) glavy) - gly) nu depinde de y, oricare ar fi x € V.
Avem
glvy) = gly) = w(v)
inlocuind y == ¢, deducem $(x) == g(xye) — gle) == g(x), decd
yy =g L) Fgly)) = xoy
Din lema 2’ obtinem
Yoy = v Ly),
unde 1, == F este un automorfism local al grupului local (¢, =), adica
Flysz) = I'y)=T(z), v zeV
sau

Th\[h) 4+ b)) = b T + AT ).

Seritnd A{y) = u, h{z) == v, n si v sint numere reale oarecare, suficient
de mici si
ATh Y -+ w) = hTh Yu) -+ hiTh ().
Deci
AThYu) = C{x) - w
Iz Tuly) = h=HC(x) - hly)] (26)
xoy = h th(x)+ Clx)- h(y)]
Dar xoy = youx, dea
h(x) -+ C)aly) = My) + CAX)
punind aici y = v, obtinem
C{x) == ah(x) + 1, (27)

unde constanta a = C(y,} - 1.
Dacad a = 0, obtinem C(x) == 1, Yoy = vxvy = xgy si

Flx, v, 2) =x0oyoz = I h(x)+ hiy) + h(z)], (28)
deci i acest caz (Q, F) este un grup tevnar.
Dacd a 20, formula (26) devine
x oy = hah(h{v) + h(x) + A(v)],
iar operafia loop-ului ternar local (Q, F)

F(x,y,2) = x0(y=2) =hY{a h(x)[h(y) + k(z)] + B0)+h(y) + H(2)}.
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Putem  scrie
BE(x v, <) = ta- b L h(y) = h) - ()
sdau
@ RF(x v, ) + 1= lah(x) o 1 hy) = 1 s Tak()= 1] 1),

Notind
w(x) =a- h(x) =1, (29)

g este o transformare topologicd a unei vecinatdti a lui ¢ in axa reald, ca
si 1, s1 avem
wle) = ahle) 4+ 1 =1

Fla,y,2) = 57" (gl aly) — o(3) - 1)

Rezumind acest caz a), enunjdm

Luya 3. Un loop ternar local (Q, F), care admite descompunerile (17)
st (18) cu irei operatii de grup local », o, v, dintre care ultimele doud
cotncid, are o structurd determinatd de formulele (28) sau (30), unde h res-
pectiv o sint functii continue st strict monotone. Reciproca este evident ade-
vdratd.

Formula (28) atunci s numai atunci este valabild, dacd cele trei ope-
rafitx, O, y coincid.

Loop-ul ternar local cu structura (28) poate fi considerat cu restrin-
gerea unui loop ternar global. Dimpotrivd, un loop térnar local cu struc-
tura (30) nu poate fi extins la un loop ternar global. Intr-adevir, se vede
din (30), ca dacd ¢(x) > 1, oF(x, x, x) > [@(x) ? si astfel In cazul loop-ului
ternal global definit de (30), o(x) trebuie si ia valori oricit de mari, de

si
’ (30)

~~

L .. v 1
asemeneca valori oricit de mici. Tar, dacd ¢(yo) = 9(z,) = — F(x, ¥,, 2g)

ia aceeasi valoare ¢ 1(0), oricare ar fi », ccea ce¢ e In contradictie cu con-
ditia (2). Deci are loc

Lina 4. Un loop ternar global continuu (Q, F), care admite descom-
punerile (17) si (18) cu frei operatii de grup =, o, v, dintre care ultimele
doud coincid, are o structurd delerminatd de formula (28), dect este un grup
ternar st toate cele trei operatii =, o, v corncid. .

b) Existd x, € V astfel ca "( v, Uy — g(v) 3£ const.  Inlocuim iu
relatia (25) x = x,

g vy - g+ gh  h(y) + hz)) = ghTt {h(xg vy) — h(xy) +
4 h(x,02)}. (31)
Notam
[ gh? (32)
h(y) = u, hiz) = v,

u si v sint valori arbitrare dintr-o vecindtate suficient de micd a originii.
Ecuatia (31) devine

fur -+ o) + () = fipl) = q(e)], (33)
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unde s-a notat

f1(u) = g[xovh™(u)] — gh™(u) 7= const.
plu) = hlxgvhu), q(v) = h[xo0h 7 (v)] — h(x,).

LwuyMa 5. Un loop ternar local cu proprietatea ¥ ave saw structura (28)
sau (30) sau se bucurd de proprielatea urmdtoare : operatia lui poate fi scrisd
sub formele (17) st (18) cu grupurile locale o st « furnizate de (23), iar
functia |, definitd prin (32), satisface, pentri w si v suficient de wmiei in
valoare absolutd, ecuatia functionald (33), unde f, p, q sint functii comtinue
st strict monotone st fy o functie continud, care nu se veduce la o constantd.

4. Vom rezolva in punctul 5. ecuafia funcfionald (33) in condifii mai
restrictive : vom cduta functiile necunoscute f, p, ¢, f, in clasa functiilor
care admit derivatd continud. Pentru a putea apoi aplica aceastd solutie
la loop-urile ternare locale diferentiabile, vom avea nevoie de

Luya 6. Fie

glroy) = glv) + ¢(y) (34)
$i sd presupunem cd functia g este continud si strict monotond pe intervalul I,
valorile lui g il contin pe O st functia G(x, y) = x oy admile derivata par-
tiald Gi(x, y) continud pentru x € I, y € 1. Atunci existd o vecindtate a
lui ¢ = g=Y0), confinutd in I, pe care g admile o derivatd continud,
Demonstratic Avem

G(y,e) = x0e == x
G, (x,¢) =1,

deci existd o vecindtate a lui ¢ V, C I, astfel ca

Gi(x,v) >0, dacd x,y €V,
Formula
giG(x vy Gilx,y) =g (%) (35)

este valabild dacd x, ¥y € 1, si ¢'{x) existd. Ori g'(x) existd in punctele
lui V,, dacd facem abstractie de o mulfime de puncte de misurd nuld.
Tinind seamd cd G(x, ¥) este un grup local, existd V,CV, astfel ca pentru
a €V, ¢ eV, ecuatia

Gla,y) = ¢ (36)

are o solutie y in V,. Fie acum a € V', astfel ca g'(a) si existe, ¢ element
oarccare In V, si y, solufia ecunatici (36). Pentru x = a, y =y,, relatia
(35) devine

g'c) - Gila, yo) = ¢'(a), (37)

de unde rezulti cd g'(c) existd pentru ¢ € V,. Pastrind pe a fix in (37)
si facind pe y, si ¢ <4 varieze, astfel ca sd avem mereu G(a, ¥,) = ¢, se
deduce din continuitatea functiilor G si G ca g’ este o functie continud
in V,.
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CoNSECINTA. Dacd (Q, F) este un loop ternar local, continuu diferen-
frabil, atunci funchra f, datd de formula (32) admile o derivatd continud
in vecindtatea originii.

5. Vom rezolva acum ecuatia functionald
I + ) + hix) = @) + 9], ¥ €l (38)

care contine ecuatia (33), ca un caz particular. In ecuatia (38) figureazi
cinci funcfii necunoscute. Am trecut de la ecuatia (33) la (38), pentruci
aceastd din urmd prezintd interes si in sine, membrul al doilea fiind un
izotop oarecare al sumei si astfel prin ecuatia (38) se determind izotopii
sumei de forma fx + y) + fi(x).

Ciutam solutia (f, ®, p, ¢, f) astfel ca primele patru functii si fie
strict monotone si cu prima derivatd continud in intervalul 7, care confine
originea, iar a cincea functie f, (a cirel derivabilitate continui rezultd
imediat) s& nu fie o constantd. Prin aceastd ipoteza ultimi excludem solutia
triviald f, = const, f oarecare, ® =f, p(x) = ¢(x) = x. Se presupune
de ascmenca cd domeniul de definitie al functiei ® congine  valorile
p(x) +90), x y €l

Derivind ecuatia (38) in raport cu x si ¥ obtinem

Fx =) — filx) = @ Tp(x) 4+ g(y)]p/(%) ,
v+ = Q'[p(x) + q()1g'(y). (39)
Functiile /i ¢' nu se anuleazd in 1. Intr-adevdr, daci am avea y, € I,
g (¥y) =0, atunct f'(x -+ y,) == 0 pentru orice x ¢ I, in contradictie cu
monotonia strictd a functiei f(x). Din f'(¢c) = 0 rezultd &' [p(x) +¢(c — x)]=0,
ceea ce fnseamnd cd @' se anuleazd pe un interval, adicd o contradictie.
Prin fmpértire obtinem din (39)

R Y (5 N W
fx = fl (v) g'(v) Fn)
sau notind G — 1/f', P = p'jfi, @ = 1/¢’, R = — 1/},
| Gl + y) - PHIOW) + R, "0

unde G gi Q sint functii continue pe I, P si R functii continue pe un
interval I’ C 1. In aceste conditii functiile P, O, R, & sint indefinit deri-
vabile {9°. Obtinem, prin derivare in raport cu v, ccuatia functionald
7 . | N . - ’ R
G'(x 4 v) — P(x) Q')
siose cunoaste ed solutia generald a acesteia este
('(x) = ayc),
unde a; i ¢ >0 sint constante. Deci
G(x) = axc, + by,

1
’ -3 e l -
/(\) T (I«_,l';” - bx
flx) = kln {ac* -+ b) (41)
(ay, by, a2 0, b, kz=0 si ¢ >0 sint constante).

44— Babes--Bolvai: Matematica-Fizica 11964
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Asadar, o functie f, care verificd eccuafia functionald (38) impreuni
cu patru functii din clasa de functii specificatd, este de forma (41). Pentru
aplicatiile in teoria tesuturilor ne ajunge functia f(x). Dar ecuatia (38)
este interesantd si independent de accastd aplicatie, precum am observat,
de aceea trecem acuvm la determinarea celorlalte patru functii necunoscute.

Scriind p(x) = u, ¢q(y) = v ecuatia (38) devine

O + ) — fip™ ) = [Ip7700) + g7 Hv)

care are exact aceeagi structurd ca si ecuatia (38), iar conditiile impuse
pentru p si ¢ atrag aceleasi conditii pentru p71 si ¢~ Rolul lui / fiind
preluat de @, avem

DO(x) == k" 1n (a'c’* + b, (42)

unde a' 3£ 0, B 3£ 0, ¢’ > 0 sint constante. Cele 8 constante, care figureazid
in expresiile (41) si (42) nu sint independente. Notind

b= R, ¢ = b gp(x) — pi3), Bal) — ), folr) —e® (43)

si inlocuind expresiile (41) si (42) in ecuatia (38), obginem

[(@c™” + b)fo()]* = a’c"™ " oy, (44)
Fcuatia (44) furnizeaza pentru x =0
@’ - f(a® LB+ B

astfel (44) devine
(a4 D))" = Al + )+ B 4 b
Considerdam aceeasi ccuatie pentru y = 0 si le fupiartim

tac* Y - b)* i Aad - b 4 BBy

{ac® + b)* Ala b)Y + Bich®
dupa un calcul simplu rezultd a

+3y N3 X ¥4

(ac® b D) (ac” by .
A ~e = functie de v
(@ac? 4 DY (a0

Notind 4(x) = (ac* 4+ b)*, avem

!

v +y) = 20 190) — (O] + $(v).
Aceasta ecuatie este de tipul ccuafiei (40), deci

Ylx) = Ad,v" = By = (ac” 4 0)°;

¥

rezultd (dupd derivare)
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Relatia {44) se scric
(ac'™ " 0 by ae™ Y (45)
inlocuind v = 0, obfinem
ey, (46)
Ul

unde @, si by sint constante. Dacd by == 0, rezultd usor ¢i toate functiile
necunoscute sint liniare. S& presupunem acum c¢d b 2 0. Scadem din
(45) acceasi ecuatie pentru v == 0; tinind seama de (46) i simplificind
s¢ obtine

. a’ pi v
"2('\,) L (.fni‘) v :
oy
ceunatia (45) devine
y w’'h e ,
R e, ¢ a'b,.
a b’

Asadar

| flx) = kIn (ac’ + b)
Ox) - kln (@' + )

. 1 a’b -
Vo —log |2 ¢ a'h
p( P (,,l,,, Y (47)
g(x) : log ( ot blbl)
CR a4y
b ¥
f1(x) kom0t

Se constata prin inlocuire ca fuuctiile (47) verificd ccuatia functio-
nala (38).

TroruMma 1. Solutia generald a ecuatiel funciionale (E8) in clasa func-
{itlor strict monotone si continuu diferentiabile pentru [, O, p, q st pentru
Iy Fconst., este dald de formulele (47), wunde a0, a 20, a; Z0,
b, 0" 520, b, k, 8520 si ¢ >0 siul constante arbitrare sau toate functiile
solutier sint liniare.

Solutia generald a ccuatiei (33) se obtine din solugia (47) a ecuatiei
(38) punind a’ == a, b" = b, B = 1.

6. l'ie iardsi (Q, F) un loop ternar local, continuu diferentiabil, cu
proprictatea P. S& presupuncm (i structura lui nu se exprimd cu for-
mulele (28) si (30), adicd ne plasam in cazul b) al punctului 3. In confor-
mitate cu lema 5., operatia acestui loop admite descompunerile (17)si
(18), unde operatiile © 31 « sint date de (23), iar functia (32) f = gh™?
are forma (41) (s-a tinut scama de consccinta lemei 6 si teorema 1).

Acuma sintem 1 mésurd de a determina operatiile binare o, & si
Vv st apoi operatia ternard F(x, v, z).
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S4 notdm

p() = M (48)
atunci p(e) = c*@ =1 si (23,) devine
Yy = o7 o(x) - o). (49)

Mai departe,
g(%) = fh(x) = kln (ac*® + b) = kIn lag(x) 4+ b];
punem conditia g(e) = 0, ceea ce conduce la
b=1-—a.
Operatia o se exprima dupd formula (23;) in felul urmator:
Rlufag(voy) + 1 —a]=rFkin [ag(x) +1—a + kln [ao(y) + 1—a]
oy = o Hap(¥)e(y) + (1 — a)[o(x) + () — 1]} (50)
Inlocuim expresiile (49) ¢i (30) ale operatiilor « i o in ecuatia (19)

“‘?“’,‘729&“",? olz) -+ (1 - a) jalx Vv) — cp’(,\j) Lol o)
aplyvy — 1 — a

aley vifeplyy oo (1~ a) o) = gl o 1} (51)

@lx)

Aceastii relatie determind operagia v

() @ (11 -
ryy = @—] — CP‘)C?(‘ A (02)
ap(y) ely) — aply) — ag(y) 1 o -1
Formula (52} poate fi pusd sub forma
1 7;,(,1_,_ e n= _}.,_._”A 4+ a [ ¢ - a
oly 7 v) Gl o1
sau punind
1
w{x) = exp Ly ‘
alx)
avem
(v v = ) = ), (53)

deci (Q, v) este local izomorf cu grupul aditiv al nuwmerelor reale.
Formula (17), sau cei doi membri ai egalititii (§1), furnizeazd expresia
ap(X) ols) + (1 — «) gly) - olz) — 1]
ag(x) oly) — agly) ~ wa(v) — a — 1

ol'(v, y,2) = — 2l

sau notind (I — a)ja = £

o)+ k )9;’ ) 1
Ty v 7)) e gl : ox) -k -
Iﬁ(«\u ,\) N) - ’{ 1 (P(ﬂ = . (04)
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TEOREMA 2. Un loop ternar local (Q, F) continuu diferentiabil, cu pro-
prietatea P arve sau structura (28) sau (54), unde k este o constantd diferitd
de — 1 si o (respectiv k) o functie strict monotond si continuu diferentiabild,
care transformd o vecindlate a lui ¢ intr-o vecindtate a axei reale, care confine
punctul unitate (rvespectiv originea). :

Trebuie si ardtim numai ci structura (30) este conginutd in (54),
ca un caz particular.

Si observam intii ca in formula (54) variabilele x, y, 2 au un rol
simetric [10]. Intr-adevar, scriind

1 1

o(x) = i k= —
(%) o S Y
obtinem
@ {x) — 1
P+ Vo) 1 Ay
Fx,y,2) = 7! I q;l(x) 1 (54')

?1(*‘) (Pl(x) + ky

si scriind

ky
p1(%) = (ky + Dgo(x) — by 1 By = — ——
By + 1
obtinem
Flx, y,2) = 57! (54")
Valorile £ = 0, —1, oc se transformd ink, = o, —~1,0 si &k, = —1, o0, 0.
Valoarea & = — 1 este exceptionald, ea corespunde la a = o si formula

(54) nu dia un loop ternar. Dar £ =0 sau o pot fi considerate.
Punind in formula (54) si in cele deduse prin schimbarea rolurilor
variabilelor # = 0 sau oo, se objin structurile analoage cu (30).
Din teorema 2 deducem imediat

TroreMa 3. Dacd sectiunile v sy ale unui loop ternar local, continun
diferentiabil, sint local izotope cu cite un grup, atunci si secfiunile z au
aceastd proprietate.

7. In acest punct vom aplica teorema 2 la teoria tesuturilor locale,
continuu diferentiabile, pe care le vom numi fesuturi T. Tesuturile T
sint formate din patru familii de suprafete, continuu diferentiabile, asezate
intr-un domeniu D al spatiului euclidian tridimensional. Dacd domeniul
D cuprinde intregul spatiu, avem un fesut global T, in caz contrar un
tesut local T.

Dupa cum am ardtat in punctul 1, un tesut 7 este octogonal, daci
verifici conditia (O); el este regulat, dacd verificd conditia (RG). Tesuturile
T octogonale sint topologic echivalente cu un tesut format din 4 fascicole
de plane paralele.
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I-reprezentatil tesuturilor locale 7' regulate au proprictatea P, deci
li se pot aplica teorema 2, asadar au operatia de forma (28) sau (54).
Rezultd

Troreysa 4. Un fesut local T regulat are un representant de forma
(55)

Ay + By + Ciz 4+ Dy

t — ,
Apx 4 Byy 4 Coz 4+ D,

unde A, B;, C;, Dy, [ == 1,2 sint constante. Invers, ovice tesut local definit
prin formula (38) este un fesut local T regulat.

Intr-adevdr, dacid formula (28) este valabild, aplicdm izomorfismul
h(x) — x si obtinem formula (85) cu 4, = I, — C, -~ Dy =1 ¢i D, ==

= A, .B._, = Cy = 0. Dacd formula (34) ¢ste valabild, aplicdm izotopia
olx) - 1 1
e O T
o) & K o] >y (2} — o) —

si se obtine o expresic de forma (55).
Reciproc, dacd se dd (85) ¢i A, = B, = C, =0, (35} este izotop cu

P x4y -+ oz (56)

care este tocmai (28) cu /z(.t’) Y

Daci A, = B, = C, =0 (atunct in mod necesar A, 3.0, B,70,
C, 0, céci altfel (51) 11 -ar defini un tesut) sau 4, = B, = Gy = 0, (35)
este izotop cu

(37)

Dacd A, == By =Cy =0 san 4, = B, == C, =0, (55) este izotop cu

—
Jt
-1
-

t- i
V‘v

dacd A, « B, = C, =0 sau 4, —= B, = C,, (33) este izotop cu
f— ,1’” B (57”)
Dacd A4, 70 sau BB, 7 0 sau C,C, 52 0, (85) cste izotop cu

fo 20 (38)

(in acelasi timp este izotop cu y + x/y + z si cu 2 + x/z + ¥). Formulele
(57), (57), (57”) si (58) siut conginute in (54).
Astfel am demonstrat teorema 4 si totodatd am stabilit

TrOREMA 5. Un fesut local T regulat este topologic echivalent cu unul
din cele 5 tesuturi (56), (57), (87'), (37"), (38), topologic neechivalente intre
ele. Fiecare dintre aceste tesuturi este format din 4 fascicole de plane (dintre
care 3 sint fascicole de plane paralele cu planele de coordonate).
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Ia tipul (56) suportele celui de al patrulea fascicol este la infinit,
la tipurile (37), (37"), (87") acest suport este paralel cu unul din planele
de coordonate, iar la tipul (58) el nu este paralel cu nictunul din planele
de coordonate.

Tinind seamd cid dintre cele cinei tipuri de tesut local, numai primul
este un fesut global si acesta este un fesut octogonal, putem enunta

TroreMy 8. Tesuturile globale T regulate coimcid cu fesuturile T octo-
gonale.

Cazurile (537}, (5377} si (37") corespund structurii (30) care este un caz
particular al structurii (54).

8. Reludm cenatia functionald

flo ) 4 A = @iplx) + g(y) ], (38)
consideratd pe toatd axa reald, ciutind solutiile din clase de functii mai

vaste decit In punctul 5. Presupunem cd functiile p, ¢, @ sint strict monotone
si absolut continue si fy(x) 2= const.

Vom ardta cd& in  aceste zotopc solutia  este datd de asemenea de
formadele (A7) sau functiile solutiel sint liniare.

Fixind pe v 1n (38}, rezultd cd / este si ea o functie strict monotona
si absolut continud, iar f, este o functie cu variatie marginita.
Si considerdm  intli  cazul particular  ¢(y) = ay + b. Notind

plx) o x = (), Dlax -+ D) = ylx), ¥+ =1,
1) -+ hx) = v+ )]

Yie I’ domeniul valorilor functiei r(x), ¢ind x € (-0, o). Avem pentru
t e (o, ), t' el

f6) 4 Jolt') = U+ 1), L € (—au, ), 1" €I,
Am obtinut ccuatia lui Pexider, a cdrel solutie, in conditiile noastre, este
formata din functii liniare.

In continuare presupunem i functia g(y) nu se reduce la o Junctie
liniard. Ardtam succesiv :

a) Multimea E, de puncte x pentru care f,(x) = k este o submulfime
(eventual vidd sau de un singur element) a unei mulfimi de puncte
{xg+nb} n= ..., -101, ..., unde 6 nu depinde de¢ A.

Tie intr-adevar f,(x,) = f1(x,). Atunci

fxg -+ y) 4 filxg) = ®p(xy) 4 ¢)]
f(xy + ¥ 4 % — %) + () = ®p(xy) + ¢y + x — 4) 15

membril 1 fiind egali si @ fiind o functie strict monotoni

plxg) - qly) = plx) + qly + x5 — x)).

Tinind seamd de accastd egalitate se deduce cid functia

!

o

00 gy - Pl = pla)

Yo My
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verificd relatia
QY + %1 — %) = Q). (59)

Q nu se reduce la o constantd, cdci ¢ nu este o functie liniard, deci Q este
o funcfie periodicd. Perioada ei 6 nu depinde de x, si x,, ea fiind deter-
minatd de functia ¢. Intr-adevir, notind A={[p(x,) — p(x)]1/(x, — *,)

9(y) = QW) + 4y ;
dacd am avea in acelasi timp

9(y) = Q1(y) + 4yy,
A, 5% A, ar rezulta

(4 — 4dy)y + Q) = ()
si Q n-ar putea fi o functie periodicd. Rezultd 4, = 4, Q;, = Q. Din relatia
(59) rezulta
%, — %9 = nb,

unde » este un intreg.

b) Derivatele functiilor $, g, @, f, f, existd si sint finite aproape peste
tot. Fie M,, M,, M, multimile de puncte in care p, ¢ respectiv ® admit
derivate finite. Formulele

{ Fx+9) + fi(x) = O'[p(x) + q(y) 1P’ (x)
flx+y) =0 [px + 9]¢ (60)

sint valabile pentru sistemele de valori x, ¥ astfel ca
x € My, y € My, p(x) + q(y) € M, (61)

c) Functia f admite derivatd finitd in ficcare punct.
E suficient si ardtdm cid pentru orice z € (—oo, 0o), e¢xistd x, y astfel
caz = x4+ ysl x, y si satisfacd conditia (61). SA consideram transformarea

t = ¢(x) = p(x) + ¢z — x) (62)
a mulfimii numerelor reale in ea Insdsi. Dacd x,; si x, au aceeasi imagine
prin (62)
(%) + 9(z — xy) = p(xy) + gz — 1),
atunci din (38) rezultd

filx) = fi(x,)

si deci in baza punctului a), |x, — x,| > 0. Fie I un interval de lungime
mai micd decit 0. Transformarea (62) este biunivocd pe I si deoarece Y (x)
este o functie absolut continud, aceastd transformare indeplineste pe [
conditia N de a transforma orice mul{ime de mdisurd nuld intr-o mulfime
de misuri nuld. Asadar mulfimea M,NI se transformi intr-un interval
din care se scoate o mulfime de misurd nuld, de asemenea multimea punc-
telor x, pentru care x € M, NI si z — x € M,. Deci se poate alege x,
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It
-1

astfel ca x, €e M\NI, 2 — x4 € My, 1, = $(xy) = p(xy) + qlz — x,) € M.
Perechea x,, z— x, satisface conditia (61) si astfel am demonstrat cd functia
/ admite derivatd finitd in orice punct.

d) Functiile d, ® si ¢ admit derivate finite §i diferite de zero in orice
punct. Intr-adevidr, ecuatia (38) se poate scrie sub forma (42), in care
® joacd rolul lui f, deci rezultatul c) se poate aplica lui @. Rezultd cd
formula (60,) este valabild fird exceptie. Daca @' s-ar anula intr-un
punct, / ar fi egal cu zero intr-un interval, contrar ipotezei ci aceastd
functie este strict monotoni. Rezultd existenta lui ¢’ s1 ¢d nici /' si nici
¢’ nu se pot anula.

¢) Functiile f', @, ¢’ sint punctual discontinue (pe orice interval
aceste functii au puncte de continuitate), céci, fiind derivate finite peste

tot, sint de clasa 1 Baire. Rezultd cd 7‘/, si —‘,, sint functii punctual dis-
q

continue.
f) Formula (60,) este valabili peste tot, iar (60,) pentru x € M,,
y oarecare. Prin impdrgire deducem ecuatia functionald (40), valabila
pentru x € M,, y oarecare, in care G si Q sint functii punctual discontinue.
g) Functille G si @ sint continue peste tot. Fie intr-adevidr y, un
punct de continuitate pentru ¢. Atunci toate punctele x + y,, unde x € M,
sint puncte de continuitate pentru G, cici avem pentru x fixat in M,

lim G(§) = lim G(x + y) = lim [P(x)Q(y) + R(x)] =

£ 53y P> Yo ¥, .
= P(x)Q(yy) + R(x) = G(x + ¥,).

Agadar aproape orice punct de pe axa reald este un punct de continuitate
pentru G. Deci, v, fiind an punct oarecare, putem alege v, € M, astfel
ca x, -+ ¥, & fie un punct de continuitate pentru G. Avem

Glay +y) = Pla)Qy) + Rlxy).

Tiniud seama cd P(x) 320, rezultd ¢d Q este o functie continud in y,.
Asadar functia () st fmpreund cu ea functia R sint continue peste tot.

Dar atunci functiile P, Q, R, G sint indefinit derivabile [9] si putem
aplica rezultatul de la punctul 3.
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B wacTnoery Vo Vo Fyoxy, Vo Zy - ¢, HMBETCH A0KQAVHOLL mepuuprotit ayn. Ecan
dopuyaa (1) viopaersopera TOILKO LI 0H0H KaKof-TH60 OKpecTiocTH, oHa ornpejledaser
ARAAbAYI0 wgomonuw. TokaabRasx MKARL ABJISETCH  MHOMKECTBOM JOKAJILILIX TePHAPHBIX
KBAIMCPY U, JOKAILHO H3OTOURBIX ¢ JOKATHIHOH TepHapHO{l Keasurpynuot.

Plhvern (O, F) repuapuast KBasnrpyana i i, NOCTOSHHBIL saevent na (. Bunapnas
oHepatis (X V) =7 (r, v oz, onpeiessieT SHapiyvio KBasurpyuny ga (), HasBalHYIO paspe-
30N 2 TeDHAPHON KBasnrpynab (O, I'). AHATONHIHO ONpelessuGTCn Paspesbl ¥ o v,

Tepnapnas KBasnrpyuna NASLIBACTCH PEYIAPHOU, €CIH VI0BJACTBOPSAT 0GuCUEHHOMY
yeassuw ak pumud Peddesteticrmepa (10.6). D10 YCA0BHE SIBISETCS WHBAPHAUTHBIN ¥ H3OTONHHA,
CIEAOBATEILHO MOKHO ONPEITHTHL TKANHL PerYIAPUOLl, eca 01 NPeACTABHTEN ] ABJASETCS
peryasipiubir. Jlokazaiocs B 8  uTo, HeoGXO0AMMOE B I0CTATOUHOE VCI0BHE Al TOTO,
UTOGLE TEPHAPHBIL TV GbLT PErVIApPHBIN. CIeAVIOULEe: BCe paspesbl &, ¥, o J0JT#KHH ObIThH
FAABHDIMIE H3OTOTIAMH, KAWL ¢ OAHOH TPVINOol.

B aanwoli paGoTe mokasano, HTO. ecau paspesvt X 1y HEILpe poleHo Quide peH yu pyemoeo
AVKQAWHRORO  MEPHAPROSO AN, HEASIOHICH  CAGBHBMUIL U30MonaMu. Kax sl ¢ oOHot epynnot,
moeda onepayus 3nioco ayna sotpaxcaemes aubo gopmyaod (28), audo gopyyaon (54), 20¢
ke-nocmosiinag %= 1, ap (Coomeememaen o k) -Cmpoeo MOHOMOHHAS U HE L Pe puiBHO Jughdie peryyu-
pyemasn pynKud. (‘..e AVET, UTO paspespt & A6AHICMED MAKKE SAGBHNMUL UI0Monamu ¢ odHol
epynnoi .

Qopuyiabt (28) 1 (54) Ooti nafienst 4 B padore 10, HO B JOUYUIEHHH, Y4TO TPH
CHCTEMbBl Daspesos +, Vv, 2z SBJIAIOTCA FTABHBIMH H30TOMaMM, KaxAbll ¢ OXAHOI rpynnou.
UroGut npHiTH K BbILEYKA3AHHOMY pe3yanTary, peliaercd ¢yHKUHOHATILHOE ypaBHeHHe
{38) B KJacCe CTPOFO MOHOTOHHBIX H HenpepsiBHO auddepenunpyenb X Gy rKiUHl pas f, @, p,
g noaas fy == const. Pewenue dano dopsyaaru (47) wau cocmagaeno us AUHEAHBX yHK Ll .
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To me camoe peuienie HaAXOINTC B Godee OGHIHX VCIOBHSE X A0COTIOTHON HeNPephiBHOCTH,
BMECTO Auihepe HILHP YeMOCTH .
M3 BblieyKa3aHHOTO PEe3Y.iLTaTa BbITEKAET PH.L CBOACTB 18 PEryISpHBIX TKaHell, B
AOUVIeHHIL HenpepbiBHON tidvbepeniipyesocTi:
Has caobaabron mxanu  ycaosus (RGY @ () seasiomes sxeusdieHmeoi . TKaHb,
Oyayvui dokaanuofi, yerosie (O)  pireadr 3a cofoil veaosue (KG), Ho 1e 0 o6paTHo.
Pacesotpuy B 3BKARAOBOM TPEXMEPION HPOCTPAHCTBE 4 NyuKa MA0CKOCTeli M orpa-
HIUHMCST 067aCTLI0 He cogeprrauieil Hit ool TOUKH H3 HOCHTeNell 9THX HYUKOB.
Tonoaveuneckue o6paasl 3Mux MKAHEL COBRAIAIOM ¢ MKAHIMU €0 cBoticmBon (G,

Jokaahunte peeyaapuoe mraru Opa4med Ha 5 K.1ACCO8 MONOAOCURECKIL IKGUEUICH INHDI X
MNUHe .

TISSUS TERNAIRES REGULIERS

(Réxumé

U quasi-groupe fevnaive (O, 1) (ou une N-algéhre) est un enscmble ) pour lequel on
a défini Nopération ternaire

H fow s Ay (1)

telle que les ¢quations (2) aient chacune une solution unique en @, pour «, b, ¢, d fixés
de fagon quelconque en @ "7 . Si UVdlément ncutre ¢ € () avee la propriété (3) existe, (O, F)
s'appelle loop  ternaire. Ta relation by diinit  [isofopic entre les deux quasi-groupes. Si
foest la transformation identique, nous avons uane isofopic principale. Un tissu lernairve est
concu dans notre travail comime  Pensemble des  quasi-groupes  ternaires isotopes a4 un
quasi-groupe ternaire donnd.

A cotd des quasi-groupes ternaires continus dorsque ¢ est un intervalle réel et 17 une
fonction continue), on considére aussi les quasi-gronpes ternaires  locawr, qui se définissent
comme suit: o soit 17,0 1,0V, trois voisinages de axe réel:  on demande que la fonction
continue (1) soit difinic pour v € '), v € 1, € .

et qu’il existe les voisinages Vl c .
, . , . . ,
A i Vo o g9 Flag v zg) vy € 170 v, € 17,0 5y € 17, tels que, pour « € - hE V2,

. ,

[ 1’3, d € 14 les dquations (2) aient chacune une solution unique en V7, 1, et ', respecti-
vement. Sien particulier 7 I, | R Zy e, nous avons un loop ternaire local.
Si la formule (4) n'est virifice que pourun voisinage, elle définit une isotopic locale. Un
tissu local est Vensemble  des quasi-groupes  ternaires locaux, localement  isotopes a un
quasi-groupe ternaire local.

Soit (O, 11 un quasi-groupe ternaire et o, un élément fixve de ¢. L/opdération binaire
(x, v} = [(x, vy, 250 définit un quasi-groupe binaire sur @, nommé une section = de (Q, I).
On définit de fagon analogue les sections v ot .

Un quasi-groupe ternaire se nomume régulicr s'ilsatisfait & la condition dv fermeture de Reide-
metstey géndralisée (RG). Cette condition est invariante pour les isotopes: on peut donce définir
un tissu comne régulier si un représentant est régulier.

On a démontré¢ "8 que la condition nécessaire et suffirante pour guun loop  ternaire
soit régulier est que toutes les sectinns v, v,z sHientdes isotopes principaux, chacun & un
groupe.

L auteur démontre que, si les sections x el v d’un groupe ternaire local, confindment diffé-
senttable,  somt des isotopes principaux chacun aive un groupe, alovs Vopération de ce loop
s‘exprine soil par la formule (283, soit par la formude (84), ot k est une constante diffévente
de 1 el @ (respectivement h) une fouction strictesnent monotone el contintiment différentiable.
Hovésulte que les sections = sont de méme des Isctopes principauy avec un groupe.

Les formules (28} et (34) ont ¢té tronvées aussi dans Uarticle 10, mais dans hypothese
que les trois systémes de sections v, v, z sont des isotopes principaux avec un groupe chacun.
Pour obtenir le résultat ci-dessus on résont 'équation fonctionnelle (38) dans la classe des
fonctions strictenient monotones et contintunent différentiables pour f, d. p, g et pour f] ==
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const. La solution est donnée pavles formules (47) ou elle est composée de fonctions linéaires. La
méme solution peut étre trouvée dans des conditions plus générales, de continuité absolue,
au lieu de dérivabilité.

Du résultat obtenu plus haut découlent une série de propriétés pour les tissus réguliers,
dans I'hypothése de dérivabilité continue :

Pour un tissu global les conditions (RG) et (0) sont équivalentes. Le tissu étant local,
la condition O entraine la condition (K, G), mais non inversement.

Considérons dans l’espace euclidien tridimensionnel 4 faisceaux de plans et restreignons-
nous 4 un domaine qui ne contient aucun point des supports de ces faisceaux. Les images
topologiques de ces tissus coincident avec les tissus a propriété (RG).

Les tissus locaux véguliers se vepartissent en § classes de tissus topologiquement équi-
valents.



SPATII SUBPROIECTIVE ECHIAFINE

de

MARIAN TARINA

Un spatiu 4, cu conexiune afind se numeste de £ ori proiectiv, dacd
existd un sistem de coordonate in care curbele autoparalele ale spatiului,
definite prin sistemul de ecuatii diferentiale

a#ri i dy dat

e oau

(1)

sint situate in varietdtiliniare cu n—7% dimensiuni. Aceasta revine la faptul
ci dintre cele n—1 ecuatii finite

FOa,. oo xh e, 0,03 = 0 =1,....n— 1 )

care reprezintd integrala generald a sistemului (1), un numir de % sint line-
are 1n variabilele considerate.

Spatiile de mai sus, introduse de . Kagan [1] au fost studiate
mai ales din punctul de vedere metric dlf@rcntml de scoala de geometrie
dela Moscova [2], [37 . Ele reprezintd o genemhmre directd a spatiilor
proiectiv euclidiene, care se obtin in cazul cind 2 = n — 1.

Kagan a considerat numai cazul spatiilor de #—2 ori proiective, in
care varietdtile liniare ce contin curbele autoparalele trec printr-un punct
fix, polul spatiului, considerat ca origine a sistemului de coordonate. Dupa
terminologia introdusa de Ka gan, in literatura de specialitate astfel de
spafil se numesc subproiective. Vom considera sinol acest caz desi se cunosc
spatil partial proiective mai generale 57

Intr-un sistem de coordonate in care se pune in evidentd caracterul
subproiectiv al spatiului, coeficientii e conexiune sint de forma

L= =8 py — 3 p, -+ i ’ (3)

ik

Aceste rdqtn se numesc formulele lui Kagan, lar coordonatele
respective sint denumite coordonate pr iective. De aici rezultd cd spatiul
subproicctiv considerat este echivalemu printr-o transiormare proiectiva
de conexiune, cu spatiul ce are conexiunea

P ()
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De altfel P. Rasevski 2 a aratat ci intr-va spajiu subproiectiv
existd in general un sistem de coordonate in care se anuleazd vectorul p
deci pentru care conexiuneasc exprimi pria formulele (4). Astfel de coordo-
nate se numesc coordonate canonice.

83 considerdm tensorul de curburd al spatiului

‘w'A . g ‘;!: . RI‘;’I s i - ]u r\
M A y
pe care il ealeuldm cu ajutorut formulclor (3). Obtinem astfel
i ot N ; ; N ; i , -
] ik T b) (/)k[ - />1):) - él{ P// © (l) T 1) jil' ! 61 ‘p;k i (I) w ])~f/k— o
A (3)

jki

expresii in care am folosit urmditoarcele notatii

ap
Pu = ark P h, Pl powe
Y
S = S (6)
. 3 e f - . '
l'm aliz o aj + /i fjt ""'jzf;'k

Bin formulele 5) se obtin tensorii de curburd contractati, in coordonate
proiective s1 anunte

er SR US| 1)(/)1,1 - /)Ilc) + v 1:1'1‘-1 (7)

Yoo ‘- .l PP R A R
L, = npy v p, v (W ==mp(P s N, b
Cu ajutorul acestora se formeazi tensorul de curburd proifectivd al lui We v 1
i ; R : 1 R: : 1 It
- A oi kil N il H N 1k ik
K o5 3 (———q e -8 ( REE ) (%)
kI Ikl TR | U 1 2*® 1 ‘ L1y, 1 LR |

Anularea acestui tensor caracterizeaza spatiile proiectiv cuclidiene. In
cazul nostru avem

. . s PR I .
Koo owyiF oy ( Tist ,:L'—L),\s oy ( jok it 9
Ikt iki L I r— [ o (9)
Daca pentru orice indici i, j,k sint valabile relatiile
Fa=0 (10)
atunci rezulta
Kl -0 (11)
iar spatiul este proiectiv euclidian. Reciproc, din relagiile (11) rezulta (10)

prin urmare conditiile (10) sint necesare si suficiente pentru ca spatiul sa
fie proiectiv euclidian 4.
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84 ardtim pe o cale directd cd dacd spatiul (3) este proiectiv euclidian,
atunci vectorul f, este un gradient.
Intr-adevar, din relatia
i
Axl dak

LSyt Ly =0

inmultind cu &/ si insumind obtinem

af; iy
e LA s R ]
sl @k
s1 mat departe
af, P &f .
R e S M U
P 17k Ak kgl

Din cauza simetriei lui Fo obtinem in sfirsit relatia

de unde rezultd
Jf, = grad f

Reciproca propozitiei de mai sus nu este valabild, in sensul ci daci
vectorul £, al unui spatiu subproiectiv (3) deriva dintr-un potential, spatiul
nu este in mod necesar prolectlv euclidian.

2. In ceea ce urmeazi ne propunem studiul spatiilor bubprolegtx\'
care sint in acelasi timp spatii echiafine.

Un spatiu 4, cu conexiune afind se numeste echiafin dacd poseda un
n-vector covariant ¢, . in raport cu care Volumul asociat vectorilor

N :

n

- . . -2 . . -
contravarianti arbitrari o4, v%, ..., %
1

este Invariant prin transportul paralel. Caracteristica tensoriali a acestor
spatii, constd in proprietatea de simetrie a tensorului I'j; adicd

]‘jk — }‘/li e O

Tinind seama de formulele (7) in relatiile de mai sus, obtinem dupa
unele calcule

vot {f,—(n -+ Dp, =0 (12)
Accasta relatie mai exprimi si faptul ¢ conexiunea contractatd
1N, =/, — (n+ Ip,

este un gradient. Deci
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O conditie necesard si suficientd ca spatiul subproiectiv si fie echiafin
este datd de relatia (12)

Daci vectorul p, este un gradient p, = grad p, conditia (12) se reduce
la rot f, = 0 deci f, = grad f. In acest caz se poate determina densitatea

spatiului echiafin, (componenta esenfiald E = ¢j,...,, a n-vectorului de bazi)
prin formula

s s}
I, = o (lnE) (13)
Se obtine
E = cef~ttlip (14)
In particular daci spatiul subproiectiv este raportat la coordonate
canonice, avem p, = 0, deci p = const., iar densitatea spatiului este de
forma
E = ¢cef

unde C este o constantd arbitrara.
Un spatiu subproiectiv mai poate fi definit prin coeficientii L, si
prin vectorul ¢, astfel ca sa avem

Vo N % ~
ij = 9 ’gk—Skgajy.:?,...,ﬂ } (15)

Variabilele corespunzitoare x'7ale spatiului subproiectiv se numesc coordo-
nate afine.

In cazul in care conexiunea subproiectiva definitd de (15) este echia-
find, prin contractia ei se obtine un vector gradient §i reciproc. Deci:

O conditie necesard si suficientd pentru ca spatiul (15) si fie echiafin
este datd de relatia

rot z’l"",lkﬁ (1 — 5! Jol=20 (16)
R 1

T

& . - . ] . ) " ae A .
In particular, daca ¢ si I',| reprezintd fiecare cite un vector gradient,

{

. L. . . 8 .o .
din conditia de mai sus rezulti °%' = 0, adici componenta ¢, depinde
LR
numai de variabila 1! Atunci densitatea spatiului se calculeazd simplu

din formula (13).
Ca un exemplu si consideram spatiul care in sistemul de coordonate
(x'%) are toate componentele conexiunii nule afard de

I, = (17)

Acest spafiu considerat de acad. G. Vrdnceanu este subproiectiv si
admite un grup maxim de miscari cu 72 —2n - 5 parametri. Evident
el este un spatia echiafin, deoarece fiind raportat la coordonate afine avem
F;: = 0, 9; = o lar relatiile {16) sint identic verificate. Acest lucru mai
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rezultd din faptul ci singura componentd nenuld a tensorului de curburi
fiind I“;S =1, avem I‘;r,: = 0. Dupd cum se vede, densitatea spatiului
(17) calenlata in coordonatele afine a'% este constanti.

Si caleulim coeficientit de conexiune ai spatiului (17) Intr-un sistem de
coordonate proiective vt Legatura dintre coordonatele afine si cele proiective
este datd de relatiile

Yl=al yew o g=2.n (18)

iar expresiile coeficientilor se obtin din formulele

R B ML E .___a_?i)_f?""
- dy) it slg k] axt

Astfel aflam

1 1 b A 1gle
o= s (?ﬁ) L5 (i) | 2%
ot Py (x1)8 (#1)2
1 N | 141
e — 8 _SL + 50 (‘)_7) n kjkl" o 287‘ 3 poes (19)
ik I\ LA ey (#4)8 (x1)2

care sint expresii de forma (3) cu

5 hip¥® 281 3
P T e T

in care am notat

2

b= 8 8, (x2)2 — (3 5, + 8, 8)x'a + &7 §) (a)?

Se observd cd vectorul p, este un gradient (p= — Inx,) i deoarece avem
relatia
/L]’k xtF =0

rezultd cd §i vectorul f, este un gradient, anume

23}

deci f= — 2inx!,

Dupd cum rezultd din formula (14) densitatea spatiului echiafin (17)
in coordonate proiective este

E = ¢ (a7} (20)

¢ fiind o constanti arbitrarai.

5 — Babes—Bolyai: Matematicd-Fizica 11964
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Aceastd formuld o putem objine pe o altd cale considerind legea dupa
care se schimbid conexiunea contractata I', = T, fatd de o transformare de
variabile, anume

8 InA r 8x’s <
= I~ — 1

k

axk ¥ogxk
unde A = [ ?; _ | este determinantul functional al transformirii considerate.
| ot
, ) - v - 1 . .
Pentru spatiul (17) avem I' = 0 deci I', = »—Qa—’}f\ iar determinantul
o

transformirii (18) este A = (¥1)" " Astfel rezultd E = ¢A 'adici obtinem
formula (20).
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AKBHAGOUHUHHBIE NOANPOEKTUBHbIE MPOCTPAHCTBA
(Peszwye)

B paGore paccmarpuBaiotest #-2 paza NOANPOEKTHBHBLIC MNPOCTPAHCTBA, OTHECEHHblE
K IPOEKTHBHBIM KOOPJHHATAM, HMEIOWHM CoelAHHeHHe, onpeleaénioe gopmynamu Karasa
{31, Ucnonbayst TEH30D NPOEKTHBHOH KPHBH3HB JOKAa3bIBAETCS, YTO, €C/IH NPOCTPAHCTBO
AAB/JSETCA TPOEKTHBHBIM 3BKJHAOBBIM, TO BEKTOpP f, == fo &% sBJAAETCS TpajHEHTOM.
Tlorom nokasblBaercss, 4To, AJst TOTO, uToGbl NMPOCTPAHCTBO, ONpeJeNéHHOe COefHHEeHHeM
[3., 6610 3KBHAQDHUHHBIM, HEOGXOAHWMO H AOCTAaTOUHO cooTHoweHue (12). Onpeneasercs
TJI0THOCTh, coueraeMas ¢ 3kBHadpHHHBIM coelHHenHeMm [3], B cayuae KOrJa pi sBJIASETCH
rpaadenToM. B KauecTBe npHMepa NPHBOAKTCS cJayuaii npocTpancrsa ' 177, nepenucas
ero koshhHUHEATH COeJIHHEHNsT B NPOEKTHBHLIX KOOpAHHATAX.

ESPACES SOUS-PROJECTIFS EQUIAFFINES
(Résum é)

I’auteur considére les espaces n — 2 fois sous-projectifs rapportés a des coordonnées projec-
tives et ayant la connexion définie par les formules de Kagan [3]. En employant le tenseur
de courbure projective, on démontre que 1’espace est projectivement euclidien, le vecteur
f, = f,, #° est un gradient. On montre ensuite que, pour qu'un espace défini parla conne-
xion (3) soit équiaffine, la relation (12) est nécessaire et suffisante. On détermine la densité
associée 4 la connexion équiaffine (3) dans le cas oit pr est un gradient. A titre d’exemple
on traite le cas de l'espace (17) em tramscrivant ses coefficients de connexion en coordon-
nées projectives.



DESPRE RAPIDITATEA DE CONVERGENTA A PRODUSELOR
INFINITE SI IMBUNATATIREA EI

de -
AMNDREY NEY

§ 1.

Considerdm produsul infinit de factori reali, convergent

xK
P =111 4 u) {1
=1
si notdm produsul partial de rangul » prin
P =1 (1L 4+ u,) (2)
R
iar factorul complementar de rangul # (analogul restului la serii) prin
x
Q,= {1+ wu), (3)
Eonil
astfel incit sd avem
P = 1)»5 Qn' (4)
(), are urmatoarele proprietdfi :*
' 17 1imQ =1
P> ~
0 ()
20 =1 b
Q”+1 n41

(proprietatea 1 rezultd din conditia necesara si suficientd a convergentei,
iar proprietatea 20 rezultd din definitia lui Q) :
TrorEMA 1. Functia ¢, definitd pe valorile intregi si pozitive ale lui
n este factorul complementar de rangul # al produsului infinit, conver-
gent (1), dacd si numail dacd indeplineste relatiile :
1. limg =1

oo =1
O

27 ;?n,_ -] _!_ u ( )

- o nt1

*Se urmeazd metoda care std la baza lucrdrilor {2] si {3].
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Demonstratie. Aplicind cgalitatii 27 operatia [T, obfinem

e

Dcowr(cg lim 7pn =L din (6} rezulta
N-poo

g, =1+ u,”H) (L—u
adicd ¢ este factorul complementar de rangul ». Pe de alta parte, din con-
vergenta produsului infinit rezultd cd factorul complementar ¢ indepli-
neste conditiile (5), — identice cu (5).

Drrinitia 1. O functie ¢, definitd pe valorile intregi si pozitive ale
lui n este o expresie asimptotica a factoruiui complementar () al produsu-
lui infinit (1), dacd

. q
lim =%
=120 Q,:

= 1, ccea ce se mai scrie ¢ 2= Q.

=<3
TroreMa 2. Fie produsul infinit IT (1 + 2}, cu proprietatea u %, >0
s :
(n =1, 2,...). Daci existd o functie ¢ _ definitda pe multimea numerelor

intregi si pozitive astfel, incit relatiile

a. g, =1 (1 -—o0)

q

# - 1 (7’
b. g, /

e = 1 {31 —> 00)

sd fie indeplinite, atunci produsul infinit considerat este convergent si g,
este o expresie asimptotici a factorului complementar de rangul xn.

Demonstraftie. Din a §i b rezultd imediat ¢ limu  =0.
Ny O

Relatia & se mai pune sub forma
“ 4
1—e< It ‘ /
—f < <1+ (n>Ny
Yot
unde ¢ este up, numér pozitiv arbitrar, iar N, un numar suficient de mare

ata§at lui ..
Considerind cazul” cnid u,, > 0, putem scrie

(1 — E)Mn+1 < qn — 1 < (1 4* €)1l,”+1 (n > N‘)y
. q,
de "unde i j
: .q'l g
1+ (11— s)k% <t <1 4 {1 + gu,, . (8)

nt1
. Tnay
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- N—1
Luim 0 < ¢ << 1, si aplicam primei inegelitdti din (8) operatia I

ki

N1 N1 q q
N © ; - § k !
0= (1, = I 2 T
k=n h=n (']/H-l q”_}_:\r

Produsul din membrul sting al inegalitatii precedente avind toti factorii
mai mari decit unitatea, creste odatd cu N, dar rdmine inferior unei margini

.. . 7, . -
finite, deoarcce lim —"— = ¢ @ prin urmare produsul infinit IT[1 -+ (LT—e)uy,,”

N 9N k=n

este  convergent. Astfel s seria Z u,, ~converge, deci i produsul

o
infinit IT (1 + 2, ) este convergent ;i este chiar factorul complementar
T

k=n 0

), — cu proprietafile (5) — al produsuiui infinit I}(l -+ ). Din (7) si (3)
g g 4 .
rezultd lim-—= =1, adica ¢, = Q.
nso

Dacid se considera cazul u# <0, in loc de (8) vonm obfine

T (L —u_ e > (L4 g, 9)

qn+1

iar in conditiile inegalitatilor 0 <Z = <Z 1 se trag concluzil pe o cale cu totul

analogd celei urmate mai sus. -\btfgl teorema este demonstratd.
Aplicatia 1. In baza teoremei 1, se construiesc produse infinite

cu valoare datd In forma finitd. Aceste produbc vor servi in § 3 drept

,produse aproximante” in procedeul de accelerare a convergentel.
Punem

- - )w e 2) - A?— Fal

o (YT Xi{”;? - 2)-- (n -+ h) ]

unde 7 = n,, #y + 1,... . p este un numdr intreg nenegativ, iar & un

7

parametru real. Formdm i, = —— —1, dupa cum urmeaza :

y ot = 2y e Py = 20 B) e e p e 1) - R 1
e (o )0t 2) oo (e f) e (0= 20 3) o (e p— 1) ’

de unde
- pk
Wy 525 e — (W == g, My
e + 1) i+ p— 1) - £ ’zz-rp)

Valoarea produsului infinit se calculeazd conform formulei

1, ... (10)

P=1" g = ({1-+u g
v \ ”0)‘“0

Ffectuind calculele, se obtine

J——r o fa =1 (11)
Maliny =1 o (g -+ p — 1) + £ )
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In particular, dacd formula lui u, este valabild incepind cu #ny, = 1, se
)
obtine P = £
Pl k

Dermxipia 2. Rapiditatea de convergenfa a produsului infinit (1) se
va caracteriza prin ordinul infinitezimal al diferentei Q —1 cind » —» oco.

*x <
Drrixtria 3. Produsele infinite, convergente, 1T (1 + w,) sill (1 +u))
e n=1

converg la fel de repede (sau de incet), daca pentru factorii lor com-
plementari de rangul »n, Q respectiv Q' au loc incepind cu un indice

suficient de mare inegalititile

Q”—‘lj
a < el D,

A~
a st b fiind numere pozitive.

x
Drrixtria 4. Produsul infinit I (1 4 #»,) converge mai repede decit
=1

o
IT (1 - ), daca pentru factorii lor complementari de rangul #, Q
EECS

respectiv () are loc relafia lim —— = 0.
~n n-roe 0, -1
Observatia 1. Se pot introduce $i notiuni care indicd stiri inter-
mediare privind rapiditatea de convergenta relativa la doud produse infi-
nite, in analogie cu nofiunile corespunzitoare pentru serii [5H], dar pentru
scopul urmdrit in prezenta lucrare sint suficiente definitiile 3 si 4.
Troreya 3. Cousiderind  doud produse infinite, convergente,

0

ac
(L)) st 1T (1 4+ 2), pentru care termenii #  $i ) sint fie toti
1

deodatd pozitivi, fie toti deodatd negativi (cel putin Incepind cu un indice

. .. '”,-! - ..
n suficlent de mare), atunci conditia ¢ << -7 << b, a i b fiind numere po-
"

i
zitive, este suficientd pentru ca produsele infinite si conveargi la fel de
repede.
Demonstratie. Utilizind notatiile din definitia 3, considerim
cele doud cazuri posibile :
A) w, >0 si totodatd u, > 0. Factorii 1 + u, si L 4, fiind pozi-
tivi, se va putea scrie

| ©
Pl TT (1 ) ‘
; On — 1 ’ ! ¢ ontd — (101
7 - o ;’
FQn e In I (1 4+ n;) i
: 01
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Aplicindu-se teorema cresterilor finite (cu 0 < 0, <1, 0 < 8, < 1) se
obtine

® | ®
tn IL (1 &gy} OlR I (14w

IQM"" _ n+41 € n-+1
| On 1 EX L
In IT (1 + 2g) O,in IT (14+uy)
l -1 e nit
adica
| = i o , o ,
DY Il b o) , 6,0 IT (1+uy) — 6, In IT (1+up
Q) o T
-1, | 2 ‘ t
E Tt )
nt1 ‘

Din cauza convergentei produselor infinite, expresia exponentiald din (12)
are infimumul $i supremumul pozitiv. Termenii seriilor de logaritmi din
o o«

(12) fiind asimptotic egale cu termenii seriilor ), u, respectiv » g, din
141 w1
. [ Uy . - el
inegalititile a << —= << b urmeazd inegalitatile
U

E ] |

| ., In (1 + 1ty,)

n==1

0<a < — | <

s in consecingd rezultd si enuntul corespunzitor din teoremi.

B) u, <0 si totodatd », < 0. De la un indice suficient de mare fac-
torii 1L+, s$i 1 4 u, sint pozitivi $i rajionamentul de mai sus se aplica
corespunzitor. Astfel teorema este demonstrata.

™%
Troreyma 4. Considerind doud produse infinite convergente IT (1 + u,)

0 i

si TT (1 +- #) pentru care termenii » §i 4, sint fie tofi deodata pozitivi,
fie tofi deodata negativi cel putin de la un indice » suficient de mare,

. o . U .. - . . .
atunci conditia lim - = 0 este suficientd pentru ca primul produs infinit

NP O un

sd conveargd mai repede decit cel de-al doilea.

Demonstratie. Procedind ca si la demonstratia teoremei 3, in
cazul de fatd va rezulta evident
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iar expresia exponentiald fiind §i de asta datd marginitd, urmeazd nemij-
locit afirmatia din teoremad.
X
Drrinipia O. Produsului infinit, convergent, P = I (1 4 #«,), unde
— @ 1
1, > 0,1se ataseazd produsul infinit P = Il (I —u»,), — evident conver-
. Y . . . 1 . “«, . . . .
gent. Cele doud produse infinite se zic prin definific produse infinite con-
jugate.
Observatia 2. Produsele infinite conjugate P ¢i P fiind conver-
gente, sint si absolut convergente $i in consecintd este valabild egalitatea
_ o
P -P=101—u).
1
Troreaa 5. Doud produse infinite convergente si conjugate converg
la fel de repede.
Demonstratfie. Introducind in (12) notatia u, = —u, si utili-
zind relatiile

. In (1 + u,) . . I {1 — u
im———* —1 si lim — L 1,
=y 0 ”k F—x —
. . In (1 4+ wy) o, —1 :
obtinem lim ————— =1, de unde 0 < a < |—2—— 1<b,c¢ea ce trebuia
naco I (1 — uy) Lo, 1 }

demonstrat.

R
Cownsgecrinta 1. Considerind doud produse infinite convergente I1 (1+1,)
© 1
s Ill (1 + ) pentru care au loc inegalitatile u,>0 $i u, < 0, conditia

24 . . . . .. -
B< ~L <a<0 (a si B fiind constante negative) este suficientd pentru
122
n
ca ele s conveargi la fel de repede.
Intr-adevar, produsul infinit cu termenul 2 converge la fel de repede

. . T u
ca si conjugatul sdu cu termenul --u), iar inegalitatile § << -+ < o < 0

"y,

ks
gse mail scrin 0 << — o <~ << — B unde

74n

ne aflim in condifiile teoremei 3.

w, este evident pozitiv si astiel

§ 5.

Procedeul de a trece de la un produs infinit la o serie de logaritmi
in scopul fmbundtitirii convergentei acesteia din urma si apoi retransfor-
marea rezultatului la forma de produs infinit prezintd inconveniente care
pot fi usor eliminate dacd se introduce o metodd de accelerare a conver-
gentel unui produs infinit adecvat notatiei de produs.
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x
Iie un produs infinit convergent Il (1 = ), v, conservindu-si semnul
. . 1 ’
fncepind cu un indice n suficient de mare. Acestui produs i se ataseazi

«
produsul 7" =11 (L 4 ) cu valoarca cunoscutd i satisfacind relatia
1

’

. K3 - o
lim-* = 1. Notim
=~ 11}!
N . N
— ! iy ) - "
Py=1 (1 +u) si P, =11 —u),
nel )
de unde
, AT G T
L D | .
N A | B (13)
el u,
‘galitatea (13) se mal scrie
N .
> op’ I
P,= P, o (1 i I (14)
1+ ",
y A Hy “7’1 . w N . ... = .
Punind v, = ———=, considerdm cazul z, > 0. Produsul infinit 11 (1-+z,)
1+ Uy © =1
converge mai repede decit produsul infinit T (1 —+ #,), deoarece
#=1
}' H;, |
[ |
ool I
. ity . | “’,l |
Hm - iim | =0
nym U, noe | 1
& . . . . *
In baza inegalitatii |1 + v, <1 — o,/ rezultd ca si I (1 + v,) converge
@ ==l
mai repede decit IT (1 + 1}, La fel se trateaza i cazul 2, < 0.
n=1 :
Din (14) se obtine prin trecere la limita
> i 11/ A
P ]l 1 -= =2 i \ (]3)

ne=1 1 - ?r; '

Lgalitatea (15) reprezintd o transformare analogd transformarii lui K u m-
mer, cunoscutd din teoria seriilor (17,

Observatfia 3. Dacd termenul u al produsului infinit P este
o fractie rationald de #, atunci se poate considera drept produs aproximant
P’ cu valoarea cunoscutd produsul infinit cu termenul general o) construit
in conformitate cu formula (10) ¢l pentru care se potrivese coustantele p

’

. e w . Ly,
si £ astfel, ineit sd aibd loc relagia la limita Himm -2 = 1.

nax
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Aplicatia 2. Pornind de la formula lui Wallis pentru calculul
lui =,

U —

x 1
i (1 )
T 4u?

putem: imbundtdti convergenta produsului infinit din numitorul fractiei

precedente considerind in (10) respectiv in (11) valorile p =1, % _—
4

. . . C 4 .
st n, = 1. Astfel se obtine u, = — - st P’ = — ceea ce in-
(41— 1) (n =~ 1) 5

trodus in (15} ne da

x S o+ 1

§ oo e T
el 433 (4 + 3)

Observatia 4. Imbunititirea convergentei in baza transformarii
(15) se poate continua prin iterarea metodei. Dacd insd proceddm la deter-
minarea termenului # , al produsului aproximant P’, in conformitate cu
metoda indicatd in lucrarea (4], atunci un numdir finit de iterdri se poate

inlocui printr-o singurd transformare acceleratoare, care va duce la aceeasi
imbunititire a convergentei.

Observatia 5. Proprietatea produselor infinite conjugate, amin-
titd in cadrul observatiei 2 poate servi la imbunitidtirea convergentei uneia
dintre ele, dacd valoarea celeilalte este cu.ioscutd. Astfel

ceen ce Inlocuieste doud aplicdri succesive ale transformdrii (15). Vom
denumi metoda aceasta — Imbunititirea convergentei prin conjugare.

x 1 1 .
Astfel, stiind ca ll( L= 'j:,) = ose obtine
1 ( 1 _L,) — 2 ] (‘1 — _1_)

2 Zh 2 nt

Dacd privitor la produsul infinit (1) — cu #, neschimbindu-si semnul
de la un iadice suficient de mare -—se cunoaste o expresie asimptoticd
pentru factorul complementar (3). putem indica o metodd de imbunititire
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a convergentei produsului. Relatia & din sistemul (7) se poate transcrie
dupd cum urmeazd

Ty

qn+1 .
— = Lo W, (llm W,y = ()),

"1 \inoc

de unde
g ) i [T - ,

- e = (1 RE ”u»%—l) ( 1 ot arl ) . (}b’

91 . [ PN

nLt N1

Aplicind egalitdtii (16) operatia de inmulgire I1 , se obtine

H

q 74N ntN s ‘ 0, 2,
Dyrn k=ndt Eeneid | 1w,

Deoarece lim ¢ =1, rezultd prin trecere la limita
N~po

q,,:Q,gkﬁ

n1

0 [CTRIr
4 kR
1+ -——"_) :

1+ iy
Cu ajutorul relatiei (16) se ajunge la
(/”

Q, = . (17)

T L

benel (1) gy

Daca formula (17) are sens incepind cu # = 1, atunci in baza egalitatii
: : 1 g {
P =P, -, are loc egalitatea

: ‘ % gy \
(L + o) = (1 =+ u)y, 11[ o (L =+ 2t,0q), (18)

"‘:R

care reprezintd o transformare analoga formei date fn [6] pentru trau--
formarea lul Kummer referitoare la serii. (A se vedea si [27).
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SUR LA RAPIDITE DE CONVERGENCE DES PRODUITS INFINIS ET SON
AMELIORATION

Lésumé)

i1
Définissant la notion de rapidité de convergetice d'un produit infini et faisant des con-
X
sidération sthéoriques a ce sujet, 'anteur déduit pour un produit infini convergent IT (1 ),

(), Uygy > 0) une transformation a 'aide de laquelle on peut améliorer sa convergence. Cette

transformation — analogue a celle de Kumuter pour les séries — se présinte sous la forme de
I'égalité

,
ol /7 est la valcur connue du produit infini ,,approximant”, dont le terme , satisfait la con-

‘.

7!}2
dition lim .0 = 1

nepo 1
Lauateur indique aussi une wméthode pour coastiuire des produits infinis approximants.
Le présent travail contient différentes transformations qui servent a "smélioration de la con-
vergence, ainsi que des applications nunés .ques.



ASUPRA VARIATIEI PERIOADEI BINARLEI FOTOMETRICE
SZ HERCULIS

de

GHEORGIIE CHIS

Binara fotometricd SZ Herculis a fost semnalatd de S. Piotrovski
8, Dugan—Wright 1 si Tesevici [9], caavind o variatie nere-
gulatd a perioadei. ¥. B. Wood [13 atribule variatia perioadei pierderii
de masi din partea uneia dintre componente. Iista de stele variabile a lui
I. N . Pierce [7 indicd necesitatea urmdririi momentelor minimelor
la aceastd binara.

ILa Observatorul astronomic din Cluj, aceastd variabild este urmérita
din vara anului 1948. Intre anii 1948—1951 a fost urmdriti vizual cu
ajutorul unei lunete ecuatoriale (D = 20 cm., F = 300 cm), evaludrile
de strilucire fiind ficute direct prin metoda lui Argelander si Nijland-
Blajko, obtinindu-se din 416 evaludri 24 momente ale minimelor prin-
cipale, 22 din acestea fiind publicate in anul 1952 [3].

In 1954 a fost reluatd urmirirea acestei stele pe cale fotografica cu
un telescop Newton (D = 50 cm, F = 250 cm.), ea fiind urmdritd si in
prezent. In cursul anilor 1954—1962, s-au obfinut pe plici Agfa-Astro,
circa 560 poze de citre membrii colectivului Observatorului, poze ale ciror
magnitudini au fost determinate cu evaludri pe plici prin metoda lui Arge-
lander si Nijland-Blajko. Din acestea at rezultat momentele a 53 minime
principale, cuprinse in tabloul minimelor (tabelul nr. 1). El indicd : mo-
mentul minimului principal exprimat in zile juliene si fractiuni de zi,
limitele erorii de determinarea momentelor minimelor, numirul de obser-
vatil si ponderea.

Din totalitatea minimelor accesibile, aranjate in ordinea producerii
lor a fost intocmit tabloul minimelor individuale (tabelul nr. 2). Cuprinde
234 minime, dintre care 157 sint date in tabloul similar al lui Tesevici
[10], la care au fost adiugate 14 minime din tabloul minimelor normale
al lui Broglia—Masani—Pestarino [1], 10 minime ale lui Lause
[61 si 55 minime proprii. Diferentele O—C, (observatie-calcul) sint date
fatd de elementele

' Min. hel. = J.D.D.2423523 4335 -- 0,81809444 E
calculate de Tesevici [9].
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Din minimele individuale grupate pe intervale de observatie, s-au
dedus minimele normale in numdr de 74, cuprinse in tabloul pozitiilor
medii (tabelul nr. 3). Ultimele coloane cuprind diferentele O—C calculate
pe baza diferitelor elemente date de Tesevici sl anume :

Reprezentind numdirul E de perioade in abscisd si diferentele O — C
in ordonatd, obtinem curba de variatie a perioadei pe un interval de
60 de ani, cu intreruperi intre anii 1902—1906, 19121914, 1918-—1921
si 1940—1943 unde nu sint observatii. IForma curbei — indicatd in fig.
1 — bazata pe difer entele O — C, calculate cu elementele de mai sus
ale lui Tesevici, aratd ¢d In prima parte (—10 000 << E < -+1000),
perioada de mai sus este prea scurtd, iar in partea doua (44 000 < E <
<2 17 000) perioada este prea lungi.

In consecinta, Tesevici 10} determini doud formule lniare si
anume :

— pentru —10 000 < E <~ 4000

Min. hel == J.I).2423523 4285 - 081309679, E
-— pentru 4000 << E < 17 000.

Cu aceste elemente au fost calculate diferentele O — C,, respectiv O — (',
din tabelul nr. 3.

Reprezentind grafic si aceste diferente, cu E in abscisd, se constati :

—— pentru —10 000 << £ < -1 000 perioada de (81809679 e corecti,

— pentru +4 000 << E <+ 13 000 perioada de 0¢,81809330 corespunde,

-— pentru +13 000 << £ << =17 000 perioada precedentd este prea
scurtd, diferentele O — C,; fiind numai pozitive si usor crescitoare.

Din acest motiv, pe baza ultimelor 46 minime normale din tabelul
nr. 3, prin metoda celor mai mici patrate, s-au dedus noile clemente liniare

Min.hel. = J.D.2423523 4398 -+ 0°,81809363. F
+73 +76

cu ajutorul cirora au fost calculate diferenfele O — C, din tabelul nr. 3.
Noile elemente, In limita erorilor de observatie, verifici minimele normale
din intervalul 4000 << E << +17 000. Ultimele doud minime normale in-
dicd o crestere a perioadei, fapt de verificat prin observatii ulterioare.

Neavind caracterul unei sinusoide, curba variatiei perioadei se pare
cd exclude ipoteza deplasdrii liniei apsizilor, ipoteza prezentei unui al treilea
corp, sau a regresiunii nodurilor.

Ipoteza pierderii de masd pare mai verosimild pentru a explica vari-
atia neregulatd a perioadei. Astfel W o od [13] aratd, pe baza elementelor
calculate de Dugan [4], ci variabila SZ Herculis, $i anume componenta
ei mai slabd este instabild, deci pierderea de masi este justificati. Elimi-
narea de materie se face cu preferin{d prin extremitdtile axei mici (b) a
componentei nestabile, ca fiind punctele cele mai apropiate de suprafafa
lui Jacobi. Dacd b; 2 by, eliminarea de masi este asigurati.
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&%)

In cazul de fatd, dupd Broglia—Masani—DPestarino 2
avem pentru componenta mai slabd elementele

in albastru: a, = 0,310, z = 0,126, / = 87° 83 de unde b, = 0,290

in galben a; = 0,315, 7 = 0,108, 7 = 877,99 de unde b, = 0,297
byim se deduce in functie de raportul maselor i, /m, din tabloul dat de
Wood [127. Raportul maselor s-a calculat din relatia masd-luminozitate
datd de Parenago-Masevici pentru stelele seriei principale de tipul spec-
tral O — G4,

L= 1,12 B

E]

Cu ajutorul luminozitdtilor componentelor date de Broglia—Masani—
Pestarino s-au obfinut valorile aproximative

in albastru: my/m, = 1,834 de unde by, — 0,317

in galben my [my = 1519 de unde by, = 0,332
care aratd cd componenta mai slabd a variabilei SZ Herculis este aproape
de limita stabilitatii, deci explicatia de mai sus este posibili. Dar necunos-
cind caracterele spectrale ale acestei componente, relafia masi-luminozi-
tate utilizatd mai sus trebule consideratd cu toatd rezerva.

Tabelul minimelor Tabelul nr. 1
o { Limitele |_ Nr. observagiilor B
Nr. ert Minime | erorii E r Pondere
AT D] 243.. 050001 | ramura | ramura Total
R " descend. | ascend.
o v - - d S . - ’ -
i 1919.4864 S12 4 4 8 2
2 4942 3910 18 6 5 11 2
3 951,3896 19 4 ) 10 3
4 | 964,4825 22 4 4 8 2
5 991,4780 : 6 0 6 1
6 ! 5005,3855 25 ! 2 3 35 i i
7 5010,2840 S 7 7 P
8 5019,2883 10 7 12 19 3
9 5033,2045 - I - 5 5 Ly
10 5229,5430 12 | 11 6 17 2
11 5328,5292 8 | 2 3 5 2
12 5338,3420 0 3 5 Ly
13 5360,4400 i - ! 5 0 5 L,
14 5625,5030 w12 | 7 4 11 3
15 5630,4088 10 2 2 4 1
16 5652,5010 | - 5 0 5 P
17 5657,4060 : 10 2 7 9 3
18 5661,4920 : - 8 0 8 14
19 5666,4035 - | 0 6 6 1
20 5684,4009 17 5 7 12 2
21 5688,4905 10 ! 9 3 12 2
22 5702,4005 25 6 8 14 1
23 5720,3963 w |7 6 13 2
24 5743,3138 — l 6 0 6 178
25 5770,3011 8 2 2 4 2
26 6021,4583 =210 6 7 13 2
27 6039,4568 19 1 7 2 9 2
28 6062,3610 : 13 ‘ 4 4 8 2
29 6121,2610 10 4 1 5 %
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Fab. . 1 (coniivuare)
| . | Limicen | e observagiiior
Nroct ]));Ilf;n{;x;h t':‘;)ﬂl ramura | raniura I Pondere
! ST COUL L descend. | aseend, Tota
30 61253572 - 8 ‘ 0 8 1
31 G130,2657 0 4 3 7 2
32 63544195 - ] 2 3 15
33 6372 42135 13 8 3 11 1
34 63814157 10 6 7 13 3
35 64763130 9 8 4 10 2
36 6409 2234 5 3 Q 5 1
37 65262201 1 3 2 7 t,
38 ; G672 4780 8 4 4 8 2
39 i 66865660 3 1 4 1
0 6773,2762 0 7 7 1
41 6804, 3680 0 10 10 1,
42 6809 2845 0 9 9 2
43 6845 2780 0 i 7 7 1
44 71054320 0 ; 7 7 1
45 i 7141,4305 0 ‘ 4 4 1
46 | 7155, 3300 - 2 5 7 1
47 7478,4876 - & 6 ‘ 6 12 2
48 ’ 7492,3930 13 7 | 7 14 2
49 ‘ 7514,4800 13 5 8 13 3
50 | 7519.3890 : 1 i 4 5 1
51 | 7779.5453 | 15 1 ; 8 9 1
52 | 7816 8210 i - i - i 9 9 1
53 ! 7924 3420 i | 1 i 5 6 1
Tabelul nv. 2
Tabelul minimelor individuale
|
. Minime . [N-rul
(::\rlt' heliocentrice Epoca % ﬂ((;ll minim ()l)‘;e:l::;)rul Observatii
: D.J. 24... ’ normal g1 surss
1 16041,116 -9146 26 1 Dugan-Wright [10]
2 7513,690 7346 —22 2 .
3 8459,414 6190 -15 3 Blajko [10]
4 8486,412 6157 — 14 3 -
5 8491,314 6151 —21 3 .
6 8495,406 6146 -~ 19 3
7 8495,407 6146 —18 4 [1]
8 8504,405 6135 —19 3 Blajko (107
9 8927,365 5618 - 14 5 Yost [10] min.normal (n==3
10 9477,121 4946 —17 6 1]
11 9525,390 4887 -16 7 Lehnert r10]
12 9663,643 4718 21 8 Shapley [10] min.normal (n=>5)
13 20499,739 3696 —17 9 — [1]
14 0770,533 3365 -13 10 Dugan [10] min,normal (n=4)
15 1137,040 2917 -12 11 - (] min.normal (n--2)
16 1522,374 2446 —10 12 — 1]
17 2994,941 646 -3 13 e (1]
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Tab. nr. 2 {continuare)

Minime N-rul
Nr. heliocentrice Epoca 8285’11 minim Obsiervatoml Observatii
ert. D.J. 24..., ! normal §1 sursa
18 23193,7395 403 — 5 14 Tesevici {1] min normal (n=23)
19 3518,523 6 — 2 15 . [10]
20 3519,347 5 4+ 4 15 .
21 3523,440 0 4+ 6 15 '
22 3532,439 + 11 + 6 15 .
23 3640,426 143 + 5 16 .
24 3653,514 159 + 3 16 .
25 3654,329 160 4 0 16 "
26 3658,420 165 + 1 16 ’s
27 3676,414 187 | + 3| 16 .
28 3681,328 193 + 2 16 .
29 3694,417 209 + 2 16 .
30 3705,0545 222 | & 4| 17 - (1] | minnormal (n=12)
31 3810,585 351 0 18 Tesevici [10]
32 3973,387 550 4+ 2 18 '
33 3978,2158 5586 L2 19 .y 1] min. normal (n:.4)
34 3982,388 561 + 4 18 Tesevici [10]
35 4355,435 1017 — 1 20 Kordylewski [10] min.normal (u =8)
36 4382,432 1050 — 1 21 Teseviei [10}
37 4467,517 1154 + 3 21 .
38 4525 595 1225 — 4 21 " [10]
39 4552,593 1258 — 3 21 .
40 4710,486 1451 . — 3| 22 .,
41 4724,393 1468 - 3 22 Vs
42 4760,385 1512 7 22 .
43 4765294 1518 — 7 22 .\
44 1787386 1545 — 2 29 .
45 5084,258 1908 0 23 .
46 5093,355 1918 | - 2 23 .
47 5098,259 1925 @ -~ 6 23 '
18 5102,351 1920 — 5 23 3
49 5107,260 1936 4 23 .
50 5331,419 2210 - 3 24 Vs
51 5721,6526 2687 — 1 25 — [1] min.normal (u-{
52 5776,468 2754 4 2 26 — [1}
53 5886,9085 2889 0 27 - 1] min.normal (n=35;
54 6462,0320 3592 4 4+ 3 28 - 1] min.normal (n=3:
55 6541,388 3688 1 4 4 29 Tesevici [10]
56 6717,278 3904 | 4- 4 30 | - [1] min.normal (n=23)
57 7157,413 4442 0 4 31 | Piotrowski [10]
58 7161502 447 o2 31
59 7175409 4464 =2 i 31 | Piotrowski [10]
60 7188,500 4480 | -3 31 y
61 7189,320 4481 ¢ - 51 31 Y
62 7197,497 4491 w1 0 81 Yy
63 7198,314 4492 0: 31 ! -
64 7197,300 4491 | + 4 32 | Mergentaler min.normal (n=6)
65 7247,403 4552 | 4 4| 33 | Piotrowski [10]
66 7342,302 4668 | 4- 4 | 33 B '
67 7557,462 4931 . 4+ 5, 34 'y
68 7571,367 4948 | + 21 34  TLause [6]
69 7579.,548 4958 | + 2 | 34 .
70 7589 368 4970 | 4+ 51 34

6 — Babeg—Bolyai: Matematici-Fizicd I/1964
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Tab. nr. 2 (continuare)

Nt 1 ‘I\‘hmm.e - 0--C, ‘\ -r.ul Observatorul

ert. 1eliocentrice | Lpoca 0z001 |Minim i sursa Observatii
D.J. 24..., ’ normal ? * servatil

71 27607,367 = 4992 | + 6| 34

72 7611,465 | 4997 | - 4| 34 .

73 7625364 ¢ 5014 | + 5| 35 .,

74 7629,452 | 5019 | + 3| 35 . ,

75 7629,451 | 5019 | + 2| 35 | Himpel 10

76 7652,256 | 5047 | + 0 35 | Lause 6

77 | 7656,453 | 5052 | + 6| 35 . |

78 | 7670,367 5069 | - 3| 35 | Piotrowski 00|

79 | 7697,356 | 5102 | 4 5| 36 | Lause 6]

80 | 771,261 | 5119 | - 2| 36 | Piotrowski 10

81 | 7890,419 | 5338 | + 3| 37 | Lause 107

82 | 7903,500 5354 | —11 | 37

83 | 7926417 5382 | — 1| 37 .

84 | 7930511 5387 | + 3| 87 | Piotrcwski [10]

85 | 7944,420 | 5404 | - 4| 37 | Lause 10}

86 | 7948,509 | 5409 31 37 .

87 | 7966,507 5431 ~ 3| 38 .

88 | 7980,413 5448 | + 1] 38 .

89 | 7984,503 5453 | 4+ 1| 38 .

90 7989,409 | 5459 | — 2| 38 .

91 | 7994,342 5465 | +22 | - .

92 | 8016,406 5492 | — 2| 38 .,

93 |  8038,463 5519 | —34 | 39 i

94 | 8066,314 5553 | - 2| 39 .

95 | 8075315 5564 | - 4| 39 .

96 | 8286,380 5822 | =+ 1] 40 | Piotrowski 10

97 | 8299,472 . 3838 | + 3| 40 | Lause 10°

98 | 8313,376 | 5855 | + 0| 40 .

99 8331,381 | 3877 | + 6] 40 . i

100 8366,560 5920 = 7. 40 , |

101 8367,373 5921 0+ 2 40 ,

102 | 8390,285 | 5949 | + 8 41 .

103 8398,460 5959 | + 2 41 . l

104 8399,280 . 3960 | - 4] 41 j

105 8430,366 5998 | 4 2 41 i

106 8457,365 - 6031 | +~ 4] 41 §

107 | 8466,362 | 6042 24 .

108 | 8664330 | 6284 | — 9| 42 .

109 8695431 6322 4 42 .

110 8713,427 6344 2 42 Piotrowski 10°

111 8717,516 6349 | - 1 42 | Lause 10

112 8718,339 6350 | - 6 42

118 © 8754331 ' 6394 | + 2 42 1

114 8790326 ! 6438 0 43 .

115 8803,420 6453 | =~ 5 43

116 | 8808,323 6460 | — 1| 43 .

117 8825320 6493 | — 1. 43 | Lausc 10

118 | 8844320 6504 | 0 43 "

119 | 8858230 6521 L3 43 .

120 8887,225 = 6532 . - 1 43 o

121 9077,477 | 6789 0 44 | Piotrowski 10

122 9086,475 6800 | — 1 44 "

123 6379,353 . 7158 | — 1 45 .




-

Nr.
crt.
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Tab. nr. 2 (continuare)
i | cornl |
Minime < | N-rul
heliocentrice Lpoca E 2’0(() 12 minim ()b?;r? atorul Observatii
D.J. 24, { ’ normal 1 sursa

| | . - :

| )

| 30062,364 9093 21 46 | fesevici oy !
0967,274 9099 1| 46 . ‘
0976,269 9110 5 46 . :

, 1596,386 9879 3 47 Piotrowski o

| 1605385 9890 21 47 3

! 1627,473 9906 4 47 "
1654,473 9939 1 47
1681,464 0972 747 . i
1704,375 10000 3 47 - i
1713,372 0011 5 47 .

i 2478,284 0946 -~ 11 48 Szezepanowska (10

L 2747,440 11275 8 49  Chis e
2752,353 1281 40 49 "
2765,448 1297 2 49 .
2788,346 1325 7 49 Szezepanowska (107
2806,349 1347 2 50 Chis
2820,255 1364 4 50
2824,344 1369 5 50 .
2829,253 1375 5 50 -
2847,250 1397 61 50 . !
3003,501 1588 11 51 Szezepanowska (10
3030,502 1621 -7 51 v
3039,502 ;1632 -6 31 Chis 110]
3066,504 | 1665 | — 1| 51 | Szczepanowska [10]
3116,406 ; 1726 ~ 3 52 Chis 1107}
3125,407 1737 -1 52 -
3152 400 1770 -3 52 .
3184,310 1809 1 52 -
3184,308 1809 3 52 Szezepanowska 10
3188,397 1814 4 52 Chis o
3211,304 | 1842 40 52 Szczepanowska (10
3358,561 | 12022 41 53 | Chis 10’
3390,475 2061 45 53 Szezepanowska [10]
3394,558 2066 - 31 53 Chis [10]
3399 461 2072 9| 53 | Szezepanowska [10]
3413,370 . 2089 71 33 Chis ) 107
3435458 | 2116 8 53 Szezepanowska 10
3453,457 2138 7 5 54 Chis 110
3476,363 2166 7 54 Vasilieva 10!
3489,453 2182 7 . 34 | Chis 10
3501,723 2197 8 . 55 | Nason-Mooreipe) 1107 !

: 3530,359 2232 61 34 Chis oy

L 3539,357 2243 7 1 534 | Szezepanowska 107
3750,423 2501 9 56

. 3890.319 2672 7 57 Chis 10°

. 3894 414 2677 | - 5 37

| 3903414 2688 | . 21 37

| 3904.238 o689 | 5 57
3931,226 2722 5 57 -
4248 650 13110 27 38 Ashbrook 10

. +488,351 3403 2. 89 Szezepanowska 10

L 4605,340 3346 1! 50
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Tab. nr. 2 (continuare)

Minime N-rul

Nr. heliocentrice Epoca ()Z_Cl minim Observatorul Observatii

crt. D.J. 24..., 0001 normal si sursa

176 34901,486 3908 -~ 5 60 Broglia, Masani,
Pestarino (pe) [1°

177 49055761 | 3913 | 5| 60 .

178 4919486 | 3930 | — 3| 61 | Chis

179 4923,5732 3935 | - 6| 60 | Broglia, Masani,
Pestarino (pe) (17

180 49423910 3958 -5 61 | Chig

181 4951,390 3969 . . 5 6l "

182 | 4964,483 3985 | . 2| 61 .

183 4987,3854 14013 — 6 60 Broglia, Masani,
Pestarino (pe) e

184 1991 478 4018 | - 3 62 | Chiy

185 5005386 | 4035 | . 3 62 o

186 5010,284 4041 14 62

187 5019,288 4052 | -~ 8| 62 i

188 5033,205 4069 L1 62 ,

189 5229 543 4309 . 4 63 ,

190 5328,529 4430 -7 63 |

191 5338,342 4442 o630, |

192 5347,349 1453 30 63 | Teseviei 0

193 5360,440 4469 2 63 | Chis ‘

194 5625503 | 4793 L2 64 "

195 | 3630409 | 4799 4. 64

196 5652501 4826 1 64 |

197 5657,406 | 4832 | 4 64 | ;

198 5661,492 4837 -9 64 ;

199 5666,404 4843 -5 64

200 5684.401 4865 -6 63

201 5688491 ¢ 4870 | 4 65

202 5702,401 4887 - 4| 63

203 5720,396 4909 - 8 65

204 5720,399 4909 5 63 | Tesevici 10!

205 | 5743,313 4937 3 65 Chis

206 ¢ 5770,301 4970 -6 65 .

207 6021,468 15277 4 66

208 $039,457 5299 -3 66

209 6G062,361 5327 - 6 66

210 6121,261 5399 . 9 67

211 6125 357 5404 - 3 67 !

212 6130,266 5410 — 3 67 ‘

213 6354,420 5684 71 68

214 6372422 3706 ¢ . 3. 68

215 6381,416 ;5717 | .. 8§ 68

216 6476315 | 5833 | — 8 69

217 6499 283 3861 | — 6 69

218 | 6526220 5804 | — 7 69

219 - 6672,478 168074 | — 6. 70

220 6686,566 6090 | — 7, 70

221 6773,276 6196 | —15 . 71

222 6804,368 6234 | —10 . 71

203 6809,285 6240 | — 21 71

224 6845278 6284 | — 5 71 . ;

225 | 7105432 6622 — 51 72 |
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Tab. nr. 2 (continuare)
I
Nt Minime %101104 . 0-¢, N‘-r'ul Obscervatorul ..
ert centrice Epoca (oo minim i sursa Observatii
D.J. 24....., norma:] !
! i |
226 37141,4315 | 6646 372 Chiy
227 7155,330 6663 11 72 .
228 7478,4867 17058 - 2 73 ,
229 7492,3930 7075 - 74 ,
230 7514,4800 7102 5 73
231 7519,3890 7108 4 73
232 7779,5453 17426 -2 74
233 7820,4410 7476 11 74
234 7924,3420 7603 - 8 74
Tabelul vr. 3
Tabelul pozitiilor medii
! - T ’
Eroarea, =2 N - - }
Nr. Epoca . Minim hel D) | £ Pon- 0G| 0-Cy 10-Cy O_Cag Interval
crt. E D.J. 24 in | E! dere o de epoci
070001}« | in 0,000 zile '
; y i
1 —9146 16041,116 L1 260 - 02 !
2 7346,  7513,690 1 220 | —05
3 6156) 8487,226 +13 15 181 1 103 G190 — — 6135
1 6146 8495407 1 180 | 00
5 53618: 8927,365 3 139 + 37
6 4946 9477,121 1 017 18
7 4887 9525, 390 1 160 | --05
8 4718,  9663,643 5
9 3696, 20499,739 1 !
10 3365 0770,553 4 |
11 2917  1137,040 =10 2
12 2446,  1522,364 1
13 6460 2994 941 1
14 — 403, 3193,7395 | 16 3!
15 0 3523437 | 20 | 4 | -
16 |+ 174 3665784 =10 7 ~je :
17 222 37050545 08 3 + 351 — - 361
18 507, 3933,209 =09 13
19 556, 3978,2958 -02 | 4 )
20 1017, 4355435 8
21 1178  4487,146 11| 3 + 1050~ -+ 1258
22 1499 4749,753 +10 | § 1451 — 1545
23 1924 5097 444 +12 {5 i 1908— 1936
24 2210, 5331,419 1 | i
25 2687, 5721,6526  +04 | 4 :
26 2754, 5776,468 1
27 2889, 5886,9085 | 403 | 5
28 3592) 6462,0320 | 402 | 3
29 3689 6541,388 1 +01 | 408
30 3904 6717,278 | 1 +01 | 407
31 4471, 7181,1365 & 07 | 7 , 14 =03 —01 4442 — 4492
32 44911 7197,5005 | 420 | 6 418 | +23
33 4610) 7294,8525 | +00 | 2 4 +07 | 411 4552 - 4662
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Lab. wy. 3 (conttnuare)
| | ‘Eroarea] 3 | i . o
\r.  {Epoca| Minim hel ‘ E G| Pon- |9 61}0 G 0 16 (4} Interval
rt. | E D.J. 24 | in | ‘g dere | ! ! N de epoci
| |070001. = l in 0,0001 zile
| ‘ ; ‘
34 4966/ 27586,0945 | 106 6 | 13 |+040 | 15 o170 4931 4997
35 5037 7644,1802 | £16 6 | 12 [4050 ! | 25 | 28 5014 — 5069
36 | 5111 77047175 | 113 | 2| 2 |:033 | L0912 5102-- 5119
37 | 5379, 7923,9623 & 221 6| 11 |-012 | | —83 | —31 | 5338 5409
38 5438/ 7988,5920 = .09 5 11 [-001 oo 19 5431 5492
39 | 5545 80597702 | 10 3! 5 {1030 | 12| +12 5519~ 35564
40 5872 8327,2871 | =13 6 | 13 1030 | , +15 0 15 5822 5921
41 ¢ 3990] 84238220 | 108 6 12 |4+028 +14 | 14 0 5949 6042
42 6341 87109721 16 1 6| 12 |1018 | | 08| 106 6284 6394
43 6486 88205947 . 08 | 7! 23 |.-007 | | —01 | —04 6438 — 6532
44 6794, 9081,5671 | —05 | 2| 5 =000 | | 05 08 6789- 6800
45 7158 9379,353 1 005 [ 05 10
46 9101] 30968,9084 | 12 3| 6 |.-026 | L04 6. 9093 .- 9110
47 9942 16569254 .. 6 7 | 15 [--030 | 0t | 13 9879 - 10011
48 10946 2478284 0 O I S N S D £ .70 1 -86
49 | 11205 27638070 | 24 | 4 5 | 032 ¢ 18 ) - 04 1127511325
50 | 11369 28243447 | 4 7 5 | 11 -045 C 03 | —16 . 1134711397
51 11627, 30354114 | + 3 4 6 | 062 [ —11{ —30 1158811665
52 11787/ 3166,3098 | . 6 7| 16 |--029 ’ 24 ’ +04 11726~ 11842
53 | 120711 33986476 | 20 | 6 | 11 -039 17 L =30 0 1202212116
54 12192, 34976343 = 3 5, 10 | -066 S09  —32 12108- 12243
55 | 12197, 3501,723 © — 1] 4 |—084 } ~27 1 .48 -
56 | 12501 3750,423 |3 -091 | L3052
57 12689 3904,2309 | =10 | 5| 9 |02 | 33| -08 ' 12672- 12722
58 | 13110; 4248650 113 |—016 | -5t 427
59 | 13474 45464355 22 025 D47 421 1340313546
60 | 13942 4929 3007 L4 16 {—055 | 221 —05 13904 14013
61 13961 4944 8464 |41 9 ]-.036, | 41| 14| 1393013985
62 | 14043 5011,9273 | ‘51 6 |-063 ! I 14 | —13 1401814069
63 | 14421 5321,1683 | 507 051 4310 —03 1430914460
64 | 14822 56492258 | 61 9 -035 P82 222 14793~ 14843
65 | 14909, 5720,3978 | L7011 057 | | -+31 . =01 | 1486514970
66 | 15301  6041,0920 (3] 6 |--045 {47 | 16 | 1527715327
67 | 15404 6125 3565 '3 35 (038 P56 24 15399 15410
68 | 15702 6369,1458 S 3 4,5 [ -066 | =31, -02  15684- 15717
69 | 15836 65008583 105 3. 3 | _073 | [ 26 08 | 15833- 15894
70 16074| 6673,4775 | P2 3 1—060 l [ r41 ] +07 1 1607416090
71 16240,  6809,2805 L4 45 |--068 | | 436 | 401 | 16196— 16284
72 | 16602) 71054320 (3 3 | -054 | L 53 { +18 | 16602 — 16663
73 | 17102 7514,4809 | 107 1 4| 8 {-037 . i 476 | +38 | 1705817108
74 17426 7779,5453 . 31 251061 | | --98 ] +59 | 17426- 17603
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OB  HM3MEHEHHW [EPHOAA @SOTOMETPHUECKOM IBOMHOW 3BE3.1bl
872 HERCULIS

(Peziwnre)

Ha ocnose wnabaiojennst  doromeTphuyeckoit gBofinoil  3sesjpt HZ HERCULLS
g 1954--1962 rr.. u3z 560 ¢oromerpruecknx naGmioaennii, npouszsejennbx B Kayxkcxoii
oGcepBATOpHH, OLLIO NMOAYueno 53 raasBHbix MiHiuvyMa. HMa coBoxynuocTh 234 JocTynHBEIX
MHHHMYMOB  Gbl1 cocTaBjed rpaduk HameHenuss nepuoga na 60 mer. M3 nocaexnnx 46
HOPMAMbLHBIX MHHIMVYMOB OblTH BbiBedeHbl HOBBIC 31€MEHThI:

Min. kel. = J. D.  2423523,4398 = 0.81809363. E
i 73 4 76

AeficTBHTe I bHble Jas WdTepsata 4000 < E < 17.000 VYcranosiaeho, coraacuo llecesnuy,

HeperyJsipHoe H3MeHeHHe Nepuoja M, Ha OCHoBe 3iemeHTOB bpoaua-Masaunu-Tlecrapuuo,

itoKa3piBaeTcsl npHbIMKeHHe noBepXHOCTH Gogee caafoil cocrasisiiouell K npeaeibHoOH

noBep XHOCcTH HKOGH, OTKY/1a NMPeACTaBIAeTCs BO3MOIKHBIN AONVIIEHHe H3MeHeHWS Tiepioaa

§.1arojlaps fnortepe Macchl . :

SUR LA VARIATION DE LA PERIODE DE LA BINAIRE PHOTOMETRIQUE SZ
HERCULIS

(Résumg

1’étude de la binaire photomitriqu: SZ Herculis entre les années 1854 --1962, grace
aux 560 observations faites a l'Observatoire de Cluj, a permis d'obtenir 53 minima princi-
paux. Avec la totalité de 234 minima accessibles on a établi le graphique de la variation
de la période pour 60 ans. Des 46 dorniers minima normaux ont été déduits les éléments
NONVeaux :

Min. hel. == J.D. 2423523 4398 -~ 0, 81809363.E
=73 -~ 76

valables pour 'intervalle 4000 < E < 17 000. On constate, en accord avec Tsesevitch, la varia-
tion irréguliére de la période ct, sur la base des éléments de Broglie —Masani -~ Pestarino, on
montre le rapprochement de la surface de la composante plus faible vers la surface limite
de Jacobi, ce quirend possible I'hvpothése de la variation de la période duc a la perte de
masse.






ORBITA PRELIMINARA A BINAREI FOTOMETRICE
V TRIANGULI

de
VASILE URECHE

Binara fotometrica V Trianguli a fost observatd la Observatorul astro-
nomic din Cluj, In intervalul 31 august 1953—25 februarie 1959, obtinin-
du-se 437 poze fotovizuale. Primele rezultate ale acestor observatii sianume
maguitudinile fotovizuale ale stelelor de comparatie, momentele a 25 mi-
minime principale $i a 5 minime secundare, elementele noi ale variatiei de
lumina si curba de lumind, au fost deja publicate [1, pentru obtinerea
lor s-u utilizat atunci metoda evaludrilor pe plici.

Pentru a obtine o curba de lumind mai precisd, care sd permitd deter-
minarca orbitel, magnitudinile variabilei V Triauguli au fost redeterminate
prin masurdri pe pldci cu ajutorul unui Schnellphotometer M2 Zeiss al
Laboratorului de spectroscopie al Universititii ,,Babes— Bolvai’’ din Cluj.
Ca stele de comparatie s-au utilizat stelele publicate in lucrarea citatd {1,

Din cele 137 de poze, 3 poze n-au putut fi mésurate din cauza unor
defecte de placd. Cu ajutorul celor 434 observatii individuale obtinute
(date in tabelul nr. 2), s-au format 44 puncte normale, care sint date in
tabelul nr. 1,in care, prima coloand reprezintia numirul de ordine al punc-
tului normal, a doua faza, a treia magnitudinea fotovizuald m,, a patra
numdrul de observatii individuale N ce intrd in formarea punctului normal
respectiv, iar a cincea ponderea p. Fazele au fost calculate cu elementele
date de Nijland [5. Momentul minimului principal corespunde fazei
0P9960; de aceea fazele date in tabelul ur. 1 sint mérite cu 020040 fatd de
cele obtinute prin calcul. Ponderea p s-a stabilit in felul urmitor : s-a
atribuit pouderea 1 observatiilor individuale obisnuite si ponderea 1/2
observatiilor individuale obfinute din poze necorespunzitoare (imagini
extrafocale, conditii slabe de vizibilitate), ponderea p fiind suma ponderilor
observatiilor individuale. Iiroarea medie piatratici a unui punct normal
este de 0703,

Pe baza tabelului nr. 1 s-a construit curba medie de lumind reprezentatd
in fig. 1. Din curba medie rezultd :
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90

— magnitudinea in maxim M = 10771

~— magnitudinea in minimul principal m, = 11278

—— magnitudinea in minimul secundar m, = 11205,
Curba de luminid aratd cd steaua V Trianguli aparfine tipului § Lyrae,
luminozitatea sistemului variind si intre eclipse.

m

106

n2}

116 } -

14,8} d .

N . . " Fozo
o7 [#2] 99

ofs a9

Fig. 1.
Pentru determinarea elementelor sistemului, curba de lumind se rec-
tificd, eliminind variagia de luminid datoratd elipticititii componentelor si

reflexiei. Rectificarea curbei de lumind s-a efectuat cu formula dati de
Martinov 4

s da = beos O - sin® - .
[’“.I — Lob la“ »il ‘nlor%'()(‘ Ca sing ‘ [1 - ‘i—{" C) c0s20 (1)
unde :
Lot — luminozitatea rectificata a sistemului,
"obs — luminozitatea observata,
0 — unghiul de fazi
a, b, o — coeficientii de rectificare, iar
A4 i € — constantele de reflexie.

Coeficientii de

rectificare @, b, ¢ s¢ determind prin metoda celor mai mici

pitrate, din ecuatii de conditie de forma :

lys = a — b cos 8 — ¢ cos20

(2)
scrise pentru fiecare punct normal situat in afara eclipselor. Determinarea
constantelor A si €, cere cunoasterea aproximativi a elementelor siste-
mului. Valorile ler definitive, ca si ale elementelor sistemului se obfin
prin aproximatii succesive.
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Pentru obfinerea primei aproximatii s-a aplicat metoda lui Schnel-
ler [67, utilizindu-se pentru rectificare formulele date in lucrarea citata
61, care nu contin constantele 4 si €. Aceastd metodd permite determi-
narea elementelor sistemului in ipoteza U. Prin aceasti metoda, valorile
k si a, ale raportului semiaxelor si respectiv fazei fotometrice maxime a
eclipsei, se chiin prin intersectia a doud curbe care reprezinta grafic depen-
dentele dintre k ¢i #,: una obfinutd din fazele partiale ale eclipsei, asa
cum se explicd in lucrarea citatd (6, & = £,(2y), a doua corespunzind uneia
din ecuatule
= Ha

% =1— i+

(3)

{7y
k2

%y = | — Ao+ (+)
unde 2, si 2, reprezintd respectiv luminozitatea sistemului in minimul
principal si in cel secundar. Dacd curba k&, (2,) se intersecteazi cu curba
(3), Inseamnd cd in minimul principal avem o ocultatie, dacd se intersec-
teazd cu curba (4) avem un tranzit.

Aplicarea metodei lui Schneller arata ca in minimul principal
are loc un tranzit, obfinindu-se solutia aproximativd » = 08 %, = 1,0.
Cu ajutorul acestor valori s-au gisit elementele :

a; = 0,481 — semiaxa mare a stelei mari

a, = 0,381 — semiaxa mare a stelei mici
L, = 0,948 —luminozitatea stelei mari
L, = 0,052 — luminozitatea stelei mici.
i = 83°2 —inclinarea planului orbitei.

Avind elementele aproximative ale orbitei, constantele de reflexic se deter-
mind cu formulele urmatoare :

A =03>4tsin7 (I,T + LA C=0,13sin7 (1? -+ L;)

oo, 3
2 141 (Ll; - T(lg)

. g 3 4
unde L¥= L, |a? + " a*|;
1 L S 4

1

Astfel s-au gisit 4 = 0,070 ; C = 0,026.

In continuare s-a trecut la rectificarea curbei de lumind cu ajutorul
formulei (1). Aplicarea acestei formule este dificild in cazul stelei V Trian-
guli din doud motive :

1" Elementele aproximative ale orbitei arati ¢4 duratele cclipselor
acoperd o fractiune mare de perioadd, rdminind un numir mic de puncte
normale in afara eclipselor, pentru care si se scrie ecuatii de conditie de
forma (2). Astfel determinarea coeficientilor a, b, ¢ devine nesigurd prin
metoda celor mai mici pétrate.

20 Coeficientul b se obfine negativ, contrar teoriei. Totusi valoarea sa
absolutd este mica, fiind in limita erorilor de observatie. Anume ) =
—0,015 4- 0,016.

In asemenea cazuri Martinov [4] propune si se ia & = 0 iar ¢
sd se determine grafic. Determinarea pe cale graficd a lui ¢ este nesigurd
din cauza dispersiei mari a punctelor normale in curba de lumind.
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in aceastd situatie s-a luat b = 0, ecuatia (2) reducindu-se la
lpps = @ —c cos? 0 (6)

Pentru 11 puncte normale situate nafara eclipselor s-au scris 11 ecu-
atii de condifie de forma (), carc, rezolvindu-se prin metoda celor mai
mici patrate au dat:

a = 0991 -+ ¢ = 0,178+
4 19
Cu ajutorul acestor valori si cu valorile 4, C date Inainte s-a efectuat recti-
ficarea curbei de luminid cu formula (1}.

S-a trecut apoi la determinarca elementelor sistemului in ipoteza U.

Factorul de elipticitate z s-a determinat cu formula

R c)
a

Aplicarea metodel lui Russell [4] pentru determinarca elementelor
sistemului n-a dat rezultate, neobtinindu-se intersecia curbelor care deter-
minid pe £ si o,. De aceea s-a aplicat in continuare tot metoda lui
Schneller [67, pentru curba rectificatd cu ajutorul formulei (1).

Prin aproximatii succesive, s-au obtinut peutru constantele A, C si
z, dupd a treia aproximatie, valorile :

A =0074:  ==0027; ===0413.

Cu ajutorul acestor valori s-a efectuat ultima rectificare, curba rectificatd
corespunzitoare fiind reprezentata grafic in fig. 2.

Din curba de lumind rectificats, luind ca unitate luminozitatea siste--
mului In maxim, se obtine :

e -

i
Y purct @ curbo rectdficero
+ punct W curba teoreticd
w06 |
4+ %% 4 ¢ & S
wsl| * } + . oy . 3 v sy s
% R by ¢
: o T
H * Fe
70 1 ..' +
1 A 1
ke (L3N 3
121 * M
.
E *
. . .
+o ¥
(ads +* :: :
"t "
776}
= N . . N N . . . J Fozo
0/'% 0 02 04 a6 08 o
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74 = 0,6058 — luminozitatea sistemului in minimul principal,
2o = 0,9120 — luminozitatea sistemului in minimul secundar. Aplicind

metoda lui Schneller, s-au obfinut, dupd ultima rectificare, urmai-
toarele valori pentru elementele sistemului :

Semiaxa mare a stelel mari a, = 0,491
Semiaxa mare a stelei mici a, = 0,393
Semiaxa micd a stelei mari b, = 0373
Semiaxa micd a stelei mici by, = 0,298
Semiaxa polard a stelei mari. 6 = 0,294
Semiaxa polard a stelel mici ¢, = 0,235
Raportul semiaxelor celor doud stele k= 080

Inclinarea planului orbitei 7 = 80°8
Faza fotometricd maximi (tranzit) o, = 0,86

Eixcentricitatea sectiunii ecuatoriale £ == 0,651
ILuminozitatea stelei mari L, = 0,898
Luminozitatea stelei mici L, = 0,102
Raportul strilucirilor superficiale JilJa= 3,6¢

Pentru determinarea elementelor sistemului s-a aplicat deasement si
metoda lui Fetlaar (4. Intersectia curbelor care determind pe k si 7,
conduce prin aceastd metoda deasemeni la solutia : £ = 0,80; =, = 0,36
—1in concordantd cu metoda lui Schneller

Cu ajutorul elementelor date mai sus, s-a calculat curba teoreticd de
luming, reprezentatd grafic in fig. 2. Curba teoreticd concordd satisficitor
cu observatiile in limita erorilor de observatic. O concordantd mai buni,
prin variatia elementelor, nu s-a putut obtine, din cauza asimetriei curbei
de lumind obsevate.

Elementele sistemului Vo Trianguli au fost calculate deasemeni de
Gaposchkin {2, pe baza curbel de lumind obtinute de Hoffmeis-
ter [37 prin evaludri vizuale.

Valoarea lui £ obtinutd in lucrarca de fatd concordd cu valoarea obti-
nutd de Gaposchkin, deasementtipul eclipsei. Dimensiunile relative
ale componentelor nu concorda s sd, valorile obtinute In lucrarea de fatd
fiind mai mari decit cele obtinute de G aposchkin, Deasemeni existd
o micd diferentd si Intre hwminozititile corespunzitoare ale componentelor.
Toate acestea se datoresc probabil metodelor diferite de rectificare a curbe-
lor de lumind observate ca si unor mici diferente In insest aceste curbe,
obtinute prin metode diferite.

Pentru explicarea asimetriel curbei de lumind i stabilirea cauzel ei
sint necesarc metode mai precise de observare a variatiei de lumini a sis-
temului (metode fotoelectrice). '

incercarca de a determina clementele sistemului in ipoteza D sau
pentru o valoare intermediard a coeficientului de Intunecare spre margine
nu a dat rezultat, deoarece curbele care determind solutia &, «, nu se inter-
secteazd in interiorul domeniului de definitie al acestor mirimi, ci iIn afara lui.

Nu s-a Incercat determinarea unei orbite eliptice, Intrucit observatiile
nu sint suficient de precise pentru « permite aceasta.

In incheiere exprim, pe aceastd cale, sincere mulfumiri prof. Gheorghe
Chis pentru ajutorul acordat in efectuarea acestei lucrari.



94 V. URECHE G
Tubel 1
I"'uncte normale
B S i - —
Nr. ! I Nr.
pet. Faza my, N . p pet. Faza my N P
norni i lnorm | ; ]
t i i
i P m i ' p m [
10,0012 11,78 16+ 8 23 0 4335 10,94 10 10
2 0,0089 1,70 10+ 75 24 0 ,4647 11,02 8 8
3 00,0156 11 .64 10 1 9 25 0 4902 11,05 8 8
4 0,0214 11,59 10 ¢ 85 26 0 .5147 11,04 8 7,5
5 0.,0312 11,48 10 85 27 05562 10,94 10 9.5
6 0,0398 11 .38 10 10 28 0 ,6310 10 86 10 10
7 0,0472 i1.33 10 ¢ 85 29 0.,7016 10,78 10 9
8 0 ,0559 11,22 10 1 85 30 0 ,7491 . 10,74 10 | 75
9 . 0,0659 11,17 10 9 31 0 ,8093 10,77 10 9
10 0,0737 11,11 10 9 32 0 ,8364 10 .84 10 9
11 ¢ ,0829 11,04 10 9.5 33 0,8563 10 84 10 9
12 0,0941 10,97 10 9 34 ' 0 8776 10,92 10 95
13 0,1063 10,91 10 9.5 35 0 ,8985 10,99 10 10
14 01212 10,89 10 10 36 . 0,9130  : 11,08 10 10
15 0.1424 ¢ 10 .82 10 10, 37 L0 ,9253 o114 10 9
16 0,1602 C10.79 10 95 : 38 | 0,9369 P21 10 9,5
17 0,1756 10,78 10 9 = 39 ! 00,9458 | 11,27 10 8,5
18 0,1950 10,77 10 9 40 0 ,9557 ¢ 11 .36 10 8,5
19 0 ,2206 10,76 0 .9 41 0.,9667 | 11,49 | 10 © 95
20 00,2507 10,74 10 ;9 42 ‘ 0,9752 l 11,57 10 | 95
21 0,3077 10,77 10 1 9 43 . 0.,9843 | 11 .62 10 | 85
22 0 ,3880 10 .85 10 10 44 0 ,9931 C11 .69 19 © 85
Tabel 2
Observatii individuale
D.J. hel. D.J hel. 1 D.J. hel. | D.J. hol. |
24% ..... Mpy 243, 1 Mor 24%. T 24.%. e
. b I B do
m i m l ! m 1 I m
4621,4076 10,78 . 5749,4191 | 11,18 6093,4836 ¢ 10,95 | 6137,5273 ¢ 10,76
623,4415 10,99 4316 11,38 4907 10,87 | 5339 10,89
,4592 11,00 A441 0 11,80 4975 10,92 5451 1 10,81
4974 11,29 4643 11,52 B044 11,06 5513 10,81
624,5126 10,59 4781 11,41 | Sl ! 11,131 ,5583 10,82
5307 10,60 4920 11,15 107 4696 10,79 5643 10,75
5460 10,64 5059 1 11,02 ‘ 4765 10,82 ! 5756 10,75
5599 10,51 5198 | 10,91 4835 10,751 143,2293 10,95
5724 10,52 5338 10,88 4904 10,74 2348 11,00
5862 10,73 759,3113 10,84 4973 10,81 2418 10,98
,6001 10,71 3252 10,96 5043 10,86 2487 11,16
,6105 10,74 .3565 11,20 S1i4 10,78 2557 11,19
625 3988 | 10,71 3676 11,26 5217 11,11 2619 11,20
4127 10,65 3780 11,35 119.2651 11,23 2675 11,25
4266 | 10,75 3912 11,69 | 2699 11,31 | 2730 11,37
4453 10,65 4016 11,75 2748 11,35 2786 11,46
5037 10,75 4127 11,57 2797 ¢ 11,44 (2841 11,57




~J

D.J. hel.
243....,

1625,5183
5041,4463
4518
,4574
4643
4713
L4782
,4907
,4990
,5060
,5129
,5199
048,3393
,3463
,3532
,5602
,3671
.3740
,3810
.3879
,3949
,4018
,4088
4157
054,2753
7424198
4275
,4344
4414
,4490
4552
4622
L4705
4761
4830
4900
749, 4018
6158,4410
,4500
4611
L4695
4765
4848
,4967
,5046
5129
5188
5250
.3323

53410 ¢

,5479
5542

5603
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Tabel 2 (routuzzmre}
S ,,?ﬂ i R
m, 2‘4’;3.: S IS Il B P
[ A I A b S N
‘| m i m m
10,96 | 5759,4224 1,41 61192845 | 11,85 614% 2011 11,86
1077 | 4419 11,44 2022 1 11,83 2953 11,78
10,68 | 763,3007 10,87 i 2070 1 11,83 2994 11,93
10,82 | 3146 10,79 3019 1 11,76 ? 3036 11,83
10,70 3264 1075 | 3067 |+ 11,68 3078 11,66
10,71 3389 10,75 3116 11,52 3147 11,48
10,59 4681 11,14 3192 11,52 3189 ¢« 11,48
10,73 4820 11,37 3244 11,31 3234 | 11,31
10,69 4952 11,66 3298 11,29 3286 11,28
10,64 5091 1 11,52 3394 11,16 3334 11,27
10,66 | 5223 11,28 3491 11,02 157,3299 11,45
10,61 | 7734025 | 1103 | 3581 | 10,85 3341 | 11,64
11,41 | L4150 11,15 3678 | 10,68 .3381 11,59
11,57 4218 11,25 3873 | 10,66 | 3424 11,63
11,70 | 4288 11,33 | 3970 | 10,52 | 3464 11,66
11,78 | 4357 11,42 ,4087 10,58 ,3507 11,61
11,90 | 4448 11,79 137,3860 11,05 3549 } 11,41
11,94 4503 11,76 3916 1 11,02 .3591 11,45
11,76 | ,4635 11,45 ,3985 11,07 ,3799 11,04
11,74 4718 11,25 L4055 11,09 3911 11,05
11,52 4774 11,23 4131 11,32 | 4036 10,90
11,48 4847 11,18 ,4193 11,43 ,4105 10,86
11,33 ,4914 10,97 4277 1,57 § 4209 10,87
11,25 | L4983 10,85 ,4333 11,59 4279 10,96
1098 5115 10,82 4409 11,57 4348 10,92
11,53 ,5191 10,69 | 4471 11,71 4417 10,71
11,58 | 5250 | 10,74 4542 1 11,46 4494 ¢ 10,84
11,73 ¢ ,5420 10,57 4612 1 11,51 | 4556 | 10,67
11,61 } 790.3491 10,80 4683 11,37 | L4685 10,77
11,81 ! ,3634 11,03 | 4763 11,19 | 4786 10,70
11,26 3700 0 11,09 4819 11,05 ,1855 10,69
11,04 ,3784 11,19 4888 11,10 4924 10,75
11,13 ,3838 11,22 4958 10,93 158,4028 10,71
11,14 | 6093,4503 10,78 3027 11,01 4111 10,81
11,05 4558 10,76 3098 10,82 4233 10,91
11,01 4628 10,81 5168 10,99 4320 10.88
10,98 4704 10,89 ‘
10,88 | 6220,2708 11,01 6490,4691 10,85  6540,3961 10,98
10,94 | 2806 | 1091 194 2577 4127 10,94
11,20 2924 10,91 2770 4301 10,94
11,30 .3014 10,83 ,2930 4482 10,85
11,03 L3125 10,79 | 500,3005 ,4586 10,82
11,52 | ,3222 10,76 ,3186 541,4515 10,91
11,75 | 2322271 11,45 } 3311 4654 10,84
11,61 | ,2521 11,47 | ,3471 4793 10,94
1,94 | 12729 11,32 ,3603 4932 11,01
11,66 2889 11,10 501,4400 5070 10,97
11,73 13028 10,92 4519 .5209 11,06
11,47 2342572 10,96 4681 349 3856 10,98
11,38 ;2801 ¢ 11,11 4816 - 3974 11,15
11,30 (2878 11,10 4900 589 2076 11,49
11.15 2054 10,86 Aun7 2166 11,67
.02 3030 10,99 5108 0237 11,86
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Tabel 2 (coniinuare)

| | |

D. T. hel. D. 7. hel. D. 7. hel. D. 1. hel.

245;,“, Mpy _>1§I L My zxg Mpy 243;.., m,,
_‘J” e e .

| m | j m ; m | m
6158,5674 | 10,98 ‘ 62343107 © 11,04 | 6501,5288 10,85 | 6589,2347 11,74
5743 1 11,01 ,3197 | 10,82 | 5386 10,94 12437 11,47
165,4249 10,81 | 484,2731 1 10,79 ! 5545 10,83 ,2541 11,28
14332 10,89 | 2912 | 10,69 | 504,3739 11,54 ,2653 | 11,08
4409 11,11 3011 | 10,78 | 507,2920 | 11,70 2778 11,03
,4478 10,96 3120 1 10,78 ,3101 11,56 | ,2916 10,96
4584 10,93 | 3792 0 1087 3247 11,29 ,3062 10,74
4658 10,98 3889 1 10,81 3413 10,99 ,3208 10,93
4756 11,09 3983, 10,82 3524 10,85 ,3333 . 10,81
4832 11,19 4108 . 1098 ,3656 10,95 595,3255 11,04
4910 ¢ 11,16 4184 11,04 3767 10,89 ,3369 10,96
5124 1 11,60 4255 1121 513,3376 10,88 3480 11,10
182 3184 10,88 4323 1121 3515 10,82 ,3591 11,04
3253 10,83 L4399 1145 | 3654 10,87 3696 11,18
13323 10,78 | A331 . 11,53 | 13793 10,92 ,3890 11,20
13392 10,79 | 4594 11,75 3932 10,95 605,2905 10,94
3462 10,75 4698 11,70 | L4085 11,08 3169 11,01
13531 10,74 4781 11,65 4210 10,94 610,2562 11,13
183,3466 10,91 4948 11,38 A349 11,17 2707 ¢+ 11,79
;3758 | 10,98 5010 11,29 4301 | 11,10 2798 11,76
208,3174 10,87 5087 11,12 4840 0 11,00 2903 11,85
13389 10,79 5136 11,03 4779 10,94 ,3006 11,36
3486 10.88 L3260 10,96 4904 10,92 3110 11,12
3390 10,80 4902691 i 3043 10,94 3214 11,00
L3694 10.64 2837 1141 327,3366 ¢ 10,80 3318 10,96
3798 0 10,90 2935 11,37 8705 10,77 | 620,2214 | 11,51
39083 . 10,689 3073 155 3844 10,86 ,2308 | 11,65
19,2835 10,74 3191 11.74 | 4011 10,81 ,2388 1 11,80
3037 10,83 3316 11,69 4122 ‘ 10,75 ,2513 | 11,53
3162 0 11,11 3441 11,53 1 3282369 1 10,82 2634 | 11,49
3259 | 11,21 3580 11.23 V2487 1 10,80 2756 | 11,22
L3363 11,30 3681 11,15 2626 1 10,75 2874 | 11,12
V3467 0 11,37 L3788 11,06 2765 10,82 623,2623 10,76
220 20680 10,83 3908 10,96 530.3442 10,90 2765 10,79
L2181 10,87 4024 10,91 3630 . 10,88 2907 10.78
L2292 11,03 4163 10,84 540.3364 11,02 L3046 10,72
J2389 . 11,02 4274 10,90 35300 11,00 ,3185 | 10.86
,2493 1 11,01 4413 10,86 .3669 10,96 ¢ 3324 1 10,70
2604 11,08 43302 10,81 3822 1 10,94 3463 | 10,84
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MMPEABAPHUTEJIbHAY OPBHTA ®OTOMETPHUUECKON BUHAPHOU
V" TRIANGULI

(Peswye)

B nauiofi padore aBTOp UPHBOAHT KpuBylo Ogecka QoTtoMeTpuueckoii OHHApPHOI
V Trianguli, noavueunywo u3 434  $oroBu3yadbHBIX  CHHMKOB, MPOH3BEJEHHBIX
8 Kayxcekoil Acrporomiueckoit OGeepBaropuu, B nepHox 31 asrycra 1953r.—-23 despaas
1959 r., HaMepeHHBIX C MOMOWIbIO LIHeLIdoToMeTpa M2 Zeiss. (Briio mosayueno 44 Hopmain-
HEIX TOYKH).

K]Z)HBHH, Haest H23HAYHTSILHYIO aACHMMETPHIO, HMeeT I[ipéjieqdbHblie 3Bé3ﬂl{b{€ BEJUYUH HBI
M o= 10m, 74y gy = 119 78; o, = 1im, 05.

M3 xpupoit Gjecka ObLTH OnpejlesieHbl 3JeMeHTh CHCTeMbl B THOoTese U, HOCpeacTBoM
npHyenenuss meroros ‘luernepa u dersaapa, noayums

7z = 0,413, k= 0,80; o, = 0,86 (rpausnr); a, = 0,491; i = 80°,8
L, = 0.898: 1, = 0102 J,/T, = 5,63

IJORBITI, PRELIMINAIRE DE LA BINAIRE PHOTOMETRIQUE V TRIANGULI

(R é¢sum ¢)

I auteur présente la courbe de lumiére de la binaire photométrique V Trianguli, obtenue
grice a 434 poses photovisuslles, effectuées a 1'Observatoire Astronomique de Cluj, entre le
31 aofit 1953 et le 23 féviier 1959, et mesurées & aide d'un Schnellphotometer M2 Zeiss ; elles
contiennent 44 points normaux. La courbe (ui présente une légére asymétrie, a les magnitudes
extrémes M = 10074 my == 117785 m, = 11705,

A partir de la courbe de lumiére on a déterminé les éléments du systéme dans I'hypo-
thése U, par application des méthodes de Schneller et TFetlaar; on a obtenu
2= 0,413 ; k=080 u, =086 (transit); a, = 0, 491; { = 80°,8
L, = 0.898; Ly, =0,102; J,/], = 5,63.

7 — Buabeg—Bolyai: Matematicad-Fizicd 1/1964
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Steana variabila DF Adguarti este una dintre stelele pufin studiate.
In Catalogul General de stele variabile [1], pe baza observatiilor lui $
Thorndyke, sint date limitele variatiel luminozititii acestei stele.
Max. = 13,8, Min. = 15,1 si tipul RR Lyrae. Din literatura existentd pini
in prezent, se constatd cd clementele variafiel luminozitafii nu au fost
determinate pind acum.

In urma indicatiilor primite din partea profesorului V. P. Tesevici
(Odesa), steaua variabila DP Aguarii a fost inclusa in planul de observatii
al Observatorului astronomic din Cluj. Astfel, in intervalul de la 3.VIII
pind la 26. IX a anului 1962, s-au obfinut 247 observatii fotografice. Aceste
observatii au fost efectuate cu ajutorul reflectorului de tip Newton (D =
=00 cm, I = 2560 cm) pe placi Guilleminot (superfulgur).

Strilucirea variabilei a fost evaluatd pe placi prin metoda lui Ar ge-
lander. Magnitudinile stelelor de comparatie au fost determinate prin
fotografierea regiunii stelei variabile si a Secventei Polare pe acelasi cliseu
(in total am obtinut 8 clisee), iar pentru trecerea de la magnitudinile ste-
lelor din Secventd la magnitudinile stelelor de comparatie, am utilizat
microfotometrul , Hartmann’'.

Stelele de comparatie utilizate sint indicate pe fig. 1 (coordonatele =z
s1 & fiind raportate la epoca 1855,0), iar magnitudinile acestora sint date
in tabelul 1, unde =este eroarea medie pdtraticd cu care a fost determinata
magnitudinea respectiva, iar s reprezinti numdrul gradelor de lumino-
zitate obtinute prin utilizarea metodei lui Argelander.

Tabel 1
-~ _‘-,‘![ ,,,,, | .
* ~ . e
i mpg z ’ s \ mpg l € S
|

a 13.55 + 0,088 . 195 { e “ 14,61 { 10,048 \ 6,9

b 13,69 103 L170 f L1480 | 023 | 30

¢ 14,00 057 185 g | 1300 028 0,0

d 14,41 068 Logo ! ] 1
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Tabel 2
Numadr de observatii 7‘:'7 h
Max. hel. T = 0-C 5
D.J. 2437, .. ramura ramura 2 - ‘
ascend. descend. =
| B,

884,451 2 : 6 i 10,003 0
885,339 — 4 y 10,001 2
888,454 5 2 1 0,000 9
896,465 6 — Y, --0,001 27
901,362 3 7 2 0,000 38
902,253 — 6 1/, 40,001 40
904,478 4 5 2 0,000 45
905,369 4 11 2 40,001 47
906,255 - 4 1, -0,003 49
909,374 4 8 2 0,000 56
910,264 1 8 1 0,000 58
926,288 - 7 1, +0,001 94
934,299 5 8 3 0,000 112
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Pentru trecerea de la grade de luminozitate s la magnitudini stelare

fotografice m._, am obtinut urmatoarca relatie
& Pg b

M 4y 15,07—0,078 - s

Observatiile individuale sint date in tabelul nr. 4, iar pentru construirea
curbei medii a fost necesard determinarea prmlelor elemente ale variatiei
luminozititii. In acest scop, din observatiile date in tabelul nr. 4, am deter-
minat momentele a 13 maxime care sint date in tabelul nr. 2.

Din analiza momentelor maximelor din prima coloana a tabelului nr. 2
am determinat primele elemente ale stelel DP Aguarii -

Max.hel. = D). J.24378%84 448 - 074451 - I

Cu ajutorul acestor elemente am calculat diferengele O — C din penultima
coloand a tabelului 2.

Tabel 3
‘{1:(/11‘( o I n i]’um medie | m, n | Faza medie L. 1
| | ' | \

040065 13,70 6 021597 1471 6 | %3333 14,79 [}
0146 | 13,76 | 6 L1846 | ]4,82 7 ,3415 L1476 6
L0228 © 13,83 6 2026 14,83 7 , 3521 L 14,77 6
L0338 13,94 6 ¢ 2156 14.76 6 3621 14,76 6
,0407 1406 6 1 2256 14,80 6 3714 14,80 6
0518 14,09 S | ,2365 14,80 6 3812 14,78 6
,0632 4,15 0 6 2511 14,76 6 ,3849 o 14,81 6
L0697 1415 | 6 L2602 14.84 6 3947 14,73 6
0735 o420 0 8 2689 14,79 5 4042 Co 14,49 6
L0862 4,25 6 .2792 1483 | 6 ,4136 14,19 6
0985 14.40 8 2895 14,82 8 14280 1386 6
L1124 14,48 [ 3027 14,85 6 4385 13,74 6
L1203 14,69 6 3123 - 14,80 [§ 0,0019 1 3,/(7 [

0.1450 ; ]4,68 G 0.3232 © 1485 3

Pentru construirca curbel medii, cu ajutorul elementelor obginute mai
sus, am calculat fazele corespunzidtoare fiecirei observatii. Astfel, cele
247 observatii din tabelul nr. 4, au fost grupate in 41 puncte normale, obtinind,
in modul acesta, curba medic de variatie a luminozitifii, care este data
numeric fu tabelul 3 i grafic in fig. 2.

Din curba de lumina se obtin urmdtoarele limite Intre care variazd
luminozitatea :

Max. — 13772, Min, = 14732,
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Fig 2.
Curba de lumini a stelei DI’ Aquarii este asimetricd, ramura ascen-
dentd avind o pantd mai mare decit ramura descendenti. Utilizind expresia
asimetriei in magnitudine

{
i ”LTI"'[’ o ‘)' (”lmax ‘L 1”mm)y

A

obtinem & == 0,b.

Din examinarea curbei de lumiud $i asimetria ci, rezultd ca steaua
variabili DP Aqguarii poate fi incadratd intre stelele de tipul RR ILyrae,
subclasa RRa.

Tabel 4
| 1 )
D. T hel. ' D. T hel. D. J. hel. D, 1. hel.
2437 Wpy o 2437, Moy 2437 ... Woe | 2437, Wpg
| !
$82,4112 14,84 8833853 1476 | 881,4887 | 13,94 | $883843 1484
4254 14,80 14089 14,84 4085 | 1402 1 3947 | 14.84
L4467 14,84 .4200 14,84 5124 0 1413 4030 | 1484
4533 14,84 L4380 14,80 5249 1 1420 4204 | 14,40
4963 14.84 4519 14,80 | 8845347 | 1428 4308 = 14,27
8825081 14,80 4617 14,80 | 8854031 | 1402 4447 | 13,90
8838207 1476 8834714 14,80 4143 1409 4551 . 13,78
8311 1476 1 8843621 14,64 4258 14,20 4759 | 13,78
34386 14,76 L3884 14,80 4358 1445 1 8884912 | 13,90
3547 0 14,84 4534 13.78 | 8854718 14,76 | 8944568 | 14,76
3735 1487 4804 | 1398 | 8883489 14.68 4755 14,80
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Tabel & {continuared
D. J. hel. D. J. hel. D. J. hel. D. J. hel,
2437 . Mog 2437, Moy 2437, Mpg 2437. .. Mg
8944940 14,76 | 902,3630 | 1448 | 9055305 14,76 | 910,2770 | 13,78
896.3201 1484 14278 14,80 | 9062942 14,04 ;2861 13,86
13345 14,76 . 4400 14,80 ,3081 14,13 ,3083 13,98
3437 14,84 ,4532 14,84 , 3254 14,12 , 3179 14,02
3527 14,72 L4588 14,76 , 3459 14,20 3277 14,17
3602 14,76 | ,4817 14 84 906,4928 14,68 ,3628 14.5‘.’
.3868 14,76 ; ,4924 14,84 907,2788 14,76 910,4111 14,68
13951 1484 | 5136 14.84 13052 14.68 | 911.30690 @ 14,72
,4048 1474 ,5303 14,84 13149 14,68 13394 14,99
(4208 1428 | 902,5560 14.84 13205 1476 911,3547 = 14,99
1611 13,73 | 903,4060 | 14,99 | 3476 = 14.84 | 912,2080 14,76
.4699 13,57 ; ,4390 14,99 ,3670 14,84 " ,3080 14,76
896,4798 13,47 | 903,4613 14,90 ,3840 14,87 ,3188 14,80
898,3549 14,35 904,2879 14,80 ,4503 1476 | ,3285 | 14,84
3660 14,37 L3060 14.80 L4587 14,901 | 3375 | 14,91
,3744 14,52 | 3160 14,84 | 907,4737 1484 3528 14.84
3889 14,68 | ,3389 14,84 | 9082784 14,76 i ,3632 ¢ 14,91
13994 14,76 3463 14,76 12805 14,84 . 9123775 | 14,84
4107 14.80 '3636 14.80 13013 1491 | 9132618 | 14.84
4280 14,84 3741 14.80 3124 1484 2723 1478
(4375 14,76 | 3834 14,84 ,3215 14,84 | L2813 14.76
L4480 14,84 L3931 ¢ 1474 ,3305 14,76 | L2896 14,76
4607 1484 | ,4109 14,84 | ,3472 14,80 (2963 | 14,84
4737 14,76 ,4292 14,72 ,3555 14,72 ,3091 1 14,91
4913 14,76 4386 14,68 ,3652 14,80 3178 ! 14,76
,4989 14.76 4484 14,60 3742 14,76 | ,3266 14,76
5104 1476 | 4633 | 13,98 .3837 1476 | ,3379 14,51
5180 1484 | 4737 1374 .3923 1472 | 913,3433 14.52
15307 14,84 ,4860 13,60 | ,4041 14,76 | 9253219 14,76
898,5412 14,80 4980 13,77 | 4131 14,80 ,3357 14 84
899, 3444 14,68 5188 | 1413 | 908.4305 14,76 | 925,3489 14.56
'3541 14,68 15302 1420 9092731 14.80 | 9262886 13,82
3624 14,76 904,5459 | 14,24 ,2847 14,76 | ,2977 13,90
.3847 14,68 9052909 | 14,76 2986 14,72 '3088 13,82
$99,3944 14,68 3083 | 1484 13124 14,76 13192 13,94
a01,3309 14.03 3180 | 14,76 13216 14,76 | 13296 14,06
'3420) 13.98 3281 14.24 13424 14,24 3400 14.06
.3545 13,57 ,3448 13,90 ,3556 13,94 ! 926,3496 14,21
3677 13,57 13559 | 13,69 13695 13.86 | 934,2364 14,81
4333 14,32 3673 | 1377 4112 14,13 | 12545 14,68
4451 14,32 3749 | 1382 14242 14,13 | ,2635 14,13
4534 14 45 L3826 1 13,82 4388 14 20 ,2712 . 13,78
1659 14,52 J3909 0 13,90 4489 14 20 ,2823 i 13,69
4746 14,76 ,3993 14,02 ,4583 14,28 | ,2899 | 13,65
14909 14.72 4152 14,06 14757 14928 12982 13,69
901,5013 14,76 | 4200 | 1417 4896 14,36 ,3052 13,78
902,2747 13,69 L4385 0 1413 .5028 14,40 ,3135 13,82
2847 13.78 4552 14924 5173 14,51 3246 13,94
3227 14,13 4722 1 14,56 ‘ 909,5278 1459 3371 14,13
.3338 14,20 4930 ‘ 1476 | 910,2658 13,82 | 3594 14,13
3497 14,20 5023 11476 | 9343723 14,29

i
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DP AQUARIIL
(Pesiwove)
B npomexyrtke mexay 5. VIII.—26. 1 X/1962 r.. fviio npenaeeiero 247 dororpa-

(pHyeCKHX HAOMIOJEHHIT, H3 KOTOPBIX HOJIVHHIOCH 13 MAKCHMYMOB. C fOMOLLIBIO KOTOPHIX
ObITH BBIBEAEHBl CJAeAVIOULHe 3J1eMEeHThI:

Max. helo = Do J. 24378841148 - 0%4451.FE

HMuanBuayanpuse Habiogeus ObLTH CTPYNNHPOBAHb B 4] HOPMAJLHYIO TOUKY ., ¢
LOMOHLBI0 KOTOPBIX GblIA  TOCTpoeHa cpeilis KpHBasi usverenns cpernmocti. Ortciona

YCTaHOBJEHD! !
Max. = 13M72, Min == 14782

[lo uccnepopantio KpHBOH Guecka H e¢ ACHMMETPHH, aBTOP NPHXOAHT K BBIBOAY. uTO
spe3pga DP AQUARII sasasiercst Tuua RK Lvrae, noaxiacca RRa.

DP AQUARII
(R ésum ¢
Dans Uintervalle du 5. VIII au 26. IX. 1962, on a effectué¢ 247 observations photogra-
phiques, obtenant ainsi 13 maxima a l'aide desquels on a établi les éléments suivants
Max. hel. =: 1).J.2437884,448 +4- 044451 .1

Les observations individuclles ont ¢té groupées en 41 points normuux, qui ont permis
de tracer la courbe moyenne de la variation de luminosité. D’on il résulte

Max, = 13772, Min. = 14782,

I’examen de la courbe de lumiére et I'asymétrie de celie-ci ménent a la conclusion que
Vétoile DI’ Aquarii est du type RR Livrae, cous - classe RRa.



INFLUENTA VARIATIEI FORMEI PAMINTULUI ASUPRA
MISCARIT SALE

de

I. STAN, S. TOTH, T. PENCIUC, E. BATAGA

Conform concepiiei actuale asupra cvolutiel formei Pamintului putem
considera ci initial avea o formd sfericd, iar datoritd rotatiel apare o tur-
tire la poli. Aceastd variafie se face lent, intr-un interval de timp mare T,
atrdgind dupd sine si unele modificari ale miscdrii.

In aceastd lucrare studiem unele modificiri in miscarea Pamintului,
‘cgate de variatia formei sale.

Vom considera in acest scop miscarca fard frecare a unui corp solid
in jurul unui punct fix 0, pe care-l vom alege si ca originea axelor de
coordonate.

Ca axe legate de corp Oxv:, alegem axele principale de inertie ale
clipsoidului relative la punctul fix 0. Presupunem cd in momentul initial,
elipsoidul de inertie se reduce la o sferd, adicE momentele principale de
inertie sint egale, 44, = By = C,; apot ¢d sub influenta fortelor centrifuge,
corpul se¢ deformeazd asa fel cd elipsoidul de inertie devine de rotatie,
adicd 4 — B, C.

Variatia momentelor principale de inerfie se face lent $1 in o manierd
necunoscutd. Astfel de midrimi se incadreazd in definifia parametrilor
adiabatici 1 — 7, dar rezolvarea eccuatiilor miscdrii nu se poate face
cu metodele obignuite.

Fcuatiile miscdrii ale unui corp solid in jurul unui punct sint date in
cazul general de ecuatiile Tui Kuler ‘8107,

Ao, 4 (O - Bloyw, = L,
Boy + (1 -~ Qlow, =L, (1)
Co, + (I — 1o,w, =L,

unde L, Ly L. sint proectiile momentului fortei, iar o, oy, @, proec-

tiile vitezel unghiulare pe axele legate de corp.
In cele ce urmeazd vom presupune corpul de  simetric  dinamicd

{4 = I, C) s1 cd miscarea sa cste liberd, L == ()
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Sistemul de ecuafii {1} se reduce atunci la

Ao, + (€~ Doyw, =0
/’1 (l-)y + («{ — Cj)(!\);’—o)‘,c — () (2)
Cw,= 0.

Aceste ecuatil sint valabile pentru un interval de timp scurt, cédct
pentru un interval de timp mare, momentele principale de inerfie variazi
in timp, 4 = A(@#) si C = C(#), ceca ce nu ne permite rezolvarea lor pentru
un timp mare cu metodele cunoscute.

Teoria invariantilor adiabatici aratd insd cd in decursul unor astfel
de miscari (variatia lentd a parametrilor), existd anumite mirimi care
ramin invariante si care permit un studiu calitativ al miscarii.

Pentru a gisi invariantii adiabatici ai sistemului si deci comportarea
intr-un interval de timp mare a miscirii vom urma metodalui H. Geppert
(11, 12}, in care se rezolvd sistemul de ecuatii (2), considerindu-se intii
momentele de inertie constante (ceca ce ne p(rmlte si studiem caracterul
miscdrii Intr-un interval scurt de timp) iar apoi considerindu-le variabile,
ga»lm invariangii adiabatici ai miscarii (ceca ce permite urmirirea miscarii
intr-un interval mare de timp).

I. Considerind momentele principale de inertie constante, din a
treia ecuatie din (2) se glseste

W, = my, = const. (3)

Derivind prima ccuatic in raport cu timpul si inlocuind pe o din a
doua ccuafie, obtinem :

w, — 2w, = 0, 4)
unde

RESNG -
o (3)

-~
[t

Solutia acestel couatil este
©, Mocos Q- 1y, (8)
unde M cste o constantd. Din prima ecuatie gdsim
w, = M osin QF — ). (7)

-

Heunatiile (3), (6) si (7) aratid ¢d viteza unghiulard o{ow,, o, ©,), executd

o migcare de rotatic in jurul axci O: cu viteza unghiulard Q, mai precis,
cd vectorul vitezd unghiulard, care in decursul miscdrii are o valoare
absolutd constantd (o? = M2 + ), deserie un con in jurul axei Oz (axa
de simetric a corpului rigid). lrchmc subliniat ¢d miscarca descrisd mai
sus, numitd precesie liberd* (in lipsa forgelor), este relativi la axele solidar
legate de corp, care la rindul lor se rotese In spatin impreund cu corpul.

* Precesia liberd a axel de rotatie a Painintului nu trebuie confundatd cu precesia in
jurul normalei la eclipticd {pericada 25 800 auii, numitd precesie astronomicd si care e dato-

ritd actiunii Searelui si a Lunei, neglijata de noi
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Raza cercului descrisd de viteza unghiulard o, este egald cu M,
ea nedepidsind la Polul Nord mai mult de 5 m, perioada de rotatie fiind
aproximativ 427 zile [13].

11. Trecem acum la studierea efectului varia- A
tiei formei Pamintului asupra acestei migcari,
adicd vom considera 4 si C, respectiv (, ca fiind
variabili in timp, mai precis, studiem influenta
variatiei formei Pimintului asupra preceseii
libere.

Precesia axei de rotatie este datd de aceleasi
ecuatil, cu singura deosebire cd Q este functie de
timp, adicd

o.).x + Q(Hw, = 0. (S)

Pentru a gisi invariantul adiabatic al acestet
ecuatii, introducem notatiile,

X1 == Gy, Xy == Oy

sau

vy o= M ocos Qf — £),
x, = — M sin Qt — t,). Fig L

Feuatia de ordinul doi (8) se scrie cu ajutorul acestor notatii sub forma
unui sistem de ecuatii de ordinul intii,

dv;

dt

. 9

— — Qx,. (9

= X,
dvy
dt

Solutia acestui sistem o consideram cea pentru  constant,
x, = M(f) cos Q) - (t — t,)
Xy = — - M(HQ() sin Q) {t — £,), (10)

in care consideram M si Q ca fiind functii de ¢
Din (10) gisim

iy, 2y Q)] = M(l) = \/ )

. e Ay )
Wlxy, X, Q) =1 — t, = - arcfo“( : )
folxy, x5, Q)] "o la Q

Invariantul adiabatic I, al sistemului (9) este dat de ccuatia [11, 12]
ol — al

. S8
GJII“ : aQ

unde
”* o R,fl M
“‘)11 = E— e

30l 2 Q

bara insemnind valoarea medie in raport cu intervalul de timp 7.
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Tinind cont de accastd valoare, gdsim ecuatia

Moal o8l
e —— =0,
2QaM 802

care admite invariantul adiabatic,
I WP = const. (11)

Pentru a pune in evidentd dependenta care existd intre variatia formei
corpului considerat si miscarea sa de rotatie in jurul axei Oz, presupunem
cd intr-un interval de timp dat, momentul de inerfie A4 a crescut cu aceasi
valoare cu care s-a micgsorat C, fati de valoarea initiald comunid D,.

Avem deci
A =Dy + A
C =Dy |Al

| A} fiind mirimea variatiei suferite de momentul de inertie intr-un interval
de timp mare.

Tnlocuind in (I'1) avem dupd simplificdri simple

M2IA | = const. (12)

. e e .. Y
expresie obtinutd prin neglijarea termenului e

i
Din (12) se vede <a la cresterea Tui JA| corespunde o micsorare a razei
>
cereului M pe care-l descrie viteza unghiulard .
Aceasta atrage dupd sine faptul c¢i tralectoria
-

) & descrisd de o este un cerc numai intr-un interval de
4 timp scurt, Insd intr-un interval de timp mare curba
descrisd este o spirald. De asemenea turtirea la poli
atrage dupd sine o 1mai mare stabilitate a miscirii,
cunoscut fiind din teoria giroscopului, ¢d miscarea

A

este cu atit mai stabild, cu cit raza cercului  descris
m de axa de rotatie este mal mici.
In concluzie variatia lentd (adiabaticd) a formei
Pamintului, atrage dupd sine o mai mare stabilitate
a miscdrii sale si in acelasi timp faptul 3 traiectoria
0 descrisd de vectorul vitezei unghiulara este o spirald
JERETAY si nu un cerc, cum ar fi, dacd forma nu ar varia.
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BJIUAHUE M3MEHEHHMA ®OPMbl 3EMJIM HA EE OBUXEHME
(Peziwone)

B nannoft paGote aBTOpbl U3YHAlOT BJMAHHE H3MeHeHHs ¢opnabl 3emau. Tak kak
JaHHOe H3MEeHEHHe HMeeT MECTO B OueHb 00.bILOM TIDOMEKYTKe BPEMEeHH, NpHMeHAeTcs
TeopHsi aaHabaTHYeCKHX HHBapHanToB. [loayueHHBIl pe3vibLTaT COCTOWT B TOM, UTO OCh

BpaleHHs ONWCHIBAET CNIHPAJdb 1 U3MeHeHHe (OpMbBl BIeUET 34 cOG0ll 6OaBIIVIO YCTOHYHBOCTL
JABHAKEHHUS .

INFLUENCE DE LA VARTATION DE LA FORME DE LA TERRE SUR SON
MOUVEMENT

(Résuméd)

Les auteurs ont étudié 'influence de la modification de la forme de la Terre. Comme
cette modification se produit dans un intervalle de temps considérable, on applique la théorie
des invariants adiabatiques. Le résultat obtenu est que l’axe de rotation décrit une spirale
et que la variation de la forme entraine une plus grande stabilité de mouvement.






DETERMINAREA TIMPURILOR DE RELAXARE T, SI
7, A IONULUI DE Cu(lI} IN ZEOLITI DE TIP Y

de
A. NICULA

Rezonanfa electronicid de spin (R.E.S.) a ionului de Cu(II) in zeoliti
de tip Y a fost studiatd de catre noi [11, [2] in scopul de a elucida unele
probleme cu privire la forma liniei gi la structura hiperfind in substante
policristaline. Cu aceasti ocazie s-au clarificat care sint conditiile cele
mai bune pentru a putea fi pus in eviden{i un spectru cit mai complet
in substante policristaline. S-a obtinut un astfel de spectru care are o
anizotropie foarte mare in factorul g dind un g, 2 g;. Datoritd acestei
anizotropii apar doud grupuri de structurd hiperfind unul in banda lui g,
cu constanta A si celdlalt in banda lui ¢; cu constanta B (fig. 1).

Fig. 1. Spectrul de R.E.S. a ionului de Cu(Il) in zeoliti continind concentratii mici de
ioni de cupru, pe celula elementari.
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Deocarece zeolitil sint substanie policristaline care absorb in canalele
lor structurale, foarte multd apa, am considerat important studial si
determinarca timpurilor de relaxare 7' si 7T, a tfonului de Cu(Il) in aceste
substante. In aceastd lucrare ddm rezultatele misurdtorilor timpurilor
de relaxare 7 si Ty a ionului de Cu(ll) in zeoliti de tip Y, precum si un
calcul al acestor timpuri de relaxare din teoria lui McConuell [3].

THHNICA EXPERIMENTALA. Zeolitii de tip Y folositi ca mediu diamagnetic
pentru cercetarea R.E.S. a ionului de Cu(II) sint zeoliti sintetici de tip
Linde (formula celulei elementare este urmatoarea: Nayg [(AlOy);4(S10,)561)-
Proprietatile fizico-chimice $i structurale ale acestor zeoliti sint bine cunos-
cute si descrise in literaturd |41, Introducerca ionilor de Cu(lI) in reteaua
zeolitului s-a ficut folosind tehnica schimbului de ioni utilizind o solutie
de Cu(NH,). S-au preparat probe de diferite concentratii. Fenomenul
de saturatic cel mai pronuntat a fost obscrvat la proba cu 0,3 ioni de
Cu(I1) pe celula elementara.

Spectrometrul cu care s-au fAcut misuritorile de saturatie in R.E.S.
a fost un spectrometru de tip Varian-4300 care are o frecventid de lucru
de 9500 Mc/s, (Frick Chemical Taboratory de la Univ. Princeton, S.U.A)
Cimpul magnetic exterior a fost modulat cu un cdmp de 100 kefs ¢l s-a
ridicat la recorder derivata curbei de absorbtie. Pentru a obtine feno-
menul de saturatie s-au folosit puteri de la sursa de microunde ping la
cerdinul a 15 mW.

MASURAREA TIMPURILOR DI RELANARIE 7,81 7, Tentru determinarea
timpului de relaxare spin-refea 77, s-a folosit metoda saturatiei progresive
(B.P.P.) [3] iar determinarea lui T, s-a facut din largimea liniei. Relatia
dintre 7, si largimea liniei se géseste formind din a doua ecuatie a lui
Bloch, pentru 1", pe d2x"" [dAw? = 0. Tinind cont de conditia (vH,)2T,T,« 1
se gaseste T, = 1( 3Aw = 2) 3vAH. Calculul timpului de relaxare T,
se¢ determind tfinind cont de factorul de saturatie

) 1

P [ — (1)
oo ey g,
dupd logaritmare aceasta expresie devine
1 9 ‘ 5 14T, .
log {— -- 1] = 2log H, + log|u? o (2)
A {4

In aceste relafii p este momentul magnetic al ionului de Cu(Il) H,
-~ cimpul microundei, w, — frecventa de rezonantd si y, este suscepti-
bilitatea staticd. S-a definit factorul de saturatie Z in ideea unei saturatii
omogene. In figura 2 s-a reprezentat grafic log (1/Z — 1) in functie de H,.
Intersectia cu axa H, ne dd log (u?7,7,). Deoarece din lirgimea liniei
s-a gasit T, egal cu 3. 101 sec. timpul de relayare T, s-a calcuat din
graficul figurei 2 si s-a gisit 7 == 4 .10~ sec. valoarea relativ mare
a lui T, reflectd o slabi interactiune a ionilor de Cu(II) cu locurile cationice
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ale zeolitului. Aceastd slabd interactiune este determinatd probabil, de
hidratare atit a ionilor de Cu(II) cit si a locurilor cationice din refeaua
cristalind a zeloitului.

qu(—éﬂ)m»

log P —s

Fig. 2. Comportarea la saturatie a ionilor de Cu(II) hidratati in =zeoliti continind un
numdr mic de ioni de cupru pe celula elementari.

DETERMINAREA TIMPURILOR T; $I T, DIN TEORIA LUI McCONNELT,.
Deoarece zeolitii contin foarte multd apd absorbitd s-a ficut o comparatie
intre timpurile de relaxare spin-retea T si psin-spin T, determinati expe-
rimental si aceleasi timpuri de relaxare calculati din teoria lui McConnell [3].

Teoria lui McConnell di efectul miscdrii moleculelor dintr-un lichid
asupra relaxdrii paramagnetice a ionilor sau moleculelor cu spin electronic
de 1/2 si spin nuclear de 3/2. Aceastd teorie coreleazd timpurile de relaxare
T, si T, cu anizotropia factorului g, Ag = ¢ — g, cu anizotropia inter-
actiunii hiperfine 4 — B si cu timpul de corelatie care descrie miscarea
dezordonatd Browniand a microcristalelor in stare lichidd. Contributia
anizotropiei structurii hiperfine la relaxatia paramagnetica indica ci aceasta-
depinde de numdrul cuantic de spin I aga ci diferifii multipleti de structura
hiperfind dintr-un spectru de R.E.S. pot si aiba largimea liniei diferitd:-

& — Babes—Bolyai: Matematicd-Fizica 11964
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Prin anumite aproximatii (considerind numai termenii de ordinul
intii), cu ajutorul hamiltonianului de spin, McConnell a dat urmitoarele
expresii pentru timpurile de relaxare T si T,.

1 8n2 My
e ‘ —
T, 15 1+ 4m?vp=;
i1 327 27 p
‘— > = Mlog—t [ == (3)
T, 45 T,

unde s-a notat
M = (AgB H, + bl ?h?
b=4 — B (4)
si In plus mai existd relafia

1
T, T} + rl 5)
In ecuatiile (3) s-a pus semnul inegqlitétii deoarece pot si existe si
alti termeni de relaxare spin-refea care pot sd cauzeze o micsorare a lui
T, din prima ecuatie. La fel se intimpld si pentru timpul de relaxare trans-
versal T,.
Timpul de corelatie t care intrd in relatiile de sus este dat de relatia

dmnad
3KT

v

unde v este viscozitatea lichidului, @ este raza efectivd a microcristalului
in cazul nostru complexul Cu(II) cu moleculele de apd care-l1 inconjoard
in solutie. Zeolitii complet hidratati prezentindu-se ca o solufie masiva,
viscozitatea acestora s-a luat aproximativ de # = 0,01 ca si in cazul
solutiilor apoase. Constanta a pentru 7e011jc11 de tip Y este luati de aproxi-
mativ 10 A {(aici @ s-a luat pufin mai mare) in asa fel ca s& aproximeze
dlmensmm}e cavitdtilor zeolitului. Valorile celorlalte constante necesare
in teoria lui McConnell sint g, = 2,34, g; =207, |4]| =0,0160, |B| =
= (),00164. cm—!

Timpul de relaxare 7, din prima ecuatie a sistemului (3) are valorile
10, 1,8, 0,76, 0,41*- 10-% sec. corespunzdtor lui M, =312, 1/2, —1/2,
~3/2. Valorile lui T, pentru M = 1/2 este 1,7 1071 sec. Aceste valori
calculate .teoretic sint comparabile cu cele gésite experimental cu metoda
B.P.P.
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ONPEAEJEHHUE BPEMEHKW PEJAKCAIMU T, U T, MOHA Cu (11) B LEOJTHTAX
THITA ¥

(Peszwne)

B aauuoii cratve coaepikarcs ncciaeroBanus DCP mapaMaruutublX HOHOB B LEOJHTAX-
ABTOp NPOBOAHIT H3MEDEHMs . BpEMEHH, CIIMH-DEIIETOUHOH H CHHH-CIHHOBOH pesaxcauum.
JKenepuMeHTaiLHOE Onpefenenne npeveni peaakcauud T, v T, NPOBOAHNOCL METOXOM
nporpeccusiioro Haceimena (BITIT) u 6wy wafizenst snavennss T, = 4.107%cex. n T, =
=3. 10710 cex. C nosyyeHHbIMH H3 CriekTpa puc.] gaHubivi aBTop Bhiuncant Ty uT,, Henonp-
3ya teopHio Mak-Konuenia. TMosyuennnie 3HaueHHS HAXOLATCA B COOTBETCTBHH € 3KCre-
PHMEHTAIBHO [OJYUEHHBME 3HAYE HHANIL.

DETERMINATION DES TEMPS DI RELAXATION 7, ET 7, DE L/ION DE Cu(ll)
DANS LES ZEOLITHES DE TYPE Y

(Résumé)

Poursuivant des recherches de R.E.S. des jons paramagnétiques dans les zéolithes,
I'auteur a effectué des mesures sur les temps de relaxation spin-réseau et spin-spin. La déter-
mination expérimentale des temps de relaxation T, et T, a été effectuée selon la méthode
de staturation progressive (B.P.P.) et l'on a trouvé les valeurs T = 4.10~6 sec. et
Ty=3- 10— sec. A l'aide des données fournies par le spectre dela fig. 1 l'auteur a
calculé T' et T, en utilisant la théorie de Mc Connell. Les valeurs obtenues ainsi sont en
concordance satisfaisante avec les valeurs obtenues expérimentalement.






COMPORTAREA CIRCUITULUI OSCILANT CONTININD
CAPACITATEA XNELINIARA A UNEI JONCTIUNI p — #n
IN REGIM DE OSCILATII FORTATE

de

EMIL TATARU

In studiul actual al radiotehnicii se constatd o utilizare tot mai accen-
tuatd a elementelor reactive neliniare. Prin numeroasele cerinte practice
se Impune necesitatea cercetarilor in aceastd directie. In (1] este studiatd
rezonanta circuitului oscilant cu feriti nepolarizatd iar In [2] rezonanta
circuitului oscilant in care dependenta capacititii € In raport cu sarcina
Q este de forma

(2 == Co(l = 202 (1)
unde

7. - parametru

(', — capacitatea corespunzidtoarce sarcinii @ = 0

Toucrarea de fatd are drept scop studiul rezonantei circuitului oscilant
conginind capacitatea neliniard a unei jonctiuni p — n a cdrei neliniaritate
diferd de (1) avind forma

O = kig + v)™" (2)
unde
o - diferenta de potenfial de contact jonctiunii p — n
v — tensiunea aplicatd jonctiunii
k — o constanti
.
W o — e — c st
2 3 “c
Fie montajul din fig. 1 il
in care un generator de cu- )

rent constant i(f} =17 sin w? L(t) Cf} n g 6 Yo

alimenteazi un  circuit
derivatie RL@. Capacitatea l
@ este de tip jonctiune
p — n si este polarizata de
la o sursd de curent con- Fig. 1.
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tinuu la tensiunea U, prin intermediul bobinei de soc L,. Capacitatea de
blocare C. are valoarea mult mai ridicatd decit € astfel incit influenta
sa este neglijabild.

Tensiunea aplicatd jonctiunii p — n este V = U, + U si se poate
scrie ca

aUv U 1 .
@;+;+T8Udt—lblllwt 3)

Aproximez capacitatea jonctiunii p — » prin primii trei termeni ai dez-
voltdrii in serie a relatiei (2)

) - U nin -+ 1) U2
O = k i ] —
€ = kio + U,y) [ n(q) +Uo] +— (tp +Uo) J

Notez
Cy = k(9 + Uy~ — capacitatea jonctiunii p — n corespunzitoare
tensiunii de polarizare U,

i{n + 1)

Hy) =1 —ay + 2

n

= ; 251 = wil

Y e +U, 2 e
0) = l N Q = R N p = E‘)—“ N a = —[‘wo(‘
0 ic,’ 0 Lo, o @ -+ 1y

at dz

ecuatia (3) se scrie sub forma
d . ‘
f(y)d—y+—f)—y +;P2Syd‘l::{>ocsm7 4)
T Qo
Pentru ecuafia integro-diferentiald (4) voi ciuta o solutie de forma
y=asin t+ bcos r

deoarece experienfa aratd ca pentru explicarea fenomenelor,in prima apro-
ximatie, armonicile superioare pot fi neglijate. Prin inlocuire se giseste

f(D’)”—*1-1——’1(”4—+1)—(a2+b2)—-nasinr_nbmST+

nin + 1) nin + 1)

oA ab sin 2+ — {(a® 4 b%) cos 21

d .
2 — acos v — bsin ©
dz
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f(y)‘—j-}-':- — b 1+—’r—lf(ﬁ—4_—p—(a2+b2)}sin: ‘ [1 + 2 l)(a2—{~b") €os T~
— —n (@t — b sin 25 — nab cos 2 + "2 D p@3a2 — 52) gin 37 +
42D a8k — a2) cos 3
y __pa. L P e - 27 cos 2k oin ~
P =—sin T 4 = cos$ T; P Syd. = — p%a cos T + p2b sin =
Q0 Cao Qa

Introducind expresiile de mai sus in (4) si identificind termenii corespun-
zdtori lui sin 7 si cos © se gdseste

41«1jiﬂﬁ+M4+§a+p%=ﬁa (5)
¢1+@f”muwﬂ+§b~ﬁa=0 6)

Determinarea amplitudinii normate a tensiunii y = Va® + 5% este mai
dificild in cazul circuitelor cu pierderi, de aceea voi considera mai intii
circuitul fard pierderi adici Q, = oo. Apoi pe baza concluziilor deduse
in acest caz si a datelor experimentale voi ardta comportarea circuitelor
cu pierderi. Dacd Q, = oo atunci

—bft M+ % = pa o
N 4 ) - pra = 0 ©)

Din (6’) rezultd ¢ = 0 adica tensiunea este defazata cu =/2 fatd de curentul
aplicat circuitului. In acest caz (5’) devine

}+ﬁ%:Pa

nin

. 1
|1 2 D e
[
sau
nin -+ 1)
8

B (p2 - )b+ pa =0 (7)

Este comodd si sugestivd rezolvarea graficd a ecuatiei (7) (fig. 2). Solutiile
sint date de punctele de intersectie ale curbelor

nin -+ 1) 3
7y e 17

si
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Dupa cum se vede in fig. 2. pentru p > 1 se obfin trei solutii reale
iar dacd p < 1 se obtine o singurd solutie reald. Dacd solutiilor b >0 le
corespunde faza zero atunci solutiilor b < 0 le corespunde faza m. Repre-
zentind grafic modulul solutiilor
reale ale ecuatiei (7) in functie de
/ parametrul 1/p se obtine curba din
fig. 3 (desenatd prin linie con-
tinuad).

e 2,

I‘L(r‘:""

Spre deoscbire de circuitele fara
Z (ped) pierderi, In circuitele cu  pierderi
amplitudinea tensiunii la bornele

b capacititii nu poate creste la infinit
» ol are o valoare finitd a cirei
maxim este cu atit mai mare cu

cit @, este mai mare (curbele din

- fig. 3 desenate prin linie intre-
rupta), Deasemenea pentru Q, s=oo

se poate astepta un defazaj intre
curentul  aplicat i tensiunea

la bornele circuitului  diferit de

/2.

Fig. 2. Din fig. 2. rezultd ca, cu cit «
este mai mare cu atit efectul va fi
mai pronuntat. Pentru acelasi « curbele de rezonanta vor fi identice. In cazul
circunitului cu pierderi, maximul tensiunii si frecventa la care apare acest
maxim depind de tensiunea de polarizare a capacitatii neliniare, curentul
de excitatie, pierderile
circuitului §i neliniarita-  {p]
tea capacitafii. Desigur,
experimental nu poate fi
obtinuta portiunea BD
(fig. 3). Marind pulsatia
semnalului de excitatie o
se ajunge In B de unde
are loc saltul in C, apoi
micsorind pulsatia w se
ajunge in D de unde
are loc saltul in A.
Rezultate asemana-
toare se obtin si in ca-
zul circuitului  oscilant
serie. Pe baza notatii- .
lor din fig. 4. se poate
scrie -
. i
LY 4 Ri 4 U = e(t)

ot Fig 3.

Qﬂ) Qap? Qeg
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CAPACITATILE NELINIARE ALE JONCTIUNIL f- 2 IN REGIN DE OSCILATII FORTATE 1‘)1

{ . (I -
Life™) 104 = L cos wt
dit dt dat
d . dv ] . ¢, dyvo, 5 ,
i) L]+ 2 ) %+ gy = pacos =
d= | d= Uy dz
unde
, I
:Z Y
Prin integrare se obfine
oody . . . ;o
o ) Gy = 42§ vds = pasin - )
Ko Yo

Din (4) st (8) rezultd cd pentru valort mari ale parametrului ¢, solutiile

celor doud ccuatii vor fi similare
Cc L R LS
l /‘—\‘

c(t)

e(t)=E COS'JCO 55.‘ @ U,

In fig. 3 se arata curbele 4o
ridicate experimental cu ajutorul
montajului din
s-a folosit ca generator de ten-
siune electromoteare coustanta, p
generatorul de semmnal al unui
Q-metru iar  drept

fig. 4. in care 7

capacitate

eliniard - capacitatea colector %
— bazd a unui tranzistor. ‘
A . ~ l’ *
Se ohservd cd rezultatele
experimentale verificd  conclu-
ziile teoretice obtinute mai sus, i
i
|
|
41
|
f

2t §(.~1»-:z.)
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NMOBEJIEHHE KOJEBATEJNBHON HLENH, COJAEPXAHWEN HEJUHEWUHYIO
EMKOCTb NEPEXOJAA THIA p-» B PEXWME BBIHYAIEHHbBI X KOJIEBAHWUHA

(Pesiwve)

B cratve noapoGHO H3yuaercs noseledie KoueGateabHOl Lent, cojepraileil HelH-
HEHHYIO EMKOCTH Tepexoda THOa p-u B PesHMe BhIHYKAEHHBIX Kojebaunii. [as nposepkis
TEOPeTHUECKHX BBLIBOAOB AaHbl 3KCHEPHMEHTATLHbBIE Pe3Vv/LTaTH.

COMPORTEMENT DU CIRCUIT OSCILLANT CONTENANT LA CAPACITE
NON-LINEAIRE D'UNE JONCTION p-u EN REGIME D’OSCILLATIONS FORCEES
(R ésum é)

L auteur de l'article étudie en détail le comportement du circuit oscillant contenant

la capacité non-linéaire d’une jonction p—p en régime d’oscillations forcées. Les résultats
expérimentaux sont exposés pour permettre la vérification des conclusions théoriques.



ASUPRA CRITERIULUI DE INSTABILITATE

MAGNETOGRAVITATIONALA A UNUI MEDIU FLUID

VISCOS CU CONDUCTIVITATE ELECTRICA FVINITA,
IN MISCARE DE ROTATIE UNIFORMA

de

MIRCEA VASIU

Lucrarve comunicald la Coloceiul de mecanica fluideloy pinut la Brasov
in zilele de 23. X. 196128 X. 1961

INTRODUCERE, Problema stabilirii criteriului de instabilitate magne-
togravitationala a unui mediu fluid, infinit si omogen, a fost analizatad
de mai muli autori, dintre care mentionim pe: Chandrasekhar
si Fermi [1], Chandrasekhar [2], [3], Severnii [4], si
Pacholczvk si Stodélkiewicz [5], [6].

In cazul unui fluid, neionizat, infinit si omogen, in absenta unui cimp
magnetic si a migcéarii de rotatie, problema instabilitdtii magnetogravitatio-
nale trece in problema instabilitd{ii gravitationale, problemi care a fost
studiatd pentru prima oard de citre Jeans [T}

in lucrarea de fatd ne vom ocupa de problema stabilirii criteriului
de instabilitate magnetogravitationald a unui mediu fluid viscos compre-
sibil, total ionizat, infinit si omogen, cu conductivitate electricd finiti,
mediul respectiv fiind animat de o miscare de rotatie uniforma. Pentru
simplificarea problemei vom neglija atit curentul de deplasare electrici
din interiorul fluidului, cft si procesele de conductibilitate termicd si de
transfer de radiatie din interforul mediului respectiv.

In stabilirea criteriului de instabilitate magnetogravitationald a unui
astfel de mediu, vom pleca de la ecuatiile stabilite in lucrarea noastrd [8]:

W ((Q Qe - (QF 4+ Q3Q7) =0 (1)

Notd : In intervalul de timp in care lucrarea noastrda a fost data spre publicare am
constatat ca a apdrut, ulterior comunicirii fadcute de noi, o lucrare elaboratd de K. Kossacki
(publicata in revista Acta Astr., 1961, t. 11), care trateazd o problemd similard.
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31
B (R L (,;j,) B Qe
. NN S P! el 2
4 QP («3 Q4L QR” , -‘uh Q2 +
- N “ 9 a9 9 ) ‘)
A0+ QO 0k 0l 0 Q.I;) =)
QT+ Q507 =0
unde
Do de i =11 (3)
Dacad introducem notatiile
Q= Q) + o
QF =0} - QF ,
W QPO )
0% = Q4+ QF 0F
ceuatiile (1) si (2) devin:
- 1!2:; o - £2'j == () (3)
i
(L0 o) o]0 ol
> 5(:;’ 3 1"}"]"‘r
N2 5 2T 2 2\ | PPN (8]
QR4 QL(_@ O QL) QR+ 6)

. v 2 {4 2 2, 2 . 22
+ 402 + O [* QF +— Q+ Q) H + Q=0

CRITERIUI, DE INSTABILITATE MAGNETOGRAVITATIONALX. a) In cele
ce urmeaza ne vem ocupa de ecuatia (5). Radacinile acestei ecuatii sint
de forma :

FO2 102 O\
i \/W'Q_4 (gz}) (
9

Sa analizim cliteva cazuri particulare.

10 Fluidnl in prezenta wnui cimp magnetic pntin inlens, paralel cu dirvectia
de propagare a micilor perturbatii.

-1
~—

In acest caz vom avea satisficutd inegalitatea:

107 < ) (8)
sau
40° — QF 9)

A - B
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Radicinile (7) ale ecuatiei (5) pot fi scrise sub forma :

02 = = (@ £ ) (10)
unde B 7
0 —1/(Q): — 407 (11)

Perturbatiile sint exprimate prin unde plane monocromatice, de tipul :

- - f{wt 4 ki)

P = Pof (12)

U
s o

1= gee T (13)
unde ¢ si g, reprezinta perturbafia si respectiv amplitudinea perturbatiei
vitezei i a cimpului magnetic, iar y si y, reprezintd perturbatia si res-
pectiv amplitudinea perturbatiei: presiunii, densitdfii si potentialului
gravitational.

Avind in vedere expresia (10), solutiile (12) si (13) devin:
3

| RN Lognye o 21V, L
IO "|_4(Q") S (14)
P = Pof
si
Toa ORI LE
I PO (15)
L= Laof

20 Fluidul in prezenta unui cimp magnetic intens paralel cu divectia de
propagare a micilor perturbatii.
In acest caz vom avea satisficutd inegalitatea :

407 > (16)
sau
40° > Q, (17)
astfel cd rddacinele ecuatiei (5) sint de forma:
o= QL L0 (18)
unde
0 =1/ 407 — Q) (18")

in acest caz, dupa inlocuirea expresiei (18) in (12) si (13), perturab-
tiille se pot scrie sub forma :

| LI SR RIPCECH LAl W
> - QQ“W'[QA ('—’Qi)} '{. )
E (19)
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si
Voo T2 Y 22V, L
{r—«?oa + 'L[QA *(2 Qu)] }f- ke (20)
L= Le¢
30 Fluidul neviscos, cu condnctivitate electricd infinitd, in prezenta wunui
cimp magnetic paralel cu dirvectia de propagare a micilor perturbatii.

In acest caz vom avea indeplinite conditiile :

Q, =0
0t —0 (21)
astfel cd ecuatia (5) devine :
o — QF (22)
si
kHoz .
o =+ Q= £ Vine (23)
‘Fo
de unde obtinem :
’ Hos
Iy - LI - ¢
o=t (24)

care reprezinta viteza de propagare a doud unde Alfvén ce se propaga
de-a lungul axei Oz in sensuri opuse.

Avind in vedere criteriul de instabilitate gravitationald al unui medin
fluid, omogen si infinit, stabilit de Jeans [7] cit si criteriul de insta-
bilitate in cazul unei plasme [9] se poate vedea ca ecuatia (5) nu poate
exprima criteriul de instabilitate magnetogravitationald a unui mediu
fluid conductor.

b) Pentru stabilirea criteriului de instabilitate magnetogravitationala
a unui fluid viscos, cu conductivitate electricd finita, In miscare de rotatie
uniforma, vom utiliza ecuatia de dispersie (6).

In cele ce urmeazi vom studia citeva cazuri particulare.

40 Fluidul viscos, cu conductivitate electricd finitd, in miscare de rotatie
uniforma, in prezenia componentei cimpului magnetic pavaleld cu dirvectia de
propagare a micilor perturbatii.

In acest caz avem indeplinite urmitoarele conditii:
Q520 Q) =0; Q.20

25
0% £ 0 ()

respectiv
Q] =0 (26)
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-1

Fcuatia (6) admite urmétoarele ridéicini :
a) patru rddacini reale: ¢, T, &
b) doud radacini reale: ¢, %,

si
o o 1w e s * %
doud radacini complexe : 2;3 , 8,
¢) patru radicini complexe: { , %, &, &,

Vom utiliza una din relatiile dintre coeficientii $i radécinile ecuatiei
(6) si anume :

my=>D (27)

unde D este termenul liber al-ecuatiei (6).
Tinind seama de rddidcinile ecuatiei (6) si de relatia (27), objinem :
) Lo G G GL=0;0]
) G L (G = G G |G =00 (28)

’ey

o) [Tl G =1%E |GLE=20,Q,

in caz ca presupunem

Q>0 (29)
si
Q7 <0 (30)
adica
Q, = iQ, (307)
unde
Q) = \/z;(,_oT — TAk 31)

cel putin una din radacinele g, (k = 1, 2, 3, 4) trebuie sd fie pozitiva si
mediul respectiv devine nestabil.
Din inegalitatea (30), rezulta :

72 19 N
} ; k2 < 477()9(, (32)
respectiv
V(.")rr
\/ S < (33)
(Ipo
9o
deoarece k = -, unde & reprezinta lungimea de undd a perturbatiilor.
A

in formula (33), V', reprezintd viteza de propagare a sunetului in cazul
proceselor izoterme, G — constantd gravitationald, iar p, — densitatea
fluidului. Formula (33) coincide cu formula Iui Jeans pentru cazul insta-
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bilitatii gravitagionale, cu deosebirea ¢d in locul mirimii V', apare viteza
sunetului in cazul proceselor adiabatice.
S4 introducem lungimea de undd criticA 2, de forma:

Vs
o= L 34\
2 T (34)

astfel cd inegalitatea (33) devine :

o< h (33)

rezultat care exprimi tocmai conditia de instabilitate magnetogravitationala
a fluidului in cazul particular studiat.

Rezultd ci, criteriul de instabilitate gravitajionald al lui Jeans nu
este afectat de prezenta viscozitatil si a conductivitdfii electrice a flui-
dului conductor decit in sensul inlocuirii vitezei sunetului pentru procese
adiabatice cu viteza sunetului pentru procese izoterme.

30 Fluidul viscos cu conductivitate electvicd. finitd, in miscare de rotatie
uniformd, in absenta componentei cimpnlui magnetic parvaleld cn divectia de
de propagare a micilor perinrba'ii.

In acest caz avem indeplinite urmitoarele conditii:

Q50 Qz£0; Q20 (36)
51
O =0 (37)
Ecuatia (6) devine :
7O 1 vo | (2
o+ :3{—; Q) — 5 QR) + 21Q, + Q; “f-
; N2 7 e 2y v : . 3 Q
o402 szL(gr of - i)+ ¢ [ O (QF + 402) + (38)
‘ 2 4 2 2 : 2 N2
S B Qj” Q=0
Ecuatia (38) admite urmdatoarele radicini :
a) patru raddcini reale: g, %, &, T,
b) doua rddacini reale: g, I,
si
doud raddacini complexe : ’;; , ’:4

2

P TR # 5 #
¢) patru rddacini complexe: I, {,, I, , |
Vom utiliza una din relatiile dintre coeficientii i radéacinile ecuatiei
{38) si anume :

4
My =D (39)

k==1

unde )" cste termenul liber al ecuatiei (38).
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Tinind seama de radédcinele ecuafiei (38) si de relatia (39), obtinem :

A L L G =050
b) G- % (GP=4 0 VG = Q? Qi {40)
O G G = |Gl 15 = 002
In caz cid presupunem
Q>0 (41)
s
Q<0 (42)

mediul considerat devine instabil si regasim acelasi rezultat ca §i cel
studiat la cazul intii.

Daca vom utiliza una din relatiile dintre coeficienfii si rddacinile
ecuatiei (38) si anume

GGG+ Ghh T GGt Lhlh=—C 43)
unde
- 2 2 o 2 2 4 ¢ ,
C = Q2(Q + 4Q2) + QL(QJ + Q5+ Qj) (44}
si consideram
Qp >0; Q] >0 (45)
$1
2 5 - 2 2 4 2 g
QF 442 <05 Q)+ Q54+ -7 <0 (46)

mediul considerat devine instabil. In acest caz criteriul lui Jeans asupra
instabilitatii gravitajionale este afectat pe de-o parte de prezenta vitezei
unghiulare Q, jar pe de altd parte de prezenta viscozitdtii Q, si a conduc-
tivitatii electrice Qg a fluidului. Din inegalitatile (46) vom obfine :

VEk < AnGoy — 42 (47)
si
*2 1o p 4 2
VI k2 < dnGo, — Qf — = Q; (48)
Deoarece numérul de unde % este dat de expresia:
R (49)
/.
iar
i kI{oy -
Q= (50)

Y -— Babes—Bolyui: Matematicd-Fizica 1/1964
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inegalitatile (47) si (48) se pot scrie si sub forma pufin modificata :

I
T <4 (51)
Gpo ==
si
(Vi+ V)= ,
1, (52)
Goy — — Q)
Po 3t Y
unde [7* reprezintd viteza undelor Alfvén:
2 H?ov .
Vi=—— (53)
. 4mpy

Vom introduce lungimile de undid critica de forma:

) Gry — T;ITQ; (53)
astfel cd inegalitdtile (51) si (52) devin
2 (36)
S
g 7

care exprimd criteriile de instabilitate magnetogravitationald a fluidului
considerat.

Observafie. Tormula (54) coincide cu formula stabilitd de Chandra-
sekhar [3] pentru cazul unui mediu fluid infinit $i omogen, a carui vitezd
unghiulard este perpendiculard pe directia de propagare a perturbatiilor,
In formula (54) apare viteza sunetului }; pentru cazul proceselor izo-
terme.

Tormula (55) generalizeazi formula obtinutd de Severnii [4] incazul
unui fluid, infinit si omogen, in absenta componentei cimpului magnetic
paraleld cu directia de propagare a micilor perturbafii. In cazul Q, = 0,
formula (55) coincide cu formula stabilita de Severnii
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6° Fluidul neviscos, cu conductivitate electricd finitd, in miscare de rotagie
nniformd, in przemta componenter cimpului magnetic paraleld cu divectia de
propagare a micilor perinrbatii.

In acest caz avem indeplinite urmatoarele conditii :

v=10 Q= (58)
Q2520
si
Q%520 (59)
Avind 1n vedere aceste condiii, ecuatiile de  dispersie (5) si (6) devin:
0?7 - iin - Qz‘ =0 (60)
st

O PO QG - Q) 4 Q) 407 -
QRO 40 QT 0E =0 61)

R

Ecuatiile de dispersie (60) si (61) coincid cu ecuatiile de dispersie
obtinute de Pacholczyk si Stoddlkie wicz, iar criteriul de instabilitate
magnetogravitationald se reduce, pentru acest caz, la cel stabilit de cétre
acesti autori.

70 Fluidul neviscos, cn condutivitate electricd finitd, in miscare de rota-
lic in absenta componenter cimpului magnetic paraleld cu divectia de propa-
gare a mictlor perturbatii.

In acest caz avem indeplinite urmitoarele conditii :

o

ve=0; Q¢
-, (62)
QL0
s
04 =0 (63)
Avind in vedere aceste relatii, ecuatiile de dispersie (3) si (6) devin:
o 1w Qi == () (64)
si

O 0O Q) 407 QL QF + 40207) =0 (65)

Atit ecuatiile de dispersie (64) si (63) cit gi criteriul de instabilitate magneto-

Grawtajaonqla se reduc la cele stabilite de citre Pacholcz vk si
Stoddlkiewicz,

Pentru cazul 3., criteriul lui Jeans asupra instabilitafii gravitafionale

a unui fluid omogen ¢i infinit nu este afectat de prezenta conductivitatii



132 M. VASIU 10

electrice a fluidului considerat. Pentru cazul 4., existenta unei conductivi-
tatii finite a fluidului conductor, conduce la un criteriu de instabilitate
gravitationald care sa nu fie afectat de cimpul magnetic si care sd depindd
de viteza unghiulard de rotatie a fluidului, consideratd perpendiculari
pe planul de propagare a micilor perturbafii.

80 Flnidul viscos, cu conductivitate electricd tnfiniid in miscare de rota-
fie uniformd, in prezenta componenter cimpului magnetic paraleld de propagare
a mictloy perturbatii.

In acest caz avem satisfdcute condititle :

D
v, =0, QF =0

T 66
Q; 50 (66)
0,70 (67)
Cu aceste condifii, ecuatiile de dispersic (3) si (6) devin:
w? — [(oQi — Q_; = (68)
si

7 0 ) o o Ny 4 1 o .

o %gz; 7 +(sz‘; QL 4 ;Q;‘) 7
‘ 2 9, 2 4 02Y) . W2y (6Y)

QL( Q + Q) = szxi] T 0Y 0

Ecuatiile de dispersie (88) si (69) coincid cu ecuatiile de dispesie obti-
nute de Pacholczyk si Stoddlkiewicz, iar criterial de in-
stabilitate magnetogravitationald a fluidului se reduce la cel stabilit de
cdtre acesti autori

90 Fhiddul viscos, cu conditctivitate electricd infinitd, in miscare de rota-
tie uniformd, in absenta componente! cimpului magnetic paraleld, cu directia
de propagare a miciloy perturbatii.

[n acest caz avem indeplinite urmdtoarcle couditii:

Vy == “ . Q;\, e “ ("-“)
Q; 0
si
Q=0 (71)
Cu aceste conditii, ecuatiile de dispersic (5) si (6), devin:
o — i Qi = () (72)
s1
v 7 N2 vy 2 A o 4 T
- ’; QF 0 | + Q) + 402 + Q|2+
‘ . ' (13)

Q)+ QJ J L =0
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Ecuatiile de dispersie (72) si (73) coincid cu ccuatitle de  dispersie
obtinute de Pacholezyk s Stoddlkiewicz pentru acest caz
particular.

Pentru cazul 5., criteriul de instabilitate magnetogravitafionald se
reduce la cel stabilit de Jcans s viscozitatea fluidului nu afecteaza
acest criteriu decit in sensul ci viteza sunetului pentru procese adiabatice
se inlocuieste, In acest caz, cu viteza sunetului pentru procese izoterme.

Pentru cazul 6, criteriul de instabilitate maguetogravitationald a
fluidului conductor considerat nu depinde de viteza unghiulard a mediului,
c¢i doar de cimpul magnetic.

Problema instabilitd{ii magnetogravitationale a unui fluid conductor
are insemnitate pentru unele probleme ale astrofizicii (instabilitatea
protogalaxiei, formarca bratelor spirale si instabilitatea magnetogravi-
tationald a acestora).

Tin si multumese prof. Mircea Drdganu pentru pretioasele observatii
facute.

ANEXA
ASUPRA  CRITERIULUI DE INSTABILITATE MAGNETOGRAVITATIONALL 2
UNUI FLUID VISCOS COMPRESIBIL. CU CONDUCTIVITATE ELECTRICX
INFINITA, IN MISCARE DY ROTATIE UNTFORMX, IN PREZENTA
CURENTULUI DI DEPLASARE ELECTRICX.

Introducere. In Anexa la lucrarea mnoastri [8] ne-am ocupat de
problema stabilirii ccuatiei de dispersie pentru un fluid viscos, greu, com-
presibil, infinit $i omogen, total ionizat, cu conductivitate electrica in-
finita, in miscare de rotatie uniformd, in prczenta curentului de depiasare
electrica, fluidul fiind supus la acfiunea uuui cimp magnetic uniform. In
cele ce urmeazd ne vom ocupa de stabilirea criterinlui de instabilitate
magnetogravitationald pentru cazul aceluiag fluid.

Criteriul  de instabilitate  magnetogravilationald. Pentru  stabilirea
criteriului de instabilitate magnetogravitationald vom utiliza ccuatia de
dispersie (227} (vezi Anexa de la lucrarea noastrd [8]):

o T R S

B "D A B /
; 4 . —2 N2 A2 L nto-2 402 2
A0 0 07010 0] 0 (? QL (1)
- Qj) L4 Q0 =0
Introducind notatiile

Q,=Q; QF
Q= 0, Q" 0 (@)
QZ — Q'z Q_:
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ecuatia de dispersic (1) devine

&

£

4 0 PN
Qi(? o+ Qg) + 0

Q) (Qj + O+ Q) +
4 — 2 o o (4 2 L 2
SRS R Q. Q) v QF(?QJ + Q- Qj) QR )
+ Q0 =0

Cazuri particulare. Im cele ce urmeazad ne vom ocupa de citeva cazuri
particulare.

1. Componenta cimpului magnetic paraleld cu axa Oz este diferitd
de zero, adica

QF =0 4)

Fcuatia (3) admite urmétoarele radacini:

a) patru rddacini reale: Z,, %, I, %

2 w3 =4
b) doud rddacini reale: T,, I,
si
doud radacini complexe: L, I
P F P # EY S #
¢) patru raddcini complexe: T, I, I, I,

Utilizind una din relatiile dintre coeficientii si raddédcinile ecuatiei (3)
st anume

4

unde D este termenul liber al ccuatici (3), obtinem:

I v O 0O°
L866GTL = Q,—x Q(;

%1% =LLIGE= Q; Q({ (6)
itli)Q::;'z L 142291‘;@«‘:
In caz ci presupunem
Q) =0 (1)
si
Q;) <70 (3)

cel putin una din raddcinile , trebuie sa fie pozitive si fluidul conductor
respectiv devine instabil din punct de vedere magnetogravitational.
o . . 9 4. , " . . .
Inlocuind valoarea Iui Q_din (2) in inegalitatca (8), obtinem :

~ 2 — - ()
00" <0 (9)
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Dacd tinem seama de notatiile (174) si (20) din Anexa lucririi 81,
inegalitatea (9) se poate scrie si sub forma

OF (V2R 4xGp,)
7 A2 2
Q)+ Qp = Q¢
Sa introducem notatia

<0 (10)

, 0%
Q = e (11)

3 Y 2R
Q7 4+ Qp -+ 0

astfel cd inegalitatea (10) devine

Qp (V3 k2 — 4nGoy) < 0 (12)
Deoarece
Qp >0 (13)
si
B (14)
72
obtfinem
72 -
o (13)
Gey
Introducind lungimea de undi critici
e — \/ i (16)
Gy
rezultd

7o < h (17)
rezultat care exprimid conditia de instabilitate magnetogravitationalsa a
fluidului considerat.

Rezultd cd criteriul de instabilitate magnetogravitationald nu este
afectat de prezenta curentului de deplasare electricd si coincide cu cel
analizat de Pacholczvyk si Stoddélkiewicz [6].

2. Componenta cimpului magnetic paraleli cu axa Oz este egald cu
zero, adica

O =0 (18)

In acest caz ecuatia de dispersie (3) se reduce la o ccuatie algebricd
de gradul trei, de forma:

o

Py = 0 | Q00 20 0@+ o) e
SRR (R VR ( O +%£YL‘) o (19)

2 A2 02 2 —1 2 0 0%
4 QUQ,+ Q07T (- Q) =10
unde P{7) reprezintd polinomul respectiv.
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Daca
2 2 2 2, =1 1,
Q, Q. (Q.f 4 Q;") ‘ = () !S a. 20)
ng+£)j<() J b.
astfel cd
Py <1 (21)
s
lim P(7) — + o0 (22)
>+

ccuatia admite cel putin o rddacinad reald pozitiva si mediul respectiv de-
vine instabil din punct de vedere magnetogravitational.

Din inegalitatea (20,), tinind scama de notatiile (17,) si (17,) din
Anexa lucrérii [8], rezulta

42 /'/6 . Lo .
Dt o Gy, (23)
22 4re, )
23 introducem viteza Alfvén
9
T =
47T =4

3 .\/, 4 3
e T L=
Gy

o

Cu aceste notatii inegalitatea (23) devine

T <R (26)
care reprezintd criteriul de instabilitate magnctogravitationald a fluidulud
conductor considerat.

Rezultd c} acest criteriu, in cazul particular analizat, coincide cu cel

studiat de Pacholczyk si Stoddlkiewicz [6].

Concluzii. Din cazurile particulare studiate mai sus rezulti cd
prezenfa curentului de deplasare electricd nu afecteazd criteriul de insta-
bilitate magnetogravitationalda a unui fluid compresibil si viscos, total
ionizat, cu conductivitate electricd infinitd, in miscare de rotatie uniforma,
fluidul fiind supus la actiunea unui cimp magnetic uniform si la actiunea
propriului sdu cimp gravitational.



15 INSTABILITATE MAGNETOGRAVITATIONALA A UNUI FLUID VISCOS IN MISCARE 157

BIBLIOGRALVIIL

Chandrasckhar i E. Fermi, Ap. J 1883 18, p. L6

Chandrasckhar, Ap. J., 1954 18 p. 7.

Chandrasekliar, Tistas In dstronony, Td. Percamon Press, 1953,

Severnii, Izv. K.AO. 1954, 11, p. 129,

A. Pacholczyvksi J. Stoddlkiewicz, Bulll Acad Polon. Sei | Série sci. math-

astr. phvs., 1959, VII, 11, p. 681.

6. A Pacholczyk 1] Stododolkiewicz, Bulll Acad Polon. sei.
astr. ¢t phys. 1959, VI, 7, p. 429,

7. J. Jeans, Astronomy and Cosmogony, Cambridge Univ. Press. 1928, p. 3387,

8. M. Vasiu, Studia Univ. Babeg-Bolvai, Cluj, Ser. Math. Phys. 271963

9 I Dungevy, Cosmic Electrodvinamics, Oxtord, 1958 1. 78,

A

Série seiimath.,

3

O HPHU3HAKE MATHHUTHOTPABHMTALINIOHHOIT HENYCTOHYHBOCTI BSA3KOH
AHIKOW CPETIBL C KOHEUHOM VIEJIbHOIT 'POBOTHMOCTLIO B PABLO-
MEPHOM BPAIIATEALHOM IBH)KEHHMHU

{Pezmwye)

B aannoeil padore, aBTop n3vuacT chyyall MarHBTHONPaBUTALIOHHOIL HeyveTollunBeeTn
CaRiMAeNOil BAZKOM EIAKOCTI, GeCKOHEeUHOI i 0AHOpoAneli, NOJIHOCTLIO HOHU3NpOBaH KO,
¢ KoHeunoil vieanHofl npopoauvoctnio. Ilpeanosnaraercst, uTo KHIAKOCTD HaXOAHTCHA B
PABHOMEPHOM BpAUlATENLHONM ABlMIKeni. JQas ynpoulewisi 3ajaul npene6peraetcs npo-
1HeCCaMil TENJIONPOBOAHCCT 1 Hepenoca H3IVHeHHs. a4 Takke TOKOM CMEeeHHs BHYTpU
KIKOCTH

[Moavuennbie pesvavrarsl 0606WanT  pe3yanTath, nodyvuendwve A. [axodunkown
i M. Crogvakesiiied, KOTOPLIE H3VUAIH Mal HHTHOTPaBUTAaUHOHHYIO HeYCTOHUHBCCTL HEBA3-
KO AUAKOCTH ¢ KoUeuHolh ViaehHO NPOBOANMOCTLIO f MATHHTHOIPARNTALBOHKYIO leyc-
TONUNBOCTL  BA3KON KILAKOCTH ¢ GeCKOHEUNOl VARILHOI NPOBOANMOCTLIO, COOTBETCTBEHHO.

B . .Tpuiomennit” aBTop 3aHHMaETCs YCTAHORJIGHHEN DPH3HAKa MarHHTHOTpaBH-
TAUHOHHOI HeVCOTOUHBOCTIE  CxRuaaeMoll  BAskoll  npesogsuell  AMHEAKOCTH, [OJHOCTBIO
IOHH3NPOBaHHON, ¢ CCCRONRUHON YAeAbHOI NPOBOARMCCTLIO. B NPHCVICTEHH TOKA CMCLE-
nHst. CHOBA NPeAnosnaracTest, YTO AKUIKOCTL HMEET PaBHOMEPHOE Bpallate s ioe ABHIKeHHe.
CooTBeTCTBYIOILAs cpejda cunTaeTcss OeCKOHEUHON 1 O1BOPOANOH It NoaBepraercs AeficTBHIO
PABHOMEPHOTO MalHHTHOIO Nos, a TakzKe JeNCTBUHIO CBOCIo COGCTBEHNHOIO IDABHTALHOH-
HOFO NMoJs. ABTOP NMOKa3blBaeT, UTO NPHCYTCTBHE TOKA CMeUleHHsS He 3aTpariBaeT NpH3HaKa
MAarHUTHOMPABHTAHOH B0 HENCTORUNBOCTH, NOGYUEHHOTO A8 TAKOIH MHAKOCTH, B ¢iavyae
OTCVTCTBHS TOKA.

SUR LE CRITERE DVINSTABILITE MAGNETOGRAVITATIONNELLE D'UN MILIEU
FLUIDE VISQUEUX, A CONDUCTIVITE ELECTRIQUE FINIE ET EN MOUVEMENT
DIT ROTATION UNITFORMIL

(Résumé

I/auteur étudie le cas d'instabilité magnétogravitationnelle d'un fluide visqueux, com-
pressible, totalement ionisé¢, infini et homogeéne. a conductivité Clectrique finie, ce fluide étant
animé d’un mouvement de rotation uniforme. Pour simplifier le probléme on négligeles pro-
cessus de conductibilité thermique et de transfert de radiation, ainsi que le courant de dépla-
cement électrique 2 Vintérieur du fluide.
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Ies résultats obtenus généralisent ceux de A. Pacholezyk et J. Stodélkiewicz, qui ont
étudié U'instabilité magnétogravitationnelle d’un fluide non visqueux a conductivité électrique
finie et, d’autre part, instabilité magnétogravitationnelle d’un fluide visqueux a conductivitd
électrique infinie.

Dans 1"Annexe l'auteur s’occupe de la détermination du critére d’instabilité magnéto-
gravitationuelle d’un fluide conducteur visqueux, compressible, totalement ionisé, a cond-ic-
tivité électrique infinie en présence du courant de déplacement électrique, le fluide étant
animé d’un mouvement de rotation uniforme. Le milieu respectif est considéré¢ comme infini
et homogéne, soumis 4 'action d’un champ magnétique uniforme et a celle de son propre
champ gravitationnel. I.’auteur montre que la présence du courant de déplacement électrique
n’affecte pas le critére d’instabilité magnétogravitationnelle obtenu pour un tel fluide, dans
le cas d’absence de ce courant.



CITEVA ASPECTE ALE REZONANTEI DPPH, Cu?¥, Mn2+ in
CIMPURI SLABE

de
F. KoCit

I. Introducere. Relatia w, = vH, care leagad pulsatia cimpului electro-
magnetic w, de cimpul magnetic H, este valabila si in clmpuri slabe,
avem rezonanta in cimpuri slabe.

Rezonanta paramagnetica electronica in cimpuri slabe a fost studiata
de mai multi autori: de A, K. Cirkov si A. A Kokin [I? in
intervalul 2—220 Oe, de Garstens sicolaboratori [2] [3],de Beeler
in intervalul 50,27 Oe [4]. Desigur la inceput studiul in cimpuri slabe
a avut mai mult o curiozitate academici, astdzi insd se poate considera
cd este o completare importantd in studiul la clmpuri magnetice mai
puternice. Studiul in cimpuri slabe are o serie de avantaje tehnice si fizice
dintre care notdm in primul rind construcfia simpla a bobinelor pentru
realizarea cimpului magnetic. Dezavantajul experientelor in cimpuri slabe
constd in faptul ¢d mdirimea semnalelor este proportionald cu H§ si in comn-
secintd in cimpuri slabe avem semnale mici, amplificarea semnalelor
trebue si fie mai mare.

Semnalele de rezonantd in cimpuri slabe au fost studiate teoretic
de Garstens [2]; prin modificarea ecuatiilor lui Bloch a gasit tcoretic
si experimental ¢ in cfmpuri slabe micsorind frecventa cimpului radio-
electric aplicat, semnalul trece de la curba Iorentz la o curba intermediard
intre curbele Lorentz si cea de relaxare Debye.

Nu toate substantele paramagnetice sint adecvate pentru studiud
rezonantei in cimpuri slabe. Largimea liniilor trebue :a fie suficient de
micd {1—40 Oe) si numaral de e¢lectroni necompensati in proba suficicut
de mare (aprox. 10'® electroni/cm?). Cel mai frecvent este studiat radicalul
liber din difenilpicrithidrazil (DPPH) cu formula

CoH, N N CH,(NO,),
Este de notat faptul ca in ¢impuri slabe frecventa de rezonanta se schimba
pufin (¥ nu este constant), se schimba s 1afinmea liniel (37,

S-a studiat fearte mult si rczonanta electronicd la solutii de electro-

liti [6]. Teoretic ¢f (xperimental s-a stahilit cd latimea liniei AH a rezo-
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nantei electronice in solutiile sdrurile se compune din: 1. interacfiunea
dipol magnetica intre ioni AH,,,, 2. interacfiunea electricd a ionilor cu
mediul AH. 3. interactiunea hiperfind a electronilor cu nucleul AH,
4. ingustarea liniei cauzatd de interactiunea de schimb AHy,, intre ionii
paramagnetici. In cimpuri slabe in solutiile sarurilor de mangan se ob-
servd un singur virf cu factorul giromagnetic g = 1,00.

Intr-o lucrare anterioard 70 s-a stabilit cu ajutorul modelelor pro-
prietatile aparatelor de detectie, in continuare in lucrarca de fagd cu aju-
torul aparaturii construite se circetcazd rezonanta electronica in cimpuri
slabe. Cercetdri de rezonantd electronicd in clmpuri tari, mult mai complexe
se fac la Universitatea noastrd de catre prof. IToan Ursu

I. Aparatnra. Pentru detectarca semmalelor de rezonantad electronicd
s-a folosit o instalatie a carei schema se poate vedea in fig. 1. Sa descriem
ficcare parte a instalatiel in detaliu:

F

g B

' H

3

Fig. 1. Schema instalatici: {7 - bohinele Helmholtz, B - hobine de mo-

dulatie, € — generatorul autodyn, [} — detector audion, [ - preamplificator,

I° - oscilograf catodic, pod - microampermetru pentru detectarea oscilatiilor
de fnalta freeventa, 77 — proba.

1. Sistemul de bobine Helmholiz, Trebue s observam de la Inceput
cd in majoritatea cazurilor liniile de absorbfic paramagneticd clectronica
sint largi si astfel pentru observarea scmmnalelor nu se impun conditii deose-
bite in privinta omogencitatii si stabilitatii eimpului. Pentru studiul radi-
calilor liberi s-au folosit bobine Helmholtz. Frecventa oscilatorului nostru
a fost de 13,15 MHz, deci bobinele Helmholtz aufost astfel dimensionate
ca 53 producd cimpul de 4,7 Oec corespunzdtor frecventei de mai sus.

Cimpul magnetic pentru bobina Helmholtz se poate calcula dupi
formula dati de Ruarksi Peters (8. Dacdt luam in considerare numal
primul termen formula se scrie

noi 167 i
H, = — o= (1,899
5r, 5V5 Yo
unde H = cimpul magnetic in centru in Oe
n = numiarul de spire intr-o bobind/224 in cazul

nostru, cu rezistenta celor doud bobine de 19,9 ohmi/
ry == distanta medie intre bobine egald cu raza lor
medie (30 cm).
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Cu aceste bobine se obtine un c¢imp maxim de 26 Oe. Pentru modu-
latie s-a folosit un solenoid cu Hyae = 16,7 Iy

T,a solutii de electroliti AH fiind mare s-a folosit un mic electromagnet
cu Hmax = 282 Tess

Bobinele s-au asezat perpendicular pe cimpul magnetic terestru.

2. Detectia semnalidui. Pentru generarea cimpului magnetic de fnalta
frecventd si detectia semmalului s-a folosit un detector autodyn [9 0 in
care bobina din circuitul de rezonanjd al oscilatorului contine proba.
Semnalele obtinute se demoduleazi cu un detector audion. Intr-o lucrarea
anterioard 7] s-a ardtat cd sensibilitatea aparaturii este invers propor-
tionald cu amplitudinea oscilatiilor, deci este bine sd se lucreze la ampli-
tudini mici. In cazul nostru tensiunea de inaltd frecventd pe bobina a fost
de 1,5 V. Bobina de receptie a fost introdusd intr-un cap de receptie ecra-
nat si oscilatiile de inaltd frecventd de la cap circuld printr-o linie coaxiala
de 30 cm lungime. Modulatia cimpului magnetic s-a realizat cu ajutorul
curentului alternativ de la refea. Proba a fost introdusi intr-o fiola de
sticld de 0,9 cm diametru 2 cm lung cu peretii ¢it se poate de subtiri pentru
a avea factorul de umplere bun. Dupd demodulare si filtrare semmnalul
a avut mirimea de 600 uV. Semnalele demodulate sint preamplificate
de un amplificator Krizik Z 562 si apoi inregistrate la oscilograful catodic
KO 221 VEB Rafena.

Dupa introducerea probei si conectarea circuitelor se impune un control
al semnalelor, dacd nu provin din surse exterioare. Acest control s-a facut
prin : deconectarea cimpului magnetic principal, oprirea oscilatiilor, scoa-
terea capului din cimp. In toate aceste cazuri semnalul trebue sd dispard.

I11. Rezultate experimentale. Experienfele efectuate cu aparatura
descrisa mai sus au permis sd
se glseasca o privire in ansamblu X
asupra rezonantei electronice. In
aceste experienfe nu s-au facut
mésurdri absolute, s-au admis H eont.
pentru g valorile din literaturi.

In literaturd (107 se arata
ca se pot obtine semmnale si In
magnetizare alternativa, {ira
cimp constant. In experientele
noastre pe lingd incercarea apa-
raturii de detectie, noi am avut
ca scop sd vedem comportarea
probei de DPPH la modulatii
mari $i la neomogenititile cini-
pului magnetic. |

Daca notam cu £ pulsatia mo- e eea
dulatiei si cu o, pulsatia derezo- i
nanta, atunci vom avea variat;ia
freeventei T,armor la modulatic

R EE T TR

© =y A+ Aw sin (¥ i g 2. Obtinerea semnalelor la modulatii mari.




142 ¥ KOCH 4

sau pentru semnalul de absorbtie
7 (w) = 7 ey -+ Ao sin Qf)

Dacd o = 0 se pot obfine semnale numai cu cimpul de modulatie. Aparitia
semnalelor la modulatia cu curent alternativ se poate urmdiri in fig. 2.
Se vede de aici ci la modulatia in curent alternativ avem patru valori
ale cimpului 1a care se obtine rezonanta (H,; H,; H,; H,). Se obtine rezo-
nanta si la valori negative ale cimpului decarece, dupd cum a aratat
Bloch-- Siegert {11}, cimpul de radiofrecventd linear se descompune in
doud componente circulare in sens contrar, dintre care una totdeauna
este In rezonanta. Din fotografii (fig. 3 si fig. 4) se vede cd alegind conve-

Fig 3. Semnale de rezonantd la DPPH, How 67
Oe, H L25 Oe

mod

Pig. 4. Semnale de rezonanti la DPPH, H

Oe, H + 25 Oe
mud

18 =
cent 16,5
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(14

nabil valoarea cimpului constant si a modulatiei, se pot obfine puncte de
rezonantd foarte apropiate.

Prin apropierea unui magnet permanent de probd, cimpul devine
neomogen si se observa o contopire a punctelor de rezonantd (fig. 5) sau
la variatia neomogeneititii o deplasare a unui virf, de exemplu la rotirea
magnetului permanent 1ingd proba (fig. 6).

Fig 5. Semmale de rezonantd la DPPH, cimp

neomogen, H - 16,5 O¢ H - 25 Oe
: cont ’ mod

6.7

Fig. 6. Semnale de rezonantd la DPPH, H
Oe, I

cont

ol 6,7 Oe cimp magnetie neomogen
variabil in timp.

Daca examinam aceste rezultate prin aspectul modelarii, gdsim rezo-

nanta In domeniul negativ dacd luam in considerare cele doud valori ale
.1 , —_— N . A -

lui — = +VIC interpretind si valoarca negativd. Doud rezonante succe-

)
sive in modelare se pot interpreta prin rezonanta circuitelor cuplate.
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I.a cercetarea rezonanfei electronice in electroliti cele doud puncte
(cimpuri) de rezonantd dau un semnal unic decarece largimea liniilor este
mult mai mare ca si valcarca cimpului de rezonantd AH > H, (fig. 7).

Comparind aceste linii cu cele
obtinute la DPPH se vede cd in acest
caz abaterea de la curba Lorentz este
mai mare (in concordantd cu teoria
lui Garstens).

Largimea liniei de rczonantd este
mai mare la Cu(NO,),: AH = 140 Oe
si cam tot de aceastd valoare la Cu(l,
in solutii apoase.

Fxperientele noastre la solutii de
electrolifi in comparatie cu teoria
largimii de linie, au ardtat cad pentru
explicarea largimii liniilor trebue s&
ludm in considerare in cazul cimpu-

1 ig¢. 7 Semmnale la solutia de  MnCl..

110! R .
concentratia 1—-= 11 10 e rilor slabe largirea aditivd AH cau-
! - -
Clinpul magnetic se realizeazd cu un clec- zatda de contopirea celor douda sem-
tremagnet nale la valori pozitive si negative.
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O HEROTOPDLIX BILIAX PE3SOHAHCA DPPIHL G2+ M+ B CTABBIXN TTOJHX
{Peswaed
tpocToil annapartypoll, CACTANNON WACTHHHO B VHIBEPCHTETE, ICC1e4)e1Cs Napanal-

HHTHBH] 3TeRTPOHHBHL Pesonanc B craleix noasix, opu 4,7 sperezax. Beul uayuen curuast,
puinyuerssit DPPH, Myt w Co?+0oppn 6obmix voavisiansax (Pue. 203, 4).
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paCUIHpﬂeTCﬂ MOAYIA LS H Ha OTpHILATENbHLIC 31TAUYEHHS MOJS . Boubiuas MOV IS LSt
CTATHUECKOTO noaA% 06}1‘.’10}’).11{81\8T AONOTHUTE/ILHOE paCulHpeHHe pPe3oHaHCHbIX AHHMIL
KOrja pesoHaHC OCcyllecTB.Idercs B c1a0blX NMoJasx, HUIHPpHHA HX JHHHH [LMINTEER

QUELQUES ASPECTS DY LA RESONANCE DI DPPH, Cudt, Mudh
DANS LES CHAMPS FAIBLES

(Résnmé)

Avec un apparcillage simple, construit en partie a 1’Université, l’anteur étudie la réso-
naince paramagnétique électronique dans des champs faibles, & 4,7 Oe. On a étudié le signal
donné par DPPH, Mn?t et Cu?t anx grandes modulations (Fig. 2; 3; 4). Lu
modulation est étendue aussi aux valeurs négatives du champ. La grande modulation du
champ statique conduit a un élargissement supplémentaire des lignes de résonance lorsque
la résonance se réalise dans des champs faibles et que la largenr de la ligne est grande.

{() = Babeg—Bolyal: Malematicd-Fizica [/196d
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ERATA

‘ag. Rindul In loc de: Se va citi:

12 7 de jos (3.4) (3.1)

17 15 de sus (e, e2) (e2, &)
19 de sus (e, e2) e, e

21 8 de jos R(x) = Ry(x)

23 7 de sus ZRR’y ZRy

28 16 de sus R+ Ry

67 11 de sus Uy U

11 11 de sus £y £

12 ecuatia (1) e «,

27 19 de sus Qr Q,;

dathematica-Physica 1/1964)












