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île

V I . K X .  M C O L K S C I '  ( l i i io i ro ş l i )

(hniiÿhi pro fi  srr, i; lui ])r. TJf .  . L \ ( iH J : IJ  ’IŢĂ cu осота îm p l in im  a SO uni

I . T r a :i s f n г in  ă r i 1 e g e n d r i и n  e .

Transformarea hii r.egendre în plan :

л- - - V'
y  r= XY'  — У

este polaritatea faţă de parabolă
x~ — 2y  — 0

Numim transform ări legendriene, corelaţiile care fac parte din familia de 
transform ări :

•V =  (üX  — a'У — a") : (aX a'Y +  a")Y' ^
5' -= {bX -f b'Y -b b") f  (bX -o b'Y f- b")Y' ' '

Pentru a desprinde din această familie corelaţiile, vom exprima că unei 
drepte oarecare :

Y ■- m X  — //. V' m 
i corespunde un punct, adică faptul că ecuaţiile :

X =  (aX 4- a'mX 4- a'n -f a") -f (aX -f- a'inX +  a'n +  a")tn 
y  — (bY +  b'tuX 4- bv -f- b") (bX b'mX -4 b'u J- h")m

nu depind de X,  oroare ar fi m. Avem atunci : 
a’ 0, а' К  a -- 0, a — 0
V - - 0, V -\ - h -  0, h - 0,

şi deducem formulele transform ărilor legendriene :
-V =  h(XY' - - V) л. uY' r a'
y  - k {XY’ — Y) \ bY' b- V w
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Pentru  a obţine transform atul unui punct M(X, Y ) printr-o transform are 
legendriană, eliminăm pe Y' între ecuaţiile (2), ceea ce din punct de vedere 
geometric, revine a exprima că : punctul M  avînd un element de contact 
comun cu toate curbele ce-1 conţin, transform atele acestor curbe vor avea 
un element de contact comun cu transform atul punctului M  ; obţinem prin 
eliminare ecuaţia :
(kX -f b)x — (hX +  a)y +  {(b'h — a'k)X +  (bh — ka)Y -f (ab' — a'b) } =  0.

Transformările legendriene sínt polarităţi dacă :

h =  0, k =  1, a' b — 0,

conicele directoare fiind parabole :

X 2 +  2bX — 2aY +  (ab' — a’b) =  0.

în  cazul general, locul punctelor ce sínt conţinute în transform atele lor, 
este o conică — conica pol-de ecuaţie :

kX 2 — i iXY -f- (b — а’к L b'h)X ■ (a - - ak — bh)Y -ţ- ab' — a'b --0.

Conica polară este înfăşuratoarea dreptelor care-şi conţin punctele ce le 
corespund, deci este transform ata conicei pol.

Asupra conicelor pol şi polară vom reveni în capitolul urm ător, în 
cadrul studiului corelaţiilor generale.

Vom lua ca exemplu, transform area legendriană particulară

V . I V'
V -- — (A'Y' —■ V) .1 ----- const.

cu transform area inversă :
X  ----- Av'
Y  — — (xv’ — v)

Y ' ^ - - X- .
A

Norma corelaţiei fundam entale este —A 2. Corelaţia fundam entală nu 
poate fi niciodată polaritate ; ea are drep t conică axa X  — 0 considerată 
de două ori şi d rept conică polară punctul de la infinit al axei У =  0, 
deoarece unui punct de pe axa X  =  0 îi corespunde paralela dusă prin 
acel punct la axa У =  0.

H.  R v d u c e r e a  e o r e 1 a ţ i i 1 o r 1 a f  o r m  а с а и n и i e a . ( i r  u j) u 1 < i

O corelaţie în ]rlanul proiectiv se exprim ă analitic : 
pMj =  allx1 +  a21v2 +  a31xs

"~î~ ^2̂ '̂ "'2 d ;j y*~- 0.
ou3 =  rtj3Х] V й2З.т2 +  ä33v3
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sau simbolic :
(и) -- C (x ),

(x) fiind coordonatele proiective punctuale, iar (u) coordonatele proiective 
tangenţiale. Vom nota cu C  corelaţia care face să corespundă dreptei :

(«)' -  C'(x)
punctul (x) ; corelaţia C  are formulele de transform are :

P U \ =  a l l X Î T  a n X 2 d -  « 1 3 :'Г3<

PW a —  ^'21 X \  d ”  ^22 A2 Ú  ®23 .Vj,

P « 3 : Cl3 J X 1 : « 3 2 * 2  d~  « 3 3 * 3 '

Numim pol orice punct (л„) s itua t pe dreapta (u0) ■— C[x{ţ) ; locul 
polurilor este conica (C) de ecuaţie :

«11*? d- d- «33*3 («2:, +  aÿo )x2x ., -I- . . .  == 0.

Conica (C) este conica fol a corelaţiei C ; se vede imediat că (C) aste conica 
pol şi pentru corelaţia C ,  deci corelaţiile C, C  au aceleaşi poluri.

în  mod corelativ, numim polară orice dreaptă (un) ce trece prin 
punctul (д:0) =  C(«0)

Polarele înfăşoară o conică (C), conica polară care este tocmai core
lativă conicei pol faţă de corelaţia C sau C.  Conicele pol şi polară sínt 
bitangente ; fie A2 şi A3 punctele lor de contact şi Ал intersecţia tangen
telor în A2 şi A3 la cele două conice. Prin  oricare din corelaţiile C, ( ', 
punctului A x îi corespunde dreapta A2A3, iar polurilor A„ şi A3 le cores
pund dreptele A2A1, respectiv A3AX.

Alegînd drept sistem de referinţă triunghiul c lj/l2d ;j, obţinem cu uşu
rinţă forma canonică a corelaţiei C :

pîii-j —— 

р%Ь̂  —  ^ ’32'^iî
pUş--&cyrţ%(y

sau a corelaţiei C  :
p í'í j  “ — ^1 1 ^1

P ^ 2  —  ^23 -^3 
p í í^  — iîfjo OCt) ,

Kcuaţia conicei pol va fi :
(C) =  axlx\ +  («2S d” «32)*'2A3

iar a conicei polare :

(С ) =  Яц(«23 ~d «32.)x\ -f 4a23a32x2xs -
sau în coordonate tangenţiale :

( П  = L
1 1 , i \I "Í ' ^3 ‘

«u ' Нг>
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l ’resupunmd cà cele doua corelaţii C, C  transform ă elemente reale 
in elemente reale, au din forma canonică este neapărat real, dar a.a  şi азг 
pot fi reali sau imaginari conjugaţi. în  cele ce urmează, noi nu vom dis
tinge aceste două cazuri.

Fie (x0) un pol, adică un punct situat pe conica pol ; prin corelaţia C 
îi corespunde dreapta (u0), care trecînd prin punctul (v0), retaie conica 
pol în tr-un  punct (y0). în tre  punctele (,rn), (y0) există evident o corespon
denţă homografică H , care generează o hoinografie în întreg planul, căci 
orice homografie este determ inată, cînd se cunosc trei perechi de puncte 
omoloage necoliniare, ceea ce se realizeazăforicîiul în cazul nostru. Apli
căm punctului (v„) corelaţia C ,  obţinem dreapta (.r0), (y„), deci avem

C H n =  H nC  =  C.
Homografiilc care păstrează conicele (С), (C) păstrează şi triunghiul 

autocoujugat comun .-1,Л2Л3 ; ele se vor exprima atunci :

[ PAi P ix i

(H) ! ?Уг =  РгЧ
( РА’з := Р'лх з-

între param etrii p ,̂ p 2, p :t trebuind însă să există relaţia :

P ‘\ ----- Р-гРл ;
aşa dar, liomografiile care păstrează conicele ((') şi (C) formează un grup 
cu un param etru. Homografia # 0 face parte din acest grup. Toate coni
cele fascicolului determ inat de conicele ((’) şi (C) sînt im 'ariante faţă de 
transform ările acestui grup.

Să considerăm o corelaţie К  - - НС, H fiind o homografie oarecare a 
grupului m enţionat ; corelaţia K  va transform a conicele (C) şi (C) una 
în tr-alta , dar aceste conice nu mai sínt pol şi polară pentru K. Conicele 
pol şi polară ale corelaţiei К  fac însă parte din fascicolul conicelor (C) 
şi (C), de unde deducem că şi corelaţia C păstrează, cite două, conicele 
fascicolului de conice bitangente determ inat de (C)

în  rezum at :
Homografiilc H care păstrează conicele (C) şi (C), şi corelaţiile К  care 

schimbă cele două conice una într-alta formează un grup G ; conicele (C) şi 
(C) determină un fascicol de conice bitangente, invariant faţă de grupul G.

Se ara tă  uşor că în grupul G există o polaritate, ceea ce înseamnă că 
grupul G este un subgrup al unui grup proiectiv form at de un grup cay- 
leyan şi de o polaritate (conice directoare fiind conica absolută a grupului 
eavleyan). Geometria grupului G este geometria quasi-cayleyană.

I I I .  M e t r i c  a q u a s i -  c n y  I e y a n ă .

Definim distanţa quasi-cayleyană dintre două puncte (.v), (,v') ca fiind 
logaritm ul natural al biraportului punctelor (x), (x'j, (л„), x f  ultimele 
două fiind polurile ce se află pe dreapta (v), (x') :

.v.v' -- lilog (x, x', ;v,„ x f  (h =-- const.)
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In  mod corelativ,, unghiul quasi-cayleyan a două drepte (u), (ui) va fi 
definit prin :

A
nu' - klog («, u', itu, u') (k const.)

(?/n) şi (u') fiind polarele trecînd prin intersecţia, dreptelor («), («')
Pe noi ne interesează însă cazul în care punctele (x) şi (,v') sau drep

tele («) şi (n1) sínt infinit vecine :

.v/ =  ,\j -f dxx, x'„ x2 J - dx,, л:) — .r3 dxs 
«' =  % f- dux, u„ ■— «2 -ş du,.,, » - - iu, ~  du.,.

Atunci, xx! va deveni elementul de arc quasi-cayleyan ds, iar un' va 
deveni elementul corelativ ds, pe care-1 vom numi co-arc elementar.

Arcul şi co-arcul quasi-cayleyan capătă expresii simple, dacă norma
lizăm coordonatele proiective punctuale prin ecuaţia :

а ! IVI a ( a ' t a) -4 - -1?

pentru toate punctele care nu sínt poluri, iar coordonatele tangenţiale, 
prin ecuaţia :

1
— «1

1 ■n,u.,8 1,1

“аз "за -
pentru toate dreptele, care nu sínt polare. Obţinem intr-adevăr :

ds2 

ds* -

- -I Id

ák2

an dxi -L (a,:i 4- a.y^dxylx^.

dui du., du..

V0111 determina constantele h şi к astfel incit arcul si co-arcul să fie reali, 
în  acest scop, vom distinge două cazuri :

1. Conica pol are numai puncte imaginare şi deci conica polară va 
avea numai tangente imaginare. Vom presupune atunci că forma ;

)x.,x. C(x)

1 iu u 3 ( (u)

«11 X \  --)■ ( « 23

este pozitiv definită, şi forma :
1 2 , ! i—  »! r  -

va fi de asemenea pozitiv definită ; vom lua în acest caz :

2h -  iH ,  2 к - iK .
şi vom avea :

ds2 H2\andx\ -4 ((£.,3 4 a3.,)dx2 d.v.,]
ds2 i\ - > М " 'Cfj, V ll.yy. }

du., ditn

2. Conica pol are puncte reale, conica polară avîud tangente reale, 
în  acest caz, trebuie să ne fixăm regiunile planului în care au loc conside-
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raţiile noastre. Vom alege punctele planului care fac forma C(x) negativă, 
ceea ce ar atrage :

C(x) -C(x') - C2(.v, .v') -  0 
si :

C(dx) =  0.

Determ inarea constantei h făcută pentru  cazul precedent este valabilă 
si aici. Ia r  în ceea ce priveşte planul riglat, vom considera numai acele 
drepte care fac forma C(u) negativă, astfel încît corelativa unui punct al 
geometriei să fie o dreaptă a geometriei.

Cu acestea precizate, formulele scrise mai sus sínt valabile pentru  
ambele cazuri. Trebuie însă să observăm că în ceea ce priveşte al doilea 
caz, nu orice curbă cu puncte în domeniul ales are tangente în domeniul 
dreptelor alese. Moi vom considera numai curbele aparţinînd geometriei 
quasi-cayleyene a tît din punct de vedere punctual, cit şi din punct de 
r edere tangenţial.

Privind coordonatele (x) drept coordonate carteziene într-un spaţiu 
euclidian E3, iar coordonatele (u) drept coordonate tangenţiale în acelaşi 
spaţiu, ecuaţiile :

C ( v )  1.

C(«) 1

reprezintă două cuadrici ; dacă alegem pe aceste cuadrici drept sistem de 
coordonate cele două sisteme de generatoare rectilinii, vom avea urm ă
toarele reprezentări param etrice :J а  -  h 2 h i h i  —  a d bA1 ' - . , > у C j )  -г f> V «ii (« + I)2

у  2 o b dx., - ■ 2 I f i d a  -p a r d h-j- а  h 1% t  «к (« T b ) -

_  2 1 dxz =
— 2 d a  d bV  a 2 S 4" a 3 ‘> í l  ~~~ VÆ23 a S 2  4~ )̂“, / œ —  8 

и  =  л  а d i  l y  = - -
/---  ß d z  —  aiß2 V ял --------

а  + 3 (ж + ß)2,,, __ 2 V «23̂ 32 ^ du — 2 Уй23 й32 d o c  -j- d ßVa:i2 - r  «,3 y . -|- ß \  й23 4“ a 3Z ÍK ~T ß)2,, 2V%aS! < x ° d l l .  j — 2 V«23 «35 ßVa + зА/ßV«23 + «32 (« - ß)2V « 2 3  + а 32 * + ß
1'dosind  aceste reprezentări, care ne conduc la un sistem de coordo

nate n, v în planul nostru, obţinem :

ds* =  t f 2 (U ' db , ds* = К 2 •
{ a  +  b ' f  (a + ß)2

Param etrii (a, b) şi (a, ß) sínt reali sau imaginar conjugaţi după emu 
ne plasăm  în prim ul sau al doilea caz, dar membrii din dreapta ai acestor 
relaţii sínt oricîiul pozitivi.
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Din expresia elementului de arc se observă că a ■— const., b =  const, 
sínt liniile de lungime nulă ale planului. Revenind la coordonatele proiec
tive, se deduce că aceste linii sínt tocmai tangentele conicei C', ceea ce 
era evident a priori, din punct de vedere geometric.

în  sistemul de coordonate (a, b), conica C are ecuaţia :

a -j- b =  0,

iar o conică oarecare din fascicolul (С, C) are ecuaţia :

та -f- nb -- 0.

I V.  D e p l a s ă r i  q u a s i - c a y l c y  e n e,  f i n i t e  şi i n f i n i t  e z i m  a 1 e .

Numim deplasări quasi-eayleyene omografiile care păstrează unghiu
rile şi distanţele quasi-eayleyene, deci omografiile H :

I D ~= P ix \

(II) : *2 ^  (/>? =■- PîPa)I 's  = - Pâxs

Kliminînd p v p 2, pA între cele patru  relaţii precedente, obţinem traiec
to ria  punctului (x), cînd acesta este deplasat în mod continuu :

х2хяХ\ — хххгх̂  ----- 0 ;

această traiectorie este conica fascicolului determ inat de conicele (C), 
(C), care trece prin punctul (л;)

Rezultă atunci că printr-o deplasare infinitezimală, un punct oare
care se deplasează pe tangenta dusă prin el la conica fascicolului (С, C) 
trecînd prin acel punct.

O deplasare în planul nostru corespunde pe cuadrica :

(•(*) =  1

unei proiectivităţi a acesteia, care este dată, după cum se ştie, tie formule 
de forma :

т а  4- «il —................
m 'a  +  n '

b =  Pb + .q ■
p 'b  4- q'

în plus această proiectivitate trebuie să păstreze invariante ecuaţiile : 
н O. b~ 0 si a —b, a-f-i —0 ; exprim înd aceste condiţii, obţinem pînă la 
urmă că grupul deplasărilor quasi-eayleyene este în coordonatele a, b :

a ka 
/ / -  kb.
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Congruenţa a taşată  acestui grup este :

dt,
a h

care este tocmai congruenţa de conice bitangente deja întâlnite. 
Deplasările infinitezimale vor fi date de formulele- :

a - (.1 -f dt)a 
b ----- (1 dt)b,

I fiind param etrul ales pe conica fascicolului C) trecînd prin punctul
(". b)

Corelaţia, determ inată de conicele {('■), (C) fiind :

,7, -- a n x ,

l , 2 ‘T «32-V3
1ls  - — ^ 2 3 ^ 2

ea sc- va scrie în coordonatele normalizate; :

V я,3 • a

V'î'k
îj V«23 ■ h
,J ' Y u 3,

de unde rezultă corelaţiile grupului G exprim ate prin formulele :

y. ----- ha 
3 hb.

Y.  G e o m c t  r i а с u г Ъ с 1 o r p l a n e .  I n v a r i a n ţ i  d i f e r e n ţ i a l i .  К 1 t‘- 
m e n t e  (I e а г с, c o - a r c s i c u r b u r  a.

Geometria quasi-cayleyauă a curbelor plane este mai interesantă în 
cazul cînd conica pol, deci şi conica polară, sínt imaginare, deoarece atunci, 
după cum am văzut, toate punctele planului proiectiv pot fi considerate 
în această geometrie, odată cu dreptele determ inate de aceste puncte.

în  cazul cînd couicele-pol şi polară sínt reale, am văzut că sîntem 
nevoiţi să îm părţim  spaţiul punctelor si cel al dreptelor din plan în cîte 
două clase, şi anume : puncte exterioare sau interioare conicei pol; drepte 
care taie conica polară în puncte reale sau imaginare. Dacă alegem, pen tru  
fixarea ideilor, punctele exterioare conicei pol şi dreptele care taie conica 
polară în puncte reale, atunci nu oricînd două puncte ale geometriei de
term ină o dreaptă a geometriei. Aceasta înseamnă că nu orice curbă punc
tuală  a geometriei aparţine acesteia şi din punct de vedere tangenţial.

Ca urm are, în tim p ce în prim ul caz vom considera orice curbă con ti
nuă cu tangen tă  continuă din plan, în cel de al doilea caz ne vom referi
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numai la curbele, sau arcele de curbe, analitice, care au a tît punctele cit 
si tangentele în regiunile alese.

O curbă K,  presupusă analitică, se reprezintă param etric prin :

*1 =  Xj(t) «1 =  «lif)
x 2 =  x 2{t) sau n.. ~  и ‘г(Л

X3 XÂ f) >ы(/)

coordonatele punctuale (x) sau tangenţiale (») fiind funcţii ol omor fe în 
intervalele în care au loc consideraţiile noastre, în raport cu param etrul /. 
Trecînd la coordonatele normalizate, acestea vor fi de asemenea funcţii 
olomorfe de param etrul i :

a(t) sau * y_(t)

h(l) 3 =  ß(/).

Elementele de arc ds şi co-arc ds ale curbei K,  care sínt invarianţi 
faţă  de deplasările quasi-cayleyene, vor fi

accentele indicînd 
Prin ‘definiţie,

derivarea
curbura

R{t)

ds ■H a' ' h' dt
I l  - r b

(ÎS K 7--ï
'

dt ,
y Q

în r.aport eu \-
quasi -eaykq/a u a

ils a -• h y
,1s У : a

iriabila t. 
a curbei К

. '■> '

este :

Vom exprima funcţiile şi în raport cu funcţiile a, b. Coordonatele 
unui punct curent pe curba К  şi coordonatele tangentei la curbă în acel 
punct sín t legate prin relaţiile :

v,(/) ■ nÂ(t) +  x2(t) ■ u2(t) -f x.Jl) ■ it;i(f) 0,

x[(t) ■ ? q(/) -f x'o{t) ■ u2(t) ; x-M) ■ n3(t) == <> ;

înlocuind în aceste relaţii coordonatele proiective prin cele normalizate, 
obţinem după simplificări :

(<■i — b)(a — ß) -V J aß - 4 '  ab == 0,
»*> <hî a23 " a32

ah')( y. — ß) —J ^ ana'~ (a’ -  b') a ß - f  4 (a'b2
«iis b aæ
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Din aceste relaţii scoatem pe (a — ß) şi pe aß :

-/ — ß —  A a'b ah' 
a' - h’

d
- - (id)) 
dt
d

(a -  b) 
itt

J У » 1 3 a 32 

a2:t d а.,..

Xfi
a b 2 -f-a2 b' 

a' -- b'

d d
ah —  (a -  b) (a — b) — (ab),

dt dt
d

----(a — b)
ât

Kfectităm transform area de coordonate exprim ată prin relaţiile :

X —  a — h

y  =  ab,

care constituie o trecere la coordonate carteziene în planul euclidian ; în 
ceea ce priveşte coordonatele tangenţiale, vom face transform area :

i  --= 7. — ß

Vom obţine astfel următoarele relaţii între coordonatele unui punct şi cele 
ale tangentei la curbă în acel punct :

XV — X у

accentele indicînd derivarea în raport cu param etrul i. Membrii din dreapta 
relaţiilor precedente sínt tocmai aceia care intervin în formulele de trans
formare ale corelaţiei fundam entale studiate în primul capitol. Rezultă 
atunci că studiul elementelor diferenţiale tangenţiale ale unei curbe К  
se reduce la studiul elementelor diferenţiale punctuale ale transform atei 
curbei К  prin corelaţia fundam entală. Ţinînd seama de acest lucru, obţi
nem prin calculele simple, expresiile finale ale elementelor de arc şi co- 
-arc quasi-caylevane :

*2  =  //- j - r - *:(*>.-*•>’'> . dt*
xl + 4у

ds* =  K 2 ,= K * ^ v z J W V Y - * y [ )  dt*.
+  4 ç A 2y ' 2 +  4 x'(x'y — xy')

Aceste formule ne conduc im ediat la expresia efectivă a curburii :
\ R f [ \  _____ V 2 +  ‘Kv)(x2 -  , l 2y ( x "y '  -  X'V")

A 2y ' 2 +  Ax '(x'y  — xy' )y '2 — x'(x'y  — xy')

К
H
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sau dacă alegem pe v ca variabilă independentă,

. l - y ' 2 . 4 (p r v ' j p ' -  и* - . vy' j  / /

i t dy  , ,  d~y :

I * d.x ’ d.x'1 !
Rezultă din această formulă că fiind dată  curbura unei curbe ca funcţie 
de param etrul pe curbă, aceasta este determ inată de o ecuaţie diferenţială 
de al doilea ordin :

v "  -  -,V3  J ( -v  'n'V '3 ( r

■V- A -y (x - Ivi

şi deci, există o singură curbă de curbură dată  care să fie tangentă într-uii 
punct (x0, v0) la o direcţie Vo — to t aşa cum se întîm plă în geometria 
euclidiană plană ; spre deosebire de aceasta însă, în geometria quasi cay- 
leyană nu toate curbele cu aceeaşi curbură se pot deduce una din alta 
prin deplasări quasi-cayleyene.

Să ne oprim la curbele cu curbură quasi-cayleyană constantă : ele 
satisfac unei ecuaţii diferenţiale ce se deduce luînd derivatele logaritmice 
ai ambilor membri din ecuaţia precedentă şi neglijînd pe R(t) :

"  2 A 2y 'y" \ x  , 2 y V ' — xy" I x  - A 2y  2x  4y '

y "  ./*!•'* r  i.r .v ' ' 1' 2(y'- - f  Ixy' - .v) ‘2x-lx- Ay)  X 2 4_v

Rezultă atunci că există o singură curbă cu curbură constantă, osculatoare 
intr-un juiuct al unei curbe analitice ; cele două curbe au dealtfel aceiaşi 
curbură in jumctul de osculaţie.

Curbele cu curbură nulă sínt acelea pentru care v" -■ 0, deci drep
tele Jilanului. Conicele jiol şi polară au curburile nedeterm inate ; cele
lalte conice a le  fascicolului determ inat de aceste conice au curburile con
stante.

Y I . С с r  o ii r  i Í с о и и ч i - С а у  1 c v c n c .

Locul geometric al punctelor ale căror distanţe la un jmnet fix sínt 
egale, este o conică bitangentă conicei pol, dreapta punctelor de contact 
fiind polara punctului M faţă de conica pol. Enunţăm  şi jiropoziţia co
relativă : înfâşurătoarea dreptelor care fac un unghi-constant cu o dreaptă 
fixă, este o conică bitangentă conicei polare — dreapta punctelor de tan 
genţă fiind chiar dreajită fixă.

Demonstrăm că ; dacă numim normală într-un punct P la o curbă 
К conjugata tangentei în P la curbă faţă de conica polară, atunci curbele 
cu normalele concurente într-un punct Л/, sínt conice bitangente conicei 
polare, .1/ fiind jmlul drejitei punctelor de contact.

Bubeş—Bolyai : Mathemat i cs -Physica 2 Ш63
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Pie (x) un punct de curbă şi (a) punctul de concurenţă al normalelor ; 
avem urm ătoarea ecuaţie, ţinînd seama de forma polară a conicei polare :

\ af  ■■----- l l . j . V , ) ----------------Г5 x x
« 1 1 ( « 2 3 T ’ « з а )  ( « ; i - v i -  « i - v : i ) - у

r> X•.>
- î -  « i i  ( « а з  î - 1 ( r t , . r 2 - V , )  ’/  » .

unde J\x) =  U este ecuaţia curbei pe care vrem s-o determinăm. Sistemul 
caracteristic al acestei ecuaţii cu derivate parţiale este :

dxx dx., dx.j
*а"2'Ла; aHX2 ' aT>) ((-/.j.Vj ííníí/.,.{ :

integralele prime

и =  au («23 ! «32).i[ ţ- ~~ - (

v — au (aî;i +  «;,2) «.1Л-, -)- 2а23д32й2.г2 -f 2а.а а;паях3

Integrala generală a ecuaţiei cu derivate parţiale va fi :

l(x) =  F(n, v) =  0,

F fiind o funcţie arbitrară. Putem  normaliza coordonatele omogene (.t) 
prin ecuaţia и =  1 (ecuaţia и = 0 reprezintă o integrală a ecuaţiei, o co
nică bitangentă conicei polare cu axa de bitangenţă : .v2 - - ,v3). Integrala 
generală devine atunci :

F(v) =  0
sau :

V ----- const.,

ecuaţie care reprezintă familia cu trei param etri a conicelor bitangente 
conicei polare, ceea ce demonstrează teorema enunţată.

în  concluzie : curbele cu normele concurente au tangentele făcînd 
un unghi constant cu polara punctului de concurenţă al normalelor faţă 
de conica polară. Iar curbele ale căror puncte sínt echidistante de un punct 
şi ale căror tangente fac un unghi constant cu polara lui .V faţă de conica 
polară, au normalele concurente şi curbura constantă (sínt tocm ai conicele 
fasciculului determ inat de conicele pol şi polară). Ia tă  dar legăturile dintre 
cele trei feluri în care se pot extinde cercurile din planul euclidian ; obser
văm că în cazul cercurilor euclidiene, tangentele acestora fac un unghi 
constant cu dreapta de la infinit.

Revenim la curbura unei curbe analitice oarecare. Curbura este un 
invariant faţă  de deplasările quasi-cayleyene, dar curbura transform atei 
unei curbe K, de curbură R, priutr-o corelaţie a grupului G este :

A" , -Ka i
H" R
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Rezultă atunci că orice funcţie

у/ № yy A 1 
К *HR

simetrică în cele două argum ente figurate, este un invariant absolut al 
grupului G.

Revenind la coordonatele a, b,  şi a, ß expresiile

t
a— SI 
b

a
и

sînt invariante faţă de deplasările grupului G. Pe o curbă К , vom spune 
că t este param etrul punctual al curbei, iar т param etrul tangenţial ; este 
uşor de văzut că printr-o corelaţie a grupului G, param etrul punctual devine 
param etru  tangenţial şi invers. Rezultă că dacă considerăm expresiile :

E i  --  к
ds H K (x -r -V2 +  4r) dy2(ydx --  Xdy)
<// 4 xdy —- 2ydx

E ,  -- к
ds H K dy2 - dx{ydx  •--- xdy) A 2y' 2 -■ 4 (л'y xy')(x ' (x — .4

d- 4 (xdy -- 2ydx) ■ x2 -г 4y

Е л H
ds H  K (d2xdy - dxd2_v)(x2 - A 2v)(.rs — 4 v) (x - x2 -{- 4_r )2

dl 4 (xdy - ■ :ïydx  1 4 2dy 2 — 4 dx(ydx — xdy)

E , - H
ds H K {d-xdy dxd2\’)(x~ — A °-'y)(A2y ' 2 +  4(x'y  — xy')!x)

(h 4 (xdy -  :2 ydx)A 2d\ * -r 4dx(ydx - - xdy)

X - ,v( h ), ,\
dx

dtl
y  —: y («)> Л' =  ,du

par а ш е 'trii t si T au fost înlocuiţi c il valorile:

t
a .т2 -T- 4y  -  .Y x
h .r2 ■-!- 4 r  -- .V

atunci orice funcţie

J(EV E2> Ev Б,)

simetrică în £ , şi E2 deoparte, şi E2 şi Ег de alta, este un invariant absolut 
al grupului G.

Vom arăta  acum că :
„Studiul invarianţilor grupului G se reduce la studiul invarianţilor 

metrici ai curbelor strîmbe din spaţiul euclidian tridim ensional''.
în tr-adevăr să exprimăm elem entul de contact al unei curbe К  cu 

ajutorul variabilelor :

и — x2 A'2v"2 
V у
IV =  у  — xy',
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ceea ce este posibil dacă determ inantul funcţional

д (», v ■ и I . . 2(A2v'
Щх, у, у')

X2) zpá 0,

deci dacă curba K  nu este o conică a familiei :

:V“ ±  2Ay +  C =  0.

Dacă privim variabilele u, v, w drept coordonate carteziene ortogonale 
în spaţiu, eînd elementul de contact (x,y,y') al curbei К înfăşoară această 
curbă, punctul (u,v,w) descrie o curbă strîm bă. Aplicarea corelaţiei funda
mentale

Л' -= Ay'
Y  — у  — xy' 
Y' ^  ,v/. l

tiv У

tix ’ f i x

curbei К  echivalează, în spaţiul coordonatelor ti, v, \v, cu simetria în raport 
cu planul v == w :

U =  и 
V =  w 

W  =  v,

care este determ inată de 5 invarianţi :

/ 1 -- n, I2 =  v +  I 3 -= vw 
(,du2 -  (Iv* + dw2)3

/ 2

tinde 1) este determ inantul

D

P* -y O3 + R- 
P2 + O3 -r R2

[>

du dv d'w
dhi d'2v d2w
dzu d:tv ddw

iar P, O, R, sínt minorii primei linii ai acestui determ inant ; invarianţii 
J{, /., sínt respectiv curbura şi torsiunea curbei din spaţiu corespunzînd 
curbei K. Rezultă atunci că orice invariant al curbei К  faţă de corelaţia 
fundam entală, se exprimă cu ajutorul invarianţilor :

-V- d 2v '2,

/ 1  -

, /2  -

I 2 ~  2у  — xy' h  = y(y — xy'
Г 4 ( л' +  A \ v ' y " )2 + _ / “_ +  x2y " r l 

P 2 +  O2 +  R 2 
P2 +  0 4 - R2 

D
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1) fiind determ inantul :

2x +  A 2y y " y' —xy"
1) == '2i — i4 2 y " 2  _j_ J  2v y " y" — v " —-  xv"’

3A 2v V "  -  A y v tv v '" -  LV” —  X V l x

iar Г, O, R fiind minorii primelor două linii ale acestui determ inant sau 
derivatele acestor invarianţi.

Rămîne acuma să alegem dintre aceşti invarianţi pe aceia care sínt 
invarianţi faţă de toate transform ările grupului G ; este suficient pentru 
aceasta, să-i alegem pe aceia care sínt invarianţi şi faţă de deplasările quasi- 
cayleyene.

O deplasare quasi-cavleyaiiă se exprimă prin formulele :

( k )

şi deci :

X =  k 2x  

y  k -y

y ' ----- y \  y" y " , y ' "  -  y ' " , etc.

Putem acuma uşor să dăm forma generală a invarianţilor grupului G. îu tr- 
adcvăr, alegînd pe curba K, drept param etru, un invariant al grupului G, 
de exemplu invariantul :

1 h ~r J~v'" 
2\r — ;П(/

expresiile şi I,, împreună cu derivatele lor d-J-, ,—-- ; ... etc.
d i

d i , d l ,  í/2/ ,  

d l  ’ d l  ’ d l -2
se multiplică, prin deplasarea (к), cu t/ri. Iar I.A, J x, / 2 se multiplică, împreună 
cu derivatele lor, cu k*, respectiv ¥ \  k ; şi atunci rezultă că orice expresie

I Л dl l
dl

,pr
d l-2 ; / , . ••• : !-; ■■■ : ./,■••• ; h  ■■■

omogenă de gradul zero în :

№ ■  
(hY"> 
№ .  
( Л )  ■

csle un invariant al grupului G.

— . Să considerăm un cîinp de direcţii :

У ' у),

adică o m ultiplicitate unidimensională de elemente de contact, definind o 
congruenţă de curbe, curbele integrale ale ecuaţiei diferenţiale. A plicind
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aceiaşi metodă utilizată mai sus, putem  defini invarianţii acestui cîmp cu 
ajulorul invarianţilor metrici ai suprafeţei :

и  =  V2 +  Л 2/ 2
V —  _V

W  :=  _V —  X f ,

raporta tă  la sistemul de coordonate curbilinii x, y.
Ne oprim aici cu studiul invarianţilor absoluţi ai grupului G, dar vom 

face eîteva consideraţii asupra invarianţilor relativi, anume la ecuaţiile 
diferenţiale de prim ul ordin, care rănim  neschimbate printr-o transfor
marea grupului G.

VI I. К c n a ţ i i  4 i f e r e li ţ i a 1 e <1 e o r d i n u l  I .

Kxceptînd ecuaţia
. 4 2y '2— x 2 — 0 ,

pe care am rezolvat-o mai sus, orice ecuaţie diferenţială de primul ordin 
se poate pune sub forma :

.г2 -f Л -y'2 =  F(y,y  — xyr).

Se observă atunci im ediat că această ecuaţie este invariantă faţă cu tran s
formările grupului G, dacă F este o funcţie simetrică si omogenă de gradul 
I I  în cei doi argum enţi y  şi y  — xy’.

ОБ ОДНОЙ ГЕОМЕТРИИ ТИПА КЕЛЛИ 
( Р е з ю м е )

Рассматриваем семейство преобразований
J x --- l iLYY'  — У) -f a V '-f 

' \  у .=• к (Х )"  -  У) + b Y ' +  h'

которое даёт расширение преобразования Лежандра и включено в группу преобразова
ний соприкосновения Софус Ли

.г _  F ( X Y '  — У, У ) ,  у  =  ( i (ХУ'  — У, У').

Автор показывает, что прямым, проходящим через одну точку, соответствуют 
через (-г) множество точек лежащих, на прямой; в случае когда прямая содержит 
точку мы получим как геометрическое место о д н у  ли ни ю  второго порядка (коника): 
„ конику- полюс“ .

Соотносительная кривая этой коники —завёртывание соответствующих прямых — 
есть „полярная коника".

Эти коники двухкасательиые и не совпадают только в случае преобразования 
Лежандра.

Взяв эти две коники как основные фигуры определяется одна плоская проакти
вная геометрия типа Кетли, относя меру углов к „полярной конике", а меру расстояний 
к „конике-полюс".

Затем изучаем дифференциальный вид этой геометрии и с особенностью диф
ференциальные инварианты плоских кривых, которые можно вывести из метрических 
инвариантов кривых пространства Е3.
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UXÉ  G É O M ÉT R IE  I)U  T Y P E  CAYLEY 

(R é s u  ш  é)

On considère la  fam ille  de tran sfo rm atio n s

í X =  h{XY'  — Y) +  aX' +  a'
' t  y  =  n{XY'  — Y) +  bY' +  b',

qui é tend  la tran sfo rm atio n  de L egendre e t fa it  p a r tie  du  groupe de tran sfo rm a tio n s de con
ta c t de Sophus L ie

x - - F ( X V  Y  ; Y') ; y G ( X V  — Y ; Y ’)

On m o n tre  q u 'a u x  d ro ite s p a ssan t p a r  un  p o in t correspondent, p a r  r ,  des p o in ts situés 
su r une  d ro ite ;  dans le cas où la  d ro ite  c o n tien t le p o in t, nous ob tenons comm e lieu  géom é
tr iq u e  une  conique : la  ,,conique~pôlc".

L a co rré la tive  de c e tte  conique — l ’enveloppante  des d ro ite s  correspondan tes — est la 
,.conique polaire". Ces coniques son t b itan g en tes  et ne co ïnciden t que dans le cas d e là  tra n s 
fo rm ation  de Legendre.

Si l ’on p ren d  les deux  coniques comme figures fondam en ta les , on d é f in it  une  géom é
tr ie  plane  p ro jec tive  de ty p e  cayleyen, en ra p p o rta n t la  m esure des angles à la conique p o 
la ire  e t celle des d istances à la  conique-pôle.

On é tud ie  ensu ite  l ’aspect d iffé ren tie l de cette  géom étrie , en p a rticu lie r les invarian ts 
d ifféren tie ls des courbes planes, qui peu v en t ê tre  d éd u its  des in v arian ts  m étriq u es des courbes 
de l ’espace E 3, a insi q u ’on l ’expose dans l ’article .
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11. O l t l I Î N  şi Л1. Ţ V i t l Y V

lu  prima parte a acestei lucrări introducem  o transform are în planul 
proiecţie’, cu ajutorul unei conice C şi a unui punct 0,  pe care o vom numi 
transform are pedală a planului. Studiem  transform ata unei curbe alge
brice Г prin această transform are, enumerînd mai multe proprietăţi ale 
acesteia.

în partea a doua a lucrării aplicăm aceste consideraţii la studiul 
pedalei unei curbe faţă de un punct în planul neeuclidian, folosind modelul 
lui K l c i  n. Intr-adevăr, definiţia pedalei unei curbe se poate introduce 
şi în geometria neeuelidiană fiind bazată pe noţiunea de perpendicularitate. 
Totuşi astfel de curbe în planul neeuclidian nu au fost încă studiate din 
cauza dificultăţilor pe care le implică tra tarea  lor analitică.

T

in tro d u cem  mai în tîi noţiunea de transfo rm are  pedală în planul 
proiectiv.

De f i x iţ i k . Fie o conică C şi un punct 0  în planul proiectiv. Dacă 
d este o dreaptă arbitrară în plan, dreapta conjugată ei în raport cu conica 
C, şi care trece prin punctul 0, intersectează pe d în punctul P. Transforma
rea II prin care dreptei d îi corespunde punctul P  o numim transform are 
pedală a planului în raport cu conica C şi faţă  de punctul 0. Inversa acestei 
transform ări, prin care punctului P  îi corespunde dreapta d incidenţă cu 
el în modul definit mai sus, o numim transform are antipedală.

Considerăm triunghiul form at de punctul 0  şi de punctele de
intersecţie F\ , F2 ale polarei lui O faţă de conica C cu această conică. Din 
definiţia precedentă rezultă că transform area pedală introdusă este biuni
vocă, cu excepţia laturilor şi vîrfurilor triunghiului FjF2Fs. Unei laturi 
FiFk a triunghiului LjiLK., (?, k 1,2,3 şi diferite) îi corespund toate punctele 
acestei laturi, iar unui vîrf F,, prin transform area inversă, îi corespund 
toate dreptele ce trec prin Id.
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Construcţia dată  prin definiţia de mai sus se poate adapta şi în cazul 
în care conica tangenţială C este degenerată în fasciculele de drepte cu cen
trele în punctele F 1( F2. Rezultă însă în mod simplu că transform area П 
rămîne aceeaşi dacă se înlocuieşte conica C printr-o altă conică O  bitan- 
gentă lui C în punctele F\ şi F a. în tr-adevăr, fie d o dreaptă oarecare a 
planului care are polul P' faţă de conica C . D reapta d intersectează Fx F., 
în punctul M  care are aceeaşi polară p fa ţă  de conicele C şi C . D reapta 
p trece prin punctul O iar P' se află pe OP.

Dacă notăm  cu R polaritatea în plan faţă  de conica C (presupusă 
proprie) şi cu К  transform area patra tică  involutivă de tip  Cremona cu 
punctele fundam entale F ,F 2Fo, rezultă direct că transform area pedală П 
definită mai sus este produsul transform ărilor R şi К  în această ordine, 
deci

II ---- K R  (1)

Ide Г o curbă oarecare în plan. Aplicînd transform area 11 tangentelor 
curbei Г se obţine o curbă (punctuală) P  pe care o vom numi pedala proiec
tivă a curbei Г. Dacă aplicăm această transform are punctelor curbei Г 
se obţine o curbă ■fd~1 pe care o numim autipcdala proiectivă a curbei Г.

Se vede uşor că în planul euclidian, cînd conica Г este un cerc iar punctul 
0  este centrul său, curba p  coincide cu pedala (podara) obişnuită a curbei 
Г în raport cu punctul 0.  Din formula (1) rezultă că în acest caz pedala 
curbei Г este transform ata acestei curbe prin produsul dintre polaritatea 
în raport cu cercul C şi inversiunea determ inată de acest cerc, fapt stabilit 
anterior de S. R i e şi S c h e f f e r s  [3].

Dacă curba Г este o curbă algebrică de ordinul n şi de clasa m, din 
formula (1) rezultă urm ătoarele proprietăţi ale pedalei proiective p  a curbei 
Г.

Proprietatea 1. Ordinul curbei este n' - 2m
în tr-adevăr, curba AJ(F) are ordinul m, iar К  fiind o transform are 

patratică, curba dp =  KR(V)  are ordinul n' =  2m.
Proprietatea 2. Dacă curba Г nu este tangentă la nici una din laturile 

triunghiului fundam ental F'1F 2F 3 (O --- F 3) al transform ării K,  atunci curba 
P  adm ite punctele fundam entale ca puncte m ultiple de ordinul m.

Această proprietate rezultă direct din proprietatea cunoscută a trans
formării biraţionale patratice K.

Proprietatea 3. Clasa m' a curbei p  satisface relaţia m' — n -f 2m.
Pentru dem onstraţie să presupunem că poziţia curbei Г faţă  de tr i

unghiul fundam ental este cea mai generală, anume că Г nu trece prin punc
tele fundam entale. Rezultă atunci că R (Г) nu este tangentă laturilor 
triunghiului fundam ental, deci punctele fundam entale sínt puncte m ultiple 
de ordinul m ale curbei -p cu tangente distincte. Pentru curba p  avem 
formula lui Thicker

m' ----- n'(n' — 1) —2d'—3k' (2)

unde d' şi / /  sínt respectiv num ărul punctelor duble nodale şi cuspidale ale 
curbei p .  în  baza formulei (1) punctele duble d' ale curbei p  provin-din  
cele t tangente duble ale curbei Г, iar în afară de acestea, un punct funda
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m ental ea punct m ultiplu de ordinul m (Proprietatea 2) este echivalent
e u - 5 ^ —— puncte duble, deci d' — - —-- +  t. Punctele cuspidale ale lui p

2 _ 2 _ ' 
provin numai din cele i tangente inflexiónak' ale lui Г deci k' =  i. înlocuind 
în formula (2) avem

m' -= 2m(2m - 1) Зш(т--1 )--2t — 3i sau

m' — m(m +  1) — 2t — 3 i

Din formula n =  m(m — 1 )- 21 3 i corespunzătoare curbei Г rezultă

m' n +  2m

Cazul cînd curba Г are în punctele fundam entale puncte multiple 
de ordin de m ultiplicitate respectiv px, p,, ps se poate tra ta  analog, pro
prie tatea  fiind de asemenea valabilă.

Proprietatea 4. Curbele Г şi au acelaşi gen.
Proprietatea este evidentă, avînd în vedere că genul unei curbe este 

invariant a tît printr-o polaritate eît şi printr-o transform are patra tică  
crem oniană.

Proprietatea 5. Curba p  este tangentă la Г în mn puncte.
în tr-adevăr, transform area K R  fiind biunivocă (cu excepţia puncte

lor situate pe laturile triunghiului fundamental) există în general o cores
pondenţă biunivocă între punctele lui ф  şi tangentele lui Г. Fie P  un 
punct al curbei ф .  Prin acest punct se pot duce la Г m tangente. Una 
dintre acestea t* este tangenta corespondentă punctului P , iar pe celelalte 
tangente -г» (г =  1, 2, 1) notăm  respectiv cu P t punctele cores
pondente lor, situate pe curba p .  Dacă punctul P  se află pe Г, atunci una 
din tangentele т ;, de exemplu coincide cu t* deci Р г coincide cu P , adică 
V* este tangentă comună curbelor P  şi Г în punctul P . Curbele ф  şi Г 
avînd 2m n  puncte comune rezultă că sínt tangente în m n  puncte.

Proprietatea 6. Curba ф  conţine punctele de contact situate pe C 
ale tangentelor comune lui C şi Г.

Proprietatea rezultă direct din definiţia pedalei proiective.
Din această proprietate precum şi din cele stabilite mai sus rezultă 

încă şi următoarele consecinţe :
Consecinţa 1. Dintre cele 4 m puncte comune curbelor ё  şi p ,  un num ăr 

de 2m sínt punctele de contact ale tangentelor comune lui C şi Г iar cele
lalte 2m sínt confundate în punctele Pj, P 2 de ordin de m ultiplicitate ni.

Consecinţa 2. Dacă curbele C şi Г sínt tangente în punctul P , curba 
P va fi de asemenea tangentă curbelor C şi Г în acest punct.

Următoarele proprietăţi ale pedalei proiective p  se referă la situaţii 
particulare ale curbei Г faţă  de triunghiul fundam ental.

Proprietatea 7. Dacă laturile P 2P a, F3FV Г\Гг, ale triunghiului funda
mental sínt respectiv tangente multiple de ordinul tlt t2, t3, la curba Г, atunci
curba ф  este degenerată într-o curbă de ordinul 2m ---4l — U ...t3 şi în
laturile triunghiului fundam ental considerate respectiv de cîte tv  t%, t3 ori.
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Intr-adevăr, în acest caz ЩГ) are în punctele fundam entale Fv  Fz, F3 
puncte multiple de ordin respectiv tv f.,, t3 şi deoarece prin transform area 
К  punctului 17 îi corespund toate punctele dreptei F , Fk (f, /, k =  1, 2, 3 
şi diferite) proprietatea rezultă în mod simplu.

Proprietatea 8. Dacă curba Г admite punctele fundamentale. Ft 
(i •— 1, 2, 3) ca puncte multiple de ordin respectiv pi (i • 1, 2, 3), atunci 
curba ß  va avea în punctele fundam entale Fi, respectiv p; ram uri cu tangente 
confundate.

îu tr-adevăr, în acest caz curba R(V) admite laturile triunghiului 
fundam ental F aF 3, F3F1, FlF2, ca tangente multiple de ordin respectiv 
Pi’ p2> Ps- Ţhiînd seama că prin transform area К  toate punctele laturii 
Fi Fj se transform ă în punctul Fk (i, i, к -- 1 , 2 , 3  şi diferite) rezultă pro- 
]>rietatea enunţată.

Proprietatea 9. Dacă curba Г este tangentă dreptei F. Fk în punctul 
Fi, atunci o ram ură a curbei p  va fi de asemenea tangentă acestei drepte 
iu punctul F;.

Proprietatea se verifică în toate cazurile care se prezintă, ţinînel seama 
de formula (1) şi de proprietăţile transform ării K.

în sfîrşit, o proprietate care se referă la poziţia particulară a punctului 
0  faţă de conica C este urm ătoarea :

Proprietatea 10. Dacă punctul 0  este situat pe conica C, atunci cele 
m ram uri ale curbei p  sínt osculatoare în punctul 0  unei conice C*, care 
este transform ata lui C printr-o omologie armonică de centru 0  şi de axă 
arbitrară.

îu tr-adevăr, în acest caz transform area K  are punctele fundam entale 
coincidente (F3 Fz F3) şi din aceasta rezultă în baza proprietăţilor 
acestei transform ări f l ţ  că cele m ram uri ale curbei ß  care trec prin  punctul 
O vor fi osculatoare între ele în acest punct. Transform ata unei drepte d 
oarecare dir. plan va fi o conică C* care trece prin punctele F\, F2, Fs, deci 
osculatoare fiecăreia din ramurile curbei <p în punctul 0. Conica C* esti“ 
transform ata lui C printr-o omologie armonică de centru 0  şi de axă d şi 
astfel proprietatea este demonstrată.

TI

Transformarea pedală introdusă în plan, permite studiul curbelor 
pedale (podare) într-o geometrie eayleyană în general, în care conica C are 
rolul de absolut al geometriei.

Unele proprietăţi ale curbelor pedale în planul euclidian se explică 
simplu pe această cale, avînd în vedere că în acest caz, absolutul este form at 
de conica tangenţială degenerată în fasciculele de drepte cu centrele în 
punctele ciclice ale planului, iar laturile triunghiului fundam ental al 
transform ării К  sínt dreptele izotrope ce trec prin punctul O, şi dreapta 
de Ia infinit. Astfel pedalele conicelor sínt în general cuartice bieirculare. 
Pedala unei parabole, însă este o cubică circulară, şi aceasta rezultă din faptul
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că parabolele sínt tangente dreptei de la infinit F1Fi , iar cuartiea degene
rează în cubica respectivă şi dreapta de la infinit.

D ar noţiunea de pedală-proiectivă introdusă mai sus se poate aplica 
la studiul curbelor pedale în geometriile neeuclidicne, folosind modelul 
lui K l e i n ,  in tr-adevăr, pedala unei curbei Г în raport cai punctul O în 
planul neeuclidian, rai fi tocmai pedala proiectivă /d a curbei Г în raport 
cu acest punct, faţă  de conica C care este absolutul planului.

în  geometria hiperbolică mai ales, unde absolutul este o conică reală, 
pe lîngă cazul eînd punctul O este un punct propriu (interior absolutului Ci 
se mai pot tra ta  cu ajutorul generalizării date şi cazurile în care punctul 
0  este un punct de la infinit (situat pe absolutul C), sau este un punct 
ideal (exterior absolutului Ci, eînd fasciculul de drepte cu centrul în punctul 
0  reprezintă o familie de drepte asim ptotic paralele sau superparalele.

Pentru o curbă algebrică oarecare Г situată  în planul neeuclidian. 
proprietăţile curbei p  deduse in prima parte a lucrării, sínt în acelaşi tim p 
proprietăţi ale curbei pedale asociate ei în acest plan.

în  cele ce urmează vom studia curbele pedale ale conicelor în planul 
hiperbolic.

în  acest caz, curba Г fiind o conică, din proprietăţile 1, 2, 6 rezultă 
că pedala ei /d este o cuartiea raţională cu trei puncte duble Fv F.2l F., 
dintre care Flr F\ sínt situate pe absolutul planului şi în  afară de aceste 
puncte, curba pedală mai intersectează absolutul în cele pa tru  puncte 
de contact ale tangentelor comune absolutului (' şi curbei Г. Conform pro
prietăţii 5 mai rezultă că pedala a conicei Г este tangentă la aceasta 
în patru  puncte reale sau imaginare.

După aceste proprietăţi generale, tra tăm  iu continuare acele pro
prietăţi ale pedalei unei conice F care depind de natu ra  acestei conice faţă 
de absolutul C.

Conicele din planul hiperbolic se clasifică după num ărul punctelor ş 
tangentelor comune cu absolutul C precum şi după natura acestor elemente, 
în următoarele tipuri de conice : hiperbolă concavă, hiperbolă convexă, 
semihiperbolă, elipsă, parabolă hiperbolică concavă, parabolă hiperbolică 
convexă, parabolă eliptică, parabolă osculatoare, linie echidistantă (hiper- 
ciclu), cerc, oriciclu.

Vom caracteriza curbele pedale ale conicelor, după poziţia reciprocă 
a acestora faţă de absolutul Cd Astfel dacă punctul 0  este ideal atunci 
punctele Fj şi F., sínt: puncte situate la infinit care vor fi noduri sau puncte 
izolate ale curbei /d după cum din aceste puncte se pot duce tangente reale 
sau imaginare la curba F.

Vom folosi această observaţie la studiul curbei pedale.
Să considerăm de exemplu o hiperbolă concavă, deci o conică Г care 

are patru  puncte şi patru  tangente comune reale cu absolutul C. Considerăm 
tangentele la C în punctele de intersecţie cu conica Г. Aceste tangente 
împreună cu C şi Г determină în plan anum ite regiuni (fig. 1) . După cum 
punctul 0  este situat îti interiorul uneia sau alteia din aceste regiuni, pro-
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prietăţile curbei pedale <p faţă  de absolutul С vor fi diferite şi le rezumăm 
îti urm ătorul tablou :

Regi unt* a la care 
ap arţin e  pu n c tu l O

Na tu r a  punctelor

O, 1-, :

X uniărul de ram uri ale 
lui P  s itu a te  în in te rio ru l 

absolu tu lu i C

I
I I

I I I
IV 
V

VI
VII

VI II
I X

izo la t
nod
nod
nod
nod

izo la t
nod

im aginar
im aginar

izolat
nod

izolat
nod
nod

izolat
izo la t

im aginar
im aginar

nod ideal 
nod ideal 
nod ideal 
nod ideal 
izo la t
izo la t idea l 
izo la t idea l 
nod p ro p riu  

izolat propriu

2
4
3
4
4
2
3

în  fig. 1 este reprezentată curba pedală a hiperbolei convexe în cazul 
d u d  punctul 0  aparţine regiunii V III.

Fig.  1.
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Dacă punctul 0  este situat pe C, deci este un punct de la infinit al 
planului hiperbolic, atunci conform proprietăţii 10, cele două ram uri ale 
pedalei P  ce trec prin punctul O sínt tangente absolutuhti C şi osculatoare 
unei parabole neeuclidiene în acest punct.

Dacă O aparţine unui arc al lui C situat în interiorul lui Г cele două 
ram uri de mai sus sínt imaginare.

Dacă O este situat pe Г, conform proprietăţii 8 rezultă că punctul 
O este un punct cuspidal al lui P. Dacă O este un punct ideal, Fz şi F2 sínt 
puncte izolate, iar dacă O este un punct propriu, atunci F, şi F.2 sínt imagi
nare.

Dacă 0  este un punct comun lui Г şi C atunci din cele de mai sus rezul
tă  că O este un punct cuspidal de speţa a doua pentru  curba op.

Dacă punctul O este situat pe curba Л’(Г) atunci conform proprietăţii 
7 pedala P  degenerează în latu ra  F jF 2 şi o cubică avînd în O un punct dublu.

Dacă punctul 0  este situat pe o tangentă a curbei Г dusă într-un punct 
Л comun acesteia cu absolutul C, atunci unul din punctele fundam entale 
anume Ft — A va fi punct cuspidal al pedalei op. în  cazul în care punctul 
O este un punct de intersecţie a două astfel de tangente, atunci F , si F., 
vor fi ambele cuspidale.

D acă 'punctul O aparţine unei tangente comune absolutului C şi conicei 
Г atunci conform proprietăţii 7 pedala P  este degenerată în această tan 
gentă comună şi o cubică avînd un punct dublu.

Dacă O este punctul de intersecţie a două tangente comune curbelor 
C si Г deci dacă este un focar (neeuelidian) al conicii Г, atunci pedala P 
este degenerată în aceste tangente comune şi într-o conică ce trece prin 
punctele de contact Tv T.z, T3 P4, ale tangentelor comune care este o hiper
bolă neeuclidiană.

Cu "aceeaşi metodă se pot studia într-un mod analog şi curbele pedale 
ale celorlalte tipuri de conice din planul hiperbolic. Printre acestea un 
deosebit interes îl prezintă ciclurile, ale căror curbe pedale le studiem  în 
cele ce urmează.

Considerăm o linie echidistantă, reprezentată în modelul lui Klein 
printr-o conică Г bitangentă absolutului C în punctele i \  şi Тг. Fie 5 polul 
dreptei T1Ti în raport cu C. Din consecinţa 2 a proprietăţii 6, rezultă că 
pedala op a conicei Г va fi tangentă la C şi Г în punctele 1\  şi Ts. Cele
lalte puncte de contact ale curbelor Op şi Г sínt punctele de intersecţie M  
şi N  ale dreptei OS cu conica Г. în tr-adevăr, polul tangentei în M(şi N) 
la Г este situat pe dreapta SM,  deci punctele M  şi N  sínt puncte comune 
curbelor P  şi Г şi atunci, după proprietatea 5 rezultă că sínt puncte de 
contact ale acestor curbe.

în  cele ce urmează studiem proprietăţile pedalei echidistantei Г după 
poziţia punctului O faţă  de C şi Г.

Dacă O este un punct ideal, atunci punctele Ft şi F2 sínt noduri iar 
pedala op are 4 ram uri situate în interiorul absolutului C (fig. 3).

Dacă O este un punct propriu, dar exterior lui Г, punctele F\ şi F., 
sínt imaginare şi întreaga pedală P  este situată  în interiorul absolutului C, 
avînd un nod în punctul O.

;u
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Паса О este un punct; propriu, clar situat în interiorul lui Г, atunci 
curbe. P va fi de asemenea conţinută în interiorul absolutului C , avînd 
în O un punct izolat.

Dacă punctul 0  se afla pe absolutul C, atunci conform proprietăţii 
10 rezultă că cele două ramuri ale pedalei P sínt tangente la C în 0  fiind 
. sculatoaro între ele.

Паса punctul O este situat, pe Г, după proprietatea 8 rezultă că el 
este un punct cuspidal al pedalei

Dacă punctul O este situat pe curba А‘(Г), atunci '/■> degenerează în 
dreapta l'\F„ şi o cubică avînd un punct dublu în 0. (proprietatea 7).

In cazul în care punctul 0  este situat pe tangenta S'l\ (1\ =-- P\) dar 
este diferit de punctele S şi Tv  atunci după proprietatea 7 rezultă de aseme
nea că pedala ф  degenerează în dreapta S l \  si o cubică avînd un nod punctul 
i v

Dacă punctul 0  coincide; cu l \ ,  atunci conform proprietăţilor 7, 9, 10 
rezultă că pedala ф  degenerează în tangenta S l \  considerată de două ori 
şi o conică bitangentă la C în punctele Tv  Tz s ituată  în interiorul lui C. 
Cu alte cuvinte, pedala unei echidistante în raport cu unul din punctele 
de la infinit ale dreptei de bază este de asemenea o echidistantă avînd 
aceeaşi bază.

Dacă punctul 0  coincide cu .S, atunci curba pedală ф  degenerează 
în dreptele ST, şi S T 2 şi însăşi conica Г ceea ce corespunde proprietăţii 
cunoscute că normalele la echidistantă sínt perpendiculare pe dreapta  
de bază.
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Să considerăm acum o conică Г osculatoare lui C în punctul S avînd 
patru  puncte comune cu C în acest punct. (fig. 2). Iţa  reprezintă în modelul 
considerat un oriciclu. Proprietăţile pedalei lui Г se deduc în acest caz 
din proprietăţile pedalei unei echidistante, avînd în vedere că punctele 
1\  şi 2 2 sínt confundate în S.
De exemplu curba pedală rp  
este osculatoare lui C în punc
tul S (fig. 2).

Cazurile corespunzătoare po
ziţiei punctului O în plan faţă  
de C şi Г se studiază analog.
In figura 3 este reprezentat ca
zul îu care punctul O este punct 
propriu situat în exteriorul ori- 
cielului.

Ca o ultimă aplicaţie să 
tra tăm  urm ătoarea problemă 
elementară în geometria hiper
bolică.

Să se afle locul geometric
al punctelor de intersecţie a 
dreptelor perpendiculare din 
două fascicule date cu centrele 
îu punctele O şi P.

Aceasta revine la a afla 
pedala punctului P (Curba Г 
se reduce la fasciculul de drepte 
cu centrul în punctulP , m =  1).
Rolul punctelor O şi P este în ......” O ....... '
acest caz simetric. i'i.e.

Din proprietăţile 1 şi 2 re
zultă că acest loc geometric este o conică C care trece prin punctele 0  
şi P  şi priu punctele de contact ale tangentelor duse din aceste puncte 
la absolutul ('.

Folosind proprietăţile pedalei generalizate rp ,  putem  stabili natura 
acestei conice după poziţia punctelor O şi P  faţă de absolutul C.

Distingem următoarele cazuri :
Dacă punctele O şi P  sínt ideale, conica C are 4 puncte reale cu abso

lutul, deci este o hiperbolă.
Dacă punctele O şi P  sînt ambele proprii, atunci C are 4 puncte imagi

nare cu absolutul C, deci este o elipsă.
Dacă punctul P  este ideal iar P este propriu (sau invers), atunci C 

are două puncte comune cu absolutul C, deci este o semihiperbolă.
Dacă punctul O este un punct de la infinit iar punctul P  este ideal, 

atunci conica C intersectează absolutul C în două puncte reale şi este ta n 
gentă la C în O, deci este o parabolă hiperbolică. în  particular, dacă punctul 
P  este situat pe tangenta îu O, atunci C va fi o parabolă osculatoare. în  cazul

33

3  — B uheş—Bolyai:  M d th em a l ica -P h y s ica  2/1963
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cînd punctul О este la infinit iar P  este propriu, rezultă în mod asem ănător 
că C este o parabolă eliptică.

În sfîrşit, dacă punctele O şi P  sínt amîndouă puncte la infinit, atunci 
C va fi bitangentă absolutului C în punctele O şi P, deci este o linie 
echidistantă.
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ПЛОСКИЕ ПОДАРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 
В НЕЭВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ 

(Резюме)

В первой части работы вводится понятие плоских подарных преобразований 
следующим образом: пусть С коника (кривая второго порядка) и точка О в проактив
ной плоскости. Произвольная прямая этой плоскости пересекает прямую, сопряженную 
с ней по отношению к конике С, проходящую через точку О — в точке Р.

Преобразование П, при котором прямой соответствует точка Р, называем 
подарным преобразованием плоскости, по отношению к конике С и точке О. При
меняя преобразование П к тангенсам одной кривой Г, получим кривую Р (точечную), 
называемую проэктпвной подарной кривой Г. Кривая Р в эвклидовой плоскости 
совпадает с обыкновенной подарной кривой Г, по отношению к точке О.

Из определения вытекает, что плоское подарное преобразование является произве
дением одной полярной с инволютивным квадратным преобразованием, типа Кре
мона, и на этой основе приводятся несколько свойств этих преобразований.

Во второй части работы, как применение исследуется проблема подарных кривых 
неэвклидовой плоскости в которой С играет роль абсолюта геометрии. Особенно 
изучаются подарные кривые коник в гиперболической плоскости. Показывается, 
также, что ортогональные радиусы в двух данных пучках прямых пересекаются в 
точках одной коники, природа которой устанавливается по положению центров 
пучков по отношению к области.

LES TRANSFORM ATIONS PÉ D A L E S PL A N E S E T  L E U R S A PPL IC A T IO N S E N  GÉOM É
T R IE  N O N -E U C L ID IE N N E  

(R ésum é)

D ans la prem ière p a rtie  de leur étude les au teu rs  in trodu isen t comme su it  la  n o tion  de 
tran sfo rm atio n  pédale p lane : on considère une conique C e t u n  p o in t O dans le p lan  pro jectif. 
Une dro ite  a rb itra ire  du  p lan  coupe au  p o in t P  sa  d ro ite  conjuguée p a r ra p p o rt à  la  conique 
C e t passant pa r le p o in t O. L a  tran sfo rm atio n  П p a r laquelle à  la d ro ite  d correspond le 
p o in t P  reçoit la  dénom ination  de tran sfo rm atio n  pédale du  p lan  pa r ra p p o rt à  la conique C 
e t à l ’égard du  p o in t O. E n  ap p liq u an t la  transfo rm ation  П aux tangen tes d 'u n e  courbe I on
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o b tien t une courbe Cp (ponctuelle) nom m ée pédale p ro jéc tive  de Г. D ans le p lan  euclidien 
la courbe ф  coïncide avec la pédale hab ituelle  de la  courbe Г à  l ’égard du  p o in t 0 . I l  résu lte  
de la défin ition  q u ’une tran sfo rm atio n  pédale dans le p lan  e st le p ro d u it d 'u n e  p o larité  p a r  une 
transfo rm ation  q u ad ra tiq u e  involutive de ty p e  Crem ona, proposition  qui p e rm et d ’énoncer 
p lusieurs de ses p ropriétés.

L a seconde p a rtie  de l ’é tude tra ite  à  t i t r e  d ’application , le problèm e des courbes pédales 
dans le p lan  non-euclidien où  C joue le rôle de l ’absolu de la  géom étrie. On é tud ie  en p a rticu lie r  
les courbes pédales des coniques du  p lan  hyperbolique. On m ontre  égalem ent que les rayons 
orthogonaux  en  deux  faisceaux de d ro ites données dans le p lan  hyperbolique on t leu r in te rse c 
tion  aux  p o in ts  d ’une conique d o n t la n a tu re  p eu t ê tre  précisée d ’après la position  des cen tres 
des faisceaux p a r rap p o rt à l ’absolu.
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Aprofundarea studiului unor oscilatori conduce la ecuaţii diferen
ţiale de forma:

F( ii) =  X 2z(sgnx)( l  —  \x2x2)x~" ■{- P(x) -= E  sin rt (1)
unde :

P(x) =  poliuom impar, astfel ca P(x) >- 0, pentru a >  0,
P(x) ' i d, pentru л '-t 0,

E, r. z, a, n sínt constante.
In  legătură cu această ecuaţie diferenţială arătăm  urm ătoarele :
I. Ecuaţia (1) admite pentru n întreg 1 ca soluţie, în primă aproxi

m a ţ i e  :
.V —- c cos (t -j- 0) d g sin r t, 
c, g şi 0 fiind constante.

Pentru dem onstrarea teoremei, observăm că datorită  im purităţii lui 
P(x) este suficient, să se studieze ecuaţia :

X 4- 2 s (l — uAr2)d2" 4- P(x ) =  E  sin rt, ic <  0. (2)
Reduce m ecuaţia (2) la o formă mai simplă, plinind :

X  — X  -f- g sin rt, g L ,
\ - - r-

, P(x) -= V -f  ;(.v). (S)
Avem :

A - - X  z f d-V2(A~ g sin rt)2 -— 2;; • [A ~f gr cos r f  2n — m
Q'M \ 1 (A + £ S Í l l  rt)} !

Pentru : -= 0, avem ecuaţia gene ratoare :

1  +  A  == 0 (“0
cărei soluţie generală este :

X  =  a cos (t +  0). («)
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După metoda lui P o i n c a r é  — В о g о 1 i u b o v \1 ' avem :
2x 2 JC

à =- sAj (a) =  — dQ Ç{ [2jj,z(a cos ф -f g sin 0)2 — 2 - ■
о 0

■ [— a cos ф -f gr cos 0]2" — Q.2q-i i (a cos ф +  g sin 0) ) sin ф dty.
Calcului lui Ау(а) fiind destul de complicat, pentru înlesnire, organi

zăm evaluările necesare în modul urm ător :
1. Pentru  un moment facem abstracţie de factorii constanţi şi de 

coeficienţii polinomului Qîli+1(x).
2. Reducem expresia de sub semnul integralei la o formă cît mai concisă. 
Considerăm, în consecinţă, expresia :

unde :

• l'î =  ^if0  ̂ { icos ф -i sin 0)2 -j- 1 • 'sin ф-ţ-- sin 0 2" - 
0 <1

+  Qîq . I (cos ф — sin 6) }siu ф d ф,

Şi în dezvoltările urm ătoare facem abstracţie de noi coeficienţi nume
rici. Avem aşa dar expresia :

У .К  l ' JT

Л — C rfôC  j LCOS2 ù  -T 2  COS У sin 0 - f  sin2 0 -  J ; SÍU2h p у  COS^ 0 -J- 
J  J * ' p~o

2»H \
r  ^  cos2'"“ 1 ф sin'' 6} sin ф dф. 

= o
Avem mai departe :

■ I -  I -  II -L I I I  -- IV -I Y. unde :
-X 2x .,n

I ---  ̂rfO  ̂cos2 ф sin ф V s i i r '
0 0 
2* 2 JC

II f  if Of cos ф sin ф sin 0 /^ s i i r "  p ф cosf 0 d ф
J  J ‘ />.-•<!«> 0
“* 2«

I I I  -- C d 0 Çsin ф sin2 0 sin”" p ф cos7, 0d ф ,
J J  ’ p «
« o
2* 2* ,,n

V - : C rfoC sin ф Ş^/Siir'' p ф cos'd) d ф,
J J />--0
o o
2* 2* 2„, - 1

\ ’ —  ̂d0^ sin ф ^2  cos“"' ’ 1 ' y sin2 Ы ф

I \
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liste uşor de văzut că integralele I, II, I II , IV şi V sínt nule.
Ca urmare avem Л1(я) =  0.
Rezultă à =  0 şi deci a =  constant =  c.
Astfel, soluţia în primă aproxim aţie, a ecuaţiei (2) este :

•V — c cos(t -f  0) -f g sin rt.

Asupra construcţiei soluţiilor în aproxim aţiile superioare vom reveni 
într-o altă  lucrare, în care vom semnala noi proprietăţi. Cu acest prilej 
se va studia ecuaţia (1) în planul fazelor, în vederea determ inării ciclelor- 
limită.

II. Un caz im portant, în tîlnit adeseori în tehnica oscilatorilor este 
cazul ii =  1, E — 0.

în  legătură cu această ecuaţie, semnalăm urm ătoarele :
Punînd x2 --  x si deci x =  — •- , ecuaţia corespunzătoare este :

2 ,1.x

-f I î (1 — uAv2)r -f 2 P(x) =  0,
ll.X

a cărei integrală generală este :

Im portan ţa  expresiei constă în faptul că ea poate fi folosită pentru 
determ inarea poziţiilor de repaos ale oscilatorului.

în  adevăr, fie x =  л0 o poziţie de repaos, adică z — 0.
Atunci soluţia ecuaţiei este :

4 r
:i 1 J u . u

4« ,?

Pentru o altă poziţie de repaos .Vj avem :

> d l  =  Ых) - 0$Р(5) T 5’

Determinarea poziţiilor de repaos .v,, x. , . . .  se reduce deci la rezol
varea ecuaţiilor :

•S'(-v„) - S(x„ j), n -=■ 1, 2, . . .
Se -poate demonstra că mulţimea {,v j a poziţiilor de repaos este mărgi

nită.
în  adevăr, se observă că oscilaţii pot exista numai daca :

. , 1
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Feutra еа [x\  sil fie m ărginită superior, trebuie ca : 

lim C* » (£ )/ '(* “ <  ЭО.
л-»ое J«

îndeplinirea acestei condiţii rezultă din faptul că pentru

p d )  --- 1 -1"" '1
m 0

nvem, du] ă cum rezultă din calcul :
<7

lini o(x) <  £ > . j u 1 Г(‘2т -  2) L <  oc.
Л - + Э С  H I i t

Astfel avem :
1 ..— - x.2k <„ A ,

Ii I i! 1,1 ( ) G R A T’ I J-;

I. X. .V В o у <i I i u b о V şi Л. ХГ i t r o ]) o 1 s к i, АД/ж/оУ 'în leoria n$C!hflnl"î
m i i ü l  arp, M /ts c o v a  HCxS.

0  НЕКОТОРЫХ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  УЕДИНЕНИЯХ
( P г з ю м e )

Сообщение содержит доказательство одной теоремы относительно решения, и 
нервом приближении, одного класса нелинейных дифференциальных уравнений из 
техники колебаний:

1 (п) — X - 2 г (sgii х) (1 ■- pAv2) л2" Р(.\) - К sin ri
В случае н -- 1, Е О, доказывается, между прочим, что множество п о л о ж е н и й  

покоя осциллятора является ограниченным.

SU R  C É R T A IN È S ÉQUATIONS 1 .IKI 'ÉRIvNTUJUJCS

(R é s il m  é)

E l note contient  la dém ons tra t ion  d 'u n  théorèm e re la t i f  à la solution, en p rem ière  a p p ro 
x imation , d 'une  classe d 'équat ions  différentielles non linéaires de la technique  des oscilla
it u rs  :

E(n) ~  X -  2e (sgn x) (1- — tAv2) xln E(x) E sin ri.

Pour le cas de и =- 1 , E  ■■= 0, on d ém ontre  entre  autres  p ropr ié tés  que l ’ensemble «U« 
positions de repos de l ’oscilla teur est  l im ité .



G ÉRESI ISTVÁN A R ITM ETIK Á JA  (II)

TÓTH SÄXHOR

Uí.  t -É K E S I  A R I T M E T I K Á J Á N A K  Ö S S Z E H A S O N L Í T Á S A  A K O R A B E L I
A R I T M E T I K Á K K A L

Egybevetve Géresi aritm etikáját a XVI. századbeli aritm etikákkal, 
sokatmondó hasonlatosságokat tapasztalunk.

A szabályokat, tételeket Géresi sem bizonyítja. Egyes módszertani 
elvek jelentkezése aritm etikájában kim utatható. A fokozatosság elvét 
Géresi iparkodik szem előtt tartan i, példáiba fokozatosan mind nagyobb 
számokat ik ta t be, és az egyszerűtől kiindulva ju t el a bonyolultabb ese
tekhez. Egy-egy fejezet bekezdésében csoportosítja, előrebocsátja azokat 
a szabályokat, amelyekre szüksége lesz a műveletek elvégzésekor stb. K ü
lönben, korának megfelelően, Géresi is a specieseket a következő öt lépés
ben tárgyalja : értelmezés, feladat, szabály, gyakorlat és próba. Ez jellemző 
a XVI. század aritm etikáira.

A műveletek keresztülvitelénél ugyanazokat a fogyatékosságokat ta 
láljuk, mint a nyugati aritm etikákban. Tovább élnek i t t  is a homokos t r i l 
lákon kialakult eljárások, bizonyos mértékben néha még a számjegyek ki- 
húzogatása is. Különben Géresi leginkább olasz módra szám ít1. Megjegyez
hetjük, hogy a számjegyek pontos elrendezésére, elhelyezésére Géresi már 
súlyt helyez. A 4. lapon például azt írja : ,,az eöszve adasban penigli ezt 
igen eszedbe kel venned hogy az figurák azaz a beőteok szépén egymás 
ala iratasanak szép rendel hog>T az keppen konnyeb légién egy summába 
hozni úgy hogy az első az elsőnek beötoi ala irattasek, az másik az másik 
ala az harm adik az harm adik ala es igy mind addigh az migh az számnak 
beőtoi ki telnek“ .

Műveleti jeleket Géresi sem használ. A -f- és — jelek csak a Regula 
I'alsi fejezetében fordulnak elő párszor, de csak m int a többlet vagy hiány 
jelei. A m agyar aritm etikák közül csak az 1743-ban M aróthi által k iadott 
aritm etika2 vezeti be a J-, — és =  jeleket. De ő sem használja őket 
következetesen.

1 A különböző ar itm et ika i  fogalmak, számítási eljárások, szakkifejezések tö r téne té t  lásd 
a függelékben.

2 M a r ó t h i  G y  ö r g y, Arithmetica, vagy számvetésnek mestersége, Debretzenben, 1743.
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Az alapműveletek próbájaként Géresi is leggyakrabban a 9-es próbát 
alkalmazza, több esetben pedig a fordíto tt műveletet. A műveletek próbái
nak külföldön is ezek voltak a legelterjedtebb módjai.

Aritm etikai szakkifejezései megegyeznek az Európa-szerte használ
takkal. Ezek : a „species“ , „próba“ , exemplum", „facit“ , „sum m a“ , „re
gula“ , „compendium“ , „cautio“ , „observatio“ , stb. A következőkben 
arról is meggyőződünk, hogy az egyes sjrecieseknél előforduló szakkife
jezések is nagy egyezést m utatnak az Európa többi részén abban az időben 
használatos kifejezésekkel.

A nagyobb számok elnevezésében a korabeli általános használathoz 
igazodik. Az ezernél nagyobb számneveket az ezer többszörös ismétlésével 
fejezi ki. így 103 =  ezer, 106 =  ezerni ezer, 109 =-- ezerszer való ezerniezer 
stb. Nyugati m inták szerint, a kiolvasás megkönnyítése végett, vonalakkal 
a szám jegyeit 3-as csoportokba osztja. (3. ábra). Meg is magyarázza a 
vonások hasznát (3. ábra). A millió, billió stb. olasz származású számne
veket nem ismeri. Ebben az időben ezeket az újkeletű neveket nyugaton is csak 
néhány jeles m atem atikus használta. Nálunk jóval később kezdik használni. 
A Kolozsvári Aritm etika a „De num eratione“ című fejezetben ugyan egy
szer megnevezi a milliót : „Es észt az utlolsó számot hiyác Milliomnac, 
és Magyarul tömény ezernec", de később sehol sem használja. Sem Pápai 
Páriz 1667-i kéziratos Aritm etikája, sem Eugosi em lített 1669-i kézirata 
sem használja az új neveket. Egy' 1695-ből származó kéziratos Arithmeticae 
Practicae Compendium (a volt kolozsvári ref. kollégium köiryvtárában)-bar. 
már előfordul a „milliones Seu millena m illia“ . Moróthi használja a 
millió (108) és bimillió (1010) elnevezést.

A zero neve Géresinél még „czifra“ . A „ezifra“ elnevezést még csak 
ebben az értelemben használja. (A Kolozsvári A ritm etikában a cyphra 
már általános számjegy.) Géresinél az általános számjegy fogalma kotha, 
beőtő, figura, numerus vagy' zam, de ezeken rendszerint nem érti a zérót is.

A helyérték megkülönböztetésére szolgáló „locus" Géresinél nem fordul 
elő. Ő „egy rendbely figurák“ és „más rendbeli figurák''-ról beszél.

Géresi érthető módon nem ism erteti a kalkulusokkal való számolá
sokat (a Debreceni, a Kolozsvári Aritm etika és a legtöbb XVI. századbeli 
aritm etika igen). Ugymnis a XVI. században már eldőlt az; abacisták és algo- 
risták  küzdelme, és ekkorra már nyugaton is eltűntek a kalkulusok. Megjegye
zem, Maróthi újból --- utoljára a m agyar nyölvü m atem atikai irodalom
ban, — beveszi az aritm etikájába, “ Paraszt számvetés vagy Calcularis 
Arithm etica" néven. Úgy említi ezt a számítási módot, m int amivel a régiek 
éltek, m ielőtt a számvetés Ázsiából Európába jö tt, s m int amivel még az 
ő idejében is élnek „némelly görög és más a’féle kereskedők ; sőt néhol az 
Írást tudatlan  paraszt Em berek is.“

A species értelm ét Géresi tágakban értelmezi, m int a korabeli művek. 
Gemma l'risius például már csak négy speciesről beszél és (ő kivételesen) a 
fogalom értelmezését is megkísérli. Géresi még a régebbi szerzők ny-omán 
12 speciest ism ertet (könyve első lapján felsorol nyolcat és a következőn 
még négyet). így- nem beszélhet az alapműveletek közötti kapcsolatról, 
fordított műveletekről sem. Nem beszél a gyökvonásról, sem a törtekről
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(sem a közönséges, sem a tizedes törtekről). Úgy látszik, a XV II. század 
elején ezeket nem tan íto tták  a bányai iskolában.

A „De num eratione“ című fejezetben Géresi nem ism erteti a figurákat 
és a czifrát, nem beszél a számok felosztásáról (digiti, articuli, eompositi, stb.), 
nem tisztázza a helyérték fogalmát. Kzekben különbözik a legtöbb korabeli 
aritm etikától.

Az összeadás neve Géresiiiél is „additio“ , m int a nyugati aritm e
tikákban. Ez a név már a klasszikus latinban is előfordul. Az összeadás 
definíciója sem különbözik a szokásos akkori definícióktól : „Az Additio 
nem egieb hanem sok szamoknak egy zummaban való hozasa“ . Az össze
adás kivitelezése azonos a maival, csak a nagyon sok összeadandó esetén, 
amikor egy oszlop jegyeinek összege két- vagy háromjegyű, alkalmaz egy 
ma már nem szokásos eljárást. A részösszegeket nem írja szigorúan egymás 
alá külön sorokba, hanem a részösszegek egyes számjegyeivel a felsőbb sor 
üresen levő helyeit tö lti ki (4. ábra). Ez a ma már értelm etlennek tűnő 
eljárás a régi „német m ódra“ végzett eljárás m aradványának tekinthető. 
A régi módon végzett szorzásnál a részszorzatok számjegyeit valóban 
így helyezték el, m intha összetolták volna a külömböző sorokban levő 
számjegyeket, amennyire csak lehet, hogy egy hely se maradjon üresen. 
A XV II. században ez az eljárás már sehol sem volt használatban. Nem 
ismerek egyetlen m agyar nyelvű írást sem, amelyben ez a számítási el
járás szerepelne. De lám, Géresi kéziratában még kísért a régi eljárás emléke. 
Az összeadás mai módja a XV. században alakult ki (régebben balról 
jobbra haladtak), s megnevezésére külföldön is több szót használtak. Tar- 
taglia például 12 szinonimát használ.

A kivonás Géresinél is „subtractio“ . Több esetet tárgyal : a kivonandó 
jegyei kisebbek, m int a kisebbítendő jegyei, a kivonandóban nagyobb 
jegyek is előfordulnak, m int a kisebbítendő megfelelő jegyei, a kisebbí
tendőben zérók is előfordulnak, a kisebbítendő több számjegyű, m int a 
kivonandó stb. Alkalmazásakor m egkülönbözteti „a pénz zam ot“ vagy 
„esztendőszam ot“ kereső eseteket. E ljárása egységes. A kivonandó jegyeit 
kivonja a kisebbítendő megfelelő jegyeiből. Amikor nem lehet, hozzáad 
10-et a felső és 1-et az eggyel balra levő "alsó jegyhez. Más XVI. századbeli 
eljárásról nem beszél. Nem ismeri azt a komplementáris eljárást sem, amely
nél a kivonandó jegyeinek a tízes kcmplementumaival operálnak, pedig ez 
nagyon divatos volt.

A szorzást Géresi „m ultiplicatio“ vagy„sokasítas“ -nak nevezi. A korabeli 
aritm etikákban is a m ultiplicatio szerepel. A következő században Maróthi 
küzd a sokasítás kifejezés ellen, és inkább a sokszorozás elnevezést ajánlja. 
Géresi szerint, „Az m ultiplicatio semmi nem egyeb hanem  egy szám nak az 
második számmal való megh sokasitasa, avagy vagy az egyben sommalasnak 
rövideden való u t ty a “ . Ez a meghatározás világosan u tal arra, hogy a szor
zás az összeadásnak egy esete, amiről a XVI. században ritkán beszélnek.

Géresi is hangoztatja az egyszeregy ismeretének a fontosságát, amelyet 
„úgy kel tudnod könyveden kívül hogy u g jà  pereghjen a nyelved ra jta “ 
(Ez a meghatározás benne van a Kolozsvári A ritm etikában is.) Géresi 
közöl egy „Tabula P itagorieat“ , amely azonban kiszakadt. Ez a tábla 
megvan a Kolozsvári A ritm etikában is. A Kolozsvári előre jelzi, hogy „Az
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könyvnee végibe megírjuk az derce Táblát Olasz Módra", mégsem közli a 
beígért táblát. Géresi kézirata végén valóban ott van a Tabula Cebetis“ 
(18. ábra). A Tabula Pitagorica után Géresi ismerteti, mint a XVI. századi 
aritm etikák, a regula pigrorumot.

A XV. és XVI. századi aritm etikák a szorzásnak több módját, néha 
még nyolc féle eljárást is tárgyalnak (Luca Pacioli, 1494 és N. Tartaglia, 
1556), a gyakorlati alkalmazásuk azonban nem volt általános. Prodoscimi 
de Beldomandi 14H)-ben írt algoritmusában már a szorzás mai módját; 
tan ítja . V// az eljárás is az abakuszon történő számításból nő tt ki. Borghi 
(1484) és Cardano (1539) már kizárólag csak a modern eljárást (balra haladó 
részszorzatokkal) tanítja .

Géresi ugyancsak a modern eljárást; tan ítja . A szorzandót és szorzót 
egymás alá írja, aláhúzza és a vonal alá írja a részszorzatokat. Más eljárást 
nem ismertet. Ha О-ban végződik a szorzandó és a szorzó, megmondja, hogy 
„ rekezd ki az két 0 “ , mégis elvégzi ,,nz hosszú operatio szerent“ is. Amikor 
a szorzó utolsó jegye zéró, azt áthúzza. Tanítja a szorzást 10, 100, 1000-relis.

Géresi nevet ad a szorzásban szereplő számoknak : ,,az Deákok az 
felső szamot multiplicandusnak hi jak, az alsót m ultiplicam, avagy nniltipli- 
catornak, az linia alat valót im dtiplicatusnak híjak". Később a szorzatot 
sum m ának is nevezi.

A m ultiplieatio kifejezést már az ókorban is használták. Columella 
a szorzatot summa ex nmltiplieatioiie-nak mondja .A multiplicare előfordul 
már Boetiusnál, és a középkorban is végig használják. A nmltiplieans és 
multipicaiidus kifejezések a középkor második felében keletkeztek.

Az osztást Géresi ,,divisio"-nak, máskor ,,osztas"-nak nevezi. ,,Az osztás 
semmi nem egyet) egy zamnak avagy sulimnak egy néhány részre való osz
tása". Az osztás kétféle értelmezése közül, amint bitjük, Géresi a részekre 
osztást fogad ja el. Azt is kiköti, hogy* az osztandó legyen nagyobb, mint az 
osztó (A Kolozsvári Aritm etikában nincs, de a Debreceniben o tt vau ez a 
kikötés.) A Géresi álltai .használt dividendus, divisor és quoriens term inu
sok a N V , XVI. században már elterjedt kifejezések.

M indjárt a fejezet elején öt nbservatio tájékoztat a számok elrendezé
séről, egymás mellé helyezéséről, a haladás irányáról a különböző esetekben, 
majd hat regula következik, amelyek az osztás elvégzését szabják meg. 
dlás aritm etikában nem találkoztam  ezzel a felépítéssel. A továbbiakban 
az observatioknak megfelelő sorrendben közli a feladatokat.

Az osztás nemcsak az ó és középkorban, hanem még a XV. és XVI. 
században is nehéz feladatnak szám ított. Technikai kivitelezését illetően, 
kevés módosítással, egy az indiaiaknál kialakult eljárás uralkodott egészen 
a X V III, századig, a modern eljárás meghonosodásáig.

Az osztás mai modern eljárása Calandri számoló könyvében. (1 túl) je
lenik meg előszűr, ü  a részszorzatokat az osztandó alá írja, kivonja, a m aradék 
mellé lehozza az osztandó következő számát stb. Kzt az eljárást, közli Luca 
Pacioli is (1441) Divisio danda néven, dlég a XV III, században is használat
ban volt mindkét eljárás, és a régi csak a X IX . század elején tű n t el.

Géresi (akárcsak a Kolozsvári ás a Debreceni Aritmetikák) a regi 
eljárást ism erteti, az úgynevezett gályaosztást, pedig már 1.“»83-ban meg
jelent Clavius kiváló munkája, amelyben az új osztási eljárást tan ítja
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módszeresen és érthetően. Géresi mentségére szolgálhat, hogy az ő idejé
ben ez volt az egyetlen osztási eljárás .Németországban is, sőt m ondhatni 
az egész nyugaton, ezt tan íto tta  Gemma Frisius is. Pedig ez a szorzás nehéz
kes és áttekinthetetlen. Lucas a galea vagy batello névvel jelöli, m ert a 
keletkezett számtorouy a gályához hasonlít. Kz az eljárás hindu eredetű, 
jellegzetesebb lépései a következők : a) Az osztó az osztandó alá kerül és a 
hányadost minden új jegyével eggyel hátrább  írjuk, b) A maradék az osz
tandó fölé kerül, ej A részszorzatokat balról jobbra haladva kiszámítjuk, 
d) A részszorzatokat egyenként kivonjuk, e) A hányados jegyeit jobbra 
egy kezdő-zárójel (Géresi szerint lmktacska vagy eircalom) mögé írjuk 
(8. ábra). Amint látjuk, az eljárás bonyodalmas. Neun meglepő, ha Géresi 
i t t  o tt belevét a számításokba.

Marótlii kétféle osztást ismert. Az egyik közeledik a mai osztáshoz, 
csakhogy az osztót az osztandó alá írja, és mindig eggyel jobbra viszi, 
mintegy ragaszkodva a régi eljáráshoz. Amikor egyjegyű az osztó, akkor 
a maradékot fölül írja. A második eljárást olasz osztásnak nevezi, és az 
a véleménye róla, hogy azzal többnyire a kalmárok élnek. Ugyanarról az 
eljárásról van szó, amelyet Géresiné! láttunk. Az elhasznált jegyeket kihú
zogatja, akárcsak Géresi.

Az osztás u tán  Géresi az arányos osztást magyarázza (De divisione in 
aequali). „Szóltunk azelöt az egyenes ostasnak modgia felöl de mostan 
meghis az kulomb kulomb fele rezre való osztásnak tudom ányát is tanulunk 
megh ilyen példában“ . Kgy példából kiindulva megfogalmazza a megoldás 
szabályát, a végén pedig összeadja a.z arányos részeket és m egállapítja : 
„latod hogy ki iot az somma az próbában ezokaert ighaz az operatio".

Röviden megemlékezik a felezésről is. „Yagion megh egy Regula, 
melyet m editationak hinak, mely' ezis az divisornak egyk részé, semmi nem 
egyeb azért, az medRatio hanem valamely számnak csak két fele való osztá
sa“ . Tehát a mediatio-t nem tekinti külön alapműveletnek. Gemma egy 
kis fejezetben, a szorzás után, kifejti, hogy nem szükséges a duplatiot és me- 
diatiot, m int külön speciest tan ítan i. (> csak 4 speciesről beszél. Hímek 
ellenére az osztás után ő is beiktat egy fejezetet,, De mediatione, sive per 
duó Sectione“ .

A következő fejezet címe „De progressione“ . „Az progressio semmi 
ne egyeb haue az additionak emnpendiuma, az az Rövideden való m odgya“ . 
Géresi definíciója egyezik a korabeliekkel. Aritm etica és geometrica prog
resszióról beszél. Az aritmetica progressio szintén kétféle, naturális és 
intercisa. A naturális progressio-n olyan szám tani haladványt ért, melynek 
különbsége egy. Az első tagot az utolsó alá írja és összeadja, az összeget 
felezi és szorozza a tagok számával. Ha az összeg páratlan, akkor a tagok 
számát felezi (,, lmsids kette  az Summát avagy N um erust“ ). „Intercisa 
azaz oly progressio (melynek) az о sokasodása nem edgyel vagyon felyeb, 
hanem kettővel: es ezis három koppén,... az egyik feles (páros),... min
degyik feletlen ... elegyes“ . (9. árba). Az utolsó esetben, a Géresi definí
ciójától eltérően, a különbség három.

„Ez a Geometrica Progressio semmi men egyeb hanem az szamokk igaz 
proportioia szerint való felhaladasa, es annak el helyheztetise úgy m int 
kettessel, hármassal es nigyessel. Azzalis különbőz penigh az Aritmetica
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Progressiotul hog}' az aritm etica Progressai az adclitio szerint vagyon, ez 
penigh az multilieao szerint“ . Közli a megoldást is : „az első kotat ird az 
utolso ala, es multiplicald megli velle. Az m ultiplikatusbul ved ki az 
otolso kotat az u tán  dividald ell az productust (az az az m ultiplicatust) 
az mire az quotiens kjiu az leszen Summája, úgy mint ez trip lában  
megh latod".

A progressio az újkor kezdetén még a közönséges aritm etikához ta r 
tozott, speciesnek szám ított, Kz a m agyarázata annak, hogy Géresi is 
külön speciesként tárgyalja. A XVI. század elején még minden gyakorlati 
aritm etikában, a legkisebbekben is, szerepel a progressio. A század vége 
felé azonban m indinkább kiszorul az aritm etikából. A X V II. században 
már végleg elmarad. Géresi a régi csapáson haladva tárgyalja a progressiot 
a speciesei: között. Clavius em lített könyvében már ki tud ja  számítani az 
utolsó tagot anélkül, hogy az összes előzőket ismerné. Könyvében szerepel 
a sakkjáték feltalálójának a kívánsága is (1 -»• 2-}- 4 r  ... -j- 263). A 
progressive Géresi-féle felosztását több XVI. századbeli aritm etika ta r ta l
mazza. Huswirt, Rudolff, Riese, Apian is beszélnek „continua siue na tu 
rális" és „discontinua siue intercesa" progressióról. A szám tani haladvány 
összegét, abban a két esetben, amelyről Géresi még külön beszél, a XVI. 
században már egyetlen képlettel is kifejezték. A m értani haldvánv össze
gének a kiszám ítására pedig sokféle eljárást ismertek. A mértani haladványt 
többen alaposabban tanulm ányozták, különösen Stifel, aki művében, az 
Arithmetica integra első könyvében, éppen a progressiot tárgyalja. Észreveszi 
a számtani és m értani haladvány közötti összefügést, lelkesedve beszél 
ezen számok csodálatos tulajdonságairól, nagy lépést tesz a logaritmusok 
irányában.

A progressio alkalmazásaként, Géresi, akárcsak a Kolozsvári A rit
metika szerzője, beik tat egy fejezetet „az rostélyos ablakoknak megh veti- 
sirül" (10. ábra). Forrásuk eddig ismeretlen, a rendelkezésemre álló külföldi 
aritm etikák egyikében sem találtam  meg ezt a feladatot.

A „Regula Detri" Géresinél előforduló különböző megnevezései a 
XVI. században igen gyakoriak. Gemma Regula Proportionum  sive trium  
numerorum-uak címezi a megfelelő fejezetét. Az aritm etikáknak az a 
törekvése, hogy a műveleti eljárást minél világosabbá tegyék és a tanulót 
minden szellemi erőfeszítéstől lehetőleg megkíméljék, oda vezetett, hogy 
teljesen gépiesen tan íto tták , illetve alkalm azták ezt a regulát. A gépies 
alkalmazás híve Géresi is. (1.1, 12, 13. ábrák).

A XV. századtól kezdve a hárm asszabályt nagyon változatos fela
datokra alkalmazták. A különböző típusú feladatok más és más nevet kaptak. 
W idmann aritm etikájában (1489) 28 típus szerepel. Tartaglia (1556) fonto
sabb feladat-típusai ma is érvényben vannak. Géresi ezek közül a típusok 
közül csak néhánnyal foglalkozik.

A„Regula de tri awersa"-t külön fejezetben ism erteti röviden, és 
egyetlen példával volágítja meg. (14. ábra). A XVI. századbeli aritm eti
kákban ez a feladat is előfordul, ha nem is mindeuikben. Regula conversa, 
regula aversa néven emlegetik. Ma fordított hárm asszabálynak m ondjuk. 
Gemma könyvének a második részében, melyben a törteket tárgyalja, beiktat
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egy ilyen fejezetet is „Regula trium  euersa"címmel. Ennek a regulának a 
m egtanítása, a gépies tan ítás következtében, nehézséget jelen tett, és a tanulók 
csak sok gyakorlat u tán  sa já títo tták  el. Úgy látszik, (léresi ezzel a nehéz
séggel nem számolt.

Géresi a Regula Detri frakciójára is utal. A XVI. századi aritm etikák 
rendszerint előbb a tö rteket tárgyalták , de volt rá eset, hogy a sorrend 
megfordult, m iként elérésinél. Géresi a törtrészekkel, m int egészekkel kal
kulál, így elkerüli a törtekkel való m űveleteket. Hasonlóan jár el Riese, 
Böschensteyn, Gemma és m ások is

A „Regula vulgaris“ , mai nevén összetett hárm asszabály, Géresinél 
külön speciesként szerepel. A megoldásra ugyanolyan gépies szabályt közöl, 
m int az egyszerű hárm asszabályra. A XVI. században Regula duplex, Cla- 
vius pedig Regula trium  composita néven emlegeti.

Géresi a „Regula Societatis"-t, a társaság-szabályt, külön speciesnek 
tekinti és külön fejezetben is tárgyalja. Voltaképpen a regula detri egy 
alkalmazásnak tekinthetjük. Erre már a XVI. században is rám utattak  
többek között Gemma Frisius is. légy látszik, Géresiuek erről nem volt 
tudomása. Ilyen típusú feladatok a történelem folyamán gyakran szerepeltek, 
kezdve a Rhind-papirusztól. A XVI. század aritm etikáiban is gyakoriak, 
mégpedig különböző csoportosításban. Clavius 26, vagy a Bamberger 
Rechenbuch 17 társaságszabálv-feladata ilyen csoportok m intafeladatainak 
tekinthető.

Géresi „Regula Societatis tem póm ul'‘ címen egy összetett társaság
szabályt tárgyal (15. ábra), amelyben az időt is tekintetbe veszi. Először 
az arányszám okat szám ítja ki. Annyira gépiesen dolgozik, illetve másol, 
hogy a hibás arányszám okat is átveszi.

A „Regula Faisi sev Positionü“ , című fejezetben ism ertetett regulát 
sok aritm etika tárgyalja. .Segítségével liniáris egyenlethez vezető feladatokat 
oldanak meg. Ennél messzebb vivő feladatokat ritkán találunk a XVI. 
századi aritm etikákban. Géresi elég röviden tárgyalja ezt a regulát, melyet 
külön speciesként említ. Megmagyarázza, hogy miért hívják a regulát falsi- 
uak: Ugyanezzel a m agyrázattal több aritm etikában találkozunk, például 
Apiannál is. Néhány aritm etika beszél Regula faisi sirnplicis pasitiouis 
és Regula faisi duplieis positionis-ról. Géresi ezeket nem említi' Nála ebben 
a fejezetben találkozunk a A és jellel, de nem m int műveletjelekkel. Meg
jegyzem, hogy a XVI. századi aritm etikák is éppen ezzel a feladattal 
kapcsolatosan használják ezeket a jeleket.

Géresi kéziratának következő, rövid fejezetei, ,,Az Nemet Pénzről“ 
„Az Maghiar Pénzről", „Az Masa számról", „Maghiar Fontról", „Az m agyar 
fertőmről", „Az nemet Másáról es fontról", „Az Nemet Fontról es Eothrol“ , 
az itteni visszonyokat tükrözik, és nyilvánvalóan nem találjuk  meg a kora
beli külföldi aritm etikákban. A külföldi aritm etikák viszont, az illető or
szág pénznemeit és más mértékrendszereit véve számításba, fejlett pénz
váltási szám ításokat tartalm azak, így Eucas de Burgo és Tartaglia könyvei.

A „Lusus aritm eticus" fejezetben Géresi szabályt közöl „a Tarsodnak 
erszényében" levő pénz kiszámítására. Az összeget el kell osztani 3-mal, 
5-tel, és 7-tel. A m aradékot megszorozni 70, 21, illetve 15-tcl. A szorzatok 
összegéből kivonjuk a 105-öt, ahányszor lehet. A m aradék a keresett pénz
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összeg. Ez a feladat benne van Köbel-nek és Rudolff-nak is az aritm etiká
jában (úgynevezett kínai bővítés szabálya3). (férc sí második feladata: 
„Hogy az mástól megli gondolt szamot megli tudhassad". Ha x-el jelöljük 
a gondolt számot, az elvégzett műveleteket így lehetne kifejezni : x • 3 ■
• 1 -3  X. Kz a feladat benne van Gemma aritm etikájában és más

a a
aritm etikákban. A X V Г. századi aritm etikák sok szórakoztató feladatot 
t artalm aznak.

À kézirat utolsó fejezete ,,Keövetkeznek immár külömb fele dirib 
darab l ’eldak“ vagy magától Géresitől származik, vagy pedig egy fel
tételezett közös forrásból, amelyből ő is, a Kolozsvári Aritm etika és a 
Debreceni Aritm etika szerzői is m erítettek. Az előző fejezet u tán  Géresi 
odaírta : finis. Tehát ezt a fejezetet ő is toldaléknak tekintette. I t t  Géresi 
olyan példákat tárgyal, amelyeket a mindennapi élet vetett fel, amelyek 
Nagybányán és Erdélyszerte gyakran előfordultak abban az időben. A 
példáknak a próbáját is elvégzi. I t t  említem meg, hogy Gemma nem hasz
nálja a „proba“ elnevezést, hanem az ,,examen“ -!, ez pedig Géresinél egy
szer sem fordul elő.

IV. Л К ŰZI К AT TÖRTÚXKTK

A Géresi kézirata közel két évtizeddel ezelőtt került először kezembe, 
az akkori marosvásárhelyi református kollégium nagykönyvtárában. A 
M atematikai és Fizikai kapok 1957. októberi számában hívtam  fel elő
ször a figyelmet erre a régi m atem atikai kéziratra.

A kéziraton kétféle könyvtári számozást találunk (2. ábra). A maros- 
vásárhelyi Bolyai könyvtár, melynek páncélszekrényében őrzik, fekete szám
jegyekkel nyom tato tt 380. szám a la tt ta rtja  nyilván (Farczády Elek köny- 
táros számozása). Koncz József, a marosvásárhelyi református kollégium néhai
kiváló kön vtá rosa pedig a 10214 '' sorszámot írta  rá piros tintával. (2. képi.

in
A. kézirat a Koncz-féle katalógusok közül abban szerepel, amelyiknek 

felirata ,,A. marosvásárhelyi ev. reí. koll. k iár újabb gyarapodásának 
cím tára 1872“ .

Amint a már idézett bejegyzésből megállapítható, a kézirat Stephanus 
Géresi műve, aki azt a nagybányai református főiskolában (Schola Rivulina) 
fejezte be 1626-ban.

A 87. la]> alján (10. ábra) az alábbi utólagos és más kéztől származó 
bejegyzés olvasható: „Ez könyvet vetem kezemhez in Ano 1726 Die verő 
28 7-bris Francisus Csernatoni de Raduotfája". Tehát a könyv száz év múlva 
Radnótfáji Csernátoni Ferenc tulajdonába került. Cseruátoni sok helyen 
a sorközöket és lapszéleket telefirkálta aláírásával, összeadásokkal és kü
lönböző mondásokkal. Ilyen beírások olvashatók : „Mint a szép híves 
pa tak ra“ , „Mint uram nak szolgálok Uram kegyelmedne Gidófalvi, 
„Adgyon isten minden jó t kegyelmednek edes anyain) nem akarom el-

;î F  r. I T U g e r ,  Die M ethodik  dry Praktischen A r i th m e t ik  in historischer E n tw icke lu n g ,  
L e ip z ig  1&88, 108. la p .
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mulasztani hogy“ , „Nemzetes G[ J András U ram nak nekem L „Csernat
Székely Farkas U ram nak Nekem nagy jo U ram nak", „Meltosagos gof( !) 
Csernatoni Nagyságos Csernatoni" , .Nemes és Nemzetes Csernatoni 
U ram nak nekem kedves bátyám  U ram nak eo kegyelmének ' ’“ „Hic 
Fiber est meus post mortem nescio cujus érit"  stb.

Ezek a beírások fontos ú tm utatásokat tartalm aznak  a kézirat vándor
lása és Marosvásárhelyre kerülése történetének a felderítéséhez.

A nagybányai iskola fennm aradt anyakönyve 1633-tól kezdődően 
felsorolja a rektorok és diákok nevét, és a nevek mellé érdekes megjegy
zéseket is fűz. Ezek között a szám unkra igen fontos következő bejegyzés 
olvasható : „Ego Sigismundus Tsernatoni subseripsi legibus scholae Nagyba- 
nyensis anno 1710 mensis Deeembris. Officio senioratus et classis syntac- 
ticae praeceptoratu probe defunctus concessit in illustre collegium Nagy- 
enyediense. 1714 obiit in pá triám "4

Tehát abban az iskolában, amelyben Oéresi az aritm etikáját írta, 
1710 irtán m űködött egy Tsernátoni Zsigmond nevű praeceptor, aki a m un
káját kiválóan végezte. Egy ideig az enyedi híres kollégium tanulója, 
onnan pedig 1714-ben visszatért hazájába5.

É rthető, hogy megvált a nagybányai iskolától, m ert annak sorsa abban 
az időben az ellenreformáció erősödésével nagyon bizonytalanná vált. 
Thurzó írja erről a korról: „1712 január 11-én szüntette meg Pater Fenkes 
Pál jezsuita plébános a szepesi kam ara hatása folytán és Grabaries Jakab 
pénzverő inspector közbejárásával a scholát. Ekkor történt, hogy Aszalai 
Sámuel rektor vezetése a la tt a diákok és gyermekek szép renddel „a siká
toron kijővén, szomorú éneket éneklettek, volt hét diák, és gyermek igen sok". 
A coetus kim ent a városból, a könyveket magával vitte, de háza a fölsze
reléssel együtt a jezsuitáké lett. A Híd-kapun kívül levő szemétdombon 
kaptak helyet templomuknak. Január 15-én az iskola nyilvánossága is meg
szűnt."6 Fehetséges, hogy a kivonuló seregben o tt volt Tsernátoni Zsig
mond is, ha m ár előbb el nem távozott.

Tsernátoni Zsigmond Nagyenyedre ment. A nagybányai anyakönyv 
adatait megerősíti a nagyenyedi kollégium anyakönyve is, ahol 1714-ben 
subseribált Csernátoni Zsigmond. (Amiért Nagybányán praeceptor volt, 
azért még jelentkezhetett Nagyenyeden továbbtanulásra.) Ha praeceptor 
le tt volna Nagyenyeden, az talán  be lenne jegyezve, de nem feltétlenül. 
Enyedi paeceptorságának nagy a valószínűsége, mivel előzőleg m ár Bányán 
tanítóskodott. A nagyenyedi anyakönyvben még a következő bejegyzést 
olvashatjuk : „obüt Domi in p a tria“7 meghalt otthon a hazájában. Ennél 
többet nem sikerült kiderítenem felőle. Hogy hol volt az a „pa tria“ , arról 
nem beszél sem a nagybányai, sem a nagyenyedi anyakönyv. A Radnót- 
fáji előnév sem szerepel ezekben az anyakönyvekben.

1 I.ásd : T h u r z 6 1 e r  e n c, A nagybányai re. rej. főiskola {Schola llivulina) története. 
1517 — 1755, N agybánya  1905. — T liurzó te ljes egészében közli az au y akönyv  ta r ta lm á t.

5 Az ,,o b ü t in p á tr iám ''/[m o n d a t érte lm e R e i s c k e l  A r t h u r  akadém iai k ö n y v tári 
főkönyvtáros szíves tolm ácsolása s z e rin t:  „v issza té rt h azá já b a " . (T ehát nem  „m eghalt".}  

“ I. m ., 9. lap.
1 A z  enyedi a d a to k a t kérésem re, 1Г u z s n a i I, á s z 1 ó, a kollégium  volt rek tora , szol

g á lta tta .

} — Babeş—Bolyai:  M ath e iiM tica-Phys icd  2 19*>3
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Pár évvel később, 1726-ban, am int láttuk , a Géresi kézirata Radnót- 
J'áji Csernátoni Ferenc kezébe került. Kutatásaim  alapján biztosra állít-, 
hatom, hogy Csernátoni Ferenc valóban raduótfáji származású. Kg}- 1729-es 
összeíráson a raduótfáji birtokos nemesek között szerepel Csernátoni Ferenc 
is, és még két Csernátoni8,

Tekintettel arra, hoge- a kézirat tulajdonosa többször említi a 
Csernátoniak nemességét és Raduótfáji előne vét, biztosra állítható, hogy 
az összeírásban szereplő Csernátoni Ferenc azonos a kézirat tulajdonosával.

Hogy miért érdekelte az aritm etika ezt a Csernátoni Ferencet,, arra 
a Konez könyve ;ul felvilágosítást. Koncz könyvében szerepel egy Csernátoni 
M. F'erenc, aki praeeeptor volt a marosvásárhelyi ref. kollégiumban 1700 
u tán 9, s aki talán azonos azzal a Csernátoni Mihály Ferenccel, aki az enyedi 
kollégiumban 1716-ban subscribált. (Az anyakönyw k bizonyára azért 
tün te tik  fel a Mihály melléknevet is, m ert a Csernátoni név sűrűn előfordul 
mind az enyedi, mind a vásárhelyi anyakönyvben.)

A fenti adatokból kirajzolódik a kézirat vándorlásának a története 
A kéziratot Nagybányán a praeceptorok használták. így került Tsernátoni 
Zsigmond kezébe is. Amikor komlóban volt a bányai iskola, magával v itte  
a kéziratot Nagyenyedre, remélve, hogy szüksége lesz rá. Rövid enyedi 
tartózkodása után hazam ent R adnótfájára és magával vitte a kéziratot 
is. S mivel ő már nem vehette hasznát, egyik atyafiának (esetleg éppen 
gyermekének), Csernátoni Ferencnek adományozta, a marosvásárhelyi 
kollégium praeeeptorának, aki minden bizonnyal hozzá fordulhatott tanácso
kért, hiszen két híres iskolában is praeeeptorkodott. léttől a Csernátoni 
Ferenctől kerülhetett aztán a kézirat a marosvásárhelyi ref. kollégium 
tulajdonába. H abent sua fata libelli!

Most pedig vessük fel a legnehezebb kérdést : ki volt a kézirat szer
zője, ki volt Géresi István, és miként keletkezett a kézirat ?

K utatásaim  során, e kéziratbeli bejegyzésen kívül, mindeddig nem si
került Géresi István nyom ára bukkannom. A nagybányai -városi levéltár, 
reform átus egyházmegyei és városi levéltár átvizsgálása sem hozott semmi 
eredményt 111 A vizsgálódásokat szélesebb körben kell tovább folytatni.

s L ásd  : K e l  e m e u L a j о s, l iadnotfája története. , 1 Inlélyí M úzeum “ X L V II. (1942). 
F en ti tan u lm án y  K em ény József : ,,Possesonaria. C om ita tes Törd a, G örgénv" k éz ira tá ra  
h ivatkozik . (K ézirat az. R .N .K . A kadém iája  K olozsvári F ió k ján ak  k ö n y v táráb an , Kem ény 
József gyűjtem ényében). - A R ad u ó tfá ji C sernátoni családról, m in t érdekességet, szóbelileg 
em líte tte  Kelem en Lajos, hogy ez. az egyetlen  család, m ely M ihály v a jd á tó l k a p o tt lófőséget,

9 К  о n c z. J  ó z. s e f, A marosvásárhelyi evang. reform, kollégium története, M aro sv ásá r
h e ly t tS9(5, 111. lap. M eglehet, hogy K oncz az. értesülését a  kollégium  legrégebbről fen n m arad t 
anyaköuyvéből, az. im. Csulai-féle anyakönyvből szerezte. E bben  a 1 14. lapon, a „N o m in a  
stúd iósom ra, quos clarissim us dom inus M ichaël Köpecz.y, ad regendam  Scliolam  R  [e fo rm atam l 
liancce <sic) A gropolitanam  Ao 1715 In tro d n c tu s  e t  Publice de  P ro v . [iden tia] D iv ina  O ratione 
declam ata , pe r Lvcclesiasticum Senatum  R egiae Liberaecjue C i[v i]t[a ]tis  h u ju s H a ru s  
V asarhellyiensis in au g u ra te s  in sta lla tu sq u e  die 'ü res hely  hagyva] rep erit hie loci“  cím  a la t t  
fe lsoroltak k ö zö tt az. ö töd ik  helyen olvassuk : Francisons M. C sernátoni F raec. P a r (o lvasha
ta t la n  a szó vagy röv id ítés több i része).

10 E zeket a lev é ltá rak a t, kérésem re, О 1 á  h  S á n d o  r. N agybánya és v idéke m ú ltján a k  
kiváló ism erője, sok napi önzetlen  m unka  á rán  nézte á t. A városi levé ltá rban , ugyancsak  k éré
sem re, S z á s  z. K á r o l y  főlevéltáros és M e t z  J ó z s e f  ta n á r  is k u ta to t t.  Fent: levél 
tá rb a n  m agam  is végeztem  k u ta tá so k a t.
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Több, ebben a korban élő Géresirc is bukkantam . Az i'i.n. ,.kapcsos 
könyv “ -ben11 szerepel Géresi Mihály, ki a Sehola Rivulina rektora volt 
1630. X I. 27-én. Talán azonos azzal a Géresi Mihály-lyal, aki 1636-ban 
té rt vissza külföldi tanulm ányútjáról s jelenti a városi tanácsnak, hogy 
„o tt künn adóssá m aradott 46 aranyakkal“ am it a város azonnal kifizetett12. 
Meglehet, hogy rokona volt a mi Géresi Istvánunknak. Ez a Géresi Mihály 
minden bizonnyal azonos azzal a Géresi B. Mihállyal, aki 1634-ben Leyden- 
ben könyvet ado tt ki 13. A testvére, Géresi B. András, Gönczöu iskolaigaz
gató volt. 1597-ben a tasuádi zsinaton pappá szenteltek egy Géresi 
Miklóst14 15 16, stb. De ezek a Géresik és Géresi Istvánunk között semmilyen 
kapcsolatot sem sikerült felderíteni.

Egy 1367-i oklevélben (Vay 428), bizonyos Gres-i Péter nevében sze
repel a Géresi név elsőizben. De egy 1424-ben kelt oklevélben ugyanott 
szerepel egy Geres nevii jobbágy is13.

Feltehető, hogy a mi Géresi Istvánunk Magyargéresről (Ghirişa) került 
Nagybányára, és a Géresi nevet, annak a kornak a szokása szerint, szülő
földjétől kapta. Ez a község Erdődtől, ahonnan Kopácsi István, a Sehola 
rivulina megalapítója ment Nagybányára, alig 2 — 3 kilométerre fekszik. 
Lehetséges, hogy Géresi először a szatm ári református iskolában tanult, 
u.i. Magyargéres Szatm árném etitől mindösze 28, Nagybányától pedig 
100 km-re fekszik. A szatmári iskola éppen abban az időben élte fény
korát.

Egy újabb adat azonban ezt a feltevést meggyengítette. A „Tractus 
Rivuliensis Protocolon vêtus ab anno 1620 — 1702“ lli-ben szerepel egy Géresi 
Erzsébet, aki 1614-ben Nagybányán perli a férjét hűtlenség m iatt. Eszerint 
abban az időben Nagybányán is volt Géresi nevű család.

Mivel Géresi Istvánra vonatkozóan konkrét adatok nem állnak rendel
kezésünkre, csak feltevésekre vagyunk utalva. A felsorolt adatok és első
sorban maga a kézirat alapján, több feltevést is m egkockáztathatunk.

P'eltételezhető, hogy Géresi tanulója volt a Sehola Rivulina-nak és 
lejegyezte tanárának  az előadását vagy felolvasását. Jelen mű függelé
kében is rám utatunk, hogy a XVI. századi tantervek és törvények kötele
zően előírták a felolvasást bizonyos aritm etikákból. Az illető tanárnak  lehetett 
a kezében a Kolozsvári Aritm etika. Megerősítené ezt a feltevést a Géresi 
kéziratának 149. lapján megfigyelhető, kihagyott és utólagosan beírt mon
datrész. Mintha a tanár tú l gyorsan haladt volna és a diák lem aradt volna 
az írással. Ezzel a feltevéssel sok m indent meg lehetne magyarázni.

Nagyon sok érv e feltevés ellen szól. Az első ránézésre megállapítható, 
hogy a v ita to tt kézirat nem gyermekírás. Egy gyakorlott kéznek a jól ki
alakult írásáról van szó, még ha az írás jellegében itt-o tt komoly hullámzás 
tapasztalható is, márpedig az aritm etikát az alsó osztályokban tan íto tták .

11 A n agybányai rcf. egyház levéltárában.
12 T h  u r z ó, i. in., 151. lap.
13 Lásd, S z a b ó  K ., 3 I., 451. lap.
14 K  i s f r o n ,  X V I .  századi zsinatok.
15 L á sd : 51 а к  s a i K e r e n « . ,  A középkori Szatmár megye, Bp. 1940.
16 A n agybányai ref. egyházm egye levé ltá rában . -  Az a d a to t 51 e t  z J ó z  s e f fedezte 

lel, egyik közös búv árk o d ásu n k  a lkalm ával.
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Amint láttuk , a kéziratban előfordulnak kim ondottan másolási hibák is, 
olyanok, amiket csak másoló követhet el : átvesz nyom dahibákat, am elyeket 
nehéz mesternek tulajdonítani. Továbbá, a Géresi kéziratában vannak 
részek, amelyek nem a Kolozsvári, hanem a Debreceni Aritm etikával egyez
nek, sok meg Gemma Prisiusszal — sőt teljesen önállónak látszó részei is van
nak. Tehát a tanár valamelyik közismert aritm etikából nem olvashatott fel. 
Géresi kézirata nem lehet iskolai diktálás u tán  írt mű azért sem, m ert annál 
alaposabban van írva, folyam atosabban, teljesebb terjedelmű.

A másik feltevés szerint Géresi István  magistère, rektora volt a nagy
bányai iskolának. A kézirat ezt a feltevést sem igazolja. A rektor 
mindig nagyobb képzettségű, sok esetben külföldön járt, művelt ember. 
Egy ilyen terjedelmes írás folyam án leleplezte volna magát. A durva m á
solási hibák, nyom dahibák átvétele, sokhelyt szolgai másolás, és egy pár 
szakasz, amely a szerző hozzánemértését bizonyítja, ebben az esetben nem 
m agyarázható meg. Xehezen is tételezhető fel a rektorról, akinek sok fontos 
feladata volt, hogy egy ilyen kéziratot szerkeszt, illetve másol. Az iskolák 
törvényei előírják a rektor didaktikai feladatát is. De azok mindig a felső 
osztályokban ta r to tt  kurzusokról emlékeznek meg. Állítható, hogy az a rit
metika tan ítása  ebben az időben, a nagybányai iskolában, nem a rektot 
feladata volt. Nem hiszem, hogy Géresi István 1626-ban rektor le tt volna.

A legelfogadhatóbb feltevés az, hogy Géresi István  praeceptor volt 
a Sehola Rivulinában. Em ellett bizonyít az a körülmény is, hogy a kézirata 
később is praeceptorok kezén forog. Géresinek is azért volt szüksége erre az 
aritm etikára, amiért Tsernátoni Zsigmondnak, vagy Csernátoni Ferencnek. 
Megírásával hivatali kötelességét teljesítette. Azt a kötelességét, amiről a 
nagybám-ai iskolának 1651-ből származó törvénye „De libellis et méthode 
docendi“ című fejezetében szól17. Szüksége volt egy olyan kézikönyvre, mely 
tartalm azza a törvények által m egkövetelt tananyagot, a specieseket 
Ennek a feltevésnek az alapján könnyen megmagyarázható a kézirat 
jellege és legtöbb fogyatékossága is.

A kézirat keletkezésének a megvilágítása érdekében először a következő 
kérdésre kell feleletet adni : miként keletkeztek a XVI. és X V II. századi 
magyar nyelvű, nyom tato tt vagy kézírásos aritm etikák? Ennek a kér
désnek a megválaszolása érdekében messzibbre kell visszanyúlnunk.

Már a honfoglaló m agyarság is rendelkezett a m atem etikai szaknyelv 
egyes elemeivel. Hiszen számneveink tízezerig honfoglalás előtti keletűek. 
.M atematikai szaknyelvünk minden bizonnyal a középkor mindennapi 
gyakorlatában és iskoláiban tovább gazdagodott,18 jóllehet a tan ítás nyelve 
akkor kizárólag latin  volt azokban az iskolákban, amelyekben feltehetően

17 Lásd a függelék vonatkozó szakaszát.
lb A középkori m agyar nyelvű  m atem a tik a i é letrő l nagyon keveset tu d u n k . П . П . Б оев  

szovjet m atem atik a tö rtén ész  nem rég m egjelent könyvének (Л екц и и  по истории математи ки, 
С ар ато в  1956) 162. lap ján  olvasom , liogy azok közül á s o k  ideig m eg fe jthe te tlennek
ta r to t t ,  tito k za to s szám jegynevek, apex-nevek közül, am elyek p á r X I I .  századbeli n y u g a to n  
í r t  k éz ira tban  e lőfordulnak, bá ro m  m ag y ar erede tű . H a  ez a  m ag y aráza t helyes, akkor fe lté t
lenül am elle tt szól, hogy m atem atik a tö rtén észe in k  véleményt- az akkori m ag y ar nyelvű  
m ate m a tik á t illetően revízióra szorul.

52
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tan íto ttak  m atem atikát is. Az első m agyar nyelvű, aritm etikát tárgyaló 
írások keletkezéséhez valószínűleg a reformáció adta meg a elöntő lökést.

Az első m agyar protestáns iskolák a XVI. század közepe táján  létesül
tek. A nagybányai 1547-ben, a debreceni 1552-ben, a szatm ári talán még 
régebben, több erdélyi iskola pedig 1557-ben. Kolozsvárnak 1526 óta volt 
protestáns iskolája, előbb lutheránus, majd 1545-től református kézen. 
Ezekben az iskolákban tan íto tták  az aritm etikát a Debreceni, illetve 
Kolozsvári Aritm etika megjelenése előtt is. Az akkori praeceptoroknak 
éppúgy szükségük volt egy használható kézikönyvre, mint később Géresinek. 
Keltevésem szerint ezeknek a praeceptoroknak a munkássága nyomán kelet
keztek az első m agyar nyelvű aritm etikai kéziratok.

Étiben az időben a tanulók a praeeeptorok (vagy tanárok, rektorok) 
által leírt, vagy d ik tált tananyagot tanu lták  meg. Az iskolai oktatás anyaga 
e sajátos eljárásmód által állandóan fejlődött és megújult. Minden oktató, 
magister vagy egyszerű praeeeptor, a saját hozzáértése és felfogása szerint 
gyúrta át az anyagot, hogy azt megtanulásra minél alkalmasabbá tegye. 
Ha tekintetbe vesszük, hogy éppen abban az időben terjedt <1 Németor
szágban Gemma Frisius kiváló, nagy népszerűségnek örvendő latin nyelvű 
aritm etikája (eíső kiadása 1540-ben jelent meg), azek az első írások minden 
bizonnyal a Gemma könyvének a hatását tükrözték. (Csak a kolozsvári 
köuytárakban 6 példány m aradt fenn a Gemma Krisius Aritmetikájából.).

Mai napig sem tisztázott a Debreceni Aritm etika és a Kolozsvári Arit
metika keletkezése. Egyes feltevések szerint Laskai János tanár volna a 
Debreceni Aritmetika szerzője. Easkai 1574 és 1577 között a wittenbergi 
egyetemen tanu lt. Tehát csak 1577-beu jö tt haza, a Debreceni Aritmetika 
megjelenésének az évében. Szerzőségének ez a körülmény is ebene szól. 
Más feltevés szerint Hoffhalter Rudolf nyomdász, az Aritm etika kiadóin 
a szerző. Hoffhalter a II. kiadás előszavában olyan hangot üt meg, amiből 
arra is lehet következtetni, hogy ő maga a szerző. A címlapon úgy' tün teti 
fel a könyvet, m intha azt Gemma Frisiusból fordíto tták  volna. Ezt az állí
tá s t ő maga cáfolja meg az előszóban, amikor azt írja : ,,az kié az Gemma 
Krisi' bőséges beszédében lá tta tnánac  el fárataknac lenni, ez kis rövid es 
hasznos traetatusban  fölötte meg niughatnac“ . A szerzőségét is ő maga 
cáfolta meg, az első kiadás előszavában : „egy iambor vram  es Istenben 
attiam fia hozta az en officinámban, kérvén hog' ki nyom tatnám  es ő sem 
tudá ennékem meg mondani az iambornac neuét, ki neue alat tu ttam  
volna ki bochátani“ . Hárs véleménye „A szerző kilétének eltitkolásával a 
könyv értékét kívánta emelni“ (a kiadó), nem látszik meg alapozottnak. 
Ha a köny a Gemmáénak fordítása, akkor nem lényeges a fordító személyi*, 
nincs miért eltitkolni. Talán ezt az előszóban előadott történetet a mű 
eredetéről nem Hoffhalter találta  ki. Valóban megjelent nála egy „iambor 
uram  és Isteniben attiam fia". Talán nem tévedek, lm azt állítom, hogy az az 
„uram “ egy „praeeeptor uram " lehetett, aki leginkább1 tapasztalta  egy 
ilyen kiadvány szükségét, és kinek a kezében volt egy kiadásra alkalmas 
szöveg. Nem tu d ta  megnevezni a szerzőt, mivel a szöveg, amivel jelen- 
kezett, nem volt a saját szerzeménye. Eegfennebb egyes kiegészítéseket 
m ondhatott belőle a magáének. Egy olyan Írásról lehetett szó, amilyennek a 
keletkezéséről fennebb már szólottunk, amelyiket ő is az elődeitől örökölt,
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vagy másolt le. Hoffhalter, m int jó üzletember, azonnal á tlá tta  a javaslat élet
revalóságát, és elvállalta a kiadást. Talán itt-o tt igazított is a szövegen, elkép
zelése szerint, vá ltoz ta to tt a helyesírásán is. Véleményem szerint a Debre
ceni Aritm etika egy a protestáns iskolák praeeeptorainak a kezében ki
alakult aritm etikát örökített meg.

A Debreceni A ritm etikát, a megjelenése utáni években nem hivatalosan 
az iskolákban is használták11'. Kz az aritm etika, a praeeptorok kezében, to 
vább fejlődhetett. Az első két kiadás ham ar elfogyhatott, s így kéziratokban 
ez a kibővített, á ta lak íto tt aritm etika terjedhetett20. Kgy ilyen kéziratot 
aztán kiadott Kolozsvárt ifj . Holtai Gáspár, a nyom dájában kialakult 
helyesírással.

Holtai az aritm etika végén, ,,Az keresztyén Ifíiuságnac" szánt felszó
lításában többek közt így ír : ,,Az mennyire en az Könyvekből tanulhattam  
úgy m agyaráztam ..." Kzeket a sorokat olvasva azt a következtetést lehetne 
levonni, hogy a mű szerzője maga a kiadó. Kz az állítás minden fenntartás 
nélkül már csak azért sem fogadható el, mert ennek a műnek a nagyobb 
része szóról-szóra egyezik a Debreceni Aritm etikával. Tehát már csak ezért 
sem tek in thetjük  H oltait szerzőm k. De talán nem is helyes a szerzői jogról 
vallott mai nézeteinket átvinni a XVI. századba. A Hoffhalter és Heltai 
vélekedését olvasva, az a benyomásom, hogy ők, mivel helyesírás szempont
jából az írásokat á tjav íto tták , előszóval ellátták, itt-o tt változtattak  is a 
szövegen, kihagytak vagy beletoldtak, és saját nyomdájukban, saját koc
kázatukra kiadták, az egészet saját szerzeményüknek tekintették21. Ali, az 
első magj-ar nyelvit aritm etikák keletkezését, az abban alkalmazott számí
tási eljárások eredetét, fejlettségi fokát, a fogalmak értelmezésének a pontos
ságát viszgáljuk, s nyilván egészen másként vélekedünk a szerzőség fogal
máról.

A fenti feltevést, mely szerint Heltai is a praeceptorok kezén forgó 
aritm etikát adott ki, elsősorban a Géresi Aritm etikájával való szerves 
kapcsolatára alapítom. L áttuk , milyen közeli rokonság áll fenn a két 
Aritm etika között. Van rá eset, hogy a Kolozsvári Aritm etikában kidolgo
zott példáknak elérésinél van meg a szövege, vagy eltérő adatok esetén a 
Kolozsvári Aritm etika is a Géresi-féle adatok szerint oldja meg a példát stb.

111 A Debreceni A ritm e tik á t m egjelenése u tán  5 évvel H offha lte r újból k iad ta  v á lto za tlan  
szöveggel. A m ásodik k iadás címe : Aritmetica, A z  az, az Szamvctesnec tu doniam a mel jorditatot 
Gemma l 'r isius .-! vithmcticaiahol Magiar Niilere az Calculai is Szameeb'^i < rínád értelemmel
kiadatot.

2Ü T udunk  m ás p é ld á t is abból az időből, hogy kéziratban  forog egy tan k ö n y v  év tizede
kig, m ielő tt k iadnák . íg y  Szikszén Pabricius Balázs sá rospatak i ta n á r  1070 körül sze rk esz te tt 
egy szó tára t : Nomenclatura seu Jtirtioiiarium latino-unguricuw, m elyet sok éven keresztü l 
kézira tb an  h asználtak  P a tak o n  és m ás iskolákban. Csak a szerző halála u tán  ló  évvel, 1590' 
ben nyom ták  ki Debrecenben. A különböző levé ltá rakban  több  kézira t m arad t fenn, m elyeket 
sohasem ad tak  ki, de am elyeket abban az időben tan k ö n y v ü l haszn áltak . Pelté telezik  hogy 
Coresi is m ár előbb forgalom ban levő szövegeket n y o m ta to tt ki T ,ásd O. l U - u s u ş i  a n u, 
Histoire de la langue roumaine, I. fase. I, Paris 1914, pag. 8).

21 Volt rá eset, hogy m ás tankönyvnek  sem tü n te t te  fel a kiadó a szerzőjét. íg y  k iad tá k  
szerző nélkül az Orthographia Ungarn и A z  az iga : iras mod,'dial calo tudomány , K ra k k ó  15(9. 
I le lta i Gáspát lőüü-bcii k iad ta  Troponim sclnmatum ac j iguvanim  communinm libellas ex earns  
uulhoribus in usum stuaiosonim. Theologiae et honavurn ariimn collcctuy unu cum indice. Szer
zőjét csak a m últ században  d e ríte tték  fel ( F r a n k i ,  i. m.. 11 lap).
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Meglepő azonban, hogy azokban a szövegrészekben is , amelyek a két 
aritm etikában szószerint megegyeznek, a helyesírás különbözik. A Géresi- 
féle helyesírás sok esetben régiesebb, jóllehet, egy félévszázaddal későbbi 
keletű, m int a Debreceni Aritm etika első kiadása és a Kolozsvári A ritm eti
kánál is fiatalabb harm incöt évvel. A Kolozsvári Aritm etika írója minden 
m ondat végére pontot tesz, az új m ondatot nagy betűvel kezdi, használja 
a vesszőt, kettőspontot, kérdőjelt, ha nem is mindig pontosan a mai hasz
nálatnak megfelelően. Ezzel szemben Géresi központozási jeleket alig hasz
nál. A m ondatokat a legtöbb esetben nem választja el egymástól. Néha 
vesszőt tesz a m ondat végére, ritkábban pontot. Az új m ondatot nem kezdi 
nagybetűvel, csak az új bekezdéseket. Néha, bár ritkán, a vesszőt a mai érte
lemben használja. Oda is tesz vesszőt, ahol a Kolozsvári Aritm etikában 
nincsen. Pár esetben kettőspontot is alkalmaz a kéziratában, legtöbb eset
ben vessző helyett. A zárójelt használja. Ismeri a választójelt is (legtöbbször 
kettős vonalka), de csak ritkán teszi ki. Kérdőjelt, felkiáltójelt, pontos- 
vesszőt, idézőjelt, hiányjelt, gondolatjelt, nem alkalmaz.

Sem a Kolozsvári Aritm etika, sem Géresi hangírása nem egységes, mégis 
megfigyelhetjük a következő eltéréseket.

A magánhanzók jelölésekor a Kolozsvári A ritm etika különbséget tesz 
a és á, e és é között, csak gyakran eltér a mai használatuktól. Géresi nem 
tesz különbséget a fenti magánhangzók között. Nála azé betű kétféle a lak 
ban fordul elő. Legsűrűbben a középkori í) fordul elő, amelyik ebben a 
korban még használatos. Használja ritkán az é alakot is, de nem az é hang
jelölésére. Nem találtam  szabályszerűséget a két betű  előfordulásában. A 
Kolozsvári Aritm etika rendszeresen használja az b/ ö/ és it/ — ü/ 
jelölést. Géresi két pontot tesz az о illetve и felé, de nem következetesen. 
Nála az ö gyakran eö vagy eo alakban fordul elő. A Kolozsvári Aritm etika 
néha ó-t is használ, Géresi soha. Az u és v néha szerepet cserélve fordul elő 
mind a Kolozsvári Aritm etikában, mind Géresinél, Az i, j és у is gyakran 
cserél szerepet Géresinél. A Kolozsvári Aritm etikában is előfordulnak ezek 
a szerepcserék, de nem azokban az esetekben mint Géresinél.

A Kolozsvári Aritm etika még sok esetben, különösen a szavak 
végén — m egtarto tta  a latin c-t, а к helyett (deréc, ennec, másodic). Gérc- 
sinél teljesen eltűnt ez a latin  örökség. Géresi az sz hangot néha csak z-vel 
jelöli (zám), akárcsak a kódexeink. Ez a jelölés a Kolozsvári A ritm etiká
ban nem fordul elő. A gh és th  jelö1és Géresinél gyakori (ghondolj, megír, 
m inth, mondoth, eőth), viszont a Kolozsvári Aritm etikában nem 
fordul elő.

Az i-zés és ö-zés mindkét Aritm etika sajátja, de más-más szavak ese
tében.

A két Aritm etika helyesírása közötti feltűnő eltérés érthető. А XVI. 
században és még а X V II. század elején is, alig beszélhetünk megállapodott, 
egységes helyesírásról. Úgyszólván minden iró egyéni helyesírást alkalmaz, 
leginkább a kiejtés szerinti elvet követve. .V alószínűnek kell tartanunk, 
hogy minden iskolának külön egységes helyesírása volt“ m ondja Trócsányi22.

22 T r 6 c s á n v i Z о 1 t  á n, 
1955, 5. 1.

Régi magyar nyomtatványok nyelve és helyesírása, I-p
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M egállapítását a XVI. század első felére vonatkoztatja. A XVI. század 
második felében a nyomdászok alakítanak ki valamelyes helyesírási elveket. 
A helyesírás elvei körül vita tám ad, de ezeknek a hatása csak a X V II. század 
második felében érvényesül. Az első fele még a XVI. század betű it és írás
m ódját használja. F.zt az állapotot tükrözi a Géresi kézirata is. Tehát a 
két Aritm etika helyesírása közötti feltűnő eltérés a mi szempontunkból 
csak azért jelentős, és azért kell felhívnunk rá a figyelmet, m ert az is a 
m ellett szól, hogy Géresinek a műve írásakor nem lehetett a kezében a 
Kolozsvári Aritm etika.

De bárm ennyire át jav íto tta  is Heltai a kezébe került szöveget, itt-o tt 
megszólal az eredeti szerző is. így  a Kolozsvári Aritm etika Oa lapján ol
vassuk : ..csak hogy az m int eszembe vehetem nehezen tanulja  meg a- 
Deaktalan em ber.“ Hz már nun  a kiadó, nem a Heltai megjegyzése. Ez a 
tanulókkal sokat és gyakran hiába vesződő praeceptornak a hangja.

Közvetve vall a Kolozsvári Aritm etika elődjéről, a Debreceni A rit
m etikáról is. A K 2I lapon ezt írja : „Hogy valaki ne mondhassa ászt, hogy 
az Debrecenben nyom tato tt Aritm eticánac Regulai mellől el mentüne, 
niellyeket hóim at vöttéc légyen ; nem tudhatom ,. (A törtekről írt fejezet
ből idéztem. Ez a fejezet nincs meg Géresiuél). Vagy , a G7 lapon ezt írja : 
„bátod  ezt az exemplomot, m ellyet az Regula Detriben irtac volt, az kic 
az elot az Magyar Számúétö könyuet irtáé." Ezen sorok fogalmazója sze
rin t tehát a Debreceni A ritm etikát többen írták. Kíváncsian kerestem ki a 
Géresi kéziratából a második idézetnek megfelelő helyet, hiszen ezt a feje
zetet eléggé szószerint veszi át. Géresinél (108. lap) ezt találjuk : „De mivel 
hogy ide az regula Detrihez Írtak az szám vetők i t t  is proballjuk megh.“ 
Tehát Géresi nem hivatkozik sem a Debreceni Aritm etikára, sem a Kolozs
vári Aritm etikára (pedig i t t  alkalom le tt volna erre), hanem a szám vetők 
számlájára írta az exemplum téves fejezethez való beik tatását. Géresi i tt  
határozottan  arra utal, hogy a számvetőktől vette  á t a feladatot.

De a számvetők ismételt emlegetéséből arra is lehet következtetni, 
hogy Géresi az egész m űvet a számvetők nyomán haladva írta. Géresi vagy 
a nagybányai, vág}' valamelyik testvérintézetben tanu lta  az aritm etikát, 
ott. olvasták fel neki is, m int tanulónak, az előírt anyagot. M iután prae- 
ceptor lett, olyan kézikönyvre volt szüksége, melyből felolvashasson, amely
ből példákat adhasson fel tanítványainak. A maga számára ilyen kézi
könyvet írt. bem ásolta valam elyik elődjének művét, esetleg sajá t diákköri 
jegyzeteit. Tehát nem közvetlenül a Kolozsvári A ritm etikát másolta le, 
am int a két mű összevetéséből kiderül. A Kolozsvári Aritm etika megjele
nése óta 35 év te lt el. Nem valószínű, hogy rendelkezésére állt volna egy 
nyom tato tt példány is. Művében nem találunk u talást sem a Kolozsvári, 
sem a Debreceni Aritm etikára. Ezek az Aritm etikák a bányai iskola könyv
tárának  a régi katalógusában sem szerepelnek.

A Debreceni és a Kolozsvári Aritm etika is gyakran tesz említést a 
„szám vető uraim “-ról. K ik ezek a számvető urak? A számvetésre oktató  
praeceptorok. Ilyen „számvető ú r“ volt Géresi is. A nyom tato tt aritm eti
kákban levő „számvető uraim “ kifejezést Géresi mindig „szám vetőkre“ 
egyszerűsíti ; szerénysége tiltja , hogy saját m agát uramozza. A Debreceni 
Aritm etika 121. lapján például a következőket olvassuk: „Az számvetö
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uraim  tsac eg' speciest sem hadnac proba nélkül...“ elérésinél a megfelelő 
helyen (115. lap) ez áll : ,,Az Zam vetok ennek az speciesnek kulomb kulomb 
fele keppen adgyak p robaja th“ . A Kolozsvári A ritm etika D2 lapján szereplő 
,,az Szamvető mesterec“ kifejezés elérésinél kim arad. Nem akarja meste- 
rezni a praeceptorokat. Az úr szó egyetlen egyszer fordul elő Géresinél, a 17. 
oldalon : ,,írn ak  it az Uraim megh más form atis az subtractioban“ .

Az előbbiekben összehasonlítottuk Géresi A ritm etikáját a Kolozs
vári Aritm etikával. Vannak Géresinél részek, amelyek nincsenek meg a 
Kolozsvári, de megvannak a Debreceni Aritm etikában. Olyan részeket is 
találunk, melyek nincsenek meg sem a Kolozsvári Aritm etikában, sem a 
Debreceni Aritm etikában, de megvannak Gemma I'risiusn ál. És talá ltunk  
olyan részeket is, amelyek egyik közismert aritm etikában sem fordulnak elő. 
Szerepelnek olyan példák is, amelyeknek az adatai a különböző aritm eti
kák közül csak az egyik forrásban vannak meg, de a kidolgozás mindenik- 
ben. Pár hibás megoldás mind a három Aritm etikában előfordul, s nem ritkák 
a számolási hibák sem. A Kolozsvári Aritm etika sajtóhibáit is jórészt meg
találtuk  Géresi kéziratában. Ezeket a jelenséget legkönnyebben úgy m agya
rázhatjuk meg, ha feltételezünk egy közös forrást, amelyik a különböző 
iskolákban állandóan fejlődött, változott, amelyikre ha to ttak  a nyom tato tt 
A ritm etikák, s ugyanakkor az aritm etika fejlődésével is iparkodott lépést 
tartan i. A különböző iskolák kézírásos Aritm etikái között lényeges eltérések 
is lehettek, mind helyesírásukat, mind tarta lm ukat illetően. A kézírásos 
A ritm etikák nyilvánvalóan alkalm azkodtak az egyes iskolákban kialakult 
helyesíráshoz, az iskola színvonalához és az aritm etikával kapcsolatos 
igényéhez is.

Ebbe az elméletbe könnyen beilleszthető Géresi kéziratának a kelet
kezése, megmagyarázható feltűnő tartalm i egyezése a Kolozsvári A ritm eti
kával, elütő helyesírása, sőt a kézirat fogyatékosságai is.

V. Л K HZ IR A T  JK I.U X TŐ SÉ G K

Tudomásom szerint Géresi aritm etikája a legrégibb hazai m atem atikai 
kézirat és egyben a legrégebbi m agyar nyelvű m atem atikai kézirat is. Már 
csak ezért is érdeklődésre ta r th a t szám ot23.

A hazai m atem atika történetében ez a kézirat a Kolozsvári Aritm etika 
és Apáczai enciklopédiája közötti több m int félévszázados (62 éves) űrt 
tö lti ki. Ezért is igen értékes dokum entum a az RNK-beli m atem atika 
történetének.

23 Az R X K -ban , tudom ásom  szerint, régebbi ke le tű  m atem atika i kézira t nem m arad t fenn. 
Km lítés tö rté n ik  ug \ an M artin  U ngleich-nak egy R echenbuch-járó i (Program m  des evangel, 
gym nasium s A .B .... zu H e rm an n stad t fü r das S chuljahr 1895 — 96, 29 1.), m elyet 1599-ben ír t  
és m ely a nagyszebeni K apellenbiblio thek-ben fen nm arad t, de  úgy lá tsz ik  az később elveszett, 
llrdeklődésem re ni. a  B rukentlial m úzeum  aról é rte s íte tt, hogy az e m líte tt k éz ira t nem  találhatói 
a m ú zeu m b an .— A m aro sv ásárh e ly i B o ly ai k ö n y v tá rb a n  ta lá lh a tó  egy X V . századbó l szá r
m azó k é z ira t ,  m ely  az  a s tro la b im u  k ész ítésé t tá rg y a lja  és sok  szám ítás t ta r ta lm a z , de  az 
m égsem  te k in th e tő  m a te m a tik a i k é z ira tn a k .



' i o n  SÁNDOR 1858

Géresi kéziratát tanulm ányozva közelebb ju tunk  az első nyom tato tt 
magyar nyelvű aritm etikák  keletkezésének a tisztázásához, s megvilágít
hatjuk  az első m agyar nyelvű m atem atikai írások keletkezésének az ú tjá t.

Hz a kézirat betekintést nyújt a XV I - X V II. századi m atem ati
kaoktatásba. Bem utatja abból a korból való egyik iskolánknak a m ate
m atikai tananyagát, annak pontos terjedelmét. Rávilágít az akkori m ate
m atikai oktatás alapelveire, módszereire, m utatja  a gyakorlati szellem 
térhódítását iskoláinkban.

A kézirat elemzéséből kiderül, hogy az a nagybányai iskola alsó tago
zati harm adik osztályának az anyagát öleli fel. A Schola Rivulina törvénye 
a harm adik osztály számára pontosan a kéziratban foglalt anyagot írja elő. 
Az aritm etika első fejezete, a ,,I)e num eratione“ , azért annyira rövid, azért 
tek in ti ism ertnek a számjegyeket, a kisebb számok leírását, m ert azt az 
előző osztályban, a másodikban már tárgyalták. Tehát joggal állíthatjuk, 
hogy Ciéresi aritm etikája az első ismert m atem atikai tankönyvünk. K i
m ondottan tankönyvnek szánták. Ebből a megsárgult könyvecskéből 
több, m int egy évszázadon á t tan íto tták , illetve tanu lták  a m atem atikát.

Megismerjük ebből a kéziratból az akkori praeeeptorok szerepét, akiknek 
vállára nehezedett a m atem atika oktatása. Egyben élőnkbe állít tgy 
praeceptort is, Géresi István  személyében. Talán a legrégebbi praeeeptort, 
akiről ezen keresztül bővebb ism eretünk van. Egy számolómestert, egy 
szám vetőt a X V II. század elejéről.

Megismerjük belőle egyik X V II. századi iskolánknak a helyesírását 
és m atem atikai szaknyelvét. Ezért Géresi kéziratát jelentős nyelvészeti 
dokum entum nak is tekinthetjük.

A kézirat vándorlását tanulm ányozva, ízelítőt kapunk abból is, hogy 
miként terjed tek  az ismeretek egyik iskolából a másikba.

Géresi aritm etikája a tudom ányos színvonal, a műveleti eljárások 
fejlettsége, term inológiája és módszertani felépítése szempontjából nagy 
hasonlatosságot m utat a korabeli és a XVI. századbeli aritm etikák több
ségével, am int azt a III . fejezetben k im utattuk. Elm ondhatjuk, hogy tel
jesen beleillik az aritm etikák  európai fejlődéstörténetébe, a fejlődésnek a 
Függelékben vázolt menetébe. Géresi műve szervesen beleépül a m atem a
tika európai épületébe. Azokat a jellegzetességeket, fogyatékosságokat 
és tökéletesedéseket, amelyek jellemzők a XVI. századbeli aritm etikákra, 
jórészt m egtaláljuk Géresi aritm etikájában is (akárcsak a Kolozsvári 
Aritm etikában), am int lá ttu k  a I II . fejezetben. Ugyanazokat a fejezeteket, 
problémaköröket tárgyalja, m int a XVI. századi aritm etikák többsége. 
A számítások technikai kivitekezésekor az Európa-szerte legelterjedtebb 
eljárásokat alkalmazza, s az Európa-szerte használt term inológiát is tan ítja . 
Az eljárások oktatásakor a szabályokat, törvényeket nem igazolja, a hang
súly a begyakorlásukra esik.

Géresi aritm etikája tükrözi az akkori Nagybánya társadalm i, gazdasági, 
kulturális viszonyait. A Nagybányán érvényben levő törvények, az iskola 
jellege, ebben az országrészben kialakult tanügyi hagyományok szabják meg 
a részleteiben Géresi aritm etikájának a tartalm át, a terjedelmét. Az előírt 
óraszám is korlátokat jelentett. Azért nem tárgyalja a törteket, amelyeket, 
úgy látszik, Bányán nem tan íto ttak . Azért nem kerülhettek a Géresi köny
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vébe olyan fejezetek, m int a gyökvonás, kam at-és kam atoskam at-szám ítás, 
regula virginum stb. Korának a nagyobb igényű, más célból készült műveivel 
(Tartaglia, Stifel, Clavius, Apian stb.) Géresi aritm etikája nem versenyezhet. 
Géresi nem ismerte azokat a nagy felfedezéseket sem, amelyek a kéziratát 
megelőző évtizedekben lá ttak  napvilágot : a szimbolikus algebra kiala
kulása, a trigonom etria fejlődése, a logaritmusok felfedezése, Viéte, Kepler 
munkái stb. Az itteni viszonyok ezeknek a megismerését nem követelték meg. 
A fejlettebb országokhoz képest mindinkább lem aradtunk.

Géresi aritm etikájában haladó vonások is találhatók : a kalkulusokkal 
való műveletek kihagyása, egyes módszertani szempontok érvényesítése, 
amelyekkel túlhaladja az első nyom tato tt aritm etikáinkat. Ezek a törek
vések csak a X V III, század elején hangsúlyozódnak m ajd ki méginkább.

A helyi jellegű feladatok Géresinél sem kerülnek jobban előtérbe, mint 
az első nyom tato tt aritm etikáinkban. Kézirata nem tükrözi egy olyan 
bányavárosnak a sajátságos problémáit, mint amilyen N agybánya volt. 
Ugyanazok a bányaterm ékek (réz, ón, só), ugyanazok az áruk, pénznemek 
és mértékek szerepelnek benne, akárcsak a nyom tato tt aritm etikáinkban. A 
Géresi aritm etikája nem tükrözi az áruknak azt a nagy* választékát, amiről 
a korabeli ,.liuiitáeiók" tanúskodnak. Pedig Nagybányán abban az időben 
vásárokat ta rto ttak . („A nagybányai sokadalom közel van“ írja Teleki 
Mihályné egyik levelében.) A használatban levő pénzek árfolyamainak, 
v’áltószám ainak a gyakori változására sincs tekintettel, a régi váltószám okat 
veszi át.

Géresi István, a Schola Rivulina praeeeptora, nem volt különösebben 
képzett m atematikus. A tlag-praeceptornak tekinthető. Egy’ szorgalmasai)!) 
diák, aki praeceptorságot nyert. M atem atikai műveltségét valamelyik hazai 
iskolában, valószínűleg éppen a nagybányai iskolában szerezte. Az akkori 
tanítási módszerek nem te tték  lehetővé az aritm etikai ismeretek alaposabb 
elsajátítását. A tan ítás lényegében szabályok szajkózására szorítkozott. 
Igyf tanu lt Géresi is, ő csak így tan ítha to tt, csak az elődöktől örökölt isme
reteket foglalhatta könyvébe. Az elkövetett hibák, az á tv e tt hibák, a 
„nehezebb“ részek szolgai átvétele könnyen érthető. Gyakran olyan sza
bályt tan ít, mely’et maga sem ért.

Nem lehettek képzettebbek a kartársai sem. Kivételt csak azok képeztek, 
akiket „felfedeztek“ , felkaroltak és külföldi iskolákba küldtek, vagy pedig 
oly’an kiváló tanár irányítása mellett tanultak , akik m ellett tovább fej
lődhettek, az önálló ku tatás írtjára léphettek. Ih ’en kiváló rektor Géresi 
idejében tudom ásunk szerint nem volt Nagy-bányán.

Bizony- ezek az aritm etikák, a maguk receptszerű szabályaival, ma már 
nagyon prim itív benyomást keltenek. Az egyiptomi papiruszok aritm eti
kájára emlékeztetnek. Már meg sem lepődünk, amikor olvassuk : „es igaz 
az operatic“ . Ahmes tekercsében is ez a mondás refrénszerűen ismétlődik. 
Ugyamezt mondhatom a szerzőnek az absztrakt szám fogalma előli mene
küléseiről. Amikor az osztásnál például a m aradékot, bárm i is az osztandó, 
hibásan pénznek tekinti. Amikor egy szám tani haladváuv összegét kiszá
m ítja és a végére odaírja: „hatod  hogy zaz 33 teszen, immár te azzal szabad 
vagy hogy ha forintra ertede az vagy penzre“ . A Debreceni Aritm etikában 
ugyanitt: „.Immár azzal te szabad légy valamire értőd, vagy forint számnac,
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vagy posztó szám nac“ . Ugyanilyen benyomást tesznek Géresinek azok a 
számjai, amelyekben a számnév a számjegyekkel keveredik, m int az előbb: 
,,zaz 33“ , ami az ősi babiloni gazdasági elszámolásokban (agyagtáb
lákon) szokásos jelölés. (Ugyanis egyes sémita törzsek átvéve a sumér 
60-as számrendszert, ezt keverik a sa já t 10-es rendszerükkel és így ju tnak  
ehhez a vegyes jelöléshez.) Megjegyzésem különben nemcsak a hazai X V I— 
XV II. századi aritm etikákra, hanem általában ennek a kornak az aritm e
tikáira vonatkozik.

Géresi aritm etikájának a jelentőségéről beszélve, reméljük, hogy ennek 
a kéziratnak az előkerülése érdeklődést ébreszt az annyira elhanyagolt 
m atem atikai kéziratok iránt. Esetleg újabb kéziratok előkerülését, is ered
ményezi. R ám utat arra, a most m ár elodázhatatlan kötelességünkre, hogy 
számba vegyük és tanulm ányozzuk azokat a m atem atikai kéziratokat, 
amelyek megmenekültek |[a pusztulástól és tanúskodni kívánnak m ate
m atikai életünklm últjáról. A hazai m atem atika m últjának a tanulm ányo
zói eddig leginkább a nyom tato tt müvek irán t tanúsíto ttak  figyelmet. 
Pedig a hazai m atem atika kezdeteinek a feltárása szempontjából kézira
ta ink  jelentősebbek.

Számba kell vennünk azokat a külföldi m atem atikai műveket is, amelyek 
a régi iskoláink, intézményeink könyvtáraiban fellelhetők. Ezeknek a számba
vétele ugyancsak hozzátartozik a hazai m atem atikai élet, a m atem atikai 
oktatás m últjának a felméréséhez.

Hazánk tudom ányos m últján végigtekintve, Géresi kéziratának az 
előkerülése nem szám íthat meglepetésnek. Ismerve azokat a szoros kap
csolatokat, amelyek az itten i és külföldi iskolák között, már a középkorban 
és azóta is fennálltak, könyvtáraink, kézirattáraink, levéltáraink, vala
mint a külföldi könyvtárak és levéltárak tanulm ányozásával sokkal na
gyobb meglepetések is érhetnek.

F ü g g e l é h

AZ A R IT M E T IK Á K  É S  A R IT M E T IK A I M Ű V E L E T E K  G É R E SI K É Z IR A T A  ELŐ TT

A m atem a tik a i o k ta tá s  terén  N y u g a t-E u ró p áb an  a X V I. században  m ély reható  v á lto 
zások tö rté n tek . A m ár k o ráb b an  jelentkező, a  feudalizm ust aláásó, új term elési m ód új t á r 
sadalm i v iszonyokat te rem t. Az á lta la  k iv á lto tt  h u m an ista  felfogás, m ajd  a reform áció, az ok 
ta tá s  terén  is fo rd u la to t jelen tő  v á lto záso k a t e redm ényezett. A tud o m án y  fejlesztésében ér 
dekelt, m ind  jo b b an  erősödő burzsoázia  az o k ta tá s  fejlesztését szorgalm azza. A nevelés lénye 
géről is új felfogás a lakul ki. E z  az új felfogás sugárzik  többek  k ö z ö tt R o t t e r d a m i  E r a s  
m u s ,  De rations studii  (1512) és P  h. AI e 1 a n  c h  t  о n , De coyrigendis odaie scentiae studiis 
(1518) cím ű m űvéből.

A J .  Lefèbre d 'É ta p le s  (1455? —1636) a la p íto tta  francia  hum an ista  iskola teljesen  e l
fo rd u lt A risztotelésztől. E hhez az iskolához ta r to z o tt  J .  S t u r m ,  az új e lveke .1 fe lépülő, 
híres strassburg i gim názium  m egalap ító ja  (1538). S turm  egyik párizsi tan ítv án y a , I .  d e  1 a 
R a m é e 24 (15 1 5 — 15 7 2), a  szerzője egy K uklidész-kiadásnak s többek  közt egy a ritm e tik á n a k , 
szám oló könyvnek is (1555). Scholae mathematicae (1569) cím ű m űvében a m a te m a tik a o k ta tá s  
reform jával foglalkozik, és b írá lja  E uklidészt.

24 Ján o s Zsigmoiul 1569-ben m eghív ta  R aum s Pétert, a párizsi egyetem  ta n á rá t ,  G yula- 
fehérvárra  tan á rn ak .
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A m atem atika i o k ta tá s  fejlesztése terén  jelentős az 1534-ben a la p íto tt  jezsu ita  rend  te 
vékenysége is. Az „eretnekségek" ellen in d íto tt  offenzíva céljaira, K urópa-szerte  k itünően  
szervezett isko láka t lé te s íte tt. íg y  a Collegium R om anuni-o t (1551), a Collegium , G erm anicu- 
m ot Í1552), az ingo lstad ti kollégium ot (1556) stb . K ülönben ellenezték Raum s felfogását, élesen 
szem befordultak  a kor nagy  haladó tudósaival, G. Galileivel, B. Telesioval, a sk o lasz tika  m inden 
ellenzőjével, és alig v e ttek  tu d o m ást J .  A. K om enskyről.

Az új körülm ények k ö zö tt szám os közép- és felsőiskola létesül, m elyekben a m atem atik a  
o k ta tá sa  egyre nagyobb h angsú ly t kap , s fokozatosan, a p ro tes tán s és a  jezsu ita  iskolákban 

a középiskolákban és az egyetem eken - - m indinkább  a nevelés egyik fontos elem évé válik .
A hum anizm us fe lú jíto tta  a  régi k lasszikus időknek a felfogását a  m a te m a tik a -o k ta tá s 

ról, am ikor is a z t va llo tták , hogy a tökéletességhez a  O uadriv ium  ú tjá n  (a ritm etik a , geom etria, 
zene, csillagászat) lehet e lju tn i, és ennek élén éppen  az a ritm e tik a  á llt. Hz a felfogás különben 
a középkorban sem  fe le jtő d ö tt el teljesen . Az új idők írói dicsérik  az a ritm e tik á t, h iv a t
kozva m ind a  görögök vélem ényére, m ind  az a ritm e tik a  nagy hasznára .

A X V I. század kezdeté ig  a m atem a tik a  o k ta tá sa  szűk k ö rben  m ozog, a  középiskolák
ban alig kap  helyet, az egyetem eken is csak a tö rtszám ításo k ig  (bezárólag) terjed . A bécsi 
egyetem  egyik ta n á rá n a k , Georg P en rb ach n ak  (1423—1161) az egyetem i ifjúság  szám ára  
ír t  szám oló könyve (Elementa Arithmeiices,  1492) anny i szám olási ism ere tanyago t ta rta lm az  
körülbelül, m in t am ennyivel egy nini 10 éves gyerm ek rendelkezik . Pedig a bécsi egye
tem  ebből a szem pontból az igényesebbek közé ta rto zo tt.

A X V I. század fo lyam án viszont a m a tem a tik áv a l kapcso la tos igények m egnőnek az. 
iskolákban is. A gyakorla ti szám ítások  tan tá rg y k é n t szerepelnek m in d  a k a to lik u s székesegy
házi és kolostori, m iiid a p ro tes tán s városi, fejedelm i és főúri iskolákban, b á r  a 
nyelvi tanu lm ányok  még tú lsú ly b an  v annak . A ta n ítá s  legtöbb idejé t a  la tin  nyelv  e lsa já títá sa  
foglalja el. M egjegyzésünk elsősorban a la tin  iskolákra vonatkozik , ugyanis ebben a korban  
iskolán nyugaton  elsősorban a la tin  isko lá t é rtik . Az úgynevezett szám oló isko lákban  (ahol 
ilyenek voltak), am elyekben szám olóm esterek m űködnek, term észetesen  a m atem a tik a  nagyobb 
szerepet kap . A jelentősebb egyetem eken is, a bölcsészeti karokon  m ind nagyobb lendü le tte l 
folyik a m atem a tik a  o k ta tá sa .

A X V I. században  az a ritm e tik a  főleg N ém etországban é r t  el nagyobb fejlődést, az addig 
vezető helyet elfoglaló O laszország m elle tt. A m ag y a ráza to t E ngelsnek egy 1889-ben ír t  leve
léből is nyerh e tjü k , am elyben azt ír ja  : „ez  alkalom m al v e ttem  igazán észre, hogy az a ran y  és 
ezüst b án y ásza t N ém eto rszág b an . . . képezte az u tolsó lökést, m ely gazdasági szem pontból 
N ém etországot 1470 —1530-ban E u ró p a  élére helyezte és az első polgári fo rradalom  közp o n tjáv á  
te t te " .  M ajd u g y an o tt : , ,.  . . u tolsó tényezőnek b izonyult, am ikor a  dolgok a  céhek és közve
títő  kereskedelem  szervezeteinek a viszonylag erős fejlődéséhez veze ttek , am i azt 
eredm ényezte, hogy N ém etország eléje k e rü lt O laszországnak, F ranciao rszágnak  és A ng liának". 
T anu lm ányunk  szem pontjából azért fontos ez a körülm ény, azé rt té rü n k  k i kü lön  N ém etország 
fejlődésére, m ert am in t lá tn i fogjuk, a X V I. és X V II. századbeli erdélyi fejedelemségbeli iskolák 
és a n ém e t isk o lák  k ö zö tt igen szoros vo lt a  kapcso la t.

A X V I. századi tan te rv e k  keveset beszélnek a m atem a tik áv a l kapcso la tos igényekről, 
a m atem a tik a i o k ta tá s  anyagáról. A különböző ha tóságok  isko lák ra  vonatkozó  rendeleté i mégis 
tá jé k o z ta tn a k  a  m atem a tik a i o k ta tá s  m enetéről és tárg y áró l. ím e néhány  ilyen rendelet :

Z'.vickaui rendele t a h a t  osztályos la tin  iskolák  szám ára  1523-ból25 : „D er Sechser Ü bung  : 
Die Z yphern  v n d  zal. Die iibung der fünfer : G em eyner rechnung. D er vierer Übung (itt sem m it 
sem m ond). Vbiiiig der d reyer : Musik (A rithm etik) vnd A stronom ei." (A két felsőbb osztályról 
sem m it sem mond.)

.Szászországi ta n ítá s te rv  az ö t osztályos m agániskolák  részére, 1580-ból26 27 : „A u f den 
F re itag  soll von 12-1 U hr d ie A rithm etica  gelesen27 werden. E s sollen aber die P raecep tores keine 
andre A rithm etieam  denn P isca to ris b rauchen  un d a rau s in  q u a rta  Classe (felülről a  m ásodik 
osztály) alleine die species, in  q u in ta  (legfelső osztály) aber die ganze A rithm etieam  lesen".

25 P'r. U n g e r ,  D ie Methodik der praktischen Arithmetik  in  historischer Entwickelung,  
Leipzig 1888, 24. oldal.

26 U n g e r ,  i. m „  25 old.
27 A kiemelések tőlem .
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A rendesetekben kötelezően előírt kom pendium ok tá jé k o z ta tn a k  pontosan  az o k ta tá s  
m atem atik a i anyagának  a terjedelm éről. íg y  az a ltdo ríi gim názium  szám ára  1ő75-ben k iad o tt 
rendelet előírja.28 : , ,Der M athem aticus soll die A ritlim eticam , mi g u t er die in latein ischer Sprach 
bekom m en kann , ausdrücklich  und  versten d lich  lesen und ex p lie ie reu . Vnd so lches fü h r, 
nehm lich auss dem libello Gemmae F ris ii" . L á ttu k , hogy Szászországban P iscator ÍJoh. 
Fischer) C om pendiuinát ír tá k  elő.

T együk még hozzá, hogy az egyetem eken sem tan u lta k  sokkal több  m ate m a tik á t, m in t 
a középiskolákban. G ram m ateus em líti könyvében, hogy a bécsi egyetem en a l ’eurbach  ,,algo
rithm es ‘-á t ta n ítjá k . Л w ittenberg i egyetem  m atem atika-oktatásáról közvetve é rte s ít R lm eticus 
o tta n i tan á rn ak  a fennm arad t m egnyitó előadása29 30, m elyben dicséri az a ritm e tik á t, 
és kéri a  d iákokat, hogy ne re tten jen ek  vissza az a ritm e tik a  tan u lásá tó l. Kimondja, hogy az 
összeadás és k ivonás könnyít, a szorzás és osztás több  igyekezetét igényel, de figyelem m el el
sa já títh a tó . V annak az a ritm etik án ak  nehezebb részei is, ,,rle én azokról a kezdeteirő l beszélek, 
am elyet önöknek ta n íta n a k " .

Míg a  X V I. századi gazdasági és szellem i életre a nage- fellendülés jellem ző, addig a 
X V II. században, K özép-E urópábau  a legtöbb te rü le ten  visszaesést tap asz ta lu n k . A nagv 
földrajzi felfedezések eredm ényeként a gazdasági, kereskedelm i éle t sú ly p o n tja  E u ró p a  n y u 
gati országaiba helyeződött á t. Ezek válnak  m ind inkább  a tudom ányos élet közép p o n tjáv á  is. 
A 30 éves háború  fo lyam án pedig egész országrészek p u sz tu ltak  el, szem m ellá tha tóan  v issza 
ese tt m ind a gazdasági, m ind a tudom ányos élet. A lakosság elszegényedett, az o k ta tá s  színvo
nala lesüllyedi.. Az elem i o k ta tá s  úgyszólván m egszűnik. A la tin  iskolák tengődnek és igen 
kevés számoló iskola m arad t meg a nagyobb városokban.

A tan te rv ek  a ritm etik a i ta rta lm a  v á ltozatlanu l az előző évszázadbeli Az alsóbb isko lák
ban nem  ju tn a k  tú l a regei d e trin  és a tö rteken . A la tin  isko lákban  is alig h a lad ták  meg ezeket 
a m inim ális igényeket. H aladáskén t ta lá n  az t em líthe tjük , hogy a la tin  isko lákban  ko rábban  
kezd ték  tan ítan i a szám olást.

E bből a korból szárm azó rendeletekből elég pontosan  m egállapítható az a ritm e tik a  ta 
nításanyaga. E gy 1615-ből ke lt philzi rendelet az ö t osztályos g im názium ok szám ára  elrendeli : 
„Tertiani discant N um eratiouem , Additionem, Substraetiouem . Secunriani addant superiorí- 
bus Multiplic; tioiicm, Divisionen; el. R egulám  de tr i. Prim aui cum  his om nibus E ractionum  
in itia , p ro u t ca iu  libello A rithuie tico  su n t exposita , co n ju g an t" . A he.sscai, l(>5(i-ban k e lt 
rendelet a h a t osztályos g im názium okra vonatkozóan  így in tézkedik311 : , .Die Inferiores (negye
dikesek) sollen, in  der A rithm etik  das einm alein und  die zahl lehrneu vnd schreiben, die 
m itte in  die 4 species gau tz  fertig, die superiores aller auch die doctriuam  de, uum eris frae tis  
vnd proportionibus wohl fassen vnd v b en " .

A régi hom okkal beszórt táb lán , és a későbbi abakuszon k ia lak u lt szám ítási e ljá rások  
tovább  élnek az írásos szám ítások elterjedése idején is. E zek et az e ljá ráso k a t Saerobosco 
(E iífi ?) sok k iad ást m egért m űve ( Tractatus de arte numcrnndi)  is ta rta lm azza .

A Géresi k ézira to t megelőző időben, az ,,ujjakon való  s z á m o lá s i tó l  e ltek in tv e  (ami az 
ú jko r elején is még h aszn ála tb an  v o lt) , a szám ításoknak  ké t m ódja te r je d t el : a „k alku lusokkal 
valé> szám olás" (kalkuláris szám vetés) és az „ íráso s"  szám ítás. A ka lk u lá ris  szám vetés, illetve 
számoló pénzekkel31 * tö rtén ő  szám ítás a régi abakuszon tö rtén ő  szám ításnak  egy új v á lto zata  
(A lgorithm us linealis, R echnen auf den Dinien), am elyik m égegyszer fe lv e tte  a verseny t az 
arabok te rjesz te tte , (de indiai eredetű) írásos szám ításokkal (Rechnen auf der E'eder). A kal-

28 U n g e r ,  i. m., 25. old.
-J K .  V. R a u m e r ,  Geschichte der Pädagogik, -1. Anil. 1872, I. 288. old. Lásd m ég : 

V. M a r i a n ,  Philipp Melanchton sí maternal'idle," G azeta m atem a tică ,"  1У41, nr. 8, 397. о.
30 U n g e  г, i. m., 117. old.
31 A legrégebbi szám oló pénzek Franciaországból, a X I I I .  századból valók, de később 

igen sok országban e lte rjed tek . A la tin  nyelvű írások főleg calculus (calculi- =  kövek) néven  
em legetik. Franciaországban  jeton, A ngliában counter, N ém etországban rechenpfennig, N ém et
alföldön telpenning vagy reckenghelde, Spanyolországban contos, contador vagy gilon  nevekkel
talá lkozunk . De m ivel szám olás közben ezeket az érm eket rá rak ták , dob ták  a számoló asz ta llap ra , 
azért talá lkozunk  a jactator és projectile nevekkel is. Leginkább fémből, különösen rézből verték  
ezeket a  számoló pénzeket és különböző feliratokkal és áb rákkal is d ísz íte tték . Csontból, fából 
is készültek  számoló pénzek. T alán  ezek em lékét őrzi a „ fab a tk a "  szavunk is.
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kutassal való szám ítás a X V I. században még igen nagy h aszn ála tn ak  örvendett.. Az írás is
m eretének elterjedése, az in dus-arab  szám jegyek, szám írás és szám olási e ljá rások  elterjedése  
azonban m indinkább  k iszo ríto tta  N yugat-E urópából. Az új szám ítási m ódot, az a rab  íindiai) 
szám jegyekkel való szám ítást, először a velencei és gém tai kereskedők h aszn álták , m in t valam i 
titk o s  kereskedői m űvelete t. K ésőbb ezek a m űveletek  e lte rjednek  egész nyugaton , különösen 
a k ö n y v n y o m ta tás  felfedezése u tán .

A négy a lapm űvelet, a m aitó l ném i eltéréssel, m ár az ind ia iaknál k ia laku lt, ak ik  sokféle 
szám ítási e ljá rá s t ism ertek . H om okkal beszórt táb lák o n , szám jegyekkel szám o ltak . A m ár 
elhasznált, vagy k iigaz ításra  szoruló jegyeket könnyen  letö rö lték , és szükség szerin t m ást ír ta k  
a helyébe. Az arabok á tv e tté k  az ind ia i e ljá rá so k a t, de am ikor pap íron  kezd tek  szám olni, a 
jegyek letörlése m ár nehézségbe ü tk ö zö tt. A zért k iigaz ításkor á th ú z ták  az illető  jegyet, a helyest 
pedig föléje írták . E z az e ljá rás  k e rü lt á t  E u ró p áb a  is.

A szám ok m ai célszerűbb elrendezése, a  csiszoltabb szám ítási e ljá ráso k  E u ró p áb a n  csak 
a XV. században  kezdenek k ialaku ln i. Az ú jab b  e ljá ráso k b an  a szám jegyek  á tlm zo g a tá sa  e l
m arad. Először O laszországban alakul ki ez az új e ljárás. E ttő l az időtől kezdve kétféle szám i 
tás i eljárásró l beszélnek : „p er fig u raru m  deleíionem  m ore A lem anorum ” (ném et m ódra, a 
szám jegyek kitörlésével) és „sine figurarum  deletione more I ta lo ru m ” (a szám jegyek kitörlése 
nélkül, olasz m ódra).

A XV. században  uagv fejlődésnek induló  bécsi iskola, Johannes von G m unden (1380 — 
1442) Georg von F entbach  (1423 -1 4 6 1 ), Jo h an n es R egiom ontanus (1426 — 1476), az olasz 
e ljá rá s t k a ro lja  fel és te rjesz ti el N ém etfö ldön is.

K eletebbre  is, így az erdélyi fejedelemség terü le tén  is, ez az e ljá rás  honosodik meg. Az 
első m agyar nyelvű a r itm e tik ák  is m ár többny ire  ezt az e ljá rá s t ism erte tik . Nehéz m egállap ítan i, 
hogy Peurbach  és R egiom ontanus k ö zvetlen  h a tá sa k én t 3;>. vagy  pedig csak közvetve, n y u g a t
ról érkező h a tásk én t terjednek  el ezek az e ljárások  E rdélyben is. A pécsi és k rakkó i egyetem  az 
olasz egyetem ekkel szoros kap cso la to t t a r to t t  fenn, s így közvetlenü l O laszországból is k a p 
h a tta , illetve te rje sz th e tte  az olasz e ljá rá s t. K öztudom ású , hogy különösen a k rak k ó i egyetem et 
m ilyen nagy szám ban  lá to g a tták  az erdélyi ifjak . .Mir a  X IV . században  m oldvai ifjak  is lá 
to g a tták  a k rakkó i egyetem et. A szász ifjak pedig leginkább a bécsi egyetem et lá to g a ttá k . 
Megfelelő szám ban ta lá lu n k  erdély ieket l ’árizs, Bologna, Pádua , P rág a  s tb . egyetem én is. De 
a XV. század elején az olasz, h u m an is ta  m űveltségű  Scolari püspök  (1409 — 1426) idején  V ára 
don egy firenzei kolónia tevékenykedik , m elynek tag ja i is leh e ttek  az olasz e ljá rások  terjesztő i. 
Alinál is inkább  gondo lhatunk  erre, m ert a század  közepén V áradon  híres csillagda is m űködö tt, 
ami a m atem atik a i ism eretek  fe jlettségét is feltételezi. Mégis a  n y o m ta to tt  és Í ro tt a ritm etik á in k  
inkább am elle tt szólnak, hogy az új e ljá rások  később és ny u g a tró l, főleg a ném et és holland 
iskolák közvetítésével é rk ez tek  hozzánk.

Történészeink szerin t33 nálunk  az arabszám okkal szem ben sok ideig ellenállás volt tapasz" 
fa lh a tó . E bből következne, hogy az a rab  szám ítási m ódokkal szem ben is. J a n its  Iv án , am im  
írja , a m egvizsgált okleveleken arab  szám jegyeket csak r i tk á n  ta lá lt ,  a legrégibb a rab  szám m al 
k e lteze tt erdélyi oklevél pedig szerin te  140-1-böl való34.

33 Peurbach l lö  1-ben Budán k irályi asztronóm us le tt és B udán ír ta  egyik asztronóm iai 
m u n k ájá t is. Regiom ontanus, egy ideig, II(i7-től kezdődően, a pozsonyi egyetem en ta n íto tt .

33 J a k ő  Z s i g m  о u d, Paleografia latină cu referire la / rar - Ï lea ю a (sec. X i I XV
„D ocum ente privind Is to ria  R om în ie i" . In troducere, vol. I. 1956, pag, 171 280.

34 J a n i t s  I v á n ,  A z erdélyi vajdák igazságszolgáltató és oklevéladó működése löéfí-ig, 
Bp., 1У40 —88 1. A szóbanforgó oklevelet V ízaknai Miklós és Som kereki E rdélyi I s tv á n  a lvajdák  
a d ták  ki. - Er. M ü l l e r  régebbi, 1859-ből szárm azó, tan u lm án y á b an  az t alléja, hogy tu d o 
m ása szerin t a legrégebbi a rab  szám m al k e lteze tt erdélyi oklevél a szebeni N at. A rchív  (ma 
Állam i Levéltár) 254 és 258 szám ú oklevelei, 1166 ill. 1477-ből keltezve (Er . . M ü l l e r ,  Z ur  
älteren siebenbürgischen G lockenhund,. „A rchiv  des Vereins fü r siebenbg. L an d esk u n d e" 4, 1859). 
— Felira tokon  az a rab  szám jegyek régebbi előfordulásáról is tu d u n k . íg y  a K raszna  —Récse-i 
(Recea) harangon  1442 ( ? N em  o lvasható  ki pontosan). V iszont F r. M ü l l e r ,  e m líte tt  ta n u l
m ányában  (u. o. 218.1.), a  kőhalm i (R upea, Reps) tem plom  h a ran g ján  szereplő k ev ert róm ai és 
arab  szám jegyekből ö ssze te tt évszám ot tek in ti az. á lta la  ism ert legrégebbi harangon  előforduló 
arab  szám nak. Ezen a  harangon  a következő évszám  o lv ash a tó : m CCCC 8 V II. (Am int
G. G ü n d  i s c li 1962 decem ber 1 én ke lt leveléből kiderül, az a h a ran g  és r a j ta  az em líte tt 
felirat, m a is o tt ta lá lh a tó ). D e 1) r e c z e n i  L sí s г 1 ó n a k  a  helyszínen tö r té n t feljegyzései
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Megjegyzem, hogy az a rab  szám jegyek nyugaton  is lassan te rjed tek  el, bá r m ár а XIX. 
század több  kéziratos a lgoritm usában  szerepelnek. 1202-ben L eonardo da Pisa is m eg írta  hires 
könvvét éppen azzal a céllal, hogy m egism ertesse az arab  szám okat és szám olást. Ib inek  elle
nére a szélesebb rétegek csak jóval később ism erték  meg, ill. fogadták  el. Leonardo u tán  még 
három  évszázadon á t  a  nép körében a róm ai szám ok u ra lkod tak .

Л közé]'kori és reneszánsz-kori a ritm etik ák  szerzői az egyes a ritm etik a i a lapm űveletek , 
speciesek elvégzésére ren dszerin t többféle e ljá rá s t ism erte tnek , am elyek közül azonban egyesek 
a lkalm azása, h a szn ála ta  nem  m ondható  á lta lánosnak . A g y ak orla tban  a speciesek szám ára  
jól m eg h a táro zo tt e ljárások  a lak u ltak  ki.

Az. a ritm e tik a  o k ta tá sá ra  az jellem ző, hogy nem  az elm életi m egalapozáson, hanem  a 
gyakorla ti, a lkalm azható  részek m eg tan ításán  van  a hangsúly. Az o k ta tá s  m ódja elsősorban 
a szóbeli tan ítá s , a szabályoknak  a könyvnélküli e lsa já títá sa . Sem m i nyom a sincs az a ritm e tik a  
elm életének, m ódszertani alapelveknek. I’eurbach  gyak o rla ti jellegű m űve h ag y o m án y o k at 
te rem te tt. Azok a m űvek, am elyeket tan k ö n y v k én t haszn áltak , a  kor szellem ének megt'e-

es rajzaiból azonban régebbi keletű, harangon  előforduló arabszám okról is tu d u n k . íg y  M agyar- 
lémán : m. CCCC 80, K alo taszen tk irályon  : m. CCCC". 81, G alam bodon m ár tis z tá n  a rab  szám 
jegyekből : 1Я81, O lasztelken : 1889 stb . Lelkész! jelentések még régebbi, harangon  előforduló 
arab  szám jegyekről is beszélnek. íg y  T ordaszen tlász lón : tn. CCCC. . X X 8, M agyarv istáu  1881 stb. 
Ső t Borberek en 1(4)73, azonban  a 4-es o lv ash ata tlan . A XV. század végén az. a rab  szám jegyek 
haszn ála ta  á lta lánosnak  m ondható.

M ii 1 1 e r az em líte tt tan u lm án y áb an  m in t a legrégebbi, épüle ten  előforduló arab  szám 
jegyeket em líti a szebeni evangélikus tem plom  k ap u ján  lévő 1171-es évszám ot és a Reusseufels 
házon levő 1474-es évszám ot. V iszont K e 1 e щ  e n I, a j о s tö rténész  közlése sze rin t egy csik- 
szentm ihály i (Mihailem) ház ajtókövén, az 1117-es évszám  Is előfordul. H a  ez a közlés igaznak 
bizonvul, úgv, tudom ásom  szerin t, ez az eddig e lőkerült legrégebbi arab  szám  h azánkban . Sajnos 
a fe liratnak nem  tu d ta m  a nyom ára  bukkanni, arról O rbán llalázs sem em lékezik meg. - - 
O r b á n  1! a 1 á z s a Tarda város és környéke cím ű k ö tetében  közli a to rd a i piaci nagy  tem plom  
(róni. katli) pár fe lira tá t (1) a n  i J á n o s  tere lte  rá  a figyelm em et) és úgy lá tsz ik  i t t  fo rdu lnak  
elő a  legrégebbi, hazán k b an  jelenleg is m eglevő arab  szám jegyek. О r 1 á n a tem plom  építését, 
vagy legalább a m egkezdését, Zsigmond k irály  idejére teszi, A szentély régi b o lto za tán ak  két 
zárókövét, m elyeket lebontáskor hihetőleg k ih o rd tak , u tó lag  a lelkészi lak  kapu  a la tti  falába, a 
m ásika t pedig a  k onyhába  vezető a jtó  főié falazták  be. Az egyiken róm ai szám m al a következő 
fe lirat o lvasható  : A. I). MCCCCLXV K. U. T . am i m u ta tja  O r b á u szerin t a szentély  b o lto za 
tán ak  a bevégzésének a d á tn m á t. A m ásik  zárókövön o lvasható  1 152-es szám  viszont a bo ltoza t 
építésének a megkezdési évét m u ta tja , O r b á n szerint. K özöljük a fénykúpét az u tóbbi igen je
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lelően csak szabályokat és p é ldákat ta rta lm azn ak . A nnak, aki a m atem a tik a i ism ere te it el 
a k a r ta  m élyíteni, a  k lasszikus m űvekhez k e lle tt folyam odnia. A reneszánsz  fo lyam án az ókori 
k lasszikus m űveket sorra  m ind  k iad tá k  és azokat k o m m en tálták .

A m űveletek  külső alakba, a  szám ok leírása, elrendezése eléggé kezdetleges, rendszer
telen. A k ü la lak ra  csak a  X V I. században  kezdenek figyelm et fo rd ítan i. W . G ram m ateus 
(1518) az összeadásnál m ár a ján lja  a  szám jegyek pontos egym ás alá helyezését, az  csszeadandók 
a láh ú zásá t és az összegnek a vonal alá írásá t. De ezeket az in te lm ek et csak a X V III , században  
fogalm azták  meg h a tá ro zo ttab b a n  és pontosabban .

A szerzők a  m űveletek szab áty a it az e ljá rások  helyességét nem b izo ny ítják . Csak a X V III , 
század  elején m egjelenő nagy tankönyvek  hoznak kom oly m ódszertani v á lto zást (C h  r. 
S t u r m ,  K urtzcr B egriff der Gesamten M athesis, N ürnberg  1707; ( ' h r .  v o n  W o l f f ,
Anfangsgriiiide aller mathematischen W issenschaften , H alle , 1710; A. G. K ä s t n e r ,  A n 
fangsgründe der A rithm etik, Geometrie s tb ., G öttingen 1758; stb .).

Az a ritm e tik áb an  a X V I. század  végéig m űveleti jelek nem  fordu lnak  elő. Ső t a X V II. 
században  is csak r itk án . A 4- és — jelek J .  W idm annál (1489), M. Stifelnél (1545), A. Kiesé
nél (1550) r itk á n  e lőfordulnak ugyan, de rendszerin t nem  m űvele tje lkén t, hanem  több le t-vagy  
h iány-jelkén t. E zek a jelek rendszeresebben az a lgebrákban  fordu lnak  elő. A m űveleti jelek 
h aszn á la tá t csak a m ár em líte tt X V III , sz.-i tankönyvek  te rjesz tik  el és teszik  á lta lánossá  az 
a ritm e tik ák b an  is.

Az a ritm etik a i m űveletek ellenőrzésére m ár a korábbi századokban  különböző p ró b á k a t 
a lka lm aztak . E nnek  a szokásnak régi, tö rténelm i gyökerei л-annak. A m int m ár em líte ttü k , 
az ind ia iak  a m űveletek elvégzése során  a hom okos táb lá ró l a szám jegyeket letörölték , ezért 
az elvégzett szám ítások ellenőrzése esetén  az egészet m eg k e lle tt ism ételniük. A hosszadalm as 
m unka  elkerülése végett fo lyam odtak  próbákhoz. A p róbák  felfedezésének a tö rtén e te  ism ere t
len. Egyes a rab  írók indiai szárm azásúnak  m ondják . II . A lhw araztni (IX . sz.) a szorzás p ró b á ja 
k én t gyak ran  alkalm azza a 9-es p ró b á t. A lkarhi (1010 körül) ism eri a  11-es p ró b á t is. Ib n  
A lbánná (1300 körül) beszél a 7, 8, 9, 11 és m ás szám okkal tö rtén ő  próbákró l.

N yugat-K urópában  a X II . században tű n n ek  fel az e m líte tt p róbák . Leonardo d a  P isa  
(1228) részletesen beszél ró luk  és m egm agyarázza a lka lm azásukat a négy a lapm űvelet esetében. 
A p ró b á t prim szám okkal, különösen 7, 11, 13-mal vegei, s ugyanakkor a p ró b á t az ellenm ű- 
veletek  segítségével is ism erte ti. Sok későbbi szám oló m ár nem  ism eri ezeket a  p ró b ák a t. Sacro- 
boseo k o m m entáto ra , Petrus de Dacia (XIV . sz.) ism ét használja  a 9-es p ró b á t, még a gyök
vonásnál is. Paeioli (1401) pedig részletesen tá rg y a lja  a p ró b ák at, te ljes á lta lánosságban . A 
X \ í .  század számoló könyvei különböző p ró b ák at, egy fe lad a tn á l tö b b e t is alkalm aznak,, 
é hr.  R udolff (1520) és P. A pian (1527) a 6, 7 és 8-as p ró b á t a lkalm azzák. J . F ischer (1559) az

lentős fe lira tnak  az ( ) r 1 > a n könyve a lap ján . Valószínűleg m űvészi szem pontok m ia tt  ír tá k  az e- 
gyik évszám ot róm ai es a m ásika t a rab  szám jegyekkel. A terjedelm esebb róm ai szám jegyek szépen 
díszítik  az egyik zárókövet, míg a cím eren szűkebb lévén a hely, az a rab  szám jegyek b izonyu ltak  
alk: lm usabbaknak  a m ásik zárókövöu. A tem plom  déli fa lának  o ldaltám asztó  oszlopain még 
h á ro m  évszám  van  bevésve, am elyeket ugyancsak  az O r b á n  könyv-e a lap ján  közlünk . 
E zek a szám ok az t m u ta tjá k , O r  b á  n szerin t, hogy a tem plom  falai 1458-tól 1478-ig elkészültek, 
de a tem plom ot teljesen csak 1504-ben végezték be.

Vegyük szem ügyre a zárókőre vésett évszám ot. Szám bavéve az a rab  szám jegyek  XV. 
századi a lak ja it, a tízesek helyén álló 5-ös szám jegyet 7-esnek is lehe t olvasni. Mégis összevetve 
ezt a  jegyet a tem plom  oszlopain levő három  évszám m al, b iztosra  á llíth a tó , hogy 5 —ősről és nem  
7-esről vau  szó, am in t az t O r b á n  is m eg állap íto tta . A Saerobosco k éz ira tán , vagy m ás XV. 
századi kéziratokon is az 5-ös hasonló, csak a jegy első szára egészen fe lkunkorodik, félkör a lakban . 
A m i fe lira tunkon  a m űvész a lka lm azkodo tt a rendelkezésére álló szűk térséghez és így k a p ta  a 
szám jegy a  lá th a tó  alakot.

_ Meg kell még em lékeznünk a Szt. Györgyi Ján o s v a jd a  gyűrűpecsétjérő l, m ely az 1460-as 
évszám ot ta rta lm azza  (a rab  szám jegyekkel) és am elyről M ü l l e r  is m egem lékezik az id éze tt ta 
nu lm ányában . D a n i  J  á и о s tudom ányos k u ta tó , 1962 n y a rán  k u ta to t t  a  szebeni á llam i levél
tá rb an , és kezébe k e rü lt az az okm ány, m elyen előfordul az em líte tt pecsét, egy papirfelzetes pecsét, 
ra jta  az 1460-as évszám . Egy levélről van szó, m elyet „ Jo h a n n es  comes de Sancto  Gergio e t 
Bozin w ayvoda T ranssylvanus Siculorum que com es" in té z e tt  a h é t szász szék bíráihoz, senior - 
jailioz és m agához a közösséghez és benne fe jük  s jav a ik  vesztése terh e  a la t t  m egparancsolja, 
hogy m inden hadi készületeket tegyenek meg (insurgáljanak), m ert a  tö rö k  császár készül be
tö rn i E rdélybe. (Arhivele S ta tu lu i Sibiu, Fond V . I I .  254 — 1406 IX  25 Cluj)

5 — Babeş—B olya i: M a th e m a tica  P h y sica  2/1963
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5, 6, 7, 8, 9 és 11-es p ró b á t stb . A 9-es p róba szo lg á lta tja  leggyorsabban a próbaszám okat, s 
azé rt ez vo lt az uralkodó.

A XV. és X V I. századi a ritm etik ák  szakkifejezései tö bbny ire  la tin  eredetűek. A la tin  
kifejezéseket az egyes nem zeti nyelvű a r itm e tik ák  is jó részt á tv e tté k  vagy le fo rd íto tták . A 
próba szó pl. a szám jegyek összegéből a 9 többszörösének a k ivonása  u tán i m aradékot jelen
te t te .  Az exemplum  (exim ere igéből) a fe lad a to t jelö lte . A pacit (facere ige egyes szám  8. sze
mély) szó, m in t szakkifejezés előfordul m ár Balbus (100 i. u.) földmérőnél, a  XV., X V I. század 
a ritm e tik á ib an  pedig sű rűn  szerepel, és az eredm ényt jelöli. A v°sultatuni (resultare ige partic i-  
pim na) a  középkorban eredm ényértelm et nyer A sum ma, a legfelső szám  ía róm aiak  az e red
m én y t a m űveleteknél felül ír tá k  és nem  alól, m in t m i;, m ár a k lasszikus ókorban  h asznála tos 
vo lt, és a m ai h a szn ála ttó l eltérően, á lta lán o san  az e redm ényt jelö lte . íg y  Cicerónál a k i\ onás- 
m aradéka  sum m a reliqui. A szorzat, sum m a ex m ultip licatione  effeeta stb . E bben  az értelem ben 
h aszn álják  a középkorban is. A XV. század tó l kezdődően ez a szó csak az összeadás eredm é
ny é t, az összeget jelöli. Sum nidlni eszerin t anny i m in t összeadni. A la tin  evenire, provenire,. 
ex ire  igékből szárm azik  a kijön  íherauskom m en) kifejezés.

Az egyes specieseknél előforduló szakkifejezéseket később, az illető  species tá rg y a lá sak o r 
v izsgáljuk  meg.

Nézzük meg a tan u lm án y o zo tt korban  előforduló nagyobb szám neveket. A reneszánsz 
fejlődő gazdasági, kereskedelm i élete, az áru term elés, a  pénzgazdálkodás fejlődése, a nagv, 
k ö z p o n to s íto tt állam ok k ia lak u lása  a szükségleteknek megfelelően fe jleszte tte  ki a szám nevek 
rendszerét is. A XV. század a ritm e tik á ib an  m egjelent a m illió  elnevezés, így a Treviso-i a r it
m e tik áb an  (1478), P ie tro  Borghi a r itm e tik á jáb a n  (1484), L uca Pacioíi vSumrna-jában (1494). 
Az u tó b b ib an  még ö ssze te tt a lak b an  is, m illióim  di m illiónk N. C liuquet (1484) m ár használja  
a 1012 jelölésére л billion, a  IO18 jelölésére a trillion -1 stb . Az első n y o m ta to tt  orosz a ritm etik a , 
a M agnieki (1708) féle a ritm e tik a  is a nem zetközi neveket (million, billion, trillion) használja . 
Nem  m atem a tik a i m űvekben m ár a X IV . században  is talá lk o zu n k  a miVió  elnevezéssel. 
E zek az elnevezések olasz eredetűek . Az olaszoktól v e tték  á t  a több i népek is. de csak jóval 
később honosodtak  meg E urópa-szerte . PTaneiaországban m ár a X V I, X V II. században, 
N ém etországban és A ngliában csak a  X V III , században  kezdik  használn i ezeket az új neveket. 
A ddig a legtöbb a ritm e tik áb an  a régi elnevezéssel ta lá lkozunk , azaz a nagyobb szám okat is 
az ezer ism étlésével fejezik ki.

E m lékezzünk meg a zéró, illetve a nu lla  szám névről is. E z  a szám név indiai eredetű . A 
zéió  ind ia i nevét, suny a-1. az arabok  as-sifr (as névelődre  fo rd íto tták . Leonardo da F isa-nát 
la tinos a lakban, m in t zephirum  je len ik  meg. Egyes kézira tok  cifra-m ik  nevezik. Ezekből s z á r 
m azik a francia  chiffre, az olasz zeuero és zero, a ném et ziffer, a rom án cifra stb . A cifra  sok ideig 
csak a  zero-t je len te tte . A rab írások X II .  századbeli la tin  fo rd ítása iban  m egjelenik a nulla  szó 
is. K ésőbb ta lá lk o zu n k  ezzel a névvel a  T rev iso -i A ritm e tik áb an  (1478). C huquet-nél (1184), 
B orghinál (1484) stb. V iszont sok a ritm e tik á b a n  nem  fordul elő. T artag lia  155($-i nagy m űvé
ben a zero szám ára  a következő kifejezéseket em líti : n iteccha, circolo, cifra, zerro, nulla.

A több i szám jegy leggyakrabban  m in t figura  .szerepel az a ritm e tik ák b an . (Vámmá Frisius- 
mU a következő  kifejezésekkel talá lkozunk  : figura, n o ta , character, elem entiim . C ardano-nál 
a l it te ra  is előfordul. F ranciao rszágban  a chiffre, N ém etországban a ziffer szó a nép száján  
k a p ta  az á lta lános szám jegy é rte lm et, és a X V I. század  m ásodik  felében kezdik ebben az é r
telem ben  használn i.

A szám jegy helyét (a le írt szám ban) a legrégibb, X II , századbeli la tin  kéziratok  v a lam in t 
Leonardo és Sacrobosco differentia-nak  m ondják . L e m ár Saerobosconál fellép a l^cos is.

A X V II. században k iad o tt a ritm e tik a i tankönvvek  m eglepően kisigényűek. A Riese 
könyve több  k iadásban  k e rü lt forgalom ba, > az ú jabb  a ritm etik ák  is számoló könyvének csak 
rövidítései.

Az iskolákban a rra  tö reked tek , hogy az a r itm e tik á t m inél kellem esebbé és könnyebbé 
tegyék. Például a  tan u ló k a t igj’ekeztek  m egkím élni a szorzó táb la  m egtanu lásának  gyötrelm étől. 
K ö n ny íten i p ró b á lták  a  különböző m űveleteknél adódó szorzatok k iszdm ítását. E  célból 
különböző eszközöket ta lá ltak  ki. így  jch n íő se k  j .  N apier (1550- Ib i számoló pálc ikái, 
m elyekkel a m űveleteket a .szorzótábla isuK-rete nélkül lehet elvégezni. .Még sok m ás eszközt 
is h asználtak . К korban  jelentek meg az első» számológépek. E készülékek, azonban ko m p lik á l
lak , kényelm etlenek voltak, sokba kerü ltek , s em ia tt az o k ta tá sb an  nem haszn álták  őket.
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E m lítésre m éltó a  logaritm ussal való szám ítás e lterjedése, a rö v id íte tt szorzás fe lta lá lása  
és a kereskedelm i szám ítás fejlődése.

A ritm etika i v o n atkozásban  hangsú lyoznunk  k e ll , hogy  ebben a  korban , m in t az előző
ben is, nagy szerepet já tsz o tta k  az a ritm etik ák , az úgyn ev ezett szám olókönyvek (R echen
buch).

E bből az alkalom ból tanulságos szám ba venni a Géresi k éz ira ta  e lő tt m egjelent aritm e
tik á k a t. Egyesekre m ár eddig is h iv a tk o z tu n k . E zek  az a r itm e tik ák  legalább közvetve a hazai 
a ritm etik ák  a laku lásá t is befolyásolták36.
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8. K . F e m e ,  E yn  qui new reckenbuchlevn, E rfu rt 1523.
9. Wittenberger Rechenbuch, 1525.

10. C h  r. R  n d  о 1 f f, K ünstliche Rechnung m it der Z iffe r  vnd m it den Zahlpfeningen, W ien 1526.
11. P. A p i a  n, E y n  Newe TJnndwolgegrüngte underweysung aller K au ffm anss Rechnung, 

In g o lstad t 1527.
12. M. S t  i f e 1, Rechen Büchlein, W ittenberg  1538. Deutsche Arithm etica, N ürnberg  1545. stb .
13. A. B ö s c h e n s t e y n ,  E in  nützlich Rcchenbüchlin, h.n., 1536.
14. J .  B r a n d t ,  Kvnstliche Rechenung m it der Zyffern  vnd P fenningen, 1532.
15. W a l k e ,  Die Wätsch practica, 1536.
16. E  y s e n h u t, E in  künstlich Rechenbuch, 1536.
17. L. H e g e 1 i u, E in  künstlich Rechenbuch a u f  Z iffern, 1544.
18. J . A l b e r t ,  N ew Rechenbuch lein a u ff  der Federn, 1544.
19. J . O b e r s ,  Newgestelt Rechenpüchlin, 1545.
20. 8. J a k  о b, Rechenbuch a u ff  den L in ien  und m it Z iffern , F ra n k fu rt  1557.
21. J .  F i s c h e r  (Piscator), E in  K ünstlich  Rechenbüchlein, W itten b e rg  1559.
22. J .  F r e y ,  Exempelhüchlein allerley K aufm annshandel betr. Nürnberg  1569.
23. I .  R i e s e ,  E in  neues nutzbar gerechnetes Rechenbuch, 1580.
24. J .  K r a f f t ,  E in  neues vnd wohlgegriindtcs Rechenbuch, 1592.
25. S a r t o r i u s ,  E in  New künstlich Rechenbüchlin. Danzig  1592.
26. S. K u r z  (Curtius), Schuelrechenbuechlein, h .n ., 1600. Arithm etica practica, Leipzig 1619.
27. P  h. G e y  g e r, G ründliche vnd ordentliche Erklerung den newen vnd kunstreychen Rechen

t is c h e s . . . ,  Zürich 1609.

I I I . O l a s z  n y e l v e n

1. Trevisoi A ritm etika , sz. n ., c. n ., Treviso 1478.
2. P . В о r g h  i, Libro de Abacho, Venezia 1484.
3. L. P a c i о 1 i, Sum m a de Arithm etica, Geometria, Proportioni e proportionalita, Vénerie 

1494.
4. F . P e l l o s  (Pellizzati), Sen segue de la art de arithm eticha. . ., Torino 1492.
5. G. T  a g  1 i e n  t  e, Libro de abaco, Yenezia 1515.
6. F . F e l i c i a n o ,  Libro de abaco, Venezia 1517.
7. F . G h  a 1 i g a  i, Sum m a de Arithm etica  F irenze 1521.
8. G. S f o r  t u n a ţ i ,  Nuovo Lum e, Libro di Arithm etica, Venezia 1534.
9. N. T a  r  î: a g 1 i a. General trattato di numeri et tnisure, Venezia 1546.
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10. P . C a t  a n e о, L a  pratiche delié duc prim e M athematiche, Venezia 1546. 
И .  G. L  a p a z z a i a ,  Libro d’arithmetica e geometria, N apoli 1566.
12. O. C a n  t  о n  e, L 'uso  prattice dell'arithmetic a c geometria, N apoli 1599.
13. L. F o r e s t a n i ,  Practica d 'Arithm etica e Geometria, Venezia 1603.

1 V. F r a n c i a n  y  e l v  с n

1. J o h a n  A d a m ,  Traicté d'arismetique pour pratique pa r gcctoners, Paris 1475. (kzrt)
2. N. C h  n  q и e t ,  Le T ri party eu la science des nombres, 1-184 (kzrt).
3. F . d e  l a  R o c h e  (Villefranche), L ‘arismetique nouellement composée, Lyon 1520.
4. J .  P  e 1 e t  i  e r, L'arithm étique, Poitiers 1548.
5. C 1, d e  Б о i s s i  è  r  e, L 'art d'Arythm etiqne contenant toute d im ention , tressingulier et 

commode, tant pour l'art m ilita ire que autres calculatiojis, Paris 1554.
6. P. F  о r  c a  d e 1, A rithm étique entière et abrégée, Paris 1556/57.
7. P . S a v o n n e ,  Id  Arithm étique, P a ris , 1503.
8. J .  T  r  e n  c h  a n  t ,  L'arithm étique, Lyon 1566.
9. S. S t  e V i n, L'arithm étique, L iigdnni 1585.

10. L a u n a y ,  L 'A rithm étique Arpendage universel Toise des Pastimes etc. A njou e t R ouen  
1605.

11. C. G. B a e h e t  d e  M é z i r i a c, Problèmes plaisons et délectables, qui se fo n t f i n 
ies nombres, L y o n  1612.

12. E . 5V i n g a n t  e, Arithm étique logarithmique, Paris, 1625.

I'. S p  a и v o l  n V e l v e n

1. A. D e 1 a t о r e, Vision delectable de la philosophie et aries liberales, Toulouse 1489 és 
Sevilla 1538.

2. J .  d e  O r t e g a ,  Compusicion de la arte de la arismeiica y  Juutam ente de geometria, 
Barcelona 1512.

3. G. d e  T  e X e d  a, Sum a de Arithmetical practica, V alladolid  1546.
4. M. A u r e l ,  Libro  p n m e ro , de arithm etic!, A lgebraién . Val enci a 1552.
5. J .  D i e z  F r e y l e ,  Sum ari о Compcndios<\ Mexico 1556.
6. J .  P . d e  M о y  a, A rithm etica Practica у  Speculativa, Salam anca 1562.
7. M. G. S a u t a  C r u z ,  Libro de Arithm etica speculativa, li.n., 1594 6s Sevilla 1603.

V I. P o r t  u g d l n y  e l v e n

1. P e d r o  N u n e z ,  Libro de Algebra en Arithm etica y  Geometria (1532), A ntw erpen 1564.

VI I .  A n g o l 7i y  e l v c n

1. A n  Introduction fo r  to Lerne îo léceken W ith the Pen, or With the Counters, S t. A lbans 
1537.

2. H . B a k e r ,  The W ell Spring o f Sciences, London 1568.
3. R . R e c o r d  e, The Grouv.de of Aries, London 1540.

VI I I .  X  é m e t a l f  Ö l d i n r e i v e  n

1. G. v a n  d e r  H o e c k e ,  Ecu sonderlinghe hoeck hi dve edel conste Ayithm etica, 
A ntw erpen 1514.

2. S. S t  e v  i n, De Thiende, L eiden 1585.
3. J .  С о u t  e r  e e 1 s. 't  konstigh (éyffer-Bock, U trech t 1590. Arithm etica, M iddelburg 1599.
4. J .  v a n  d e r  S c h u r e  o f  M e e n e n ,  Arithm etica, o f t  Reken-const, H aarlem  1600.
5. W . B a r t j e n s ,  De C y ffe r in g e ,  h. n., 1609.
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ix.

Ahhoz, hogy a  felsorolást valam ennyire  is teljesnek  tek in thessük , szükséges m egem lékezni a 
fon tosabb  a rab  és k in ai a ritm etik ák ró l v a lam in t az orosz a ritm etik a i kéziratokról is.

A m in t m ár m o n d tu k , E u ró p a  az a rab  m űvekből ism erte meg az írásos szám ítás t u . 
F o n to s ebből a szem pontból M uhaim nud ibn M usa A lhw arazm i (IX . száz.ad) egyik m űve, mely- 
m a csak la tin  fo rd ítá sb an  ism eretes36 37. Sok arab  a ritm etik á ró l tu d u n k  még, de csak azok 
közül em lítünk  p á ra t, am elyek n ap ja ink ig  fen n m arad tak , vagy pontosabban  ism ertek . 
Ilyenek :

1. B a n n  M u s a  (IX . sz.), F arabian (A mérlegről.
2. A b u  K a m i i  S о g a i b n  A s i a n  (850 és 931 között), Tara 'il (R itkaságok).
3. A 1 i b e n  A h m e d  A b u 'l-Q  a s i m  ( 4-987), El-tacht (A táb la).
4. K  u s j a  r  b  e n L eb b a n  A b u 1-H a s a n (971 1009), J ij ju n  ha 'iggarim  (héberre

fordítva).
5. A l - K a r a g i  (régebb al-K arki) ( -1029), A l haji f i t  hisab (Elegendő a szám olás 

m űvészetéről).
<>. A b u 1 I I  a s a n  e l  X a s a v i ( —103.5), It t  moqni' f i ’l-hisab cl-hindi (Elegendő az indiai 

szám olásról).
7. A 1-Ii i r  u n i  (973-- 1018), K ilábal la) h im  (O ktatás k önyve).
8. A l - H a j  j a n i i  (1014? 1123), M us kilát el-hisah (A szám olás nehéz példái).
9. X a s i r  ed - d  i n a t - T  u s i (1201 1274), M uchlasar bi-gami 'a l hisab Ы 'l-tasht we '

l - lm a i  (Szám ítás táb láv a l és hom okkal).
1(ő G i j a t  ed - d i n al - K a s i (4-1436), M iftah  al-hisab (Kulcs a számoláshoz).
11. A b u '  1 - H a s a n  a l - O a l a s a d i  ( +  1486), E l -tabsi-a fi'ilm  el-hisah (T anulm ány a 

szám okról) : K as! el-gibah an ilm  el-hisab (A fá tyo l felemelése a szám olás mesterségéről).
12. B e h  a e d -  d i n  e l - A m i l i  (1547 — 1622), Cholasat cl hisab (A szám olás lényege).

Az arabok, p on tosabban  a m uzulm án népek, nem  csak közvetítik  az indiai ism ereteket, 
hanem  azokat tovább  is fejlesztik . Például az. a ritm e tik áb an  ők vezetik  be először a tizedestö r
teke t.

Ab

A kínai m atem a tik a  fejlődése sokban e lü t a többi népek m atem atik á ján ak  a fejlődésétől. 
A k ínai m atem a tik a  m ásodik  fejlődési korszaka Iran, ÍLi-ven beosztása szerin t : 200 i.e. —1000
1. u.)38 elkészültek az ún. snan  cliing shig sím, klasszikus m atem atik a i m űvek : 1. Chiu chung,
2. H ai-tao , 3. Sun ti, 4. W ti ts 'ao , 5. Chang eh 'iu  chien, 6. H sia-hou- yang, 7. Chou pei, 
8. W u ching, 9. C h ' ih  ku , 10. Chui-shu. Ezek a m űvek — később is k iad tá k  ő ket — felölelik a 
ko r m atem atik a i eredm ényeit. T arta lm azn ak  szám ításokat is, beleértve a tö rtszám ításo k at, 
h a tv án y o záso k a t és gyökvonásokat is. ö sszeh aso n lítv a  ezeket a n y u g a ti szám ításokkal, k o ru k 
hoz v iszonyítva  rendk ívü l fe jle ttek . Sok m indenben megelőzik a  ny u g a ti szám ítási e ljá rásokat. 
A kínaiak  m ár a legrégebbi korban  fe jle tt 10-es szám rendszerrel rendelkeztek . A pálc ikákkal való 
szám ítás t nagyon k ife jleszte tték . A szám írásukban  külön jele vo lt 1-től 9-ig m inden szám nak, 
valam in t a 1(1 különböző h a tv án y a  inak. Később m egism erkednek a zéróval. A X I I I .  században

36 H .  S u t e r ,  Die M athem atiker um/ Astronomen der Araber und ihre Werke, Leipzig 
1900 ,,A bh. z. Gesell, d. M ath ."  10.

А. П . Ю in к e в и ч, О м ат емат ике народоз Средней А зии з I X — Л'Г зз .
И ст . мат. иссл. з  IV ,  1951. 455 ..... 188 1.

3‘ L á sd : В. В o n  e o n i  p a g  n i ,  Trattati d 'arithmetical. 1. R om a, 1857. A lgorithm i de 
numero Indorum . J o h a n n e s  d e  S e v i l l a  1146-ból kelt átdolgozása.

38 L i - y e n , Chung snan shih lun ts'ung  I. kö t., Peking. 1954.
А. П. IO ш к  e в h m, О дост иж ениях кит айских  ученых в област и м ат ем ат ики, 

Историко-матем. иссл.. в V I I I  (1955).



3 1 GËRES! ISTVÁN' ARITMETIKÁJA (II) 7 1

k ialak ítan ak  egy pozicioaális szán n rást is. A tized estö rtek  le írását nem ta lá lták  fel, és azé rt 
inkább  a közönséges tö rtekkel dolgoztak.

A kínai szám ítási e ljá rások  h a tá sá t  az európai e ljá rásokra  nem lehet felm érni, k im u ta tn i. 
P á r k ínai fe lad at m indenesetre a nyu g a ti m atem atik a i m űvekbe is á tsz iv árg ó it. A k ín aiak  csak a  
X V II . században kezdenek m egism erkedni az európai m atem atikával.

Л7.

Az orosz szakirodalom  nagyon gazdag m atem atika i kéziratokban  .Kzek egv részének a 
keletkezése ép] eu Géresi k ézira tának  a k o rá ra  esik .

A IX  -X V III  századokból, m integy 500 o n sz  m atem a tik a i kézira t ism eretes. T arta lm u k  
nagyon változatos 39. Javarészük  a m oszkvai Lenin K ö n y v tárban , a m oszkvai Kzaltikov-Scsed- 
rin Történelm i M úzeum ban és a leningrad! A kadém iai K ö n y v tá rb an  ta lá lh a tó . Más részük csak 
irodalm i források a lap ján  ism eretes. Л X V II. századból 15 db  a ritm e tik a i jellegű kézira t és 22 db  
a geom etriában a lka lm azo tt a ritm e tik a  ism eretes. A 57 db k ézira t közül kilenc csak k ö n y vfo rrás
ból ism ert.40

A X V II. század első feléből való a ritm etik a i kéziratokró l Bobinin feltételezi, hogy a X V I. 
századból való közös forrásból táp lá lk o z tak 41. Az a ritm etik a i részt rendszerin t bevezetés előzi 
meg, m ely  dicséri az a ritm e tik á t és a nagy hasznáról beszél. A bevezetést elnevezés, címzés követi, 
am elyik m ajdnem  m indegyiknél azonos. A to v áb b iak b an  a kétféle szám kört tá rg y a lják , a  kis- 
és a nagyszám ok körét. I t t  sok ellentm ondással talá lkozunk . K övetkeznek az alapm űveletek  : 
összeadás, szorzás, kivonás, osztás. A m űveleteknek a p ró b á it is ism erte tik . Az összeadást és 
szorzást táb láza to k  k ö nny ítik  meg. K ülönben ism erik az összeadásiés szorzási e ljá rás m ai fo rm ájá t 
is. Belliusztin 26 féle szorzást ta lá lt  a k éz ira tokban42. Az 5-Ш közötti szám ok szorzására ism er
te tik  az t a szabály t, am it a m agyar a ritm etik ák  ..R egula p ig ro rnm “ néven tá rg y a ln ak . T a r ta l
m aznak  szorzó táb lá k a t, am elynek az ism eretét m .-gkövetelfék. T alálkozunk  bennük négyzetek 
táb láza ta iv a l is. A leningrádi Szaltikov-Scsedriu  k ö n y v tár egyes kézira ta ib an  ha lad v án y o k  
is előfordulnak. Bennük a k ivonás azonos a mais ai. Az osztás is h ason lít az ab ban  az időben 
használatos gályaosztásho/.. A m űveleteket a О-es p róbával ellenőrizték.

Az egészszám okkal való m űveletek u tán  következnek az eszközökkel való szám ítások . 
Kétféle eljárá>ré)l van s/é>, а ..Счете костьми vagy пенягн és a , .дощ аном  счете“ 43.

Majd következik  egy fejezet a hárm as szabályról, ilyen cím ekkel, ,.С татья тр о н н ая  
fí цели X и в д о л я х  в с я к и х “ vagy ..С татья  троим ая в до л я . A zu tán  egy fejezet a re 
gula ialsi-t tárg y a lja , azaz a kézira tokban , ,,ф а л ь ш и в а я  или зб о и л н в ая  с т а т ь я “ . Meg
jegyzem , hogy a X V II. századi orosz m atem atik a i k éz ira tokban  a szláv és a rab  szám jegyek 
m ég keverednek.

Befejezésül még em lítsük  meg, hogy O roszországban а  X V II . században  ke le tk ez tek  a 
régi g ram m atikai iskolák m ellett a felsőbb iskolák: görög-latin  iskola Mosz kvában , a kievi ak ad é
m ia. stb. Tízekben a m atem atik án ak  még csak a lá ren d e lt szerepe volt.

Most pedig térjünk  rá az erdélyi fejedelemség gazdasági tá rsadalm i és k u ltu rá lis  fejlődé
sére és p róbáljuk  m egvilágítani a z o k a t  a körülm ényeket, feltételeket, am elyek k ö z ö tt a Géresi 
a ritm etik á ja  Keletkezett.

39 L ásd : К. H. lil в о it о в. hiiô  лиоераф ая русских м ат емат ических рукописей  
/ . V X V I I I . 1lav n iiu e  напитки С тани славского  педагогического инетитута, в. 1 ,1955 .— 
Л . М о )) д о в ц е в. О русских щ калны х кн и га х  X V  !  !  в. Ч тения в импер. истории 
и древностей Российских при /М осковском университете 1861 , .’ . IV.

10 К. И . 111 в е  ц о в, О характ ерны х черт ах арифметических рукописей X V I I  
с слепши. М атем атика в ш коде, 195-1 нр . 5, 1 ol d.

31 В. В. В о б и h и и. Очерки ист ории развит ии фистко мат емат ических зна ни й  
• России X V I I ,  вып. 1. .Москва 1886. 17 1.

В. Б е л  л ю с  т и н. К ак постепенно дош ли лю ди настоящ ей ариф м ет ики , иод 
ред. Л . Ю ш кевича, М о сква, 19-10.

43 И. Н . С и а с с к и ii, IIрасхож дение история русских счетов. И сторики-м агем ат. 
о с е л .  вып.  V. .М осква. 1952.
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A X I I I -  X IV . században  E rd ély  gazdaságilag igen szépen fejlődik. Az arany  és ezüst:- 
b án y ásza t fokozódása, a vasérckiterm elés és sóbányásza t erősen len d íte tte  előre E rdély  gazdasági 
é le tét. Az aran y  gazdasági szerepének a növekedése előm ozdítja  többek közt N agybányának  is 
bányavárossá  a laku lásá t. A város 1347-ben a b án y ásza tta l kapcso la tban  szabadság jogokat 
nyer. N agybányán  a X V . századiján pénzverdét is á llítan ak  fel.

Az erdélyi városok, N ag ybánya  is, a X V I -X V II .  században  még feudális jellegűek. 
E zek  a váró soi: még ekkor is csak a céhes kézm űvesség szűk k o rlá tá i k ö zö tt fe jlődtek . A fej
le t t  céhes kézm űipari városokban  ekkor m ár u ra lk o d o tt az áru- és a pénzgazdálkodás, b á r az az 
ország n a tu rá lis  gazdaságába  v an  beágyazn a. A külső és belső háborúk  azonban g á to lják  E rdély  
tá rsad a lm i v iszonyainak a fejlődését, kedvezőtlenül h a tn a k  az ip ar fejlődésére.

E rdélyben  nem  k ö v e tk eze tt be a  X V I. században  a parasz tok  szabaddá tétele , hanem  az 
1514-es parasztfelkelés m egtorlásaként, még az addigi szabad vagy félszabad p a rasz to k at is jobbágy
ságba taszítják.. A nagybirtokos o ligarchia rá te sz i a  kezét az ország terü letének legnagyobb 
részére és a jobbágyságot véres te rro rra l kényszeríti szolgaságba.

A X V I. század nem  kedvez E rdélyben  a városiasodásnak. A H absburgok és a  tö rökök  á llandó  
tám ad ása , a  városok ism ételt k ifosztása  és feldúldsa eredm ényeként fejlődésük leáll, nem  ta r ta n a k  
lépést a ny u g a ti városokkal, ahol akkor m ár virágzik a m an u fak tú ra , bom lasztja  a  hűbéri t á r 
sa d a lm at és új term elési v iszonyokat hoz lé tre . E rdélyben  a céhek elég erősek m ara d ta k  és m eg
ak ad á ly o z ták  a term előerők fejlődését, k o n zervá lták  az av u lt term elési viszonyokat.

A b án y ásza tb an  is válság á llt  be. A b án y ásza to t igen elhanyagolták  a fejedelemség 
idején. A nagym ennyiségű és olcsó am erikai a ran y n ak  a megjelenése E urópa  p iacain  az erdélyi 
a ran y b án y ák  eljelentéfctelenedését eredm ényezte.

A H absburg -po litika  is ekkor m in d en ü tt a feudális nagybirtokosságnak  kedvezett. Ip a r 
és városellenes volt. E z t a p o litik á t tám o g a tta  a ka to likus egyház is, a p ro tes tan tizm u stó l való 
félelm ében is, am ely elsősorban a város p o lgárságát h ó d íto tta  meg. A városokra k iv e te tt  adó 
á llandóan  n ő tt. A váro so k at még a köztisz tségekben levő o ligarchák is sarco lták . 'te h á t  a város 
po lgárságát úgy is m in t a kézm űvesség hordozóját, m in t tá rsad a lm i erő t, úgy is m in t az új vallás 
legfőbb hordozóját m eg a k a rták  sem m isíteni. A zsoldos csapatok , ahol teh e tték , szétrom bolták  
m ég a term ele eszközöket is, a lakóházakkal eg y ü tt a m űhelyeket is fe lg y ú jto tták . É rth e tő , 
hogy a  X V II . század eleji erdélyi városok szegények, sínylődnek. Е/, a képe N agybányának  is.

B ethlen G ábor u ra lkodása  (1613—1629) nyugodtabb  éveket je le n te tt E rdély  szám ára, 
am i a gazdasági éle t felélénkülését vonta, m aga u tán . B ethlen G ábor p o litik á ja  m aga is elősegí
te t te  a városi fejlődést.

M egemlítem, hogy még B ethlen  G ábor idején is állandó nehézséget je le n te tt a pénzkérdés. A 
ham is pénzek töm ege á ra sz to tta  el a piacot. Az. országgyűlés több  ízben is hoz. h a tá ro za to t a 
pénz s tab ilizá lására , k ivon a forgalom ból rossz pénzeket, m egszabja a h a szn ála tb an  levő pénzek 
árfo ly am át és m eg tiltja  a jó pénz. k iv ite lé t az országból. E zekkel a h a tá ro za to k k al kapcso la tosan  
k ia d o tt  ,,lim itác ió ''-k  (árszabályzatok) rengeteg  hazai és behozott á ru t sorolnak fel. Ig v  az 
1627-es lim itáeió negyven szakm ának  több  száz á ru já t  tü n te ti  fel.

F o rd ítsu k  m ost figyelm ünket az. alép ítm ényrő l a felépítm ényre és tegyük v izsgálat tá rg y áv á  
az  E rdélyben  érvényesülő társadalom politikai, vallási, filozófiai á ram la to k a t és az ezeknek 
megfelelő in tézm ényeket, E rdély  ku ltu rá lis  he lyzeté t és az. itten i iskolázás a lak u lásá t. E lm o n d h a t
ju k , hogy a hum anizm us és reform áció E rdélybe is behato lt. Mivel i t t  még a po lgárság  nem  ala
k u lt  ki, azért az új, hum an ista  m űveltség először a püspöki udvaro k b an  n y e rt te re t, m in t a 
nemesség m űvelődésének egy form ája, és csak később h a to lt be a városokba is. É ppen  ezért a 
hum anizm us E rdélyben veszít a fo rradalm i jellegéből, nem  b írá lja  a feudalizm ust és a ka to lik u s 
egyház tú lk a p á sa it. Fel sem veti a tu d o m án y  és a vallás k ö zö tti e llentm ondás kérdéseit, békii- 
lékeny m ag a ta rtá s t ölt. Л városi ré tegek követeléseinek csak a reform áció irodalm a ad hangot. 
Mégis a hum anizm us sokban h o zzá já ru lt ahhoz, hogy a m űvelődés m indinkább  -világi jelleget 
n y e rt, és e lőkészítette  a  te re t  az anyanyelvű  irodalom  keletkezéséhez, E rdély m indhárom  népénél.

A reform áció ugyancsak  ebben az irán y b an  h a t, m ind a huszitizm us, m ind a későbbi vá l
toza tok . E zek h a tá sa  a la t t  az okm ányok  is m in d inkább  anyanyclvcu  íródnak, úgy, hogy a X V I. 
század  közepéi: m ár á lta lán o s az anyanyelv  h aszn ála ta  az okm ányok szerkesztésénél is.

E rdélybe a reform áció igen ko rán  behato l, m égpedig sorra az összes változata i. De a k ü lö n 
b ö z ő  áram la to k  p rogram jai az itte n i szociális-gazdasági viszonyoknak megfelelően á ta lak u ln ak . 
Az erdély i városi irodalom  igen fellendül a X V I. század m ásodik felében a haladóbb  jellegű p ro 
te s tá n s  á ram la to k  és a m érsékeltebb áram la to k  k ö zö tti éles harc következtében . K ülönösen éles 
v o lt a harc  K olozsváron, ahol a városi lakosság k ö zö tti osztályellen té tek  is élesebbek v o ltak , 
és ahol ;. haladó nézetek (uriitáriániznius) kedvező ta la jra  leltek.
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A X V I. század végén a h u m an ista  irodalom  és a  tudom ányok  újbóli v irágzásáról beszélhe
tü n k . E z a késői hum anizm us a reform ációval szoros kap cso la tb an  fe jlődö tt ki és éppen  ezért m ár 
nem  a risz to k ra ta  jellegű. E nnek  a h u m an ista  irodalom nak  a nyelve sem k izáró lagosan  la tin , 
éppen a reform áció irodalm ának  a h a tá sak én t. A tudo m án y o k  sem m a ra d h a tta k  teljesen  la tin  
nyelvűek, h ab ár a tudom ányok  h ivata los nyelve és ta n ítá s i nyelve to v áb b ra  is a  la tin  m arad t. 
A szám ban m egszaporodott világi értelm iségiek követe lték  az auyanyelve t a  tudom ányok  
művelése terén  is. É ppen azért ennek a kornak az irodalm i és tudom ányos m űvei részben la tin  
és részben anyanyelven íródnak. Л m agyar nyelven ír t  tu d om ányos m űvek közül jelentősebb 
M éliusz Ju h ász  H erbarium -a  (1578), Lencsés G yörgy orvosi könyve, v a lam in t a m ár em líte tt 
K olozsvári A ritm etika . Igen  nagy a szám a az ebben a korban  ír t la tin  nyelvű tudom ányos 
m űveknek.

E m lékezzünk meg a k ö n y v tárak  m egszaporodásáról is. V á r  a X V I. században  sok k ö n y tv íá r  
keletkezik . Igen értékes m agánkönyv tárak ró l is tu d u n k . Ele különösen jelentősek az egyes iskolák 
m ellet lé tesü lt nyilvános köny v tárak , am elyek közül több  n ap ja ink ig  fennm arad t, kézzelfogható 
bizonyságául az akkori m űveltségnek.

A X V II. századi erdélyi körülm ények igen lefékezték a k u ltu rá lis  fejlődést, stagnáláshoz 
vezettek, akárcsak  K özép-E urópában . A városok gazdasági ereje, szociálpolitikai jelentősége 
csökkent. A feudális földesurak  h a ta lm a  m egnőtt. A fejedelm i ha ta lom  az egyházzal lép e tt 
szövetségre. A m űvelődés az egyház irány ítása  alá kerü lt. (Mégis egyes haladó  á ram la to k  is u ta t  
törnek, így a puritán izm us, presbiterié  ni zrnus és főleg a kartézián ízm us44. E zeket az á ram la to k at 
a nyugaton  ta n u lt  ifjak  terjesztik .

M ost pedig  vizsgáljuk meg a X V I—X V II. század erdélyi iskolázás helyzetét.
A reform áció k o rában  elpusztul a ka to likus iskolák többsége, de helyükre új, p ro testáns 

iskolák em elkednek. Csak néhány ka to likus iskola m arad fent sz igetként a  körülvevő p ro tes
tán s  és ortodox  iskolák tengerében. Az 1557-i országűgylés szom orú képet rajzol a  k ö zok ta tás 
helyzetéről, de a  fejedelm ek és a városok, a szükségletek nyom ása a la tt erőfeszítéseket tesznek 
a h e lyzet orvoslására. Isk o lák a t a lap ítan ak , jeles ta n á ro k a t hívnak meg, tan u ló k a t segélyeznek 
az itten i és külfö ld i, főleg ném etországi és ném etalföldi iskolákban.

K ésőbb, a B áthoryak  a la tt, a ka to likus iskolák részesülnek fejedelm i pártfogásban. 
Jez su ita  isko lákat is szerveznek (Váradon, G yulafehérvárt és K olozsvárt).

Az erdélyi rom án nyelvű iskolák is jelentős haladást érnek el a reform áció idején. A 
brassói rom án iskola, m elyet a XV. században a la p íto tta k 1'', a reneszánsz h a tá sa  a la tt fel
lendül. E gy 1570-es ke ltű  kézirat szerin t alsó és felső tag o za tta l m űködik. A felső tagozaton  
rom ánul (1559-től), szlávul, s ta lá n  latinu l is tan ítan a k . E nnek az iskolának a szám ára 
1597-ben kőépületet em elnek, am ihez Áron Vodă, m oldvai fejedelem  is jelentős összeggel 
já ru lt  hozzá. E zen k ívül még sok ortodox rom án iskola m űködött, h ab ár ezekről kevés ad a t 
m ara d t fenn.

De m ás jellegű rom án iskolákról is tu dunk . így  tu d ju k , hogy a X V I. században  K aráu - 
sebesen és H átszegen, és valószínűleg Lúgoson is rom án iskolák m űköd tek , m elyeket a 
k á lv in is ta  p ropaganda céljaira  lé te síte ttek . 1657-ben Bogarason lé te s íte ttek  jól szervezett 
rom án  iskolát, mely eg y ü ttm ű k ö d ö tt az o tta n i m agyar iskolával. Szigeten is m űködö tt 
rom án  iskola.

M oldvában Despot V oci (1561 lălăi) tesz erőfeszítéseket az új, hum an ista  jellegű o k ta 
tá s  m eghonosítására. C otnariban , .sclmla la t in a ''- t  lé tesít, ahova m eghívja többek között 
Georg Jo ach im  R heticus (151 1 --1570) m ár em líte tt w ittcir.bergi ta n á r t,  jeles m atem atik u st 
és C asparus l ’eucerus-t (1525— Iliiéi), Jíelnnchtoii vejét, aki ugyancsak tan ára , m ajd rek to ra  
vo lt a w ittenberg i egyetem nek. R heticus és Eeucerus nem  fogadták  el a m eghívást. V iszont 
tu d ju k , hogy a szászországi Johann  Som m er, jeles hum an ista  kö ltő , aki az Odera m elle tti 
F ran k fu rtiam  végzett tan u lm án y o k a t, ta n í to tt  a co tnari isko lában . De a fejedelm et 1563-ban 
m egölték. Som m er E rdélybe m enekült és o lt fo ly ta tta  tevékenységét. A cotnari iskola to v áb b i 
sorsáról igen keveset tu d u n k .Jli

44 V. (Sí a r i а и, Descartes E in flu ss in Transylvanien  (Sitin nbürgen) im X V I I I .  Ja h r
hundert. ..A rcheion" XV (1933).

u‘ X. S u l i é  a, Cta m ai veche arain  remineascâ din cuprinsul Hominien ínteregite, Lásd : 
,.Omagiu lui C onstantin  K iriţe scu ,"  Bue. 1937, 785 — 164. 1. X .  A 1 b u ,  Istoria învă ţăm în tu lu i 
remitiere din Transilvania pin ii la 1800, Blaj, 19-14.

4e St. B i r s  ă 11 e s e u, , .Schuld la tina“ de la Cotnari, Buc. 1957.
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Az erdélyi p ro testáns isko lákat külfö ld i m in tá ra , főleg a ném etországi iskolák m in 
tá já ra  szervezték meg. L u th er és M elanchton w ittenbergi és S tu rm  strassburg i iskolai ren d 
szereit lép te tték  életbe. E z t igazolja tö b b  iskola fennm arad t .szabályzata47. íg y  ism erjük  a 
brassói városi iskola H onterus á lta l k idolgozott szabály za tá t. Nagyszebenben is ehhez 
hasonló szabályzat vo lt érvényben. Az E rdéllyel szomszédos terü le teken  is hasonló tan ren d 
del m űködtek  a p ro testáns iskolák . íg y  a besztercebányai g im názium  ten rend jé t A braham  
Schrem m el dolgozta  k i és 1574-ben m u ta tta  be a városi tanácsnak  jóváhagyás v é g e tt18. S turm - 
n ak  a strassburgi rendszerét igyekezett m eghonosítani. A besztercebányai iskola ta n re n d 
jéből ism erjük a h a szn ála tb an  levő összes tankönyveket, m elyek közt o tt ta lá lju k  G em m a 
F ris iu s  és A. Riese a ritm e tik á já t  és Chr. R udolff a lgebrájá t.

H a  még szám ba vesszük a  X V I. század ó ta  fennálló  erdélyi iskolák k ö n y v tára ib an  meg
m arad t és ebből az időből szárm azó m atem atik a i könyveket, akkor eléggé pontosan  fe l
m érhető  az erdélyi iskolákban folyó m atem atik a i ok ta tás  Géresi k ézira tának  a keletkezése 
idején48.

Erdélyben a X V II . század elején, a nehéz gazdasági viszonyok ellenére, elég n ag y 
szám ú középiskola m űködik . A legtöbb városnak m egvan a m aga előző századból fennm a
ra d t iskolája, jó l lehet többségük fejlődése visszaesett. Ezekben az iskolákban főleg nem esek 
és polgárok gyerm ekei ta n u lta k . A földesurak gá to lták  a jobbágyok gyerm ekeinek a ta n u 
lását, csak B ethlen G ábor engedélyezi a jobbágy gyerm ekek tan u lá sá t a felsőbb isk o lák b an  
is. Ez az engedm ény egyben a reform áció eredm énye is, te h á t közvetve a tá rsad a lm i fej
lődés v á lto tta  k i.

A nagvbánvai iskolában a X V II. század elején a tan ítá s  ki), olyan ta rta lm ú  és sz ín 
vonalú lehe te tt, m in t a több i erdélyi p ro testáns iskolában. Az iskola m egszervezője, K opácsi 
Is tv án , W íttenbergbeu ta n u lt  s L uther és M eiauehtou w ittenbergi iskolai rendszerét lép
te tte  éb 'tbe.

Etéídai is ezen a csapáson h a lad h a ttak . Á llításunk m elle tt szólnak a n agybányai ref. 
egyáz levé ltá rában  m a is meglévő „"Matrix íllu síris  sodae  R ivulinae*‘-ben fenn m arad t isko
lai törvények*0. A legrégibb 1051-bői való. Ezek a törvények fe ltűnő  hasonlóságot m u ta t
nak az 1571 évi, w ittenberg i törvényeken a lapuló debreceni és sárospatak i isko la i-tö rvé
nyekkel.

év , ,Sehola R iv u lin a“ M rek to rt vSárospatakról, Váradról, K olozsvárról. Szatm árró l, lényed
rő l k a p o tt. A városi lev é ltá rb an  ő rzö tt egyik jegyzőkönyvben o lvashatjuk  ,,1660 die 6 Febr. 
Scludam estert hova ham arébb hozzanak Patakról vagy V aradról02.“ Tehát a bányai iskola 
is azoknak a h a tása  a la tt lehe te tt.

Az iskola k ö n y tárra l is rendelkezett es féltve ő rizte  könyveit. Az egyik jegyzőkönyvből 
k iderü l, hogv am ikor l(b)2-ben az iskolát a k ö n y v tárra l együ tt el vették a re form átusoktó l, a 
könvn-ket b iztonságba helyezték. 1712-ben, am ikor távozniok k e lle it az iskoláiról, a városból 
k iindu ló  coetus a k ö m v tá r t  m agával v itte .

Az. idézett an v ak öuyvbeu , M atrix-ban, fennm arad t a Scinda R ivu lina  k ö n y v tá rá n ak  öt 
különböző időben készült kata lógusa is. Az első katalógus 1669-ben. Eszéki Is tv án  rek to r ide
jében készült. Ez a h iányos katalógus ít lap hiányzik  a M átrixból) 215 m űvet 2 18 példányban  
ta r t  szám on, fűrészt az i t t  fe ltü n te te tt könyvek lehettek  a kön y v tárb an  ('.érési idejében is. M ate
m atikai mű nem szerepel benne. ( , ,J .  d e S a e г о b n s e o .  L i b e l l a s  de s / d n  r a - t  nem  tek in t- 
lie tjük  m atem atik a i m űnek). Л könyvek többségét teológiai, nyelvészeti és bölcsészeti m űvek 
a lk o tják , s m ellettük  csak néhány term észettudom ányi mű szerepel. Л kata lógusban  M eiauehtou 
több m űve szerepel, s ez is azt b izony ítja , bogy X ag \b án y án  a w ittenberg i ta n ítá s i rendszer 
honosodott meg. K eckerm anu I Jeidelbergből kerü li ide. 47 48 49 50 51 52

47 F r a u  к 1 fEraknói) V i 1 ni  о s. . í h a z a i  e s  k i i l f í l  1 i  G/z ű - i z  i s  а  X  V I .  s j. - h a  i(i Во. 187Ï *
48 E redetije  B esztercebánya város lev é ltá rában . Lásd F r a n k i ,  i.w ., 177 -181 old.
49 V. M a r i a n ,  Invâ ţăn iîn tu l matematicilor în şcolile superioare din A rdeal din veacul 

ul X V I I  Аса oglindit în manuscrisele contemporan''. , ,Prim a sesiune de bibliogie şi d o c u m e n ta re “  
B ucureşti, 1955.

50 Lásd : T li u r z é> F  e r e n  c, i.m ., 8 — 1. old.
51 N agybánya város középkori m agyar neve A sszonypataka, la tin  fo rd ítása  R ivu lus H orni- 

u a ru m . E rrő l nevezték az isk o lá t „Scliola Rűvulimró-nak. Az. isko lát K opácsi Is tv á n  a la p íto tta  
1547-ben, a város refo rm álásával egyidejűleg.

52 L á sd : T h u r z ó, i.m ., 16. old.
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Ах 16Г>|. évi törvények ,,1 >e ívetionibus et d isc ipu lis"  című fejezete arról intézkedik , hogy a 
m ásodik osztályban  h e tenkén t egy ó ráb an  ta n ítsá k  az első a ritm e tik a i a lapm űveleteket 
(singulis sep tim an is un ica  saltern hora prim ae species a ritm etices doceaiitur). Mivel, 
az idézett tö rvény  szerin t, a m ásodik osztá lyban  a vallás a lapelem eit előbb m agya
ru l, azu tán  la tin u l tan u lták , feltehető, hogy az a ritm e tik á n á l is m egvolt ez az engedm ény. 
A nnál is inkább  h ihető , m ert a bányai törvények azt a benyom ást k e ltik , hogy o tt  az any an y e lv e t 
nem  t il to ttá k  éppen olyan szigorúan, m in t a többi hasonló isko lában . Csak ,,a  l)eak  nyelv  g y akor
lására  ren delle te t helyen“ és az étkezéskor volt kötelező a  la tin  nyelv . A tö rvény  ,,I)e  classibus 
iu genere“ cím ű fejezetének Г1. p o n tja  elrendeli ugyan a la tin  nyelv  á llandó  gyak o rlásá t, de 
ahol a  szükség követeli, megengedi az anyanyelve l is. ( , .L ingua la tin a  perpetuo exerceatur, nec 
vernaculae u.sus, n isi ubi nécessitas poslu laverit p e rm itta tu r“ ) Géresi k éz ira tán ak  az utolsó 
lap ja in  (171—178) levő két m agyar vers is ann-llett szól. hogy az iskolában a m agyar nyelvet 
is m űvelték , h ivata losan  vagy fé lh ivata losan , vagy esetleg csak önszorgalom ból.

A tö rvény  m ár em líte tt fejezete elrendeli, hogy a harm ad ik  osztá lyban  az a ritm e tik a i 
a lapm űveleteket részletesebben gyakorolják  (item  arithm eticae  species plenius exercendae). 
Mindössze ennyi vonatkozik a m atem a tik a  o k ta tására .

A nagybányi iskolában a tan ítá s  R alsé>és R felső osztá lyban  fo ly t. (Kzéri néha főiskolának is 
nevezik.) A felső osztályokról e>ak an n y it m ond a törvény, hogy o tt  költészetet és szó n o k la ttan t 
tan u ljan ak . A felső tagozaton valószínűleg m atem atik á t nem ta n íto tta k  ;’3.

Az iskolai törvény , ,l)e libellis et m ethodo doceudi“ cím ű fejezete I I .  szakasza elrendeli, 
hogy tanu lók  a gyakorlatokat könyvbe írjak . A I I I .  szakasz szerin t csak az iskolai tan u lás  
nem  elégsége.-», a praeceptoroknak gondot kell ford ítaniok a házi gyakorla tokra  is, is  az írások fo r 
dítását ok maguk kiszitsek HL cdL'u.'hdr-ik. (Nec sa tis sit in seholis tan tu m  discere, séd praeeep- 
to rum  cura sit. e tíam  dom estica exerciţiu  praecipue scrip tionem  sly lorum que translatioiu-m  
ip b s  im ponereb

53 N ém etországban sem szerepel a 0 o.->ztálvns la tin  iskolák felső o sz tá lyaiban  a m a te 
m atik a . Lásd í ' n g e r ,  /. >)/., 2 1 2ő. old.

ЛК1ТМИТ1СЛ L l 'í  ŞTLPA N  G L R L S I  

(R e z u m a t)

I l i .  C'omparind A ritm etica  .lui Géresi cu aritm eticele  din secolul al XV I-Iea, co iista tăn i 
asem ănări foarte  sem nificative.

Teoremele si regulele nu  le dem onstrează nici Géresi. In tiln im  însă c iteva princiî)ii d id ac 
tice în expunerea m ateriei. L a tra ta re a  speeies-urilor deosebim  u rm ătoarele  e tape  : defin iţia , 
punerea  problem ei, regula de rezolvare, exerciţii şi proba. La fel procedează aproape to a te  a r it 
m eticele din secolul al X V I-lea.

In  tehn ica  calculelor in tiln im  aceleaşi im perfecţiun i ca şi în  aritm etice le  apusene. A par 
procedeele care s-au form at pe tab le le  eu nisip, in tiln im  şi calcule e fectuate  trăg în d  cu lin iu ţa  
peste cifre. Géresi nu  foloseşte sem ne f ie  operaţie . Sem nele plus şi m inus apar în cap ito lu l re fe
rito r la R egula falsi, d a r  ele indică nu surplus sau o lipsă.

Term enii aritm etic i d in  acest; m umtscris s ín t iden tici cu cei din a ritm eticele  con tem porane : 
,,species", ,,p ro b a" , ,,exem plu iii" , ,T ac it" , , .sum m a“ , , .regu la“ , ,,com pendium ", ,,c au tio " , 
..observatio" etc.

Num erele m ari s ín t denum ite, după obiceiul vrem ii, p rin  rep e tarea  m iilor. N um eralele 
nou in troduse (milioanele, bilioaucle etc.) nu figurează în  această  a ritm etică . De a ltfe l aceste  
num erale e rau  în treb u in ţa ţi ' b  în Apus, num ai de către c îţiv a  m atem atic ien i m ai renum iţi.

Numele cifrei zero este czifra, iar al celorlalte cifre este kotlu», figura, num erus, zam .
O peraţia  adunării este n u m ită  ..ud .L uo", iar scăderea , .subtractin '* ca şi în  a ritm etic ile  

apusene. În m u lţirea  este n u m ită  ,,m u ltip lica tio “ şi au to ru l preconizează im p o rta n ţa  tab le i 
înm ulţirii d îud o astfel de tab lă  ,,T abula  P itag o rica", ia r  la  sfîrşitu l c ărţii încă una  n u m ită  
, .Tabula C ebetis". In  legă tu ră  cu ea dă  şi regula p igrorum , adică regula leneşilor, p e n tru  a ob ţine  
da te le  din această  tab lă . în  ce priveşte  o p era ţia  înm ulţirii, procedează du p ă  m etoda m odernă. 
Dă şi regula înm ulţirii cu 10, 100, 1000.
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îm p ă rţire a  este n u m ită  „d iv isio", a ltă  d a tă  „o sz tá s" . Dă cinci „o b serva tio"  şi şase reguli 
în vederea efectuării îm p ărţirii. Géresi cu noaşte  im singur fel de îm p ărţire , cea n um ită  ,,ga lea" 
sau  „ b a te llo "  (fig. 8), care era  m etoda  cea m ai ră sp în d ită  pe acea vrem e şi în Apus, deşi m etoda  
m odernă a a p ă ru t încă în  a ritm etica  lui Calam lri (1491). A ceastă m etodă veche dispare num ai la 
începu tu l secolului X IX .

C apitolul „D e progressione" tra tea z ă  progresii a ritm etice  şi geom etrice. D istinge două 
feluri de progresii aritm etice  : n a tu rá lis  şi in tercisa. Aceste tip u ri de progresii ap a r în m ulte  a r i t 
m etici contem porane. Géresi dă  reguli p en tru  însum area d iferitelo r progresii. Ca ap licaţie  p en tru  
progresia geom etrică p rez in tă  problem a „D espre calcularea ferestrelor unui g rila j"  (fig. 10).

Géresi aplică cu to tu l m ecanic „R egu la  D e tri" . A ceastă regulă joacă un rol im p o rtan t in 
to a te  a ritm etie ile  contem porane.

U rm ează „R egula de tri aw ersa“ , in tr-u n  cap ito l ap arte . A ceastă regulă apare m ai ra r in 
aritm etie ile  contem porane, sub denum irea de „R egu la  conversa, regula eversa, sau regula in v ersa" . 
A stăzi o num im  regula de trei inversă.

„R egula  vu lgaris" este  t r a ta tă  de Géresi ea un species şi ei îi consacră deasem enea un ca
p ito l în treg , expun înd  un şablon du p ă  care trebu ie  procedat. R egula apare în aritm etie ile  din 
secolul al X V I- ea sub denum irea  de R egula duplex , ia r  C lavius o num eşte  R egula tr iu m  com po
site . Azi o num im  de asem enea regula de trei com pusă.

„R egula  so e ie ta tis" , este de fap t o aplicare a regulei de trei. în  sec. al X Y l-lea  ap ar des 
problem e de acest fel. Astfel, in „B am berger R echenbuch" s ín t d a te  17 tip u ri de astfel de p ro b le 
me. Géresi in troduce şi „R eg u la  soe ie ta tis  tem p o ru m ", denum ind  astfel o regulă com pusă de 
societate  Dar idei el nu înţelege prea  bine m etoda de calcul ap licată, astfel incit p re ia  din A rit
m etica  Clujeană n işte  numen- greşit calculate.

„R egula  Falsi seu Vo -• : ionu l»" figurează în m ulte  din a ritm etie ile  contem porane, cu a ju 
to ru l ei pu tin ii fi rezolvate problem e care duc la ecuaţii liniare. G,éresi tra tea z ă  foarte  pe scurt 
această  regu lă .

în  cap ito lu l „Kusus a r itm e t 'c u s "  este expusă  o m etodă pen tru  a calcula „b an ii din punga 
cam aradului tă u " . Problem a figurează şi în a ritm etica  lui Köbei şi în  a ritm etica  lu i Rudolff. 
în  acest capito l figurează şi o a doua m etodă, m etodă îm p ru m u ta tă  probabil de Ia Gem m a 
Frisius.

C apitolul u ltim  pare original şi cuprinde problem e din v ia ţa  de toa te  zilele.
IV. După cum rezu ltă  din in scrip ţia  c ita tă , a ritm etica  este opera lui S tephanus Géresi, a 

fost scrisă în şcoala re fo rm ată  din Baia Mare (Seliola R ivulina) şi a fost te rm in a tă  în anu l 1626.
Pe pag. 87, găsim  o inscrip ţie  u lterioară  (fig. 10) : „A ceastă  carte  am  luat-o  la m înă în  ano 

1726 Die verő 28 7 —bris I 'rancisus C seruatoni de R ad n o tfă ja" , Deci peste 100 de ani, m an u 
scrisul a a juns di m îna lui Franciscus Csernă toni d in  Ie rtiu ţeu i. Acest C seruatoni a  u m p lu t m a r
ginile foilor cu fel de fel de inscrip ţii, care ne-ни a ju ta t  să clarificăm  istoricul m anuscrisului.

M atricida şcolii d in  Baia Mare cuprinde num ele rectorilor şi ale elevilor, începînd de la 1633. 
în  această  m atrioulă figurează un  Sigism und C seruatoni, care a subscris legile şcolii la  171<», 
funcţion înd  iu ca lita te  de senior şi p raecep to r, ia r  de aici a plecat la v e s tita  şcoală din Aiud, apoi 
acasă (fără a indica unde anum e a plecat). Aceste d a te  s ín t confirm ate  de m atricu la  şcolii d in  
Aiud, în care Sigism und C sernátoni a subscris legile la 1714. Peste c îţiv a  ani, la 1720, m anuscrisu l 
a a juns în m ina lui F rancise  C sernátoni. C artea  lu i Koncz, p riv ind  isto ria  .şcolii d in  Tg. Mureş, 
ne a ra tă  că după 1700 in tr-ad ev ăr la această şcoală a  fu n c ţio n at un Fr. C sernátoni, in calita te  
de p raecep to r. (Ou F r. C sernátoni a subscris legile şcolii clin Aiud în anu l 1716.) Deşi nu cunoaştem  
leg ă tu ra  de rudenie d in tre  F rancise  C sernátoni şi Sigism und C sernátoni, to tu ş i din date le  în 
şira te  rezu ltă  cu sufic ientă  certitu d in e  peregrinările  mamiM'risului, p înă ce a a juns în ром-sia 
scolii d in  Tg. Mures.

în  ce p riveşte  persoana au to ru lu i S tep h an u s Géresi, sültein, nevoiţi să recurgem  n um ai la 
ipoteze. Ipo teza  cea m ai p lauzib ilă  afirm ă că el a  fost p raecep to r al şcolii d in  B aia Mare. Vetlcm că 
m anuscrisu l său a fost u tiliz a t şi u lte rio r de către  p raeceptori.

Problem a elaborării acestui m anuscris se leagă de problem a ap ariţie i celorlalte  a ritm etic i 
ungureşti t ip ă r ite  sau în m anuscris. în  lucrarea  de faţăi se a ra tă  că ele au  a p ă ru t sub im boldu l 
reform ei religioase şi a p a r iţia  lor se leagă tocm ai de ac tiv ita tea  p raeceptorilor, care aveau sa r 
c in a  de a p red a  cunoştin ţe le  aritm etice , c itind  sau d ietind  d in tr-u u  com pendiu de a ritm etică , 
d u p ă  cum  rezu ltă  d in  legile şcolilor din sec. al X V I-ea  şi al X V II-lea , în tre  altele şi d in  legile 
şcolii d in  Buia Mare.

A tît A ritm etica  d in  D ebreţin  şi A ritm etica  C lujeană, cit şi A ritm etica  lui Géresi, trebu iesc  
p riv ite  ca fiind cite un  exem plar d in  m anuscrisele elaborate  de aceşti praeceo tori, în a n in i le- 
că r or a aceste a ritm etic i, cu tim p u l, au su ferit d iferite  m odificări.
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V. A ritm etica  lui Géresi este p robabil cel mai vechi m anuscris m atem atic  care s-a p ă s t r a t  
la noi în ţa ră . Ka um ple golul de 62 ani d in tre  A ritm etica  C lujeană şi E nciclopedia lui A páczai. 
Deci este un docum ent de valoare în  ce p riveşte  isto ria  m atem atic ii d in  ţa ra  noasrtă . A ceastă 
a ritm etică  ne perm ite  o in trospec ţiune  în în v ă ţăm în tu l n o stru  m atem atic  de la începu tu l seco
lului al X V Il-lea , a ră tîn d  ex tinderea  şi m etodica acestu i în v ă ţăm în t. E a  ne a ra tă  ro lu l prae- 
ceptorilor din acea vreme, care aveau ca sarcină p redarea  aritm etic ii, şi to to d a tă  ne p rez in tă  
un p raecep tor de a tunci în  persoana lui Géresi. U rm ărind  drum ul s tră b ă tu t  de acest m anuscris, 
peregrinările  sale, ne dăm  seam a şi de m odul în care se răsp îndeau  cunoştin ţe le  în acea vrem e.

S tud iind  s tru c tu ra , con ţinu tu l, term inologia şi procedeele de calcul din aceas tă  a ritm e tic ă , 
co n sta tăm  m ari asem ănări cu aritm eticii«  contem porane şi m ai ales cu cele d in  secolul al X V I-lea. 
în  ce priveşte nivelul ei ştiin ţific , ea nu poate  fi co m parată  cu aritm etic ile  m ai p re ten ţio ase  d in  
acele vrem uri, scrise cu alte  scopuri, cum a r fi operele lui T artag lia , Stifel, C lavius, A pian  e tc . 
Géresi nu cunoştea nici m arile descoperiri m atem atice  d in  vrem ea sa, cum  ar fi descoperirea 
algebrei sim bolice, ale logaritm ilor, etc. R elaţiile  de la noi n u  reclam au încă aceste cu n o ştin ţe .

C onsta tăm  că problem ele locale, problem ele m atem atice  ale unui o raş m inier, nu  se p rea  
reflectă în această  aritm etică- In tîln im  aceleaşi produse m iniere (aram ă, cositor, sare), aceleaşi 
măirfuri, m onede şi u n ită ţi  de m ăsură ca şi în  A ritm etica  C lujeană.

S tephanus Géresi n -a  fost un  m atem atic ian  p rea  in s tru it. M etodele de în v ă ţă m în t d in  
acele vrem uri nu înlesneau o ap rofundare  a cuno ştin ţe lo r de a ritm etică . În v ă ţă m în tu l consta  
în buchisirea unor reguli aritm etice . Astfel a în v ă ţa t  în tin e re ţe  şi Géresi şi la r îu d u l său  to t  
astfel p u tea  în v ă ţa  şi el pe a lţii. în  lucrarea  sa a p u tu t  include num ai cunoştin ţe le  o b ţin u te  pe 
această  cale. Greşelile comise de el, greşelile p re lua te , copierea servilă a unor a lin ia te  d in  alte  a r i t 
m etici, po t fi uşor înţelese. Predă c îteo d ată  reguli pe care nici el nu  le înţelege.

M anuscrisul lui Géresi este to tuşi de m are valoare  şi scoaterea  lui la lum ină  sperăm  că v a  
- l íra i  in teres fa ţă  de docum entele m atem atice  scrise, care s-au p ă s tra t în b ib liotecile şi arh ivele 
de la noi, care piuă astăzi au fost prea p u ţin  stu d ia te  şi în bună pa rte  sín t necunoscute.

A p r n d i c e

Iu secolul XV I. au av u t loc transform ări profunde în în v ă ţâm îu tu l m atem atic  din E u ro p a  
apuseană. D ezvoltarea forţelor de p roducţie  reclam ă dezvoltarea  corespunzătoare  a ş ti in ţe i.  
C unoaştem  co n ţinu tu l şi m etodele p redării a ritm etic ii din această  perioadă din d iferite  regu la
m ente şcolare care s-au p ă s tra t. C îteva d in  aceste regulam ente s ín t reproduse şi în lu cra rea  de fa ţă .

în  secolul X V II . în E u ro p a  cen trală , în u rm a războiulu i de 30 de ani, n ivelu l în v ă ţăm ra - 
tu lu i decade, progresul ştiin ţe lo r stagnează. C o n ţin u tu l în v ă ţăm în tu lu i a ritm e tic  este to t  cel 
din secolul p recedent.

în  secolele XV. X V I. calculele se făceau pe degete, cu a ju to ru l . .je to m e lo r"  de calcul 
(algoritm us lineaUs, R echnen auf den Dinien), sau în scris. în  u rm a răsp înd irii pe sca ră  la rg ă  a 
scrisului şi a p ă tru n d e rii în  E u ro p a  a cifrelor in d o -arab e  şi a m etodelor de calcul indo-arabe, cal
culele făcute în scris a jung  pe prim ul plan  şi se răspîndesc to t mai m ult, mai ales du p ă  in v en 
ta re a  tip a ru lu i.

Cele p a tru  o p eraţii a ritm etice  făcute  în sc ris  au a p ăru t încă la indieni, care cunoşteau  v a ria te  
m etode de calcul. E i făceau calculele pe nişte tab le  p resăra te  cu nisip, pe care cifrele se şte rg  şi 
corectează uşor. A rabii au  p re lu a t m etodele indiene, dar cu tim pu l au în cep u t să în treb u in ţeze  
h îrtia . Pe h îrtie  cifrele s • şte rg  m ai greu şi de aceia ei s ín t nevoiţi să m odifice m etodele indiene, 
trăg în d  си o lin iu ţă  peste cifre, în decursul operaţie i, şi scriind deasupra  lor cifra  nouă. A cest 
sistem  a fost p re lu a t şi de europeni.

O peraţiile  a ritm etice  m ai p ractice, mai cizelate se form ează iu E uropa, îneepm d cu secolul 
XV, cîud se abandonează m etoda  de a trage eu 1/uiuţe peste cifre. Xoile m etode ap ar în  I ta l ia  
şi de a tunci se vorbeşte despre două  feluri de calcule ; „per fig u raru m  dele tionem  m ore 
A lcm anorum " (m etoda germ ană cu ştergerea  cifrelor) şi „sine  figurarum  deletione more 
I ta lo m ra "  (m etoda ita lian ă , fă ră  ştergerea  cifrelor).

Şcoala vieneză (Peuerbach, R egiom ontanus), care s-a d ezv o lta t m u lt iu  secolul XV, 
a adop ta t de as.m en ea  m etoda ita liană. A ceastă m etodă  s-a ră sp în d it şi m ai spre ră să rit, astfel 
şi în regiunile apusene ale ţă rii noastre, în P rin c ip a tu l T ransilvan ie i.

Tot aceste m etode le m tîln im  şi îu aritm etice le  tip ă r ite  în chestiune, p recum  şi în m an u scri
sele aritm etice  d in  T ransilvania .

E ste  greu de s ta b ilit  dacă  la  noi au p ă tru n s  aceste m etode iu  u rm a  a c tiv ită ţi i  lu i Peur- 
bacli şi Regiom ontanus, sau ele au p a rv en it pe alte  căi. U n iv ersită ţile  d in  C racovia şi Pécs aveau
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leg ă tu ri strînse cu u n iv ers ită ţile  italiene, deci aceste cunoştin ţe  pu teau  veni d iu  I ta lia  şi p rin  
in te rm ed iu l lor. Se ş tie  că în  special u n iv ers ita tea  d in  Cracovia a  fost frecv en ta tă  de u n  m are  
nu m ăr de ardeleni. De asem enea se ştie  că tin e ri d in  M oldova au s tu d ia t  la C racovia încă înce- 
p în d  d in  sec. X IV . Saşii stu d iau  cu precădere la Viena. D ar găsim  ardeleni şi la u n iv e rs ită ţile  
d in  Paris, Padua , Bologna, P raga  etc. Mai tîrz iu , d u p ă  a p ariţia  reform ei religioase, se in tensifică  
re la ţiile  cu u n iv ers ită ţile  d in  G erm ania şi Ţ ările  de Jos.

De altfel, în  secolul XV, în tim p u l episcopului Scolari, la  O radea activa  o colonie i ta lia n ă  
v en ită  d in  F lo ren ţa , care de asem enea a p u tu t  să tran sm ită  noile m etode de calcul. T/a m ijlocu l 
secolului XV, în O radea a fost în fiin ţa t şi un observato r astronom ic renum it, care de asem enea 
a p u tu t  difuza noile procedee de calcul.

A ritm eticile  t ip ă r ite  analizate , ca şi m anuscrisul lui Géresi, în orice caz au  a p ăru t sub  in 
flu en ţa  şcolilor p ro tes tan te  olandeze şi germ ane. D ar calculele făcu te  în  scris au p ă tru n s  la noi, 
probabil, pe d iferite  căi.

D upă cum  afirm ă istoricii, cifrele arabe, deci şi calculele arabe, au  p u tu t  p ă tru n d e  greu  
la noi. Cele m ai vechi m onum ente  pe care s-au  p ă s tra t  la noi cifre arabe sín t, du p ă  c it  ştim , c lopo
tu l  d in  Recea (Crasna), pe care se poate  c iti d a ta  1442( ?) şi ed ific iu l p a ro h ie i rom . c a to lic e  (ţin  
T u rd a , u nde  pe  o p ia tră  e s te  g ra v a tă  d a ta  1 152 (vezi f ig u ra  de  pe p ag . 63). Cel m ai vechi 
ac t scris la noi, pe care figurează cifre arabe, d u p ă  c it ş tim , este o dip lom ă em isă la 1464. ( în  b ib 
l io te c a  B olyai d in  Tg. M ureş se p ă s tre a z ă  u n  m an u scris , c a re  p ro v in e  d in  secolu l X V , c a re  
t r a te a z ă  d esp re  a s tro la b iu  şi care  c u p rin d e  ta b e le  în tre g i cu  c ifre  a ra b e ) . De altfel, cifrele 
a rabe  au fost accep ta te  fo a rte  greu şi în apus. Deşi aceste cifre figurează deja  pe c îteva  m a n u 
scrise din secolul X II, iar la  1202 apare  celebra lucrare  a lui L eonardo de Pisa, to tu ş i ele au p ă 
tru n s  în p ă tu rile  mai largi m u lt m ai tîrz iu . Chiar după  a p ariţia  cărţii lui Leonardo, tim p  de trei 
secole, cifrele rom ane au răm as dom inante.

T erm inologia a ritm etică  d in  sec. X V ,—X V I a fost, în general, la tinească  în to a te  ţă rile  
E uropei. Aceşti term eni la tin eş ti s ín t p re lu a ţi în  bu n ă  p a rte  şi iu  aritm etic ile  scrise în d iferite  
lim bi naţionale . A ceastă s itu a ţie  se consta tă  şi în  a ritm etica  lui Géresi.

A ritm etic ile  au  ju c a t un  rol foarte  im p o rta n t în  sec. XV  —X V I. Ele au p u tu t  in fluen ţa , 
d irec t sau indirect, şi a ritm etica  lui Géresi. De aceia am  în tocm it lis ta  lor cit mai com pletă. 
N e-am  op rit şi la  m anuscrisele a ritm etice  ruse contem porane. Ani v o rb it ch iar şi despre 
aritm etic ile  arabe şi chineze.

P en tru  a lăm uri condiţiile  în tre  care a a p ă ru t a ritm etica  lui Géresi, am  fost nevoiţi să v o r
b im  şi despre dezvoltarea  econom ică, socială şi cu ltu ra lă  a T ransilvan ie i. Am  ex p u s pe  scu rt 
şi istoricul şcolilor d in  T ransilvan ia , m ai ales istoricul şcolii d in  B aia Mare, n u m ită  Schola  R i- 
vu lina , după  denum irea la tin ă  m edievală a  oraşulu i, R ivu lus D om inarum . A ceastă  şcoală, în 
care a fost scrisă a ritm etica  s tu d ia tă , a fost în fiin ţa tă  în 1547, deodată  cu in tro d u cerea  reform ei 
religioase, după  m odelul şcolii d in  ăV ittenberg, în  a rh iva  şcolii s-au p ă s tra t şi legile şcolare 
(cea m ai veche provine din anul 1651) şi cinci cataloage ale b ibliotecii şcolare (cel m ai vechi 
provine d in  anu l 1669).

S tud iind  condiţiile în tre  care a a p ă ru t a ritm etica  lui Géresi, putem  explica nivelul şi lip 
surile ei.

АРИФМЕТИКА ШТЕФАНА ГЕРЕШИ 
(P e з ю м e )

Р у к о п и сь  Гереши сравнивается, глава с главой, с первыми арифметиками, напе
чатанными у нас, а также с б о л е е  важными арифметиками за рубежом с точки зрения 
использован той терминологии, техники вычислений и структуры работы. Эта ариф 
м етика представляет явную аналогию с большинством современных арифметик, что 
касается научного уровня, способов вычислений, терминологии и введенной в 
ней методологии.

Из работы вытекает, что су шествует тесная связь между появлением первых ариф
метик, напечатанных у нас и рукописью Гереши. Установленные факты приводят 
к выводу, что эти арифметики б ы л и  выработаны в различных протестантских школах, 
воспитателями. Первоначальные формулировки были подвергнуты различным изме
нениям в руках воспитателей, и таким образом появились указанные арифметики.
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На основе замечаний из рукописи, введенных позже, можно следить за переме
щением рукописи, которая находилась в руках многих воспитателей, а в 1726 г. попала 
в руки одного воспитателя из Тыргу-Муреш.

Рассмотренная арифметика позволяет взглянуть на преподавание математики 
у нас в начале XVII века. Она является важным документом истории математики 
в нашей стране.

/ / р и м ш е н и я

В приложениях рассмотрены те глубокие изменения, которые произошли в 
преподавании математики в Европе в XVI — XVII веках.

Излагается история вычислений, история четырех арифметических операций, 
проникновение арабских чисел и новых методов вычислений на территорию РНР. 
Дана история арифметической терминологии. Приведен список арифметик, которые 
появились раньше, включая арабские и китайские арифметики, а также русские 
рукописи по арифметике. Коротко показывается экономическое, социальное м куль
турное развитие Трансильванни, а также история трансильванских школ, особенно 
история школы из Бая .Маре.

L'ARITH.M KTIQUK TiTÎTIHNNK GKKKSI (И)

(R é s n ni é)

L ’au teu r com pare chap itre  p a r chap itre  le m anuscrit de Géresi avec les prem ières a r ith 
m étiques im prim ées chez nous ainsi q u ’avec les plus im p o rtan tes  de l ’é tranger, sous le rap p o rt 
de la  term inologie em ployée, de la technique des calculs e t de la  s tru c tu re  de l ’ouvrage. C ette  
a rith m étiq u e  présente  des analogies frappan tes avec la p lu p a rt des a rith m étiq u es contem poraines 
re la tiv em en t au n iveau scientifique, aux procédés de calcul, à la term inologie e t à la  m éthode 
adoptées.

I /é tu d e  de cet ouvrage perm et de dégager la re la tio n  é tro ite  e x is ta n t en tre  l ’ap p aritio n  
des prem ières a rithm étiques im prim ées chez nous e t le m anuscrit de Géresi. I.es co n sta ta tio n s 
effectuées lég itim ent la  conclusion que ces a rith m étiq u es on t été  é laborées d an s les diverses 
écoles p ro tes tan tes  pa r des ,,p récep teu rs"  (praeceptores). Les fo rm ulations in itia les o n t subi 
d ifférentes m odifications de la m ain des p récep teurs e t  c’e st ainsi q u ’o n t p a ru  les a rith m étiq u es 
en question. Géresi, l ’au teu r de n o ire  m anuscrit, a  dû  être  un  de ces précepteurs.

Les an no ta tions in tro d u ites  u lté rieu rem en t dans le m anuscrit p e rm e tte n t de suivre ses 
pérégrinations : c ’est ainsi q u ’il a été  en la possession de p lusieurs précepteurs, a v an t de passer 
en 1726 aux m ains d ’un p récep teur de Tg. Jfureş.

L ’a rith m étiq u e  étudiée nous offre la possibilité d ’effectuer un sondage dans l ’enseignem ent 
m athém atique  en T ransy lvan ie  au débu t du X V IL e  s. C’est un docum ent de v a leu r sur l ’h is
to ire  des m athém atiques dans notre pays.

I ppt'm lirr

Un appendice à l ’article  m ontre les tran sfo rm atio n s profondes qui e u ren t lieu au X Y Il-e  s. 
dans l'enseignem ent m athém atique  en Ivurope. Ou expose l 'h is to riq u e  des calculs, des q u a tre  
opérations a rithm étiques, la  pénétra tio n  des chiffres arabes e t des n ouveaux  calculs su r le te rr i
toire  de l ’actuelle R .P .R . On donne aussi l ’h isto rique  de la  term inologie arithm étique , ainsi 
q u ’une liste des a rith m étiq u es parues an térieu rem en t, y  com pris les aritlim éth iques arabes e t chi
noises, e t celle des m anuscrits d ’a rithm étiques russes du  tem ps. On m ontre  enfin b rièvem ent le 
développem ent économ ique, social e t cu lturel de la T ransy lvan ie , o u tre  l ’h isto rique  des écoles 
transy lvaines, spécialem ent de l ’école de Baia-VIare.
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I .  R E P R E Z E N T A R E A  CANONICĂ A IJNUÍ C lM P V EC TO R I VГ,.

1. R ep rezen ta rea  lu i Clebsch.

Se ştie că o formă Pfaff în trei variabile xv x2, xs se poate pune sub 
urm ătoarea formă canonică [6 ] :

n, Saş - S/ +  g8h

unde av a.,, a3 şi / ,  g, h sínt funcţiuni de xlt x.2, x3 şi eventual de un para
m etru t.

Fie V —  v { x v  x 2, A'3 , t) o funcţie vectorială definită pe un anum it dome
niu D al spaţiului euclidian tridim ensional fizic, iar v v  v 2, v s  componentele 
vectorului V faţă de axele triedrului cartezian triortogonrd faţă de care 
s-au definit coordonatele v,, x», х.л.

Notînd cu 8r o deplasare v irtuală infinitezim ală ale cărei proiecţii pe 
axele triedrului considerat sínt Svj, Sac, $ х г , este vizitiii că produsul scalar*

V • Sr — v{ Sag
este o formă Pfaff în variabilele _v,, ,v2, v:!. Conform celor precizate la înce
putul acestui paragraf, există trei funcţiuni d e  variabilele xlt x2, x3 şi t ,  
fie ele о, ф, / ,  aşa fel ca

V ■ S r  —  S 9  4 -  ф/ S ' /

<Iricare ar fi funcţia F F(x1, x.,, x:i. f) putem  scrie 

S F = F,Hxi -  v / : • Sr, Fi = S-

" S-a făcu t convenţia  ca indicele re p e ta t în tr-u n  m onom  ori do cite ori aceasta  nu  duce 
la candizii. este un  indice do sum are  re la tiv  la valorile  1/2,d-

(j Huhcş -Bolyai :  M a ih e m a tic a -P h y s ic a  2/1963
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unde s-а pus
a .

V = ^ ’*
íj, i2, i3 fiind versorii axelor ()х}, Ox2, Охя. Deci :

v ■ Sr =  (y9 ф Vx) ' ^r
de unde

(v — у© —- ф у-/) ■ Sr =  0

Cum însă deplasarea ár este arb itrară  în spaţiu  şi independentă de pa ra 
m etrul t, adică , Sx2, Sx3 sínt funcţiuni de .v,, ,v2, x:} independente, re
zultă

v — Y9 — фу/. =  "
Deci, pentru  orice cîmp vectorial v =  v(xv x2, хя, t) există totdeauna 

tre i funcţiuni <p, ф, 1  de xv x2, хя şi eventual t aşa fel ca acest cîmp să se 
reprezinte sub forma

v =  V9 +  ФУХ (1 )
Această reprezentare se întîlneşte pentru prim a dată  la C l e b s c h  [2], 

fap t pentru care ea a fost num ită [1,5], reprezentarea lui Clebsch. C l e b s c h  
a ajuns la reprezentarea (1 ) într-un cadru particular, v reprezentînd 
cîmpul vitezelor în tr-un fluid, iar consideraţiile pe care le-a efectuat fiind 
specifice mecanicii fluidelor. Modul prin care noi am ajuns la reprezentarea 
(1 ) a lui C l e b s c h  a ra tă  că această reprezentare este foarte generală 
ea putîndu-se da oricărui cîmp vectorial definit într un domeniu D trid i
mensional indiferent de natura cîmpului vectorial considerat.

Reprezentarea (1) a lui С 1 e b s c h, analog cu formele Pfaff, se poate 
aduce mai. departe la una din următoarele forme canonice :

I. v -= y?

II. ?' =  ф-Г/. (1')

I II . v =  Y9 -г ф -у/.
şi numai la una din aceste trei forme canonice. în  felul acesta în spaţiul
tridim ensional fizic avem trei tipuri canonice distincte de cîmpuri vecto
riale, tipu l unui cîmp vectorial fiind caracterizat în mod unic de una din 
reprezentările canonice (1 ') şi num ai de o singură reprezentare (!').

2. R ecunoaşterea  tip u lu i canonic al u nu i cîiup vectoria l.

Vom da cîteva criterii imediate pentru determ inarea tipului canonic 
al unui cîmp vectorial v.

T e o r e m a  1 . O condiţie necesară şi suficientă pentru ca un cimp 
vectorial v să fie într-un domeniu D de tipul canonic I este ca în orice punct 
al domeniului D să fie îndeplinită condiţia

rot  v =  0 (2 )
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Această teoremă este im ediată. Ea afirmă că orice cîmp vectorial de 
tipul canonic I este un cîmp irotaţional.

T e o r e m a  2. 0  condiţie necesară şi suficientă ca un cîmp vectorial v 
să fie intr-un domeniu D de tipul canonic II  este ca peste tot în D să fie înde
plinite condiţiile

rot v zfiú  şi rot v ■ v =  0 (3)

Această teoremă afirmă deci, că orice cîmp vectorial de tipul canonic 
I I  este un cîmp rotational pentru  care avem ortogonalitatea în orice punct 
al lui D a vectorilor v şi ro t v. Dacă în particular v reprezintă cîmpul vite
zelor într-un fluid, acest cîmp este de tipu l canonic I I  dacă şi num ai dacă 
mişcarea fluidului este rotaţională şi avem ortogonalitatea liniilor de curent 
pe liniile de vîrtej.

Pentru dem onstraţie, dacă v este un cîmp rectorial de tipul canonic 
I I  avînd

V =  ф у / şi rot v  — уф X у у. 

condiţia de ortogonalitate

rot v • v — ü

se verifică imediat.
Reciproc, să presupunem că avem asigurate în I) condiţiile (3). Am 

văzut că orice cîmp vectorial v se poate reprezenta sub forma canonică

v =  yX A [Ayv (4)
unde X, [a, v sínt funcţiuni de xv x9, x3 şi t. Vizibil

astfel că
rot v  —  yij. X  y  v

rotw-D = (yjx X  y X ) - y X .

Deci, condiţia de ortogonalitate între v şi ro t v atrage că în orice punct al 
domeniului D avem

3 ( X ,  IA. v i  

d ( xv  .r. ,,  . / , )

ceea ce înseamnă că între funcţiile X, a, v există în I) o relaţie de depen
denţă funcţională de tipul

/' ( X ,  ia, v) = 0 .  (5)

Cum admitem că rot v ф 0 în orice punct din I), urmează că în D 
între funcţiile a şi v nu poate exista o relaţie de dependenţă funcţională 
de tipul

/( |A , Vl - -  I). o
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Rezultă că în D avem  neapărat — ф О  ceea ce atrage că relaţia (5) se
3 X

poate  rezolva în raport cu X, obţinînd pe X ca funcţie de ţi şi v :

X =  X(ţA, v).

Reprezentarea (4) a vectorului v se va scrie atunci

Considerînd atunci forma Pfaff

v • §r =  —  Su +  ( +  a j S v,
3|i 13v '

această formă Pfaff fiind relativ la două variabile independente u şi v ea 
se poate pune mai departe sub forma canonică

v • Sr =  ф • 8y

unde ф şi у  sínt funcţiuni de g şi v. Relaţiile diferenţiale între funcţiile 
ф, у şi ţr, v sínt evident

ф iX =  Ü  +  ^
3 t*  Э[Л 3 v  3 v

Analog ca mai înainte, rezultă că vectorul v se poate pune sub forma 
canonică

v =  Ф • V/.

şi deci, v este un cîmp vectorial de tipul canonic II.
Teorema este complet dem onstrată.
T E O R E M A  3. O condiţie necesară şi suficientă pentru ca un cîmp vecto

rial v să fie într-un domeniu D de tipul canonic I I I  este ca

rot v ■ v ф  0 (6)
feste tot în D.

în  adevăr, conform teorem elor precedente relaţia  (6) afirm ă că v nu 
poate fi de tipurile canonice I  sau II. Cum în spaţiu l euclidian tridim en
sional fizic nu pot exista decît tre i tipuri canonice distincte, I, I I  şi III, 
de cîmpuri vectoriale urmează că v este neaparat de tipu l canonic III .

Dacă ţinem  cont că orice cîmpul vectorial v se poate pune sub forma (1) 
d a tă  de C l e b s c h ,  aceste tre i teorem e se pot transpune şi sub urm ătoa
rele forme echivalente:

T E O R E M A  1’. O condiţie necesară şi suficientă pentru ca un cîmp 
vectorial v să fie într-un domeniu D de tipul canonic I este ca în repre
zentarea (1) a lui Clebsch între funcţiile ф şi у să existe o relaţie de forma

î (Ф. X) =  0 (7)
peste tot în D.
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T e o r e m a  2'. 0  condiţie necesară şi suficientă ca un cîmp vectorial 
V să fie într-un domeniu D de tipul canonic II este ca în reprezentarea (1) 
a  lui Clebsch între funcţiile ф şi у să nu existe în D o relaţie de depen
denţă funţională de tipul (7), dar să existe în D o relaţie de dependenţă 
funcţională de forma

Р(9.Ф.Х)=<> (8)
între funcţiile cp, ф, x-

T e o r e m a  3'. O condiţie necesară şi suficientă ca un cîmp vectorial v 
s ă  fie  într-un domeniu D de tipul canonic III este ca între funcţiile <p, ф 
şi у ce apar în reprezentarea (1) a lui Clebsch să nu existe în D nici o relaţie 
de dependenţă funcţională de tipul (S).

3. G radul de  a rb itra r  al rep rezen tă rii lu i Clebsch.

Ca şi în cazul formelor Pfaff, reprezentarea unui cîmp vectorial v sub 
forma (1) da tă  de С 1 e b s c h  nu este unică. Pentru  aceasta este suficient 
să observăm că reprezentarea (1 ) se mai scrie şi sub forma

v  =  V(<P +  Фх) — Х^Ф
Să vedem atunci, care este gradul de arb itrar în definirea funcţiilor 

«p, ф, X în reprezentarea (1) a lui С 1 e b s c h.
Dacă cp, ф, X şi Ф, T'“, X  sínt două term e de funcţii ce asigură reprezen

tarea  lui C l e b s c h  a unui cîmp vectorial v, adică

v =  \ 7cp +  фух ~
ecuaţiile diferenţiale ce leagă funcţiile cp, ф, y de funcţiile Ф, Y, X  sínt

de unde 

sau

4 -  ф _S*. Sxi ал.
ДФ

д л ,

е л

ад-,- (i = 1,

So - f  ф8у = 8Ф +  TSX,  

ф8 у — У SX 8Ф*, cu Ф* Ф - -р (»)
Se observă astfel că transform area de trecere de la funcţiile ф şi x 

la funcţiile T  şi Ateste o transformare canonică în sensul utilizat în mecanica 
analitică [8 ].

De asemenea putem  vedea care este gradul de arb itrar în definirea 
funcţiilor 9 , ф şi у în fiecare din reprezentările canonice (1 ') ce caracteri
zează tipul canonic al cîmpului vectorial respectiv.

Astfel, în cazul tipului canonic I, funcţia o este unic determ inată ab
stracţie făcînd de o constantă aditivă arb itrară , anume

ф =  9 -j- c.

în  cazul tipului canonic I I , dacă ф, x şi T \ X  sínt două perechi de func
ţii care asigură reprezentarea canonică (!'), în acest caz, gradul de arbi-
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tra r  al funcţiilor ф, y este determ inat de relaţiile

Т  =  ф -/'(Х), X = / ( y J .
în  cazul tipului canonic I I I , funcţiile <p, ф, у fiind independente să 

presupunem  că Ф, Y, X  sínt funcţiuni de <p, ф, у. în tre  funcţiile Ф, Y, X  

avem  relaţiile

-[ Y  S  ̂ — 1 -lî- _l Y  =  О -I- Y  — à
£ф Зф дф <9ф ду

Elim inînd funcţia Ф între aceste ecuaţii, obţinem

( 10)

» (Г .Х )  =  0  J Y F A l  =  0  9Ç ¥,X)
д(<р, Ф) ’ x) ’ д(ф. x)

Din aceste ecuaţii rezultă că funcţiile Y  şi X  sínt independente de 
funcţia <p, adică

şi în plus că
Y  = Y № . у.), Х  =  Х(ф, x)

Д(Ф.л-) _  t
^(Ф- x)

( 11)

( 12)

Deci, una din funcţiile (11) se poate lua arbitrară, cealaltă funcţie şi 
funcţia Ф determinîndu-se din ecuaţia (12), respectiv una din ecuaţiile 
(10). Deci, şi îu cazul acesta gradul de arb itrar al funcţiilor 9 , ф, /  este 
determ inat.

I I .  E C U A Ţ IIL E  3)E M IŞCARE A L E  F L U ID E L O R  P E R F E C T E  B A R O TR O PE.

4. F u n c ţiile  de v îrte j.

Să presupunem  că v reprezintă cîmpul vitezelor particolelor fluide situ 
ate la un moment da t într-un anum it domeniu D al spaţiului. în  baza 
celor prezentate în capitolul precedent, cîmpul v se poate reprezenta sub 
forma

î' Vr • YY/.- i1)
Cîmpurile de viteze de tipul canonic I  corespund unor mişcări fluide 

irotaţionale (rot v =  0). În truc ît aceste mişcări sínt suficient de cunoscute 
în literatu ra  clasică de specialitate ne vom mărgini doar la mişcările fluide 
rotaţionale (rot v ф  0). Deci, vom avea în vedere cîmpurile de viteze de 
tipurile canonice Î I  sau III .

Cîmpul de v îrtejuri în aceste cazuri se reprezintă sub forma

rot v =  уф X yx- (13)
Am intim  că la un moment t dat, suprafeţele avînd proprietatea că în 

orice punct al lor vectorul turbion ro t v este s itua t în planul tangen t la 
suprafaţă, se numesc suprafeţe de vîrtej. De asemenea la un m oment t d a t,
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curbele avînd proprietatea că în orice punct al lor vectorul ro t v este tan 
gent la curbă, se numesc linii de virtej. Se ştie că suprafeţele şi liniile de 
v îrtej se conservă în timp.

Din reprezentarea (13) rezultă că la un moment t fixat, suprafeţele

ф(*!, x2, x3, t) := corist, şi x(*n x2, хя, t) — const. (1 1 )

sín t nişte suprafeţe de vîrtej, intersecţia lor definind o linie de vîrtej. Se 
observă că la momentul t considerat, oricare ar fi funcţia / (  ф, / ,  t) odată 
cu suprafeţele de vîrtej (1 1 ) şi suprafaţa

/ ( Ф(-V1 ’ -*2> X3, t), /(.V,, л2, хя, t), t) — const. (11 )
este deasemenea o suprafaţă de vîrtej. Oricare ar fi funcţia / ( ф, у, t) supra
faţa (1 1 ') conţine la m omentul t linia de vîrtej definită de suprafeţele (1 1 ).

Kste natural deci, ca funcţiile ф şi у precum şi orice funcţie de tipul 
/  /(ф, y t f) să se numească funcţie de virtej.

ô. K cuaţiile  di* m işcare sub form a canonica a lui S tu a rt.

Ecuaţia de mişcare a lui Helmholtz în cazul unui fluid perfect baro- 
trop  si în prezenţa unor forţe de masă conservative are forma

TÍ- rnt -• * -= v/ ' .  1> - = U - \ dj - ± V *  (15)
unde Г este modulul vitezei particulei fluide, p densitatea fluidului, p  
presiunea sa, iar U funcţiunea de forţă a forţelor de m asă în punctul de 
coordonate xJt %, хя şi la momentul /.

Să vedem ce devine această ecuaţie (15) dacă considerăm  funcţiile 
9 , ф, у introduse de reprezentarea (1 ) a lui C l e b s c h .  

în baza lui (13) avem
rut 7’ X  7' --- (\ V X V7.) X v :z-- V / • (уф ■ v) — V 'M vZ-î')

sau  încă

căci am ţin u t seamă de legătura între derivata to ta lă  în raport cu tim pul 
t a funcţiilor ф şi у şi derivata lor parţială  în raport cu t :

<гф
(It

д ф 
dt X- V V  • V si ■= Üï

dt dt VX • V.

Apoi, conform cu (1.) avînd
Sv
St

д ф
dt

ecuaţia  (15) a lui H e l m h o l t z  conduce la
Зф

у Д Х |  I

лat V /X
_<h.
ât V Ф =  v /;'
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a u
(8<p , I 8-/

V --  -t- Ф —
\ S t  St

C onsiderînd atunci funcţia

H =

adică

Я Эф
di

ultim a ecuaţie se transcrie

+  ф íx  /.
Bt Bt

(16)

£_X . a  1 y 2  f d?_ и
Pt 2 "Г J p

(1.6 ')

. rfx .
л  v / -

(.17)V # =

Această ecuaţie afirmă că funcţia Я  depinde de xs 
term ediul funcţiilor de vîrtej ф şi у şi al lui t :

H =  Щ ф, 7,  t).

xs şi t prin in

a s )
Deci, funcţia Я  este o funcţie de vîrtej. în  acelaşi tim p din (17) rezultă 
ecuaţiile

дн =  Ъ  si ™  ^  __ £* (19)
ölj) dt Sy dl

care se aseam ănă perfect cu ecuaţiile canonice ale lui H a m 1 11 o n din 
mecanica analitică a sistemelor de puncte materiale.

Ecuaţiile (19) au fost găsite prin consideraţii analoage de către T. 
S t u a r t  [7, 5] fap t pentru  care le vom numi ecuaţiile lui Stuart.

Să evaluăm derivata to ta lă  a funcţiei H în raport cu tim pul t. Cum
. / / /  _  P H  ,/y , <9я  .r, _j P H

dt <9ф t i !  Py dl dl

în baza ecuaţiilor canonice (19) rezultă că
d H  PH

(20)dt Pt

ceea ce întregeşte asem ănarea funcţiei H  cu funcţia lui H a m i l t o n  din 
m ecanica analitică.

Dacă în particular, Я  nu depinde explicit de timpul t, adică H  =  
— Я(ф, 7 ), din ecuaţia (2 0 ) rezultă

II - const. (2 1 )

obţinînd astfel o integrală prim ă a ecuaţiilor de mişcare.
Independenţa în mod explicit a lui Я  de tim pul t se pune im ediat în 

evidenţă în cazul mişcărilor perm anente. în  acest caz, funcţia II redu- 
cîndu-se la H  =  —В — E, adică la energia particulelor pe unitatea de masă, 
ecuaţia (2 1 ) se înlocuieşte cut

(21.')B  t const.
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în  cazul mişcărilor perm anente, din (21) citim că H, deci şi B, este o 
funcţiune de curent [31. Cum însă H  este şi o funcţiune de v îrtej, suprafe
ţele (21') nu sín t altele decît cunoscutele suprafeţe Bernoulli-Vâlcovici [9].

Din punct de vedere m atem atic se pot considera şi cazurile în care 
H nu depinde explicit de una, sau cealaltă, sau niciuna din funcţiile ф 
sau / .

Astfel, dacă H  nu depinde explicit de ф, anume H  =  H(%, t) din prim a 
ecuaţie (19), rezultă integrala prim ă :

Deci, particulele fluide alunecă pe suprafeţele variabile (22) ceea ce în
seam nă că suprafeţele (22) sínt nişte suprafeţe de mişcare [3]. Pe de altă 
parte suprafeţele (22) sínt la orice moment t nişte suprafeţe de vîrtej. Am 
pus astfel în evidenţă un tip  de suprafeţe care se înrudesc oarecum în cazul 
mişcărilor neperm anente cu suprafeţele Bernoulli-'Vâlcovici din cazul miş
cărilor perm anente.

Din cealaltă ecuaţie (19) rezultă

Analog, în cazul cînd H nu depinde explicit de x> mişcarea se efectu
ează pe familia de suprafeţe

care sîn t de asemenea nişte suprafeţe de mişcare iar la orice m om ent t da t 
dau o familie de suprafeţe de vîrtej.

Dacă H  nu depinde nici de ф nici de y, adică H  == H(t), ecuaţiile ca
nonice (39) conduc la integralele prime

astfel că mişcarea fluidelor se efectuează pe familia curbelor definite de 
aceste suprafeţe (23), aceste curbe în general fiind mobile şi deformabile 
în tim p. Cum ecuaţiile (23) caracterizează la un m oment da t t şi familia 
liniilor de vîrtej ale mişcării, curbele (23) pe care sín t obligate să răm înă 
moleculele de fluid sínt la orice m om ent t tangente liniilor de vîrtej ale 
mişcării, punctul de tangenţă fiind dat de poziţia la acel moment a p a rti
culei considerate.

6. E cu a ţiile  lui Lagrange.

Keuaţia (17) se mai scrie şi sub forma

y(iVj, -Vj, /) - — const. (22 )

Ф (Vj, x2, .V.j, t) =  const.

Ф(а-], хг, Х.л , t) —■ const. şi x(xv x 2> X Z> 0 — const. (23)
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Vom pune
L  =  ф % — H,

dt

adică
/. =  ф ( й

\ d t

Observînd că

<5уЛ_______ 1_ y i __Г d p

S t )  S t  2 J  р
+  и.

F2 =  ytp • V  +  iK v/ ■ v )

avem

1 dt S t

<Э<р__ 1 у..
S t  2

f ?  4 -  1  F  
rfí ' 2

şi deci expresia funcţiunii I. devine

I = + u.
ăl 2 J p

Conform notaţiei (21) ecuaţia (17') se transcrie
Ţ (1ф , I dy

V L  =  — VZ +  V • V-
dt . ăl

Dacă notăm  pentru  prescurtare

(24)

(2 1 ')

(25)

ecuaţia  (25) atrage că L este o funcţie care depinde de .v1( x2, 
interm ediul funcţiilor x> ÿ  şi eventual t

L  =  Ч ъ  X, t)
.şi îu plus sínt îndeplinite ecuaţiile

3L
=  Ф şi

SL

«* =  Ф.

şi t prin

(26)

(27)

Expresiile (21) şi (26) ale funcţiei L precum şi ecuaţiile (27) perm it 
a spune că funcţia L este analogul funcţiei lui Lagrange din mecanica ana
litică. Pe ecuaţiile (27) se citeşte că funcţia y corespunde unei coordonate 
generalizate (lagrangiene) iar ф unui impuls generalizat.

Ivliminînd funcţia ф între ecuaţiile (27) obţinem
S L

SV
(28)

ecuaţie care corespunde ecuaţiilor lui Lagrange din mecanica analitică 
relativ la funcţia y considerată ca coordonată lagrangiană.

7. P rinc ip iu l v a ria ţio n a l al lui H am ilton .

Alura ecuaţiei (28) pe care o satisface funcţia L permite intuirea unui 
principiu variaţional care să corespundă principiului lui H am ilton din 
m ecanica analitică.
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Vom ară ta  în acest sens că ecuaţia (28) este o condiţie  necesară şi sufi
cientă ca funcţionala

să fie staţionară.
în  adevăr, să presupunem  că L =  L(x, X, t), y =  XÍxi> x2> хз> 0 şi 

X,  - (i =  1, 2, 3) sínt funcţiuni de clasă C2 în raport cu variabilele 
corespunzătoare. Cum y este derivata to ta lă  a funcţiei de vîrtej у în raport 
cu tim pul t, expresia lagrangianului L  se scrie

Curbele Г0 ale acestei familii de curbe Г ce extrem ează funcţionala 
ţ29) sínt date. de sistemul de ecuaţii ale lui Euler-Engrange :

(29)
h

(30)

Să considerăm familia curbelor

Г : Xi ---- Xi{t), (i =  1, 2, 3) 
ce satisfac urm ătoarelor condiţii la lim ită naturale

Din (30) avem însă
<5Z» _ dL
3*i Sx <4

ultim a din aceste expresii puuîndu-se evident sub forma
BL =  BL 9X 3L d Î BX )

Sxi ~  axi 4  va*J
BL

Ecuaţiile (32) vor deveni atunci
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Ori cum x(*u x2’ xs< t) =  const, este la orice m oment t o suprafaţă de 
vîrtej, înseamnă că funcţia 7 depinde explicit de xv  x2> x-, şi prin urm are 
ea nu poate fi de tipu l 7  =  x(t). De altfel, aceasta nu se poate şi din mo
tivul că avem în studiu  cîmpurile de viteze de tipurile canonice I I  sau
I I I . Din ecuaţia (33) va rezulta neapărat

— I
dt[exl

adică tocmai ecuaţia (28).
Reciproc, dacă ecuaţia (28) este satisfăcută, atunci avem verificate 

ecuaţiile (33) şi deci şi ecuaţiile (32) ale lui Euler-Eagrange.
Se observă că condiţiile la lim ită naturale (31) impuse curbelor Г 

se transcriu  sub forma

( (31';

Aceste condiţii la lim ită naturale, împreună cu ecuaţia (28) perm it 
a considera integrala (29) ca o funcţională depinzînd de funcţia de v îrtej

7  =  x{xi, *2> хз> t) ■ Ч ХШ  =  3{г{хг, ■% xz)) 
ceea ce întregeşte caracterul de coordonată generalizată a tribu it funcţiei 7  

în  baza celei de a doua ecuaţii (27) condiţiile la lim ită naturale (31') 
se pot pune şi sub forma

dl

-5X
(31")

Se observă în plus că ecuaţiile (32) ce dau extremalele funcţionale 
(29) privite- ca depinzînd de curba Г, adică de x{ — x^t), (i =  1, 2, 3) 
sín t tocmai proiecţiile pe axele 0 x v 0 x 2, 0x3 ale ecuaţiei fundam entale a 
mecanicii fluidelor perfecte.

în  adevăr, funcţionala (29) se mai scrie

J(x,(t)) Ж  : т‘> Н т +Ж
sau încă

Д  *<№)
r2
j ( l  V-2 -- Uj dt  +  [l*(xu t) - 9 (Xi, t)l i's (29')

S-a no ta t l*(xit t) =  l(7 (v1, x2, .v3, /), t). Ecuaţiile Euler-Eagrange pen tru  
această funcţională (29') sínt

=  0
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în trucît s-a ţin u t cont cä V2 =  iar w,: == Xi, (i — 1, 2, 3). Am obţinut 
astfel ecuaţiile de mişcare ale fluidelor perfecte prin aplicarea unui prin
cipiu variational :

dU
a4

i  ££.
P 5xi ( * =  1, 2, 3)

•ecuaţii care concentrat se scriu sub forma cunoscută

a =  \ - Г ---- - у p

(34)

(34')

Condiţiile la lim ită naturale în baza cărora pot
sínt

fi scrise ecuaţiile (34)

.sau încă

(фЗ/ А Ш) || =  0
'ii

(35)

căci am ţin u t cont că r =  v şi avem reprezentarea (1 ) a lui Clebsch.
Aşa dar, ecuaţiile lui Euler-Lagrange pen tru  funcţionala (29') în raport 

cu funcţiile Xi =  xft),  (i =  1, 2, 3) dau tocm ai ecuaţiile de mişcare (34) 
ale unei particole fluide în intervalul de tim p (7,, if2]. în  concluzie, pentru 
o particulă fluidă dată, dintre toate curbele Г ce satisfac condiţiilor la limită 
naturale [35) traeictoria particulei este curba Г(| ce extremează funcţionala (29').

Un caz particular al condiţiilor la lim ită naturale (31) este acela în care 
■extremităţile arcelor de curbă Г sínt fixe :

О, i  -  1, 2, 3).
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АНАЛИТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА СОВЕРШЕННЫХ БАРОТРОПНЫХ ФЛЮИДОВ
(Р е з ю м е)

Работа имеет в виду использование представления Клебша для трактовки урав
нений движения совершенных баротропных флюидов с аналитической точки зрения.

Таким образом, получаютса уравнения (19) Стюарта и уравнение (28), соответ
ствующие каноническим уравнениям Гамильтона, соответственно уравнениям Лагранжа 
из аналитической механики систем материальных точек.

Функция вихря X рассматривается, как координата Лагранжа, а функция вихря 
ф—как обобщенный импульс.

На основании уравнения 28) даётся вариационный принцип, являющийся анало
гичным принципу Гамильтона из аналитической механики.

LA M ÉCANIQUE AN ALYTIQUE D ES F L U ID E S  PA R FA IT S  B A R O TR O PES

(R é s Tl m  é)

1 / article  a pour o b je t d 'em ployer la  rep ré sen ta tio n  yl) 4e Clebsch afin  de  t r a i te r  d 'u n  
p o in t de vue analytique  les éq uations d u  m o u v em tn t des flu ides (parfa its  barotropes).

On o b tie n t ainsi les équ atio n s (19) de S tu a rt e t l 'é q u a tio n  (28) qui correspondent respec
tiv em en t aux  équations canoniques de H am ilton  et aux équations de L agrange des systèm es 
de p o in ts  m atérie ls , dans sa  M écanique an a ly tique .

La fonction  de to u rb illo n  (y) est in te rp ré té e  comme une  coordonnée lagrangienne, 
la  fonction  de to u rb illo n  (ф) comm e une  impulsie n  agénérlisée .

Sur la  base de  l 'é q u a tio n  (28) on  donne u n  principe  varia tio n n e l qui est l ’analogue du 
p rincipe  de H am ilto n  de la M écanique analy tique.



C ERCETĂ R I CU P R IV IR E  EA IN FLU EN ŢA  ULTRA,SUNETULUI 
ASUPRA GERM IN A ŢIEI SEM INŢELOR DE G R ÎU

de

D . v u s l A \ i >k h ,  j ; .  v e r e s s , \ .  a l b e

Studiul acţiunii ultrasunetului asupra diferitelor sisteme biologice 
a constituit şi constituie o nouă orientare a lucrărilor de biofizică, începînd 
cu sfârşitul deceniului al treilea din secolul al XX-lea.

E. N. H a r v e y  şi A. L- L o o m i s ['3 J au cercetat în 1928, efectul 
ultrasunetului asupra celulelor vegetale. Influenţa ultrasunetului asupra 
germ inaţiei şi creşterii plantelor a fost stud iată  în 1931 de N. G a i m e s .

Primele cercetări sistematice au fost efectuate în 1936 de către O. 
I s t o m i n a  şi E.  O s t r o v s  k i  3 . Ei au tra ta t  seminţe de cartofi 
şi mazăre cu ultrasunete de frecvenţă de 400 kHz şi au constatat stim u
larea, a tît în ceea ce priveşte germ inaţia cît şi creşterea plantelor. în  1948 
I. B e r e n t s  [3j constată că în urm a ultrasonării seminţelor de mazăre, 
la frecvenţa de 800 kHz, se accelerează procesul de germ inaţie. W. \Y. 
S c h w a b e  şi M. I. T h o r n l e y ,  au obţinut în 1950 acţiuni stim ulatoa
re ale ultrasunetului de frecvenţa 1 MHz asupra germinaţiei seminţelor 
secarei de toamnă. în  1951 O. A. K r o t o v a  [5] a stud ia t acelaş efect 
asupra seminţelor unor specii de legume, constatând stim ularea germinaţiei 
acestora. Despre aceste rezultate, K r o t o v a  afirmă c ă : „Folosirea 
ultrasunetelor, ca mijloc de pregătire a seminţelor înainte de sem ănat, 
m erită, să fie stud iată şi introdusă în practică” .

Cercetările lui E L .  R u b a u şi N. N. I) o 1 g o p o 1 o v \1 din, 
1952 s-au extins asupra plantelor leguminoase, a cerealelor şi a oleaginoa
selor. E i au pus în evidenţă im portante modificări fiziologice la aceste 
plante provenite din seminţe ultrasonate. în  acelaşi an I. N. B a r s u k o v  
şi K. M. Z a b a v s к a i a au stud ia t influenţa vibraţiilor sonore de frec
venţă ridicată asupra seminţelor diferitelor plante de cultură. E i au obţi
nu t efecte de stim ulare asem ănătoare celor produse de acţiunea ultrasu
netelor.

Cele mai im portante rezultate din acest domeniu, le prezintă în lite
ra tu ra  de specialitate din ultimii ani, cercetătorul sovietic I. E. Elpiner 
[4]. El a stud ia t efectele stim ulatoare ale acestor vibraţii asupra sémin-
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ţelor de porumb, cercetînd procesele fizico-diimice şi cele biochimice ce 
apar în s tructu ra  celulară în urm a acestor acţiuni, care constau în activarea 
proceselor enzimatice din straturile  superficiale ale celulelor şi în creşterea 
sensibilităţii lor faţă de anum ite substanţe biologic active.

La noi în ţa ră  de această problemă s-au ocupat acad. Bădărău şi prof. 
Lazányi.

E. В ă d ă r ă u şi G h. G l i i u r g e a  [l • au urm ărit influenţa u ltra 
sunetului asupra seminţelor de grîu şi au constatat o stim ulare a energiei 
germ inative şi a producţiei.

Colectivul A. E a z á n y  i, A. M á r k  i, G. C r ă c i u n şi Ş t .  K i s s  
[6 j au stud ia t suprapunerea acţiunii ultrasunetului şi a drojdiei de bere 
asupra germinării şi dezvoltării porumbului. Pe lîngă efectul de creştere 
a organelor vegetative, autorii au constatat că cele două efecte nu se însu
mează, acţiunea stim ulatoare a ultrasunetului în experienţele respective 
fiind chiar frînată.

în tr-o  altă serie de cercetări [3] mai mulţi autori trag  concluzii în 
sensul inexistenţei oricărei acţiuni a ultrasunetelor asupra germ inaţiei şi 
a creşterii plantelor. Astfel S t o c k  e b r a n d în 1952 afirmă, pe baza 
experienţelor sale efectuate asupra sfeclei de zahăr, că nu a obţinut nici 
un fel de efect nici în privinţa germinaţiei nici a creşterii plantelor. Con
cluzii identice trag  cercetătorii К o z a  (19,19), B e r c y  (1951) H a s k e l l  
şi S e l m á n  (1950), T o m  b e r  g şi alţii, 3 ' în ceea ce priveşte o serie 
de plante ca : porumbul, mazărea şi altele.

S-ar putaa ca aceste contradicţii să se explice prin condiţii diferite 
<le experim entare, care de exemplu în cazul unor intensităţi p re i mici, 
nu au p u tu t produce cavitaţia  în interiorul seminţelor.

Г  я  r  t  о а  V к j i e  r  i m  e  n  t  a  1 á  ş i  r e z u l t a t e l e .

în  cercetările noastre ue-am propus să urmărim influenţa tim pului 
de tra tare  a grîului asupra germinaţiei şi să stabilim  intervalul optim  de 
ultrasonarc. Am stud ia t acest efect pe seminţe uscate şi pe seminţe in tro 
duse în apă la soiul de grîu de prim ăvară, Marquis.

Am u tilizat un generator piezoelectric TESLA de frecvenţă 1 MHz, 
diam etrul cvarţului, aşezat în baie de ulei, fiind de 5 cm. în  toate expu
nerile seminţelor în cîmpul ultrasonor a fost m enţinută constantă puterea 
sonoră totală  de 80 W.

Seminţele, după ce au fost curăţite de im purităţi, au fost aşezate 
îutr-un vas de sticlă cu baza plană în care a avu t loc tra tarea  a tît  în stare 
uscată, cît şi în apă. Vasul cilindric a fost prevăzut în interior cu un inel 
cu diam etrul de -4 cm şi înălţim ea de 4 mm acoperit pe partea superioară 
cu o sită metalică, sub care se aşezau cite 50 seminţe, intr-nu singur s tra t, 
pe fundul vasului.

în  felul acesta toate seminţele au fost expuse într-un eîmp de aceeaşi 
intensitate, p m tru  diferite intervale de tim p. Vasul a fost aşezat deasupra 
cvarţului, la d istan ţa de -1,25 cm fiind introdus în baia de ulei.
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Ultrasonarea s-a efectuat în urm ătoarele condiţii de experimentare.
a) vSeminţe uscate expuse într-o gamă largă de intervale de tim p.
b) Seminţe uscate expuse numai în intervalele de stim ulare rezultate 

din datele de la punctul a.
c) Seminţe aşezate în apă, ultrasonate în intervale de stimulare.
d) Seminţe îm bibate tim p de 2 ore cu apă, apoi ultrasonate în apă, 

to t în domeniile de stimulare.
în  cele -1 serii de experienţe au fost tra ta te  18 800 seminţe.
a) Au fost experim entate 11 diferite intervale de tim p între 30 secunde 

şi 25 minute, în comparaţie cu proba m artor, pentru  fiecare tra tîn d  cîte 
10 0  seminţe, deci în to tal 1 2  variante.

Im ediat după ultrasonare seminţele au fost aşezate pe hîrtie de filtru 
în germ inatoare, care au fost m enţinute la tem peratura camerei de apro
xim ativ 22 °C.

în  vederea stabilirii modificărilor biologice produse de ultrasunete 
asupra seminţelor de grîu, au fost fixaţi trei indici care perm it evaluări 
can tita tive  şi anume :

— energia germ inativă
— facultatea germ inativă, şi
— intensitatea de creştere a plantulelor.
Pentru  determ inarea energiei germinative, în ziua a doua şi a treia 

au fost num ărate de trei ori pe zi seminţele germ inate, la  orele 8 , 14 şi 2 0 . 
După aceea s-a trecut la stabilirea facultăţii germ inative la sfîrşitul in ter
valului de germinaţie. Toate aceste m ăsurători au fost efectuate, pentru 
com paraţie şi cu probe martor.

Pentru  a pune în evidenţă diferenţele dintre lungimile rădăcinilor 
plantulelor provenite din seminţe ultrasonate faţă  de cele ne tra ta te , în 
ziua a doua a germinaţiei au fost fotografiate seminţele încolţite (fig. 1 )

în  ziua a 0-a au fost tăia te  tulpinile şi s-au determ inat lungimile şi 
greutăţile lor, făcîndu-se media pentru  fiecare variantă.

Experienţele au fost repetate de 4 ori cu toate  cele 12 variante, în to ta l 
pe 4800 seminţe (inclusiv m artorul), rezultatele medii fiind prezentate în 
tabelul I.

Primele m ăsurători au indicat pentru  condiţiile cele mai bune de sti
mulare, valori ale tim pului de ultrasonare cuprinse între 30 secunde şi 
5 minute.

S-a mai observat o accentuare pronunţată  a capacităţii de îmbibarc 
a  seminţelor ultrasonate. De asemenea s-a pus în evidenţă faptul că durata  
scu rtă  de tra tare  stim ulează germ inaţia, pe cîud cea lungă duce la inhibiţii. 
Procesul de germinaţie devine mai lent, germinează mai puţine seminţe, 
unele pierzîndu-şi complet această capacitate, iar uneori ajungîndu-se chiar 
la m oartea seminţelor. Astfel seminţele inhibate ajung la o facultate germi
nativă inferioară m artorului.

Rezultatele acestea sínt reprezentate pe baza datelor din tabelul I, 
pe fig. 1 . Cele de mai sus se referă la seminţe tra ta te  în stare uscată care 
prezintă pînă la intervalul de 5 m inute domeniul de stim ulare iar peste 
5 minute cel de inhibiţie.

7 — Babeş—Bolyai:  Maiheraa ti ca-Plvysic a  2,1963
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Seminţele tra ta te  în funcţie de efect datorită  duratei le-am num it 
„stim ulate" respectiv „inhibate".

b) P en tru  explorarea mai precisă a tim pului optim am redus in ter
valul cercetat între valorile de 30 secunde şi 3 minute, lucrînd cu duratele 
de 30 secunde, 50 secunde, 1 m inut, 1 1/2 m inut, 2 minute, 3 minute.

Experienţele au. 
fost repetate de 10  ori 
pentru  cele 7 variante 
de mai sus (inclusiv 
martorul) cu cîte 10 0  
seminţe de variantă, 
deci în to ta l cu 7000 
seminţe.

Acţiunea stim u
latoare se manifestă 
în deosebi în primele 
zile, astfel la sem in
ţele stim ulate, valoa
rea energiei germ ina
tive a m artorului a 
fost depăşită deja în 
ziua a doua a germ i
nării. Cele mai bune 
rezultate au fost obţi
nute cu intervale de 
tra tare  de 50 secunde, 
la care s-a înregistrat 
o creştere în medie ce 
2 0 % a energiei germi
native.

Aceste diferenţe 
încep să scadă ajun- 
gînd de ordinul 2 3 % 
la facultatea germ ina
tivă. In schimb aici 
apare în mod pronun
ţa t  accelerarea creşte
rii părţilor vegetative, 
în special a tulpiuei.

c) Paralel cu experienţele de mai sus, au fost efectuate aceleaşi cerce
tări cu seminţe aşezate în apă, supuse astfel acţiunii cîmpului ultrasonor, 
în  condiţiile acestea au fost repetate experienţele de 10 ori cu 7 variante 
de cîte 100 seminţe, în total cu 7000 seminţe.

Rezultatele medii obţinute sínt reprezentate în tabelul II.
D upă cum se vede de aici, tra tam entu l în apă dă maximul de stim ulare 

pen tru  intervalul de 30 secunde. Energia germ inativă obţinută pentru  
această durată este. superioară celei corespunzătoare la tra tarea  uscată

i  P- 3 4 5  6  7  8 . 9 / 0  U  >2 / 5  U  /5 1 6  1 7  / 8 1 9 5 0  i

F  i g. 1. N um ăru l sem in ţe lo r germ inate  în fu ncţie  de tim p u l de 
u ltra se n a re  (pe cale uscata). 

n —- n u m ăru l sem in ţe lo r ge rm in ate . 
t t im p u l de  u ltra sc n a re  (în in im ité).
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cu intervalul de tim p optim de 50 secunde după cum se vede în graficele 
com parative a, b din fig. 2 .

d) Au fost urm ărite efectele stim ulatoare ale ultrasunetului asupra 
seminţelor aşezate în apă după o prealabilă îmbibare a acestora prin ţine
rea lor în apă tim p de 2 ore. Rezultatele obţinute în acest caz au depăşit

F i g .  2. N tim ăru l sem in ţe lo r g e rm in ate  în  fu n c ţie  de t im p u l de u ltra so n a re  
a — pe cale usca tă .6  — în  apă), 

и -- num ăru l sem in ţe lor g e rm in a te .
/ --- tim p u l de u ltra so n are  (în m inute).

valorile celor trei indici (energia germ inativă, facultatea germ inativă şi 
in tensitatea de creştere a plantulelor) a tît  în cazul tra tă rii uscate cît şi a 
celei în apă, dar fără o îmbibare anterioară.

O altă serie de m ăsurători biometrice au fost extinse referitor la influ
enţa tra tării seminţelor de grîu cu ultrasunete, asupra dezvoltării părţilor 
vegetative.
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S-a p u tu t constata o accelerare accentuată a creşterii rădăcinilor 
seminţelor altrasonate.

După cum se vede din fig. 0 lungimile rădăcinilor seminţelor ultra- 
sonate în apă tim p de 00 secunde ajung de două ori mai mari, decît cele 
ale martorului, la aceeaşi durată  de germinaţie. Se pot observa de ase-

i ie 3, P lan te le  m arto r, şi p lan te le  p ro ven ite  d in  sem inţe a ltra so n a te  la  2 zile. 
и - - M artor.
b - Ultrason it în u sca t tim p  de 50 secunde. 
c -- U ltrason  it în apă tim p  de 30 seeun le.

menea deosebirile lungimii rădăcinilor plantulelor provenite din seminţe 
tra ta te  tim p de o(l secunde pe cale uscată faţă de cele ale m artorului.

I’e lingă rezultatele de mai sus au mai fost m ăsurate intensitatea de 
creştere a tulpinei plantulelor prin determ inări ale lungimilor şi greutăţilor,

efectuate în ziua a 6-a de 
germinaţie. Valorile medii 
obţinute din aceste de ter
minări sínt cuprinse în t a 
belele I II  şi I Y şi reprezen
tate  în fig. I şi o.

Rezultatele a ra tă  o 
creştere accentuată a tî t  a 
lungimilor cit şi a g reu tă
ţilor plantulelor provenite 
din seminţe supuse acţiunii 
ultrasunetelor.

D i s c u ţ i i .

In terpretarea rezu lta
telor este destul de dificilă 
avînd în vedere că ac ţiu 
nea biologică a u ltrasune
telor este legată de procese 
iizieo-cliiimce complexe.

!•' i g. 4. G reu ta tea  tu lp in ilo r p lan te lo r p roven ite  d in  
sem in ţe  u ltra su n e te .

/>% -- c reşte rea  g re u tă ţi i  (in p rocen te).
/ -= tim p u l de u ltra so n n re  (in m inute).
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Elpiner consideră că ultrasunetul determ ină o „zdruncinare” a struc
turii submicrosccpice a membranelor celulare şi astfel accentuiază m eta
bolismul, Această acţiune cu caracter mecanic, după părerea lui Pim ar, 
prezintă un maxim în condiţiile de rezonanţă a seminţelor cu vibraţiile 
ultrasonore.

După constatările lui Elpiner, ultrasunetele stimulează procesele enzi- 
matice, dato rită  reacţiilor de oxidare.

Considerăm că acestea îşi găsesc explicaţia în fenomenul de eavitaţie 
care se produce în lichidul din celulele seminţelor, chiar neîm bibate, la 
in tensită ţi suficient de mari ale fascicolului ultrasonor.

Conform teoriilor microdescărcărilor electrice, emisă de fizicianul 
sovietic I. Frenkel, sarcinile electrice ce apar pe suprafaţa bulei de cavi- 
taţie , dau tensiuni ce duc la străpungerea electrică a bulei. In  consecinţă 
se produce ionizarea particulelor vecine şi apariţia de radiaţii ultraviolete 
care favorizează reacţiile de oxidare. Astfel devin explicabile rezultatele 
superioare obţinute pentru  seminţele tra ta te  după îmbibarea lor în apă şi 
anume a tît prin creşterea in tensităţii fascicolului, deci apariţia fenomenului 
de eavitaţie, cît şi prin favorizarea apariţiei acestui efect, datorită  creşterii 
mediului apos din interiorul celulelor.

în  cazul seminţelor neîmbibate, rezultatele inferioare se datoresc 
absorbţiei mari a ultrasunetului în zonele de gaze din interiorul seminţelor, 
precum şi a refracţiilor cauzate de diferenţele de densităţi, proprietate 
caracteristică structurii anatomice a seminţelor. Prin îmbibarea lor cu apă, 
impedanţele acustice specifice diferitelor s tra tu ri vor lua valori apropiate 
între ele, ceea ce va duce 
la micşorarea pierderilor 
de energie ultrasonoră, în 
propagare prin  seminţe.

Rezultatele referitoare 
la deosebirile dintre acţi
unile stim ulatoare ale u l
trasunetului în tra tarea  us
cată  şi umedă se explică 
prin scăderea absorbţiei ul
trasunetelor pe intervalul 
dintre v ibrator şi seminţe.
De fapt în primele expe
rienţe, seminţele fiind aşe
zate pe baza vasului, nu 
s-au p u tu t elimina s tra tu 
rile de aer dintre acestea 
şi vas dato rită  formei şi 
aşezării neregulate a semin
ţelor. Pa frecvenţa la care 
s-a lucrat, absorbţia fiind 
foarte mare în aer, in tro 
ducerea în apă a sem inţe
lor — numai pe durata t r a 

i l ' i g .  5. Ia ing im ea  tu lp in ilo r  p lan te lo r  p ro v en ite  d in  
sem in ţe  n ltra so n a te . 

l°o  — creşte rea  lungim ii (în p rocente). 
i ■ tim p u l de u ltra so n are  (în m inute).
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Tabelu l 1
G e r m i n a ţ i a  p e  z i l e  a  s e m i n ţ e l o r  u l t r a s o n a t e  î n  s t a r e  u s c a t ă

P r o c e n t u l  d e  g e r m i n a ţ i e

V
ar

ia
n

te
le

T
im

pu
l 

de
 u

lt
ra

- 
so

na
re

Z iu a l Z iua 2 Z iua 3 Z iua 4 

o ra  8

Z iua 5 Z iua  6 Z iua  7

o ra  8 o ra  8 o ra  14 ora  20 ora  8 ora  14 ora  20 ora  8 o ra  8 o ra  8

V! M artor 2 18 28 49 57 > 61 75 90 95 97 97v2 4 5 " 10 36 49 63 1 73 83 94 96 98 99
v 3 5 0 " 12 39 49 64 72 i  75 86 94 96 98 100v 4 1' 10 35 45 62 70 : 73 84 92 95 97 98
v4 l 1/ , ' 9 30 41 61 68 71 81 92 96 96 97
V6 2 ' 7 29 39 56 64 68 79 91 96 97 98
V 6 3 ' 7 25 36 54 62 65 75 91 94 96 97
V 5 ' 5 24 32 49 58 60 72 90 92 93 95
V 7 5 23 28 45 50 57 69 87 90 91 92
V10 10' 4 20 22 44 54 56 68 85 90 90 93
V „ 15' 2 18 20 38 52 55 66 84 88 91 92
VIS 20 ' 1 15 18 37 50 54 65 83 86 90 91

G e r m i n a ţ i a  p e  z i l e  a  s e m i n ţ e l o r  u l t r a s o i t u l c  iu  a p ă
Tabelul 2

P r o c e n t u l  de  g e r m i n a ţ i e

V
ar

ia
n

te
le

CCи . P +J i'
£■'ъ  S
я Ду- Л  o

Z iua 1 Z iua  2 Z iua  3 Z iua 4 

o ra  8

Z iua 5 Z iua 6 Z iua  7

o ra  4 o ra  8 o ra  14 ora 80 ora  8 o ra  14 ora 20 ora  8 ora  8 o ra  8

Vx M artor 1 10 25 49 57 63 75 90 95 96 96
V, 3 0 " 17 39 53 65 72 76 86 94 96 98 98
V3 5 0 " 10 37 50 63 71 73 84 93 93 96 97
V4 1' 10 35 48 60 69 71 80 92 93 97 96
V5 l 1/*' 9 34 45 61 69 70 81 91 92 95 95
V , 2 ' 8 32 44 59 68 69 79 91 91 95 95
V 3 ' 9 27 42 57 67 69 78 90 90 96 96

T  abelul Tabelul 4

G r e u t a t e a  m e d ie  a  t i i l p i n e l o r  p l a n t u l e l o r  in  
z i u a  a  6 - a

L u n g i m e a  m e d ic  a  t u l p i n e l o r  p l a n t u l e l o r  în  
z i u a  a  6 - a

V a ria n 
te le

Tim pul 
ele u ltra -  

sonare

G re u ta tea  
in li

C reşterea
g re u tă ţi i

în  % ’

V a rian 
te le

! T im puli de u l tr a - 
sottare

L ungim ea 
în  m m

C reşterea 
lung im ii 

în  %

V! M artor 2,12 100 Vj M arto r 36 100
v.t 45" 2,96 139 V.-, 4 5 " 49 133
V, 5 0 " 3,21 147 V3 5 0 " 55 153
V3 1' 2,89 136 V4 1' 51 141
Y. 1VY 2,81 132 v 5 I V 49 133
V-, 2' 2,61 123 V , 2 ' 46 128
V , :•/ 2,51 118 V 3' 44 122
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tării — a asigurat uniform itatea cîmpului pentru  toate punctele se
m inţei.

Considerăm că pentru complecta elucidare a acestei probleme va mai 
trebui urm ărită într-o cercetare viitoare, influenţa factorului de in tensitate 
a fascicolului ultrasonor în condiţiile asigurării unei acţiuni omogene a 
cîmpului asupra seminţelor.

Pe de altă parte se ştie că ultrasunetele au acţiune depolimerizantă 
şi de emulsionare ; putem  presupune că în cazul seminţelor se produce o 
emulsionare a grăsimilor şi o descompunere a materiilor lor de rezervă 
nutritivă.

Din creşterea greutăţii părţilor vegetative, putem  trage concluzia că 
şi depozitarea materiilor nutritive este accelerată prin acţionarea cîmpului 
ultrasonor.

.Se poate constata şi modificarea perm eabilităţii celulelor, urmînd ca 
în cercetări viitoare să studiem  această problemă cît şi cea privitoare la 
creşterea capacităţii de absorbţie a seminţelor în urm a ultrasonării.

In ceea ce priveşte menţinerea efectului de stim ulare pînă la sfîrşitul 
perioadei de vegetaţie, precum şi influenţa acestor tra tam ente  asupra creş
terii producţiei, urmează ca rezultatele ce se vor obţine pe cîmpul de expe
rienţă al Institu tu lu i agronomic din Cluj, să dea răspuns.

Toate rezultatele pot fi sintetizate în urm ătoarele concluzii :

C o n c l u z i i  g e n e r a l e .

1. Germinaţia seminţelor de grîu este stim ulată de acţiunea u ltra 
sunetelor de frecvenţă 1 MHz şi putere to ta lă  de 80 W, în intervale de tim p 
bine determinate.

2 . Tratam ente depăşind durata  de fi m inute duc la inhibiţie.
3. Acţiunea ultrasunetului asupra seminţelor aşezate în apă este mai 

p ronunţată  decît asupra celor uscate.
1. G reutatea si lungimea tulpinei creşte în urma ultrasonării depăşind 

cu 50%  valorile medii corespunzătoare seminţelor uetra ta te .

Ii I Ii I, I o r ,  R л F I к

1 . li a (1 ă r ă u К şi Су : n  r ;  <■ a O h. I).. Cercetări cu priv ire  ia in f luen ţa  u l trasu n e tu lu i  a su p r a  
f.terminaţiei s i  dezvoltării plantelor.  ..B uletinul ştiin '.ific  ai Academ ici R..P.R. H a t., fiz., ch im .,, 
H)50, I  —II,  n *, s, ţ>. (i(>3.

-■ h a  r s u  k о V I,. X.  şi Z a b a v s k a i a  К.  ЛГ., Ylian'C visoknciastntnih ko le b a n i i  na  
prorastanir  semian i ram if ic  rastenii . . .Agrobiologhia” 1053, a r .  f>, p. 80 — 85.

3- I> r. B e r g m a n n  I,.. l ' l t r a m u k .  Afoskva, III54, p. 545--570.
4 II i p i a  e r  I. R., Hiologhiceskie deistv ia  n í tram uhov ,  „ J u r a .  obşeci. b io l .” XV (1!)54), a r .  1. 

( ' i!ru eukovîe, m i n i  i ih prinienenie  v Inologhii. „ P r iro d a ” (1052) a r . 11, p. 109— 114.
5. F  1 p i а  о г I. PI. i В r o a  s k a i a, I M  () ne k a tori h fizikohim iceskih osuovah stim u li-  

• n .uectm  deistvia ultrámén kor Ht voln ntt rslormst semian kukuruzi „D A N  S S S R ” 128 (1959) 
nr. il. p. 1073- 1075.
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6. H  о с к  H , Despre folosirea ultrasunetelor in cultura şi selecţia plantelor. T rad u cere  ID T  d in  
„D ie D eutsche L an d w irtsch aft" , 4 (19531, г .  11 (H uem brie).

7. K r o t o v a .  O. A. Tratarea seminţelor cu ultrasunete. „L iv ad a  şi g ră d in a ” T , 95 (19571, 
n r. 9. (sept.), p. 28 — 29.

8. L a z á n y i  A. ,  M á r k i  A. ,  C r ă c i u n  0. ,  K i s s  Ş t . ,  Contribuţii la studiu l efectului 
tratamentului cu ultrasunete şi drojdie de bere asupra dezvoltării, creşterii şi activităţii enzi- 
matice a porum bului. Acad. R .P .R . F ilia la  Cluj, „S tu d ii şi cercetări de b io l.” X (1959), n r. 1, 
p . 6 3 - 7 4 .

9. R u b a n  E.  L., D o l g o p o l o v  H . X „ Yozdejstvie n ltra re u k m -ih  h o le b a n ii n a  rarm ie

fa z i  razvilia lastcnvi. „D A N  S S S R ” , 8-4 (1952), p. 632.

10

К ИССЛЕДОВАНИЮ ВОЗДЕЙСТВИЯ УЛЬТРАЗВУКА НА ПРОРАСТАНИЕ
ПШ ЕНИЧНЫХ СЕМЯН

( Р е з ю м е )

Авторы изучили стимулирующее действие ультразвуков на прорастание семян 
яровой пшеницы сорта Марки. Они наблюдали влияние ультразвукового действия на 
энергию прорастания, на всхожесть и на интенсивность прироста проростков, в зависи
мости от различных промежутков времени.

После приведения библиографических данных, в работе излагается употреблён
ный экспериментальный метод, условия работы и полученные результаты. Эксперимен
тальные результаты даются в 4 таблицах и графиках, а действия, проявившиеся отно
сительно длин корней, были иллюстрированы фотоснимками.

После обработки экспериментальных результатов можно установить, что про
растание семя н и прирост проростков стимулируются ультразвуками в точно опре
деленные промежутки времени. Длительная выдержка ведёт к угнетению. Причина 
должна быть поискана, с одной стороны, в явлении кавитации, а с другой стороны, в 
том, что ультразвуки ускоряют энзиматические процессы. Различие в стимулирующем 
действии ультразвуков при обработке сухих, как и промоченных в воде семян, объяс
няется поглощением ультразвука газовыми зонами и кратными преломлениями уль
тразвуков внутри семени с неоднородной структурой.

R E C H E R C H E S R E L A T IV E S  A L ’IN F L U E N C E  U E S  U LTRA -SO N S SU R LA G E R M I
N A TIO N  D E S  G R A IN S D E  BLÉ

(R é s u  m  é)

Les au teu rs o n t é tu d ié  l 'e ffe t de s tim u la tio n  que les u ltra -sen s o n t sur la  g e rm in atio n  
des sem ences d u  blé de p rin tem p s, de  la  v a r ié té  M arquis. Ils on t observé l ’influence de l ’u l t r a 
son  su r l ’énergie germ inative, la  facu lté  germ inative  e t l 'in te n s ité  de croissance des p lan tu les  
en  fonction  des d iffé ren ts  in te rvalles de tem ps.

A près avo ir rap p elé  les données b ib liographiques, l 'a r tic le  expose la m éthode  ex p érim en 
ta le  em ployée, les conditions de la  recherche e t les ré su lta ts  obtenus. Les ré su lta ts  e-xpérimen-
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t a u x  so n t groupés ей  4 tab leau x  e t g raph iques, e t  les effe ts qu i se so n t m an ifes tés  q u a n t aux  
longueurs des racines so n t illu s tré s  p a r  des pho tographies .

L ’analyse d es  ré su lta ts  ex p érim en tau x  p e rm e t de  co n sta te r  que la  germ in atio n  des se
m ences e t  la  croissance des p k n tu le s  so n t s tim u lées p a r  les u ltra -sen s d an s des in te rv a lles  
d e  tem p s b ien  d é te rm in és. U ne exposition  de longue du rée  ab o u tit à  l 'in h ib itio n . L es causes 
d o iv en t ê tre  recherchées d ’une  p a r t  d an s le  p hénom ène de cav ita tio n , d ’au tre  p a r t  d an s le 
f a i t  que les u ltra -so n s accé lè ren t les processus enzym atiques. L a  d ifférence en tre  l ’e ffe t de  s ti
m u la tio n  des u ltra -sen s dans le tra ite m e n t des sem ences desséchées e t  des sem ences inhibées 
d a n s  l ’eau  s ’explique p a r  l ’ab so rp tion  de l ’u ltra -sc n  dans les zones de  gaz e t  p a r  lesr éfractions 
m u ltip les  des u ltra -sen s dans l ’in té rieu r de la  sem ence à s tiu c tu re  non-hem ogène.





STU D II ASUPRA M ĂSURĂRII RA DIAŢIILOR CU BOTOMÉT R К 
M ETALICE ŞI CU SEMICONDUCTOR!

«le
J ÎH V IV  I U Z - nO

In  articolul de faţă se vor tra ta  pe rîud factorii ce influenţează sensi
bilitatea bolometrului. Voi studia com parativ proprietăţile optice şi elec
trice ale metalelor şi semiconductorilor pentru  ca la sfîrşit să se poată 
răspunde la întrebarea dacă se poate mări sensibilitatea bolometrelor la 
o alegere justă a m aterialului şi la o m ăsurare precisă.

1. S e n s i b i l i t a t e a  d e  r a d i a ţ i e .

Eie W„ w att can tita tea  de energie ce cade în tim p de o secundă pe 
suprafaţa bolometrului. O parte  din această energie se reflectă de supra
faţă, alta se absoarbe şi a treia parte  este transm isă prin bolom etru mediului 
exterior. Efectul term ic este produs de energia absorbită.

Expresia energiei reflectate este
TU* -  К ■ W 0 (2 )

unde R este coeficientul de reflexie determ inat de indicele de refracţie al 
m aterialului. Valoarea indicelui de refracţie în cazul metalelor şi semicon
ductorilor este de natură complexă. Expresia lui este dată  de relaţia

.Y i i  — ik Äeste coeficientul de absorbţie.

Partea reală a indicelui de refracţie este legată de curentul de deplasare 
cauzat de undele electromagnetice, partea  complexă este condiţionată de 
curentul de conducere. în  general la m etale, curentul de deplasare este 
mic în com paraţie cu cel de conducere, prin urmare : n <  k.

Aplicînd legea lui Fresnel referitoare la can tita tea  de radiaţie reflec
ta tă  cu în trebuinţarea indicelui de refracţie complex, obţinem legea lui Beer :

D . .V I
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Pentru
k >  >  H R Qâl.

L,a metale, coeficientul de reflexie în ultraviolet are o valoare mică. 
în  domeniul vizibil, valoarea lui variază între 50—98%, pentru  ca în in- 
fraroşu să fie foarte apropiat de 1, de pildă la platină R  =  91,5%, la nichel 
R =  91,9%, la lungimea de undă л =  1 microni.

Valoarea mare a coeficientului de reflexie a metalelor pure se dato- 
reşte conductivităţii lor specifice mari, de ordinul de mărime IO5 (ohm 
cm ) - 1  =  IO14 u.CGS e.m. Din ecuaţia lui Maxwell, făcînd aproximaţiile 
permise, obţinem

* - i : r  51 * = a - 2 ( : r  (j>
unde

V =  frecvenţa radiaţiei
a =  conductivitatea specifică în u CGS e.m.
La lungimi de undă de 1,5 microni platina şi nichelul reflectă cca 80%, 

rad iaţie , absorbind numai 2 0 % din ea.
Materialele bolometrice semiconductoare au o conductivitate de ordi

nul
и - 10 -4  — 1 0 ” "’ (ohm cm ) " 1 =  10:' — IO4 u. CGS e. m.

prin  urmare şi coeficientul de absorbţie k  va fi mai mic. în  tabelul ce u r
mează figurează cîteva date corespunzătoare radiaţiilor cu lungimea de 
undă de 1 micron (după T.S. Moss).

D enum irea В Si Ос Sc Pb s Z n  S Ы  S b

n 3,2 3,(> 3,m> 4,1 2,3 3,90
к 0,5 1 2, г. 2,5 1 1 0,2

în  general, materialele semiconductoare folosite au n şi k în jurul v a 
lorilor h =- 3 şi k 1 pentru  X — 1 micron. Folosind aceste date, din 
legea lui Leer, rezultă R — 30%  şi 1 — R — 70% . Se vede că semicon- 
ductorii absorb de 3,5 ori mai m ult din energia incidenţă decît metalele. 
Pentru  m ărirea absorbţiei s-a preconizat acoperirea superficială a m eta
lelor cu un s tra t de oxid sau funingine. Procedeul n-a îm bunătă ţit situaţia, 
pen tru  că stra tu l depus absoarbe o mare parte din radiaţie, însă este în 
acelaşi tim p term oizolant. Pe de altă parte, acoperirea cu un s tra t de oxid 
transform ă m etalul în semiconductor a cărui sensibilitate scade conside
rabil.

Dacă în domeniul vizibil semiconductorii absorb de 3,5 ori mai m ultă 
energie din cea incidenţă decît metalele, diferenţa aceasta în infraroşu este 
m ult mai pronunţată. Astfel pentru  lungimea de undă de 11 microni 
P t  şi Ni absoarbe num ai 3%  din radiaţie, în aceleaşi condiţii, de pildă, borul 
absoarbe 75%  din radiaţie, adică de 25 de ori mai m ult (pentru bor 
k =  0,1, n =  3, deci R 25%  la X =  11 microni).
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Dacă pe suprafaţă cade o cantita te  de energie W 0 şi energia reflectată 
de suprafaţă este

WR = R • W„

atunci prin suprafaţa bolometrului va trece energia

Wx (1 ^ R ) W U (5)
Din aceasta la adâncimea d vom avea

W T = Wx exp (—Kd) (0 )
unde К  =  constanta de absorbţie.

înseam nă că în s tra tu l de grosime d s-a absorbit

WA = 1 ^ — expţ—К -d)) ^W (){ l ~ R ) { l —exi->{ ~ -K d)=W (irl (7)
Tl ( L - -  A ')( 1 ■— ex p (— K - d ) )

N ichel UD 1,70 S em iconductor Hjy — 3

'n  -  3"*2 : * 72 % k D -  1 ; R  - ,  30%

К  -, 7, (i ■ IO5 cm-1 j К  — 2 ■ lié  c u m 1

>% 0,72 » ’o и- K = • 0,3 U’0
1Г, , 0,28 » ’o W j ^  0,7 1Г,,
\ v T -- 0,11 »'o W T - ,  0,26

W A - - 0,17 И'o W A - 0,44 W„
h -d  - - 1

încălzirea bolometrului fiind proporţională cu energia absorbită WA 
înseamnă că bolom etrul se încălzeşte cu a tît  mai m ult cu cît este mai mic 
coeficientul de reflexie R şi cu cît este mai mare produsul Kd.  Valoarea 
lui К  depinde de coeficientul к de absorbţie

К  =  1- A  (9)
Á

Variaţia AT  du tem peratură a m aterialului iradiat este proporţională 
cu energia absorbită WA şi invers proporţională cu masa încălzită, adică 
cu grosimea stra tu lu i A 7’ oc

d
încălzirea depinde în mare m ăsură şi de pierderile de căldură, pierderi 

survenite  mai ales prin conducere.
în  practică se alege în aşa fel grosimea d a bolometrului ca energia 

absorbită să fie 50%  din cea incidenţă, iar energia reflectată şi cea trans
misă să fie cam cîte 25—25%  din W 0. Tabelul de mai sus ne ara tă  că 
aceste condiţii po t fi satisfăcute num ai de semiconductori.
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2. î n c ă l z i r e a ,  b о 1 о m  е t  г n  1 u  i .

Suprafaţa bolometrului se. încălzeşte sub influenţa unei radiaţii inci
dente. Apare deci un gradient de tem peratură, ce determină un flux de 
căldură de la suprafaţă spre centre.

O parte  din energia absorbită serveşte încălzirii bolometrului însuşi, 
iar restul serveşte încălzirii mediului exterior. Da o iradiere continuă, 
tem peratura bolometrului creşte exponenţial pînă la o valoare m aximă, 
pen tru  ca apoi să se stabilească starea staţionară. în  acest caz se stab i
leşte un echilibru între energia absorbită şi cea transm isă mediului exterior. 

Procesul încălzirii este descris de ecuaţia

Hţ. с л г  PSt (1.1 )
Al

unde C este capacitatea term ică a întregului bolometru, iar P  este pier
derea de căldură specifică în W att/grad.

Soluţia ecuaţiei (11) este

încălzirea maximă după atingerea stării staţionare este

Л 7 И,„ Mi

Curba de încălzire este caracterizată de constanta de tim p t{) -  —-.

D upă un tim p t =  t0 încălzirea este de [1 — exp(—1У - T max — 6 3 % 7 m(ir- 
■C şi t0 sínt mai mari la semiconductor! decît la metale.

Pierderile de căldură se datoresc radiaţiei, convecţie' şi conducerii 
căldurii. Puînd în considerare încălzirea mică, A'T < T : putem  scrie 
pentru  pierderea prin radiaţie

—  if si’A . 1 . 7 ' :i ( 1 1 )

unde as =  5,7.5 • 10 ~ 12 w att/cm 2, grad4 este radiaţia specifică a corpului 
negru ; iar e ^  1  — R  este coeficientul de radiaţie al m aterialului.

A este suprafaţa bolometrului în cm2.
în  general, metalele şi semieonductorii sínt selectivi din punctul de 

vedere al radiaţiei, deci valoarea lui r depinde de lungimea de undă. în  
plus, semieonductorii se aba t mai m ult de la legile corpurilor radiante ce
nuşii, pierderea de radiaţie fiind mai mare decît în cazul metalelor. 

Pierderea prin convecţie
Pc - acA

unde a este coeficientul de convecţie variabil, ce depinde în mare m ăsură 
si de suprafaţa A.

Pierderile prin conducere sínt cauzate de. firele conductoare şi de su
porturile bolometrului. Ele sínt date de expresia

/ ţ  avA (Ui)
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Sensibilitatea este m ult influenţată de m aterialul suportului. K o n o -  
z e  n  к  o făcînd m ăsurători în acest sens, a stab ilit că în condiţii analoage, 
variind m aterialul suportului, sensibilitatea se schimbă.

S u p o rt
!
! S tic lă D in  c u arţ F ă ră  su p o rt

S en sib ilita tea j  585 705 1210 V jW

Din tabel se vede că sensibilitatea bolometrului fără suport este de 
două ori mai mare ca în cazul unui suport din sticlă.

Pierderile prin conducere în cazul semiconductorilor sín t mai mici 
decît la metale, dato rită  conductibilităţii lor termice mici, însă pierderile 
prin radiaţie sínt mai mari la semiconductori. Global pierderile sínt apro
xim ativ de acelaşi ordin de mărime a tît  la semiconductori, cît şi la metale.

Stabilindu-se starea staţionară, tem peratura maximă a bolometrului 
va fi :

'T _  WA WA 1 W0{1 -  R)(l -  exp(-Kd))
1 max — — — ----------------------------------------- '  /

P s +  Pc +  Pv A  4a .eT 3 +  ac +  av P

Sensibilitatea de radiaţie : SR =  — este 
Wo

SR (1 -  Д)(1 -  e x p (- K-d))
P

(18)

unde se stabilesc urm ătoarele valori aproxim ative :
rad iaţia  : i a seT3 io  -»
convecţie : ac 2 -10  _4
conducere : av 3 -1 0 ' 2

w att/cm 2, grad

— ,, — (suport din sticlă)
Se vede că pierderile cele mai mari sînt cele prin conducere.

3. C o e f i c i e n t  ui  t e r m i c  a l  r e z i s t e n ţ e i  (CTR).

&R
A T

ni?. (19)

Rezistenţa metalelor poate fi considerat constantă la  o variaţie de 
tem peratură mică. în  general, variaţia  rezistenţei este de a =  0,4% /grad, 
iar pentru  materialele feromagnetice a =  0 ,6 % /grad.

Da semiconductori cu reţeaua atomică, conducţia specifică este :

g — <т„ exp A E  

2 k T
(20)

Gn este o constantă, AE  energia de disociaţie a electronului, k  este 
num ărul lui Boltzmann.

A E  1
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Prin urmare, reprezentând dependenţa conducţiei specifice de tem pe
ratu ră , în coordonate logaritmice, ca funcţie de — , obţinem o linie dreaptă.

în  fig. 1 este reprezentată variaţia  lui a pentru  Cu20  pur şi cu surplus 
de oxigen.

Un mare avantaj al bolometrelor cu semiconductori este că la acestea 
conducţia specifică variază cu 3—5%  grad, fiind de zece ori mai mare

ca la metale.
Bolometrele fiind în trebuin ţate într-o zonă 

îngustă de tem peratură, se poate utiliza cu 
bună aproxim aţie dependenţa liniară

7 (10*6)

AR z.AT-U, (21)

unde 7. este coeficientul term ic al rezistenţei, po
zitiv la metale si negativ la semiconductori

F i g .  !. V a ria ţia  conductiv i
tă ţ i i  specifice a C u /)  în funcţie  

de tem p e ra tu ră
/lOOţ

lg a  10* = / ( ~ J

1. C u ,0  pur.
2. Cu surplus m ediocru  de 

oxigen.
3. Cu m are surplus de ox i

gen.

~ Âi'Ăr U

4. S e n s i b i l i t a t e a  d e  c i r c u i t .

_  A U

Sc ~~ AR

22}

23)

Variaţia AR a rezistenţei bolometrului nu 
se poate m ăsura pe cale directă. Dacă legăm 
un bolometru căruia îi variază rezistenţa la o 
sursă de tensiune U, in tensitatea circuitului va 
varia cu valoarea

AI и
R» - A R

Г - A R  

R3
l x  AT  (21)

Pa o variaţie de tem peratură  de un grad, procentul de variaţie a 
in tensităţii ar fi de ordinul unei miimi, ceea ce nu se poate aproxim a nici 
cu instrum ente foarte sensibile. De aceea bolometrele se introduc în to t
deauna folosind m ontaje în punte. Datorită m ăsurătorilor bolometrice 
s-a perfecţionat metoda m ăsurării deviaţiilor, contrar cu m etoda obişnuită 
de aducere la zero.

încă  de la începutul secolului nostru, diferiţi 
cercetători an cău ta t m ontajul în punte cel mai 
po triv it pentru  obţinerea unei sensibilităţi cît se 
poate de mari. Fig. 2 indică m ontajul cel mai utilizat.

Sursa de tensiune U produce la bolometrul de 
rezistenţă Rx căderea de tensiune U1

U, u Ä1
R , Ä,

(25) F i g .  2. C ircu itu l o b iş
n u it  de bo lom etru .
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în  urma iradierii, rezistenţa bolometrului va varia cu A A şi variaţia
tensiunii pe diagonală va avea valoarea

AC j  . R„A R

U i, Jt.Ţ,)2
(26)

sensibilitatea de. circuit :
A U

S c — -= (27)
A lt №  + *,)*

însă
AR " «  i  *

SI
A U  г„ R y - R *— =  i a ---- -— —
AT i^ iT T 2)2 (28)

De cele mai multe ori se foloseşte m ontajul simetric unde în
acest caz AU  =  — U ■ y.AT.

■1
I,a o altă alegere, de exemplu /v’2 2/t!j sensibilitatea va varia. Astfel

coeficientul — — 25%  devine “ 2 2 .0 %, diferenţa fiind de 10%.
4 9

Rste interesant de am intit că aproape to ţi autorii care au lucrat în 
această direcţie au prim it rezultate diferite pentru  valoarea maximă a 
sensibilităţii, pentru  că au pornit de la premise diferite.

Kste clar că soluţia cea mai sensibilă ar fi dată  de o punte to ta l sime
trică, punte a cărei braţe să aibă aceeaşi rezistenţă, ceea ce practic nu 
este posibil. Dacă rezistenţa bolometrelor metalice este mică, bolometrele 
cu semiconductor! au o rezistenţă de ordinul megaohmilor. în  plus şi 
rezistenţa sursei şi a galvanom etrului variază între anumite limite. Metoda 
ar putea fi aplicată numai în cazul concret în care cunoaştem cîteva rezis
tenţe, determinîndu-le r>e celelalte prin calcul. Sensibilitatea galvanome
trului este

.V Aţă
A U

(29)

In  cazul bolometrelor cu semiconductor! se lucrează de obicei cu surse
de frecvenţă acustică, puntea fiind leg. 
interm ediul unui amplificator. Sche
ma de conexiune este dată  în fig. 3. 
Avantajele întrebuinţării curentului 
alternativ  constau în m ărimea sensi
b ilităţii şi micşorarea pragului de 
sensibilitate.

Compararea sensibilităţii bolome
trelor se face de obicei cu urm ătoarea 
formulă empirică :

Z ос a — (30)

ată la instrum entul de măsură, prin

!■' i g. 3. C ircu itu l o b işn u it de  la  un  bolom e- 
t ru  cu m are  re z is te n ţă .

1. A m p lificato r.
2. O scilograf catod ic.
3. V oltm eru  catodic.

8 Bolyai : M a ih e m a t ic a - P h y s ic a  2/1963
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ia r după socotelile noastre :

у _ До _ Д1
' ~  И'„ w .

Ă T I R S C  Д9 
W0 ДT SR AC

luate în considerare proprietăţile optice şi termice ale materialului bolo- 
metric. Din formulă, pe baza tabelelor date în text, rezultă că sensibili
ta tea  bolometrelor cu semiconductori este mai mare ca a celor metalice.

Pragul sensibilităţii este determ inat de mai mulţi factori. Astfel vari
a ţii mici de tensiune, de radiaţie sau chiar fluctuaţii termice schimbă sen
sibilitatea. In  cazul bolometrelor cu semiconductor influenţează sensibi
lita tea  şi tensiunile termoelectrice mari. Pragul de 1.0 “ " ’IP este luat con- 
siderînd toate fluctuaţiile am intite. Cunoscînd această lim ită, se vede 
uşor că prin metode bolometrice se pot măsura uşor radiaţia emisă de 
liniile spectrale din domeniul de infraroşu, acestea fiind de ordinul 10  “7 
W att. Bolometrele pot măsura variaţii de tem peratură de 10“ '  grade.

5. C o n c l u z i i .

1 . Pa dimensionarea bolometrelor trebuie să se ţină cont de criterii 
optice, termice şi electrice.

2. Materialul bolometric ales trebuie să aibă următoarele proprietăţi :
a) coeficientul de reflexie mic ;
b) coeficientul de absorbţie în regiunea de infraroşu eît se poate de

mic ;
c) conductibilitatea electrică şi termică mică ;
d) grosimea bolonietrului astfel aleasă ca radiaţia absorbită să consti

tuie 50%  din cea incidenţă.

3. Bolometrele cu semiconductori au urm ătoarele avantaje faţă  de 
cele metalice :

a) au în regiunea vizibilă coeficientul de reflexie de 2,5 ori mai mic ;
b) coeficientul lor de absorbţie este de 3 ori mai mic ;
c) coeficientul term ic este de 10 ori mai mare.
4. Dezavantajul bolometrelor cu semiconductori constă în :
a) tensiunea term oelectrică mare ;
b) capacitate term ică mare ;
c) nivelul de zgomot mare.
Remarcăm o atenuare a dezavantajelor prin întrebuinţarea curentului 

alternativ .

5. Bolometrele nu sínt detectoare independente de lungimea de undă 
a radiaţiei, pentru  că proprietăţile optice ale m aterialului bolometric sín t 
condiţionate de lungimea de undă. Prin urmare, bolometrul trebuie „acor
d a t"  cu sursa de radiaţie pentru  a obţine sensibilitatea maximă. De aceea 
prezintă o deosebită im portanţă studiul proprietăţilor optice a semiconduc- 
torilor, studiu abordat recent.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ИЗМЕРЕНИЯ ИЗЛУЧЕНИЙ ПРИ ПОМОЩИ МЕТАЛЛИЧЕ
СКИХ И ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ БОЛОМЕТРОВ

( Р е а ю м е )

Данная статья производит сравнительное изучение металлических и полу
проводниковых болометров устанавливая, что, вообще, их чувствительность зависит 
от оптических, термических и электрических свойств болометрического материала и от 
правильного определения размеров болометра.

Чувствительность болометра определена некоторыми факторами, а именно: 
чувствительностью излучения, попью измерительного прибора, как и тепловым коэффи
циентом сопротивления.

Данная работа изучает упомянутые факторы показывая, что не учитанная до 
настоящего времени чувствительность излучения играет решающую роль. Также, для 
получения максимальной чувствительности, следует выбрать таким образом толщину 
болометрического слоя, чтобы поглощённая энергия составляла ПО0,', из инцидентной 
энергии.

Преимущества употребления полупроводников в качестве болометрического 
материала следующие: малый коэффициент отражения, большое удельное сопротив
ление и большой тепловой коэффициент.

На основе этих факторов, при правильном определении размеров, можно достичь 
чувствительности, превосходящей чувствительность металлических болометров.

Недостатки полупроводниковых болометров состоят в большом термоэлектри
ческом напряжении и в большом уровне шума, который может быть затушен, употребляя 
мости новую схему переменного тока.

Затронутое лишь в последние три года изучение оптических свойств полупровод
ников закончится, конечно, значительными результатами.
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E T U D E  D E  EA M E S U R E  D E S  R A D IA T IO N S À L ’A ID E  D E  BAROM ÈTRES МЕТЛГ,T I
QUE S E T  A SEM I-CO NDU CTEURS

(R é s u  m  é)

Le p ré sen t a rtic le  é tu d ie  co m parativem en t les bolom ètres m éta lliq u es e t à  sem i-conduc
te u rs  e t  d ém o n tre  que, en  g énéra l, leu r sen sib ilité  d ép en d  des p ro p rié té s  op tiques, th e rm iq u es  
e t  électriques du  m até rie l bo lom étrique e t de  la  justesse  des dim ensions d u  bolom ètre.

L a  sensib ilité  d u  bo lom ètre  e st d é te rm in ée  p a r  p lusieurs facteurs, à  savo ir : la  sensib ilité  
d e  rad ia tio n , de c ircu it, de l ’in stru m en t de  m esure, a insi que d u  coefficient th erm iq u e  de 
la  résistance.

L ’a u te u r  de l ’a rtic le  é tud ie  successivem ent les facteu rs c ités, m o n tra n t que la  sensib i
l i té  d e  ra d ia tio n , qu i n 'a  pas é té  prise  en considéra tion  ju sq u ’ici, joue u n  rô le décisif. De m êm e 
l ’épaisseur de la  couche bolom étrique, p o u r o b ten ir  une  sen sib ilité  m axim a, d o it ê tre  te lle  que 
l ’énergie absorbée constitue  50%  de l ’énergie incidente.

Les avan tages de  l ’em ploi de sem i-conducteurs comme m até rie l b o lom étrique  so n t Ses 
su iv an ts  : faib le coefficient de réflex ion , g rande  résistance  spécifique e t h a u t coefficient th e r 
m ique  de la résistance. Grâce à  des d im ensions ju stes  é tab lie s d ’ap rès ces facteurs, on p e u t 
a tte in d re  une  sensib ilité  su périeu re  à  celle des bo lom ètres m éta lliques.

Les désavantages des bo lom ètres à  sem i-conducteurs p ro v ien n en t : de la  grande tension  
tlie rm oélec trique  e t d u  b ru it considérable, lequel p e u t d 'a illeu rs  ê tre  a tté n u é  en em ployant 
le  m on tage  en  p o n t de co u ran t a lte rn a tif .

L 'é tu d e  des p ro p rié tés  o p tiques des sem i-conducteurs, abordée à peine depuis les tro is  
dern ières années, ne m anquera  pas de donner des ré su lta ts  im portan ts .



ASUPRA ECUAŢIEI DE D IS P E R S IE  A U N U I FEU ID  VÎSCOS, CU 
CONDUCTIVITATE ELECTRICĂ FIN IT Ă , ÎN  MIŞCARE DE ROTAŢIE

UNIFORM Ă

d e

M X R C E A  V A  S i l i

Lucrare comunicată la Colocviul de mecanica flu idelor ţin u t la Braşov în 23. X .  1961 — 2S .X . 1961

1. I n t r o d u c e r e .

în  lucrarea de faţă ne propunem  să stabilim  ecuaţia de dispersie pen
tru  un fluid vîscos, compresibil, to ta l ionizat, ce este supus la acţiunea 
unui cîmp magnetic uniform şi la acţiunea propriului său cîmp gravita
ţional. Fluidul se consideră ca un mediu omogen şi infinit, cu o conducti
vitate  electrică finită, mediul respectiv fiind anim at în acelaşi tim p de o 
mişcare de rotaţie uniformă.

Problema stabilirii ecuaţiei de dispersie are o deosebită im portanţă 
pentru  studiul criteriului de instabilitate m aguetogravitaţională a unui 
mediu fluid conductor.
Astfel de probleme au fost studiate de mai m ulţi autori, dintre care men
ţionăm  pe : C h a n d r a s e k h a r  si F e r m i  [1 ], C h a n d r a s e k 
h a r  [2 ', S e V e r n î i '3 i, l ’ a c h o l c z y k  si S t o d ó l k i e  w i c z
[4J, [6 ].'

P a c h o l c z y k  şi S t  o d 6 1 к i e \v i c z, pe a căror lucrare ne vom 
baza, s-au ocupat de stabilirea ecuaţiei de dispersie şi de criteriul de insta
bilitate m agnetogravitaţională în cazul unui mediu fluid infinit şi omogen, 
în mişcare de rotaţie uniformă.

Aceşti autori au studiat două cazuri particu lare : 1. fluidul nevîscos 
cu conductivitate electrică finită şi 2 . fluidul vîscos cu conductivitate 
electrică infinită.

Am considerat util să ne ocupăm de aceeaşi"problem ă, în cazul unui 
fluid vîscos compresibil, to tal ionizat, cu conductiv itate electrică finită 
şi prin aceasta, să dăm o interpretare u n ita ră  a rezultatelor obţinute de 
autorii citaţi şi to todată  să generalizăm aceste rezultate.

în  această lucrare, mediul fluid îl considerăm  în mişcare de rotaţie 
uniformă, neglijînd curentul de deplasare electrică (vezi Anexa) procesele
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de conductibibilitate term ica şi de transfer de radiaţie diu interiorul flui
dului. Variaţiile de tem peratură din interiorul mediului le considerăm a tît 
de mici, incit densitatea, respectiv vîscozitatea sa nu depind de tem pera
tu ră . In  acest caz vom considera mediul respectiv ca fiind izotermic.

CAPITOLUI, I.

:2. E c u a ţ i i l e  f u n d a m e n t a l e .

Atunci ecuaţiile magnetohidrodinamice, raportate  la un sistem de 
referinţă ce se roteşte solidar cu fluidul, care guvernează fenomenele fizice 
din interiorul mediului, în ro taţie  uniformă, cu proprietăţile fizice enun ţa te  
în introducere, sínt de forma [41 ;

-►
di
di

1 1 -*• -*■ •+ V -*■
= ------- grad  p H-------- ro t Я  X Я  -г  v Av -j-------grad (div v)

p ‘ 4тср 3
+  я с+  g ra d T  ; (1)

(j. =  1.

—  =  r o t ( v x H )  + у ,„ А Я  ; vm =  —  ; <7=^ 
dt  4тта

4“ oo (2)

cu condiţia :

divH =  0 Й
Donaţia co n tin u ită ţii, p en tru  fluidul considerat, e:ste de form a :

div (op) =  0
di (•*)

şi respecţi'.’, ecuaţia  lui Poisson :
Л 'Г  4  4 тzGp ----- b (•■•)

L egătu ra d in tre  presiune şi densita te  este d a tă de re la ţia  :

p - ,  17  p ; V? -= ts. («)
?0

unde în ecuaţiile (1 ) — (6) v reprezintă vectorul viteză liniară de rotaţie 
al unui element de fluid ; p — densitatea fluidului ; p  — presiunea sa ;

—f
ţi,— perm eabilitatea m agnetică a fluidului; Я  -v ec to ru l intensitate cîmp 
magnetic : v — coeficientul de vîseozit.ite cinematică a mediului respectiv ;

ac =  — li I' X LI acceleraţia lui Coriolis; XF — potenţialul g rav itaţional; 
v„, — coeficientul de vîscozitate magnetică ; a — coeficientul de conducti
vitate  electrică al fluidului, A — operatorul lui Laplace ; G — constanta 
gravitaţională ; V,- — viteza sunetului în cazul proceselor de tip  izotermic 
c — viteza luminii în vid. Deoarece sistemul ecuaţii diferenţiale cu derivate 
parţiale (Í — (2 ) este neliniar, pentru а-l liniariza, vom utiliza m etoda 
micilor perturbaţii, lim itîndu-ne la cazul aproxim aţiei de ordinul întîi. 

Considerăm că starea staţionară a mediului respectiv este definită

de mărimile constante //„, p n, p() şi XP0. Admitem apoi că, în urm a miş-
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cării plasmei, starea iniţială este modificată prin suprapunerea unor mici

perturbaţii, caracterizate de mărimile h, u, şi ST, astfel că în calcule
vom neglija pătratele şi produsele micilor perturbaţii. Vom avea satis
făcute urm ătoarele expresii [4] :

H , H0 +  h (7)

V =  r 0 -- и — и ; v(l =  0 (<S)

P =  A, +  4  (9)
p =  p» -  «P (lü)

T = T 0 ^ S T  (1 1 )

înlocuind expresiile ( 7) — ( 1 1 ) în ecuaţiile (1 ) — (6), obţinem  urm ă
to ru l sistem de ecuaţii diferenţiale liniare, cu derivate parţiale :

du  1 -*■
Po - == — grad {Щ  ----- rot h X M0 -f 2p0 и X Q +  Po grad (ST) -f vo0 Д«

dt 4 r.

grad div и

unde O este vectorul viteză unghiulară al unei particule de fluid, în miş
care de ro taţie  uniformă,

—- — (H0 ■ grad)îî — t f 0div и -f- v,„AA (13)
St

div h — 0 (14)

-----  oHdi\- и =  0 (15)
S !

Д(8ф) =  -  iTrG(Sp) (16)

Sp  =  Vf Sp (17)

Vom introduce sistemul cartezian de axe de coordonate Oxyz şi considerăm 

că vectorul intensitate cîmp m agnetic în stare sta ţionară  are compo-

nentele : / / u* — 0 ; H0z şi H0y. Mărimile fizice perturbatoare h, u ,  8p şi 
S T  le considerăm funcţii de tim p şi de coordonata z ;

h . h(t, z)
—► —F
и u(t, z)

Sp — Sp(/, z)

S 4 ' -= S T (  /, ,:)

( 1 8 )
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în  acest caz ecuaţiile (12) — (16), ţinînd seama de (17), devine
S u x Hoz B h x

—  2 u y Q , t2 i í i z О  у V
9 2«.v

=  0
at d z d z 2

d u y Hoz B h y
— 2  U j ú x +  2 u x í l , - V -

d 2Uy
=  0

a t 4np0 a z Bz*

а«г Htjy B h y
- -  2 » x í } y +  2uyL1x _ 1 84<г

a t 4rrp0 a z 3 d z 2 ?0
ah., и  d u x  

—  H qz
__ '>№

РЧ X
=  0

a t d z P z 2

a h y T j  d u y
~  -H o z  “ + H, d u z

"у ------ V «
a t d z d z

h . =  0

(19)

гцц)
di

еЧу
dz2

(20 )

Faptu l că h2= 0 se poate dem onstra în felul u rm ăto r: din ecuaţia (13) 
vom obţine pentru  componenta hz ecuaţia diferenţială scalară :

duz Яг d'iir- дЧх o (21)------- 1/  Cj------ 1- 1/ ------- vm
dt Bz az Bz2

şi conform ecuaţiei (3), ţinînd seama de faptul că h =  h{t, z), rezultă :

0 (22)dhz n . 34r.- =  0 şi respectiv
ei 5z2

astfel că ecuaţia (2 1 ) se reduce la condiţia :
=  o

dt
adică componenta h2 a cîmpului m agnetic perturbator nu depinde de coor
donata z şi de tim p, fiind o constantă care se ia egală cu zero.

Ecuaţia continuităţii (15) şi ecuaţia lui Poisson (16) devine :

şi

e(Şp)
at

i  W )  _
Bz2

duz■ p0~  =
O Z

i  tcG S p

(23)

(24)

CAPITOLUL II.

3.  C a z u l  p c i t n r b a ţ i i l o r  s u b  f o r m a  u n d e l o r  p e r i o d i c e .

Să considerăm soluţiile sistemului de ecuaţii (19), (20), (23) şi (24) 
de forma unor unde plane monoeromatice :

и —- une im t+k-z)

Sg (Sp)0Ci(»<+*■*>
SE (o‘F)oi’ A-r>

( 2 5 )
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Aceasta înseamnă că mărimile perturbatoare u, h ,  8p şi ST se propagă 
sub forma unor unde plane monocromatice cu pulsaţia со de-a lungul axei Oz.

—► *-►
în  (25) am no ta t prin и0, h0 ,(8p)0, (8T )0 amplitudinile undelor plane 

corespunzătoare perturbaţiilor respective, iar prin k =  — — num ărul de 

undă.
înlocuind soluţiile (25) în sistem ul de ecuaţii (19), (20), (23) şi (21), 

vom  obţine urm ătorul sistem de ecuaţii algebrice pentru  amplitudinile 
undelor mărimilor perturbatoare :

н а.a). i(ùu0x— ikhQX—2u0yQs +  2u0xQy +  vk2uQX=  0
4тгр0

b). tco«0У 4irp0
-ikh 0 у  ' 2iiÿZ Llx 2 îîqX vk̂ ti/Qy — 0 (26)

V*“
c). it.o«0I+  — 2u0XLîy-\- 2«0yO*+ ^-vÂ2w0.,-j— - i k ( S p ),— î'A(ST)0 =  0

4тгр0 3 p0

Ş1

a) . îco/îqjî H0, iktíQx -ţ- v„, k̂ hţjx — 0
b) . ш к oy — H q,  iku0y +  Hoy ikuas ' f  vm£2Â0y =  0

co(Sp)0 +  pakuos =  0

— /г2(8Т )0 +  Î7rG(Sp)0 =  0 
Din ecuaţiile (28) şi (29) obţinem :

ß
(Sp)0 — — - Pô o*O)

(8T )0 - l7tG (M» =  - ^ p 0u„
k s Aco

iar din (26) :
kU„;—  I
4 ~ p „

sau

ah„.
<0* 4тгр0ы

Vom introduce notaţiile

O ,

со +

-L 2 (ti0y î l  — uoz Q y) 

ICO +  VÄ2

8rcp0oi 

ikHfxZ
(WqV Qz — W02

o> -f Æ2 
i

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32) 

(32')

Villpo
Од hH„

У4тир,
0 2  =  v£ 2 ; O* =  v„Æ2 

Li2 =  Vi — 1&2 irGpe

(33)
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vSă substituim  formulele (.30), (31) şi (32') în ecuaţiile (26&), (26c) (27e) 
şi (276). Obţinem ;

/м ию- * H° =  ( ^ P o ) K y~ 2 u mil* ~r 2 (4*Po) *■'=V^po У4ттр0-со
8лр0(о

Â0* СО +  . _ (w0y wo3 “*>')
гА Я,

tú -f- —  A2

(34)

ils -f- Vk2uw =  0

ito«oz----^Z-ikhoy— 2 — —
l7tpfl 4ттр0 • ÍO

S7tp0w
^ov Cü ■ т:т: (ifo db 

i f f i n l

A2

ily 4- 2 м0у O* -f- 

(35)

+  — 'tkhifp— i — k2um+  î —  PoMe* ^  0 
3 со со

z coÄ и# £
4?rp0-o)

8 -p 0co ^
Ag.r tú +  ~  ( « 0;уОг — l! „-Lly J

i k H 0.r

- /(2
+  v „ i2Ä(), — 0 (36)

Z i ú h ^ y  i H 0J m 0y  4“ i j f 0 v l { u 0z ~p~ í;;/4/г0г — 0 (3 /)
Vom înm ulţi ecuaţia (34) cu factorul -г, ecuaţiile (35) şi (36) cu factorul 

—im, ecuaţia (37) cu factorul i şi vom ţine seama de notaţiile (33). în  
acest fel sistemul de ecuaţii algebrice obţinut poate fi pus sub forma :

mu. (4тгр0) ' 1/2 QAh0y — 2/4 U,jо у
(■l-'-Po)

s~Pow
h 0.v со , i k H  

C ir  1

(// о гОг î(02n v

ÜÍ

Hqz 12 X

o 2

(38)

> t- a  'i’ii ny — o

co(4r:p0) "ÛBh0y----—imiŸL u0. — 2 im uw iîx— Ha
3 I to П; +

to +

i k Лqz
\Uoy£ïz — lÍQzCly)

Cil

(39)

О y ; — Qy Um =  0 
I 
)
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( w" д £2} h „ 1 (o i к HoS
al

(«oyil' ' !i o--i> '■'/ 
_ 0 (40)

( 4 т г р 0 ) 1 /2 12л  и в у  —  (4 Т Г Р ,,)1 s £2B m 02 +  ( Ш »  —  c o )Â oy =  0 (41)
Să ordonăm  în ecuaţiile (38) — (41) term enii în u0y, uos, hox şi h0y în 

mod convenabil :

w — iLŸj-----— ilz
к 2

I (i(ly +  I ^  2 / £2,  I UffZ ' 2 i  ( 4 7 îp 0) / = П л Й г  U 
- -  *0

(4тгро) 12,-1 ^оу — il

г 4  .2 « Í̂2, i  £2y£22j « 0v -(- I cù- —  i l )  —  - j i o i L i l  —  4 £2y j мог +

+  - ^ í l A 12v (4тгрн) ‘ 2/г0г — ы(4кр0) *,:£2в /г0у =  О
А'3

^  (4тср0) 1,= £2.42,«^— ^  

şi
(47t o ()) i ;̂ £2 ^ » -0}. —  ( : l7 ip n) , /.£ 2 B « „ 2 - f  ( í £ 2 Í- —  ( o ) h oy  =-= О 

unde am pus
ü l

K 2 W------Í

(42)

(43)

(47тр0)1,=£2л£2>А02-г | w2 — гсо£2к— у--£2} |/г0.г =  0 (44)

(45)

(46)

Sistemul de ecuaţii (42)— (45) generalizează ecuaţiile obţinute de către 
Pacholczvk si Stodólkiewicz.

4 . E  c u îi ţ i a d e  d i s p e r s i e  p e n t r u  c a z u l  p a r t i c u l a r :  
ily =* ilz —■” 0; Од =  O.

Vom presupune că vectorul viteză unghiulară £2 este perpendicular 
pe planul yOz şi ro ta ţia  mediului fluid se face în jurul axei Ox, astfel că :

£2,. =  £2. 0 (47)

12,  -  £2 (48)
Atunci sistemul de ecuaţii (42) —-(45) devine:

Íil~j îl0y +  2 iLlu0Z — (4ттрп) 'i‘LlAh„y - 0 (49)

— LÎ col Uliiov -f- | oj" ——12} — — fto£22j« M+  iû(47tp0) 1;- 12[Jiay “  6 (50)

Í •>Cü“ --- úo£2/v. ---- — £2^) hoX -  0
K2 J

(51)

{±np0)li=ilAuoy - -  (■l 7t po)1 =l'hf/kz+  (J12Ä — w)Âor (1 (52)
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în  cazul particular considerat, sistemul de ecuaţii (49)— (62) adm ite 
soluţii nebanale, dacă determ inantul coeficienţilor mărimilor uoy, uoe, hoX 
şi hoy este nul, adică :

со — í Ql 

-— 2 fcoQ со2

0

2 i ü

Q; 4 г о) I II 
3

О

О

О

0 2 СО 2 
ip------- liaлг2

(ârrpoĴ 'Q.â — (4тгр0)1/г£2в
de unde rezultă :

— (4тгр0) ^1/2Q^ 

(4тгро ) ' V,wÛï  

О

/Qb —■ со

=  О (53)

or

respectiv :

Şi

со — i Q2 2  iü. —(4тгр0) ■'■tótó -  —  t ó i
Ю  }

— 2 /coQ co2- t ó  ■ ,, îf°Q/. CO (4 71 p 0)O "Qb =  0 (54)

(4т:р0)‘/'£2л -—(4яр0) 7,Qb /Q* - CO

to2 — Пий) — — Qa = ü (T>5VK‘ ţ .i.i jî

Oi — í £1l 2 /Q (47ipor v,Qa

— 2 iw íl со2 —- Q2, -  4 гы a l co(47îp0) ’̂Qb =  0 (56)

(4 про) Qa - - ('^Potó Qb iif'li — CO

Dezvoltînd determ inantul, obţinem urm ătoarea ecuaţie algebrică

■ /со3 Qjj -f
т й )-

со21 Qa +  Q} +  Qb+  4Q2 +  4 Q2 +  -  Q2 QÂ I +
I 3  3  '  1

/coiQ2x Q2, +  40д  Q2 +  ~  ü l  Qк  +  -у Q i Qă +  Q l  Q j  +  Q l Q b J + (57)

+  Q2 (Q2, +  Ql, Cil) =  0

Ţinînd seama de (46) ecuaţia (55) se mai poate scrie şi sub forma :

со2 — i(Ql+ al) со— (Q2, Q i+  Q2) 

Făcînd schimbarea de variabilă

Г =  / со

O (58)

(59)
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ecuaţia  (57) devine 

î 4 +  Ç3 {О д+ - &L n-A 0 2y+  0 | +  4 0 2 +  a i  ( 4  o i  +  | û | ) +

-  £

nud  e

Lll (O j+  4 O2) +  O l J-i Ol O'l +  1 O l +  0 2y +  OlJ +  0}Ol*= 0 (60)

o;,. =  Qî -r o l  o l  (61)

Ecuaţia (60) constituie ecuaţia dc dispersie căutată de noi şi generali
zează ecuaţia de dispersie obţinută de către Pacholczyk şi Stodólkiewicz 
pentru  anum ite cazuri particulare.

5. C a z u r i  p a r t i c u l a r e .

în  continuare ne vom ocupa de cele două cazuri particulare studiate 
•de către Pacholczyk şi Stodólkiewicz în lucrarea citată . în tr-adevăr :

1°. Cazul fluidului vîscos (v 0 ; Ol^z£0), cu conductivitate electrică 
infinit de mare (er =  -j-oo; O l = 0), în mişcare de rotaţie uniformă, 
în  acest caz ecuaţiile (58) şi (60) devin :Ы2 — 7(0 O l— O l =  0 (62)
şi

Г4+ 1 çs o£ +  +  o l +  aj +  4O2 + -i ol] +  ç(o?Ol+ o lü y -

+  ■*- o lo i)  +  ol, O2; -  0 (63)

Regăsim astfel ecuaţiile stabilite de Pacholczyk şi Stodólkiewicz pen tru  
acest caz particular.

2° Cazul fluidului ne vîscos (v =  0 ; O2 = 0 ) ,  cu conductivitate elec
trică  finită ((T=z£ 4  oo; ÍTRyá6),  în mişcare de ro tatie  uniformă, 

în  acest caz ecuaţiile (58) şi (60) devin :w2 — /wOl — O l =  0 (64)
şi

V+ Wl+  ^ (O l- r  O l -f ifj 4  4 0 2) +  ЦО.1 0 1 +  4O2Ol) +  O l0 2y =  0 (65)

Se regăsesc astfel ecuaţiile stabilite de către aceşti autori pentru  acest 
caz particular.

în tr-o  lucrare viitoare ne vom ocupa de problem a stabilirii criteriului 
de instabilitate m agnetogravitaţională a aceluiaşi fluid.

Mulţumesc prof. Dr. Mircea Drăganu pentru  unele observaţii şi sugestii 
date îm legătură cu această lucrare.



126 M. VASIU 10

. ! Л'  Е X  Л

A SU PR A  E C U A Ţ IE I DE D IS P E R S IE  A U N U I FL U ID  YÎSCOS C O M PR E SIB IL . CU 
C O LEC TIV ITA TEA  E L E C T R IC Ă  IN F IN IT Ă , ÎN  M IŞCARE D E  R O T A Ţ IE  U N IFO R M Ă , 
ÎN  PR E Z E N Ţ A  C U R E N T U L U I D E  DEPLASARE! ' E LE C T R IC Ă .

Í. I n t r o d u c e r e
în  lucrarea de mai sus ne-am ocupat de problema stabilirii ecuaţiei 

de dispersie pentru  un mediu fluid vîseos compresibil, infinit şi omogen, 
to ta l ionizat, cu conductivitate electrică finită, fluidul fiind anim at de o 
mişcare de rotaţie uniformă. Printre supoziţiile simplificatoare făcute a 
fost şi aceea referitoare la neglijarea curentului de deplasare electrică din 
interiorul mediului considerat.

în  cele ce urmează vom stabili ecuaţia de dispersie pentru  un fluid 
vîseos compresibil, infinit şi omogen, total ionizat, cu conductivitate elec
trică infinită, în prezenţa curentului de deplasare electrică, fluidul fiind 
anim at de o mişcare de rotaţie uniformă. Fluidul conductor este supus 
a tît  acţiunii unui cîmp magnetic uniform, cit şi acţiunii propriului său 
cîrnp gravitaţional. Pentru simplificarea problemei vom neglija forţa elec
trică, procesele de conductibilitate term ică şi de transfer de radiaţie din 
interiorul mediului. De asemenea presupunem  că vîscozitatea fluidului nu 
depinde de tem peratură şi transform ările termodinamice ce au loc în in te
riorul său le considerăm de tip  izotermic.

2 . К c u a ţ  i i 1 e f u n d a m e n t a l e  1 i n i a r i z a t e .

în  baza consideraţiilor făcute mai sus şi dacă adm item  că în interiorul 
mediului conductor apar mici perturbaţii, sistemul de ecuaţii m agnetohi- 
dr, dinamice liniarizate este de forma

-- — rot (и X Hq) 

dit- h — 0

( 3 )

( 4 )

U
X  н аc

A (№  -  — ItîGS? 

bp — 1' ţ § p

(«)

(7)
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unde и reprezintă perturbaţia  vectorului viteză ; c„ — densitatea fluidului 
pentru starea de echilibru ; Hfi pertu rbaţia  presiunii din interiorul fiu-

—►
idului ; â4‘ — perturbaţia  potenţialului gravitaţional ; h — pertu rbaţia  vec

torului in tensitate cînip m agnetic; H — vectorul intensitate cîmp mag-
netic pentru  starea de echilibru a fluidului conductor ; НЕ =  perturbaţia  
vectorului in tensitate cîmp electric; Sp — pertu rbaţia  densităţii fluidului,

—*■ —► —►
G — constanta gravitaţională ; a, =  - 2u X Q — acceleraţia Coriolis (în ecu
aţiile de mai sus am considerat perm itivitatea mediului şi perm eabilitatea 
sa magnetică ca fiind egale cu unitatea).

Vom introduce sistemul cartesian de axe de coordonate.
Presupunem  că vectorul in tensitate cîmp magnetic în starea de echi- 

—►
libru H n este o mărime constantă şi are componentele

unde u, h, ЬЕ reprezintă perturbaţiile corespunzătoare vitezei, cîmpului 

magnetic si cîmpului electric, iar O — vectorul viteză unghiulară.

3 .  C a z u l  p e  r  t ii r l i  a  ţ  i i 1 n  r  s  и  b  Í o  r m a  u  n  d  c l o r  p  1 a  n  c  n i  o  u  о  с  r o  m a t i c  c

Considerăm că perturbaţiile se propagă de-a lungul axei Oz sub forma 
unor unde plane moiioeromatice :

//„ - И{)(0, /Г.,, II (*)

iar mărimile vectoriale n. h, ЬЕ şi LI au componentele

■n u i ţ i .v, Hy , »d

h -= h(hx, liv, hz)

ЬЕ ЬЕ(ЬЕу, ЬЕУ, НЕ.) 

ti -  L1(L1, 0, 0)

(9)

и ■- и0 е1̂ ' ' к'г> ;

h - h„ *■->

ЬЕ -- (НЕ)0 с1ш1 '■к :- 
ЬЦ' -

(10)
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unde м0 ; h0 ] {8E)0 ; (S'F)0 ; (Sp)0 reprezintă amplitudinile perturbaţiilor ;
este pulsaţia undei, iar k — y  este num ărul de undă. Proiectînd sistem ul

de ecuaţii diferenţiale vectoriale (1)— (7) pe axele de coordonate cartesiene 
şi ţin înd seama de (10 ), rezultă urm ătoarele ecuaţii algebrice :

% Cùî£qx 4тгр0
h0x +

ito
4тгр0с

[{bE)oyHz - {^E)UZHуj -ţ- vhr'Ugx — 0

i H  k  i iù
io)i40y “ h0y ~ [bE'joxFfg 2u0ZLlx ~{— ук~м0у — 0

y 4тгр0 y 4тгр0с

i H  k

,6Ш"  +  ^ Ро boy 4тсВс
( 8 E)0XHy -j~ 2uüy0.x -f-

—  ik{%?)ü — ik{SxF)0 +  4  VÄ2W„ =  О
Po -3

« ( Sp)o +  Po kuoz =  0 
оЛох — kH,u0X =  0 j

iohoy +  kHyU01 — kHzuoy =  0 j

[Щох +  ---(«оуН, —  u„Hy) = 0
С

(ЪЕ)оу----- 1 Uqx Нг =  0
С

( Щ ог +  ~ и 0ЯНу =  О
С

A*(8Y)0 -4 *< ;(S p )e =  0

(И)

(12)

(13)

(11)

(16)

unde am considerat h, =  0, (valoare care rezultă din ecuaţiile (3) şi (â)).
Din ecuaţiile (12), (13) şi (15) obţinem mărimile (Sp)0, hox, hoy, (ЭТР)в 

pe care înlocuindu-le în ecuaţiile (1 1 ) obţinem urm ătorul sistem  de ecuaţii 
algebrice pen tru  amplitudinile perturbaţiilor referitoare la viteză :

ым„

—

H 2z k* Ol
Hox----------- {ti■0xH2z +  U0xНу) +  tvkhiox =  0

47Tp0CO 4тгр0 c-
НЛ2 {Hsuoy— HyUt 1 4- “>*/ г . . (иогНуНг ио УН])~4tcPou 4тгр0 с2

— 2 iu„Q.x + i'ik2tl0y = 0

H y k* , rr TT(HzuQy H yii>oz) -  “  *( М‘оу EL у ÍLg +  uoz
4ttPoco 4ттр0 e2

iuoyi l x 4“ -y ivk2uoz -f- 1  (V2k2 —
СО

ÍTzGp0)uoz = 0

(16)
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Introducnicl notaţiile
k-ií: к-iii

Í2 . - - . iïu a
•ь=„

ü l  о= v/4 b

<21 -= 4 /4 e

ü} - - ! >  ■- :l-4p() d
şi ordonînd termenii în //,. şi и. în mod convenabil, rezultă

(-■- <0 - «-'ÜT, — (0Üi 2 Q”| — 0)12, “ ОТ- 4- iííi)n0x = О

(—со -f“ ei <12,[ — i'jtlr 12/ -ş- /12/.)/c(,v—(eu — col2< 12 /12//-j-

~r  2 / 12. . ----- 0

( - -o>-4ï tiî„ -r 6>Üc -Ü^Üb u- 2iLïx)uoy — (<■> — or - 'ü l  4 

• <-.>12, “ <2/. — 1 / i l ;  : 0

( l ~ )

(18)

Sistemul de ecuaţii algebrice (1.8) adm ite soluţii nebauale, dacă deter
m inantul coeficienţilor mărimilor ux, uy şi uz este nul, adică

со +  со 1 Qa

1 --L- <o - 1Í >-,..-Col2, '’( t r ,  - i f H) +  lL i i \

Introducînd notaţia

0)Qc &A 4" 
4- /12/.

oi <12̂ 12// -- 
- - -  2 / 12*  —  

(oile 12,(12/

со ’ОдОд — 
- - 2t 12* 4- 

- Cotii Í2 , 12/

co +  M '127 
- CO 12, U /у ;

со 112 / -  t 12/,

( Ш )

Uh - o  12 Д  127 - 124 -■ í r  ) ( 2 0 )

( 1 9 ) e c u a ţ i i l e

( o “ ....  / coil/ Ll/} 1 2 , ( 1 2 / ; 0 ( 2 1 )

со4 1 2 / ,  - -  io-HÜ 1 < 2 c .2 (  4  124 ’ 1 2 / / )  • - 1 —  со 2 !  1 2 7  ■—

_L 127 -  127 : 1 1 2 -  • ‘ 127 - .  í 2 ( ; 2 ü 24 1 2 } ) 4 - ( 2 2 )

-f- ; coti/. ÜT, <21 í r , 12712)

9 — Babeş—Bolyai:  M a ih e m a tica -P h y s ica  2/1963



130 M . V A S Ú I 14

Bacă facem schim barea de variabilă

îi — iii)
ecuaţiile“ (21) şi (22) devin

У 2 ' s í l j i b r i -  ü ; t û , r 0 1 2  !

' d l y . i l / , О с
1 ^ - ; -r- r 2 í l ; / J j í r ,

т  Í l í v r $ +  Ü l  *  O ; . - : -  Q c  2П л П / ] - : ( 2 2

: о ? о , г (4 n i  i i i Г  i l y  ] L K i í i j ü , , - '  ^  0

Kcuaţia
generalizează

(2 2 ') constituie ecuaţia de dispersie căutată de noi şi 
ecuaţia de dispersie obţinută în lucrarea de mai sus.

ceas! a

В I  Г, h  I O G R A P  I F,

1 . S . C  il a i l  (.. r ii s e к  h a r ş i 1 2  P e r m i ,  ,,A p . J ." ,  l'.l.VÏ, I I ! ! ,  p. 11(1.
‘2. S . C 11 a n  c. r  a s e к  li a r , ,,A p . J ” . 19 54 , I l i i ,  p . 7.
5 . A . S e v e r n î i ,  , , Iz v .  K . A . O . ” , 19 54 , 1 1 ,  p. 12 9 .
4. A .  P a c h o l c z j r k  ş i J .  S t o c b i  I k i e w i c  z, „ B u ll .  Acad.. l ’oUm. S e i., S érie  soi. m ath ., 

a str. et p h y s .” , 19 59 , VII, n r. 1 1 ,  p. 6 5 1.
5. A . P  a c h  c 1 c  г  y  к ş i J .  S  t о cl ó I к  i e \v  i c z, „ B u ll .  A c a d . Po lon. S e i., S é r ie  sei.

m ath . astr. et p h y s .” , 19 59 , V U ,  K o . 7, p . 429.

ОБ УРАВНЕНИИ ДИСПЕРСИИ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ КОНЕЧНОЙ УДЕЛЬНОЙ 
ПРОВОДИМОСТИ В РАВНОМЕРНОМ ВРАЩАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ

( P е з ю м е )

В данной работе автор определяет уравнение дисперсии для вязкой сжимаемой 
проводящей жидкости, полностью ионизированной, имея конечную удельную прово
димость. жидкость будучи увлечена равномерным вращательным движением. Рас
сматриваемая среда считается бесконечной и подвергается действию своего собствен 
ного гравитационного поля, а также действию однородного магнитного поля.

Полученное уравнение дисперсии обобщает уравнение дисперсии, полученное 
предыдущими исследователями.

В „Приложении“ , автор занимается определением уравнения дисперсии для 
вязкой сжимаемой проводящей жидкости, полностью ионизированной, имея конечную 
удельную проводимость, при наличии тока смещения, жидкость будучи увлечена 
равномерным вращательным движением. Среда, которая считается бесконечной и 
однородной, подвергается действию однородного магнитного поля, а также действию 
своего собственного гравитационного поля. Автор получает уравнение дисперсии, 
более общее чем уравнение, полученное в случае пренебрежения током смещения.
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SUR L’KQUATIOX DK D ISPER SIO N - 1 )T .\ ' F L U ID E  V ISQ U E U X  A C O N DUCTIVITÉ
ELECTR IQUH P IX IE , DANS LE M OUVEM ENT DE R O T A T IO N  U N IFO R M E

(R T s и  m  é!

L 'au teu r é tab lit T éq u itio u  de d ispersion  pour u n  flu ide  conducteu r v isq iu u x  com pres
sible, to ta lem en t ion isé, à  conductiv ité  é lectrique fin ie, le fluide é ta n t an im é d ’un  m ouvem ent 
de ro ta tio n  uniform e. Le m ilieu  respec tif est considéré  in fin i e t hom ogène e t e st soum is à 
l 'a c tio n  de son p ro p re  cham p g rav ita tio n n e l e t à  celle d ’u n  cham p m ag n é tiq u e  un iform e.

L 'éq u a tio n  de d ispersion ainsi obtenue généralise  l ’éq u atio n  de d ispersion  é tab lie  p a r  les 
chercheurs an térieu rs.

Dans l'A nnexe, l ’a u teu r s 'efforce d 'é ta b lir  l 'éq u a tio n  de d ispersion  pour u n  flu ide  con
ducteu r v isqueux e t com pressible, to ta lem en t ionisé, à co nductiv ité  é lectrique  in fin ie , en p ré 
sence du  couran t de dép lacem ent é lectrique, le fiú idé  é ta n t  an im é d ’u n  m ouvem ent de ro ta 
tion  uniform e. Le m ilieu , considéré in fin i e t hom ogène, e st soum is à l 'a c tio n  d 'u n  cham p 
m agnétique uniform e e t à  l ’action  de son propre  cham p g rav ita tio n n el. L ’au teu r o b tie n t ainsi 
une équation  de d ispersion p lus gén éra le  que  dans le cas où  Ton néglige le co u ran t de d é 
p lu «  m ent électrique.





VARIAŢIA R KZI STI VIT AŢII ELECTRICE LA SO LUŢIILE SO U D E  
BINARE PE  BAZÄ DE CO BAI/Г

de
Ш Ш  POP şi FETRK ŞTEŢU

Prezenta lucrare este o continuare în studiul proprietăţilor electrice 
a soluţiilor solide binare pe bază de elemente de tranziţie. Anterior am 
a ră ta t în [1 ] şi [2 ] că rezistivitatea electrică a unui mare num ăr de aliaje 
binare în soluţie solidă pe bază de nichel, fier şi paladiu variază liniar în 
funcţie de concentraţia electronică a m etalului aliat, conform relaţiilor :

? N i  (1 • r  « m  n-z) ( 1 )

(1 - p  « F e  n ~ ) ( 2 )

? P d  (1 -T « P d  n-z) ( 3 )

unde am notat prin pa rezistivitatea aliajului, prin pNi, pFe, pPa, rezistivi
tatea  nichelului, fierului şi paladiului pur, prin n şi т valenţa respectiv 
concentraţia atomică a metalului aliat iar prin aNь aFe şi aPd constante 
ce depind de natu ra  metalului luat ca bază. Aceste relaţii au fost stabilite 
pe baza datelor experimentale culese din literatura  de specialitate.

în  ce priveşte rezistivitatea electrică a aliajelor ce au ca bază alte 
elemente de tranziţie, presupunem că sínt respectate relaţii analoage.

Noi am m ăsurat rezistivitatea electrică la aliaje de Со—Cu, la concen
tra ţii  mici de cupru, în condiţii normale de tem peratură, folosind un m on
taj potenţiom etric de comparare. Din raportu l căderilor de tensiune, m ă
surate cu ajutorul unui potenţiom etru pe o rezistenţă etalon şi pe probă, 
am determ inat rezistivitatea electrică a probelor studiate. Schema metodei 
utilizate de noi este dată  în fig. 1 .

Pentru eliminarea rezistenţei de contact, al dispozitivului de prindere, 
cu proba, am utilizat metoda contactului în pa tru  puncte. Eroarea de 
măsurare nu depăşeşte 1 %.

Rezultatele experim entale sín t cuprinse în tabelul nr. 1.
în  figura 2 am reprezentat grafic rezistivitatea electrică în funcţie 

de concentraţia atomică a cuprului aliat.
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Ilin  diagram ă se constată o dependenţă liniară a rezistivităţii electrice 
a aliajului în funcţie de concentraţia electronică a cuprului, care poate fi 
exprim ată can tita tiv  printr-o relaţie analoagă cu (1), (2), (3) şi anume :

P a =  p Со ( 1  -Г « С о  П  ~ )  ( 1 )

unde toate notaţiile au semnificaţia deja cunoscută.
A

ha stabilirea relaţiei (4) am mai folosit şi datele existente în literatură 
referitor la aliajele de Co-W [3].

I,uînd în considerare configuraţia electroiîică a elementelor XI, Pe si 
Pd, în lucrarea [2] am a ră ta t că aN;, «Fe, aPd se pot pune sub o formă ana
litică ce perm ite stabilirea unei relaţii m atem atice între aceste mărimi şi 
anume :

я Ni — ti^Ni 4Fe =  avpe я pd --- a » n  (•>)
unde prin VJ«, vFe, 
pensaţi din pătu ra

'Jpd, se reprezintă num ărul electronilor cu spini necom- 
,,3d" şi respectiv ,,4d" ai elementelor de tranziţie mai

sus citate, iar a este o con
stan tă  numerică cu valoa
re unică pentru  toate  alia
jele studiate.

Din relaţiile (5) se ob
ţine un şir de rapoarte e- 
gale

(«)
* P d vPd

Presupunînd valabilă 
relaţia (6) şi pentru  cobalt 
am calculat cic0 cunoscînd 
vCo. Valoarea obţinută pe 
această cale corespunde bi
ne cu valoarea obţinută din 
m ăsurători. Am reuşit a s t
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fel să facem o verificare cu date experimentale proprii a relaţiei (ti) care 
acum devine mai completă :

Âvîrnl în vedere relaţia (7 
o formă mai generală :

pa ----- ?b (1- --- (I V 11 ~) (8)

nude ob desemnează rezisti- 
vitatea electrică a metalului 
de tranziţie luat ca bază în 
aliaj, iar v num ărul electroni
lor eu spini necompensaţi din 
pătura necoinpletă caracteris
tică elementelor de tranziţie

ль V.Y< , 11 I'd '‘pd
JUÍ l'Co vCo
relaţiile (1 ), (2 ), ( o ’), (J) se pot pune sub

1 ' a h v l i i l  v i .

X r ,  e r t .
C o n e e n t r .

1 masiefi %
С о ш ч  ntr.

a tom ica  %

R e z i s t i v i t .
; e lectrica în

[iQ .cm.

i 1 iUU-1 7 ,  ON
2 о t ,n; s .  7
;; it.s::
1 и U (78

respective.
îu  relaţia (8) rămîne fără un sens fizic stabilit, ea o constantă numerică 

cu valoare unică pentru toate aliajele studiate, mărimea a. Pentru a lămuri 
natura acestei mărimi, considerăm că este necesar continuarea studiului 
aliajelor luînd ca bază metale din alte serii a elementelor de tranziţie

is I в L I о о к л !•' I к

1. I u  I í u П и р  şi P e t r e  Ş t  e ţ  i u, Variaţia re-.islivildlii electrice ia soluţiile solide binare
ba’ii de X i  şi  7-V. , ,S tudiu U n iv ersita tis  Jiubeş-I’o lv a i” , Ser. T, Pa.sc. 1 (UHU), p]>. 227 

2 .'îl.
2. I u  1 i u P o p ,  Electriceskne i maynilnoe f'oredenie droiuih sjdeeeov na o snore perehednih 

melalov (sub tip a r).
3. A. Iî. V o i ,  ..Stroeiiie i svoistva ilvoinîli lurta llicaskili s is tem ” , II (19(>2). p. 403.

ИЗМЕНЕНИЕ УДЕЛЬНОГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ ТВЕРДЫ X 
Б И Н А РН Ы Х  РАСТВОРОВ ПА ОСНОВЕ КОБАЛЬТА

( P е a io v е i

Работа является продолжением изучения электрических свойств твёрдых бинар
ных растворов на основе переходных элементов. Авторы измерили у д е л ь н о е  электрн 
ясское сопротивление сплавов кобальта-.меди и нашли более общее соотношение 
зависимости, вида

Я,г| : С„ 1 1 ) ÍÍV-.-I.)

i до черезр , и р„ обозначены о  (ответе гв\:о!д:1е удел иные электричее кие сопротивления
сплава и чистого металла, взятого в качестве основы; через и и -г обозначены 
валентность и атомная концентрация элемента легированного с переходным металлом; 
через v обозначено число электронов с неепареннымм спинами из недостроенной оболоч
ки переходного элемента: а - численная постоянная с единым значением для всех 
изученных сплавов.
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V A R IA T IO N  D E DA R É S IS T IV IT É  É L E C T R IQ U E  A U X  SO LU TIO N S SO L ID E S B IN A I
R E S  À B A S E  D E  COBALT

( R é s u  m  é)

L ’artic le  est u n e  su ite  4e  l 'é tu d e  des p ro p rié tés  é lectriques des so lu tions solides biliaires 
à  base d ’élém en ts de tran s itio n . Les au teu rs  o n t m esuré  la résist'V ’té  é lectrique des alliages 
de cobalt-cu ivre  e t on t tro u v é  une  re la tio n  de dépendance plus généra le , de la  form e :

P a  =  Pi>(l +

où l ’on a n o té  p a r  p„ e t p & la  ré s is tiv ité  é lectrique  respective  de  l ’alliage e t  d u  m éta l p u r  p ris  
p o u r base ; p a r  »  e t  t  la  valence e t  la  con cen tra tio n  a tom ique de l 'é lé m e n t a llié  avec le fné ta l 
de  tran s itio n  ; p a r  v le nom bre d ’électrons à sp ins non com pensés de  la  couche incom plète  de 
l ’é lém en t de  tran s itio n  ; en fin  p a r  a u n e  con stan te  n um érique  à v a leu r un ique  pour tous les 
a lliages é tud iés.



OBSERVAŢII ASUPRA PUNCTELOR NORMALE; DE T O PIR E  I,A
e l e m e n t e l e  d l; t r a n z i ţ i e  (id

(It*
II I II ГОР, V. M CI LV şi O. POP

E'.lenH'iitcle de tranziţie din punct de vedere al configuraţiei electronice 
au o caracteristică comună şi anume faptul că anumite nivele energeticii 
sínt necomplete şi în m ajoritatea lor spinii electronici sínt necompensaţi 
pe aceste nivele. Această caracteristică se reflectă şi chiar determină ma
joritatea însuşirilor fizice în aceste elemente, emu sínt : conductibilitatea 
electrică, proprietăţile magnetice şi cataliticei.

O r m o n t  al] a cău tat să lege tem peraturile normale de topire a 
elementelor de tranziţie de configuraţia lor electronică, puuînd în evidenţă 
o oarecare regularitate. El a a ră ta t că intr-o anum ită măsură tem peratura 
de topire pentru cîteva elemente de tranziţie creşte în funcţie de numărul 
electronilor cil spinii necompeiisaţi ,,3d''.

Noi, pornind de la considerentul că tem peratura normală de topire 
poate fi concepută ca o măsură a energiei de interacţiune a atomilor iu 
reţeaua cristalină a metalelor, am exam inat la început un num ăr de 17 
elemente de tranziţie [2 , pentru care am găsit că dacă se reprezintă grafic
în funcţie de raportul -* dintre constanta reţelei cristaline în faza în care
se topeşte metalul şi diametrul păturii electronice necomplete, tem pera
turile normale de topire se dispun după o hiperbolă echilaterală. Am găsit 
astfel că produsul dintre tem peratura normală de topire Tf şi raportul 
dintre constanta reţelei cristaline şi diam etrul păturii electronice necom
plete — este constant, adică 

S

T f - a - const. 
' S ( 1 )

Acum, noi am extins aceste consideraţii la m ajoritatea elementelor 
de tranziţii, reuşind să cuprindem prin relaţia (l) un num ăr de 36 elemente. 
Pentru celelalte elemente de tranziţie (puţine la număr) nu sínt cunoscute
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sau sínt inexacte teni])eratiirile de topire, precum si ceilalţi param etrii, 
motiv pentru care nu sínt cuprinse în studiu.

Remarcam faptul că la elementele de tranziţie din seria lantanidelor 
si actinidelor în loc de diam etrul păturii ,,lf"  respective ,,5f" care este 
considerată caracteristică pentru  aceste elemente, am luat diam etrul pă
turii ,,5d'', respective ,,(id" (mai exact diam etrul ionului trivalent) din 
cauza efectului de ecranare a electronilor interiori de către cei exteriori.

în  tabelul nr. 1 sínt cuprinse datele din literatură  folosite [3,
J, 5 \

Graficul prezentat cuprinde a tît datele anterioare, m arcate prin cru
ciuliţă, cit şi datele noi, m arcate prin eerculeţe punctate.

A tît în figura prezentată cît şi din ultima coloană a tabelului, se poate 
constata abaterea, care este sub 1 0 110 şi pe care o putem  atribui preciziei 
cu care sínt determ inate diametrul S şi tem peraturile de topire. Consi
derăm că acest jap t nu afectează regularitatea găsită mai sus.
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Tabelul  и r. I

PUNCTELE NORMALE DE TOPI RE LA ' LCMENTELE DE TRANZI ŢI E (H)

Я 2  ~ aО V _  
О

2  c 
1 *? w > и о

a
V -  ,

s
T C TV

* J  и  Я A v
1 Sc

!
1 3d 3,302 i , 6 <; 1,99 1 400 2780

2 Y Id 3,603 1,94 1,887 1 450 2740
3 Nb Id 3,2941 2,9 2,9 2168 2801
4 Zr 4d 3,61 2,42 1,49 1855 2765
5 Тс 4d 2,735 2 , 6 1,052 2700 2840
6 La 5d 5,31 2,08 2,57) 920 2350
7 Pr 5d 5,1-51 о 2,577 935 2410
8 Ku 5d X 157;] 1,94 2,258 ! 1 2 0 0 2825
9 Gd 5d 3,622 1 , 8 8 1,93 i 1350 2600

1 0 TI» 5d 3,585 1,78 2,105 1450 2920
1 1 De 7)fl 8,578 1,76 2,03 1500 3050
1 2 Ho 5d 3,7)7)7 1,72 2,065 ; 1500 3100
13 R r 5d 1,7 2,077 ! 1500 3110
14 Tu : 5d 7>, 7)2.4 1,7 2,07 1 1550 3210
15 Yo 5d 5,46« 1,62 .3,38 , 824 2785
Ki X d i 5d 5,809 1,975 2,975 1024 3040
17 s j 5d 3,621 1,94 1,87 1300 2 0 0 0
18 Pa ! (id 3.925 2 , 1 2 1,85 1600 2900
19 Ac C«l 5,1313 2 , 2 2 2 , 2 2 1050 2520
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ЗАМЕЧАНИЯ В СВЯЗИ С НОРМАЛЬНЫМИ ТОЧКАМИ ПЛАВЛЕНИЯ ПЕРЕ
ХОДИ Ы X ЭЛЕМЕНТОВ

( Р е з ю м е )

В статье разработаны данные, касающиеся нор tui.-] иных точек плавления н 
атомных и кристаллографических свойств, имеющихся в научной литературе. На этой 
основе устанавливается гиперболическая зависимость нормальных точек плавления,

а
почти для всех переходных элементов, как функция от отношения считая нор

мальные точки плавления мерой энергии взаимодействия атомов в кристаллической 
решётке. Установленное соотношение выражено формулой:

а
Т  • констант (1),пл а

где Т  - -  нормальная температура плавления, а ■ - постоянная кристаллической
решётки в фазе плавления, а 8 — диаметр недостроенной электронной оболочки 
переходных элементов.
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O U S E R V .m O N S  SU R L E S  PO IN TS N O R M A U X  U E  P U SrO N  DANS L E S  É LÉ M E N T S
D E T R A N S IT IO N

(R é s u  m  é)

Les au teu rs  4e l 'a r tic le  é lab o ren t des données re la tiv es au x  p o in ts  no rm au x  de fusion  
e t aux  p ro p rié tés  a tom iques e t  crista llog raph iques de la l it té ra tu re  de  sp éc ia lité . Sur ce tte  
base ils é tab lissen t u n e  dépendance  hyperbo lique des p o in ts  no rm au x  de fusion  p o u r p resque

a
to u s les é lém ents de tran s itio n  en fonction  du  ra p p o rt — , co n sid éran t les p o in ts  n o rm aux  deO
fusion  comm e une m esure  de l ’énergie d 'in te rac tio n  des atom es dans le réseau  cris ta llin . L a 
re la tio n  é tab lie  s ’exprim e p a r  la  form ule

a
T  S ■ ~  ' — const (1)

où T f  est la tem p éra tu re  no rm ale  de fusion, a la  co n stan te  du  réseau  c ris ta llin  dans la phase  
île fusion, e t S le d iam è tre  de  la couche électron ique incom plète  des é lém ents de trans ition .



S T l'D H 'I, R A S P L 'X s rU 'I  M 'M IX OS DAT DK TDHD'RI CD DKSCAR- 
CARIÍ U 'M IX ISC K X TA  I'T II.IZA TK  PKXTRU GKXKRARHA О ГРП ,- 

SDRIROR d p ; 1.ГШ Х Л  DRKPTI 'X f '.H in .A R P ;

ill'

A uex .V M U U  ШНИ şi 1‘i r n u  П О Л Н А

L u n a r e  p r e z e n t a t a  l a  S e s i u n e a  ştiiut ijică d e  e h  c t r o h  J< i t i e d , J l u c u r e ş I  t , i L e i v d n e

.1., Inlrodneere. Pentru a studia comportarea fotorezistenţelor, a celu
lelor fotoelectrice .şi a fotom ultiplicatorilor în regim de impulsuri, se cer 
impulsuri luminoase cu pantă  foarte mare, cit mai apropiate de impulsul 
dreptunghiular ideal. Pentru generarea unor astfel de impulsuri, în ultima 
vreme se întrebuinţează din ce în ce mai frecvent tuburi obişnuite cu 
neon, tuburi stabilizatoare sau tiratroane alim entate cu tensiune ridicată, 
[1 , A [3], [4: , tuburi disponibile în oricare laborator.

în  cadrul acestei lucrări am stud ia t forma răspunsului luminos dat 
de. tuburi de semnalizare cu neon „Klectroi’ar"  tip  X-25 alim entate în regim 
de impulsuri dreptunghiulare de înaltă frecvenţă, în vederea utilizării lor 
în scopul mai sus am intit. Deoarece unele probleme privind descărca rea în acest 
regim au fost studiate de unul din noi 5 s-a constatat că această metodă 
prezintă unele avantaje faţă de descărcarea în impulsuri de curent continuu.

2 . Aparatura folosita şi metoda de măsurare. Kxcitînd tubul cu o 
tensiune de înaltă frecvenţă ( /-= 2 ,1 1  MHz), în regim de impulsuri, am 
urm ărit variaţia luminozităţii descărcării în tim p. Observaţia s-a făcut 
cu ajutorul fotom ultiplicatorului <I>fY-19 obturat cu o diafragmă, care 
înregistrează intensitatea luminoasă totală. Schema bloc a aparaturii 
este dată în fig. 1 .

Generatorul GIF este un oscilator cu un singur tub, avînd circuitul de 
rezonanţă în circuitul anodic (tip Meissner). Tensiunea di* ieşire care apare 
la bornele unei bobine cu diam etrul de f> cm si un număr de spire 
cuprins între 11 şi 7 0 — se poate regla fie modificînd tensiunea anodică 
fie modificînd cuplajul bobinei de ieşire. Tensiunea de înaltă frecvenţă 
depinde aproape linear de tensiunea anodică a tubului oscilator.

Comanda oscilatorului se face cu ajutorul generatorului de tensiune 
dreptunghiulară (GTD ) tip I.C. Cuanta. Fotonm ltiplicatorul (/ăl/) este 
alim entat de la un redresor stabilizat (IT) tip  A.G. IFA. si se găseşte 
într-o cutie de aluminiu împreună cu tubul de descărcare studiat. Curentul 
de înaltă frecvenţă se poate măsura cu un m iliam perm etru cu termocruce.
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înregistrarea şi m ăsurarea am plitudinii tensiunii de înaltă frecvenţă 
respectiv a semnalului dat de fotom ultiplicator s-a făcut eu un oscilograf 
catodic RFT  tip  OGl-i» cu banda de trecere 0—40 MHz (0) şi un ampli
ficator de bandă largă RFT  tip  RY-0 (.1).

i 'ig . 1 .
'tensiunea de înaltă  frecvenţă in cursul formării descărcării s-a m en

ţinu t constantă cu o precizie de 3% , durata de creştere a frontului impulsu
lui a fost aprox. 1 — 8 g-s, iar durata de descreştere a frontului posterior 
între 8—.16 g.s-, ambele fiind funcţii de frecvenţa de repetiţie a impulsurilor. 
In  cursul m ăsurătorilor am avut în vedere ea descărcarea produsă de către 
im impuls să nu fie influenţată de descărcarea produsă de impulsul precedent. 
Pentru aceasta, intervalul de tim p între două impulsuri a fost ales în aşa fel 
incit sà fie mai mare decit tim pul de recombinare al purtătorilor de sarcini.

Oscilogramele au fost fotografiate cu un apara t „Orizont" înzestrat 
cu o lentilă suplim entară.

3. Rezultatele măsurătorilor. a) Am constatat că m ajoritatea tuburilor 
cu neon „K’ectrofur" tip  N-25 prezintă o întîrziere a descărcării faţă  de 
impulsul de tensiune aplicat, cuprinsă între 5—800 ps. întîrziere asem ănă
toare am observat şi la tuburile confecţionate de noi si umplute cu heliu 
UrJ. Această întîrziere (mult superioară celei statistice dar care nu se con
fundă cu tim pul de formare a descărcării) sem nalată în lucrarea [6 ] la o 
descărcare în argou, apare dacă tubul conţine im purităţi — de ex. kripton 
- -ca re  au fost observate pe cale spectroscopicâ. în  fig. 2 se dă o oscilo
gram ă tipică, pentru  acest caz : curba de sus reprezintă impulsul de înaltă 
frecvenţă, faţă  de care semnalul luminos al descărcării (curba de jos) în- 
tîrzie considerabil.

b) Timpul de întîrziere depinde de factorul de umplere şi frecvenţa 
de repetiţie a impulsurilor [5 , de asemenea si de am plitudinea impulsurilor, 
în  fig. 3 se arată  cum descreşte tim pul de întîrziere-m ăsurat la un lot de 
tuburi — pe m ăsură ce creşte tensiunea aplicată tubului peste tensiunea 
de aprindere.
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c) Tuburile care nu conţin adaosuri străine au о întîrziere mai mică 
decit 0 ,à as, tim p observabil cu instalaţia  descrisă. Î 11 acest caz semnalul 
răspunsului luminos urm ăreşte relativ fidel înfăşurătoarea impulsului 
dreptunghiular de înaltă frecvenţă fig. 4.).

d) Am constatat că tim pul de întîrziere nu depinde de sensibilitatea 
aparaturii de măsurare, deci este cauzat de fenomene fizice care au loc 
la amorsarea descărcării.

4. Aplicaţii. Am sorta t un num ăr de L00 tuburi N-2 â după timpul de 
întîrziere respectiv răspunsul luminos fidel şi am găsit 1 1  tuburi potrivite 
pentru a fi folosite la generarea impulsurilor dreptunghiulare de lumină. 
Impuls dreptunghiular eît mai apropiat de cel ideal se obţine pentru o 
tensiune de alimentare anum ită, care variază de la caz la caz. Îm bătrî- 
nirea tubului influenţează forma semnalului luminos, mai mult chiar, poate 
să ducă la apariţia unei întîrzieri a descărcării.

Folosind unul din aceste tuburi cu răspuns fidel, am utilizat aparatura 
descrisă drept generator de impulsuri luminoase dreptunghiulare — cu 
forma controlată şi durata cunoscută — necesar la studiul comportării 
unor traductori fotoelectrici. Pentru a exemplifica cele spuse, curba de 
jos pe oscilograma din fig. Г>. arată  felul cum se modifică în timp curentul 
într-un circuit de c.c. ce conţine o fotorezistenţă (Zeiss-Jena tip CdSeG) 
în urma iluminării acesteia cu impulsuri dreptunghiulare (curba de jos). 
Creşterea curentului în urma iluminării are loc conform unei legi expo
nenţiale 7 , adică

I / nexp —

Pentru constanta de timp a circuitului se obţine r -- A,4 r 0.1 ms. Pe 
această cale se poate construi uşor şi caracteristica de frecvenţă a fotore- 
zistenţei.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СВЕТЯЩЕГОСЯ ОТВЕТА, ВЫПУЩЕННОГО ЛАМПАМИ С 
ТЛЕЮЩИМ РАЗРЯДОМ, ИСПОЛЬЗОВАННЫМИ ДЛЯ СОЗДАНИЯ СВЕТЯ

ЩИХСЯ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ИМПУЛЬСОВ
( Р е г io м е )

Описывается ’электронный метод создания светящихся прямоугольных импульсов, 
употребляя неоновые лампы ..Электрофар ’ типа X —25, и изучаются условия в которых 
светящийся ответ точно следует за огибающей применённого прямоугольного импульса 
высокой частоты.* Сделанное приспособление может (быть применено, например, для 
проверки фоюэлектрическнх датчиков.

] 0  — Babeÿ—Bolya i;  M a th e m a tic a -P h y sk  .1 2 19(33
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E T U D E  D E LA R É PO N SE  L U M IN EU SE  D O N N ÉE PAR D E S T U B E S A D ÉC H A R G E 
LU M IN ESC EN TE U T IL IS É S  PO U R  P R O D U IR E  D E S  IM PU L SIO N S D E  L U M IÈ R E

R E C TA N G U LA IR ES

(R é s u  m é)

Les au teurs d écriv en t une m éth o d e  é lectrique  de p roduction  des im pulsions lum ineuses 
rectangulaires u tilisan t des tu b es à  néon , .E lec tro fa r” type  N-25, e t ils é tu d ie n t les cond itions 
dans lesquelles la réponse lum ineuse su it fidèlem en t l ’enveloppe de l ’im pulsion rectan g u la ire  
de h a u te  fréquence qu i est app liquée. Le d ispositif réalisé  p e u t être  employé, p a r  exem ple, 
pour la  vérification  des trad u c teu rs  pho toélectriques.
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h 'esumatul l u n ă n i  de disertaţie, p iesen la lă  itt: 1. MARI'SeTAC pentru  obţinerea t i t lu lu i  de 
candidat în  şti inţele fiz ico-matenia ticc  şi s u s ţ in u tă  la Universitatea , .Babes-B o le a i“ Cluj, hi 20

decembrie 1962

L ucrarea urm ăreşte  să aducă contribuţie la s tu d iu l celei m ai bune aproxim aţii prin  p o li
noam e algebrice sau com binaţii lin ia re  «le funcţ i i  con tinue în dom eniul com plet.

Lucrarea conţine o scurtă in troducere , 0 capitole şi <> b ib liografie  com pusă din 74 titlu r i. 
Fie К  o m ulţim e com pactă d in  p lanu l com plex ş i /( ;)  o funcţie  con tinua pe K .  Se no tează  cu 

T,: [z ;f,K)  polinom ul de g radul n care se abate  cel m ai p u ţin  de la fu n c ţia  f i p e m ulţim ea 
K, adică p en tru  care

p „ t / ' . / C )  - i u , ; s  fis) 1 ' „i i s f . K;  inf m a x  il:>
:.el< ’ ' H' , :.s-K

unde 1 a.,.

în  prim a p a rte  a lucraii se stu d iază  p o sib ilita tea  d e te rm in ă rii po linem ului T„ (г; / ,  Ю  
folosind o metodă a lui O. P o 1 у  a care face legătura între cea mai bună aproxim aţie exponenţială
şi cea uniform ă. Astfel se consideră m edia ponderată de ordinul /> (p în treg  pozitiv)

1

sV/i-jO - iJ(pM P\

unde Uj J >  0 ,  — 1, iar P{z) - - u n  polim im  tie gradul n.

Sc a ra tă  că ex is tă  un singur polinom  1‘, ;;/.) care realizează m inim ul / ,  o;.) şi că în plus

lin i P  (z-, ;x) =  T  (" ; f ,M),  M  /с  V" 
/’-+00 У 1

Folosind acest rezu lta t se ţ

'/'„(A/. U)

;ăseşte eă polinom ul T  {z :/ M)  are au rm ătoarea

■ ' Л
' • Jn  '

form ă specială

unde £  se ex tide  asupra  tu tu ro r  indicilor jn....../ de la  1 la m, К(гд.......z ) este d e te rm in a tu l Iu'
Vanderm onde a m inierelor ; 0..... : ia r  L(r:a. . .. ,:n ;/) polinom ul de in te rp o lare  a lui L agrange
pe nodurile  e0,.. .,  z a funcţie i J\s).

în  continuare se ex tin d  to ile rezultatele- la cazul ap ro x im ării p rin  com binaţii lin ia re  de 
fu n c ţii continue 9 0(г). tape)....... > 9 n(~) care form ează un  sistem  Cebîşev pe m ulţim ea K .  seri indu-
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se şi in acest caz form a specială a com binaţiei lin ia re  care se abate  cel m ai p u ţin  de la funcţia  
f(z) pe m ulţim ea  M .

Cu aceiaşi m etodă se stu d iază  apoi polinoam ele de abatere  m in im ă de la zero pe o m ulţim e 
f in ită , ai căror coeficienţi verifică m ai m ulte  re la ţii  lin ia re  d a te  de forma

У y.k « k — 1 , ( у, o ^  у <; h .
/;- 0

Se ob ţine  şi în acest caz o form ă specială analoagă p en tru  poliiiom ul M r (г) care se abate  cel 
m ai p u ţin  de la  /.его pe m ulţim ea considearată  :

.1/'

unde

Í ■ 7r
iar /)  * (r,...... : , , z , ' x ’ ) este  ......z l .y}' in care s-a în locu it lin ia  a ,,,...... %ku cu z"... ..  1 ■

■ l)(zv ... zn у}г>) înseam nă conjugata  lui ; уУ ).
în  p a rte a  doua a două a lucră rii se stud iază  o clasă de polinoam e cxtrem ale, num ite  injya- 

potinoame corni, turnate, d e fin ite  (le autor, care constitu ie  o lărg ire a clasei infrapolinoam elor 
restrînse  defin ire  de i l .  К e k e t  e .şi J .  L. AY a 1 s h.

Astfel, fie  К  d in  non o m ulţim e com pactă din p lanu l com plex. Spunem  că polinom ul B{z) =

— b0 z"  -i- ... ■ j  est t  uu polinom  adjunct y 1 -condiţionat pe m ulţim ea К  a polinom ului .-1 (c) =•- 

=  a0zn -r  ... 4  aH cărui coeficienţi verifică re la ţiile

V "  у , a /; . 1 ,  /  0 , 1 , 0 %  I u ,

к a
dacă verifică condiţiile  j. , 1

1 l b a.A- У ’• ' -- °4 ......rA- -.~0
II. H{z) - O daca  ~  0,

iii. i(j);,sg/ísi /id) ф  ".
Spunem  că A  {z) este  un  infrapolinom y-\-\ -condiţionat  pe m u lţim ea  K. dacă acesta nu 

adm ite  iiiciun polinom  ad ju n c t r-f-1- - c o n d iţio n a t pe m u lţim ea  K .
D upă ce se dau  m ai m ulte  p ro p rie tă ţi generale  ale acestor po linoam e, p r in tre  care şi un 

c rite riu  ncesar şi su fic ien t p e n tru  ca uu polinom  rH~ 1 —co n d iţio n a t să fie  in frapo linom  pe m u lţim ea  
K,  se stud iază  localizarea răd ăc in ilo r acestor in frapo linoam e. Se a ra tă  că dacă A(z) este  un 
infrapolinom  r- f-1 — co n d iţio n a t pe m ulţim ea К  şi care nu  se anulează pc K,  a tunci 9 , f iin d  u n 
ghiul sub care se vede m ulţim ea К  d in  punctu l z, avem

?<*, o- ... 9an -- ?Pl + T 9zki • “ ■
unde x v  a 2,.. ,,y. s ín t rădăc in ile  lui A  (;), iar ß j...... ß,. — rădăc in ile  uimi anum it polinom  bine
d e te rm in a t cu a ju to ru l coeficienţilor a,,, d in  condiţiile  / .  Acest rezu lta t general conţine ca şi 
cazuri p a rticu la re  m ajo rita tea  rezu lta te lo r conuscute în acest sens.
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în  capito lu l V se s tu d iază  prob lem a ex prim ării d iam etru lu i t r a n s f in i t  al unei m u lţim i 
com pacte p lane  (in general in fin ită ) cu a ju to ru l po linoam elor lu i Cebîşev de  g rad u l n. con 
s tru ite  pe anum ite  sistem e de cite  n  +  1 puncte , num ite  după F. Г, c j a, grupări  armonice , ale 
m u lţim ii K.

L ucrarea se încheie cu nu  a lgo ritm  fin it, c o n stru it de au to r p e n tru  calculul polinom ului 
de cea m ai bună ap rox im aţie  a unei fu n c ţii con tinue pe m u lţim ea  f in ită  de pun c te  d in  p lanul 
complex, b aza t pe m etoda  g rad ien tu lu i, su g erată  de aceia a lu i S. T. Z u h o v i ţ k i  d in  cazul 
rea l.T o t aici se a ra tă  cum  se poate  constru i a p ro x im ativ  po linom ul de cea m ai bună  ap rox im aţie  
a unei funcţii pe o m ulţim e in fin ită . Ca o ap lica ţie  se a ra tă  cum se leagă polinoam ele lu i Cebîşev de 
gradul în tîi co n stru it pe  o m ulţim e fin ită  de pun c te  d in  p lanu l com plex de o p roblem ă d in  te h n ic ă .

CONDUCĂTOR ŞT IIN 'Ţ IFIC  : Acad. prof. D r. O. Călugărea и ti (U n ir.
, ,В abeş-Bolyai., d iu  Cluj).

R K F R R FN Ţ I : Acad. M. Niculescu  (U niversitatea d in  Bucureşti).
P ro f.D r. Th. Angheluţă  ( In s titu tu l Politehnic Cluj).

Prof. D r. í .  ('limesen ( In s titu tu l Politehnic Iaşi).

Ş E D I N Ţ E  D E  C O M U N IC A  IU

< în  anul НЖ2 F a c u ltă ţile  de m atcm atică- 
m ecanică şi fizică au ţ in u t  u rm ăto are le  şedinţa 
de comunicări :

1:1 ianuarie
V. Z e l  m e r , Despre u n  cvasigrup  special.
G. C ă 1 u  g ă r e a n u, m em bru  coresp. al 

A cad. R . P . R ., O teo rem ă  asupra  tra v e rsă 
r ilo r  esen ţia le  u nu i nod.

Z. G á b o s, О. G h e r m  a il. Asupra 
p o lariza ţie i rezu ltan te  la com punerea undelor 
plane.

februarie
G h .  P i c ,  Despre o teo rem ă  a lui Fejér.
A. I. R u s ,  P ro p rie tă ţile  zerourolor unui 

sistem  de ecuaţii d ife ren ţia le  nelin iare  de 
de ord inu l 1 .

P. 1Г o c a n  u, . urc raza  de  s te la r ita te  
şi raza de convexita . a fu n c ţiilo r olom orfe.

/ 6’ mariié
A . X e y ,  Un procedeu  de îm b u n ă tă ţire  a 

convergenţei serii lor şi a in teg rale lo r im p ro p rii.
P. I l  a m b  u r g, Л . B a l ă  z s. D. li o r- 

ş a a , C o m p atib ilita tea  re la ţi i lo r  .

6 aprilie
D. V . I o l e s c u ,  O form ulă de c u b a tu ră .
>Г. F  r o d a -  S c h  e c li t  e r, Clase de ech i

v a len ţă  în m u lţim ea  fam iliilo r  de p ă r ţi  ale 
unei m u lţim i.

P. M o c a n  u, D espre raza  de  s te la r ita te  
şi conexitate  a fu n c ţiilo r olom orfe.

■1 mai
V. Z e 1 m e r , O genera lizare  a n o ţiu n ii de 

inel.

0 .  G h e r m a n .  F.  C o n s t a n t i n e s -  
c u .  D ifuzia undelo r e lec trom agnetice  pe 
p a rticu le  mici.

1, К  o 1 u  m  b á ii, Problem a celei m ai lum e 
a p ro x im aţii în sp a ţii fu n c ţio n ale .

U iunie
C. K á l i k ,  D espre  co m p le tita tea  unor 

clase de fu n c ţii.
P. S z i l á g y i ,  D espre rezo lv ab ilita tea  

u n o r s is tem e  elip tice.
А. I. R u s. C om portarea în m are  a in te 

g rale lo r unei ecu a ţii d ife ren ţia le  de t ip  R iecati.

26 iunie
D. V. Г o n  e s c u , D eterm inarea  genului 

unei conice. So lu ţie  a ecuaţie i d ife ren ţia le  a 
conicelor corespnnzînd la co n d iţii in iţia le  da te .

G h. P i c, D espre o p ro p rie ta te  a g ru p u r i
lor F . C. n ilp o ten te ,

F . C o n s t a n ţ i  n  e s c u , P o s ib ilită ţi de 
ap licaţie  a teo rie i d is tr ib u ţiilo r  la analiza  c la 
sică.

a; octombrie
1’. АГ o c a n  u  , D om enii ex trem ale  în 

clasa  fu n c ţiilo r un iv a len te .
I. G y . i f  a u  r  e r, T. P u r d e  a, Tî. V i r a  g. 

S tu d iu l topologic al tran sfo rm ărilo r  lin ia re  
genera lizate .

6 noiembrie
I). A u s l ä n d e r ,  X.  Al  bu ,  К.  V e r e s  s, 

In flu en ţa  u ltra su n e tu lu i aspura  g e rm inaţie i 
g r iu lu i.

A. AV e i s s m a n  n. C v asiparticu le  în  se- 
m iconducto rii. I ţc u a ţia  m asei efective  şi 
in te ra c ţia  e lectron  plasm on.
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11 noiembrie
V. R a d i i ,  D espre ţe su tu r iie  tr id im en s io 

n a le  regu la te .
A. I . R u s ,  P ro p r ie tă ţile  zerourilo r i n 

teg ra le lo r unu i sistem  de ecu a ţii d ife ren ţia le  
îie lin ia re .

0  noiembrie
T. U r s u ,  C В í i l i n t  i f i ,  U m eto d ă  

se n â b ilă  p en tru  d e te rm in a rea  pe cale m ag 
n e tică  a co n cen tra ţie i de  oxigen.

P. K e l e m e n ,  M ăsurarea  coeficien tu lu i 
de d ifu s iv ita te  te rm ică  şi a coeficien tu lu i de 
tran sm isie  de căldu ră  p rin  m eto d a  im pulsulu i 
de căldu ră  în  fire  m eta lice .

A. 15 ó d  i, P. C i o a r ă ,  S tud iu l ră sp u n 
su lu i lum inos al unor tu b u ri eu neon.

21 decembrie
G h .  P i c ,  D espre un  c r ite r iu  p e n tru  

descom punerea  u n u i grup.
G. C ă l u g ă r e a  n u  m em bru  coresp. 

Acad. R . P . R. , D escom punerea unu i nod 
in  două cercu ri topologice.

27 decembrie
l '\  B o t a ,  ]■'. K e 1 e ш  e ц, А. X  c d a 

A supra  u nei m etode  de s t r a t  p e n tru  m ăsurarea  
coeficien tu lu i de d ifuzie  in g e i agar-agar.

I. S t  a n , A. AV e i s s m a n  n, C o n trib u ţia  
in te ra c ţiu n ii  e lec tro n  e lec tro n  la  calcularea 
n iv e lu lu i energie al u n u i sem iconductor.

P . К  o c h, Câteva aspecte ale  rezonan ţe i io- 
n . l j r C u + +  şiA In+ +  în c îm p u ris lab e . C onstruc- 
ţ ia  u n u i d isp o z itiv  de rezo n an ţă  param agnetică

Z. G á b  o s, О. G li e г m  a n, A supra  
m eto d e i p a ra m e tr ilo r  lu i S tobes la s tud iu l 
p o la riza ţie i u n d e lo r e lectrom agnetice  în spec
tru  continuu.

VI ZI  TE
X F a c u ltă ţile  de m atem atică-m ecan ică  şi 

fizică au  fost v iz ita te  în  anu l 19G2 de m ai m u lţi 
oam eni de  ş ti in ţă  care au  şi ţ in u t  conferin ţe  
în fa ţa  cad re lo r d id ac tice  şi s tu d e n ţilo r  facul
tă ţ i lo r  no astre .

2 aprilie
M. I. P  o d  g a  r e V s к  i, AI. I .  S o l o 

v i o v  (In s ti tu tu l u n if ic a t de cercetare  a 
nucleu lu i d in  D ubna , U. R . S. S.), In te ra c ţia  
in e z o n ilo rn  cu nucleoiii.

23 mai
Prof. C a i u i  I  a e o b, m em bru  coresp. 

Acad- R . P . R . (U n iv ers ita tea  d in  B ucureşti), 
T eoria  je tu r ilo r  la  m ari v iteze.

24 ma i
Prof. C a i  u s  I a c o b, m em bru  coreps. 

Ac ad . R . P. R. (U n iv ers ita tea  d in  B ucureşti),

R ezolvarea problem ei lui D irich le t şi a p ro 
blem ei b iartnonice fu n d am en ta le  p e n tru  cerc 
în  unele  cazuri p a r tic u la re .

11 iunie

V. A . A m  b a r ţ u m i a  n, (m em bru t i tu la r  
al A cadem iei de ş ti in ţe  a  U .R .S .R . şi p reşe 
d in te le  A cadem iei 1 de ş tiin ţe  a R . R. R. A r
m eană), M arele U nivers.

2S septembrie
Prof. G a e t a n o  P' i c h e r a (U n iversi

ta te a  d in  R om a, I ta l ia ) ,  A proxim area fu n c ţi
ilo r olom orfe cu fu n c ţii ra ţio n a le  avînd po lii 
f ix a ţi  d in a in te .

2d scptcmhiie

I’rof . G a e t a li o P  i c h e r a (U niversi
ta te a  d in  R om a, I ta lia ) ,  T eoria  un ifica tă  a 
p rob lem elo r de co n tu r p m tm  ecu a ţiile  clip- 
tico -parabo lice  de  o rd inu l al doilea .

1 şi 2 octombrie

Prof. M. A. K r a s n o - e l s k  i (U n iversita tea  
d in  Y oronej, U .R .S .R .). Cite va prob lem e de 
analiză  ne lin ia ră .

25 octombrie

Dr. B o r i s  V a l i  е е  к, cerce tă to r p rin c i
pal (O bservatorul C entra l d in  O ndrejnv, 
R . R. Cehoslovacă), A c tiv ita tea  O bservato
ru lu i d in  O ndrejov al Acad. de Ş tiin ţe  a R .S. 
Cehoslovace.

9 noiembrie

Prof. G l e b  K . M i h a i 1 o v (U niversi
ta te a  „L om onosov", M oscova, U .R .S ,S ,), 
A supra unei p roblem e de m işcare a unui lich id  
in tr-u n  m ed iu  poros cu su p ra fa ţa  liberă, 
sub in flu en ţa  unui cîm p electric .

7 decembrie

Prof. A d o l f  H a i m o v i e i  (U n iversita 
tea  ,,Л1. I . C uza", Iaşi), O genera lizare  a p ro b 
lem ei lu i Cauchy şi a lu i C oursât.

20 decembrie

Prof. AI e n  d c 1 H a i  m о v i c i, m em bru  
coresp. A cad. R . P. R. (U n iv ers ita tea  „A l. I. 
C uza", Iaşi), R e d u c tib ilita to a  sistem elo r de 
ecu a ţii eu d e riv a te  p a rţia le .

X V ioleta  Zelm er şi-a  su s ţin u t d ise r
ta ţ ia  p en tru  titlu l de c an d id a tă  în ş tiin ţe le  
m atem atico-fiz ice  la U n iv ersita tea  „A l. I. 
C uza" d in  Iaşi, în 15 oc tom brie  19(i2 : 
„Pseudogrupuri şi pseudo iuelc" .
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