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O GEOMITRIL, DE TIP CAYLEY

de

ALEX, MCOLESCU (Bucuresti

Omagin profesorudui Do TH. ANGHIELUTA cu vcazia implinivii a $0 ani

I. Transformiari legendrience,

Transformarea Tui Legendre in plan:

X Y
A= XY Y
este polaritatea fatd de parabold

_\,’"‘ B 2) — U

Numim transformiri legendriene, corelatiile care fac parte din familia de
transformdri :

RTINS L) S R O 1A G 22% %44

Y= (aX +a'Y +a") - (aX + @'Y 4 a")} n
o= (X E Y B (X Y Y h
Pentru a desprinde din aceastd familie corelatiile, vom exprinma c¢d unci
drepte oarecare :

Yoo+ on, Y’ m
i core.;:pundc un punct, adicd faptul c¢d ccuatiile :
¥ = (aX 4+ amXN - a'n 4 a’) 4 (X +amX +oa'n +a)ym

Vo= (b'Y FUmX 4 bu R by = (BX = 'mX D b ym
nu depind de X, orcare ar [i . Avem atunci:

@ =0, a +a-=0 a=2~0
Vo0, b b e, b0,
si deducem formulele transformérilor legendriene
ro= Y YY) e aY - =)

1= ka}'v, _.A,,}') 4 By
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Pentru a obfine transformatul unui punct M (X, Y) printr-o transformare
legendriani, eliminim pe Y’ intre ecuatiile (2), ceea ce din punct de vedere
geometric, revine a exprima c¢d : punctul M avind un element de contact
comun cu toate curbele ce-l contin, transformatele acestor curbe vor avea
un clement de contact comun cu transformatul punctului M ; obtinem prin
eliminare ecuatia :

(X +Bx — (hX 4 a)v -+ {(0'h —a'R)X -+ (bh — k)Y -+ (ad' — a'b)} = 0.
Transformirile legendriene sint polaritdfi dacd :
h=0 k=1 a -+ b=0,
conicele directoare fiind parabole:
X2 220X — 24Y -+ (ad' —a'by = 0.
In cazul general, locul punctelor ce sint continute in transformatele lor,
este o conicll — conica pol-de ecuatie :
X2 e BXY & (b —a'k A+ VX b (a ——ak = b)Y - ab’ -—a'h ==0).

Conica polard este infaguratoarea dreptelor care-gi contin punctele ce le
corespund, deci este transformata conicei pol.

Astipra conicelor pol ¢i polard vom reveni in capitolul wrmator, in
cadrul studiului corelatiilor generale.

Vom lua ca exemplu, transformarea legendriana particulard

R B

A oms — (XY 1) == const.
b N

v

ct transformarea inversi ;

X = ;L\r’
Vo= (" =)
Vi Y
' 4
Norma corelajiei fundamentale este —.42 Corelatia fundamentald nu

poate fi niciodatd polaritate ; ea are drept conicd axa X == 0 considerata
de doud ori si drept conicd polard punctul de la infinit al axei Y == 0,
deoarece unui punct de pe axa X = 0 ii corespunde paralela dusid prin
acel punct la axa Y = 0.

II. Reducerea corelatiilor la forma canonicd. Grupul G,
O corelatie in planul proiectiv se exprimia analitic :
iy = Ap %y T Ay Xy ag Xy ‘
Olby = A&y - UgoXy — dgoky dy; 3= 0.
Gty = y3%] T QgaNg + Aag¥y
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sau simbolic ;

(20} = C(),

(x) fiind coordonatele proiective punctuale, iar (u) coordonatele proiective
tangentiale. Vom mnota cu (' corelatia care face sd corespundd dreptei :

(W)’ = C"()

punctul (x); corelatia C' are formulele de transformare :

[ E i g 1 3
puty = Ap¥y i~ Mip¥e + Ay,
PU, = Uy Xy — Age%y - Ay ¥y,

r_ | . .
Py == Ay %y I~ Agp%y = Aggy.

Numim pol orice puuct (v,) situat pe dreapta (1) = C(x,); locul

polurilor este conica (C) de ecuatie :

A X5 Aoy XS - gy X5 (doy T dge) ¥avy - o0 = 0.
Conica (C) vslte conica pol a corvelatiel C; se vede imedial cd (C) este conica
pol st pentrue corelatia C’, deci corelafiile C, C' au aceleasi poluri.

In mod corelativ, numim polari orice dreaptd (u,) ce trece prin
punctul (x,) = C(u,)

Polarele infisoard o conica (C), conica polard care este tocmai core-
lativd conicei pol fatd de corelatia C sau (7. Conicele pol si polard sint
bitangente ; fie A, si A, punctele lor de contact si 4, intersectia tangen-
telor fn A4, si A, la cele doud conice. Prin oricare din corelatiile C, (7,
punctului 4, ii corespunde dreapta A,A,, iar polurilor A, si A; le cores-
pund dreptele A,4,, respectiv A,4,.

Alegind drept sistem de referintd triunghiul A4,4,:,, obtinem cu usu-
rintd forma canonicid a corelatiei C :

priy = Ay

Gty = g Xy

Pty == dygXy
sau a corelatiei C':

g1ty = gy Xy
Pl = dggXg
Qlty == AgeXs.

Fcuatia conicei pol va fi:
N — A2 i - oA
(C) = ag 2% + {4y + @) Xywg = 0,
iar a conicei polare :
(C7) = ap(ugy + ap) ] + dag,agpx,x, = 0,

sau In coordonate tangentiale :
. 1 - 1
(C7) = - + ‘ - ———«)uzu3 == .

a1 oy Oy
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Presupunind ca cele doud corelatii €, €7 transformd clemente reale
in elemente reale, a; din forma canonicd este neapdrat real, dar ay, 51 ay
pot fi reali sau imaginari conjugafi. In cele ce urmeazi, noi nu vom dis-
tinge aceste doud cazuri.

Fie (x,) un pol, adicd un punct situat pe conica pol; prin corelatia C
ii corespunde dreapta (u,), care trecind prin punctul (v,), retaie conica
pol intr-un punct (y,). Intre punctele (x,), (y,) existd evident o corespon-
dentd homograficd H, care genereazd o homografie in intreg planul, cici
orice homografic este determinatd, cind se cunosc trei perechi de puuncte
omoloage necoliniare, ceea ce se realizeazd?oricind in cazul nostru. Apli-
cidm punctului (v,) corelatia €', obfinem dreapta (x,), (v,), deci avem

C'H, = H,C" = (.
Homografiile care pastreazd conicele (C), (C) pastreaza si triunghiul
autoconjugat comun .lyd,4,; ele se vor exprima atunci:
[ vy = hiy
(H) \ ey = paty
] 2y = Pyl
intre parametrii p,, p,, p; trebuind insd sa existd relafia:

B bobs;
asa dar, homografiile care piastreazd counicele (C) si (C) formeazd un grup
cu un parametru. Homografia H, face parte din acest grup. Toate coni-
cele fascicolului determinat de conicele () si (C) sint invariante fatd de
transformdrile acestui grup.

S4 consideram o corelatie A == HC, H fiind o homografie oarecare a
grupului mentfionat; corelatia K va transforma conicele (C) si (C) una
intr-alta, dar aceste conice nu mai sint pol si polard pentru K. Conicele
pol gi polard ale corelatiei K fac insd parte din fascicolul comnicelor (C)
si (C), de unde deducem cd si corelatia € pistreaza, cite doud, conicele
fascicolului de conice bitangente determinat de (C)

In rezumat : ,

Homografiile H care pdstreazd conicele (C) st (C), st corelafiile K care
schimbd cele doud conice una intr-alta formeazd un grup G conicele (C) st
(C) determind un fascicol de conice bitangente, tnvariant fotd de grupul G.

Se aratd usor cd in grupul G existd o polaritate, ceea ce Inseamnd cd
grupul & este un subgrup al unui grup proiectiv format de un grup cay-
leyvan si de o polaritate (conice directoare fiind conica absolutda a grupului
cayleyan). Geometria grupului ¢ este geometria quasi-cayleyvana.

ITI. Metrica quasi-caylievana.

Definim distanta quasi-caylevand dintre doua puncte (v), (') ca fiind
logaritmul natural al biraportului punctelor (x), (x), (v,). x) ultimele
doud fiind polurile ce se afla pe dreapta (1), (x):

ax’ == hlog (v, &, a4y, X)) (f = const.)
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In mod corelativ, wnghiul guasi-cavievan a doud drepte (n), (1) va fi
definit prin :

A
’ . ! 7 L N P S
w' s Klog (s, a0’ 1ey, i) (£ = const.)

(1) si (1) fiind polarele trecind prin intersectia dreptelor (u), (u')

Pe noi ne intereseazd insd cazul in care punctele () si (¥') sau drep-
tele (u) i (1') sint infinit vecine :

,

’ .
== Ay A dy,, X, ey o day

Y, =y bk dyy, X

! — i ; - ody
w, =y o duy, oy =y S odiy, g s iy o+ dig,

’
9
,

Atunci, xx’ va deveni elementul de arc guasi-cayleyan ds, iar wu' va
deveni elementul corelativ d§, pe care-l vom numi co-arc elementar.

Arcul ¢ co-arcul quasi-caylevan capidti expresii simple, dacd norma-
lizam coordonatele proifective punctuale prin ecuatia :

an ¥y (dgyy = dg) oxy = 1,
pentru toate punctele care nu sint poluri, iar coordonatele tangentialc,
prin ecuatia :

1T e 1 1
“11 g o

pentru toate dreptele, care nu sint polare. Obtinem intr-adevar :

ds? = —— A2 ay AT L (ag + dyp)dv,da,).
o I I 1
ds? == — dR2 | — duy + ( e ) duy dity | .
451 C g o

Vom determina constantele 7 $i & astfel ineit arcul si co-arcul sd fie reali.
In acest scop, vom distinge doud cazuri:

1. Conica pol are numai puncte imaginare $i deci conica polara va
avea numai tangente imaginare. Vom presupune atunci ed forma:

!

Ay X7 (dgy b ag)vony = C()
este pozitiv definitd, si forma :
1 2, 1 o1 sl
— )+ ( e Jzt:zz;3 = ()
a4 a3 g2
a fi de asemenca pozitiv definitd ; vom lua in acest caz:
20— (H, 2L 20K,
S vom avea :
dst = HeElagdyy o (g 4 ag)dy, du)

ds? = K2 {l daid - (1 b ! )du: dity

(IR ya

1

2. Couica pol are puncte reale, conica polard avind tangente reale.
In acest caz, trebuic sd ne fixdm regiunile planului in care au loc conside-
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ratiile noastre. Vom alege punctele planului care fac forma ('(x) negativd,
ceea ce ar atrage:

Clxy Cx) — C¥a, ¥y =0
i

»

Cldx) = 0.

Determinarea constantei /i ficuta pentru cazul precedent este valabild
si aici. Tar in ceea ce priveste planul riglat, vom considera numai acele
drepte care fac forma C(u) negativa, astfel incit corelativa unui punct al
geometriei sd fie o dreaptd a geometriei.

Cu acestea precizate, formulele scrise mai sus sint valabile pentru
ambele cazuri. Trebuie insd si observdm cii In ceea ce priveste al doilea
caz, nu orice curbd cu puncte in domeniul ales are tangente in domeniul
dreptelor alese. Noi vom considera numai curbele apartinind geometriei
quasi-cayleyene atit din punct de vedere punctual, cit si din punct de
vedere tangential.

Privind coordonatele (x) drept coordonate carteziene intr-un spatiu
cuclidian I, iar coordonatele (#) drept coordonate tangentiale fn acelasi
spatiu, ecuatiile :

C(x) = 1

Cluy =1

reprezintd doud cuadrici; dacd alegem pe aceste cuadrici drept sistem de
coordonate cele doud sisteme de generatoare rectilinii, vom avea urmd-
toarele reprezentiri parametrice :

1 a—b ) 2 bda — adb
,’\—1 s ’“/',;':' ¢y ([,‘Ll TS T
Yoy, o oa-- b \" ayy  (a -+ [))2
p ab . 2 Dida + a*db
A R ((f,\,2 = e L
@ -+ b Vg {a - b}
Vo == !
Xy == o — \
'\/(123 +oagy @ =0
g
H’] = .\‘/(111 - »
o B
o2 Vg dgn 1 T 2 \/(12;;1;2 doc -+ df
1ty == st e = —
%+ 0B Vagg + agy (o + B)°
8 2Vaya 2o, - 2l
T %2 ity = 2 Vg ago B 2205

7 v”?:; +oag a3 ) \/"23 o gy (o0 = B)?

Tolosind aceste reprezentiri, care ne conduc la un sistem de coordo-
nate #, v in planul nostru, obfinem :
. o da + db . lo - d5
dst = H2 T ds? = K2 . 2100
(a+b6)* (o + B
Parametrii (a. 0) i (e, 8) sint reali sau imaginar conjugati dupd cum
ne plasam in primul san al doilea caz, dar membrii din dreapta ai acestor
relatii sint oricind pozitivi.
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Din expresia elementului de arc se observd cd a = const., b = const.
sint lniile de lungime nuld ale planului. Revenind la coordonatele proiec-
tive, se deduce cd aceste linii sint tocmai tangentele conicei €, ceea ce
era evident a priori, din punct de vedere geometric.

In sistemul de coordonate (a, b), conica C are ecuatia :

a -+ b =0,
lar o conicdd oarecare din fascicolul (C, €) are eccuatia:

ma -+ nb = 0

IV. Deplasdri quasi-cavlieyene, finite gi intinitezimale.

Numim deplasiri quasi-cayleyene omografiile care péstreazia unghiu-
rile si distantele quasi-caylevene, deci omografiile H :

l Ay =Py
(H) : Xy 7 pay (pE = paps
l Xy = Pay

Eliminind p;, p,, p, intre cele patru relatii precedente, obginem traicc-
torta punctului (x), cind acesta este deplasat In mod continuu:

2 27
XX X] — XXXy == 0

aceastd tralectorie este comica fascicolului determinat de conicele (C),
(C), care trece prin punctul (x)

Rezulta atunci cd printr-o deplasare infinitezimald, un punct oare-
care se deplaseazi pe tangenta dusi prin ¢l la conica fascicolului (C, )
trecind prin acel punct.

O deplasare in planul nostru corespunde pe cuadrica :

Clx) =1

unei proiectivitafi a acestein, care este datd, dupd cum se stie, de formule
de forma :

PR
m'a + n’

h o PoH4
P+

in plus aceastd proiccti\'itate trebuie sd pastreze invariante ecuatiile :
1==0, b==0 g1 a—b, a-+b=0; exprimind aceste conditii, obtinem pind Ia
urmi cd grupul dq\)lamrllor quasi-cayleyene este In coordonatele 4, b:

a == ka
b= kb.
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%

Congrienta atasatd acestui grup este:
du b
e (Y

« h
care este tocmal congruenta de conice bitangente deja intilnite.
Deplasirile infinitezimale vor fi date de formulele
a == (1 4+ dt)a
b= (1 -+ di)b,
¢ Jiind parametrul ales pe conica fascicolului (€, (') trecind prin puunctul
(t[, 1)}
Corelatia determinatd de conicele (C), (C) fiind :
My A
Uy 7 (gely
g == g3k,

ca se va scrie in coordonatele normalizate :

- v Agy * 4
‘/”;i‘:
fJ VEL;:% b
oo S
Voay,
de unde rezultd corelatiile grupului G exprimate prin formulele :
% == ha
B o= hb.
V. Geometria curbelor plane. Tnvarianti diferentiali.  Ile-

mente de are, co-arc si curbura.

Geometria (uasi-caylevand a curbelor plane este mai interesantd in
razul eind conica pol, deci ¢ conica polard, sint imaginare, deoarece atunci,
dupd cum am vazut, toate punctele planului proiectiv pot fi considerate
in aceastd geometrie, odatd cu dreptele determinate de aceste puncte.

In cazul cind conicele-pol si polard sint reale, am vizut ci siutem
nevoiti sd impdrtim spatiul punctelor si cel al dreptelor din plan in cite
doud clase, $i anume : puncte exterioare sau interioare conicei pol; drepte
care taie conica polard in puncte reale sau imaginare. Dacdl alegem, pentru
fixarea ideilor, punctele exterioare conicei pol si dreptele care tale conica
polard in puncte reale, atunci nu oricind doud puncte ale geometriei de-
termind o dreaptd a geometriei. Aceasta inseamnd ¢d nu orice curbd punc.
tuald a geometriel apartine acesteia si din punct de vedere tangential

Ca urmare, in timp ce in primul caz vom cousidera orice curba conti-
nud cu tangentd continud din plan, n cel de al doilea caz ne vom referi
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numai la curbele, sau arcele de curbe, analitice, care au atit punctele cit
si tangentele in regiunile alese.
O curba K, presupusd analiticd, se reprezintd parametric prin :

¥y = x4() 1y = 11;(f)
Xy = Xo{l) sau 1ty == 1y(l)
Xy == 2(¢) Ty = ty(l)

coordonatele punctuale (x) sau tangentiale (i) fiind functii olomorfe in
intervalele in care au loc u)nbldem‘,cnle noastre, in raport cu parametrul /.
Trecind la coordonatele normalizate, acestea vor fi de asemenea functii
olomorfe de parametrul 7:

a = aft) sau 7 == o(t)
b= h(t) 5 = B(f).
Elementele de arc ds si co-arc ds ale curbei K, care sint invarianti

fatd de deplasirile quasi-cavleyene, vor fi

ds - H ¢

accentele indicind derivarea In raport cu variabila 7.
Prin “definitie, curbura quasi-cayleyani a curbei K este :

Vom exprima functgiile 31 in raport cu funcgiile «, b. Coordonatele
unui punct curent pe curba K si coordonatele tangentei la curbd in acel
puuct sint legate prin relatiile :

X (8w () R () ua(t) - x () (1) = 0,

Gl () +oxslt) -ty xall) gl =0

inlocuind in aceste relatii coordonatele proiective prin cele normalizate,
obtinem dupd simplificdri :

(@ —b) (0 — ) + 4 Ve gy g Vests g

Gy " gy

@
-t
&
3
>

f—
20a'l —ab’) (o — B) — V gt

g -

(0 + a4 VoS (e ey )
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Din aceste relatii scoatem pe (2 —p) s pe af:

d )
I (0 -
p e — A ‘{“ (,{ oy Vaag,
a1l “ (4 — by oy " gy
ot
T
—ab — {a - D) L {a — b - {ab).
40 e a'b? La?l’ dt (ab)
ACE——— i . ISR

’

a — b

Iifectudm transformarea de coordonate exprimatd prin relatiile :
X == q—b
v o= ab,

care constituie o trecere la coordonate carteziene in planul euclidian ; in
ceea ce priveste coordonatele tangentiale, vom face transformarea :

-
>; e B (ﬁ
w

7= uB.

Vom obtine astfel urmditoarele relatii tutre coordonatele unui punct si cele
ale tangentei la curbd in acel punct:

accentele indicind derivarea in raport cu parametrul £, Membrit din dreapta
relatiilor precedente sint tocmai aceia care intervin in formulele de trans-
formare ale corelatiel fundamentale studiate in primul capitol. Rezultad
atunci ci studiul elementelor diferentiale tangentfiale ale unei curbe K
se reduce la studiul elementelor difereuntiale punctuale ale transformatei
curbei K prin corelatia fundamentald. Tinind seama de acest lucru, obfi-
nem prin calculele simple, expresiile finale ale elementelor de arc si co-
-arc quasi-caylevane :

ds? — k2 £ 8C e =59 g oo 0 = AVEY =0 gy
E2 -+ 4g A2y L 4y (2 — xY)

Aceste formule ne conduc imediat la expresia efectivd a curburii :

P LAUCIE S e C U TS S UCIEE o S U AU H

L R(l) = AN LT ) K
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sau dacd alegem pe v oca variabild independenta,

, . a2 IS RUG E I A0 K
BRI A
’ AR Ky B AU L S| H
-y dyv . d*y
e ey C
da ) 7

Rezulta din aceastd formuld cd liind datd curbura unei curbe ca functie
de paramctrul pe curbid, aceasta este determinatd de o ccuatie diferentiald
de al doilca ordin :
T [N S U U v .
\’\'// ) . (. AN B ) [\)(Z),
R L P v
st decd, exista o singurd curbd de curburd datd care sa fie tangentad intr-un
punct (xy, vy) la o directie v, ——tot asa cum se intlmpla in geometria
cuciidiand pland ; spre deosebire de aceasta 1nsa, in geometria quasi cav-
levand nu toate curbele cu aceeasi curbura se pot deduce una din alta
prin deplasari quasi-cavlevene.
54 ne oprim la curbele cu curburd quasi-caylevana constantd : ele
satisfac unei ceuatii diferentiale ce se deduce luind derivatele logaritmice
ai embilor membri din ecuatia precedentd si neglijind pe R(¢) :

2Ry fav o, 2y 2 A%y 2y - Ay’

R o e S, o JR— N . . —

Y B e e et ‘ 20072 o+ (v - RSN Ay A2 4y
Reznlti cirunel ¢d existd o singura curba cu curburd constanta, osculatouare
intr-un punct al unei curbe analitice ; cele douda curbe au dealtfel aceiasi
curburd in punctul de osculatie.

Curbele cu curburd nuld sint acelea pentru care v = 0, deci drep-
tele planului. Conicele pol i polard au curburile nedeterminate ; cele-
lalte conice ale fascicolulul determinat de aceste conice au curhurile con-
stante.

VID Cereunrile guasi-Cavlievene

Locul geometric al punctelor ale caror distante lo un punct fix sint
cgale, este o conicdl bitangentd conicel pol, dreapta puunctelor de contact
fiind polara punctului M fatd de conica pol. Enunfim si propozitia co-
relativd : infasurdtoarea dreptelor care fac un unghi-constant cu o dreapti
fixd, este o conicd bitangenta conicei polare — dreapta punctelor de tan-
genta fiind chiar dreaptda fixa.

Demonstram ¢ : daci numim normald intr-un punct 2 la o curbd
K conjugata tangentei in 7’ la curba fatd de conica polard, atuncicurbele
cu normalele concurente intr-un punct M, sint conice bitangente conicei
polare, M fiind polul dreptet punctelor de contact.

2} Bubes—Bolvai: Mathematica-Physica 21063
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L

Fie {(x) 1 punct de curbi si (a) punctul de concurentd al normalelor ;
avem urmditoarea ecuafie, tinind seama de forma polard a conicel polare :

a . N
Dityailan((y Xy = d40,) i ayp(dyy + Agy) (agxy — ayvy) — -
- T Sxy A,
3
g (@ ag) (4,0 -—ayx) { -0,
3

unde /(x) = 0 este ecuatia curbei pe care vrem s-o determinam. Sistemul
caracteristic al acestel ecuafii cu derivate partiale este :

dx,

RN NS aq.%,} i {tay 1 gt lagry — ) ) Ayyletay
23 oty 3%2 111y RS 13 ity

cu integralele prime :

1, 2 2 .
th =y (dag + Ag) V1 1 2ayglgy ¥ 4 2aydg vy = ()

¢

v gy (Agy Tt )@y Xy A DAyt - 2ayanayty — G
Integrala generala a ecuatiei cu derivate partiale va fi;
J(x) = Flu, v} =0,

I" fiind o functie arbitrard. Putem normaliza coordonatele omogene (x)
prin ecuatia # = 1 (ecuatia # == 0 reprezinti o integrald a ccuatiei, o co-
nicd bitangentd conicei polare cu axa de bitangentd : v, == v,). Integrala
generald devine atunci:

Flo) =0
sau

© == const.,

ccuatie care teprezintd familia cu trei parametri a conicelor bitangente
conicei polare, ceea ce demonstreazi teorema enunfati.

In concluzie : curbele cu normele concurente au tangentele facind
un unghi constant cu polara punctului de concurentd al normalelor fata
de conica polard. Iar curbele ale cdror puncte sint echidistante de un punct
si ale cdror tangente fac un unghi constant cu polara lui 1}/ fatd de conica
polard, au normalele concurente §i curbura constanti (sint tocmai conicele
fasciculului determinat de conicele pol si polard). Iatd dar legdturile dintre
cele trei feluri in care se pot extinde cercurile din planul euclidian ; obser-
vdm c¢f In cazul cercurilor euclidiene, tangentele acestora fac un unghi
constant cu dreapta de la infinit.

Revenim la curbura unei curbe analitice oarecare. Curbura este un
invariant fatd de deplasirile quasi-cayleyene, dar curbura transformatei
unei curbe A, de curburd R, printr-o corelatie a grupului & este :

roo K
H: R
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<

Rezultd atunci c¢a orice functie

simetrica In cele doui argumente figurate, este un invariant absolut al
grupului G.
Revenind la coordonatele a, b, si «, 8 expresiile

sint invariante fatd de deplasirile grupului G. Pe o curbd K, vom spune
cd t este parametrul punctual al curbei, iar t parametrul tangential ; este
ugor de vdzut ca printr-o corelatie a grapului &, parametrul punctual devine
parametru tangential si invers. Rezulti cd daci considerim expresiile :

Fo— K ds  HEK (x4 ¥ 4 4y) dy*(ydx — xdy)
11 - R S T *

! 4 xdy — 2ydy
Ez K ds . HE ) dy?—dx{ydx — xdy) A?\f’z Ay RS T AN C 2 LIUC IS Ve
d~ 4 (vdy — 2vdx) - &% -+ 4y

Ey o O HIE By drd(at - A0 s At 4y

di 4 (xdy — 2vdx)A2dy® < ddx{ydx — xdy)
E.— H ds-  HIN (Bxdy - dad?v)(x® —~ A% (A% 4+ Hay — 2y x)
- dr + (xdy - 2vdx) A%y - ddx(vdx - xdy)
i
\ ’ 1x ) A%
v o= x{u), o= vo= ), o= “
: du - die

st unde parametrii ¢ $i = au fost inlocuifi cu valorile:

a A% A Ay oy %
/ = LT e X
G

2 a% Ay e

atunci orice functie

J(Ey, E,, El’ E2)

al grupului G,
Vom ardta acum ca:
,,Studiul invariantilor grupului G se reduce la studiul invariantilor
metrici ai curbelor strimbe din spatiul euclidian tridimensional”.
Intr-adevar sd exprimim elementul de contact al unei curbe K cu
ajutorul variabilelor :

:__’2_‘“‘/2,.’2
o= g - AR __Q)

’
v=> (}’ dx
w =y — v,
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ceea ce este posibil dacd determinantul functional

Du, v, w) PR

R Y Y I

Dix, v, ¥’} '
deci dacd curba K nu este o conicd a familiei :

W2 L 24y C = 0.

Daca privim variabilele u, v, w drept coordonate carteziene ortogonale
in spatia, c¢ind clementul de contact (x,v,y') al curbei K 1nfasoard aceastd
curbi, punctul (u,v,w) descrie o curbd strimbad. Aplicarea corelatiei funda-
mentale

1\: - Ay , g dy Ve dy
Yooy —uy
Yo apd

curbei K echivaleaza, in spatial coordonatelor u, v, w, cusimetria in raport
cu planul v == % :

U=u
V=w
W =,

care este determinatd de 3 invarianti :

Io=n, IL=v4+w I;j=1w
i 2 t 3

Ji -

(du® +— dv? -+ duwt)®
ooy R2

P4 QP s R2

Jo = ,

12
unde D este determinantul
o dut dv dw
D = | d2u a2y d?w
| dPu e dPw

iar P, Q, R, sint minoril primei linii ai acestui determinant; invariantii
Ji, J. sint respectiv curbura gi torsiunea curbei din spatiu corespunzind
curbei K. Rezultd atunci cd orice invariant al curbei K fatd de corelatia
fundamentald, se exprimi cu ajutorul invariantilor :
Iy = 2 A, Iy =2y —uxy', Iy =y(y — xy)

7y o [4(x + A2y")2 4 y2 4 22723

S P24 Q2 R2

Ty — - P+ Q%+ R2

s D
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D fiind determinantul :

| 2x 4+ A2y Voo W |
1) = 24 /!2 r”2 Ay Y — 'y’
| 34%y ’v'” I 4 2y'q 1V v — 297 — TV

far P, Q, R fiind minorii primelor doud linii ale acestui determinant sau
derivatele acestor invarianti.

Riamine acuma si alegem dintre acesti invarianyl pe aceia care sint
invarianti fatd de toate transformarile grupulul G ; este suficient pentru
accasta, sd-1 alegem pe aceia care sint invarianti si fata de deplasarile quasi-
cavlevene.

O deplasare quasi-cayleyand se exprimd prin formulele :

= Ry
(k)
y o Ry
st deci :
Ao v = T = " etel

Putem acuma usor sa dam forma generald a invariantgilor grupului G. Iutr-
adevir, alegind pe curba K, drept parametru, un invariant al grupului G,
de exemplu invariantul :

RE \'-'

T ‘

2y — ay’

. . R y . dly, dl, P @
xprestile [, si [, lmpreund cu derivatelelor 7', 2 ot 22 ete,

' arodr A dr
se multiplica, prin deplasarea (k), cu 44%. Tar [, [y, [, se multlpllca impreund
cu derivatele lor, cu k3, respectiv k%, % si atunci rezaltd cd orice cxpresic

I ST PO

este wn invariant al grupulir G

—. Sa consideram un cimp de directii

’

R [EFRUN

adicd o multiplicitate unidimensionald de elemente de contact, definind o
congruentd de curbe, curbele integrale ale ecuatiei diferentiale. Aplicind
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acciasl metodd utilizatd mai sus, putem defini invariantii acestui cimp cu
ajutorul invariantilor metrici ai suprafetei :

o= x2 + A42f2
Y o=y

w o=y — \f,

raportatd la sistemul de coordonate curbilinii x, v.

Ne oprim aici cu studiul invariantilor absoluti ai grupului G, dar vom
face citeva consideratil asupra invariangilor relativi, anume la ecuatiile
diferengiale de primul ordin, care rdmin neschimbate printr-o transfor-
marea grupului G.

VII FEcevatii diferentiale de ordinul T.

Lxceptind ecuatia
Ay =g,

pe care am rezolvat-o mail sus, orice ecunatie diferentiald de primul ordin
se poate pune sub forma :

N2 4 AR = By, v — ).

Se observd atunci imediat cd aceastd ecuatie este invariantd fatd cu trans-
formirile grupului G, dacd I’ este o functie simetricd si omogend de gradul
IT in cei doi argumenti v si v -— xy7.

Ob OAHOWM TEOMETPHMU TUIIA KEJIJH
(PeawmMe)

PacesmaTpusaen ceMeficTBo npeoOpasoBanuii
f e HIXY e Y)Y b
v = &YYo= V) 4 b Y+

KOTOpoe jaér paciuHpeHie npeo6pazopanus JlexkaHnapa i BKAIOYEHO B rpynny npeodpaszopa-
it conpuxocHosenus Codyc Jln

o= F(NY — Y, YY), oy o= GIXY' — Y, Y.

ABTOp 1TOKA3BIBAET, HYTO TIPSIMBIM, NPOXOAALIMM Uepes OJIHY  TOUKY. COOTBETCTBYIOT
qyepe3 (t) MHOMKECTBO TOuek JeXallWX,K Ha npasmoll; B cayuae Korja npsnvas COJepxKH1
TOUKY Mbl MOJYYHM KaK TeOMETPHUECKOEe MeCTO OJHV JHHHIO BTOPOTO Nopsjika (KOHHKA):
,, KOHHKY-TTOJA0C .

CooTHOCHTeIbHASA KPHBAs 3TOM KOHHKI ——3aBEPTHIBAHUE COOTBETCTBYIOMH X MPAMBIX —
ecTh ,, IoJasipHafg  KOHHKA'".

3TH KOHHKI JBYXKacaTeJbHble H He COBMAAaioT TOJABKO B cayuae npeobpasoBadis
Jlexaugpa.

BasiB 3TH 1Be KOHMHKH KaK OCHOBHblE (HTYPBl ONpelesieTCst OAHa IIIOCKast MPOIKTH-
BHAA reoMeTpHs THNa Kerw, OTHOCH Aepy YIVIOB K ,,NOJSIPHOI KOHHKe'*, 4 Mepy paccros HH
X ,,KOHHKe-NogI0c’ .

3arem Hayuaem uddepeHuHaIbHbi BHI 3TOIl reOMeTpHH H C 0COBEHHOCTLIO M-
depeHNHANbHBE HHBADHAHTH IUVIOCKHX KPHBLIX, KOTOPbIE MOMHO BBIBECTH H3 METPHUECKHX
IIHBAPHAHTOB KPHUBHIX MNPOCTPAHCTBA E3.
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UNE GEOMETRIE DU TYPE CAVLEY

(Résum ¢)

On considgeére la famille de transformations
,,{ ¥ =MXY —Y) +aY +a
v = k(XY —Y) + BY" = i,

qui étend la transformation de Legendre et fait partie du groupe de transformations de con-
tact de Sophus Lie

¥ F XY VLYY v =GXY — YY)

On montre qu'aux droites passant par un point correspondent, par 1, des poiuts situés
sur une droite; daus le cas oft la droite contient le point, nous obtenons comme lien géomé-
trique une conique: la |, conique-pdic’’

La corrélative de cette conique — lenveloppante des droites correspondantes — est la
..conique polaire”. Ces coniques sont bitangentes et ne coincident que dans le cas de la trans-
formation de Legendre.

Si Yon prend les deux coniques comme figures fondamentales, on defm:t une géomd-
trie planc projective de type cayleyen, en rapportant la mesure des angles a la conique po-
laire et celle des distances a la conique-podle.

On étudie ensuite 'aspect différentiel de cette géométrie, en particulier les invariants
différentiels des courbes planes, qui peuvent étre déduits des invariants métriques des courhes
de T'espace E,, ainsi qu'on I'expose dans l'article.






TRANSFORMART PEDALE PLANE ST APLICATIILE LOR IN
GEOMETRIA NEEUCLIDIANA

de

B, ORBAN 5i M FARNA

In prima parte a acestei Iucrdri introducem o transformare in planul
projectiv, cu ajutorul unei conice € si a unui punct O, pe care o vom numi
transformare pedald a planului. Studiem transformata unei curbe alge-
brice I’ prin aceastd transformare, enumerind mai multe proprietdti ale
acesteia,

In partea a doua a lucrarii dplit’im aceste  consideratii la studiul
pedalei unei curbe fatd de un punct in planul neeuclidian, folosind modelul
lui K1cin Intradevir, definitia pedalei unei curbe se poate introduce
st in geometria neeuclidiand fiind bazatd pe nofiunea de perpuldlcularlt'lte
10tus1 astfel de curbe in planul neeuclidian nu au fost incd studiate din
cauza dificultdtilor pe care le implicd tratarca lor analitici.

Introducem mai intii notiunea de transformare pedald  in planul
proiectiv.

Drrixipin. e o conicd € ¢i un punct O in planul proiectiv. Daci
d este o dreaptd arbitrard in plan, dreapta conjugatd ei in raport cu conica
C, si care trece prin punctul O, intersecteazd pe 4 in punctul P. Transforma-
rea IT prin care dreptei d ii corespunde punctul P o numim transformare
pedald a planului in raport cu conica C si fatd de punctul O. Inversa acestei
transformiri, prin care punctului P i corespunde dreapta d incidenta cu
¢l in modul definit mai sus, o numim transformare antipedala.

Considerim triunghiul format de punctul O = F,; si de punctele de
intersectie I, , F, ale polarei lui O fata de conica C cu aceastd conicd. Din
clenmtla precedentd rezultd cd transformarea pedald introdusid este biuni-
vocd, cu excepiia laturilor si virfurilor triunghinlui F,F,I7;. Unei laturi
FiFy atriunghiului FiJ,F, (7, £ == 1,2,3 ¢ (11fer1te) ii C()I‘prulld toatc punctel.
acestei laturi, jar unui virf F,, prin transformarea inversd, Ii corespunc
toate dreptele ce trec prin [y
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Constructia datd prin definifia de mai sus se poate adapta si in cazul
fu care conica tangentiald C este degeneratd in fasciculele de drepte cu cen-
trele in punctele Iy, F,. Rezultd insd in mod simplu cd transformarea IT
rdmine awea@ daca se inlocuiegte conica C printr-o altd conicid C’ bitan-
gentd lui C in punctele F; si F, Intr-adevir, fie d o dreaptd oarecare a
planului care are polul P’ fatd de conica C'. Dreapta d intersecteazd F| F,
in punctul M care are acceasi polard p fatd de conicele C si C'. Dreapta
P trece prin punctul O iar 7 se afld pe OP.

Dacd notdm cu R polaritatea In plan fatd de conica € (presupusd
proprie} si cu K transformarea patraticd involutivd de tip Cremona cu
punctele fundamentale I7F,F,, rezultd direct cd transformarea pedald II
definitd mai sus este produsul transformarilor R si A in aceastd ordine,
deci

Il KR (1)

Tie I' o curbd oarecare in plan. Aplicind transformarea 11 tangentelor
curbei T' se obtine o curbd (punctuald) P pe care o vom numi pedala proiec-
tivi a curbei I'. Daca aplicAm aceastd transformare punctelor curbei I
se obtine o curbd .. ~! pe care o numim antipedala proicetiva a curbei 1.

Se vede ugor ¢i in planul euclidiau, cind conica € este un cerciar punctul
0 este centrul siu, curba P coincide cu pedala (podara) obignuitd a curbei
I in raport cu punctul 0, Din formula (1) rezultd ¢d In acest caz pedala
curbei I' este trausformata acestei curbe priu produsul dintre polaritatea
in raport cu cercul C §i inversiunea determinatd de acest cerc, fapt stabilit
anterior de 8. Lie ¢i Scheffers [3].

Dacd curba T' este o curbid algebricd de ordinul #z si de clasa m, din
formula (1) rezultd urmitoarele proprietiti ale pedalei proiective 0 a curbei
r.

Proprietatea 1. Ordinul curbei este n' = 2m

Intr-adevidr, curba R(I") are ordinul m, iar KA fiind o transformare
patraticd, curba =K I\(l) are ordinul 7' = 2m.

Proprietatea 24 Daca curba T’ nu este ’mnmnta la nici una din laturile
triunghiului fundamental F FoF, (O == F) al transformarii K, atunci curba
£ admite punctele fundamentale ca puncte multiple de ordinul .

Aceastd proprietate rezultd direct din proprietatea cunoscutd a trans-
formdrii birationale pa‘craticc A

Proprietatea 3. Clasa m’ a curbei [ satisface relafia m/' = n <+ 2m,

Pentru demonstratie sd presupunem cd pozifia curbei I' fa‘,ca de tri-
unghiul fundamental este cea mai gener ald, anume ci [ nu trece prin punc-
tele fundamentale. Rezultd atunci ¢ R (T') nu este tangentd laturilor
triunghiului fundamental, deci punctele fundamentale sint puncte multiple
de ordinul m ale curbei £ cu tangente distincte. Pentru curba 2 avem
formula lui Pliicker

m' == ol (n' - 1) —2d" 3% (2)

unde 4’ s1 &' sint respectiv numdirul puuctolm duble nodale si cuspxdale ale
curbei p In baza formulei (1) puuctele duble d’ ale curbei 2 provin. din
cele ¢ tangente duble ale curbei I, iar in afard de acestea, un punct funda-
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mental ca punct multiplu de ordinul s (Proprietatea 2) este echivalent

-1 . 3 -1
cu mm—1) puncte duble, deci 4’ = m~-1—2~— L
2

- t. Punctele cuspidale ale tui o

provin numai din cele 7 tangente inflexionale ale lui 1" deci " = 7. Inlocuind
in formula (2) avem

= 2m(2m -~ 1) — 3m{m—1)--2—3¢ sat
m o= mm 4 1) - 2t — 3/
Din formula % = m(m — 1)~2¢ ~ 3/ corespunzatoare curbei I' rezultd
cn - 2m

Cazul cind curba T' are in punctele fundamentale puncte multiple
de ordin de multiplicitate respectiv p,, $,, p; se poate trata analog, pro-
prietatea fiind de asemenea valabila.

Proprietatea 4. Curbele I' i .. au acclagi gen.

Proprietatea este evidentd, avind in vedere cd genul unei curbe este
invariant atit printr-o polaritate cit si printr-o traunsformare patratici
cremoniand.

Proprietatea 5. Curba 0 este tangentd la T’ in mn puncte.

Intr-adevir, transformarea KR fiind biunivocd (cu excepfia puncte-
lor situate pe laturile triunghiului fundamental) existd in general o cores-
pondentd biunivocd intre punctele lui D si tangentele lui I'. Fie P un
punct al curbei . Prin acest punct se pot duce la I' m tangente. Una
dintre acestea t* este tangenta corespondentd punctului P, iar pe celelalte
tangente ~; (1 =1, 2, ..., m — 1) notdm respectiv cu P; punctele cores-
pondente lor, situate pe curba: . Dacd punctul P se afld pe I', atunci una
din tangentele 7;, de exemplu =, coincide cu * deci P; coincide cu P, adici
7* este tangentd comund curbelor P si I' in punctul P. Curbele <D si T
avind Zmn puncte comune rezultd ci sint tangente in sn puncte.

Proprietatea 6. Curba 2 confine punctele de contact s1tuate pe C
ale tangentelor comune lui C si I

Proprle atea rezultd direct din definitia pedalei proiective.

Din aceastd proprietate precum si din cele stabilite mai sus rezultd
incd si urmaitoarele consecinte :

Consecin{a 1. Dintre cele 4 1 puncte comune curbelor € si <0, un nwmnir
de 2m sint punctele de contact ale tangentelor comune lui C si I iar cele-
lalte 2m sint confundate in punctele F;, F, de ordin de multiplicitate 7.

Consecinta 2. Dacd curbele (C si I' sint tangente in punctul P, curba
£ va fi de asemenea tangentd curbelor C si I' in acest punct.

Urmitoarele proprietati ale pedalei proiective 0 se refera la situatii
particulare ale curbei I' fatd de triunghiul fundamental.

Proprietatea 7. Dacd laturile F,F,, F,F,, I'\F,, ale triunghiului funda-
mental sint respectiv tangente multiple de ordinul 4, #,, £;, la curbal’, atunci
curba 0 este degenerati intr-o curbd de ordinul 2m -—f, —t, -~ 13 i in
laturile triunghiului fundamental considerate respectiv de cite ¢, #,, f5 ori.
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Intr-adevir, in acest caz R(I) are in punctele fundamentale F,, F,, F,
puncte multiple de ordin respectiv ¢, £, t; 1 deoarece prin transformarea
K punctului I© ii corespund toate punctele dreptei F; F, (i,7, £2=1,2,3
si diferite) proprietatea rezultd in mod simplu.

Proprietatea 8. Dacd curba [' admite punctele fundamentale F;
(7 =1, 2, 3) ca puncte multiple de ordin respectiv p; (7 = 1, 2, 3), atunci
curba £ va avea in punctele fundamentale Fy, respectiv p; ramuri cu tangente
confundate.

Intr-adevir, in acest caz curba R(I') admite laturile triunghiului
fundamental IGF,, F,F;, I'\F, c¢a tangente multiple de ordin respectiv
b1 pes Py Tinind seama cd prin tranSformar L I toate punctele laturii
[ F; se transformé in punctul Fy, (7, 1, & == 1, 2, 3 si diferite) rezultd pro-
prietatea enunfata.

Proprietatea 9. Duacd curba I' este tangentd dreptei F; I in punctul
I';, atunci o ramurd a curbei 0 va fi de asemenca tangenta acestei drepte
in punctul F,. -

Proprietatea sc verificd in toate cazurile care se prezintd, {inind scama
de formula (1) si de proprictiifile transformarii XK.

In sfirgit, o proprietate care se referd la pozitia particulard a punctului
O fatd de conica C este urmitoarca :

Propne atea 10. Dacil punctal O este situat pe conica €, atunci cele
m ramuri ale curbel £ sint osculatoare in punctul O umnei conice C¥, care
este transformata lui € printr-o omologie armonicd de centru O si de axd
arbitrard.

Intr-adevir, fn acest caz transformarca K are punctelc fundamentale
coincidente ([ — I, - = 14‘3) si din aceasta rezultd in baza propncta‘;llol
acestel transformiri 17 ¢d cele 1 ramuri ale curbei [ care trec prin punctul
O vor fi osculatoarc intre cle in acest punct. Transformata unei drepte 4
oarecare dirn plan va fi o conicd C* care trece prin punctele Fy, F,, I';, deci
osculatoare fiecireia din ramurile curbei 2 in punctul 0. Conica C* este

transformata lui € printr-o omologic armonicd de centru O si de axd d st
astfel proprietatea este demonstrata.

1T

Transformarea pedald introdusd in plan, permite studiul curbelor
pedale (podare) intr-o geometrie cavlevani in general, i1 care conica C are
rolul de absolut al geometriei.

Unele proprietifi ale curbelor pedale in planul euclidian se explici
simplu pe aceastd cale, avind in vedere ca in acest caz, absolutuleste format
de conica tangentiald degenerati in fasciculele de drepte cu centrele in
punctele ciclice ale planului, iar laturile triunghiului  fundamental a
transformirii & sint dreptele izotrope ce trec prin punctul O, si dreapta
de la infinit. Astfel pedalele conicelor sint fn general cuartice bicirculare.
Pedala unei parabole, insd este o cubicd circulara, si aceasta rezultd din faptul
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ca parabolele sint tangente dreptei de la infinit /1 F,, iar cuartica degenc-
reazd In cubica respectivd st dreapta de la infinit.

Dar notiunca de pedald-proiectivd introdusd mai sus sc poate aplica
la studiul curbelor pedale in geometriile neeuclidienc, folosind modelul
lui Klein. Intr-adevir, pedala unei curbei I' in raport cu punctul O in
planul neeuclidian, va {i tocmai pedala proiectivd L o curbei I' in raport
cu acest punct, fatd de conica C care este absolutul planului.

In geometria hiperbolicd mai ales, unde absclutul este o conicd reala,
pe lingd cazul cind punctul O este un punct proprin (interior absolututui ()
se mai pot trata cu ajutorul generalizirii date si cazurile in care punctul
O este un punct de la infinit (situat pe absolutul €), sau este un punct
ideal (exterior absolutului Cj, cind fasciculul de drepte cu centrul in punctul
O reprezintd o familie de drepte asimptotic paralele sau superparalele.

Pentru o curbi algebricd oarccare I' situatd in planul neeuclidian.
proprietatile curbei L deduse in prima parte a luerdrii, stut in acelasi timyp
proprietdti ale curbei pedale asociate ¢i fn acest plan.

In cele ce urmeazd vom stwdia curbele pedale ale conicelor in planul
hiperbolic.

In acest caz, curba I fiind o conicd, din proprietatile 1, 2, 6 rezulta
cd pedala ei -/ cste o cuartica rationald cu trei puncte duble Iy, F,, F,
dintre care F, F, sint situate pe absolutul planului  si in afara de aceste
puncte, curba pedald mai iutersecteaza absolutul in cele patru puncte
de contact ale tangentelor comune absolutului C si curbei I'. Conform pro-
prietatii 5 mai rezultd ¢d pedala /. a coniced I' este tangentd la aceasta
in patru puncte reale sau imaginare.

Dupéd aceste proprietdti generale, tratam in continuare acele pro-
prietdti ale pedalei unei conice I' care depind de natura acestei conice fata
de absolutul C.

Conicele din planul hiperbolic se clasificd dupa nuwindrul punctelor s
tangentelor comune cu absolutul (" precum i dupd natura acestor elemente,
in urmdtoarele tipuri de conice @ hiperbold concavd, hiperbold convexi,
semihiperbold, elipsd, parabold hiperbolicd concavd, parabold hiperbolica
convexd, parabold elipticd, parabold osculatoare, linie echidistantd (hiper-
ciclu), cerc, oriciclu.

Vom caracteriza curbile pedale ale conicelor, dupd pozifia reciprocd
a acestora fatd de absolutul €. Astfel dacd punctul O este ideal atunci
punctele F| si I, sint puncte situate la infinit care vor i noduri sau puncte
izolate ale curbei [~ dupda cum din aceste puncte se pot duce tangente reale
sau imaginare la curba I

Vom folosi aceastd ohservatic la studiul curbei pedale.

Si considerdm de exemplu o hiperbold concava, deci o conicd ' care
are patru puncte si patru tangente comune reale cu absolutul C. Considerdm
tangentele la € In puunctele de intersecfie cu conica I Aceste tangente
Impreund cu C si ' determind in plan anumite regiuni (fig. 1) . Dupid cum
punctul O este situat in interiorul uneia saun alteia din aceste regiuni, pro-
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prietifile curbei pedale 0 fatd de absolutul C vor fi diferite si le rezumiam
in urmitorul tablou :

Regiunca la care Natura punctelor .\iulnﬂrul de ramuri ale
e fui P situate in interiorul
apartine punctul O ) .
N | s | N absolutului C
¥, l B, }
— ‘ e SR
I izolat | izolat unod ideal 2
11 nod nod nod ideal 4
111 nod izolat nod ideal 3
v nod nod nod ideal 4
Ay i nod nod izolat 4
VI ‘ izolat izolat izolat ideal 2
VI nod . izolat izolat ideal 3
VIII i imaginar | imaginar nod propriu 2
INX . imaginar imaginar izolat propriu 2

In fig. 1 este reprezentatd curba pedald a hiperbolei convexe in cazul
ciud punctul O apargine regiunii VIII.

Fig. 1,
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~1

Dacid punctul O este situat pe C, deci este un puuct de la infinit al
planalui hiperbolic, atunci conform proprietdtii 10, cele doud ramuri ale
pedalei P ce trec prin punctul O sint tangente absolutului C si osculatoare
unei parabole neeuclidiene in acest punct.

Dacd O aparfine unui arc al lui C situat in interiorul lui I' cele doui
ramuri de mai sus sint imaginare.

Dacd O este situat pe I', conform proprictitit 8 rezultd cd punctul
O este un punct cuspidal al lui P. Dacd O este un punct ideal, I si F, sint
puncte izolate, iar daca O este un punct propriu, atunci F si F, sint imagi-
nare.

Dacid O este un punct comun lui 1" ¢i C atunci din cele de mai sus rezul-
td ¢d O este un punct cuspidal de speta a doua pentra curba /P,

Dacid punctul O este situat pe curba R(I') atunci conform proprietafii
7 pedala P degenereazd inlatura £1F, si o cubicd avind iIn O un punct dublu,

Dacid punctul O este situat pe o tangentd a curbei I’ dusd fntr-an punct
o comun acesteia cu absolutul €, atunci unul din punctele fundamentale
anume F,=A va fi punct cuspidal al pedalei 2. In cazul in care punctul
O este un punct de intersectic a doua astfel de tangente, atunci £ ¢i I,
vor fi ambele cuspidale.

Dacdpunctul O aparfine unei tangente comune absolutului C si coniced
I atunci conform proprietatii 7 pedala P este degeneratd in aceastd tan-
gentd comund si o cubicd avind un punct dublu.

Dacd O este punctul de intersectie a doud tangente comune curbelor
C si T deci dacd este un focar (necuclidian) al conicii T', atunci pedala P
este degeneratd in aceste tangente comune si intr-o conicd ce trece prin
punctele de contact T, 1, T, 1, ale tangentelor comune care este o hiper-
bold neeuclidiani.

Cu aceeasi metodd se pot studia intr-un mod analog si curbele pedale
ale celorlalte tipuri de conice din planul hxpelbohc Printre acestea un
deosehit interes il prezintd ciclurile, ale ciiror curbe pedale le studiem in
cele ce urmeazai,

Cousiderdm o linle echidistantd, reprezentati in modelul lui Klein
printr-o conica I' bitangentd absolutului C in punctele 7 si 7,. Fie S polul
dreptei 777, in raport cu C. Din consecinta 2 a proprietitfii 6, rezultd ci
pedala 0 a conicei I' va fi tangenta la C si T in punctele 7, si T,. Cele-
lalte puncte de contact ale curbelor % si T sint punctele de mtcmec‘ge M
51 N ale dreptei OS cu conica I'. Intr-adevir, polul tangentei in M(si N)
la T' este situat pe dreapta S3, deci punctele M si N sint puncte comune
curbelor P g1 I' i atunci, dupd proprietatea 5 rezulti cid sint puncte de
contact ale acestor curbe.

In cele ce urmeazi studiem proprietatile pedalei echidistantei I' dupa
pozitia punctului O fata de C i I'.

Dacd O este un punct ideal, atunci punctele F; i F, sint noduri iar
pedala 0 are 4 ramuri situate in interiorul absolutului C (fig. 3).

Dacd O este un punct propriu, dar exterior lui I', punctele I si F,
sint imaginare si intreaga pedald P este situatd in interiorul absolutului C,
avind an nod 1n punctul O.
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Dacii () este un punct propriu, dar situat in interiorul lui T', atundi
curbe. P va i de asemenca confinutd In interiorul absolutului €, avind
in O un punct izolat.

Daca punctul O s¢ afla pe absolutul €, atunci conform proprictitii
10 rezulta ci cele doud ramuri ale pedalel P sint tangente la € in O fiind
csculatoare intre ele,

Daca punctul O este situat pe ) dupa proprictatea 8 rezulta ci ol
este un punct cuspidal al pedalei /2.

Dacd punctul O este situat pe curba R, atunet 74 degenereazi in
dreapta 9 F, si o cubicd avind wn punct dublu in O, (proprietatea 7).

In cazul in care puuctul O este situat pe tangenta ST, (T == F)) dar
este diferit de punctele S gi 77, atunei dupd proprietatea 7 rezultd de aseme-
nea ¢ pedala 0 degenercazd in dreapta ST5 s o cubicd avind un nod punctul
Fon

Dacd punctul O coincide cu 7. atunci conform proprietatilor 7, 9, 10
rezulta ci pedala P degenereazd in tangenta ST, consideratd de doud ori
si 0 conicd bitangentd la C in puunctele 1), 1, situatd in interiorul lui C.
Cu alte cuvinte, pedala unei echidistante in raport cu unul din punctele
de la infinit ale dreptei dc¢ bazdl este de asemenea o echidistantd avind
aceeagi bazd,

Dacd punctul O coincide cu S, atunci curba pedald 0 degenercazd
in dreptele ST, si ST, si insasi conica [' ceea ce corespunde proprietatii
cunoscute c¢d normalele la cchidistantd sint perpendiculare pe dreapta
de bazd.
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Sd considerdm acum o conicd [N osculatoare lui C in punctul S avind
patru puncte comune cu C in acest punct. (fig. 2). Ea reprezintd in modelul
considerat un oriciclu. Proprictdtile pedalei lui ' se deduc in acest caz
din proprietifile pedalei unei echidistante, avind in vedere ¢i punctele
Ty si 1, sint confundate in S.
De  exemplu curba pedald @
este osculatoare lui € in punc-
tul S (fig. 2).

Cazurile corespunzitoare po-
zitiel punctului O in plan fad
de C si I' se studiazd analog.
In figura 3 este reprezentat ca-
zul in care punctul O este punct
propriu situat in exteriorul ori-
ciclului.

Ca o ultimd aplicatie si
tratam urmitoarea  problema
elementard in geometria hiper-
bolica.

Sd se afle locul geometric
al punctelor de intersectie a
dreptelor  perpendiculare  din
doud fascicule date cu centrele
in punctele O si P,

Aceasta revine la a afla
pedala punctului P (Curba I’
se reduce la fasciculul de drepte
cu centrul in punctulP, m=1).
Rolul punctelor O i P este in
acest caz simetric, Tig 3,

Din proprietitile 1 si 2 re-
zultd ca acest loc geometric este o conicd € care trece prin  punctele O
st P i prin punctele de contact ale tangentelor duse din aceste puncte
la absolutul ¢

Folosind proprictatile pedalei generalizate 2, putem stabili natura
acestei conice dupd pozifia punctelor O si P fatd de absolutul C.

Distingem urmitoarele cazuri

Dacd punctele O $1 P sint ideale, conica C arc 4 puucte reale cu abso-
lutul, deci este o hiperbola.

Daca punctele O s1 P sint ambele proprii, atunci € are 4 puncte imagi-
nare cu absolutul C, deci este o elipsi.

Dacd punctul P este ideal iar P este propriu (sau invers), atunci €
are doud puncte comune cu absolutul C, deci este o semihiperbold.

Dacd punctul O este un punct de la infinit iar punctul P este ideal,

atunci conica C intersecteazd absolutul C In doud puncte reale si este tan-
gentd la C in O, deci este o paraboli hiperbolicd. In particular, dacd punctul

P este situat pe tangenta in O, atunci C va fi o parabold osculatoare. In cazul

3 -— Bubes—Bolyai: Mathematica-Physica 2/1963
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cind punctul O este la infinit iar P este propriu, rezultd in mod aseminitor
cd C este o parabold eliptica.

Tn sfirsit, daca punctele O si P sint amindoua puncte la infinit, atunci
C va fi bitangentd absolutului C in punctele O si P, deci este o linie
echidistanta.
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ITJTIOCKHME TIOOAPHDBIE ITPEOBPA3SOBAHMA 1 MX TIPMMEHEHHA
B HE3BKJ/IMIOBOKM TEOMETPMII

(Peszwwme)

B nepmoit uyactu paboThl BBOAHTCS I[OHSITHE TIJIOCKHX NOIAapHBIX npeo6pa3oBaHui
crepyomuM obpasom: nycth C KoHMKa (KpuBasi BTopors nopsizka) u touka O B NMPO3SKTHB-
noit nsockoctd. IlpousBosbHas npsamas 3Tof NJOCKOCTH IlepeceKaeT IPAMYIO, CONDPSIKEHHYIO
¢ Hell no oTHOUIenH K KoHuke C, npoxoasulylo uepes Touky O -- B Touke P

[Ipec6pasopauue I, npm xotopoM npaMoil cooTBeTcTBYyeT Touka P, HasbiBaeMm
IOAapHBIM j1peofpasoBanneM NJIOCKOCTH, No OTHolieHulo K kouuke C w1 Touke O. Ilpu-
menss npeoGpasoBanue I1 kK Taurencam oasoil kpusoil I', nosyuum xpusyio P (Toueunyiw),
Ha3blBaeéMyio NPO3KTHBHOH mnonapuoii kpuBoit I'. KpuBas P B 3BKINLOBON NJ0OCKOCTH
coBnajmaer ¢ OObIKHOBenHoi#l mogapuoii kpusoii [, mo othowenuo x Ttouke O

M3 onpenenenna BpiTEKaeT, uTO MIOCKOe ToAapHoe npeolpa3oBaHie sIBJASETCH NPOH3Be-
JIeHHeM OJHOH NoasApHOH ¢ HHBOJAIOTHBHBIM KBajpaTHLIM npeoGpasoBanneM, Tina Kpe-
MOHA, H Ha 3TOH OCHOBe NPUBOJAMTCH HECKOJIbKO CBOICTB 3THX npeoOpa3oBaHUM.

Bo Btopoil wactn paGothl, KaK npumeHeHue Hccaelivercs npobiaema NORapHLIX KPHBHIX
HEeIBRKAHAOBOR maockoctn B KoTopoir C wurpaer poab abeomorta reoMerpud. OcobeHHo
M3yyalTcsl NoJdapHble KpiBbie KOHHK B rumepfoauueckofi naockocti. IToxaswiBaercs,
TaKXKe, 4TO OPTOTOHAJbHLIE PajHychl B ABVX JMaHHLIX INIYUKAX NpPSIMBIX JTepecekalorcs B
TOUKaX OAHOH KOHHKH, TIPHPOAA KOTOPOH  VCTAHABANBAETCS N0 IMOJOXEHHIO UeHTPOB
MYYKOB MO OTHOWIEHHIO K obJjacTH.

LES TRANSTFORMATIONS PEDALES PLANES ET LEURS APPLICATIONS EN GIOME-
TRIE NON-EUCLIDIENNE

(R ésumé)

Dans la premiére partie de leur étude les auteurs introduisent comme suit la notion de
transformation pédale plane : on considére une conique C et un point O dans le plan projectif.
Une droite arbitraite du plan coupe au point P sa droite comjuguée par rapport ala conique
C et passant par le point O. La transformation [l par laquelle & la droite d correspond le
point P reccit la dénomination de transformation pédale du plan par rapport a la conique C
et a l'égard du point O. En appliquant la transformation [T aux tangentes d’'une courbe I' on
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obtient une courbe (0 (ponctuelle) nommée pédale projéctive de I'. Dans le plan euclidien

la courbe 7P coincide avec la pédale habituelle de la courbe I' & 'égard du point O. Il résulte
de la définition qu’une transformation pédale dans le plan est le produit d’une polarité par une
transformation quadratique involutive de type Cremona, proposition qui permet d'énoncer
plusieurs de ses propriétés.

La seconde partie de I'étude traite & titre d’application, le probléme des courbes pédales
dans le plan non-euclidien ot C joue le réle de I'absolu de la géométrie. On étudie en particulier
les courbes pédales des coniques du plan hyperbolique. On montre également que les rayons
orthogonaux en deux faisceaux de droites dounées dans le plan hyperbolique ont leur intersec-
tion aux points d’une conique dont la nature peut étre précisée d’aprés la position des centres
des faisceaux par rapport a l’absolu.
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Aprofundarea studinlui unor oscilatori conduce la ecunatii  diferen-
tiale de forma:
Fn) =8 — 2e(sgnx)(L—u2xfx? - P(y) = F sin 7 (1)
unde
P(x) = polinom impar, astfel ca P(x) > 0, pentru x >0,
P(x) < 0, pentru x < 0,
I, r, = u. on osint constante.
In legdturd cu aceastd ecuafie diferentiala ardtim urmdatoarele :
L. Ecuafia (1) admite pentru n intreg > 1 ca solupie, in primd aproxi-
matie
¥ = ccos{t + 0) + ¢sinr{
¢, ¢ si 0 fiind constante.
Pentru demonstrarea teoremei, observdm cd datoritd imparitd$i lui
P(x) este suficient, sd se studieze ccuatia :

% b 2e(l — p2a)x? + P(x) = Esinvl,  x < 0. ()
Reducem ecuatia (2) la o formd mail simpld, punind :
. . I3 \ , .
x == XN A gsingd, g o= , Ply) = x4 2Qu (). (3)
-2

Avem ;
N X = 203N =gsing)? —2 . (X 4 ogrcos
— Qg1 (X -+ gsinrl)}
Pentru = == 0, avem ecuatia generatoare :
X+X=0 ()
a cdrei solutie generala este :
X = acos (¢ + 0). (6)
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liubov (1 avem:

Dupd metoda lui Poincaré—Bog

2x 2x
1 2 .9,

S an S{[ u(a cos & 4~ gsin B)

a= N\ (a) = —
72
0 0
- l—acos ¢ + grcos ]2 — Qg {acos § + gsin 6) sin ¢ dd
Calculul Iui A,(a) fiind destul de complicat, pentru inlesnire, organi-

zam evaludrile necesare in modul urmitor
1. Pentru un moment facem abstractie de factorii constanti si de

coeficienfii polinomului Qo (x).
Reducem e‘(prcsla “de sub semnul integralei la o forma cit mai concis

-)
in consecintd, expresia :

Considerdm,
2x i
A7 = (0 (icos 44 sinB) 1 sing sind 2
(1] 0
+ Qf,. 1 (cos ¢ = sin 0) Isin & d &,
unde : "
0F (1) = Y owm
el

St in dezvoltdrile urmitoare facem abstractie de noi coeficienti nume

Avem asa dar expresia
2 vx on
= Sdeg 1lcost Y = 2 cos Uosin O - sin2b - 1 D sin® 2§ cost B 4
== () -
i} L} r
2Lt 1
. Do sins 0 sin O dd
+ E cos™ g siny 0 sind dy.
r=0
Avem mai departe :
A T 1T &+ TIT < IV 40V, unde :
RE 4 ix o
[ o= (ZOSCOS2 o sin '_‘UEsi]]"” Plcos” B4,
Hon

P cos” D dY,

pl
dﬁggos ¢ sin ¢ sin 0 sin™
p0

<./“I“

0
In

Ix ix
11T = SdﬂSsm b sin2 0 Zsm Py cos” 0d
r
{4 4]
e ’u
Sd()Sbmu Csin f v cos0 d
2x 2x D=1
L 0d

2 ngS sin ¢ Zcos‘"" !

ra={)
[ 1
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.

Este usor de vazut cd integralele I, IT, IIT, IV ¢ V sint nule.
Ca urmare avem A,(a) = 0.

Rezulti 4 = 0 si deci a = constant = c.

Astfel, solutia In primid aproximatie, a ecuatiei (2) este :

X == ¢ cos{t + 0) + gsin

Asupra constructiei solutiilor in aproximatiile superioare vom reveni
intr-o altd lucrare, In care vom semnala noi proprietdti. Cu acest prilej
se va studia ecuatia (1) in planul fazelor, in vederea determindrii ciclelor-
limita.

II. Un caz important, intilnit adeseori in tehnica oscilatorilor este
cazul n =1, E = 0.

In legiaturd cu aceastd ecuatie, semnalim urmitoarele :

N L. . .o 1 dz . o
Punind #? =z si deci ¥ = — =, ecuatia corespunzitoare este :
2 dx
dz o o 91
4+ de(l — u2a?)r -+ 2P(x) =0,
dy

a carel integrald generald este :

v 2

PR 4;():' “;»3) R S[’(E’) ()l € (E 3 ’)(iz_
]

Importanta expresiei & constd in faptul cd ea poate fi folositd pentru
determinarea pozitiilor de repaos ale oscilatorului.

In adevir, fie v = 1, o pozitie d¢ repaos, adicdl z = 0.

Atunci solutia ecuatiel este :

2\ X o
- de oz a3 . te E ,—E“) -
T o= o De 8 )Sl’(;)c’ N 22
Ay
Pentru o altd pozitie de repaos v, avem :
! 1

§P<a>v

Ap

/ IS
4&\5 ?E-’)div

I
ﬁ
|

Determinarca pozitiilor de repaos v, ¥,... se reduce deci la rezol-
varea ecuatiilor :
S(v,) == S{x, ), n-=1 2
Se' poate demonstra cd mullimea | x| a pozititlor de repaos cste mdrgi-
nitd.
In adevir, se observa cd oscilatii pot exista numai daca :
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Pentru ca {2} sa fie marginitd superior, trebuie ca

ES u?
. isle— o-87)
lim SP(Z)R ( 4 )n’:_ < o0,
R -]

0

Indeplinirea acestei conditii rezultd din faptul ¢ pentru

7
. ,~;2m Pl
) = Com-1 %
nret)

avem, dupd cum rezultd din caleul ;

P

AN

q
. N D . N .
lim o) < Z oy T2 = 2) = 1, <7 50

A IRt

Astfel avent :

BIBLIOGRAYIE

LN N Bogoelinboyv si A Mitropolski, Moodele avimptotice i feoria oscilufiiler

nelincare, Moscova 1058,

O HEKOTOPBIX JIHOOEPEHIIMAIBI bBIX MPABHEHHS X
(Peszwwme)

(’:()()(’)IILQI{HC COACPAUT AORKRABATETBCTRO O,r’_ll‘(())”i TeopeMbl OTHOCHTETHLHO pelletis,
HEPBON  TIPHOAHKEHHH, OANOr0 K1acca HeJHHe[THBIX aiddepeniiatnipi X vpasheniii n3
TOXNHEH Ko.eGanuii:

Fn)y = % —2z(sgu x) (1 - 222 x2 & Py

< sin ol

Beryuze n = 1, E = O, 10Ka3uiBaetes, MeAIY HPOWHM, HTO MHOKCCTBO [OJ0 KT

HOKOS  OCUILITATOPA  SIBASCTCH  OIpadiyueH HbiM.

SUR CERTAINES BQUATIONS DIFFERENTIELIES
(R ¢sum ¢)
La note contient la démonstration d'un théoréme relatif a la solution, en premiére appro-
ximation, d'uue classe d’équations différentielles non lincaires de la technique des oscilla-
teurs :

Fn) = % — 2z (sgn x) (1 — u2a?) x2 P(x) == E sin .

Pour le cas de u == 1, E == 0, on démontre entre autres propriétés que Uensemble des
positions de repos de loscillatcur est limitd.
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liL CERESI ARITMETIKAJANAK OSSZEHASONLITASA A KORABELI
ARITMETIKAKKAL

Fgybevetve Géresi aritmetikdjat a XVI. szizadbeli aritmetikdkkal,
sokatmondé hasonlatossdgokat tapasztalunk.

A szabdlvokat, tételeket Géresi sem bizonyvitja. Tigves moddszertani
clvek jelentkezése aritmetikdjaban kimutathats. A fokozatossdag elvét
Géresi iparkodik szem elétt tartani, példdiba fokozatosan mind nagvobb
szamokat iktat be, és az egyszer(itél kiindulva jut el a bonyclultabb ese-
tekhez. Egy-egy fejezet bekezdésében csoportositja, elérebocesdtja azokat
a szabdlyokat, amelvekre szitksége lesz a miveletek elvégzésekor sth. Kii-
l6nben, koranak megfelelden, Géresi is a specieseket a kivetkezd 6t 1épeés-
ben targyalja : értelmezés, feladat, szabdly, gyakorlat és préoba. Tz jellemzé
a XVI. szdzad aritmetikdira.

A miveletek keresztiilvitelénél ugyanazokat a iogva‘(d\()\mgukat ta-
laljuk, mint a nyugati aritmetikdkban. Tovabb élnek itt is a homokos tab-
lakon kialakult eljardsok, bizonyos mértékben néha még a szamjegvek ki-
hazogatasa 1s. Kiilonben Géresi leginkdbb olasz mddra szamit'. Megjegyver-
hetjiik, hogy a szdmjegvek pontos elrendezésére, elhelyezésére Géresi mdr
stlyt helyez. A 4. lapon példaul azt irja: ,az edszve adasban penigh ezt
igen eszedbe kel venned hogy az figurak azaz a hedteok szepen egymas
ala iratasanak szep rendel hogyv az keppen konnveb legien egy summaba
hozni ugy hogy az els6 az elsének bedtol ala irattasek, az masik az masik
ala az harmadik az harmadik ala ¢s igyv mind addigh az migh az szamnak
bedtoi ki telnek.

Miveleti jeleket Géresi sem hasznal. A - és — jelek csak a Regula
Talsi fejezetében fordulnak el§ parszor, de csak mint a tobblet vagy hiany
jelei. A magyar aritmetikak koziil csak az 1743-ban Maréthi dltal kiadott
aritmetika? vezeti be a -+, — és == jeleket. De § s:m haszndlja &Sket
kévetkezetesen.

LA kitlonbozd aritmetikal fogalmak, szamitisi eljiarisok, szakkifejezésck 1orténetét Lisd
a fliggelékben.

EMardthi Gyorgy, Arithmelica, vagy szdmvet snck mestersége, Deliretzenben, 1743,
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Az alapmiiveletek prébdjaként Géresi is leggyakrabban a 9-es probat
alkalmazza, t6bb esctben pedig a forditott miveletet. A miveletek prébai-
nak kilfoldon is ezek voltak a legelterjedtebb médjai.

Aritmetikai szakkifejezésel megegyeznek az Xurdpa-szerte hasznal-
takkal. Ezek: a ,,species”, ,proba‘, exemplum®, ,facit, ,summa‘, | re-
gula‘, ,,compendium®, ,cautio”, ,observatio®, stb. A kovetkezékben
arrdl is meggv6z6dink, hogv az egyes specieseknél el8forduldé szakkife-
jezések is negy egvezést mutatnak az Eurépa tébbi részén abban az idében
hasznalatos kifejezésekkel.

A nagyobb szamok eluevezésében o korabeli dltalinos haszunalathoz
igazodik. Az ezernél nagyobb szamneveket az ezer tobbszoros ismétlésével
fejezi ki, Igy 108 = ezer, 105 == ezerni ezer, 10° = ezerszer valo ezerniezer
stb. Nvugati mintak szerint, a kiolvasas megkonnyitése végett, vonalakkel
a szam jegyeit 3-as csoportokba osztja. (3. abra). Meg is magyardzza ¢
vondsok hasznat (3. dbra). A millié, billié sth. olasz szdrmazastt szdmne-
veket nem ismeri. Ebben az id6ben ezeket az tjkeletd neveket nyugatonis csak
néhany jeles matematikus hasznélta. Nalunk joval kés6bb kezdik hasznalni.
A Kolozsvari Aritmetika a , De numeratione'* cimf fejezetben ugyan egy-
szer megnevezi a milliét : | Iis eszt az utlolsé szdmot hivdc Milliomnac,
és Magyarul tomény ezernec, de késébb schol sem haszndlja. Sem Pépai
Pariz 1667-1 kéziratos Aritmetikdja, sem Lugosi emlitett 1669-1 kézirata
sem haszndlja az Gj neveket. Egy 1693-h6l szarmazd kéziratos Arithmeticae
Practicae Compendium (a volt kolozsvariref. kollégium kényvtaraban)-ban
mar eléfordul a ,,milliones Seu millena millia‘*c. Mordthi hasznalja a
millio (10%) és bimillié (10%) elnevezést.

A zero neve Géresinél még | czifra“. A , czifra® elnevezést még csak
ebben az értelemben haszndlja. (A Kolozsvari Aritmetikdban a cyphra
mar 4dltalanos szamjegy.) Géresinél az altaldnos szdmjegy fogalma kotha,
beéts, figura, numerus vagy zam, de ezeken rendszerint nem érti a zérét is.

A helyérték mcgkulonbozteteserc szolgdld | locus’ Géresinél nem fordul
¢l6. O | egy rendbely figurak® és , mas rendbeli figurak -rél beszél.

Géresi érthet§ mddon nem ismerteti a kalkulusokkal valé szdmola-
sokat (a Debreceni, a Kolozsvari Aritmetika és a legtébb XVI. szdzadbeli
aritmetika igen). Ugv anis a XVI. szazadban mar eld6lt azabacistdk és algo-
ristak kiizdelme, és ekkorra mar nyvugaton is elt{intek a kalkulusok. Meg]eg}—
zem, Maréthi Gjbél - utoljira a magyar nyelvii matematikai irodalom-
ban, — beveszi az aritmetikdjdba, ‘‘Paraszt szdmvetés vagy Calcularis
Arithmetica” néven. Ugy emliti ezt a szamitasi médot, mint amivel a regxek
¢ltek, mielétt a szamvetés Azsiabél I‘uropaba jott, s mint amivel még az
4 idejében is élnek , némelly gérdg és mds a’féle kereskeddk ;s6t néhol az
irdst tudatlan paraszt Iimberek is.‘¢

A species értelmét Géresi tdgabban értelmezi, mint a korabeli mivek.
Gemma Frisius példdul mdr csak négy speciesr6l beszél és (6 kivételesen) a
fogalom értelmezését is megkisérli. Géresi még a régebbi szerz6k nyomdn
12 speuest ismertet (konyve els6 lapjan felsorol nyolcat és a kovetkezdn
még négvet). Tgy nem beszélhet az alapmiiveletek kozotti kapcesolatrél,
forditott miiveletckrd] sem. Nem heszél a gybkvondsrdl, sem a tortekrdl
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(sem a kozonséges, sem a tizedes tortekrdl). Ugy latszik, a NVIIL. szdzad
elején ezeket nem tanitottdk a bdnyai iskoldban.

A ,,De numeratione’* cim fejezetben Géresi nem ismerteti a figurakat
€s a czifrat, nem beszél a szdmok felosztdsdrdl (digiti, articuli, compositi, sth.),
nem tisztdzza a helvérték fogalmat. Tzckben kiillonbiézik a legtébb korabeli
aritmetikdtdl.

Az oOsszeadds neve Géresinél is ,additio, mint a nyugati aritme-
tikdkban. Ez a uév méar a klasszikus latinban is el6fordul. Az dsszeadas
definiciéja sem kiillonbozik a szokdsos akkori definicidktdl . |, Az Additio
nem egich hanem sok szamoknak egy zummaban valo hozasa*. Az ossze-
adds kivitelezése azonos a maival, csak a nagyvon sok Osszeadandé esetén,
amikor egy oszlop jegyveinek Osszege két- vagy hdromjegy(i, alkalmaz egy
na mar nem szokdsos eljarast. A részosszegeket nem irja szigortian egymads
ald kiilon sorokba, hanem a részisszegek egyes szdmjegyeivel a felsébb sor
iiresen levd helyeit tolti ki (4. abra). Ez a ma mar értelmetlennek tding
eljaras a régi ,,német moédra* végzett cljards maradvanydnak tekinthetd.
A régi médon végzett szorzdsndl a részszorzatok szdmjegveit valdban
igy helyezték e¢l, mintha 0Osszetoltdk volna a killombozd sorokban levd
szamjegveket, amennyire csak lehet, hogy egy hely se maradjon iresen.
A XVIIL szdazadban ez az eljards mar sehol sem volt haszundlatban. Nem
ismerek egvetlen magvar nyelv{i irdst sem, amelyben ez a szamitdsi el-
jards szerepelue. De 1ldm, Géresi kéziratiban még kisért a régi eljards emléke.
Az ¢sszeadds mal médja a XV. szdzadban alakult ki (régebben balrél
jobbra haladtak), s megnevezésére kiilfoldon is tébb sz6t hasznéaltak. Tar-
taglia példaul 12 szinonimdat hasznal.

A kivonds Géresinél is , subtractio*. Tobb esetet targyal : a kivonandé
jegvel kisebbek, mint a kisebbitendé jegyei, a kivonanddéban nagyobb
jegvek is el6fordulnak, mint a kisebbitendd megfeleld jegyei, a kisebbi-
tendében zérék is el6fordulnak, a kisebbitendd tébb szdmjegyil, mint a
kivonandé sth. Alkalmazdsakor megkilonkozteti ,,a penz zamot“ vagyv
esztend@szamot keresd eseteket. Eljdrdsa egységes. A kivonandé jegyeit
kivonja a kisebbitendd megfeleld jegveib8l. Amikor nem lehet, hozzdad
10-et a felsd és l-et az eggvel balra levd alsé jegyhez. Mas XVI. szazadbeli
eljarasrél nem beszél. Nem ismeri azt a komplementaris e¢ljarast sem, amely-
nél a kivonandé jegyeinek a tizes kemplementumaival operalnak, pedig ez
nagyon divatos volt.

A szorzast Géresi ,,multiplicatio* vagy, sokasitas‘‘-nak nevezi. A korabeli
aritmetikdkban is a multiplicatio szerepel. A kovetkez8 szdzadban Maréthi
kiizd a sokasitds kifejezés ellen, és inkdbb a sokszorozas elnevezést ajanlja.
Géresi szerint, ,,Az multiplicatio semmi nem egyeb hanem egy szamnak az
masodik szammal valo megh sokasitasa, avagy vagy az egyben sommalasnak
révideden valo uttyva‘‘. Ez a meghatdrozds viligosan utal arra, hogy a szor-
z4s az Osszeaddsnak egy esete, amirfl a XVI. szdzadban ritkédn beszélnek.

Géresi is hangoztatja az egyszeregy ismeretének a fontossdgit, amelyet
.ugy kel tudnod konyveden kiviil hogv ugjd pereghjen a nyelved rajta‘
(Ez a meghatdrozds benne van a Kolozsvari Aritmetikdban is.) Géresi
k6z6l egy ,,Tabula Pitagoricat’s, amely azonban kiszakadt. Kz a tdbla
megvan a Kolozsvari Aritmetikdban is. A Kolozsvari elére jelzi, hogy , Az
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ki)nyx nee végibe megirjuk az derée Tablat Olasz Modra™, mdégsem kozlia
befgért tablat. Géresi kézirata végén valéban ott van a , Tabula Cebetis*
(18. 4bra). A Tabula Pitagorica utdn Géresi ismerteti, mint a XVI. szazadi
aritmetikdk, a regula pigrorumot.

A XV. és XVI. szazadi aritmetikdk a szorzdsnak tébb médjat, néha
még nvole féle eljarast is targvalnak (Luca Pacioli, 1494 és N. Tartaglia,
1556}, a gvakorlati alkalmazdsuk azonban nem volt dltalinos. Prodoscimi
de deunmndx 1410-ben irt algoritmusiban mar a szorzds wmai médjat
tanitja. Tz az ¢ljards is az abakuszon térténd szamitasbol nétt ki. Borghi
(1484) és Cardauo (1539) mdr kizdrolag csak a modern eljirast (balra halado
részszorzatokkal) tanitja.

Géresi ugvancsak o modern cljdrdst tanitjn. A szorzandot és szorzot
cgvmds ald {rja, alditizza és a vonal ald irja a részszorzatokat. Mas eljdrast
nem izmertet. Ha O-ban végzGdik a szorzandd és a szorzé. megmondja, hogy
o Tekezd ki az ket O, mégis elvégzi | az hosszu operatio szerent™ is. Amikor
a sz0120 utolsd jegyve z6rd, azt dthizza. Tanitja a szorzdst 10, l()(), 1000-rel is,

Géresi nevet ad a szorzasban szerepld szamoknak @ az Deakok az
felsd szamot multiplicandusnak hijak, az alsot multiplicans, avagy multipli-
catornak, az linia alat valot multiplicatusnak hijak”. Kdé&obb a szorzatot
sunumanak is nevezi.

A multiplieatio kifejezést mdr az ékorban is hasznditik. Columella
a szorzatol summa ex multiplicatione-nalk mondja A multiplicare eléfordul
mdr Boctinsndl, ¢s a kozépkorban s végig lluh/,lld]‘]dl\. A muldtiplicans és
multipicandus kifejezésck a kizépkor masodik felében keletkeztek.

Az osutdast Géresi ) divisio-nak, maskor ,,osztas“-nak nevezi. ,, Az osztas
semmid nem egveb cgy zanmak avagy smnanak cgyv nehany reszre valo osz-
tasa’ Az osztas kétféle értclmerése koziil, amint latjuk, Géresi a részekre
osztast fopadja el Azt is kiksti, hogy az osztandé legven nagyobb, miut az
0sztd (A Kolozsvari Aritmetikiban nincs, de a Debreceniben ottt van ez a
kikotés) A Géresi altal haszndlt dividendus, divisor és quotiens teriinu-
sok a XV., XVI szizadban mar elierjedt kifvjezések.

Mindjart a fejezet clején it observatio tajékoztat a szdimok clrendere-
S6rol, cgvmds mellé helvezésérol, a haladds irdnvardl a killonbozd esctekben,
majd hat regula kovetkezik, amelyvek az osztds elvégzését szahjak mey.
Mas aritmetikaban nem taldlkoztanm czzel a felépitéssel. A tovabbiakban
az observaticknak megfelelé sorrendben kizli o feladatokat.

Az osytdas nemesak az ¢ és kozépkorban, hanem mdéy o XV, és XV
szazadban i1s nehéz feladatnak -=zamitott. Technikai kivitelezését illetéen,
kevés modositéssal, egy az indiniakndl kialokult ¢ljaras uralkodott egészen
a XVITI. szaza dxg, a modern eljirds meghonosoddsaig.

Az osztds mal modern eljdrdsa Calandri szdmold konyvében (1491) je-
lenik meg ¢16:26r. O a részszorzatokat az osztando ald irja, kivonja, a ‘maraddk
mellé lehozza az osztanddé kivetkezd szamdt sth. Izt az eljdrast kozhi Luca
Pacioli is ([441) Divisio danda néven. Még a XVIII szazadban is haszndlat-
ban volt mindkét cljards, és a réui csak a XIX. széazad elején tlnt ol

Géresi (akdresak a Kolozsvari ¢s o Debreceni Aritmetikdk) o régl
eljardst istuerteti, uz ugvnevezett gdlvaosztast, pedig mar 1683-ban nicg-
jelent Clavius kivalé munkdja, wmelyben az 1) osztdsi cljarast taunitja



5 GERESI [STVAN ARITMETIKAJA (1) 45

médszeresen ¢s érthetden. Géresi mentségére szolgdlhat, hogy az & idejé-
ben ez volt az egvetlen osztdsi eljaras Néumctorszdghan is, <6t mondhatni
az cgész nyugaton, ezt tanftotta Gewmma Frisius is. Pedig ¢z a szorz4s nehéz-
kes és attekinthetetlen. Tacas a galea vagy batello névvel jeldli, mert a
keletkezett szamtorouy a gélydh(m hd.s()llh't. Tz az eljaras hindu eredetd.
Jellegzetesebb lépé%c' a kovetkezSk @ a) Az oszté az osztando ala keriil és a
hdnvadost minden 4j jegvével cggvel hitrabb 1r1uk b} A maradék az osz-
tandé 61¢ keriil. ¢) A részszorzatokat balrol jobbra haladva kiszamitjuk.
d) A részszorzatokat cgvenként kivonjuk. ¢) A hduvados jegveit jobbra
egy kezdd-zardjel (Géresi szerint holdacska vagy circalom) mégé irjuk
(8. dbra). Amint latjuk, az cljadrds bonvodatmas. Nem meglepd, ha Géresi
itt ott belevét a szamitisokba.

Maréthi kétféle osztdst ismert. Az egvik kézeledik o mai osztashoz,
csakhogy az osztét az osztandd ald irja, és mindig (\szgyol jobbra  viszi,
mintegy ragaszkodva a régi cljdrashoz. Amikor cgvjegy(l az osztd, akkor
a maradékot folil irja. A nmso(hk cljarast olasz osztisnak mnevezi, és az
a véleménye rola, hogy azzal tobbnvire a kalmdrok éluek. Ugvaufurol az
eljardsrél van sz9, amelyet Géresingdl fattunk. Az clthasznalt jegveket kihu-
zogatja, akdrcsak Géresi.

Az osztds utdn Géresi az ardnvos osztdst magyardzza (De divisione in
aequali}. , Szoltunk azelét az egyenes ostasnak modgia felol de mostan
meghis az kutomb kulomb fele rezre valo osztasnak tudomanvat is tanulyuk
megh ilyen pcldaban Iigv példabdt kiindulva mu(ringalnm/m a megoldas
szabalyat, a végén podw dsszeadja az ardnyos részeket és megdllapitja :
Jlatod hogy ki fot az somuma az probaban czokaert ighaz az operatio.

Roviden megemlékezik a felezésrdl is. | Vagion megh cgy Regula,
nelvet meditationak hinak, mely ezis az divisoruak egyvk resze, semmi nem
cgveb azert, az meditatio hanem valamely szamnak csak ket fele valo oszta-
sa', Tehat a mediatio-t nem tekinti kilon alapmiveletnek. Gemma cgy
kis fejezethen, o szorzds utdn, kifejti, hogy uem szitkséges a duplatiot és me-
diatiot, mint kiildn speciest tanitani. ) csak 4 speciesrél beszél. Fnnek
ellenére az osztds utdn 6 is beiktat cgy fejezctet,, De mediatione, sive per
duo Sectione‘.

A kovetkezo fejezet clme | De progressione’. |, Az progressio semmi
n¢ cgyeb hané az additionak cumpendinma, az az Rovideden valo modgya*.
Géresi definicidja egvezik a korabelickkel. Aritmetica és geometrica prog-
ressziordl beszél. Az aritmetica progressio szintén  kétféle, naturalis és
intercisa. A naturalis progressio-n olvan szdmtani haladvéanyt ért, melynek
kiilonbsége egy. Az elsé tagot az utolsd ald {rja és Osszeadja, az Osszeget
felezi és szorozza a tagok szamdval. Ha az Osszeg paratlan, akkor a tagok
szamat felezi (,, hasids kette az Suwmmat avagy Numerust®). , Intercisa
azaz oly progressio (melynek) az o sokasodasa nem edgyel vagyon lelyeb,
hanem kettovel: es ezis harom keppen,... az egyik feles (péros),... min-
degyik feletlen ... elegyes. (9. drba). Az utolsé esetben, a Géresi defini-
ci6jatdl eltéréen, a kulonbség hdrom.

. Ez a Geometrica Progressio semmi men egyeb haneni az szamokk igaz
proportioia szerint valo felhaladasa, e¢s annak el helyheztetise ugy mint
kettessel, harmassal es nigvessel. Azzalis  kiilonbdz penigh az Aritmetica
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jop

Progressiotul hogy az aritmetica Progressio az additio szerint vagyon, ez
penigh az multilicao szerint'. Kozli a megoldast is : ,,az els§ kotat ird az
utolso ala, es multiplicald megh wvelle. Az multiplikatusbul ved ki az
otolso kotat az utan dividald cll az productust (az az az multiplicatust)
az mire az quotiens kjin az leszen Summaja, ugy mint ez triplaban
megh latod ‘.

A progressio az ujkor kezdetén még a kozonséges aritmetikihoz tar-
tozott, speciesnek szamitott. Fz a magyarazata annak, hogy Géresi is
kualon speciesként targvalja. A XVI. szdzad elején még minden gvakorlati
aritmetikaban, a legkisebbekben is, szerepel a progressio. A szdzad vége
felé azonban mindinkabb kiszorul az aritmetikabdél. A XVII. szdzadban
mar végleg elmarad. Géresi a régi csapdson haladva targyalja a progressiot
a speciesek kozott.  Clavius emlitett konvvében mar ki tudja szamitani az
utolsd tagot anélkil, hogy az dsszes eléziket ismerné. Konvvébeu szerepel
a4 sakkjaték feltaldlojanak a kivansaga is (1 <+ 244 - .+ 28) A
progressiok Géresi-féle felosztdsdt tobb XVI. szdzadbeli aritmetika tartal-
mazza. Huswirt, Rudolff, Riese, Apian is beszélnck ,,continua siue natu-
ralis” és ,,discontinua siue intercesa‘* progressiordél. A szdmtani haladvany
osszegét, abban a két esetben, amelyrdl Géresi még kiilén beszél, a XVI.
szazadban mar egyetlen képlettel is kifejezték. A mértani haldvany dssze-
gének a kiszamitdsara pedig sokféle eljardst ismertek. A mértani haladvanyvt
tébben alaposabban tanulmanyoztik, kiilonosen Stifel, aki mdvében, az
Arithmetica integra elsé konyvében, éppen a progressiot targvalja. Eszre veszi
a szamtani és mértani haladvany kozotti osszeftigést, lelkesedve beszél
ezen szdmok csoddlatos tulajdonsagairdl, nagy lépést tesz a logaritmusok
iranvaban.

A progressio alkalmazdasaként Géresi, akdresak a Kolozsvari Arit-
metika szerzje, beiktat egy fejezetet | az rostelyos ablakoknak megh veti-
sirtil* (10. dbra). Forrasuk eddig ismeretlen, a rendelkezésemre 4ll6 kiilfoldi
aritmetikdk egvikében sem taldltam 1neg ezt a feladatot.

A Regula Detr1 Géresinél elSfordulé  kiiloub6zd megnevezésel a
XVI. szazadban igen gyakoriak. Gemma Regula Proportionum sive triun
numerorum-nak cimezi a meglelel fejezetét. Az aritmetikdknak az a
torekvése, hogy a miveleti eljarast minél vildgosabba tegvék és a tanulot
minden szellemi eréfeszitéstdl lehetbleg megkiméljék, oda vezetett, hogy
teljesen gépiesen tanitottak, illetve alkalmaztik ezt a reguldt. A gépies
alkalmazds hive Géresi is. (11, 12, 13. abrak).

A XV. szizadtol kezdve a harmasszabalyt nagyon valtozatos fela-
datokra alkalmaztdk. A kiilonboz§ tipust feladatok mas és mds nevet kaptak.
Widmann aritmetikdjaban (1489) 28 tipus szerepel. Tartaglia (1556) fonto-
sabb feladat-tipusal ma is érvényben vannak. Géresi ezek kozil a tipusok
koziill csak néhdnnyal foglalkozik.

A, Regula de tri awersa“-t kiilon fejezetben ismerteti roviden, és
cgyetlen példaval volagitja meg. (14. dbra). A XVI. szazadbeli aritmeti-
kakban ez a feladat is el6fordul, ha nem is mindenikben. Regula conversa,
regula aversa néven emlegetik. Ma forditott harmasszabalynak mondjuk.
Gemma kényvének a masodik részében, melvben a torteket targyvalja, beiktat
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egy ilyen fejezetet is  Regula trium euersa“cimmel. Ennek a reguldnak a
megtanitasa, a gépies tamtas kovetkeztében, ne hczseget]dentett és a tanuldk
csak sok gyakorlat utan sajatitottdk el. Ugy ldatszik, Géresi czzel a nehéz-
séggel nem szamolt.

Géresi a Regula Detri frakcidjara is utal. A XVI. szdzadi aritmetikak
rendszerint el6bb a torteket tdrgyaltik, de volt r4 c¢set, hogy a sorrend
megfordult, miként Géresinél. Géresi a tortrészekkel, mmt Lgeszckkel kal-
kuldl, {gy elkertili a tortekkel valé miiveleteket. Hasonldan jar el Riesc,
Baéschensteyn, Gemma és masok is

A Regula vulgaris”, mai nevén osszetett hdrmasszabaly, Géresinél
kitlén speciesként szerepel. A megolddsra ugvanolyan gépies szabalvt kozol,
mint az egyszerti hdrmasszabdlvra. A XVI. szdzadban Regula duplex, Cla-
vius pedig Regula trium composita néven emlegeti,

Géresi a | Regula Societatis“-t, a tdrsasdg-szabalyt, kiilon speciesnek
tekinti és kiilsn fe]eéctben is tdrgvalja. Voltaképpen a regula detri egy
alkalmazédsnak tekinthetjitk. ¥rre mar a XVI. szdzadban is ramutattak
tobbek kozott Gemma Frisius is. Ugy latszik, Géresinek errél nem volt
tudomasa. Ilyen tipust feladatok a torténelem 101 aman gyd]\ran szerepeltek,
kezdve a Rhind-papirusztél. A XVI. szdzad aritmetikdiban is gyakoriak,
mégpedig kiillonbozd csoportositdsban. Clavius 26, vagy a Bamberger
Rechenbuch 17 tdrsasigszabdly-feladata ilyen csoportok mintafeladatainak
tekinthetd.

Géresi | Regula Socictatis temporum's cimen egy Osszetett tdrsasdg-
szabalyt targyal (15. dbra), amelyhen az 1dét is tekintetbe veszi. Eldszor
az aranyszamokat szdmitja ki. Aunuyvira gépiesen dolgozik, illetve masol,
hogy a hibds ardnyszamokat is Atveszi.

A Regula Falsi sev Positiond'‘, cimid fejezetben ismertetett regulat
sok aritmetika targvalja. Segitségével liniaris egvenlethez vezetd feladatokat
oldanak meg. Ennél messzebb vive feladatokat ritkdn taldlunk a XVIL
szdzadi aritmetikdkban. Géresi elég roviden tdargvalja ezt a regulat, melyet
kiillén speciesként cmlit. \Iegnu;,\’(uau/,d hogy miért hiviak a roguht falsi-
nak: Ugyanezzel a magyvrizattal tobh untnwtﬂ\abfm taldlkozunk, példdul
Apianndl is. Nehany arltm(,tﬂn beszél Regula falsi simplicis  pasitionis
és Regula falsi duplicis positionis-rél. Géresi ezeket nemt emliti- Ndla ebben
a fejezetben taldlkozunk a + és — jellel, de nem mint miiveletjelekkel. Meg-
jegyzem, hogy a XVI. szdzadi aritmetikdk is éppen e¢zzel a feladattal
kapesolatosan hasznaljak ezeket a jeleket.

Géresi kéziratdnak kévetkezd, rovid fejezetei, ,,Az Nemet Penzrol”
,, Az Maghiar Penzrél, ,,Az Masa szamrol*, |, Maghiar Fontrol*, ,,Az magyar
fertonrol*, ,, Az nemet Masarol es fontrol*, Az Nemet Fontrol es Iothrol”,
az itteni visszonyokat titkrézik, és nyilvanvaléan nem taldljuk meg a kora-
beli killfoldi aritmetikdkban. A kilfoldi aritmetikdk viszont, az illet§ or-
szdg pénznemeit és mds mértékrendszereit véve szdmitisba, fejlett pénz-
valtdsi szamitasokat tartalmazak, igy Lucas de Burgo és Tartaglia kényvei.

A, Lusus aritmeticus* fejezetben Géresi szabalyt kozol ,,a Tarsodnak
erszenyeben’ levd pénz kiszamitdsdra. Az Osszeget el kell osztani 3-mal,
5-tel, és 7-tel. A maradékot megszorozni 70, 21, illetve 15-tel. A szorzatok
Osszegébll kivonjuk a 105-6t, ahdnyszor Ichet. A maradék a keresctt pénz-
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daszeg. Bz a feladat benne van Kobel-nek és Rudolff-nak is az aritmetika-

jaban (Ggvnevezett kinai bovités szabdlyva®). Géresl mdsodik feladata -

L Hogy az mastol megh gondolt szamot megh tudhassad . Ha x-el jeloljik

a gondolt szamot, az clvégzett miveleteket gy lehetue kifejezni: x -3 -
i -3 "j ox. Ez a {eladat benne van Gemma aritmetikajaban és mas
2 ]

aritmetikakban, A NXVIL szazadi aritmetikdk sok szorakoztatd feladatot

tartalimaznak.

A kézirat utolso fejezete | Keovetkeznek immar kitlomb fele dirib
darab Peldak vagy magitol Géresitdl szarmazik, vagy pedig egy fel-
tételezett kozds forrasbol, amelvbdl 6 is, a Kolozsvari Aritmetika és
Debreceni Aritmetika szerzdi is meritettek, Az ¢l6z6 fejezet utan Géresi
odairta : finis. Tehat ezt a fejezetet 6 is toldaléknak tekintette. Itt Géresi
olyan példakat targval, amelveket a mindennapi élet vetett fel, amelvek
Nagybauvan és  Irdélyszerte gyvakran eléfordultak abban az idében. A
példaknak a probajat is ¢lvégzi. Itt emlitem meg, hogy Gemma nem hasz-
nalja a ,,proba‘ elnevezést, hanem az | examen-t, ez pedig Géresinél egy-
szer sem fordul ¢4,

IV, A KEZIRAT TORTENETE

A Géresi kézirata kozel két évtizeddel ezelott keralt el6szor kezembe,
az akkori marosvasirhelvi reformatus kollégium nagvkonyvtardban. A
Matematikai és Fizikat Lapok 1937, oktdberi szamaban hivtam fel el6-
szor a figyelnet erre a régi matematikai kéziratra.

A kéziraton kétféle konvvtari szamozdast talilunk (2. dbra). A maros-
rdsdrhelvi Bolyal kényvtar, melvoek paucélszekrényében Grzik, fekete szdm-
jegvekkel nyomtatott 380. szam alatt tartja nyilvan (Ifarczddy Elek kdny-
tdros szamozdsa). Konerz Jozsel, a marosvasarhelvi reformatus kollégium néhai
kivalé konyvtarosa pedig a 10214 1]' sorszamot irta ra piros tintaval. (2. képi.

)

A kézirat a Koncz-féle katalogusok kozitl abban szerepel, amelyiknek
felirata ,, A marosvasarhelyl cv. ref. koll. ktdar djabb gvarapodasdnak
cimtara 1872,

Amint a mar idézett bejegyvzéshdl megallapithatd, a kézirat Stephanus
Gérest miive, aki azt a nagybinyvai reformédtus féiskoldban {Schola Rivuling)
fejezte he  1626-ban.

A 87, lap aljan (10, abra) az aldbbi utélagos és mias kézt6l szdrmazo
bejegvzés olvashaté: | FEz konyvet vetem kezemhez in Ano 1726 Die vero
28 7-bris Francisus Csernatoni de Radnotfaja. Tehat a kényv szdz év mulva
Radnétfaji Cserndtoni Ferenc tulajdonaba  keriilt. Cserndtoni sok helyen
a sorkozoket és lapszéleket telefirkdlta aldirdsdval, dsszeaddsokkal és kii-
1onboz6 mondédsokkal. Ilyen heirdasok olvashaték : |, Mint a szép hives
patakra, ,Mint uramnak szolgilok Uram  kegyelmedne Gidéfalvi,
L Adgyon isten minden jét kegvelmednek edes anyam! : nem akarom el-

S BPr. Unger, Die Methodik der Praktischen Avithmetik in historischer Entwickelung,
Leipzig 1888, 108, lap.
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mulasztani hogyv'‘, , Nemzetes G| | Andrds Uramnak nekem, 9, , Csernat
Székely Farkas Uramnak Nekem nagy jo Urammnak®, ] eltosagos gof( 1)
Csernatoni Nagysagos Csernatoni® , Nemes és Nemzetes Csernatoni
Uramnak nekem kedves batyam Uramnak eo kegyelmenek I '  Hic
Iiber est meus post mortem nescio cujus erit’* sth.

Ezek a beirdasok fontos ttmutatisokat tartalmaznak a kézirat vindor-
lasa és Marosvasarhelvre Kkeriilése torténetének a felderitéséhez.

A nagvbanyai iskola fennmaradt anvakényve 1633-t61 kezdddéen
felsorolja a rektorok és didkok mnevét, és a nevek mellé érdekes megjegv-
zéseket is fiiz. Fzek kozott a szamunkra igen fontos kovetkezd bejegyzés
olvashaté : ,,Ego Sigismundus Tsernatoni subscripsi legibus scholae Nagyba-
nvensis anno 1710 mensis Decembris. Officio senioratus et classis syntac-
ticae praeceptoratu probe defunctus concessit in illustre collegium Nagv-
enyediense. 1714 obiit in patriam<?

Tehdt abban az iskoldban, amelyben (éresi az aritmetikdjat irta,
1710 utdn miikodstt egy Tserndtoni Zsigmond nevii praeceptor, aki a mun-
kajat kivaléan végezte. FEgv ideig az enyedi hires kollégium tanuléja,
onnan pedig 1714-ben visszatért hazajdibad.

Frthets, hogy megvalt a nagybanvai iskolatél, mert annak sorsa abban
az 1idében az ellenreformacié erds6désével nagvon bizonytalannd valt.
Thurzé irja ervél a korrdl: 1712 januar 11-én sziiutette meg Pater Lenkes
Pél jezsuita plébanos a szepesi kamara hatdsa folytdn és Grabarics Jakab
pénzverd inspector kozbejardsaval a scholat. Ekkor tértéut, hogy Aszalai
Samuel rektor vezetése alatt a didkok és gyermekek szép renddel ,,a sika-
toron kijovén, szomori éneket éneklettek, volt hét didk, és gyermek igen sok'".
A coetus kiment a varoshél, a konyveket magaval vitte, de haza a félsze-
reléssel egyiitt a jezsuitdké lett. A Hid-kapun kivill levé szemétdombon
kaptak helvet templomukuak. Janudr 15-én az iskola nyilvanossdga is meg-
sziint. ¢ Tehetséges, hogy a kivonulé sereghen ott volt Tsernatoni Zsig-
mond is, ha mdr elébb el nem tavozott.

Tserndtoni Zsigmond Nagyenyedre ment. A nagybanvai auyakényvv
adatait megerdsiti a nagvenyedi kollégium anvakényve is, ahol 1714-ben
subscribalt Cserndtoni Zsigmond. (Amiért Nagy bau) an praeceptor volt,
azért még jelentkezhetett Nagvenveden tovabbtanulasra.) Ha praeceptor
lett volna Nagvenyeden, az taldn be lenue jegyezve, de nem feltétleniil.
Enyedi paeceptorsdganak nagy a valdszinfisége, mivel elézéleg mar Banyan
tanitéskodott. A nagyenyedi anvakoényvben még a kovetkezd bejegyzést
olvashatjuk : ,,obiit Domi in patria‘? meghalt otthon a hazdjaban. Ennél
tobbet nem sikeriilt kideritenem felile. Hogy hol volt az a |, patria‘, arrdl
nem beszél sem a nagybanyai, sem a nagyenvedi anvakényv. A Radnét-
faji el6név sem szerepel ezekben az anyakonyvekben.

4 Tdsd: Thurzdé Yerenc, A aagybdnyai co. vef. fSiskola (Schola Rivulina) (Sricneie.
1547~1755, Nagybanya 1905. — Thurzé teljes egészében kozli az anyakonyv tartalmit.

5 Az ,.obiit in patriam*{mondat értelme Reischel Arthur akadémiai kényvtiri
fckonyvtaros szives tolmacsolasa szerint : ,,visszatért hazdjaba’. (Tehat nem , meghalt.))

¢ 1. m., 9. lap. :

7 Az enyed1 adatokat kérésemre, Muzsnai I.isz16, akollégium volt rektora, szol-
galtatta.

4 - Babes--Bolyai: Mathematica-Physica 21963
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Pdr évvel késdbb, 1726-ban, amint lattuk, a Géresi kézirata Radnét-
faji Cserndtoni Ferenc kezébe keriilt. Kutatdsaim alapjan biztosra allite
hatom, hogy Csernatouil Ferenc valdban radudt{dji szarmazéasa. Hgy 1728-cs
Osszeirdason a radnétiaji birtockos nemesek kozott szerepe! Cserndtoni Ferenc
15, és még két Csernatoni®

Tekintettel arra, hogy a kézirat tulajdonosa tébbszor emliti a
Cserndtoniak nemességét és Radndtfdji elbnevét, biztosra 4llithaté, hogy
az dsszefrashan szerepld Cserndtoni Ference azonos a kézirat tulajdonosdval.

Hogy miért érdekelte az aritmietika ezt a Cserndtoni Ferencet, arra
a Koncez kouvve ad felvilagositdst. Konez konvvében szerepel egy Cserndtoni
M. Terenc, aki praeceptor volt a marosvdsarhelvi rel. kollégiumban 1700
utdan®, s aki talan azonos azzal a Csernatoni Mihaly Ferenceel, aki az envedi
kolléginmban 1716-ban  subscribalt. (Az anvakényvek bizonvara azért
tiintetik fel & Mihaly mellékuevet is, mert a Cserndtoni név stirtin eldfordul
mind az eunvedi, mind a vésdrhelyi anvakdnvvben.)

A fenti adatokbdl kirajzolédik a kézirat vandorldsdnak a térténete
A kéziratot Nagyvbauvan a praeceptorok haszndltak. Igy kerilt Tserndtoni
Zsigmond kezébe is. Amikor bomléban volt a banvai iskola, magdaval vitte
a kéziratot Nagvenyedre, remélve, hogy sziiksége lesz rd. Rovid enyedi
tartézkoddsa utdn hazament Radnotfdjara és magdval vitte a kéziratot
is. S mivel & mar nem vehette haszndt, egvik atvafidnak (esetleg éppen
gvermekénck), Cserndtoni Ferencnek adomanvozta, a marosvasarhelyt
kollégium praeceptordnak, aki minden bizonnyal hozza fordulhatott tandcso-
kért, hiszen két hires iskolaban is praeceptorkodott. Kttél a Cserndtond
Ferenctél keriithetett aztan a kézirat a marosvasirhelyi ref. kollégium
tulajdondba. Habent sua fata libelli!

Most pedig vessiik fel a legnehezebb kérdést : ki volt a kézirat szer-
z6je, ki volt Géresi Istvan, és miként keletkezett a kézirat?

Kutatdsaim sordn, e kéziratbeli bejegyvzésen kiviil, mindeddig nem si-
keriilt Géresi Istvian nvomdra bukkannom. A nagvbanvai varosi levéltar,
reformdtus egvhazmegvel és varosi levéltar dtvizsgdldsa sem hozott semmi
eredményt 1 A\ vizsgalédasokat szélesebb korben kell tovabb folvtatni.

S Lisd: Kelemen Loajos, Radnotfdja tovidiete. , Erdélyl Mizeum XTLVII. (1942,
Fenti tanulmany Kemény Jozsef: |, Possesonaria. Comitatus Torda, Gorgény kéziratdra
hivatkozik. (Kézirat az R.N.K. Akadémiija Kolozsviri Fidkjanak konvvtiraban, Kemény
Tozsef gyilijteményében). — A Radnotfdji Cscrndtoni csalddrdl, mint érdekességet, szobelileg
emlitette Kelemen Lajos, hogy ez az egyetlen esalad, mely Mihaly vaidatdl kapott 16f6séget.

Y Koncz Jobzsef, 4 mavosudsdrhely! cvang. reform. kollégium (ovténete, Marosvasar-
helyt 1806, 111, lap. Meglehet, hogy Koncz az értesiilését a kollegium legrégebbrél fennmaradt
anyakonyvébol, az un. Csulai-féle anyvakonvvbdl szerezte. Ebben a 144. lapon, a ,, Nomina
studiosorum, quos clarissimus dominus Michaél Képeczy, ad regendam Scholam R [eformatam
hancce (sic) Agropolitapam Ao 1715 Introdnctus et Publice de Prov. [identia] Divina Oratione
declamata, per Iicclesiasticum Senatum Regiae Liberaeque Ci[vilt{ajtis hujus Marus
Vasarhellyiensis inanguratus installatusque dic [iires hely hagyva] reperit hic loci® cim alatt
felsoroltak kozott az 6tédik helyen olvassuk @ Pranciscus M. Csernatoni Praec. Par (olvasha-
tatlan a sz6 vagy rovidités tobbi része).

10 Jizeket a levéltdrakat, kérésemre, O14h Sindor, Nagybanya és vidéke multjanak
kivdlé isimerdje, sok napi dnzetlen munka 4rdn nézte 4t. A varosi levéltadrban, ugyancsak kéré-
semre, Hzasz Ndadroly {6levéltaros és Metz Joézsef tandr is kutatott, Tenti levél
tirban magam is végeztem kutatdsokat.
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Tobb, ebben a korban élI6 Géresire is bukkantam. Az d.n. | kapesos
konyve-ben!t szerepel Géreési Mihaly, ki o Schola Rivulina rektora volt
1630. XI. 27-én. Talan azonos azzal a Géresi Mihdly-lyal, aki 1636-ban
tért vissza kilfoldi tanulmanyiatjarél s jelenti a vérosi tandcsnak, hogy
Lottt kiinn adossd maradott 46 aranvakkal amit a varos azonnal I\m/,et@ttl’
Meglehet, hogy rokona volt a mi Géresi Istvanunknak. Iiz a Géresi Mihaly
minden bizonnyal azonos azzal a Géresi B. Mihdllyal, aki 1634-ben Ieyden-
ben konvvet adott ki . A testvére, Géresi B. Andrds, Gouczdn iskolaigaz-
gaté volt. 1597-ben a tasnadi zsinaton pappd szenteltek egy Géresi
Miklost!, sth. De ezek a Géresik és Géresi Istvanunk kézott semmilyen
kapcsolatot sem sikeriilt {felderiteni.

Hgy 1367-i oklevélben (Vay 428), bizonyos Gres-i Péter nevében sze-
repel a Géresi név elséizben. De egy 1424-ben kelt oklevélben ugyanott
szerepel egy Geres neviit jobbdagyv isl,

Feltehetd, hogv ami Géresi Istvanunk Magyvargéresr6l (Ghirisa) kertilt
Nagybdnydra, és a Géresi nevet, annak a kornak a szokdsa szerint, sziilé-
foldjétél kapta. Ez a koézség Frd6dtol, ahonnan Kopdcesi Istvan, a Schola
rivulina megalapitéja ment Nagybanyiara, alig 2—3 kilométerre fekszik.
Lehetséges, hogy Géresi elészér a szatmdri reformdtus iskoldban tanult,
u.i. Magyargéres Szatmdrnénetitél mindosze 28, Nagybdnyatsl pedig
100 km-re fekszik. A szatmadri iskola éppen abban az idében élte fény-
korat.

Egv djabb adat azonban czt a feltevést meggyengitette. A |,/ Tractus
Rivuliensis Protocolon vetus ab anno 1620 —1702¢%-ben szerepel egy Géresi
Tirzsébet, aki 1614-ben Nagybdnvan perli a férjét hitlenség miatt. Hszerint
abban az id6ben Nagvbanyan is volt Géresi nevil csalad.

Mivel Géresi Istvanra vonatkozéan konkrét adatok nem allnak rendel-
kezéstinkre, csak feltevésekre vagvunk utalva. A felsorolt adatok és elsG-
sorban maga a kézirat alapjan, t6bb feltevést is megkockdztathatunk.

Ieltételezhets, hogy Géresi tanuldéja volt a Schola Rivulina-nak és
lejegyezte tandrdnak az elSaddsit vagy felolvasdsat. Jelen md fiiggelé-
kében is ramutatunk, hogy a XVI. szdzadi tantervek és torvénvek kétele-
zben eléirtak a felolv 1sdat bizonyos aritmetikakbol. Az illetd tanarnak lehetett
a kezében a Kolozsvéri Aritmetika. Megerfsitené ezt a feltevést a (éresi
kéziratdnak 149. lapjan megfigyelhetd, kihagyott és utolagosan beirt mon-
datrész. Mintha a tandr til gyvorsan haladt volna és a didk lemaradt volna
az {rassal. Tizzel a feltevéssel sok mindent meg lehetne magyardzni.

Nagyon sok érv e feltevés cllen szél. Az elsé ranézésre megallapithatd,
hogy a vitatott kézirat nem gyermekirds. Egy gyakorlott kéznek a jél1 ki-
alakult irdsdrél van sz6, még ha az irds jellegében itt-ott komoly hullimzas
tapasztalhaté is, marpedig az aritmetikat az alsé osztalyokban tanitottdk.

1A nagybanyai ref. egyhdz levéltariban.

ZThuar zc') i. m., 151. lap.

18 Lasd, Szabd K., 3 1., 451. lap.

MW Kis »\ ron, XVI. szdzadi zsinatok.

15 T4sd: Maksai Ferene, A kbzéphori Scatmdr megye, Bp. 1940.

18 A nagybanyai ref. cgyhdzmegye levéltdrdban. — Az adatot Metz Joézsef fedezte
fel, egyik kozos buvarkodasunk alkalméval,
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Amint lattuk, a kéziratban el6fordulnak kimondottan masoldsi hibdk is,
olvanok, amiket csak masol6 kévethet el : dtvesz nvomdahibdkat, amelyveket
nehéz mesternek tulajdonitani. Tovabbi, a Géresi kéziratdban vannak
részek, amelvek nem a Kolozsvari, hanem a Debreceni Aritmetikdval egyez-
nek, sok meg Gemma Frisiusszal — s6t teljesen 6nallénak 1atsz6 részei is van-
nak. Tehdt a tandr valamelyik kozismert aritmetikdbo6l nem olvashatott fel.
Géresi kézirata nem lehet iskolai dikt4las utan irt md azért sem, mert annal
alaposabban van {irva, folvamatosabban, teljesebb terjedelmfi.

A mdsik feltevés szerint Géresi Istvan magistere, rektora volt a nagy-
banyvai iskoldnak. A kézirat ezt a feltevést sem igazolja. A rektor
mindig nagyobb képzettségli, sok esetben kiilfoldén jart, mdvelt ember.
gy ilven terjedelmes irds folyvamén leleplezte volna magdt. A durva ma-
soldsi hibak, nvomdahibak atvétele, sokhelvt szolgai mdsolés, és egy par
szakasz, amely a szerzé hozzdnemértését bizonyitja, ebben az csetben nem
magyardzhaté meg. Nehezen is tételezhetd fel a rektorrdl, akinek sok fontos
feladata volt, hogy egv ilyen kéziratot szerkeszt, illetve mdsol. Az iskoldk
torvényei eldirjak a rektor didaktikai feladatat is. De azok mindig a felsé
osztdlvokban tartott kurzusokrél emlékeznek meg. Allithaté, hogy az arit-
metika tanitdsa ebben az id6ben, a nagybdnvai iskoldban, nem a rektot
feladata volt. Nem hiszem, hogv Géresi Istvan 1626-ban rektor lett volna.

A legelfogadhatobb feltevés az, hogy Géresi Istvan praeceptor volt
a Schola Rivulindban. Emellett bizonyit az a koriilmény is, hogy a kézirata
kés6bb is pracceptorok kezén forog. Géresinek is azért volt szitksége erre az
aritmetikdara, amiért Tserndtoni Zsigmondnak, vagy Csernatoni Ferencunek.
Megirdasaval hivatali kotelességét teljesitette. Azt a kotelességét, amirdl a
nagyhanyai iskolanak 1651-bél szarmazé torvénye ,,De libellis et methode
docendi oimi fejezetében szoll7. Szitksége volt egy olyan kézikonyvre, mely
tartalmazza a torvénvek altal megkédvetelt tananyagot, a specieseket
Ennek a feltevésnek az alapjan kénnven megmagyardzhaté a kézirat
jellege és legtobb fogyatékossdga is.

A Kkézirat keletkezésének a megvilagitdsa érdekében el6szor a kovetkezd
kérdésre kell feleletet adni: miként keletkeztek a XVI. és XVII. szdzadi
magyar nvelv{i, nyvomtatott vagy kézirdsos aritmetikdk? Hunek a kér-
désnek a :megvdlaszolisa érdekében messzibbre kell visszanydlnunk.

Mar a honfoglalé magyarsdg is rendelkezett a matemetikai szaknyelv
egves elemeivel. Hiszen szdmneveink tizezerig honfoglalas el6tti keletiek.
Matematikai szakuyelviink minden bizonnyal a kozépkor mindennapi
gvakorlataban és iskoldiban tovdbb gazdagodott,'8 jéllehet a tanitds nyelve
akkor kizarélag latin volt azokban az iskoldkban, amelyekben feltehetéen

17 Ldsd a fiiggelék vonatkozéd szakaszit.

¥ A kézépkori magyar nyelvii matematikai ¢letrsl nagyon keveset tudunk. I1. IT. boes
szovjet matematikatérténész nemrég megjelent konyvének (JlekuMn 1o HCTOPHH MaTeMaTHKH,
Caparop 1956) 162. lapjan olvasom, hogy azok kozill a sok ideig megfejthetetlennck
tartott, titokzatos szamjegynevek, apex-nevek koziil, amelyek pdr XII. szdzadbeli nyugaton
irt kéziratbar elsfordulnak, hdrom magyar eredetli. Ha ez a magyardzat helyes, akkor feltét-
leniil amellett sz6l, hogy matematikatorténészeink véleménye az akkori magyar nyelvii
matematik4t illetéen revizidra szorul.
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tanitottak matematikdt is. Az elsé magvar nyelvli, aritmetikat targvald
irasok keletkezéséhez valészintleg a reformdcié adta meg a dontd 15kést.

Az els6 magyar protestans iskolak a XVI. szdzad kozepe tajan Iétesiil-
tek. A nagybanyai 1547-ben, a debreceni 1552-ben, a szatmari taldn még
régebben, tobb erdélyi iskola pedig 15357-ben. Kolozsvarnak 1526 6ta volt
protestans iskoldja, el6bb lutherdnus, majd 1545-t61 reformatus kézen.
Ezekben az iskolakban tanitottik az aritmetikat a Debreceni, illetve
Kolozsvari Aritmetika megjelenése el8tt is. Az akkori pracceptoroknak
épp ugy szitkségiik volt egy haszndlhaté kézikonyvre, miut késébb Géresinek.
Feltevésem szerint ezeknek a praeceptoroknak a munkidssiga nvomdn kelet-
keztek az elsd magvar nyvelvil aritmetikai kéziratok.

Ebben az idében a tanuldk a praeceptorok (vagy tanirok, rektorok)
dltal leirt, vagy diktalt tananyagot tanultik meg. Az iskolai oktatdis anvaga
¢ sajatos eljarasmaéd altal dllanddan fejlédstt és megajult. Minden oktato,
magister vagy egvszer(l praeceptor, a sajit hozzdértése ¢és felfogdsa szerint
gvirta at az anyagot, hogv azt megtanuldsra minél alkalmasabbid tegye.
Ha tekintetbe vessziik, hogy éppen abban az idében terjodt ¢ Németor-
szagban Gemma Frisius kivald, nagy népszerliségnek orvendd latin nvelvd
aritmetikdja (eis6é kiadasa 1540-ben jelent meg), azek az elsé irdzok minden
hizonnyval a Gemma konyvének a hatdsat titkrozték. (Csak a kolozsvari
kinyvtdrakban 6 példany maradt fenn a Gemma Frisius Aritmetikdjabol.).

Mai napig sem tisztdzott a Debreceni Aritmetika és a Kolozsvari Arit-
metika keletkezése. Fgves feltevések szerint Laskai Jdnos tanar volna a
Debreceni Aritmetika szerzéje. Taskal 1574 és 1377 kozott a wittenbergi
" egyetemen tanult. Tehat csak 1577-ben jott haza, a Debreceni Aritmetika
megjelenésének az évében., Szerzségének ez a koriillimény is ellene szol
Mds feltevés szerint Hoffhalter Rudolf nyomddsz, az Aritmetika kiaddn
aszerz8. Hoffhalter a II. kiadds eldszavdban olvan hangot iit meg, amihdl
arra is lehet kovetkeztetni, hogy 6 maga a szerz6. A cimlapon gy tinteti
fel a konyvet, mintha azt Gemma Frisiusbél forditottak volna. Lizt az 4lli-
tast § maga cdfolja meg az elészoban, amikor azt irja : .az kic az Gemma
Trisi” béséges beszédében lattatnanac el fdrataknac lenni, cz kis rovid es
hasznos tractatusban folotte meg niughatnac. A szerzdségét 1s ¢ maga
cafolta meg, az elsé kiadas eldszavdban : ,egyv iambor vram es Istenben
attiamfia hozta az en officinamban, kervén hog’ ki nyvomtatunam es § sem
tudd ennékem meg mondani az iambornac neuét, ki neue alat tuttam
volna ki bochatani*. Hars véleménve A szerzé kilétének eltitkolasaval a
kéonyv értékét kivanta emelni’ (a kiado), nem ldtszik meg alapozottuak.
Ha a kony a Gemmaénak forditdsa, akkor nem lénveges a fordité személye,
nines miért eltitkolni. Taldn ezt az elészéban eléadott torténctet a md
eredetérdl nem Hoffhalter taldlta ki, Valdban megjelent ndla egy ,,iambor
uram és Istemben attiamfia*. Taldn nem tévedek, ha azt allitom, hogy az az
Luram’ egv |, .praeceptor uram lehetett, aki leginkabl tapasztalta egy
ilven kiadvany sziikségét, és kinek a kezében volt cgv kinddsra alkalmas
szoveg. Nem tudta megnevezni a szerz6t, mivel a szoveg, amivel jelen-
kezett, nem volt a sajit szerzeményve. Legfennebb egves kiegészitéseket
mondhatott beléle a magaének. Egy olvan irdsrdl lehetett sz0, amilyennek a
keletkezésér6l fennebb mar szélottunk, amelviket ¢ is az clodeit§t 6rokolt,
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vagy masolt le. Hoffhalter, mint jé fizletember, azonnal dtldtta a javaslat élet-
revalosdgat, és elvdllalta a kiaddst. Taldn itt-ott igazitott is a szévegen, elkép-
zelése szerint, valtoztatott a helvesirdsan is. Véleménvem szerint a Debre-
ceni Aritmetika egy a protestans iskoldk praeceptorainak a kezében ki-
alakult aritmetikat orokitett meg.

A Debreceni Aritmetikat, a megjelenése utani években nem hivatalosan
az iskoldkban is haszndltdk!®. Tz az aritmetika, a praceptorok kezében, to-
vabb fejlédhetett. Az els6 két kiadas hamar elfogvhatott, s igy kéziratokban
¢z a kibévitett, atalakitott aritmetika terjedhietett®. Igv ilven kéziratot
aztin kiadott Kolozsvart ifj. Heltai Gdspar, a nvomdadjdban kialakult
helvesirassal.

Helted az aritmetika végén, |, Az keresztvén Iffiusagnac szant felszo-
litasaban tobbek kozt igy ir: | Az mennvire en az Kénvvekbsl tanulhattam
ugy magvardztam...© Iizeket a sorokat olvasva azt a kévetkeztetést lehetne
levouni, hogy a ml szerzéje maga a kiadd. Fz az allitds minden fenntartas
ndlkitl mar csak azért sem fogadhaté el, mert cnnek a miinek a nagvobb
része sz616l-szora cgvezik a Debrecent Aritmetikdval., Tehdt mar csak ezért
sem tekinthetjitk Heltait szerzének. De taldn nem is helves a szerzéi jogrol
vallott mai nézeteinket atvinni a XVI. szazadba. A Hoffhalter és Heltai
vélekedését olvasva, az a henyomdsom, hogy 6k, mivel helvesiras szempont-
jabol az frdsckat datjavitottdk, (16szoval ellattdk, itt-ott vdltoztattak is a
szovegen, kihagyvtak vagy beletoldtak, és sajat nyvoemddjukban, sajat koc-
kazatukra kiadtdk, az egészet sajat szerzeménvitknek tekintették?!, Mi, az
elsé magyar nyelvll aritmetikak keletkezését, az abban alkalmazott szami-
tdsi eljarasok eredetét, fejlettségi fckat, a fogalmak értelmezésének a pontos-
sagat viszgaljuk, s nvilvdn cgészen mdsként vélckediink a szerz6ség fogal-
marol.

A fenti feltevést, mely szerint Heltai is a pracceptorok kezén forgod
aritmetikdt adott ki, eclsésorban a Géresi Aritmetikajaval valdé szerves
kapesolatdra alapitom. Lattuk, milyen kézeli rokonsag all fenn a  két
Aritmetika kozott. Van ra esct, hogy a Kolozsvari Aritmetikaban kidolgo-
zott példaknak Géresinél van nicg a szovege, vagy eltéré adatok esetén a
Kolozsvari Aritmetika is a Géresi-féle adatok szerint oldja meg a példat sth.

¥OA Debreceni Aritmetikat wegjelendése utdn 5 évvel Hofthalter 1jbol kiadta valtozatlan
szoveggel, A mdsodik kiadds cime : Awitmetica, Az az, az Szamvetesnec tudomania mel forditatot
Genuna Frisius Ayithmeticaiabol Magior Niclive az Calcularis Szwmvetesis szeb pivid evtelewamel
Fiadato!.

20 Tudunk mas példat is abhol az idébél, hogy kézirathan forog egy tankényv {vtizede-
kig, miel6tt kiaduak. Igy Szikszoi Fabricins Balazs sdrospataki tanar 1570 koriil szerkesztett
cgy szotirat : Nomenclatura sew Dictionarivnn latino-ungervicum, melyvet sok ¢éven keresztiil
kéziratban haszndltak Patakon ¢és mds iskoldkban. Csak a szerzd balala utdn 13 évvel, 1590-
ben nyomtik ki Debrecenben. A kiilonbozd levéltarakban tobl kézirat maradt fenn, melveket
sohasem adtak ki, de amelycket abban az idében tankodnvviil hasznaltak. Feltételezik hogy
Coresi is mdr eléhb forgalomban levd szovegeket nyomtatott ki Lasd O, Densusiannu,
Histoive de la langue vownaine, 1. fasc. I, Paris 1914, pag. 8).

2 Volt rd eset, hogy més tankonyvnek sem tiintette fol a kiadd a szerzdjét. Ipv kiadtik
szerzG wélkiil az Osthograplio Ungarvice A: az igaz irds smod diol valo tudonidny, Krakko 1519,
Heltai Gaspar 1562-ben kiadta Troporon schomatuwm ac Jigurariom comsmunivm libellus ex variis
withoribus in wsum stediosorum. Theclogiae ef bowarin artivon collecius, wnie cum indice. Srer-
#0j¢t esak a milt szdzadban derftették fel (Frankl, i m. 41 lap).
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Meglep8 azonban, hogy azokban a szovegrészekben is , amelyek a két
aritmetikdban szészerint megegyeznek, a helyesirds kiilonbozik. A Géresi-
féle helyesirds sok esetben régiesebb, jéllehet, egy félévszazaddal késébbi
keletdl, mint a Debreceni Aritmetika els8 kiaddsa és a Kolozsvari Aritmeti-
kanal is fiatalabb harmincot évvel. A Kolozsviri Aritmetika {réja minden
mondat végére pontot tesz, az 4] mondatot nagv betfivel kezdi, hasznélja
a vessz6t, kettéspontot, kérddGjelt, ha nem is mindig pontosan a mai hasz-
nalatuak megfelel6en. Ezzel szemben Géresi kozpontozasi jeleket alig hasz-
nal. A mondatokat a legtobh esetben nem vélasztja el egymdastdl. Néha
vesszO6t tesz a mondat végére, ritkdabban pontot. Az 4] mondatot nem kezdi
nagybetivel, csak az 1j bekezdéseket. Néha, bar ritkan, a vessz6t a mai érte-
lemben hasznédlja. Oda is tesz vesszd8t, ahol a Kolozsvarl Aritmetikdban
ninesen. Par esetben kett&spontot is alkalmaz a kéziratdban, legtobb eset-
ben vessz$ helvett. A zardjelt hasznalja. Ismeri a valasztojelt is (legtobbszor
kettds venalka), de csak ritkan teszi ki, Kérdojelt, felkialtsjelt, pontos-
vesszOt, idézéjelt, hidnvielt, gondolatjelt nem alkalmaz.

Sem a Kolozsvari Aritmetika, sem Géresi hang{rdsa nem egvséges, mégis
megfigvelhetjitk a kavetkezi eltéréseket.

A maganhanzok jelolésekor a Kolozsvari Aritmetika kitlonbséget tesz
aés d, ¢ és ¢ kozott, csak gvakran eltér a mai haszndlatuktol. Géresi nem
tesz killonbséget a fenti maganhangzok kozotr. Ndla az e betd kétféle alak-
ban fordul elé. ILegstir{ibben a kozépkori & fordul eld, amelvik ebben a
korban még haszndlatos. Hasznalja ritkan az ¢ alakot is, de nem az ¢ hang
jelolésére. Nem taldltam szabdlyszerfiséget a két betdl elofordulamban A

Kolozsvéari Aritmetika rendszeresen haszndlja az o/ = 6/ és uf = ii/
jelolést. Géresi két pontot tesz az o illetve o felé, de nem kdvetkezetesen.
Nala az § gvakran ¢4 vagy eo alakban fordul €16, A Kolozsvari Aritmetika
néha 6-t is haszndl, Géresi soha. Az u és v néha szerepet cserélve fordul eld
mind a Kolozsvdrl Aritmetikdban, mind Géresinél, Az 1, j és v is gvakran
cserél szerepet Géresindl. A Kolozsvari Aritmetikaban is cloforduhmk ezck
a szerepcserék, de nem azokban az csctekben mint Géresinél.

A Kolozsvdri Aritmetika még sok esetben, - kiilondsen a szavak
végén — megtartotta a latin c-t, a k lhelyett (deréc, ennec, masodic). Gére-
sinél teljesen eltiint ez a latin orokség. Géresi az sz hangot néha csak z-vel
jeloli (zam), akdrcsak a kodexeink. Ez a jelolés a Kolozsvari Aritmetiki-
ban nem fordul el6. A gh és tih jelé'és Géresinél gvakori (ghondolj, megh,
minth, mondoth, edth), viszont a  Kolozsvari  Aritmetikdban  newm
fordul eld.

Az i-zés és 6-zés mindkét Aritmetika sajatja, de mds-mds szavak ese-
tében.

A két Aritmetika helvesirdsa kozotti felt(ing cltérés értheté. A XVI
szazadban és még a XVII. szazad elején is, alig beszélhetiink megallapodott,
egvséges helvesirdsrél. Ugyszélvan nun(le ‘1 iré egvéni helyesirdst alkalmaz,
leginkdbb a kiejtés szerinti elvet Lkovetve. ,,\dloumuncl\ kell Mrtanunl\,
hogy minden iskolanak kiilon egységes helvesirasa volt's mondja Tréesanyiz?,

2 Trédesdnyi Zoltdn, Régi magvar wyomiatvdnyok nyelve ¢s helyesivdsa, Bp

55, 5. 1.
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Megdllapitasdt a XVI. szazad elsé felére vounatkoztatja. A XVI. szézad
masodik felében a nyomddszok alakitanak ki valamelyes helvesirdsi elveket.
A helyesirds elvei koriil vita tAmad, de ezeknek a hatdsa csak a XVII. szdzad
masodik felében érvénvesiil. Az elsd fele még a XVI. szdzad betiiit és iras-
modjat haszndlja. Ezt az allapotot titkrozi a Géresi kézirata is. Tehat a
két Aritmetika helyesirdsa kozotti felting eltérés a mi szempontunkhol
csak azért jelent8s, és azért kell felhivhunk rda a figyelmet, mert az is a
mellett 5261, hogy Géresinek a miive irdsakor nem lehetett a kezében a
Kolozsvari Aritmetika.

De barmennvyire atjavitotta is Heltai a kezébe keriilt szbveget, itt-ott
megszolal az eredeti szerz6 is. Igy a Kolozsvari Aritmetika O, lapjan ol-
vassuk : ., csak hogyv az mint eszembe vehetem nehezen tanulja meg a-
Deaktalan ember.© ¥z mdr neam a kiadé, nem a Heltal megjegvzése. Ez a
tanulékkal sckat és gvakran hidba vesz8d6 praeceptornak a hangja.

Kozvetve vall a Kolozsvan Aritmetika elddjérél, a Debreceni Arit-
metikdrol is. A K,y lapon ezt irja : , Hogy valaki ne mondhassa aszt, hogy
az Debrecenben nyomtatott Aritmeticanac Regulai mell6l el mentiine,
mellyeket honnat véttée légyen ; nem tudhatom,. (A tortekrdl irt fejezet-
bél idéztem. Lz a fejezet nincs meg Géresinél). Vagy ,a G, lapon ezt irja:
s Latod ezt az exemplomot, mellvet az Regula Detriben irtac volt, az kic
az elot az Magvar Szamuectd konvuet irtéde. Ezen sorok fogalmazéja sze-
rint tchdt o Debreceni Aritmetikat obben irtak. Kivancsian kerestem ki a
Géresi kéziratdbol a mdsodik idézetnek megfelels helvet, hiszen ezt a feje-
zetet oléggé szdszerint veszi at. Géresinél (108. lap) ezt taldljuk : ,,De mivel
hogy ide az regula Detrihez irtak az szam vetok itt is proballjuk megh.*
Tehat Géresi nem hivatkozik sci 2 Debreceni Aritmetikara, sem a Kolozs-
vari Aritmetikdra (pedig itt alkalom lett volna crre), hanem a szdmvetdk
szamldjdara irta az exemplum téves fejezethez valé beiktatdsat. Géresi itt
hatdrozottan arra utal, hogv a szimvetsktsl vette at a feladatot.

De a szdmvetdk ismételt emlegetésébdl arra is lehet kovetkeztetni,
hogy Géresi az egész miivet a szamvet6k nyomdn haladva irta. Géresi vagy
a nagvbanyai, vagy valamelvik testvérintézetben tanulta az aritmetikét,
ott olvastak fel neki is, mint tanulénak, az el6irt anvagot. Miutdn prae-
ceptor lett, olyan kézikonyvre volt szitksége, melybél felolvashasson, amely-
bél példakat adhasson fel tanitvanvainak., A maga szamdra ilven kézi-
kényvet irt. Lemasolta valamelvik elddjének miivét, esetleg sajat diakkori
jegvzeteit. Tehat nem kézvetleniil a Kolozsvari Aritmetikdt madsolta le,
amint a kér md Osszevetésébdl kideriil. A Kolozsvdri Aritmetika megjele-
nése ota 35 év telt el. Nem valészin{i, hogy rendelkezésére allt volna egy
nyomtatott példany is. M{ivében nem taldlunk utaldst sem a Kolozsvari,
sem a Debreceni Aritmetikara. Fzek az Aritmetikdk a banvai iskola kénvv-
tardnak a régi katalégusdban sem szerepelnek.

A Debreceni és a Kolozsvarli Aritmetika is gvakran tesz emlitést a
nszamvetd uraim‘-rdl. Kik ezek a szdmvetd urak? A szdmvetésre oktatéd
praeceptorok. Ilyen ,,szdmvetd ar volt Géresi is. A nyomtatott aritmeti-
kikban lev§ ,szdmvetd uraim' kifejezést Géresi mindig ,szdmvetékre*
cgyszerfisiti; szerénysége tiltja, hogy sajat magdt uramozza. A Debreceni
Aritmetika 121, lapjan példdul a kovetkezbket olvassuk: , Az szdmvetd



1% GERESI ISTVAN ANTMETIKAJA (I 37

uraim tsac eg’ speciest sem hadnac proba nélkil.. .« Géresinél a megleleld
helyen (115. lap) ez all : |, Az Zamvetok ennek az speciesnek kulomb kulomb
fele keppen adgyvak probajath*. A Kolozsvari Aritmetika D, lapjan szerepld
,az Szamvetd mesterec” kifejezés Géresinél kimarad. Nem akarja meste-
rezui a praecceptorokat. Az Ur sz6 egyetlen egyszer fordul el§ Géresinél, a 17.
oldalon : , Irnak it az Uraim megh mas formatis az subtractioban®.

A

Az el6bbiekben osszehasonlitottuk  Géresi Aritmetikdjat a Kolozs-
vari Aritmetikdval. Vannak Géresinél részek, amelyek nincsenek meg a
Kolozsvari, de megvannak a Debreceni Aritimetikdban. Olyan részeket is
taldlunk, melyek nincsenek meg sem a Kolozsvari Aritmetikdban, sem a
Debreceni Aritmetikdban, de megvannak Gemma TFrisiusn al. Es taldltunk
olvan részeket is, amelyek egyik kozismert aritmetikdban sem fordulnak eld.
Szerepelnek olvan példak is, amelyeknek az adatai a kilonbozd aritmeti-
kdk kozill csak az egvik forrdshan vannak meg, de a kidolgozds mindenik-
ben. Par hibas megoldds mind a hdrom Aritmetikaban el6fordul, s nem ritkdk
a szamolasi hibdk sem. A Kolozsvari Aritmetika sajtéhibdit is jérészt meg-
taldltuk Géresi kézirataban. Ezeket a jelenséget legkonnyebben gy magya-
razhatjuk meg, ha feltételeziink egy kozos forrast, amelyik a killonhozo
iskoldkban allandéan fejlédott, valtozott, amelyikre hatottak a nvomtatott
Aritmetikdk, s ugvanakkor az aritmetika fejlédésével is iparkodott lépést
tartani. A kiilonb6z6 iskoldk kézirdsos Aritmetikai kozott lényeges eltérések
is lehettek, mind helyesirdsukat, mind tartalmukat illetéen. A kézirdsos
- Aritmetikdk nyilvanvaléan alkalmazkodtak az egyes iskoldkban kialakult
helvesirdshoz, az iskola szinvonaldhoz és az aritmetikdval kapcsolatos
igényéhez is.

Ebbe az elméletbe koénnven beilleszthetd Géresi kéziratdnak a kelet-
kezése, megmagyardzhaté feltiing tartalmi egyezése a Kolozsvdri Aritmeti-
kaval, eliit6 helyesirdsa, s6t a kézirat fogyatékossdgai is.

V. A KIZIRAT JELENTOSEGE

Tudomaésom szerint Géresi aritmetikdja a legrégibb hazai matematikai
kézirat és egyben a legrégebbi magyvar nyelvli matematikai kézirat is. Mar
csak ezért is érdeklfdésre tarthat szdmot?,

A hazai matematika torténetében ez a kézirat a Kolozsvari Aritmetika
és Apaczai enciklopédidja kozotti t6bb mint félévszdzados (62 éves) firt
tolti ki. Ezért is igen értékes dokumentuma az RNK-beli matematika
torténetének.

23 Az RNK-ban, tudomdasom szerint, régebbi keletdd matematikai kézirat nem maradt fenn.
Emlités torténik ugyan Martin Ungleich-nak egv Rechenbuch-jarél (Programm des evangel.
gymnasinms A.B.... zu Hermannstadt fiir das Schuljahr 189596, 29 1.}, melyet 1599-ben irt
és mely a nagyszebeni Kapellenbibliothek-ben fennmaradt, de gy latszik az késébb elveszett.
Irdekldésemre ui. a Brukenthal mizeum ardl értesitett, hogy az emlitett kézirat nem talalhato
a mhzenmban. — A marosvasarhelyi Bolyai konyvtarban talalliatoé egy XV. szazadbol szdr-
maz6 kézirat, mely az astrolabium készitését targyalja ¢s sok szamitist tartalmaz, de az
mégsem tekinthetd matematikal kéziratnak, ’
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(véresi kéziratdt tanulmianyozva kozelebb jutunk az elsd nyomtatott
magvar nyelvll aritmetikdk keletkezésének a tisztdzasdhoz, s megvildgit-
hatjuk az elsé magyvar nyelvli matematikai irdsok keletkezésének az utjat.

Fz a kézirat betekintést nvajt a XVI - XVII. szdzadi matemati-
kaoktatdsba. Bemutatja abbdl a korbdl vald egyik iskoldnknak a mate-
matikal tananyagat, annak pontos terjedelmét. Ravildgit az akkori mate-
matikai oktatds alapelveire, médszereire, mutatja a gyakorlati szellem
térhéditdsat iskolainkban. : :

A kézirat elemzésébdl kideriil, hogy az a nagvhanyai iskola alsé tago-
zati harmadik osztalydanak az anvagét oleli fel. A Schola Rivulina térvénye
a harmadik osztaly szamara pontosan a kéziratban foglalt anvagot irja el6.
Az aritmetika elsd fejezete, a ,,De numeratione', azért annvira rovid, azért
tekinti ismertnek a szdmjegveket, a kisebb szamok leirasdt, mert azt az
el6z6 osztdlyban, a mdsodikban maér targyaltak. Tehat joggal allithatjuk,
hogv Géresi aritmetikdja az elsé ismert matematikai tankényviink. Ki-
mondottan tankonvvnek szdntdk. Ibbdl a megsargult konyvecskébél
tébb, mint egy évszdzadon 4at tanitottdk, illetve tanultdk a matematikdt.

Megismerjilk ebbd! a kéziratbol az akkori praeceptorok szerepét, akiknek
vallara nehezedett a matematika oktatdsa. Egyben elénkbe Allit cgy
praeceptort is, Géresi Istvan személyében. Talan a legrégebbi praeceptort,
akirdl ezen keresztill b6vebb ismeretiink van. Hgv szamolémestert, egy
szdmvet6t a XVII. szdzad elejérél.

Megismerjilk beléle egyik XVII. szdzadi iskolanknak a helyesirdsat
¢s matematikai szaknyelvét., Fzért Géresi kéziratat jelentés nyvelvészeti
dokumentumnak is tekinthetjiik.

A kézirat vandorldsit tanulmdnyozva, izelitét kapunk abbdl is, hogy
miként terjedtek az ismeretek egvik iskoldboél a masikba.

Géresi aritmetikdja a tudomdnyos szinvonal, a miveleti eljdrasok
fejlettsége, terminoldgidja és mddszertani felépitése szempontjabdl nagy
hasonlatossdgot mutat a korabeli és a XVI. szdzadbeli aritmetikdk tobb-
ségével, amint azt a ITI, fejezetben kimutattuk., Elmondhatjuk, hogy tel-
jesen Deleillik az aritmetikdk curdpai fejlédéstorténetébe, a fejlédésnek a
{iggelékben vazolt menetébe. Géresi mlive szervesen beleépiil a matema-
tika eurdpai épiiletébe. Azokat a jellegzetességeket, fogvatékossagokat
és tokéletesedéseket, amelyek jellemz6k a XVI. szdzadbeli aritmetikékra,
jorészt megtalaljuk Géresi aritmetikdjaban is (akdrcsak a Kolozsvari
Aritmetikéban), amint littuk a III. fejezetben. Ugyanazokat a fejezeteket,
problémakdroket targyalja, mint a XVI. szdzadi aritmetikdk toébbsége.
A szamitdsok technikai kivitekezésekor az Furdpa-szerte legelterjedtebb
eljardsokat alkalmazza, s az Lurdpa-szerte hasznélt terminoldgidt is tanitja.
Az eljardsok oktatdsakor a szabdlvokat, térvénveket nem igazolja, a hang-
suly a begvakorlasukra esik.

(Géresi aritmetikdja titkrozi az akkori Nagybauya tdrsadalmi, gazdasdgi,
kulturdlis viszonvait. A Nagyvbanyvan érvéuvben levd torvények, az iskola
jellege, ebben az orszdgrészben kialakult taniigyvi hagyomdnyok szabjak meg
a részleteiben Gérest aritmetikdjanak a tartalmat, a terjedelmét. Az cldirt
draszam is korlitokat jelentett. Azért nem tdrgyalja a torteket, amelyveket,
ugy latszik, Bdanvan nem tanitottak. Azért nem keriilhettek a Géresi kouy-
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vébe olyan fejezetek, mint a gyokvonds, kamat- és kamatoskamat-szdmitas,
regula virginum stb. Kordnak a nagvobb igéuvii, mas célhdl késziilt mfiveivel
(Tartaglia, Stifel, Clavius, Apian stb.) Géresi aritmetikdja nem versenvezhet.
(Géresi nem ismerte azokat a nagy felfedezéscket sem, amelvek a kéziratat
megel6z6  évtizedekben lattak napviligot: a szimbolikus algebra kiala-
kuldsa, a trigonometria fejlédése, a logaritmusok felfedezése, Viete, Kepler
munkai stb. Az itteni viszonvok ezeknek a megisnierését nem kovetelték meg.
A fejlettebh orszdgokhoz képest mindinkdbb lemaradtunk.

(Géresi aritmetikdjaban haladé vondsok is taldlhatok : a kalkulusokkal
valéd mfiveletek kihagvasa, egyes mddszertani szempontok érvényesitése,
amelvekkel tulhaladja az elsé nvomtatott aritmetikdinkat. Fzek a torek-
vések csak a XVIIT. szdzad elején hangsulvozéduak majd ki méginkabb.

A helvi jellegli feladatok Géresinél sem keriilnek jobban elétérbe, mint
az els6 nvomtatott aritmetikdinkban. Kézirata nem titkrdzi egy olyan
banvavdrosnak a sajdtsdgos problémidit, mint amilven Nagybanya volt.
Ugyvanazok a banyatermékek (réz, on, s6), ugvanazok az 4druk, pénzneniek
és mértékek szerepelnek benne, akiresak a nvomtatott aritmetikdinkban. A
Géresi aritmetikdja nem titkrézi az druknak aztanagy valasztékat, amirdl
a korabeli |, limitaciék” tandskodunak. Pedig Nagybdnydn abban az idében
vasarokat tartottak. (,,A nagybdnvai sokadalom kézel van' irja Teleki
Mihdlyné egvik levelében.) A haszndlatban levd pénzek 4drfolvamainak,
raltészamainak a gvakori valtozédsdra sincs tekintettel, a régi valtészamokat
veszi at.

Géresi Istvan, a Schola Rivulina praeceptora, nem volt kiildndsebben
képzett matematikus. Atlag-pracceptornak tekinthet. Egy szorgalmasabh
didk, aki pracceptorsdgot nyert. Matematikai miiveltségét valamelyik hazai
iskoldban, valészinfileg éppen a nagybdnvai iskoldban szerezte. Az akkori
tanitasi médszerek nem tették lehetévé az aritmetikai ismeretek alaposabb
elsajatitdsat. A tanitdas lényegében szabédlvok szajkozasdra szoritkozott.
Igy tanult Géresi is, 6 csak igy tanithatott, csak az el6d6ktol orokolt ismc-
reteket foglalhatta kényvébe. Az elkdvetett hibdk, az 4dtvett hibdk, a
,nehezebb részek szolgal dtvétele konmven érthetd. Gyakran olvan sza-
balyt tanit, melyet maga sem ért.

Nem lehettek képzettebbek a kartdrsai sem, Kivételt csak azok képeztek,
akiket , felfedeztek s, felkaroltak és kiilioldi iskolakba kiildtek, vagy pedig
olvan kivalé tanar iranyitdsa mecllett tanultak, akik mellett tovadbb fej-
16dhettek, az 6ndllé kutatas dtjara léphettek. Ilven kivalé rektor Géresi
idejében tudomdsunk szerint nem volt Nagvbanyan.

Bizony ezek az aritmetikak, a maguk receptszeri szabdlyvaival, ma mar
nagyon primitiv benyomdst keltenek. Az egyiptomi papiruszok aritmeti-
kijdra emlékeztetnek. Mar meg sem lepédink, amikor olvassuk : ,,cs igaz
az operatio'. Ahmes tekercsében is ¢z a mondds refrénszerfien ismétlédik.
Ugvanezt mondhatom a szerzéuek az absztrakt szam fogalma el6li menec-
kiiléseir6l. Amikor az osztdasnal példaul a maradékot, barmi is az osztando,
hibdsan pénsnek tekinti. Amikor egyv szdmtani haladvauny osszegét kisza-
mitja és a végére odairja: ,,Latod hogy zaz 33 teszen, immar te azzal szahad
vagy hogy ha forintra ertede az vagy penzre’*. A Debreceni Aritmetikdban
ugvanitt: , Immdr azzal te szabad légy valamire értéd, vagy forint szdmnac,
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vagy poszté szdmnac'. Ugyanilyen benyomdst tesznek Géresinek azok a
szamjai, amelyekben a szdmnév a szamjegvekkel keveredik, mint az elébb:
.zaz 33, ami az Osi babiloni gazdasagi elszamoldsokban (agvagtab-
lakon) szokdsos jelolés. (Ugyanis egyes sémita torzsek atvéve a sumér
60-as szamrendszert, ezt keverik a sajat 10-es rendszeriikkel és igy jutnak
ehhez a vegyes jeloléshez.) Megjegyzésem kiilonben nemcsak a hazai XVI--
XVII. szdzadi aritmetikdkra, hanem 4ltaldban ennek a kornak az aritme-
tikaira vonatkozik.

Géresi aritmetikdjanak a jelent6ségérél beszélve, reméljiik, hogy ennek
a kéziratnak az el8keriilése érdeklddést ébreszt az annyira elhanyagolt
matematikai kéziratok irant. Esetleg djabb kéziratok elSkeriilését is ered-
ményezi. Ramutat arra, a most mar eloddzhatatlan kotelességiinkre, hogy
szdmba vegyiitk és tanulmanyozzuk azokat a matematikai kéziratokat,
amelyek megmenekiiltek {a pusztulastél ¢és tandskodni kivannak mate-
matikai életiinkfmultjarél. A hazai matematika mdltjdnak a tanulmanyo-
761 eddig leginkdbb a nyomtatott mfivek irdnt tanusitottak figvelmet.
Pedig a hazai matematika kezdeteinek a feltdrdsa szempontjabol kézira-
taink jelentésebbek.

Szdmba kell venniink azokat a kiillf6ldi matematikai miveket is, amelyek
a régi iskoldink, intézményeink kénvvtdraiban fellelhet6k. Ezeknek a szdmba-
vétele ugvancsak hozzatartozik a hazai matcmatikai élet, a matematikai
oktatas maltjanak a felméréséhez.

Hazank tudomanvos multjan végigtekintve, Géresi kéziratdnak az
elkeriilése nem szdmithat meglepetésnek. Ismerve azokat a szoros kap-
csolatokat, amelyek az itteni és kiilf6ldi iskoldk kozott, mar a kozépkorban
és azéta is fenndalltak, konyvtdraink, kézirattdraink, levéltdraink, vala-
mint a kiilfoldi koényvtdrak és levéltarak tanulmdnyozédsival sokkal na-
gvobb meglepetések is érhetnek.

Figegelik
AZ ARITMETIKAK ES ARITMETIKAI MUVELETEK GERES]I KEZIRATA ELOTT

A matematikai oktatds terén Nyugat-Eurépdban a XVI. szizadban mélyrehato vilto-
zasok torténtek. A mdr kordbban jelentkez6, a feudalizmust alddsd, 0 termelési mod j tar-
sadalmi viszonyokat teremt. Az 4ltala kivaltott humanista felfogas, majd a reformacid, az ok-
tatas terén is fordulatot jelentd valtozdsokat eredményezett. A tudomdany fejlesztésében ér
dekelt, mind jobtan erésodd burzsodzia az oktatds fejlesztését szorgalmazza. A nevelés lénye’
gérél is 0j felfogds alakul ki. Ez az 1ij felfogds sugarzik tobbek kozott Rotterdami Eras.
mus, De ratione studii (1512) és Ph. Melanchton, De corricendis adolescentiae studiis
(1518) cimd miivébsl,

A J. Lefébre d'Ytaples (1455?-1636) alapitotta francia Lumanista iskola teljesen el-
fordult Arisztotelésztil. Ehhez az iskoldhoz tartozott J. Sturm, az 0j elvekea felépiils,
hires strassburgi gimndzium megalapitéja (1538). Sturm egyik parizsi tanitvdnya, P. de la
Ramée? (1515~1572), a szerzdje egy Fuklidész-kiaddsnak s tobbek kézt egy aritmetikdnak,
szdmolé konyvnek is (1553). Scholae mathematicae (1569) cimii mivében a matematikaoktatds
reformjaval foglalkozik, és birdlja Fuklidészt.

- Janos Zsigmond 1569-ben meghivta Ramus Pétert, a pdrizsi egyetem tanardit, Gyula-
fehérvarra tandrnak.
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A matematikai oktatds fejlesztése terén jelentés az 1534-ben alapitott jezsuita rend te-
vékenysége is. Az | eretnekségek’’ ellen inditott offenziva céljaira, Furdpa-szerte kitiinden
szervezett iskolakat létesitett. Tgy a Colleginum Romanum-ot (1551), a Collegium  Germanicu-
mot (1552), az ingolstadti kolléginmot (1556) sth. Kiilonben ellenezték Ramms felfogdsat, élesen
szembefordultak a kor nagy haladé tuddsaival, G. Galileivel, B. Telesioval, a skolasztika minden
ellenzdjével, és alig vettek tudomast J. A. Komenskyrol.

Az G koriilmények kozott szamos kozép- és felsSiskola létesiil, melyekben a matematika
oktatdsa egyre nagyobb hangsulyt kap, s fokozatosan, a protestdans és a jezsuita iskolakban

a kozépiskolidkban és az egvetemeken -- mindinkdabb a nevelés egyik fontos elemévé vialik.

A humanizmus felijitotta a régi klasszikus idSknek a felfogdsit a matematika-oktatds-
rél, amikor is azt vallottak, hogy a tokéletességhez a Quadrivium utjan (aritmetika, geometria,
zene, csillagdszat) Iehet eljutni, és ennek élén éppen az aritmetika 4llt. ¥z a felfogds kiilonben
a kozépkorban sem felejtédott el teljesen. Az wj idSk iroi dicsérik az aritmetikat, hivat-
kozva mind a gorogdk véleményvére, mind az aritmetika nagy haszndira.

A XVI. szizad kezdetéig a matematika oktatdsa sz{ik korben mozog, a kozépiskolak-
ban alig kap helyet, az egyetemeken is csak a tortszamitdsokig (bezdrélag) terjed. A bécsi
egyetem egyik tandrémak, Georg Peurbachnak (1423—1461) az egyetemi ifjisdg szdmdara
irt szamols konyve (Elementa Avithmetices, 1492) annyi szamoldsi ismeretanyagot tartalmaz
kortlbeliil, mint amennyivel egy mai 10 éves gyvermek rendelkezik. Pedig a béesi egve-
tem ebbdl a szempontbdl az igényesebbek kozé tartozott.

A XVI. szazad folvaméan viszont a matematikdval kapcesolatos igények miegnének az
iskoldkban is. A gvakorlati szdmitdsok tantdrgvként szerepelnek mind a katolikus székesegy-
hazi ¢és kolostori, mind a protestdns varosi, fejedelmi és f8uri iskoldkban, bir a
nyelvi tanulmanyok még talstilyban vannak. .\ tanitas legtobb idejét a latin nyelv elsajatitdsa
foglalja el. Megjegyzésiink elsdsorban a latin iskoldkra vonatkozik, ugyanis ebben a korban
iskolan nyugaton elsésorban a latin iskoldt értik. Az ngynevezett szamoldé iskoldkban (ahol
ilvenek voltak), amelyekben szdmolémesterek miikédnek, természetesen a matematika nagvobb
szerepet kap. A jelentdsebb egyetemeken is, a bolesészeti karokon mind nagvobb lendiilettel
folvik a matematika oktatasa,

A XVI. szazadban az aritinetika féleg Németorszagban ért el nagyobb fejlédést, az addig
vezet6é helyet elfoglalé Olaszorszdg mellett. A magyardzatot Engelsnek egy 1889-ben irt leve-
1¢bél is nyerhetjiik, amelyben azt irja: ,,ez alkalommal vettem igazin észre, hogy az arany és
cziist banydszat Németorszagban... képezte az utolsd lokést, mely gazdasigi szemponthél
Németorszagot 1470 —1530-ban Furépa élére helvezte és az elsd polgdri forradalom kozpontjava
tette’’. Majd ngvanott: ,,... utols6 tényezének bizonyult, amikor a dolgok a céhek és kozve-
tité  kereskedelem szervezeteinek a  viszonyvlag erds {fejlédéséhez vezettek, ami azt
credményezte, hogy Németorszdg eléje keriilt Olaszorszdgnak, Franciaorszdgnak és Anglidnak‘‘.
Tanulmanyunk szempontjahdél azért fontos ez a kériillmény, azért tériink ki kiilén Németorszag
fejlédésére, mert amint latni fogjuk, a XVI. és XVII. szdzadbeli erdélyi fejedelemségbeli iskolak
¢s a német iskolak kozott igen szoros volt a kapcesolat.

A XVI. szdzadi tantervek keveset beszélnek a matematikdval kapesolatos igényekrél,
a matematikai oktatds anyagardl. A kiilonbozé hatdsdgok iskolikra vonatkozo rendeletei mégis
tajékoztatnak a matematikai oktatds menetérdl és targyarél. Ime néhany ilven rendelet:

Zwickaui rendelet a hat osztélvos latin iskoldk szamara 1523-b6128 ¢ |, Der Sechser Ubung :
Die Zyphern vnd zal. Die iibung der fiinfer : Gemeyner rechnung. Der vierer iibung (itt semmit
sem mond). Vbung der drever : Musik (Arithmetik) vnd Astronomei.’ (A két felsébb osztélyrol
semmit sem mond.)

Szaszorszagi tanitasterv az Ot osztalyos maganiskoldk részére, 1580-bo1?6 : | Auf den
Freitag soll von 12-1 Uhr die Arithmetica gelesen?” werden. Es sollen aber die Praeceptores keine
andre Arithmeticam denn Piscatoris brauchen un daraus in quarta Classe (feliilr8l a masodik
osztdly) alleine die species, in quinta (legfelsé osztdly) aber die ganze Arithmeticam lesen®.

% Yy, Unger, Die Methodik der praktischen Avithmetik in historischer Entwickelung,
Leipzig 1888, 24. oldal.

2% Unger, i. m., 25 old.
27 A kiemelések télemn,



Q2 TOTH SANDOR 20

A rendeletekben kotelezden eldirt kompendinmok tdjékoztatnak pontosan az oktatds
matvmatikai anvaganak a terjedelmérsl. Igv az altdorfi gimndzinm szdmara 1575-ben kiadott
rendelet eléirja?® : , Der Mathematicus soll die Arithmeticam, so gut ¢r die in lateinischer Sprach
hekommen kann, ausdriicklich und verstendlich Jesen und explicieren. Vnd solches fithr-
nelimlich  auss dem libello Genmunae  Trisii. Ldattuk, hogy Szdszorszagban Piscator (Joh.
I'ischer) Compendinmat irtak elé.

Tegyitk még hozza, hogy az egvetemecken sem tanultak sokkal téhh matematikat, mint
a kozépiskolakban., Grammateus emliti konyvében, hogy a bécsi egyetemen a Teurbach |, algo-
rithmus ‘-4t tanitjak. A wittenbergi egyetem matematika-oktatdsardl kézvetve értesit Rhaeticus
ottani tanarnek a fennmaradt megnvité elSadasa?®, melyben dicséri az  aritmetikat,
¢s kéri a didkokat, hogv ne rettenjenck vissza az aritmetika tanulasitél. Elmondja, hogy az
Osszeadds ¢s kivounds konnyid, a szorzas ¢s osztis tobb igvekezetet igényel, de figyelemmel el-
sajatithats, Vannak az aritmetikanak nehezebb részei is, | e én azokrdl a kezdeteirsl beszélek,
amelyet onoknek tanitanak‘‘.

Mig a XVI. szdzadi gazdasdci és szellemi dletre a nagy fellenliilés jellemzd, addig a
XVII. szdzadban, Kozép-Eurépaban a legtobh teriileten visszacsést tapasztalunk. A nagv
foldrajzi felfedezések eredményeként a guzdasagi, kereskedelmi élet stlypontja Eurépa nyu-
vati orszdgaiba helyez6détt at. Hzek vilnak mindinkdbb a tudomanyos élet kozéppontjava is.
A 30 éves haborn folyamdn pedig egész orszagrészek pusztultak el, szemmellithatdan vissza-
csett mind a gazdasagi, mind a tudomdanyos élet. A lakossig elszegénvedett, az oktatas szinvo-
nala lesiillyedt. Az elemi oktatds tgvszélvan megsziinik. A latin iskolik tengédnek és igen
kevés szamolé iskola maradt meyg a nagvobb varosokban.

A tantervek aritmetikai tartalma véltozatlanul az el8z6 évszdzadbeli Az alsobb iskoldk-
ban nem jutnak tal a regel detrin és a torteken. A latin iskoldkban is alig haladtik meg ezeket
a minimdlis igényeket. Haladdsként talan azt cmlithetjilk, hogy a latin iskolikban kordbban
kezdték tanftani a szamoldst.

EbbSl a korbol szdrmazé rendeletekhdl elég pontosan megallapithatd az aritmetika ta-
uftdsanyaga. Iigy 1615-bdl kelt pfalzi rendelet az Ot osztalvos gimndzinmok szamara elrendeli :
, Tertiani discant Numerationem, Additionem, Substractionem. Secundani addant superiori-
bus Multiplicationem, Divisionem et Regulamn de tri. Primani cum his omnibus Fractionum
initia, prout ea in libello Arithmetico sunt exposita, conjngant’. A hesseni, 1656-ban  kelt
rendelet a hat osztdlyos gimndaziumokra vonatkozdéan fgy intézkedik3 : | Die Inferiores (negye-
dikesek) sollen in der Arithmetik das einmalein und die zahl lehrnen vid schreiben, die
mitteln die 4 species gantz fertiz, die superiores abzr auch die doctrinam de numeris fractis
vnd proportionibus wohl fassen vnd vben't.

A régi homokkal beszort tablan, és a késébbi abakuszon kialakult szamitasi elidrasok
tovabh éluek az frasos szamitdsok elterjedése idején is. Ezeket az eljirdsokat Sacrobosco
(1256 7) sok kiaddst megért miive ( lractatus de arte numevandi) is tartalmazza.

A Géresi kéziratot megel8z8 idében, az ,,ujjakon vald szamolds“-tol eltekintve (ami az
ujkor elején is még haszndlatban volt), a szdmitdsoknak két modja terjedt el a |, kalkulusokkal
valé szamolas” (kalkuldris szamvetés) és az ,irdsos’* szdmitds. A kalkuldris szamvetés, illetve
szamold pénzekkelP! toérténd szamitds a régi abakuszon torténd szamitdsnak egy 1j valtozata
(Algorithmus linealis, Rechnen auf den Linien), amelyik mdgegyszer felvette a versenyt az
arabok terjesztette, {de indiai eredetii) {rdsos szdmitdsokkal (Rechnen auf der Pederj. A kal-

® Unger, ¢ ., 23, old.

¥ K. v. Raumer, Geschichte der Pddagogik, 1. Auil. 1872, I. 288. old. Lasd még:
V. Marian, Philipp Melanchton §i matematicile,” Gazeta matematica,” 1941, nr. 8, 397. o.

% Unger, i, m., 117. old.

31 A legrégebbi szdmold pénzek Franciaorszaghol, a XIII. szdzadbdl valék, de késébb
igen sok orszégban clterjedtek. A latin nyelvil irdsok f6leg calculus (calculi- = kovek) néven
emlegetik. Franciaorszagban jeton, Anglidban counter, Németorszagban rechenpfennig, Német-
alfoldon telpenning vagy veckenghelde, Spanyolorszigban contos, coniador vagy giton nevekkel
taldlkozunk. De mivel szamolds kozben ezeket az érmeket raraktak, dobtak a szamold asztallapra,
azért talalkozunk a jactator és projectile nevekkel is. Leginkabb fémbél, kiilboudsen rézbol verték
ezeket a sz4mold pénzeket és kitllonbozo feliratokkal és dbrakkal is diszitették. Csonthdl, fabol
is késziiltek szdmold péuzek. Talan ezek emlékét Orzi a ,,fabatka’™ szavunk is.
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kulussal valé szdmitis a XVI. szdzadban méyg igen nagy haszndlatnak odrvendett. Az {rds is-
meretének elterjedése, az indus-arab szdmjegyek, szamirds és szamoldsi eljardsok elterjedése
azonbair mindinkdabb kiszoritotta Nyugat-Eurépabdl. Az #j szadmitasi mddot, az arab (indiai)
szamjegyekkel valé szamitast, eldszor a velencei és génnai kereskeddk hasznaltik, mint valami
titkos kereskeddi miiveletet. Késo6bb ezek a miiveletek elterjednek eucsz nyugaton, kiilonodsen
a konvvnyomtatds felfedezése utan.

A négy alapmiivelet, a maitdl némi eltéréssel, mir az indiaiakndl kialakult, akik scokféle
szamitasi eljdrast ismertek. Homokkal beszért tabldkon, szamjegvekkel szdmoltak. A mér
clhasznalt, vagy kiigazitisra szorulb jegyeket kounyen letorolték, ¢s sziikség szerint mdst irtak
a helyébe. Az arabok atvették az indiai eljardsokat, de amikor papiron kezdtek szdmolni, a
jegycek letorlése mar nehézségbe itkozott, Azért kiigazitaskor dthuztik az illetd jegyet, a helyest
pedig foléje {rtak. iz az eljaras keriilt 4t Hurdpaba is.

A szinok mai célszer(ibh elrendezése, a csfszoltabb szdmitdsi eljdrdsok Eurdpidban csak
a XV. szazadban kezdenek kialakulni. Az Gjabb eljarasokban a szdmjegyek dthunzogatdsa el-
marad. Flészor Olaszorszdagban alakul ki ez az Gj eljards. Ettdl az idotd] kezdve kétféle szami-
tasi eljardsrdl beszélnek : , per figurarum deletionem more Alemaporum’”  (német mdédra, a
szamjegyek kitorlésével) és | ,sine figurarum deletione more I[talorum” (a szdmjegvek kitorlése
uélkiil, olasz maddra).

A XV, szazadban nagy fejlédésnck induld béesi iskola, Johannes von Gmunden (1380 —
1442) Georg von Peurbach (1423-—1461), Johanncs Regiomontanus (1426—1476), az olasz
eljarist karolja fel ¢s terjeszti el Németfdldom is.

Keletebbre is, igy az erddlyi fejedelemséy teriiletén is, ez az eljardas honosodik meg. Az
¢ls$ magyar nyelvii aritmetikdk is mar tobbuyire ezt az eljarast ismertetik., Nehéz megallapitani,
hogy Peurbach és Regiomontanus kozvetlen hatisakéut 3, vagy pedig csak kdzvetve, nyugat-
rél érkezd hatasként terjednek el ezek az cljdrasok Iirdélyben is. A péesi és krakkoi egyetem az
olasz cgyetemekkel szoros kapesolatot tartott femn, s igy kdézvetleniil Olaszorszagbdl is kap-
hatta, illetve terjeszthette az olasz eljarast. Koztudomasa, hogv kiillonosen a krakkoi egyetemet
milyen nagy szamban litogattik az erddélvi {fjak. Mir a XIV. szizadban moldvai ifjak is la-
togattik a krakkéi egyetemet. A szdsz ifjak pedig leginkdabb a béesi egyetemet litogattdk.
Megfelelé szamban taldlunk erdélyvieket Parizs, Bologna, Padua, Praga stb. egyetemén is. De
a4 XV. szdzad elején az olasz, humanista miveltséglt Seolari pispsk (1409 — 1426) idején Vara
don egy firenzei kolonia tevékenykedik, nielynek tagjai is lehettek az olasz eljardsok terjesztéi.
Anndl is inkabb gondolhatunk erre, mert a szizad kézepén Varadon hires csillagda is mitkodott,
ami a matematikai ismeretek fejlettségét is feltételezi. Mégis a nvomtatott és irott aritmetikdink
inkabb amellett szélnak, hogy az 1j eljarisok késébb és nyugatrdl, féleg a német és holland
iskoldk kozvetitésével érkeztek hozzink.

Torténdszeink szerint® ndlunk az arabszimokkal szemben sok ideig ellendllas volt tapasz”
talhaté. Ebbl kovetkezne, hogy az arab szamitdsi médokkal szemben is. Janits Ivan, amint
irja, a megvizsgdlt okleveleken arab szamjegyeket csak ritkdn talalt, a legrégibb arab szammal
keltezett erdélyi oklevél pedig szerinte 1464-bHal vald®,

%2 Peurbach 145 1-ben Budan kiralyi asztrondomus lett és Buddn irta cgvik  asztrondémiai
munkijat is. Regiomontanus, cgy ideig, 167181 kezdddéen, a pozsonyi egyvetemen tanitott.

M Jakd Zsigmond, Paleogratia latindg cu vefevive le Transilvania (sec. XIT—X\.)
s Documente privind Istoria Rominiei”. Introducere, vol. T. 1956, pag, 171 280,

M Janits Ivan, Az erdélyi vajdik igarsdgszolgdltatd és oklevélads mikiddise 1526-ig,
Byp., 1940--88 1. A szébanforgé oklevelet Vizaknai Miklos és Somkereki Erdélyvi Istvan alvajdak
adtdk ki. — Tr. Miller régebbi, 1859-bdl szarmazé, tanulméanyiban azt dllija, lhogy tudo-
mésa szeriut a legrégebbi arab szammal keltezett erdélyi oklevél a szebeni Nat. Archiv (ma
Allami Levéltar) 254 és 258 szamd oklevelei, 1466 ill. 1477-bél keltezve (Ir. Miiller, Zur
dlteven siebenbiirgischen Glockenkund. . , Archiv des Vereins fiir siechenbg. Landeskunde’ 4, 1839).
— Feliratokon az arab szdmjegvek régebbi el6fordulasirdl is tudunk. fgy a Kraszna—Récse-i
(Recea) harangon 1442 (? Nem olvashatd ki pontosan). Viszont Fr. Miiller, emlitett tanul-
mdanyaban (u. o. 218.1.), a kéhalmi (Rupea, Reps) templom harangjdn szerepld kevert rémaiés
arab szamjegyekbdl dsszetett évszdmot tekinti az Altala ismert legrégebbi harangon eléfordula
arab szamnak, Iizen a harangon a kovetkezd évszdm olvashatd: m* CCCC™ 8 VII. (Amint
G. Giundisch 1962 december 1-én kelt levelébdl kideriil, az a harang és rajta az emlitett
felirat, ma is ott taldlhatdé). Debreczeni Ldszld nak a helyszinen tortént feljegyzései
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Megjeuvzem, hogy az arab szdmjegyek nvugaton is lassan terjedtek el, bar mar a XII.
szazad tobb kéziratos algoritmusdban szerepelnek. 1202-ben Teonardo da Pisa is megirta hires
konvvét éppen azzal a céllal, hogy megismertesse az arah szamokat és szamolast. Fnnek elle-
nére a szélesebb rétegek esak joval késdhb ismerték meg, ill. fogadtak el. Teonardo utin wméy
harom évszazadon at a nép koérében a rémai szamok uralkodtak.

A kozépkori és reneszansz-kori aritinetikdk szerzéi az egyes aritmetikai alapuiiiveletek,
speciesek elvégzésére rendszerint tobbicle eljardst ismertetnek, amelyek koziil azonban egyesek
alkalmazdsa, haszndlata nem mondhatd altalinosnak. A gvakorlatban a speciesek szamdra
jol meghatirozott eljarasok alakultak ki,

Az aritmetika oktatdsira az jellemzd, hogy nem az elméleti megalapozdason, hanem a
vyakorlati, alkalmazhaté részek megtanitisan van a hangsialy. Az oktatds mddja elsésorban
w szébeli tanftds, a szabalvoknak a konywvnélkiili elsajatitasa. Senuni nyoma sines az aritmetika
clméletének, modszertani alapelveknek. Peurbach gyakorlati jellegli mfive hagvomdnyokat
teremtett. Azok a miivek, amelveket tankonyvként haszuiltak, a kor szellemének megfe-
¢s rajzaibol azonban régebbi keletil, harangon eléiorduld arabszamokrdl is tudunk. fgy Magyar-
longn : m. CCCC 80, Kalotaszentkirdlvon : m. CCCC®. 81, Galambodon mdr tisztan arab szam-
jegvekbol : 1881, Olasztelken : 1889 stb. Lelkészi jelentések még régebbi, Liarangon eléforduld
arab szdmjegvekrol is beszélnek. Igy Tordaszentlaszlén: m. CCCC.  XX8, Magyarvistidn 1881 stb.
86t Borhereken 1(4)73, azonban a 4-es olvashatatlan. A NV. szdzad végén az arab szamjegyek
hasznalata altaldnosnak mondhatd.

Miiller az emlitett tanulmanvaban mint a legrégebbi, épiileten cléforduld arab szam-
jegyeket emliti a szebeni evangélikus templom kapujdn 16vd 1471-es évszdmot €s a Reussenfels
hazon levd 1474-es évszamot, Viszont Kelemen Iajos tortéuész kozlése szerint eyy csik-
szentmibalyvi (Mihdileni) hdz ajtékdvin, az 1447-es évszam is cléfordul. Ha ez a kozlés igaznak
bizonvul, Gigy, tudomasom szerint, ez az eddig eldkeriilt legrégebbi arab szam hazdnkban. Sajnos
a feliratnak nem. tudtam a nyomdra bukkanni, arrél Orbin Balazs sem  cmlékezik meg. —
Orban Baldzs a Torda vdros €s kornycéke cimi kotetéhen kozl a tordai piaci nagy templom
(rém. kath) par feliratit (D ani Janos terelte ra a figyelmenet) és ugy litszik itt fordulnak
¢16 a legrégehbi, hazdukban jelenleg is meglevd arab szamjegyek. O r 14 n a templom épitését,
vagy legalall a megkezdését, Zsigmond kirdly idejére teszi. A szentély régi boltozatanak két
zardkovét, melyeket lebontaskor hihetéleg kihordtak, utdlag a lelkészi lak kapu alatti faliba, a
masikat pedig a konyhdba vezetd ajtdé folé falaztdk be. Az egyiken rdmai szimmal a kovetkezd
felirat olvashaté : A.D. MCCCCLXV E. U.T. ami mutatja O r b 4 u szerint a szentély boltoza-
tanak a bevégzésének a ddtumdt. A mdsik 2drokovon olvashato 1452-es szdm viszont a holtozat
Epitésének @ megkezdési évét mutatja, O r b d n szerint. Kozoljiik o fénvkipét az utébhiigen je
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lelgen csak szabalyokat ¢s példakat tartalmaznak. Annak, aki a matematikai ismereteit el
akarta mélyiteni, a klasszikus mfiivekhez kellett folyamodnia. A reneszinsz folyamén az ékori
klasszikus miiveket sorra mind kiadtdk és azokat kommentaltik.

A miiveletek kiilsé alakja, a szdmok leirasa, elrendezése eléggé kezdetleges, rendszer-
telen. A kiilalakra csak a XVI. szdzadban kezdenek figyelmet forditani. W. Grammateus
(1518) az dsszeadasnal mar ajanlja a szamjegyek poutos egymds ald helyezését, az ¢sszeadanddk
aldhuzdsit és az 6sszegnek a vonal al4 frasat. De ezeket az intelmeket csak a XVIII. szdzadban
fogalmaztdk meg hatdrozottabban és pomtosabban.

A szerzOk a miiveletek szabalyait az eljarasok helyességét nem bizonyitjak. Csak a XVIII.
szézad elején megjelené nagy tankénvvek hoznak komoly modszertani valtozast (Chr.
Sturm, Kurtzer Begviff dev Gesamien Mathesis, Nimnberg 1707; Chr. von Wolff,
Anfangsgriinde aller muthematischen Wissenschaften, Halle, 1710, 4. . Kidstner, An-
Sfangsgriinde der lrithmetik, Geometrie stb., Goéttingen 1758 ; stb.).

Az aritmetikdban a XVI. szdzad végéig miiveleti jelek nem fordulnak eld. S8t a XVII.
szdzadban is csak ritkan. A -~ és — jelek J. Widmannal (1489), M. Stifelnél (1545), A. Riese-
nél (1550) ritkan eléfordulnak ugyan, de rendszerint nem miiveletjelként, hanem tobblet-vagy
hiany-jelként. Fzek a jelek rendszeresebben az algebrikban fordulnak el6. A miiveleti jelek
haszndlatdt esak a mar emlitett XVIII. sz.-i tankonyvek terjesztik el és teszik 4ltalanossd az
aritmetikdkban is.

Az aritmetikai miiveletek ellendrzésére mar a kordbbi szdzadokban kiilénbozé probakat
alkalmaztak., Ennek a szokdsnak régi, torténelni gydkerei vannak. Amint mar emlitettiik,
az indiaiak a miiveletek elvégzése sordn a homokos tablardl a szamjegyeket letorolték, ezért
az elvégzett szamitasok cllendérzése esetén az egészet meg kellett ismételniok. A hosszadalmas
munka elkeriilése végett folyamodtak probakhoz. A prébak felfedezésének a torténete ismeret-
len. Egves arab irok indini szarmazastinak mondjak. I. Alhwarazmi (IX, sz.} a szorzds prébidja-
ként gyakran alkalmazza a 9-es probat. Alkarhi (1010 koriil) ismeri a 1l-es probat is. Ibn
Albanna (1300 koriil) beszél a 7, 8, 9, 11 és méas szadmokkal térténd prébakrol.

Nyugat-Eurépiban a XII. szdzadban tiinnek fel az emlitett prébdk. Leonardo da Pisa
(1228) részletesen beszél réluk és megmagyarizza alkalmazdsukat a négy alapmiivelet esetében.
A prébat primszamokkal, kitlénosen 7, 11, 13-mal végzi, s ugvanakkor a prébit az ellenmii-
veletek segitségével is ismerteti, Sok késdbbi szamold mar nem ismeri ezeket a prébakat. Sacro-
bosco kommentatora, Petrus de Dacia (XIV. sz.) ismét hasznalja a 9-es probat, még a gvok-
vondsndl is. Pacioli (1494) pedig részletesen targyalja a probdkat, teljes altaldnossdgbai. A
XVI. szdzad szamolé konyvei kiilonbozd prébakat, egy feladatnal tobbet is  alkalmaznak.,
Chr. Rudolff (1526} és P. Apian (1527) a 6, 7 ¢s 8-as probat alkalmazzak. J. Fischer (1559) az

lentds feliratnak az O r b a n kényve alapjdin. Valdszintileg mivészi szempontok miatt frtdk az e-
gyik ¢vszdmot romai és a mésikat arab szdmjegvekkel. A terjedelmesebb rémai szdmjegyek szépen
diszitik az egyik zdardkovet, niy a ciimeren sziikebb 1évén a hely, az arab szdmjegyek bizonyultak
alk: Imurabbaknak a masik zarékovon. A templom déli falanak oldaltimaszté oszlopain még
hdrom évszdm van bevésve, amelyeket ugyancsak az Orbdn konyve alapjan kozliink.
Ezck a szimok azt mutatjék, O r b d n szerint, hogy a templom falai 1458-t6l 1478-ig elkésziiltek,
de a templomot teljesen csak 1304-hen végezték be.

Vegyiik szemiigy

yre a zarokére vésett évszamot, Szimbavéve az arab szamjegyek XV.
szizadi alakjait, a tizesek helyén allé 5-8s szdmjegyet 7-esnek is lehet olvasni. Mégis Gsszevetve
ezt a jegyet a templom oszlopain levé harom évszammal, biztosra Allithatsd, hogy 5— Gsrél és nem
7-estél van sz6, amint azt O rban is megillapitotta, A Sacrobosco kéziratdn, vagy mas XV.
szdzadi kéziratokonis az 5-0s hasonlo, csak a jegy elsd szara cgdszen felkunkorodik, félkor alakban.
A mi feliratunkon a miivész alkalmazkodott a rendelkezésére allg sziik térséghez és igy kapta a
szimjegy a lithatéd alakot.

Meg kell még emlékezniink a Szt. Gyorgyi Janos vajda gyfirfipecsétjérél, mely az 1460-as
évszamot tartalmazza (arab szamjegyekkel) és amelyrél Miiller is megemlékezik az idézett ta-
nulménydban. Dani Jéanos tadominyos kutatd, 1962 nyardn kutatott a szebeni 4llami levél-
tirban, és kezébe keriilt az az okmany, melyen eléfordul az emlitett pecsét, egy papirfelzetes pecsét,
rajta az 1460-as évszam. gy levélrél van szd, melyet ,, Johannes comes de Sancto Gergio et
Bozin wayvoda Transsylvanus Siculorumque comes'* intézett a hét szdsz szék birdjhoz. senior-
juihoz és magihoz a kozdsséghez és Lenne fejitk s javaik vesztése terhe alatt megparéncsolja,
hogy minden hadi késziileteket tegyenck meg (insurgdljanak), mert a torsk csiszar készil be-
torni Erdélybe. (Arhivele Statului Sibiu, Fond U. 1I. 2541466 IX 25 Clug)

5 — Babes—Bolyai: Mathematica-Physica 2/1963
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5,6, 7, 8, 9 és 11-es probat sth. A 9-es proba szolgaltatja leggyorsabban a prébaszamokat, s
azért ez volt az uralkodo.

A XV. és XVI. szdzadi aritmetikdk szakkifejezései tébbnyire latin eredetiiek. A latin
kifejezéseket az ¢gyes memzeti nyelvi aritmetikdk is jorészt atvették vagy leforditottak. A
proba szé pl. a szamjegyek Gsszegébdl a 9 tébbszordsének a kivondsa utdni maradékot ielen-
tette. Az exemplum (eximere igébdl) a feladatot jeltlte. A facir (facere ige egyes szam 3. sze-
mély) szé, mint szakkifejezés el6fordul mir Balbus (100 i. u.) foldmérénél, a XV., XVI. szazad
aritmetikdiban pedig siirfin szerepel, és az eredményt jeloli. A vesultatum (resultare ige partici-
pinma) a kézépkorban eredményértelmet nyer A summa, a legfelsé szdm (a rémaiak az ered-
ményt a miiveleteknél feliil irtdk és nem aldl, mint mi;, mar a klasszikus Skorban hasznglatos
volt, és a mai hasznalattél eltéréen, 4ltaldnosan az eredményt jelolte. Igy Cicerénal a kivonas
maradéka summa reliqui. A szorzat, summa ex multiplicatione effecta stb. Ebben az értelemben
hasznaljak a kozépkorban is. A XV. szazadtdl kezdddden ez a szé csak az Osszeadds eredmé-
nyét, arz Osszeget jelol. Summndlni eszerint annyi mint 6sszeadni. A latin evenire, provenire,
exire igékbdl szarmazik a Aijon (herauskommen) kifejezés.

Az egyes specieseknél eléfordulé szakkifejezéseket késébb, az illetd species targvalisakor
vizsgaljuk meg.

Nézzitk meg a tanulmanyozott korban eléfordulé nagyobb szdammeveket. A reneszansz
fejléd6 gazdasdgi, kereskedelmi élete, az drutermelés, a pénzgazddlkodds fejlédése, a nagv,
kozpontositott dllamok kialakuldsa a szikségleteknek megfeleléen fejlesztette ki a szammevek
rendszerét is. A XV. szdzad aritmetikdiban megjelent a millid elnevezds, igy a Treviso-i arit-
metikdban (1478), Pietro Borghi aritinetikajaban (1484), Luca Pacioli Summa-jdban (1494).
Az utébbiban méy sszetett alakban is, millione di millioni. N. Chuquet (1484) mar hassnélja
a 1012 jelolésére a billion, a 1018 jelolésére a #rillion-t stb. Az els6 nyomtatott orosz aritmetika,
a Magnicki (1703) féle aritmetika is a nemzetkézi neveket {(million, billion, trillion) has i
Nem matematikai mivekben mar a XIV. szdzadban is talélkozunk a mil'ié elnevezdsrel.
Fizek az elnevezdések olasz eredetfiek. Az olaszoktdl vették 4t a tobhi népek is, de csak jéval
késébb honosodtak meg Eurdpa-szerte. Franciaorszagban mar a XVI, XVII. szizadban,
Németorszaghan és Anglidban csak a XVIII. szdzadban kezdik haszndlni ezeket az 0j neveket.
Addig a legtobb aritmetikdban a régi elnevezéssel taldlkozunk, azaz a nagvobb szdmokat is
az ezer ismétlésével fejezik ki.

Emlékezziink meg a z<¢rd, illetve a nulla szdmmévrdl is. Ez a szdmnév indiai eredetti. A
z€16 indiai nevét, sumya-t, az arabok as-sifr {as néveld)-re forditottak. Leonardo da Fisa-nal
latinos alakbaun, mint zephirum jelenik mey. Iigves kéziratok cifra-nak nevezik. Ezekbil szar-
mazik a francia chiffre, az olasz zeuero és zero, a német ziffer, a roman cifrd sth, A cifra sok ideig
csak a zero-t jelentette. Arab frdsok XII. szazadbeli latin forditasaiban megjelenik a nulla sz
is. Késtbb talalkozunk eczzel a névvel a Treviso-i Aritmetikaban (1478), Chuquet-nél (1484),
Borghindl (14&4) stb. Viszont sok aritmetikaban nem fordul eld. Tartaglia 1556-1 nagy muivé-
ben a zero szamdra a kovetkezd kifejezéseket emliti: niteccha, circolo, cifra, zerro, nulla.

A tobbi szdmjegy leggyvakrabban mint figura szerepel az aritmetikdkban. Gemma Prisius-
nal a kovetkezd kifejezésekkel taldlkozunk : figura, nota, character, elementum. Cardano-ngl
a littera is eldéfordul. Franciaorszdghan a chiffre, Németorszdgban a ziffer sz a nép szdjan
kapta az altalinos szdmjegy értelmet, és a XVI. szdzad madsodik fel¢hen kezdik ebben az ér-
telemben haszndélni.

A szamjegy helvét (a lefrt szdmban) a legrégibb, X11I. szdzadbeli latin kéziratok. valamint
T.conardo és Sacrobosco differentia-nak mondjak. De mar Sacroboscondl fellép a locus is.

A XVII. srzdzadban kiadott aritmet’kai tankényvvek meglepden kisigéuytek. A Riese
konyve tobb kiaddsban keritlt forgalomba, s az ujabh aritmetikdk is szdmold kénvvének csak
roviditései.

Az iskolikban arra torekedtek. hogy az aritmetikdt minél kellenesebbé és kénnyebbé
tegyék. Példdul a tanuldkat igyekeztek nmieghimélni a szorzétabla megtantlisanak gyotrelmétol.
Konnyiteni prébaltik a kiilonbozé miiveleteknél adodd  szorzatok  kiszdmitdsit. E - célbol
kiilonbozd eszkozoket taldltak ki, Tgv jeleatdsck J. Napier (1550--1618) szamolé péleikai,
melyekkel a muiveleteket a szorzdtiabla iss te nélkill Iehet elvégezni. 2iég sok mas eszkozt
is haszndltak. 1Y korban jclentek mweg az olsd szdmologépek. B késziilékelr azonban komplikdl-
tuk, kényelmetlenck voltak, sokba keriiltek, s vmiatt az oktatdisban nem haszndltak Sket.

-
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Emlftésre mélté a logaritmussal valé szamitds elterjedése, a roviditett szorzés feltaldldsa
és a kereskedelmi szdmitds fejlédése.

Aritmetikai vonatkozisban hangstilyoznunk kell, hogy ebben a korban, mint az el6z8-
ben is, nagy szerepet jatszottak az aritmetikdk, az vgynevezett szdmolékdényvek (Rechen-
buch).

Ebbél az alkalombdl tanulsdgos szdmba venni a Géresi kézirata elétt megjelent aritme-
tikdkat. Egyesekre mar eddig is hivatkoztunk, Ezek az aritmetikdk legaldbb kozvetve a hazai
aritmetikak alakuldsat is befolydsoltak?s,

IRODALOM

I. Latin nyelven

1. Tohannes de Sacrobosco (--1256?), Tractatus de arie numerandi, Paris 1488.
2. Jordanus Nemorarius (1260 korill), Arithmetica Demonstrata, Paris 1496. Algo-
rithmus Demonstratus, Nuremberg 1534.
3. Thomas Bradwardine (1290?--1349), Arithmetica Speculativa, Paris 1502.
4. Johannes de Muris (12907 1360), Arithmetica communis, Wien 1515.
5. Johannes de Lineriis (1300?—1350), Algorismus de wminutiis, Venezia 1540.
6. Georg Peurbach (1423-—1461), Algoritmus de numeris integris ete. 1492.
7. Prosdocimo de Beldomandi, Algorismi tractatus perutilis et necessarius (1410),
Padua 1483.
8. Georgius de Hungaria, Jdrithmetica summa lIripartita, h.n., 1499,
9. F., Calandri, De arithmetica opusculum, Firenze 1491.
10. Petro Sanchez Ciruelo, Tractatus Avithmetice Practice gui dicitur Algorismus,
Paris 1495.
1. B. Licht, Algoritmus lLinealis, Leipzig 1500.
12, J. Huswirt, FEnchiridion novus algorismi, Coln 1501.
13. Gregor Reisch, Margarita philosophica, Freyburg 1503.
14. J. K. v. Landshut, .dlgoritmus integrorum, Leipzig 1504.
15. J. Lnandshut, Algovitbmus lincalis, Krakau 1513.
16, H. Schreyber (Grammateus), dlgovismus proportionum, Krakau 1514, Algo-
pithmaes de integris, Erfurt 1523,
17. C. Tonstall, De arte Supputandi, London 1522.
18. O. Fine (linacus), Profomathesis, 1532, Avithmetica practica, Parisiis 1535.
19. G. Cardano, Practica Arithmeticae et mesurandi generalis, Mediol. 1539.
20, H. Loriti (Glareanusy, e VI arithmeticae practicae speciebus, Freib. 1539.
21, J. Bronkhorst, De numeris, Koln 1539.
22, Gemma VFrisius, Adrithmeticae practicae wmethodus facilis, Antwerpen 1540.
23. A, Lonicerus, Arithmetices brevis intvoductio, Frankfurt 1551,

24. P. Ramus, _drithimeticae libvi ires, Paris 1555.

25. 1. Klos, Algorithmus, Krakan 1538.

26. J. Peletier, dritlmetica, Poitiers 1545,

27. J. Schevbl, Compendium arithmeticae artis, Basel 1549.

28 3. Micyllus, Adrithimetica logistica, Basel 1555,

29, K. Peucer, Logistica, Wittenherg 1536,

30. Lycas Loessius, dArithmetices evatemata  puerilia, Frankfurt 1559,

31. J. Buteo, Logistica, Lugduni 1559,

32. C. Dasvypodius, Mathematicorum disciplinavium principia, Strassburg 1567.

33. J. Otto, Calculator, 1579.

3. Chr. Wursteisen (Ursticius), Elementa avithmeticae, Basel 1579,

35. Chr. Clavius, Epitome avithmeticae practicae, Roma 1583.

36. N, Rvmers (Ravmarus Ursus), Arithmetica analytica, Frankfurt/Oder 1601,

3% Lasd: T. B, Hofwann, Geschichte der Mathematik, Berlin, 1953, B. 1. 112—114. old.
. Grasse, FHistorische Rechenbiicher des 14, w. 17, Jh., Leipzig 1901,



bl el e

=

16.

20.

26.

W N

R RS
ZOoHMEG

TOTH SANDOR 28

Cataldi, Practica avithmetica, Bologna 1602,

H. Beyer, Logistica decimalis, Frankfurt 1603.

W aser. Institutio avithmetica brevis et facilis, Ziirich 1603.
Metius, Arithmeticae et geomelviae practica, Frankfurt 1611.
Henisch, Avrithmetica perfecta et demonstrata, Augsburg 1609.

O PR

. J. H. Alsted, Elementale mathematicum, Frankfurt 1611, Methodus admirandorum

mathematicorum, Herborn 1613.

.J. R. v. Graffenried, Avithmetica logistica popularis, Bern 1618.

ITY. Német nyelven

U. Wagner, Rechenbuch, Bamberg 1482.

. Bamberger Rechenbuch, 1483. Rechnung in mancherley weys 1n Bubenberg 1483.

J. Widmann, Behede vnd hubsche Rechenung auff allen kauffmanschafi, Leipzig 1489.
J. Béschensteyn, Ainnewgeordnet Rechen biechlein mit den zyffern, Augsburg 1514.
J. Koebel, Eyne Newe geovdnet Rechenbiichlein, Oppenheim 1514. Eyn New geovdnet Vysir-
buck, Oppenheim 1515, Mit der Kryde od Schreibfedern duvch die zeifevzal zu veche...1520.
A. Riese, Rechnung auff dev linihen, Trfurt 1518. Rechnung auff dey linihen und federn,
Erfurt 1522 stb.

/. H. Schreyber (Grammateus), Behend und khiinstlich Rechnung nach der Regel und

wellisch practic, Niirnberg 1521, stb.

. K. Yeme, Eyn qui new rechenbuchleva, Friurt 1523,

. Wittenberger Rechenbuch, 1525.

. Chr. Rudolff, Kunstliche Rechnung mit dev Ziffer vnd mit den Zahlpfeningen, Wien 1526.
. P. Apian, Eyn Newe Unndwolgegriingte undevweysung aller Kauffmanss Rechnung,

Ingolstadt 1527.

.M. Stifel, Rechen Biichlein, Wittenberg 1538. Deutsche Avithmetica, Niirnberg 1545. stb.
A, Béoschenstevn, Ein nitzlich Rechenbiichlin, hn., 1536.

- J. Brandt, Kenstliche Rechenung mit der Zvffern vnd Pfenningen, 1532.

. Wilke, Die Wailsch practica, 1536.

Evsenhut, Ein hkitustlich Rechenbuch, 1536.

L. Hegelin, Ewn kitastlich Rechenbuch auf Ziffern, 1544,

Albert, New Rechenbiichlein auff dev Federn, 1544.

O bers, Newgestelt Rechenpiichlin, 1543.

Jakob, Rechenbuch auff den Linien wuwnd wmit Ziffern, Frankfurt 1557.
Fischer (Piscator), Ein Kiinstlich Rechenbiichlein, Wittenberg 1559.
Frey, Exempelbiichlein allevley Koufmannshandel betr. Nirnberg 1569.
Riese, Ein neues nutzbay gevechnetes Rechenbuch, 1580.

Krafft, Ein neues vnd wohlgegrviindtes Rechenbuch, 1592.

e D

. Sartorius, Ein New kunstlich Rechenbiichlin, Danzig 1592,

S. Kurz (Curtius), Schuelvechenbuechlein, hon., 1600. Arithmetica practica, Leipzig 1619.

. Ph. Gevger, Grindtliche vnd ovdentliche FEvklevung den newen vnd kunstreychen Rechen-

tisches. .., Ziirich 1609.

III. Olasz nvelven

. Trevisoi Aviimetika, sz. n., c. 1., Treviso 1478,

P. Borghi, Libro de Abacho, Venezia 1484.

1. Pacioli, Summa de Avithmetica, Geometria, Proportioni e proportionalita, Yenezia
1494.

¥. Pellos (Pellizzati), Sen segue de la avt de arithmeticha..., Torino 1492.
.Tagliente, Libro de abaco, Venezia 1513.

Teliciano, Libro de abaco, Venezia 1517,

Ghaligai, Swmwma de Avithmetica Firenze 1521.

Sfortunati, Nuovo Lume, Libro di Avithmetica, Venezia 1534.
Tartaglia, General trattato di numeri et misure, Venezia 1546,
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Cataneo, La pratiche delle due prime Mathematiche, Venezia 1546.
Lapazzaia, Libro d'arithnetica e geometria, Napoli 1566.
Cantone, L'uso prattice dell’avithmetica ¢ geomeiria, Napoli 1599,
Forestani, Practica d’Avithmetica e Geowmetria, Venezia 1603.

oo

IV, Frauncia nvelven

. Johan Adam, Traictd! d'avismetique pour pratiqgue par gectomers, Paris 1475, (kzrt}

N. Chuquet, Le Triparty en lu science des nombres, 1484 (kzrt).

E. de 1a Roche (Villefranche), L’arismetique mouellement composee, Iyon 1520.
J. Peletier, L’arithmitique, Poitiers 1518,

CL de Boissiére, L'art d'Arythmetique conlenant toute dimention, tressingulier et
commode, tant pour Vart mililaive que autres calcwlations, Paris 1554,

P. Forcadel, Arithmitique entiére et abrégée, Paris 155657,

P. Savonne, L'Avrithmetique, Paris, 1563,

J. Trenchant, Llarithmétigue, Lvon 1566,

S. Stevin, Llarithmétique, Tugduni 1585,

- Launay, L'Avithmétique Avpendage universel Toise des Bastimes etc. Anjou et Rouen

1605.

C. G. Bachetde M<éziriac, Problimes plaisans of délectables, qui se font fuy
les mombres, Lyon 1612,

E. Wingante, dvithmétique logarithmigue, Paris, 1625,

o Spanwvol nvelven

. A. Delatore, Vision delectable de la philosophie ¢t artes libevales, Toulonse 1489 és

Sevilla, 1538.

. J. de Ortega, Compusicion de la avte de la arismetica y Juutamente de geometria,

Barcelona 1512,
G. de Texeda, Swma de Arithmetica practica, Valladolid 1546.

.M. Aurel, Libro primero, de writhmeticn, Algebraica..., Valencia 1552.

J. Diez Freyle, Swumario Compendioso, Mexico 1556.
J. P. de Moya, Arithmetica Practica y Speculativa, Salamanca 1562.
M. G. Santa Cruz, Libro de Avithmetica speculaiiva, hn., 1594 és Sevilla 1603.

VI. Porvtugdl myelven

.Pedro Nunez, Libro de Adlgebra en Arithmetica v Geometria {1532), Antwerpen 1564,

VII. Angaol nwvelven

. An Introduction for to Lerne to Recken With the Pen, or With the Counters, St. Albans

1537.

. H. Bakecr, The Well Spring of Sciences, London 1568,
. R. Recorde, The Grounde of Avies, London 1540.

VIII. Németal foldi nyelven

G. van der Hoecke, FEeu sonderlingke boeck in  dve edel conste  Avithmetica,
Antwerpen 1514,

S. Stevin, De Thiende, Leiden 1585,

J. Coutereels. ’t komstigh Cyffer-Bock, Utrecht 1590. Arithmetica, Middelburg 1599.
J. van der Schure of Meenen, dvithmetica, oft Reken-const, Haatlem 1600.
W. Bartjens, De Cvfferinge, h. n., 1609,
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Ahhoz, hogy a felsorolast valamennyire is teljesnek tckinthessiik, szitkséges megemiékezni a
foutosabb arab és kinai aritmetikakrdl valamint az orosz aritmetikai kéziratokrdl is.

Amint mdar mondtuk, Furépa az arab miivekbdl ismerte meg az {rdsos szamitist 38,
Fontos ebbdl a szempontbdl Muhammud ibn Musa Alhwarazini (IX. szdzad) egyik miive, mely
ma csak latin forditdsban ismeretes??. Sok arab aritmetikarél tudunk még, de csak azok
kézill emlitiink pérat, amelyek uapjainkig fennmaradtak, vagy pontosabban ismertek,
Iyenek :

1. Banu Musa (IX. sz.), Farastan (A mérlegrél)
2. Abu Kamil Soga ibn Aslam (850 és 931 kozott), Tara’il (Ritkasdgok).
3.A1i ben Ahmed Abul-Qasim (+4987), El-facht (A tébla).
4. Kusjar ben Lebban Abul-Hasan (971-1009), Jijjun ha ‘iggarim (héberre
forditva).
5. AllKaragi (régebb al-Karki) (1020, AL kafi fil hisadb (Elegendé a  szdmolas
miivészeterdl),
6. Abul Hasan el Nasavi (1035, Llanogni’ fi'l-hisab ci-hindi (Elegendoé az indial
szdamoldsrél).
7. AlLBiruni (973 1018), Kitabal tafhim (Oktatds konyve).
8. Al-Hajjami (1014?--1123), Mus “ilat el-hisal (A szamolas nehéz példai).
9. Nasir ed-din atv-"1Tusi (1201--1274), Muchtasar bi-cavii ‘al hisab bi 'l-tazht we’
I-terab  (Szamitds tablaval és homokkal).
100 Gijat ed-din al-Kasi (4-1436), Miftah «l-hisul (Kules a szdmoldshoz).
11, Abu 1-Hasan al-Qalasadi (4+1486). I -tabsiva fi'ilm el-hisab (Tannlminy a
szamokrdl) o Kas/ el-gibab an ilm el-hisab (A fatyol felemelése a szdmolis mesterségérol).
12. Beha cd-din el-Amili (1547—1622), Cholasai cl-hisab (A szamolds lényege).

Az arabok, pontosabban a muzulman népek, nem csak kozvetitik az indiai ismereteket,
hanem azokat tovabb is fejlesztik. Példdaul az aritmetikdaban ¢k vezetik be ¢ldszér a tizedestdr-
teket.

X

A kinal matematika fejlédése sokban cliit a tobbi népek matematikdjanak a fejlddésétol.
A kinai matematika mdsodik fejlédési korszakaban, (Li-ven beosztdsa szerint @ 200 ie. —1000
i3 elkésziiltek az un. suan ching shig shu, klasszikus matematikai mfivel : 1. Chin chung,
2. Hai-tao, 3. Sun ti, 4. Wu ts’ao, 5. Chang ch’in chien, 6. Fsia-hou- vang, 7. Chou pei,
8. Wu ching, 9. Ch’ ih ku, 10. Chui-shu. Fzek a miivek — késobb is kiadtak dket — felslelik a
kor matematikai eredményeit. Tartalmaznak szdmitdsokat is, beleértve a tértszdmitisokat,
hatvdnyozisokat és gydkvondsokat is. Osszehasonlitva ezeket a nyugati szamitdsokkal, koruk-
hoz viszonyftva rendkiviil fejlettek. Sok mindenben megelézik a nyugati szamitasi eljarisokat.
A kinaiak méar a legrégebbi Forban fejlett 10-es szamrendszerrel rendelkeztek. A pdlcikikkal valé
szdmitist nagyon kifejlesztették. A szdmirasukban kiilon jele volt 1-t8l 9-ig minden szimnak,
valamint a 10 kiilonboz6 hatvinyainak. Késdbb megismerkednek a zéréval. A XIII. szdzadban

3 M. Suter, /e Mathematiker wnd Astrovomen dev Avaber und ihve Werke, leipzig
1900 ,,Abh. z. Gesch. 4. Math.*© 10.

AT O w ke sy, O smamesmanmuse rnapodos Cpedued Asuu 3 TX — XV 33.
Hem. smam. wces. 3 IV, 1951, 455 - 488 1.

% Lasd: B. Boncompagni, Trattati d'arithmetica. 1. Roma, 1837, Algorithmi dv
numero Indorum. Jobannes de Sevilla 1146-b4l kelt atdolgozasa.

3 Li-ven, Chung suan shih lun ts'ung I. kdt., Peking. 1954,

AT 10w xesuu, OJocmureruax KUMAicKux yueroix 8 00.2aCmu M ames aniurt,
HMeropuko-maren. neer. » VIIT (1955).
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kialakitanak cgy pozicionalis szdmirdst is. A tizedestdrtek lefrisdat nem taldltdk fel, és azért
inkabb a kozonséges tortekkel dolgoztak.

A kinai szamitasi eljardsok latdasat az eurdpai eljardsokra nem lehet felmérni, kimutatni.
Par kinai feladat mindenesetre a nyugati matematikai miivekbe is dtszivargott, A kinaiak csak a
XVII. szazadban kezdenek megismerkedni az eurdpai matematikaval.

N

A7z orosz szakirodalom nagyon gazdag matematikai kéziratokban Iizek egv részének a
kelethezdse ¢pyren Géresi kéziratanak a korara esik

A IX—XVIIT szdzadokbdl, mintegy 300 orosz matematikai kézirat ismeretes, Tartalmuk
nagvon valtozatos *¥. Javarészitk a moszkvai Lenin Konyvvtarban, a moszkvai Szaltikov-Scsed-
rin Toérténelmi Mizeumban és a leningradi Akadémini Konyvtarban talalhaté. Mds résziik esak
irodalmi forrasok alapjan ismeretes. A XVII. szdzadhol 15 db aritmetikai jellegii kézirat és 22 db
a geometridaban alkalmazott aritinetika ismerctes. A 37 db kézirat kéziil kilenc csak kdnyvforrds-
bolismert 40

A XVITI. szidzad elsé felébdl vald aritinetikai kéziratokrdl Bobinin feltételezi, hogy a XVI.
szdzadbol valé kozés forrasbol taplalkoztak?!. Az aritmétikal részt rendszerint bevezetés elézi
meyg, mely dicséri az aritmetikit és a nagy hasznars] Leszél, A bevezetést elnevezés, cimzés koveti,
amelyik majdnem mindegyiknél azonos. A tovibbinkban a kétféle szamkort targyaljak, a kis-
€s a nagyszamok korét. Itt sok ellentwondasscal taldlkozunk. Kovetkeznek az alapmiiveletek :
Osszeadds, szorzas, kivonds, osztis. A nuiveleteknek a prébait is ismertetik. Az Osszeaddst és
szorzast tablazatok kénnyitik meg. Kiillonben ismerik az 6sszeadasi és szorzdsi eljards mai formaiat
is. Belliusztin 26 féle szorzast talilt a kéziratokbant?, Az 5-10 k6zotti szamok szorzdsara ismer-
tetik azt a szabdlyt, amit o magyar aritmetikak | Regnla pigrorum' néven targyaluak. Tartal-
maznak szorzd tablakat, amelynek az ismerctét megkovetelték. Talalkozunk benniik négyzetek
tablizataival is. A leningradi Szaltikov-Sesedrin kdnyvtar egyes kézirataiban haladvinyok
is eldfordulnak. Benmik a kivonds azonos a maival. Az osztds is hasonlit az abban az idében
haszndlatos gdlvaosztashoz, A miveleteket a Y-ex probaval ellendrizték.

A7z oe szamokkal vald miiveletek utan kovetkeznek az eszkozokkel vald szdmitdsok.
Kotféle eljirdsrdl van sz6, o Cuete kocTiag vagy neusitk €s a ,,qowmanoy cuere’ 4.

Majd kovetkezik egy fejezet a harmas czabilyrdl, ilyen cimekkel, ,,Crarnsi TpoBHas
BOCANX W B 08X BCAKHX'C vagy ,.Cratns tposHas B aoqs. Azutdan egy fejezet a re-
gula falsi-t targyalja, azaz a kéziratokban, .. gaitsmuBas wian 360inisaa crarea’. Meg-
jegyzem, hogy a XVI1I. szdazadi orosz matematikai kéziratokban a szlav ¢és arab szamjegyek
méy koeverednek.

Jefejezésiil midg emlitsitk mey, hogy Oroszorszigban a XVII. szdzadban keletkeztek a
régi granunatikai iskoldk mellett a felsébb iskolak: gordg-latin iskola Mosz kvaban, o kievi akadé-
anig, sth, BEzekben o matematikdnak még esak alirendelt szerepe volt.

Most pedie térjiink ra az erdélvi fojedelemséy gazdasagi tarsadalmi és kulturalis fejlédé-
sére és probaljuk megeiligitani azokat a kortilmdényveket, feltételeket, amelvek kozott a Géresi
aritmetikdja keletkezett,

M Lasd KoM Wisenwon, buliuwepaust  pyockux Mamesaniuieckux  pysonuced
IN — XV 711 Havausie sanincekit Crasiie1apcKoro nejgaroriiveckoro nucriryra, 8. 1, 1955, —
Ao Mopaowie s, O pyeenux wwoannx wrgeax XVIL e, Utenn:n B uMIlep. HCTOpHH
# apepuocteil Poccniickux npi Mockonsckos viisepentere 1861, 2. IV,

0K M Ul sewo s, O xapasmepuoix wepmax apudsemusecsux pykonuced XVII
¢ coaemud, Marteswartiika B wikode, 1954 wp. 5, 1 old.

HRCB. b o 6w ounu. Ouepru ucmopuut paseumud (PuINKO-MAMEM amuieckux 31 anu
© Pocens NV, o, 1. Mocksa 1886, 17 1.

2B . beaawceTuu, Kaw nocmenesno doman 100w nacmoduert apudMemun, mox
peid. A Omkesnua, Mocksa, 1940,

Wl H, Cuacce kil [ poucxowdenne wemopud pycckiex cuemog. ctopuko-yarevart.
stecd. point, Vo Mocksa, 1952,
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A XIII-XI1V. szazadban Erdély gazdasigilag igen szépen fejlédik. Az arany és eriist-
banyédszat fokozéddsa, a vasérckitermelés és sobanydszat erésen lenditette elére Erdély gazdasigi
életét. Az arany gazdasdgi szerepének a novekedése elémozditja tébbek kozt Nagybanyanak is
banyavarossa alakuldsit. A vdros 1347-ben a bdnydszattal kapesolatban szabadsdgjogokat
nyer. Nagybanyin a XV. szdazadban pénzverdét is 4llitanak fel.

Az erdélvi vérosok, Nagybdnya is, a XVI--XVII. szizadban még feudilis jellegiick.
Ezek a virosok még ekkor is csak a céhes kézmiivesség sziik korlitai kozott fejlédtek. A fej-
lett céhes kézmilipari vdrosokban ekkor mar uralkodott az dru- és a ndnzgazdalkodas, bar az az
orszag naturdlis gazdasigaba van bedgvazva. A kiilsd és belsd hdboruk azonban gitoljak Erdély
tarsadalmi viszonyainak a fejlddését, kedvezitleniil hatnak az ipar fejlédésére.

Erdélyben nem koévetkezett be a XVI. szdzadban a parasztok szabadda tétele, hanem az
1514-es parasztielkelés megtorldsaként, még az addigi szabad vagy félszalad parasztokat is jobbigy-
sagba taszitjdk. A nagybirtokos oligarchia rdteszi a kezét az orszig teriiletének legnagyobb
részére és a jobbagysigot viéres terrorral kdényszeriti szolgasdgba.

A XVI. szdzad nem kedvez Erdélyben a varosiasoddsnak. A Habsburgok és a toroksk dllandé
tdmadésa, a virosok ismételt kifosztisa és feldilisa eredményeként fejlédésiik ledll, nem tartanak
lépést a nyugati varosokkal, ahol akkor mdr virdgzik a mantafaktura, bomlasztja a hiibéri tar-
sadalmat és j termelési viszonyokat hoz létre. Tirddivben a céhek elég erdsek maradtak és meg-
akadélyoztak a termelSerdk fejlédését, konzervaltdk az avult termelési viszonyokat.

A banydszatban is vdlsag allt be. A bdnydszatot igen elhanyagoltik a fejedelemség
idején. A pagyumennyiségii és olesé amerikai aranynak a megjelendse Furdpa placain az erdélvi
aranybinyak eljelentéktelenedését eredmdénverte.

A Habsburg-politika is ckkor mindeniitt a feudalis nagybirtokossignak kedvezett, Ipar-
és varosellenes volt. Ezt a politikdt tdmogatta a katolikus egyhdz is, a protestantizmustél valé
félelmében is, amely elsésorban a varos polgdrsigdt hdditotta meg. 3 védrosckra kivetett adé
4llanddan nétt. A varosokat még a koztisztségekben levd oligarchdk is sarcoltdk. Tehat a viros
polgarsagat Ggy is mint a kézmiivesség hordozojat, mint tdrsadalmi erdt, ugy is mint az ¢j vallas
legfébb hordozdjat meg akartdk semmisiteni. A zsoldos csapatok, ahol tehették, szétromboltdk
még a termelleszkozdket is, a lakéhdzakkal egyiitt a mithelyeket is felgyujtottak. Frthetd,
hogy a XVII. szdzad eleji erdélyi virosok szegények, sinylédnek. 13z a képe Nagybdnydnak is.

Bethlen Gébor uralkoddsa (1613--1629) nyugodtabb éveket jelentett Frdély szamira,
ami a gazdasagi élet felélénkiilését vonta maga utin. Bethlen Gdbor politikdja maga is eldsegi-
tette a vérosi fejlédést.

Megemlitem, hogy még Bethlen Gdbor idején is dllando nehdérséger jelentett a pénzkérdés, A
hamis pénzek tomege drasztotta el a piacot. Az orszaggyilés tobb izben is hoz hatdrozatot a
pénz stabilizaldsira, kivon a forgalombol rossz pénzeket, megszabja a haszndlatban levé pénzek
arfolyamdt és megtiltja a j6 pénz kivitelét az orszaghdl. Fzekkel a hatdrozatokkal kapesolatosan
kiadott , limiticié”’-k (drszabdlyzatok) rengeteg hazai és behozott drut sorolmak fel. Igy az
1627-es limitdcié negyven szakmdanak tobb szdz drujat tiinteti fel,

Forditsuk most figyelmiinket uz alépitmenyrdl a felépitményre és tegyiik vizegdlat targvdva
az FErdélyben érvényesiild tarsadalompolitikai, vallasi, filozéfiai aramlatokat és az ezeknek
megfelel’ intézményeket, Erdély kulturdlis helyzetét és az itteni iskolazéds alakuldsat. Elmondhat-
juk, hogy a huraanizmus és reformacié Erdélvbe is behatolt, Mivel itt még a polgarsdg nem ala-
kult ki, azért az Gj, humanista midveltség el@szor a plispoki udvarokban nyert teret, mint a
nemesség mivelddésének egv formija, és csak késébb hatolt be a virosokba is. Eppen ezért a
humanizmus FErdélyben veszit a forradalmi jellegébdél, nem birdlja a feudalizmust és a katolikus
egyhaz tulkapdsait. Fel sem veti a tudomény ¢€s a vallds kozotti cllentmondds kérdéseit, békii-
lékeny magatartdst olt. A virosi rétegek koveteléseinck csak a reformdacié irodalma ad hangot.
Mégis a humanizmus sokban hozzajarult ahhoz, hogy a milvelddés mindinkabb vilagi jelleget
nyert, és el6készitette a teret az anvanyelvd irodalom keletkezéséhez, Brdély mindhérom népénél.

A reformdcié ugyancsak ebben az irdnvban hat, mind a huszitizmus, mind a késébbi val-
tozatok. Ezek hatdsa alatt az ockmdanyok is mindinkdbb anvanyelven frédnak, gy, hogy a XV,
szdzad koézepén mar 4ltalinos az anvanyelv haszundlata az okmdanyok szerkesztésénél is,

Erdélyte a reformicié igen kordn behatol, m{gpedig sorra az dsszes valtozatai. De a kiillon-
bo28 dramlatok programjai az itteni szocialis-gazdasigi viszonyoknak megleleléen dtalakulnak.
Az erdélyi varosi irodalom igen fellendiil a XVI. szdzad mdsodik felében a haladsbb jellegl pro-
testdns arainlatok és a mérsékeltebb dramlatok kozétti éles hare kovetkeztében, Kiilonosen éles
volt a harc Kolozsvaron, ahol a varesi lakossdg kozotti osztalyellentétek is élesebbek voltak,
€s ahol « haladd nézetek (unitdridunizmus) kedvezd talajra leltek,
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A XVI. szdzad végén a humanista irodalom és a tudomanyok ujboli virdgzasardl beszélhe-
tiink. Fz a kés6i huraanizmus a reformdciéval szoros kapesolatban fejlédott ki és éppen ezért mar
nem arisztokrata jellegli. Ennek a humanista irodalomnak a nyelve sem kizdrdlagosan latin,
éppen a reformicié irodalméanak a hatdsaként. A tudominyok sem maradhbattak teljesen latin
nyelviiek, habdr a tudoményok hivatalos nyelve és tanitisi nyelve tovdbbra is a latin maradt.
A szidmban megszaporodott vilagi drtelmiségiek  kovetelték az anyanyelvet a  tudomanyok
miivelése tercén is. Yppen azért ennck a kornak az irodalmi ¢s tudomdnyos miivei részben latin
és részben anyanyelven {rédnak. A magvar nvelven irt tudomanyos miivek koziil jelentésebb
Méliusz Julidsz Herbarium-a (1578), Lenesés Gyorgy orvosi koényve, valamint a mar emlitett
Kolozsvari Aritmetika. Tgen nagy a szima az ebben a korban irt latin nyelvd tudomianyos
miiveknek.

Fmickezziink meg akonyvtarak megszaroroddsardl is. Aar a XVI. szdzadban sok kdnytvtdr
keletkezik, Igen értékes magankonyvtarakrol is tudunk. De kiilondsen jelentdsck az egyes iskolak
mellet 1étesiilt nyilvdnoes konyvtarak, amelvek koziil t6bb napjainkig fennmaradt, kézzelfoghatéd
bizonysagiaul az akkori mniveltségnek.

A XVII. szdzadi erdélyi koriilmények igen lefékezték a kulturdlis fejlddest, stagnalashoz
vezettek, akdresak Kozép-Eurépaban. A virosok gazdasdgi ereje, szocidlpolitikai jelentdsége
csekkent. A feuddlis foldesurak hatalma megnétt. A fejedelni hatalom az egyhézzal lépett
szOvetscgre, A miivelddés az egyhiz irdnyitdsa ald keriilt. Mégis cgyes haladé dramlatok is utat
tornek, fgy a puritdnizmus, presbiterianizmus ¢és féleg a kartézianizmus¥, Tzeket az dramlatokat
a4 nyugaton tanult ifjak terjesztik.

Most pedig vizsgaljuk meg a XVI- XVII. szdzad erdélyi iskolazis lelyzetét,

A reformdcié kordban elpusztul a katolikus iskoldk tobhsége, de helyiikre 4j, protestins
iskolak emelkednek. Csak néhany katolikus iskola marad fent szigetként a korlilvevé protes-
tans és ortodox iskolik tengerében. Az 1557-1 orszagligylés szomornt képet rajzol a kézoktatds
helyzetérdl, de a fejedelmek és a vdrosok, a sziikségletek nyomasa alatt erdfeszitéseket tesznek
a helyzet orvosldsdra. Iskoldkat alapitanak, jeles tandrokat hivnak meg, tanuldkat segélyeznek
az itteni és kiilfoldi, foleg németorszdgi ¢s németalfoldi iskolikban,

K¢és6bb, a Bathoryak alatt, a kutolikus iskoldk részesiilnel fejedelmi partfogisban,
Jezsuita iskoldkat is szerveznck (Viradon, OGyulafehérvirt ¢s Kolozsvart).

Az erdélyi romdn nyelvii iskolik is jelent8s haladdst érnek ol a reformdeié idején. A
brass6i romdn iskola, melyet a XV. szdzadban alapitottok®, a reneszdusz hatdsa alatt fel-
lendiil. Egy 1570-es keltli kézirat szerint alzo és felsd tagozattal mikodik. A felsd tagozaton
romanul (1239-t4l), szlivul, s talin latinul is tanitanak. Ennck az iskolanak a szdmara
1597-ben kdcpiiletet emelnek, amihez Aron Vodi, moldvai fejedelom is jelentds osszeggel
jarnlt hozza. Yzen kiviil még sok ortodox roman iskola miikddaott, habar ezekrdl kevés adat
maradt fenn.

De mias jellegli roman iskolakrdl is tudunk. Igy tudjuk, hogy a XVI. szizadban Karan-
sebesen ¢s Idtszegen, és valoszinlileg Tugoson is roman iskoldk miikodtek, melyeket a
kalvinista propaganda céljaira 1étesitettek.  1607-ben Fogarason 1étesftettek jol szervezett
roméan iskolat, mely egvittmikddott az ottani magyar iskoldval, Szigeten is mikodott
roman iskola.

Moldvaban Despot Vods (1561 1563) tesz créleszitéseket az 6j, humanista jellegli okta-
tds meghonositdsira. Cotnariban | schola latina''-t létesit, ahova meghivja tobbek kozott
Georg Joachim Rheticus (1514--1576) mar emlitett wittembergi tanart, jeles matematikust
és Casparus Peucerus-t (1525~ 1602), Melanchton vejét, aki ugvanesak tandre, majd rektora
volt a wittenbergi egyetemnek. Rhcticus ¢s Peucerns nem iogodtak el o meghivast., Viszont
tudjuk, hogy a szdszorszagi Johann Fommer, jeles humanista koltd, aki az Odera melletti
Frankfurthan vigzeit tanulmdnyokat, tanitott a cotnari iskoliban. De a fejedelmet 1563-ban
megoltck, Sommer Erdélybe moenekiilt és ott folvtatta tevékenysigdt. A cotnari iskola tovabbi
sorsarol igen keveset tudunk 46

MW Narian, Descartes influss in Transvilvanien (Siebonbtivgeny im XVIII. Jahr-
humdert, | Archeion XV (1933).

N Sulica, Cea mai veche scoald romineascd din cuprinsul Rominiel intevegite, Lasd :
,,Omagin lui Constantin Kiritesew,” Bue. 1837, 735 —164. 1. N, A lbu, Isioria invdtdmintului
rominese din Transilvania pind Lo 1800, Blaj, 1944,

% “t. Birsanescu, ,,Schola laiiina’ de la Cotari, Buc. 1957,
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Az erdélyi protestans iskolakat kiilfoldi mintdara, f8leg o németorszagi iskoldk min-
tajara szervezték meg. Luther és Melanchton wittenbergi és Sturm strassburgi iskolai rend-
szereit léptették élethe. Kzt igazolja tobb iskola fennmaradt szabdlvzatat?. Igv ismerjitk a
brasséi varosi iskola Honterus 4ltal kidolgozott szabdlvzatat. Nagvszebenben is ehhez
hasonldé szabdlvzat volt érvényben. Az Erdéllvel szomszédos teriileteken is hasonld tanrend-
Adel mikodtek a protestdns iskolak. Igy a besztercebanyai gimndzium tenrendjét Abraham
Schremmel dolgozta ki és 1574-ben mutatta be a vdrosi tandcsnak jovihagyvas végett?S. Sturm-
nak a strassburgi rendszerét igvekezett meglhonositani, A hesztercebanvai iskola tanrend-
jébsl ismerjiik a hasznalatban levd @sszes tankonyveket, melvek kozt ott talaljnk Gemma
Prisius ¢és A. Riese aritmetikdjat és Chr. Rudolff algebrajat.

Ha még szamba vesszitkk a XVI. szdzad dta fenudlld erdélyi iskolak konyvtaraiban meg-
maradt és ebbél az idébSl szidrmazé matematikai konvveket, akkor eléggé pontosan fel-
mérheté az erdélvi iskoldkban folyé matematikai oktatds (iéresi kéziratdnak a keletkezése
idején??.

Lirdélyben a XVII. szizad clején. a nehér gurzdasagi viszonvok ellenére, elég mnagy-
szami kozépiskola milkodik. A legtobb vdrosmak megvan a maga elézd szizadbhél fennma-
radt iskoldja, jol lehet tobbségiik fejlddése visszaesett. Ezekben az iskolikban f6leg nemesek
és poluarok gyermekei tanultak. A [oldesurak gdtoltdk a jobbagvok gvermekeinek a tanu-
lasat, csak Bethlen Gébor engedélyezi a jobbagy gyerinekek tanulisit a felsébb iskoldkban
is. Ez az engedmény egvben a reformicio eredménye is, tehat kozvetve a tdrsadalmi fej-
16dés  valtotta ki,

A nagvbinyai iskoldbau a XVIL. szazad elején a tanitis kb. olyan tartalmu ¢s szin-
vonaly lehetetf, mint a tobbi erdélyi protestans iskolaban, Az iskola megszervez8je, Kopacsi
Tstvan, Wittenberghen tanult s Tuther ¢s Metlanchton wittenbergi iskolai rendszerét 1ép-
tette életbe.

Utodai is ezen a esapason haladhattalk. AUlitdsuak mellett szélnak a nagybénvai ref.
egvaz levéltardban ma is meglévd |, Matrix illustris scolae Rivulinae'-ben fennmaradt isko-
lai torvénvek®®. A legrégibb 1651-b6l vald. Fzek a torvénvek feltiné hasonlésigot mutat-
nak az 1371 ¢vi, wittenbergl torvénveken alapuld -lebreceni és sirospataki iskolai-torvé-
nvekkel.

) AL, Scholn Rivulina™?! rektort Sarospatakrol, Viradrél, Kolozsvarrsl, Szatmirrol, Enyed-
61 kapott. A virosi levéltarban 6rzott egvik jegvzokonvvbeu olvashatink 1660 die 6 Febr.
Selinlamestert  hova  hamarébb hozzanak Patakrdl vagy VaradrdlP? Tehat a Dbanvai iskola
is azoknak a hatdsa alatt lehetett.

Az iskola kouytarral is rendelkezett ¢s iéltve drizte kinyveit. Az cgyik jegvzokonyvbol
kideriil, hogv amikor 1692-ben az iskoldt a komyvtarral cgyiitt clectték o reformitusoktdl, a
konveeket biztonsdgba helvezték. 1712-hen, amikor tdvorniok kellett az olabol, a virosbol
kiindulé coetus a konvvtart magival vitte.

Ay idézett anvakoéuvvben, Matrix-ban, feunmaradt a Schole Rivulina kéuvvtiranak ot
kiilonbezé iddében késziilt katalogusa is. Az elsd katulogns 1669-Den. Esréki Istvdn rektor ide-
jében kisziilt. iz a hianyos alogus {1 lap hidnyzik a Matrixbdl) 213 nuivet 248 példanyban
tart szdmon. Jordszt az itt feltiintetett konvvek lehettek a konvviarban Géresi idejében is. Mate-
matikai m nem szerepel benne. (,]. d¢ sacrobnsco, Libelius de sphera-t nem tekint-
hetjiik matematikai minek). A kényvek tdbhségét teoldgiad, nvelvészeti ¢s bolesészeti miivek
alkotjale, s mellettiik csak néhany természettndomanyi mii szerepel. A kataldgushban Melanchton
tébb miiwe szerepel, s ¢z is azt bizonyitia, hogy Nuagvbinvan a wittenbergi tanitasi rendszer
honosodott meg. Keckermann FHeidelbergbdl keriilc ide.

Y Prank! (Praknot) Vilmos, 1 hazai ds RElf 510 skalizis a X VI sz -hau, B, 1373 .

8 Fredetrije Besztercebinya vdros levéltardban. Lasd T'rankl, 7w, 177 -181 old.

W v Marian, Inodtdmintul matematicilor in scolile superioave din Avdeal din veacul
al XVII-lea oglindit in manuscrisele contemporans. | Prima s2siune de bibliogie si documentare®
Bucuresti, 1955.

0 T4sd: Thurzo Ference, (an., 3—4. old. i

5t Nagvbdnya varos koézépkori magvar neve Asszonvpataka, latin forditdsa Rivulus Domi-
narum. Frrél nevezték az iskoldt ,,Schola Rivulina“-nak. Az iskoldt Kopdesi Istvian alapitotta
1547-ben, a vdaros reformalasival egvidejlileg.

52 Tasd . T hurzd, i, 16, old
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Az 1654, évi torvények |, D Tectionibus et discipulis'™ eimi fejezete arrdl intézkedik, hogy a
masodik osztalvban hetenként cgv draban tanftsak az elsé aritmetikai alapmiveleteket
{singulis septimanis unica saltem  hora primae species aritmetices doceantur). Mivel,
az idézett torvény szerint, a mdsodik osztilyban a vallas alapelemeit elébb  magya-
rul, azutan latinul tanultak, feltehetd, hogy az aritinetikandl is megvolt ez az engedmény.
Annal is inkabb hihetd, mert a banyai torvénvek azt a benyomast keltik, hogy ott az anyanyelvet
nen tiltottak éppen olyan szigorian, mint a tobbi hasonlé iskoldban. Csak ,,a Deak nyelv gyakor-
lasdra rendeltetet helyen's és az étkezdéskor volt kotelezd a latin nyelv. A torvény |, De classibus
in genere’ cimii fejezetének TI. pontja elrendeli ugyan a latin nvely allands gvakorlasit, de
ahol a sziikség koveteli, megengedi az anvanvelvet is. (. Lingua latina perpetuo exerceatur, nec
vernaculae usus, nisi ubi necessitas postulaverit permittatur’d Géresi kéziratdnak az utolsé
lapjain (171--178) levd két magyar vers is amellett sz6l, hogy az iskolaban a magvar nyvelvet
is miivelték, hivatalosan vagy félhivatalosan, vagy csetleg csak onszorgalombél.

A térvénv mdr emlitett fejezete elrendeli, hogy a harmadik osztdlvban az aritmetikai
alupmiveleteket részletesebben gvakoroljdk (item arithmeticae speecies plenins  exercendae).
Mindossze ennyi vonatkozik a matematika oktatasara.

A nagybanyi iskoldban a tanitis 3 alsé és 3 felsé osztdlvban folyt. (Fzdért néha féiskolanak is
nevezik ) A felsd osztdlyvokrdl esak annyit mond a térvény, hogy ott koltészetet és szénoklattant
tanuljanak. A felss tagorzaton valdsziniileg matematikdt nem tanitottak

Az iskolai torvéuy |, De libellis et methodo docendi's cimil fejezete 1T, szakasza elrendeli,
hogy a tanulok a gvakorlatokat konyvbe irjak. A ITI. szakasz szerint csak az iskolai tanulds
nem elégséges, a pracceptoroknak gondot kell forditaniok a hdzi gvakorlatokra is, ¢s as {vdsok for-
ditdsdt 6k maguk készitsék (11 elioudriz=dk. (Nee satis sit in scholis tantam discere, sed praecep-
torum cura sit, etiam doniestica exercitia praecipue scriptionem  stylornmque  translationem
ipsis fmponerc).

3 Németorszagban sem szerepel a 6 osztdalvos latin iskolak felsé osztdlvaiban a mate-
matika. Lasd U"nger, 70, 240 250 old,

ARTTMETICA LUT STEFAN GIRIST

(Rezumat)

111, Comparind Aritmetica lui Géresi cu aritmeticele din secolul al XVI-lea, coustatam
asemdinari foarte semnificative.

Teoremele si regulele nu le demonstreazi nici Géresi. Intilnim insd citeva principii didac-
tice in expunerea matetici. La tratarca species-urilor deosebim urmditoarele ctape : definitia,
punerea problemei, regula de rezolvare, exercitii $i proba. Ta fel procedeazi aproape toate arit-
meticele din secolul al XVI-lea.

In tehnica caleulelor intlinim aceleast imperfectiuni ca si in aritmeticele apusene. Apar
procedeele care s-au format pe tablele ew nisip, intilnim si caleule efcetnate tragind cu lininta
peste cifre. Géresi nu foloseste semue de operatie. Semnele plus i minas apar in capitolul refe-
ritor Ia Regula falsi, dar cle indicd un surplus sau o lipsa.

Termenii aritmetici din acest manuseris sint identici cu cei din aritmeticele contemporane ©
Lspecies, [, proba‘s, exemplumes, | facit, | swmmac, | regulac, , compendium®, ,,cautio’,
., observatio* ete. o

Numerele niari sint denumite, dupid obiceiul vremii, prin repetarea miilor. Numeralele
nou introdusce (milioanele, bilioanele cte nu figureazd in accastd aritmeticd. De altfel aceste
numerale eran  intrebuintate <i in Apus, nnmai de cdtre citiva matematicieni mai renumiti.

Numele cifrei zero este cesufri, tar al cclorialte cifre este kothe, figura, numerus, zam,

Operatia adunirii este numita , .adlizio's, iar scaderea , subtractio’ ca si In aritmeticile
apuseie, Inmultirea este nwmiti ,multiplicatio’® si auntorul preconizeaza importanta tablei
inmultirii dind o astfel de tabla ,, Tabula Pitagorica®, iar la sfirgitul cirtii incd una numitd
.. Tabula Cebetis‘. Tn legdturi cu ea di si regula pigrorum, adicd regula lenegilor, pentru a obtine
datele din aceastd tabli, In ce priveste operatia inmultirii, procedeazd dupd metoda moder:
Di si regula inmultirii cu 10, 160, 1000,
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Impadrtirea este numita , divisio”’, altd datd ,,osztas. Da cinci ,,observatio’ si sase reguli
in vederea efectudirii impirtirii. Géresi cunoaste un singur fel de impdartire, cea numitd ,,galea*
sau ,,batello (fig. 8), care era metoda cea mai rispinditdi pe acea vreme si in Apus, desi metoda
moderna a apirut incd in aritmetica Ini Calandri (1491). Aceastd metodd veche dispare numai la
inceputul secoluli XIX.

Capitolul ,,De progressione’* trateazi progresii aritmetice gi geometrice. Distinge doud
feluri de progresii aritmetice : naturalissi intercisa. Aceste tipuri de progresii apar in mmulte arit-
metici contemporane. Géresi dd reguli pentru insmmarea diferitelor progresii. Ca aplicatie pentru
progresia geometricid prezintd problema , Despre calcularca ferestrelor unni grilaje (fig. 10).

Géresi aplicd cu totul mecanic , Regula Detri. Aceastdl reguld joacd un rol important in
toate aritmeticile contemporanc.

Urmeazit | Regula de tri awersa’, intr-un capitol aparte. Aceastd regulid apare mai rar in
aritmeticile contemporane, sub denuniirea de ,, Regula conversa, regula eversa, sau regula inversa®’,
Astdzi o numim regula de trei invers

s Regula vulgaris'e este tratatd de Géresi ca un species si el ii consacrd deasemenea un ca-
pitol intreg, expunind un sablon dupd care trebuie procedat. Regula apare in aritmeticile din
secolul al XVI-¢a sub denumirea de Regula duplex, iar Clavius o numneste Regula trinm compo-
sita. Azi o numim de asemenea regula de tref compusi.

L Regula societatis', este de fapt o aplicare a regulei de trei. In sec. al XVI-lea apar des
probleme de acest fel. Astfel, in ,, Bamberger Rechenbuch* sint date 17 tipuri de astfel de proble-
me. Géresi introduce si ,,Regula societatis temporum®, denumind astfel o reguld compusi de
societate. Dar pici el nu intelege prea bine metoda de calcul aplicatd, astfel incit preia din Arit-
metica Clujeandi niste numere gresit caleulate.

., Regula Falsi scu Pocirionum’ figureazd in multe din aritmeticile contemporane, cu aju-
torul ei putind fi rezolvate probleme care due la ecuatii liniare. Géresi trateazd foarte pe =curt
aceastd reguli.

In capitolul | Lusus aritmet cus' este expusdt o metodd pentru a caleula ,,banii din punga
camaradnlui tdu'’. Problema fignreazd si in aritmetica lui Kébel si in aritmetica Ini Rudolff.
{n acest capitol figureazi si o a doua metodd, metodd imprumutatd probabil de la Gemma
Frisius.

Capitolul ultim pare original si cuprinde probleme din viata de toate zilele,

IV, Dupit cum rezulta din inscriptia citatd, aritmetica este opera lui Stephanus Géresi, a
fost scrisit in gcoala reformnati din Baia Mare (Schola Rivulina) si a fost terminatd in anul 1626.

Pe pag. 87, gidsim o inscriptie ulterioars (fig. 10) 1, Accastd carte am luat-o la mind in ano
1726 Dic vero 28 7-—bris Francisus Csernatoni de Radnotfija®, Deci peste 100 de ani, manu-
scrisul a ajuns “n mina lui Franciscus Cserndtoni din Iernuteni. Acest Cserndtoni a umplut mar-
ginile foilor cu fel de fel de inseriptii, care ne-au ajutat si clarificiim istoricul manuscrisului.

Matricula scolif din Baia Mare cuprinde numele rectorilor si ale elevilor, incepind de la 1633.
In aceastd matriculd figureazi un Sigismund Cserndtoni, care a subscris legile scolii la 1710,
functionind in calitate de senior si praeceptor, iar de aici a plecat la vestita scoald din Aiud, apot
acasd (fird a indica unde anume a plecat). Aceste date sint confirmate de matricula scolii din
Aiud, in care Sigismund Cserndatoni a subseris legile la 1714, Peste citiva ani, la 1726, manuscrisul
a ajuns in mina lui Francise Cserndtoni. Cartea lui Koncez, privind istoria scolii din Tg. Murey,
ne aratd ci dupd 1700 intr-adevir la accastdl scoaldl a functionat un Fr. Cserudtoni, in calitate
de praeceptor. (Un Fr. Cserndtoni a subseris legile scolii din Aiud in anul 1716.) Desi nu cunoastem
Iegitura de rudenie dintre Francise Cserndtoni si Sigismund Cserndtoni, totusi din datele in-
sirate rezultd cu suficientdi certitudine peregrindrile manuscrisului, pind ce a ajuns in posesia
scolii din Tg. Mures.

In ce priveyte persoana autorului Stephanus Géresi, sjutem pevoiti si recurgem numai la
ipoteze. Ipoteza cea mal plauzibild afirma cit el a fost praeceptor al scolii din Baia Mare. Vedem cd
manuscrisul siu a fost utilizat gi ulterior de ciitre praeceptori.

Problema elabordrii acestui manuscris se leagd de problema aparitiei celorlalte aritmetici
ungurest: tipirite sau in manuscris. In lucrarea de fati se aratd cd ele au apidrut sub imboldul
reformei religioase §i aparitia lor se leagd tocmai de activitatea praeceptorilor, care aveau =at-
cina de a preda cunogtintele aritmetice, citind sau dictind dintr-un compendiu de aritctica,
dupd cum rezultd din legile scolilor din sec. al NXVI-ea si al NXVII-lea, intre altele si din legile
scolii din Bain Mare.

Atit Aritmetica din Debretin §i Aritmetica Clujeand, cit si Aritmetica lui Gdresi, trebuiese
privite ca fiind cite un exemplar din manuscriscle elaborate de acesti praecentori, in miinile
cirora aceste aritmetici, cu timpul, au suferit diferite modificiri.
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V. Aritmetica Iui Géresi este probabil cel mai vechi manuscris matematic care s-a pastrat
la noi in tard. Ea umple golul de 62 ani dintre Aritmetica Clujeand si Fnciclopedia lui Apdczai.
Dreci este un document de valoare in ce priveste istoria matematicii din {ara noasrtd. Aceastd
aritmetici ne permite o introspectiune in invatimintul nostru matematic de la inceputul seco-
Ialui al XVTT-lea, aritind extinderea i metodica acestui invatimint. Ka ne aratd rolul prae-
ceptorilor din acea vreme, care aveauw ca sarcind predarea aritmeticii, $i totodatd ne prezintd
un praeceptor de atunei in persoana lui Géresi. Urmairind drumul stribitut de acest manuscris,
peregrindrile sale, ne dam seama si de modul in care s¢ rispindeau cunostintele in acea vreme.

Studiind structura, continutul, terminologia $i procedeele de calcul din aceasta aritmetici,
constatim mari asemanari cu aritmeticile contemporane si mai ales cu cele din secolul al XVI-lea.
fn ce priveste nivelul ei stiintific, ca nu poate fi comparatd cu aritmeticile mai pretentioase din
acele vremuri, serise cu alte scopuri, cum ar fi operele lui Tartaglia, Stifel, Clavius, Apian ete.
Géresi nu cunostea nici marile descoperiri  matematice din vremea sa, cum ar fi descoperirea
algebrei simbolice, ale logaritmilor, ete. Relatiile de la noi nu reclamaun incii aceste cunostinte.

Coustatim ci problemele locale, problemele matematice ale unui orag minier, nu se prea
reflectd in aceastd aritmeticd. Intilnim aceleasi produse miniere (aramdi, cositor, sare), aceleasi
marfuri, monede si unitdti de misurd ca si in Aritmetica Clujeand.

Stephanus Géresi n-a fost un matematician prea instruit. Metodele de invdtimint din
acele vremuri nu inlesnean o aprofundare a cunostintelor de aritmeticd. Invitimintul consta
in buchisirea unor reguli aritmetice. Astfel a invitat in tinerete $i Géresi si la rindul sdu tot
astfel putea invita si ¢l pe altii. In lucrarea sa a putut include numai cunostintele obtinute pe
aceastd cale. Greselile comise de el, gregelile preluate, copierea servild a unor aliniate din alte arit-
metici, pot fi usor intelese. Predi citeodati reguli pe care niei el nu le intelege.

Manuscrisul Ini Géresi este totusi de mare valoare si scoaterea lui la Inmini sperdm cid va
stirai interes fata de documentele matematice serise, care s-au pastrat in bibliotecile si arhivele
de Tanoi, care pind astdzi an fost prea putin studiate si in buna parte sint necunoscute.

Apendice

i seeolul NVIL an avut loc transformiri profunde in invatamintul matematic din Europa
apuseand. Dezvoltarea fortelor de productie reclami dezvoltarea corespunzitoare a stiintei.
Cunoagtem continutul i metodele predirii aritmeticii din aceastd perioadit din diferite regula-
mente seolare care s-an pastrat. Citeva din aceste regulamente sint reproduse si in lucrarea de fati,

In sceolul XVII, in Europa centrald, in urma tizboiului de 30 de ani, nivelul invatimin-
tului decade, progresul stiintelor stagneazid. Couatinutul inviatdmintului aritmetic este tot cel
din secolul precedent.

In secolele XV. XVI. caleulele se ficeau pv degete, cu ajutoral | jetornelor de caleul
{algoritmus linealis, Rechnen auf den Tinien), san in seris. In urma raspindirii pe scari larga a
scrisului si a patrunderii in Europa a cifrelor indo-1rabe si a metodelor de caleul indo-arabe, cal-
culele ficute in scris ajung pe primul plan si se rdspindesc tot mai mult, mai ales dupi inven-
tarea tiparului.

Cele patru operatii aritmetice facute in seris au aparut incd la indieni, care cunosteau variate
metode de caleul. Ei faceau caleulele pe niste table presdrate cu uisip, pe care cifrele se gterg si
corecteazd usor. Arabii au preluat mctodele indiene, dar cu timpul an inceput si intrebuninteze
hirtia. Pe hirtie cifrele s sterg mai gren si de aceia ei sint nevo’ti si modifice metodele indiene,
trigind cu o liniutd peste cifre, in decursul operatiei, si seriind deasupra lor cifra noui. Acest
sistemm a fost preluat st de europeni.

Operatiile aritmetice mai practice, mai cizelate se formeaza in Liuropa, incepind cu secolul
XV, cind se abandoneazi metoda de n trage cu liniute peste cifre. Noile metode apar in Italia
si de atunci se vorbegte despre doud feluri de caleule: | per figurarum deletionem more
Alemanorum‘ (metoda germand cu stergerea cifrelor) si ,,sine figurarum deletione more
Italorum™ (metoda italiand, fiard stergerea cifrelor).

Seoala vienwzi (Peuwerbach, Regiomontanus), care s-a dezvoltat mult in secolul XV,
a adoptat de asemenen metoda italiania. Aceastid metoda s-a raspiudit §i mai spre risirit, astfel
st in regiunile apusene ale tarii noastre, in Principatul Trausilvaniei.

Tot aceste mnctode le intilnim §i i aritmeticele tipdrite in chestiune, precum si in manuscri-
svle aritmetice din Transilvania,

Este greu de stabilit dacd la noi au pitruns aceste metode in urma activitatii lui Peur-
bach si Regiomontanus, sau ele au parvenit pe alte cdi, Universitigile din Cracovia gi Pécs aveaw



78 TOTH SANDOR e

l

legituri strinse cu universitdtile italiene, deci aceste cunostinte puteau veni din Italia §i prin
intermediul lor, Se stie ci in special universitatea din Cracovia a fost frecventatd de un mare
numir de ardeleni. De asemenea se stie cd tineri din Moldova au studiat la Cracovia incid ince-
pind din sec. XIV. Sagii studiau cu precddere la Viena. Dar giasim ardeleni si la universititile
din Paris, Padua, Bologna, Praga ete. Mai tirziu, dupd aparitia reformei religioase, se intensifica
relatiile cu universititile din Germania si Tdrile de Jos.

De altfel, in secolul XV, in timpul episcopului Scolari, la Oradea activa o colonie italiand
venitd din Florenta, care de asemenea a putut si transmitd noile metode de calcul. La mijlocul
secolului XV, in Oradea a fost infiintat $i un observator astronomtic renmmit, care de asemenea
a putut difuza noile procedee de calcul.

Aritmeticile tipdrite analizate, ca si manuscrisul lui Géresi, in orice caz au apirut sub in-
fluenta gcolilor protestante olandeze si germane. Dar caleulele facute in scris au patruns la noi,
probabil, pe cdiferite cai.

Dupd cum afirmi istoricii, cifrele arabe, deci 5i calculele arabe, au putut pitrunde greu
la noi. Cele mai vechi monumente pe care s-au pastrat la noi cifre arabe sint, dupd cit stim, clopo-
tul din Recea {Crasna), pe care se poate citi data 1442(?) si edificiul parohiei rom. catolice din
Turda, unde pe o piatrd este gravatd data 1452 (vezi figura de pe pag. 63). Cel mai vechi
act scris la noi, pe care figureaza cifre arabe, dupa cit stim, este o diplomi emisi la 1464. (In bib-
lioteca Bolyaidin T'g. Mures se pdstreazd un manuscris, cure provine din secolul XV, care
trateazd despre astrolabiu si care cuprinde tabele intregi cu cifre arabe). De altfel, cifrele
arabe au fost acceptate foarte greu si in apus. Desi aceste cifre figureazd deja pe citeva manu-
scrise din secolul XIT, iar la 1202 apare celebra lucrare a lui Leonardo de Pisa, totusi ele an pa-
truns in paturile mai largi mult mai tirziu. Chiar dupa aparitia cdrtii lui Leonardo, timp de trei
secole, cifrele romane au rimas dominante.

Terminologia aritmeticd din sec. XV.—-XVI a fost, in general, latineascd in toate tarile
iuropei. Acesti termeni latinesti sint preluati in bund parte si in aritmeticile serise in diferite
limbi nationale. Aceastd situatie se constatd §i in aritmetica lai Géresi.

Aritmeticile au jucat un rol foarte important in sec. XV—XVI. Tle au putut influenta,
direct sau indirect, si aritmetica Iui Géresi. De aceia am intocmit lista lor cit mai completa.
Ne-am oprit ¢i la manuscrisele aritmetice ruse contemporane. Am vorbit chiar si despre
aritmeticile arabe si chineze.

Pentru a ldmuri conditiile intre care a apdrut aritmetica lui Géresi, am fost nevoiti sa vor-
bim si despre dezvoltarea economicil, sociald gi culturali a Transilvaniei. Am expus pe scurt
si istoricul geolilor din Transilvania, mai ales istoricul scolii din Baia Mare, numitd Schola Ri-
vulina, dupd denumirea latind medievald a oragului, Rivulus Dominarum. Aceastd gcoald, in
care a fost scrisd aritmetica studiatd, a fost infiintata in 1547, deodati cu introducerea reformei
religioase, dupa modelul scolii din Wittenberg, In arhiva scolii s-au pastrat si legile scolare
(cea mai veche provine din anul 1651) si cinci cataloage ale bibliotecii scolare (cel mai vechi
provine din anul 1669).

Studiind conditiile intre care a aparut aritmetica lui Géresi, putem explica nivelul si lip-
surile ef,

APHOMETHUKA IUTE®AHA T'EPLEIH

(Peszwye)

Pykonech Pepeiny CpapHHBAeTCs, Ilasa € Iaapoil, ¢ nepnhivd apHdMeTHKauH, Hame-
YATAHHBIMH Yy HAC, a TakzKe ¢ 6oJaee BaAHBIMI apHMeTIiKayH 3a pyCerkoM € TOUKH 3peHHs
HCTIOIB30BAHACH TEPMHHOJOMHH, TeXHIKH BBHIUHCAEHHH H CTPYKTYphl padoThl. IDT1a apud-
METHKA TNPEACTABJAAET SIBHYIO aHnalortio ¢ GOJLIIHNCTBOM COBPEMEHHLIX apHpMeTHK, 4To
Kacaetcss HayYHOFO VDOBHS, CNoCO00B  BBLIUNCIEHHIT, TepMHHOIOTHH W BBeleliHOl B
Hek  METOAO0J0THH.

M3 paBoTsl BEITeKAET, UTO CYIECTBYET TeCHAs CRAIL MEIKAY NOsBILHIeN lepBhX aphd-
METHK, HAaleyaTaHHBIX Vv Hac H pyvkonicuio lepems. Veranordenubie (axkThi NPHBOAAT
K BBIBOIY, Y70 3TH apHxeTuxH Oblin BhIpaboTatibl B pasluHBEIX HNPOTECTAHTCKIX INKOAAX,
pocnurartesit. [lepporauvanuubie (GOPMVIHPOBKH OB MOABEPIHVTEL Pa3inuHbIM  H3Me-
HEHHSIAL B PYKAX BOCTKTATeAE!T, ¥ Takiy 00pazoN HOSBHIECE YKasannble apideTHRI.
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Ha ocnose zaveuanuit H3 PYKOIHCH, BBeA€HHBIX 1103e, MOMKHO CJejHTh 3a Nepeme-
HeHHeM DYKONHCH, KOTOpas HaXoJAW1ach B PyKaX MHOTHX Bocrurartesel, a B 1726 r. nonana
B PYKH ojHOro mocnutareds H3 Teipry-Mypew.

Pacemorpentias  apuyerika NO3BOJARET BIFISAHYTH Ha NPeENojiaBanue MaTeMaTHKh
y Hac B nauate XVII exa. OHa #anistercst BaXKHBIM JOKVMEHTOM HCTOPHH MaTeMaTHKH
B Hamell cTpaue.

T puaorcenus

B npnioseHHaX paccMoTpenbl Te FJYyGOKHe H3MeHEHHS, KOTOpble NPOH30UIH B
npenojabauni marematHkH B Eppone B XVI—XVIl pexax.

Hanaraercs HCTOpHA  BHIUMCJEHHI, HCTOPUA ueThipeX apHQMETHUeCKHX OMNepalli,
APOHHKHOBeHHe apablKMX UHCEX W HOBBIX METOJOB BBIUNCAenHi Ha Teppurtopuio PHP.
Jlana wucrophs apudmetHueckoit Tepmuuosoruu. [lpuseser cnucox apudmerik, KoTopsle
NOSABHJIKCL paHblle, BKJIouas apalCkde H kHTalickie apH(pMETHKH, a TakikKe pycCkHe
pyKonucH no apuHdmerHxe. KopoTKO NOKasnLBaeTcsl 3KOHOMHUYECKOE, COUHAALHOR | KYJb-
TypHoe paspiTHe TPaHCHAGLBAHMN, a TAKMKC HCTOPHA TPAHCHILBAHCKHX LIKOJ, 0COGeHHO
HCTOPHS UIKOJL H3 Das Mape.

IARTTHMETIQUE TYETIENNE GEREST (1)

(R ¢ sumé)

I auteur compare chapitre par chapitre le manusecrit de Géresi avece les premiéres arith-
métiques imprimées chez nous ainsi qu’avec les plus importantes de l'étranger, sous le rapport
de la terminologie employée, de la technique des calculs et de la structure de 'ouvrage. Cette
arithmétique présente des analogies frappantes avec la plupart des arithmétiques contemporaines
relativement au niveau scientifique, aux procédés de caleul, a la terminologie et 4 la méthode
adoptées.

17¢tude de cet onvrage permet de dégager la relation étroite cxistant entre Papparition
des premidres arithmétiques imprimées chez nous et le manuscrit de Géresi. Les constatations
effectuées légitiment la conclusion que ces arithmétiques ont été élaborées dans les diverses
écoles protestantes par des , précepteurs’’ (praeceptores). Les formulations initiales ont subi
différentes modifications de la main des précepteurs et c’est ainsi qu’ont paru les arithmétiques
en question. Géresi, Panteur de notre manuscrit, a dit étre un de ces précepteurs.

Tes annotations introduites ultérieurement dans le manuscrit permettent de suivre ses
pérégrinations : c’est ainsi qu’il a ¢té en la possession de plusieurs précepteurs, avant de passer
en 1726 aux mains d'un préceptenr de Ty, Mures.

Lrarithmétique étudiée nous offre la possibilité d’effectuer un sondage dans l'enseignement
mathématique en Transylvanie au début du XVII-e s. Clest un document de valeur sur l’his-
toire des mathématiques dans notre pavs.

dppendice

Un appendice & Particle montre les transformations profondes qui eurent licu au XVIl-e s.
dans l'enseignement mathématique en Ifurope. On expose l'historique des caleuls, des quatre
opérations arithmétiques, la pénétration des chiffres arabes et des nouveaux calculs sur le terri-
toire de l'actuelle R.P.R. On donne aussi I'historique de la terminologic arithmétique, ainst
gu'une liste des arithmétiques parues antéricurement, y compris les arithméthiques arabes et chi-
noises, et celle des manuscrits d’arithmétiques russes du temps. On montre enfin brievement le
développement économique, social et culturel de la Transvivanie, outre historique des écoles
transylvaines, spécialement de 1'école de Baia-Mare.,
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de
ION 1. CRISTEA (Bucuresti)

Omagiu profesoruini Dyr. TH. ANGHELUTA cu ocazia tmplinivii a $0 de ani

I. REPREZENTAREA CANONICA A UNUI CIMP VECTORIAL.
1. Reprezentarea lui Clebsch.

Se stie ¢ o formd Pfaff in trei variabile x,, %,, %, se poate pune sub
urmitoarea formid canonicid [6]

a, §x; == 8f 4 g3h

unde a,, 4, ay i f, g, 7 sint functioni de ¥y, %, % 51 eventual de un para-
metru £

Tie v = v(x,, %, Xg, ¢ o functic vectoriald definitd pe un anumit dome-
niu D al s})d\luhll euclidian tridimensional fizic, iar v, v,, v; componentele

vectorului » fatd de axele triedrului cartezian triortogonal fatd de care
s-au definit coordonatele Xy, Xy, Xy

Notind cu 37 o deplasare virtuald infinitezimald ale cirei proiectii pe
axele triedrului considerat sint 3x;, 3x,, 3x,, este vizibil ¢ produsul scalar*

Vo0 == v Sy

este o formd Pfaff in variabilele x,, v, ;. Couform celor precizate la ince-
putul acestul paragraf, existd trei functiuni de variabilele x, ¥, x5 st £,
fic ele o, §, v, asa fel ca

v Sy = 3o -+ iy
Oricare ar fi fuuctia F = Fx, v, ¥, f) putem scrie

~ AN N N N ar
SE = I3, = v F - o7, I

e
8%,«

# S-a ficut conventia ca indicele ropetat intr-un monom ori de cite ori aceasta nu duce
ta conuzii, este un ‘nlice de sumare relativ la valorile 1,2,3

¥ - Bebes-Bolyal: Mathematica-Physica 2/1963
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unde s-a pus

iy, 1y, 15 filnd versorii axelor Ox,, Ox,, Ox,. Deci:
087 = (v + dyy) -
de unde

(v—vyo —dyz) -3 =0

Cum insi deplasarea d7 este arbitrard in spatiu ¢i independentd de para-
metrul ¢, adicd 8x), 3x,, Sx; sint functiuni de x,, v,, x, independente, re-
zulti

v—vyg — 9y =0
Deci, pentru orice cimp vectorial v = v(x,, X, A3 #) existi totdeauna
trei functiuni ¢, ¢, x de xy, %, ¥; i eventual £ asa fel ca acest cimp si se
reprezinte sub forma
— o
v= vy + vy (1)
Aceastd reprezentare se intilneste pentru prima data la Clebsch [2],
fapt pentru care ea a fost numitd [1,3], reprezentarea lui Clebsch. Clebsch
a ajuns la reprezentarea (1) intr-un cadru particular, v reprezentind
cimpul vitezelor intr-un fluid, iar consideratiile pe care le-a efectuat fiind
specifice mecanicii fluidelor. Modul prin care noi am ajuns la reprezentarea
(1) a lui Clebsch aratd cid aceastd reprezentare este foarte generald
ea putindu-se da oricdrui cimp vectorial definit intr un domeniu D tridi-
mensional indiferent de natura cimpului vectorial considerat.

Reprezentarea (1) a lui Cle bsch, analog cu formele Pfaff, se poate
aduce mai departe la una din urmditoarele forme canonice :

I. 9 = Vo
IT. v=14 vy 1y

I 2= v + $-yy
si numai la una din aceste trei forme canonice. In felul acesta in spatiul
tridimensional fizic avem trei #ipuri canonice distincte de cimpuri vecto-
riale, tipul unui cimp vectorial fiind caracterizat in mod unic de una din
reprezentdrile canonice (1') si numai de o singurd reprezentare (1').

2. Recunoagterea tipului canonic al unui cimp vectorial.

Vom da citeva criterii imediate pentru determinarea tipului canonic
al unui oimp vectorial 7.

T rorREMA L O conditic necesard st suficienid pentri ca un cimp
vectorial v sd fie intr-un domeniu D de tipul canonic 1 este ca in orice punct
al domenivdur D sd fie indeplinitd conditia

rot v = 0 (2}
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w2

Aceastd teoremi este imediatd. Ea afirmi cd orice c¢imp vectorial de
tipul canonic I este un cimp irotational.

TrOREMA 2. O conditie necesard s suficientd ca un cimp vectorial v
sd fie intr-un domeniu D de tipul canonic 11 este ca peste tot in D sd fie inde-
plinite condiliile

rot 3£ 0 $i ot vy = 0 (3)

Aceastd teoremd afirmi deci, ca orice cimp vectorial de tipul canonic
11 este un cimp rotational pentru care avem ortogonalitatea in orice punct
al lui D a vectorilor v si rot v. Dacd in particular v reprezintd cimpul vite-
zelor intr-un fluid, acest cimp este de tipul canonic IT dacd si numai daci
migcarea fluidului este rotationald si avem ortogonalitatea liniilor de curent
pe liniile de virte;.

Pentru demonstratie, dacd v este un cimp vectorial de tipul canonic
IT avind

v=1yyy 3 rotv=yyXyy
conditia de ortogonalitate
rotv.-v = 0

se verificd imediat.

Reciproc, si presupunem c¢i avem asigurate in D condigiile (3). Am
vdzut ¢i orice cimp vectorial v se poate reprezenta sub forma canonicad

v = yh + Uyv 4)
unde %, w, v sint functiuni de =x,, x,, ¥; si £. Vizibil
rot v = v X gy
astfel ci
rotv-v = (g X YA)-vA

Deci, conditia de ortogonalitate intre v si rot v atrage c¢i in orice punct al
domeniului ) avem

(A, 0. V)
LA I/ B

ceea ce inseamnd cd intre functiile 7, u, v existd in D o relatie de depen-
dentd functionald de tipul

N

F(h u v) =0. (5

Cum admitem cd rot v 4= 0 in orice punct din D, urmeazd cd in D
intre functiile w si v nu poate exista o relatie de dependentd functionala
de tipul

[9)]

flw, vi = 0. (
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" F - .
Rezulti cd in D avem neapdrat g——)—\:&: 0 ceea ce atrage cd relatia (5) se
poate rezolva in raport cu A, objinind pe A ca funcfie de p 5i v:
A= Ay, v).
Reprezentarea (4) a vectorului w se va scrie atunci
: A L2
V= —vaL( ''''' -+ u)vv
au. av
Considerind atunci forma Pfaff
057 = 2% Su + (a) 4+ u,) 3,
au av

aceastd formi Pfaff fiind relativ la doud variabile independente u si v ea
se poate pune mai departe sub forma canonica

v 8 = -3y

unde ¢ si y sint functiuni de p $i v. Relatiile diferenfiale intre functiile
¢, ¥ siw, vsint evident

3 ar 3 ar
4,_1:__ 4,\)&:,_

1.
ar ap v ey

Analogr ca mai inainte, rezulti ci vectorul v se poatg pune sub forma
canonicd

R

$i deci, v este un cimp vectorial de tipul canonic II.
Teorema este complet demonstrata.
TroREMA 3. O condific necesard §i suficientd pentru ca un czmﬁ vecto-

rial v sd fie intr-un domenin D de tipul canonic II1 este ca

vot v-v=3=0 (6)
peste tot in D.

In adevir, conform teoremelor precedente relafia (6) afirmd ci v nu
poate fi de t1puule canonice I sau IL Cum in spatiul euclidian tridimen-
sional fizic nu pot exista decit trei tipuri canonice distincte, I, TI si ITI,
de cimpuri vectoriale urmeazi ci v este neaparat de tipul canonic III.

Dacd finem cont ci orice cimpul vectorial » se poate pune sub forma (1)
data de Clebsch, aceste trei teoreme se pot transpune si sub urmétoa-
rele forme echivalente:

TreoREMA 1. O conditic necesard si suficientd pentri ca un cimp
vectorial v sd fie intr-un domeniu D de tipul canonic 1 este ca in repre-
zentarea (1) a lui Clebsch intre functiile § si 7 sd existe o relatie de forma

o fld, ) =0 @)
peste tot in D.
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TrorREMA 2. O condific necesard §v suficientd ca um cimp vectorial

v sd fie intr-un domenin D de tipul canonic II este ca in reprezemtarea (1)
a lur Clebsch intre functitle § si y sd nu existe in D o relatie de depen-
dentd  fungionald de tipul (7), dar sd existe in D o relatie de dependentd

functionald de forma
3 Flo, ¢, %) =0 - ®)
intre functiile o, ¢, 1.
TEOREMA 3. O condific necesard si suficientd ca un cimp vectorial v
sd fie intr-un domeninw D de tipul canonic II1 este ca intre functiile ¢, ¢

st x ce apar in veprezentavea (1) a lui Clebsch sd nu existe in D nici o velafie
de dependentd functionald de tipul (8).

3. Gradul de arbitrar al reprezentdrii lui Clebsch.

Ca si In cazul formelor Pfaff, reprezentarea unui cimp vectorial v sub
forma (1) datd de Clebsch nu este unicd. Pentru aceasta este suficient
s& observdm cd reprezentarea (1) se mai scrie si sub forma

v=y(e + ¢1) —xv¢
34 vedem atunci, care este gradul de arbitrar In definirea functiilor
¢, ¥, y in reprezentarea (1) a lui Clebsch.
Daca g, ¢, x 51 @, ¥, X sint doud terme de functii ce asigurd reprezen-

tarea lui Clebsch a unui cimp vectorial v, adicd
v=vyy + dyy = v® +¥vX,

ecuatiile diferenfiale ce leagi functiile ¢, ¢, y de functiile @, ¥, X sint

3 8 ad |, . 08X . 5
Svde v E -
de unde
3o + ¥y = 30 + WX,
sau
$3y —¥3X = 30%, cu OF =D —0p (9)

Se observa astfel ci transformarea de trecere de la functiile ¢ si g
la functiile ¥ si X este o transformare canonicd in sensul utilizat in mecanica
analitici [8].

De asemenea putem vedea cave este gradul de arbitrar in definirea
functiilor ¢, ¢ si 3 in fiecare din reprezentdrile canonice (1) ce caracteri-
zeazd tipul canonic al clmpului vectorial respectiv.

Astfel, in cazul tipului canonic T, functia o este unic determinatd ab-
stractie ficind de o constantdi aditiva arbitrard, anume

i

=9 +c.

In cazul tipului canonic 11, daci ¢, ¥ si¥, X sint doud perechi de func-
tii care asigurd reprezentarea canonicid (1), in acest caz, gradul de arbi-
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trar al functiilor ¢, 7 este determinat de relatiile

V=91 X=/7x

in cazul tipului canonic III, functiile @, ¢, y fiind independente si
presupunem ci ©, ¥, X sint functiuni de ¢, ¢, . Intre functiile ®, ¥, X
avem .relatiile
0 + y 3 1, oD Ly 8X _ g iy N 1 R Y (10)
g ¢ 3y oy Ay %
Eliminind functia ® intre aceste ecuatii, obfinem

WEX) o TN 2PN

T T B TR
Din aceste ecuatii rezultd cid functiile ¥ si X sint independente de
functia ¢, adicd

V=" 7, X=X (11)
si in plus cd
8(‘1)‘,)()' =1 (12)
Y

Deci, una din functiile (11) se poate lua arbitrard, cealaltd functie si
functia @ determinindu-se din ecuatia (12), respectiv una din ecuatiile
(10). Deci, si in cazul acesta gradul de arbitrar al functiilor @, ¢, y este
determinat.

II. ECUATIILE DE MISCARE ALE FLUIDELOR PERFECTE BAROTROPE.
4. Punctiile de virtej.

Sa presupunem ci v reprezintd cimpul vitezelor particolelor fluide situ-
ate la un moment dat intr-un anumit domeniu D al spatiutui. In baza
celor prezentate in capitolul precedent, cimpul v se poate reprezenta sub
forma :

v = vy +vs (1)

Cimpurile de viteze de tipul canonic I corespund unor miscdri fluide
irotationale (rot v = 0). Intrucit acestc miscari sint suficient de cunoscute
in literatura clasicd de specialitate ne vom mirgini doar la miscirile fluide

rotationale (rotv == 0). Deci, vom avea in vedere cimpurile de viteze de
tipurile canonice II sau III.

Cimpul de virtejuri in aceste cazuri se reprezintd sub forma
rotv = g X vy. (13)

Amintim ca la un moment ¢ dat, suprafetele avind proprietatea ci in

orice punct al lor vectorul turbion rot v este situat in planul tangent la
suprafatd, se numesc suprafefe de virtej. De asemenea la un moment ¢ dat,
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curbele avind proprietatea cd in orice punct al lor vectorul rot v este tan-
gent la curbd, se numesc [inii de virtej. Se stie ci suprafetele si liniile de
virtej se conservd in timp.

Din reprezentarca (13) rezultd ci la un moment ¢ fixat, suprafetele

Y2y, Xy, 2y, 1) == const. si y(%;, X,, ¥4, f) == const. (14)

sint nigte suprafete de virtej, intersectia lor definind o linie de virtej. Se
observd ca la momentul ¢ considerat, oricare ar fi functia f({, v, {) odata
cu suprafetele de virtej (14) si suprafata

T(xy, vy, 25, 8), w{xy, 2y, %y, £), &) = const, (14")

cste deasemenea o suprafatd de virtej. Oricare ar fi functia f(, ¥, ¢) supra-
fata (14) contine la momentul ¢ linia de virtej definitd de suprafetele (14).

ste natural deci, ca functiile § si y precum si orice functie de tipul
= A, v, &) sd se numeascd functie de virte;.

5. Eeuatiile de miscare sub forma canonicd a lui Stuart.

Keuafia de migcare a lui Helmholtz in cazul unui fluid perfect baro-
trop si in prezenta unor forfe de masd conservative are forma
v - : , R dp 1 -
— dtroty Xov=vyB B=U HS——“‘—— /& 15
& vy . 3 (15)
unde 17 este modulul vitezei particulei fluide, p densitatea fluidului, p
presiunea sa, iar U functiunea de fortd a fortelor de masd in punctul de
coordonate x,, x,, ¥y si la momentul ¢
Sa vedem ce devine aceastd ecuatie (15) dacd consideram functiile
o, ¢, 7 introduse de reprezentarea (1) a lui Clebsch.
In baza lui (13) avem

rot e = (3 X vy X v =y (v o) — v (vre)
sau iucd

— i &g oo fdy @
rot ol == “ AR (.;’/‘ J— Y ) -_V r’J . J —_— 7)
dt At dtdt
caci am tinut seamd de legitura intre derivata totald in raport cu timpul
t a functiilor ¢ g1 y si derivata lor partiald in raport cu ¢:

dy ad , . dy ay —
i S R VAR LI S B + ..
dt 8t vy dt at V&
Apoi, conform cu (1) avind
v dqp , Ay ay
B L RN .
At v at YoV a3t ot A

ecuatia (15) a lui Helmholtz conduce la

(%% L 0y v, — ohb
V(ar ‘ t‘uaf) ' V4 dt vy = v
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au
6q | 8y dy dy
v("- + ¢ £ — B} =ty — Ly
) : dr
Considerind atunci functia

a ]
H=2=4¢ 2% p
at Jr ‘-IJ Y (16)

adicd

i H 1

at et 2
ultima ccuajie se transcrie

8 .
H %% 4,374.; Uy 4—S—d‘°-U

dy dy
-H = R 4 - 17
v dt Vv dt V4 ( )

Aceasta ecunatie afirmd c¢d functia H depinde de 1y, a,, x5 si ¢ prin in-
termediul functiilor de virtej  si y si al lui ¢:

H = H{, %, ). (18)
Deci, functia H este o functie de virtej. In acelasi timp din (17) rezultd
ecuatiile
OH _dy L oH 4y
3y a4t &y ar
care se ascamand perfect cu ecuatiile canonice ale lui Hami1lton din
mecanica analiticd a sistemelor de puncte materiale.
Ecuatiile (19) au fost gisite prin considerafii analoage de citre T.
Stuart [7, 5] fapt pentru carc le vom numi ecuatiile luwi Stuart.
84 evaludm derivata totald a functiel H In raport cu timpul £. Cum

(19)

dH _ 8H iy | AH dy | 8H

i

a8y &y dl at
in baza ccuatiilor canonice (19) rezulti ca
i 8H 90
di at (20)
ceea ce Intregeste aseminaren functieli H cu functia lui Hamilton din
mecanica analiticd.

Dacd in particular, # nu depinde explicit de timpul ¢, adica H =
= H({, ), din ecuatia (20) rezultd

H == const. (21)
obtinind astfel o integrald primad o ecuatiilor de miscare.

Independenta in mod expiicit o tui H de timpul  se pune imediat in
evidentd in cazul miscdrilor purmancnte. In acest caz, functia H redu-
cindu-se la H = —B == E, adici la cnergia particulelor pe unitatea de masi,
ecuatia (21) se inlocuieste cu

B const. (217
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In cazul miscirilor permanente, din (21) citim ci H, deci si B, este o
functiune de curent [3]. Cum insd H este si o functiune de virtej, suprafe-
tele (21') nu sint altele decit cunoscutele suprafefe Bernoulli-Vilcovici [97.

Din punct de vedere matematic se pot cousidera si cazurile in care
H nu depinde explicit de una, sau cealaltd, sau niciuna din functiile ¢
sau y.

Astfel, daca H nu depinde explicit de ¢, anume H = H{y, ¢) din prima
ecuafie (19), rezultd integrala primi :

v(%y, %3, X4, ) = const. (22)

Deci, particulele fluide alunecd pe suprafetele variabile (22) ceea ce in-
seamna cd suprafefele (22) sint niste suprafefe de miscare [3]. Pe de altd
parte suprafetele (22) sint la orice moment ¢ niste suprafete de virtej. Am
pus astfel In evidentd un tip de suprafete care se Inrudesc oarecum in cazul
migcirilor nepermanente cu suprafetele Bernoulli-Valcovici din cazul mis-
cirilor permanente.

Din cealaltd eccuatie (19) rezultd

i1

oH ,
P o= S—A di -+ const.
o,
fo
Analog, in cazul cind H nu depinde explicit de y, miscarea se efectu-
cazd pe familia de suprafete

D (%, %o, Xy, f) = const. (229

care sint de asemenea niste suprafete de migcare iar la orice moment ¢ dat
dau o familie de suprafete de virte;j.

Dacd H nu depinde nici de ¢ nici de y, adicd H = H{(f), ecuatiile ca-
nonice (19) conduc la integralele prime

Py, Xy, Ay, 1) == const.  si 0 y(xy, A, %5, §) = const. (23)

astfel cd miscarea fluidelor se efectueazd pe familia curbelor definite de
aceste suprafete (23), aceste curbe In general fiind mobile si deformabile
in timp. Cum ecuatiile (23) caracterizeazd la un moment dat ¢ si familia
liniilor de virtej ale miscdrii, curbele (23) pe care sint obligate sd rdmind
moleculele de fluid sint la orice moment ¢ tangente liniflor de virtej ale
migcdrii, punctul de tangentd fiind dat de pozitia la acel moment a parti-
culeil considerate.

6. Ecuatiile Iui Lagrange.
Ecuatia (17) se mai scrie gi sub forma

dy. dad o dy, -
: ,_H):_ U 17
VH{U | = vy (17")
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Vom pune

adica

Observind ci

avem

si deci expresia functiunii L devine

L=—% 1y -_Sf@+ U. (24")
dt 2 ¢
Conform notatiei (24) ecuatia (17') se transcrie
oA d g
vl="Cr + ¢ v/ (25)
dt . dt
Dacda notam pentru prescurtare
ay _ (23
at v dt =1
ecuatia (25) atrage ca L este o functie care depinde de 3y, %y, ¥ 51 ¢ prin
intermediul functiilor y ¥ si eventual ¢ (26)
L =Ly
siin plus sint Indeplinite ecuatiile
; . 8L (27)
= 1 — .
bosio o=y

E‘q)resiih (24) si (26) ale functiel L precum i ecuatiile (97) permit
a spune cd functia L este analogul functlel lui Iagrange din mecanica ana-
litici. Pe ecuatiile (27) se citeste cd functia y corespunde unei coordonate
generalizate (lagrangiene) iar ¢ unui impuls generalizat.
Eliminind functia ¢ Intre ecuatiile (27) obtinem
4 i&) 2 _y (28)
At om 8y
ecuatie care corespunde ecuatiilor lui Iagrange din mecanica analiticd
relativ la functia y consideratd ca coordonatd lagrangiang.

7. Principiul variational al lui Hamiiton.

Alura ecuatiei (28) pe care o satisface functia L permite intuirea unui
principiu variafional care si corespundd principiului lui Hamilton din
mecanica analitici.
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Vom arita in acest sens cil ecuatia (28) este o conditie necesari si sufi-
cientd ca functionala

%
I(x(8) = SL(x, X, at + t)l: » (29)
1
sd fie stationard.
In adevar, sa presupunem ca L = L(y, %, 8), 1 = x(%, % %, #) si
x; = x(t), (i =1, 2, 3) sint functiuni de clasi C? in raport cu variabilele
corespunzitoare. Cum % cste derivata totald a functiei de virtej ¥ in raport
cu timpul £, expresia lagrangianului L se scrie

L] , ., 8%
L = L( X + x,, ) Xi== f'::. (30)
Sa considerdm familia curbelor
I':oxy o= a(f), (i =1, 2, 3)
ce satisfac urmditoarelor conditii la limitd naturale

&

oL 23 .
(35, 35) 4% = ¢ “

Curbele Iy ale acestei familii de curbe I' ce extremeazi functionala
9

(29) sint date de sistemul de ecuatii ale lui Fuler-lagrange :
aL oL . Re
E(EZ) —5 =% 6=1323. (32)

Din (30) avem insg

oL 8L 4 aL é 3 N
— T e Tx. + - 2)( + ‘X %
ay z, 8y dx. 9t ax’.axj

ultima din aceste expresii punindu-se evident sub forma

aL 8L 3y 8L d(éx)

3x, oy 9% ' ay at\9x

Feuatiile (32) vor deveni atunci

A (3L dx) __ al’..".’é__.‘iﬁ._‘iﬁl)zo (=1, 2, 3)
@ \ 9 @z ay 8x, 8y & ’ '
sau

S e
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Ori cum x(x,, %y, %y, t) == const. este la orice moment ¢ o suprafatd de
virtej, inseamnd cid functia y depinde explicit de x,, %,, x, $i prin urmare
ea nu poate fi de tipul y = y(f). De altfel, aceasta nu se poate si din mo-
tivul cd avem in studiu cimpurile de viteze de tipurile canonice II sau
I1I. Din ecunatia (33) va rezulta neapdrat

& (oL _ oz
2 | oy ) ax 0
adicd tocmal ecuafia (28).
Reciproc, dacd ecuatia (28) este satisficutd, atunci avem verificate
ecuatiile (33) si deci si ecuafiile (32) ale lui Euler-Lagrange. ‘
Se observd ci conditiile la limiti naturale (31) impuse curbelor I'
se transcriu sub forma

8L ol %
(5 o) o =0 (31"

oy ox) |,

Aceste conditii la limitd naturale, Impreund cu ecuatia (28) permit
a considera integrala (29) ca o functionald depinzind de functia de virtej

x = (F X Xy 8) 0 L(x(l) = J(x(r1, ¥ ¥5))
ceea ce intregeste caracterul de coordonatd generalizatd atribuit functiei y

In baza celei de a doua ecuatii (27) conditiile la limitd naturale (31")
se pot pune si sub forma

- 1y
(«P + ~‘1j 81{ = 0. 317
3y It

Se observd in plus cd ecuatiile (32) ce dau extremalele functionale
(29) privite ca depinzind de curba I', adica de x; = x(f), (¢ =1, 2, 3;
sint tocmai proiectiile pe axele Ox;, Ox, Ox, ale ecuatiei fundamentale a
mecanicii fluidelor perfecte.

In adevir, functionala (29) s¢ mai scrie

. ife
A e e R LR
2 4
sau incd
P 7. e
I1(x(t)) = S(l) 12 -—Sf - U) dt + (1%, t) — (%, )] (29%)

1 h

S-a notat *(x;, 1) = {(x(x, %, x4 1), §). Ecuatiile Euler-Lagrange pentru
aceastd functionald (29°) sint

fE )
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intrucit s-a finut cont cd 12 = v, iar v, =%, (i =1,2,3). Am obtinut
astfel ecuatiile de miscare ale fluidelor perfecte prin aplicarea unui prin-
cipiu variafional :

v U 1 8ep . g
W T e ¢=1273 (34)

ecuatii care concentrat se scriu sub forma cunoscuti

@ =yl ——yp (34')

O |>—¢

Conditiile la limita naturale In baza cdrora pot fi scrise ccuatiile (34)
sint

. al do tz_ 3& 354 " =0
(x.;—f— 3’7‘;_57;) i - 0 s (4’ o, 7 o, o 4
sau ined
£y
(¢ 3l =0 (35)

‘{‘

caci am {inut cont cd r = v $i avem reprezentarea (1) a lui Clebsch.

Asa dar, ecuatiile lui Euler-Lagrange pentru functionala (29’) in raport
cu functiile x; = x,(¢), 2 = 1, 2, 3) dau tocmai ecuatiile de migcare (34)
ale unei particole fluide in intervalul de timp [4, £,]. In concluzie, pentru
o particuld fluidd datd, dintre toate curbele T ce satisfac conditiilor la limitd
naturale (39) traeictoria particulei este curba U ce extremzeazd functionala (29').

Un caz particular al conditiilor la limitd naturale (31) este acela in care
cextremitdtile arcelor de curba T' sint fixe :

Sx;| =0, (i=1,2 3).

. BIBLI OGRAFIE

Lo Appeltl PN Traitd de micanipe vationn:liz, vol. TIT, ol TIT-a Paris, 1923, nag. 43) —
463.

2. Clebsch A, Jounad fir dv ro'ne unl anzewandte Mathemitik', Berlin, 1857, pag.
203 —312.

3 Cristea I. I,  Comunict: Aculemiei R.P.R XU, 1931, nr. 12 pag. 1443 —1450.

4. Tacob C., [atroduction muh’mtignz & la miécanique dzs fluides, Buecarest-Paris, 1959.

5. Lamb H., Hydvodynanics, ed. VI-a, Cambridge, 1932, pag. 248 —-219.

6. Stepanov V.V, Cur
422 ~-421.
. Stuart T., Disertatie, Dublin, 1990,
8. Vidlcovici V.V, Balan St, Voinca R., Meanica teoreticd, Flit. tehnicd, Bucu-
curesti, 1939, pig. 713-797.
9. Vialecovici V. V.,  staliisicorectisi de mecanict aplicata’”, X1I, 1950, ur. 6, pag. 1507
—1533.

coesnatic diferentiale (trad. d'n 1o rusd), Bucuresti, 1955, pag.

-2 Y



94 I 1. CRISTEA 14

AHA/IMTHUYECKAA MEXAHHWKA COBEPUIEHHbIX BAPOTPOMHBIX ®JTHOW/108

(Pesiwe)

Pa6oTa umeetr B BHAY HCnoJb30oBaHHe npejacTasiennst Knebwa jjas TPAKTOBKH ypas-
HeHHH JBHMeHHs] COBEpILeHHbIX GapOTPONHbIX (JIIOHIOB C aHAJHTHYECKOH TOUKH 3peHHs.’

Takum ofpasom, noayuarorca ypasueuust (19) Crioapra n vpasuensie (28), cootset-
CTBYIOULHE KaHOHUUYECKHM ypaBHeHHsM [aMHIbTOHA, COOTBETCTBEHHO ypaBHeHusM Jlarpanxka
H3 aHAJHTHYECKOH MEXaHHKH CHCTEM MATEPHAILHBIX TOYeK.

DynKUH BHXPS y pPACCMATPHBACTCSI, KaK KOOPAHHAaTa Jlarpamxa, a QyHKuus suxps
$—Kak 0GoGUIeHHBI MMy ILC.

Ha ocHoBanuu ypaBHedHst (28] AaéTcsi BAPUALHOHHBIN NPHHLHE, HBIAIONHHCH aHAI0-
rignbint DpHHEHNY TaMHILTONA 13 AN THTHUECKOIT MEeXaHHKH.

LA MECANIQUE ANALVTIQUE DES FLUIDES PARFAITS BAROTROPES

(Résum é)

L article a pour objet d’employer la représentaticn (1) de Clebsch afin de traiter d'un
point de vue analytique les équations du mouvement des fluides (parfaits barotropes).

On obtient ainsi les équations (19) de Stuart et I'équation (28) qui correspondent respec-
tivement aux équations canoniques de Hamilton ¢t aux équations de Lagrange des systémes
de points matériels, dans sa Mécanique analytique.

La fonction de tourbillon (y) est interprétée comme une coordomnée lagrongienne,
la fonction de tourbillon (§) comme une impulsicn agdnérlisée.

Sur la base de I'équation (28) on domne un principe varistionnel qui est I'analogue du
principe de Hamilton de la Mécenique analyvtique.



CERCETARI CU PRIVIRE LA INFLUENTA ULTRASUNETUILUI
ASUPRA GERMINATIEI SEMINTELOR DE GRIU

de

D. AUSLANDER, E. VERESS, N, ALBU

Studiul acfiunii ultrasunetului asupra diferitelor sisteme hiologice
a constituit si constituie o noud orientare a lucrarilor de biofizica, incepind
cu sfirgitul deceniului al treilea din secolul al XX-lea.

E. N Harvevsi A L. Loomis [3] au cercetat in 1928, efectul
ultrasunetului asupra celulelor vegetale. Influenta ultrasunetului asupra
germinatiei i cresterii plantelor a fost studiatd in 1931 de N, Gaimes.

Primele cercetdiri sistematice au fost efectuate in 1936 de catre O.
Istomina si E. Ostrovs ki [3]. Ei au tratat seminte de cartofi
si mazire cu ultrasunete de frecventa de 400 kHz si au Lonstatat stimu-
larea, atit in ceea ce priveste germma‘;la cit si cresterea plantelor. In 1943
I. Berents {3 constati cd in urma ultrasondrii seminfelor de mazire,
la frecventa de 800 kHz, se accelereazd procesul de germinatie. W. W.
Schwabe si M. L Thornley, au obtinut in 1950 actiuni stimulatoa-
re ale ultrasunetului de frecventa 1 MHz asupra germinatiei semintelor
secarei de toamnd. In 1951 O. A, Krotova [3] a studiat acelas efect
asupra seminfelor unor specii de legume, constatind stimularea germmatxu
acestora. Despre aceste rezultate, Krotova afirmid ci: , Folosirea
ultrasunetelor. ca mijloc de pregitire a semintelor Inainte de semanat,
meritd, si fie studiatd si introdusi in practica”’.

Cercetdrile Tui E I.. Ruban si N. N. Dolgopolov [7° din,
1952 s-au extins asupra plantelor leguminoase, a cerealelor i a oleaginoa-
selor. Ei au pus in e\ldenm importante modificari fiziologice la aceste
plante provenite din semln‘;e ultrasonate. In acelasgian I. N. Barsukov
st K. M. Zabavskaia au studiat influenta vibratiilor sonore de frec-
ven{d ridicatd asupra semintelor diferitelor plante de culturd. Fi au obfi-
nut efecte de stimulare aseméndtoare celor produse de actiunea ultrasu-
netelor.

Cele mai importante rezultate din acest domeniu, le prezintd in lite-
ratura de specialitate din ultimii ani, cercetdtorul sovietic I. E. Elpiner
[4]. Fl1 a studiat efectele stimulatoare ale acestor vibratii asupra semin-
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telor de porumb, cercetind procesele fizico-chimice $i cele biochimice ce
apar in structura celulard in urma acestor actiuni, care constau in activarea
proceselor enzimatice din straturile superficiale ale celulelor si in cresterea
sensibilitifii lor fatd de anumite substante biologic active.

La noi in tard de aceastd problemd s-au ocupat acad. Badarau si prof.
Lazanyi.

E. Bidardust Gh. Ghiurgea [l au urmdrit influenta ultra-
sunetului asupra seminfelor de griu $i au constatat o stimulare a energiei
germinative st a productiei.

Colectivul A. I,azdnyi, A. Marki, G.Crdciunsi $t. Kiss
[6] au studiat suprapunerca actiunii ultrasunetului $i a drojdiei de bere
asupra germindrii si dezvoltirii porumbului. Pe lingd efectul de crestere
a organelor vegetative, autorii au constatat ¢d cele doud efecte nu se insu-
meazd, acjiunea stimulatoare a ultrasunetului in experientele respective
fiind chiar frinata.

Intr-o altd seric de cercetari [3] mai multi autori trag concluzii in
sensul inexistentel oricdrei actiuni a ultrasunctelor asupra germinatiei si
a cresterii plantelor. Astfel Stockebrand in 1952 afirmd, pe baza
experientelor sale efectuate asupra sfeclei de zahdr, ¢i nu a obfinut nici
un fel de efect nici in privinta germinaticl nici a cresterii plantelor. Con-
cluzii identics trag cercetiitorii L oza (19i%), Bercy (1951) Haskell
si Selman (1930), Tomberg si altii. 37 In ceea ce priveste o serie
de plante ca: porumbul, mazirea si altele.

S-ar puie:a ca aceste contradicil sd se explice prin conditii diferite
de experimentare, care de exemplu In cazul unor intensitdti prei mici,
nu au putut produce cavitatia in interiornl seminfelor.

Partea experimentald si rezultatele.

In cercetdrile noastre ne-am propus sd urmdrim influenta timpulai
de tratare a griulul asupra germinatiel ¢ sd stabilim intervalul optim de
ultrasonare. Am studiat acest efect pe seminge uscate 31 pe seminge intro-
duse in apd la soiul de griu de primdvard, Marqguis.

Am utilizat un generator piezoelectric TESILA de frecventa 1 MHz,
diametrul cvartului, asezat in baie de ulei, fiind de 5 cm. In toate expu-
nerile semingelor in clmpul ultrasonor a fost mentinuti constanta puterea
sonora totala de %0 W.

semintele, dupd ce au fost curdite de impuritdayl, an fost agezate
intr-un vas de sticld cu baza pland in care a avut loc tratarea atit in stare
uscatd, cit si In apd. Vasul cilindric a fost prevdzat in interior cu un inel
cu diametrul de 4 cm si ndlfimea de 4 mm acoperit pe partea superioard
cu o sitd metalicd, sub care se asezau cite DO seminte, fntr-un singur strat,
pe fundul vasului,

In felul acesta toate semintele au fost expuse Intr-un cimp de aceeasi
intensitate, pentra diferite intervale de timp. Vasul a fost asezat deasupra
cvartului, la distanta de 4,25 cm fiind introdus in baia de ulei.
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Ultrasonarea s-a efectuat in urmditoarele conditii de experimentare.

a) Seminte uscate expuse Intr-o gami largd de intervale de timp.

b) Seminte uscate expuse numai in intervalele de stimulare rezultate
din datele de la punctul a.

¢) Seminte agezate In apd, ultrasonate in intervale de stimulare.

d) Seminte imbibate timp de 2 ore cu apd, apoi ultrasonatein api,
tot in domeniile de stimulare.

In cele 4 serii de experiente au fost tratate 18 800 seminte.

a) Au fost experimentate 11 diferite intervale de timp intre 30 secunde
si 25 minute, In u)mparatle cu proba martor, pentru fiecare tratind cite
100 seminte, deci in total 12 variante. ‘

Imediat dupd ultrasonare semintele au fost asezate pe hirtie de filtru
in germinatoare, care au fost mon‘cmute la temperatura camerei de apro-
ximativ 22°C.

In vederea stabilirii modificarilor biologice produse de ultrasunete
asupra semintelor de griu, au fost fixati trei indici care permit evaluiri
cantitative si anume :

— energia germinativa

— facultatea germinativd, si

— intensitatea de crestere a plantulelor.

Pentru determinarea energiei germinative, In ziua a doua $i a treia
au fost numdrate de trei ori pe zi semintele germinate, la orele 8, 14 si 20.
Dupd aceea s-a trecut la stabilirea facultitii germinative la sfirsitul inter-
valului de germinatie. Toate aceste masurdtori au fost efectuate, pentru
comparatie si cu probe martor.

Pentru a pune in evidentd diferentele dintre lungimile rddécinilor
plantulelor provenite din seminte ultrasonate fati de cele netratate, in
zina a doua a germinatiel au fost fotografiate seminfele incoltite (fig. 1)

In ziua a 6-a au fost tdiate tulpinile si s-au determinat lungimile si
greutatile lor, ficindu-se media pentru fiecare varianti.

‘xperientele au fost repetate de 4 ori cu toate cele 12 variante, in total
pe 4800 seminte (inclusiv martorul), rezultatele medii fiind prezentate in
tabelul I.

Primele masurdtori au indicat pentru conditiile cele mai bune de sti-
mulare, valori ale timpului de ultrasonare cuprinse intre 30 secunde si
5 minute.

S-a mai observat o accentuare pronuntati a capacitafii de imbibare
a semintelor ultrasonate. De asemenea s-a pus in evidenfd faptul cd durata
scurtd de tratare stimuleazi germinafia, pe cind cea lungd duce la inhibifii.
Procesul de germinatie devine mai lent, germineazi mai putine seminte,
unele pierzindu-si complet aceastd capacitate, iar uneori ajungindu-se chiar
la moartea semintelor. Astfel semintele inhibate ajung la o facultate germi-
nativi inferioard martorului.

Rezultatele acestea sint reprezentate pe baza datelor din tabelul I,
pe fig. 1. Cele de mai sus se referi la seminte tratate in stare uscatd care
prezintd pind la intervalal de 5 minute domeniul de stimulare iar peste
5 minute cel de inhibitie.

7 — Babeg—Bolyai: Mathematica-Physica 21963
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Semintele tratate in functie de efect datorita duratei le-am numit
,stimulate” respectiv ,,inhibate”.

b) Pentru explorarea mai precisi a timpului optim am redus inter-
valul cercetat intre valorile de 30 secunde gi 3 minute, lucrind cu duratele
de 30 secunde, 50 secunde, 1 minut, 1 1/2 minut, 2 minute, 3 minute.

Experientele au
fost repetate de 10 ori
e N— zicr VI pentru cele 7 variante

~—— - 0 de mai sus (inclusiv
S ‘ martorul) cu cite 100
seminte de varianti,
deci in total cu 7000
seminte.

Actiunea stimu-
latoare se manifestd
in deosebi in primele
zile, astfel la semin-
tele stimulate, valoa-
rea energiei germina-
tive a martorului a
fost depasitd deja in
ziua a doua a germi-
ndrii. Cele mai bune
rezultate au fost obti-
nute cu intervale de
tratare de 50 secunde,
la care s-a Inregistrat
o crestere in medie Ce
209, a energiei germi-
native.

, Aceste diferente

‘Ma/ incep si scadi ajun-

/) S e U . i gind de ordinul 2 39

1254 567 89 i 236 456178920 F lafacultatea germina-

tivd. In schimb aici

apare In mod pronun-

»n == qumirul semintclor germinzte, tat accglcmrea creste-

t = timpul de ultrascnare (in minute). rii parfilor vegetative,

in special a tulpinei.

¢) Paralel cu experienfele de mai sus, au fost efectuate aceleasi cerce-

tari cu seminte agezate In apd, supuse astfel actiunii cimpului ultrasonor.

In conditiile acestea au fost repetate experientele de 10 ori cu 7 variante
de cite 100 seminte, In total cu 7000 seminte.

Rezultatele medii obfinute sint reprezentate in tabelul II.

Dupd cum s¢ vede de aici, tratamentul in apd dd maximul de stimulere
pentru intervalul de 30 secunde. Fnergia germinativd obfinutid pentru
aceastdd duratii este superioard celel corespunzidtoare la tratarea uscatd

72
/u;&a

K7

Pig. 1. Num&rul semintelor germinate in functie de timpul de
ultrascnare (pe cale uscatd).
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cu intervalul de timp optim de 50 secunde dupd cum se vede in graficele
comparative a, b din fig. 2.

d) Au fost urmirite efectele stimulatoare ale ultrasunetului asupra
seminfelor agezate in apd dupid o prealabild imbibare a acestora prin {ine-
rea lor In apd timp de 2 ore. Rezultatele obtinute in acest caz au depdasit

/2 # 123
100 00

t
%&3_\2'30 vt ziuo VU
{——\_—h—/

90 N zlua Iy 570[_’1&_~ riva/V
80 80,

zrrc il

L Zualll g T T T T T

5,
40,

ziwa ll 20 zira

20 20|

2/ /

—.t

1 2 3

Fig. 2. Numéarnl semintelor germinate in functie de timpul de ultrasonare
a — pe cale uscatd, b — fn apa).

n == numirul semintelor germinate.
¢ == timpul de¢ ultrasonare (in minute).

valorile celor trei indici (energia germinativd, facultatea germinativi si
intensitatea de crestere a plantulelor) atit In cazul tratirii uscate cit ¢i a
celei in apd, dar fird o imbibare anterioard.

O alta serie de masurdtori biometrice au fost extinse referitor la influ-
enta tratirii semintelor de griu cu ultrasunete, asupra dezvoltirii partilor
vegetative.
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R-a putut constata o accelerare accentuatd a cresterii rddacinilor
semintelor ultrasonate.

Dupi cum se vede din fig. 3 lungimile radacinilor seminfelor ultra-
sonate in apd timp de 30 secunde ajung de doua ori mai mari, decit cele
ale martorului, la aceeasi duratd de germinatie. Se pot ohserva de ase-

¥ig. 3. Plantele martor, si plantele provenite din seminte ultrasonate la 2 zile.

7

a - Martor.
b Ultrasont in uscat timp de 50 sccunde.
¢ - Ultrasomat in apd timp de 30 secunle.

menen deosebirile Tungimil radacinilor plantulelor provenite din seminte
tratate timp de 50 secunde pe cale uscata fata de cele ale martorului.

Pe Hnga rezultatele de mai sus au mai fost masurate intensitatea de
crestere a tulpinei plantulelor prin determindri ale lungimilor s greutitilor,
cfectuate in ziva a 6-a de

]DZ germinatie. Valorile medii
obtinute din aceste deter-
150 mindri sint cuprinse in ta-
belele IIT 1 IV gi reprezen-
tate in fig. 4 ¢ 5.
40 Rezultatele aratd o
crestere accentuatd atit a
/30 lungimilor ¢t i a greuta-
tilor plantulelor provenite
din seminge supuse actiunii
120 / ultrasunetelor.
ol /
Discutii.
/Wi . Interpretarea rezulta-
{ 2 . telor este destul de dificila
Fig. 4. Greutatea tulpinilor plantelor provenite din :1\'111(1.111 \.‘edcre cad actiu-
scminte ultrasomaute. nea biologicd a ultrasune-
b, —- cresterea greutitii (in procente). telor este legatd de procese

t == timpul de ultrasonare (in minute). fizico-chimice complexe.
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Eipiner censiderd cd ultrasunetul determind o ,,zdruncinare’”” a struc-
turii submicroscepice a membranelor celulare si astfel accentuiazd meta-
bolismul. Aceastd actiune cu caracter miecanic, dupd parerea lui Limar,
prezintd un maxim in conditiile de rezonantdi a semintelor cu vibratiile
ultrasonore.

Dupa constatarile lul Flpiner, ultrasunetele stimuleazi procesele enzi-
matice, datoritd reactiilor de oxidare.

Considerdm cd acestea isi glsesc explicatia in fenomenul de cavitatie
care se produce In lichidul din celulele semintelor, chiar neimbibate, la
intensitdti suficient de mari ale fascicolului ultrasonor.

Conform teoriilor microdescarcarilor electrice, e¢misda de fizicianul
sovietic I. Frenkel, sarcinile electrice ce apar pe suprafata bulei de cavi-
tatie, dau tensiuni ce duc la stripungerea clectricd a bulei. In consecinti
se produce ionizarea particulelor vecine si aparitia de radiatii ultraviolete
care favorizeazd reactitle de oxidare. Astfel devin explicabile rezultatele
superioare obtinute pentru semintele tratate dupa Imbibarea lor in apd si
anume atit prin cresterea intensitafil fascicolului, deci aparitia fenomenului
de cavitatie, cit si prin favorizarea aparitiel acestui cfect, datoritda cregterii
mediului apos din interiorul celulelor.

In cazul semintelor nelmbibate, rezultatele inferivare se datoresc
absorbtiei mari a ultrasunetului in zonele de gaze din interiorul semintelor,
precum si a refractiilor cauzate de diferentele de densitati, proprietate
caracteristicd structurii anatomice a semintelor. Prin imbibarea lor cu apd,
impedantele acustice specifice diferitelor straturi vor lua valori apropiate
intre ele, ceea ce va duce
la micgorarea pierderilor s ¢
de energie ultrasonord, In 4
propagare prin seminfe.

Rezultatele referitoare
la deosebirile dintre acti- 0]
unile stimulatoare ale ul-
trasunetului in tratarea us- i
catd si umedd se explica
prin scidderea absorbtiei ul-
trasunetelor pe intervalul 34
dintre vibrator si seminte.

De fapt in primele expe- Y7,

rienfe, seminfele fiind ase- 1
zate pe baza vasului, nu /
s-au putut elimina stretu- Wi
rile de aer dintre acestea

si vas datoritd formei si

1

asezdrii neregulate a semin- {0 ; . — ;
telor. L.a frecventa la care / P 3 t

s-a lucrat, absorbtia fiind
foarte mare in aer, intro-
ducerea in ?Pﬁ a seminfe- 19, - cresterca lungimii (in procente).
lor — numai pe durata tra- { = timpul de ultrasomare (in minute).

Fig. 5. lungimea tulpinilor plantelor provenite din
seminte ultrasonate.
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Tabelus! 1
Germinatgia pe zile a semingelor ultrasenate in stare uscata

Procentul de germinatie
, — é Ziual‘ Ziua 2 Ziua 3 Ziug} Ziua 5| Ziua6|Zina7
E e ii T T | | o )
&2 § i H) ora 8 |ora 8 |ora14|ora 20 ora 8 |oral4fora 20| ora 8| ora 8| ora 8{ora 8
>3 |8 g I n
1 | ; ? ! !
V, |Martorl 2 | 18 | 25 49 | 57 . 6L 75 | 90 | 95 . 97 7
Vv, 45”7 10 36 49 . 63 71 1 73 . 83 94 96 98 99
V, 5077 12 39 49 . 64 72 75 | 86 94 96 98 100
v, 1’ 10 35 45, 62 70 73 1 84 92 95 97 98
Vv, 11/, 9 30 41 61 68 71 81 92 | -96 96 97
vy 27 7 20 39 56 64 | 68 79 91 96 97 98
Vs 3’ 7 25 36 54 62 1 65 75 91 94 96 97
v 5 5 24 |, 32, 49 | 58 60 72 90 92 93 95
A\ 7’ 5 23 1 28 1 45 56 57 69 87 90 91 92
Vie 10’ 4 20 22 44 54 | 56 ¢ 68 85 20 90 93
Vi 15 2 18 © 20 | 38 52 | 35 66 84 88 91 92
Vis 207 1 15 18 37 0 50 1 54 | 65 83 86 90 91
Tabelul 2
Germinatia pe zile a semintelor ultrasonate in api
Procentuﬁi de germinatie '
4 |5 E |zl Ziua 2 Ziva 3 Ziua 4|Zina 5| Zina 6 | Zina 7
8 % § o g ora 4| ora 8lora14 oraS80| ora 8 oraldjora20{ora 8 ora 8| ora 8| ora 8
PR T3
v, |Martor] 1 | 10 | 25 | 490 | 57 | 63 | 75 | 90 | 95 ' 96 | 96
V, | 307 17 39 53 65 72 76 86 94 96 a8 98
Vg 507 10 37 ¢ 50 63 71 73 84 93 93 96 97
v, 1’ 10 35 48 60 69 71, 80 92 93 97 96
A/ 11/, 9 34 45 61 69 70 1 81 91 92 95 95
Vg 2’ 8 32 44 59 63 69 79 91 91 95 95
AY 3’ 9 27 42 57 67 69 78 90 90 | 96 96
Tabelul Tabelul 4
Greutaten medie a tulpinelor plantulelor in Lungimea medie a tulpinelor plantulelor in
zina a 6-a ziua a 6-a
. Timpul | Cresterea . ' Timpul o | Cresterea
Varian- de nitra. |CTERtatea greutitii variam- | go yigra- (TUBSIMCAL o imii
tele in o . S tele ; in mm o
sonare in 9 sopare ] in %
V, | Martor | 2,12 100 v, Martor 36 1 100
vy | 457 1 2,96 139 V, 45" 49 I 133
v, 50 1 3,21 147 V, 50" 55 | 153
v, 1 2,89 136 v, 1 51 141
v, o1t 2,81 132 vy 1/’ 49 133
v, : 2 P 2,61 123 Ve | 2’ 46 128
Ve 1w Po2,51 118 AY 3| 44 122
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|20 ¢ — a asigurat upiformitatea cimpului pentru toate punctele se-
mintei.

Consideram cd pentru complecta clucidare a acestei probleme va mai
trebui urmaritd intr-o cercetare viitoare, influenta factorului de intensitate
a flascicolului ultrasonor in conditiile asiguririli unei actiuni omogene a
cimpului asupra semintelor.

Pe de alta parte se stie ¢d ultrasunetele au actiune depolimerizantd
st de emulsionare ; putem presupune ¢i in cazul semingelor se produce o
emulsionare a grasimilor $1 o descompunere a materiilor lor de rezervid
nutritiva.

Din cresterca greutatii pargilor vegetative, pu‘cem trage concluzia cd
si (Iep()ﬂt&rel materiilor nutritive este acceleratd prin actlonarea cimpului
ultrasonor,

Se poate constata si modificarea permeabilitdtii celulelor, urmind ca
in cercetari viitoare sa studiem aceasta problema cit si cea privitoare la
cresterea capacitatii de absorbtie a semintelor in urma ultrasondrii.

In ceca ce priveste mentinerca efectului de stimulare pind la sfirsitul
perioadei de vegetatie, precum s1 influenta acestor tratamente asupra cres-
terii produg'glu urmeazi ca rezultatele ce se vor obtine pe cimpul de expe-
rientd al Institutului agronomic din Cluj, si dea rdspuns.

Toate rezultatele pot fi sintetizate In urmditoarele concluzii :

Concluzii generale.

1. Germinatia semintelor de griu este stimulatd de actiunea ultra-
sunietelor de frecventd 1 MHz si putere totald de 80 W, in intervale de timp
bine determinate.

. Tratamente depisind durata de 5 minute duc la inhibitic.
Actiunea ultrasunetului asupra semintelor asezate in apd este mai
prununpxtq declt asupra celor uscate.

4. Greutatea si lungimea tulpinei creste In urma ultrasonirii depasind
cu 509% valorile medii corespunziitoare semintelor netratate.
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K HCCJENOBAHHWIO BO3JEHMCTBHSI VYJBTPA3BYKA HA  IIPOPACTAHUE
NIMEHHUYHBIX CEMAH

(Peszwowme)

ABTOpH H3YUHIH CTHMYJHpYIOLiee AclicTBHEe YJIbTPa3ByKOB Ha NpPOpacTaHHe CEMSAH
ApoBoil nwennub copra Mapkn. CHu Ha€MonanH BAHSHHE YNBTPa3BYKOBOTO 1efiCTBHs Ha
SHEPTHIO NPOPACTAHHSA, HA BCXOJKECTh M HA HUTEHCHBHCCTL NPH[CCTA NPOPCCTKOB, B 3ARHCH-
MOCTH OT DasiHuyHBIX NPOMEKYTKOB BPEMEHI.

MNocse npusenenns GuGanorpadiueCKHX jJalHBX, B paboTe Hajaraercs ynorpeGnéu-
HbIM 3KCHEDHMEHTAJbHBIH MeTOX, YCJOBHSI paboThl H I10J1YHEHHBIE Pe3YJBTATE. JKCIepHMeH-
TaJlbHBIC Pe3yJibTaThl jawTcd B 4 TaGaniuax u rpatHkax, a JEHCTBUS, NDOSIBHBIIKECS OTHO-
CHTEJIBHO JNPH KODHeH, OBIIH HAMIGCTPRPOBARLI  (GOTOCHHMKAMH.

INocne 06pabOTKH IKCNEPHMEHTAILHBIX De3Y/AbTATOB MOMKHO yYCTAHOBHTH, YTO TPO-
pacTaHHe CeMsiH H DPHPOCT NPOPOCTKOB CTHMYJHPYIOTCA \VILTPa3BYKaMH B TOYHO Ofipe-
JefleHHBIE NPCMEKYTKH BpeMeHH. [lauTednHas BbiliepxkKka Beaér K yrueteHuo. [puuuna
LOJNXKHA OHTh NOHCKaHA, ¢ OJHON CTOPOHbI, B ABJEHHH KABHTAUHH, a ¢ APYTOH CTOPOHLI, B
TOM, UTO YJILTDA3BYKH YCKOPSIOT 3H3HMaTIueCkue Npoueccsl. Pasinude B CTHMyJHPYOLUeM
NEACTBHH YJIBTPA3BYKOB NPH 06paBOTKe CVXHX, KakK H NPOMOUYEHHBIX B BOJE CeMHH, 00bsC-
HseTCs TOroMenHeM YJbTPasByKa Fa3’0BBLIMH 30HaMH M KDaTHBIMH [PEJOMACHHAMH VJib-
TPa3BYKOB BHYTPH CeMEHH C HEOIHOPOLHON CTPYKTYpOii.

RECHERCHES RELATIVES A LINFLUENCE DES ULTRA-SONS SUR LA GERMI-
NATION DES GRAINS DI BLE

(R ¢sumé)

Les anteurs ont étudié 'effet de stimulaticn que les ultra-sens cnt sur la germination
des semences du blé de printemps, de la varic¢té Marquis. Ils ont observé Uinfluence de l'ultra-
sont sur l'énergie germinative, la faculté genminative et I'‘ntensité de croissance des plantules
en fonction des différents intervalles dc temps.

Aprés avoir rappel¢ les données bibliographiques, 'article expose la méthode expérimen-
tale employée, les conditions de la recherche et les résultats obtenus. Les résultats expdrimen-
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taux sont groupés en 4 tableaux et graphiques, et les effets qui se sont manifestés quant anx
Icnguenrs des racines sont illustrés par des photographies.

L’antalyse des résultats expérimcntaux permet de comstater que la germination des se-
mentces et la croissance des plentules sont stimulées par les ultra-scns dens des intervalles
de temps bien déterminés. Une expositicn de lengue durée aboutit A Pinhibiticn. Les causes
doivent étre recherchiées d'une part dans le phénomeéne de cavitation, d’autre part dans le
fait que les ultra-sons accélérent les processus enzymatiques. La différence entre U'effet de sti-
mulation des ultra-scits dans le traitement des semences desséchées et des semences inhibées
dans ’eau s’explique par I'absorpticn de 'ultra-scn dens les zcnes de gaz et par lesr éfractions
multiples des ultra-scns dans Uintéricur de la semence 4 structure non-hcmogéne.






STUDII ASUPRA MASURARII RADIATIILOR (U BOLOMETRE
METALICE ST CU SEMICONDUCTORIY

de
ERVIN DEZs0

In articolul de fata sc vor trata pe rind factorii ce influenfeazi sensi-
bilitatea bolometrului. Voi studia comparativ proprietitile optice si elec-
trice ale metalelor $i semiconductorilor pentru ca la sfirsit si se poatd
raspunde la intrebarea dacd se poate mdri sensibilitatea bolometrelor la
o alegere justd a  materialului ¢ 1a o misurare precisi.

1. Semnsibilitatea de radiatie.
Sgp="+— (U

IYie W, watt cantitatea de energie ce cade in timp de o secundd pe
suprafata bolometrului. O parte din aceasti energie se reflectd de supra-
fatd, alta se absoarbe $i a treia parte este transmisd prin bolometru mediului
exterior. Ffectul termic este produs de energia absorbiti.

Fxpresia energiei reflectate este

Wr =R W, )

unde R este coeficientul de reflexie determinat de indicele de refractie al
materialului. Valoarea indicelui de refractie in cazul metalelor gi semicon-
ductorilor este de naturid complexd. Fxpresia Iui este datd de relatia

N oo — 4k keste coeficientul de absorbtie.

Partea reald a indicelui de refractic este legatd de curentul de deplasare
cauzat de undele electromagnetice, partea complexd este conditionatd de
curentul de conducere. In general la metale, curentul de deplasare este
mic In comparatie cu cel de conducere, prin urmare @ 2 << k.

Aplicind legea 1ui Fresnel referitoare la cantitatea de radiatie reflec-
tatd cu Intrebuintarea indicelui de refractie complex, obtinem legea lui Beer :

R — ( AN - 1)'—’ e n— 12+ 2

(3
N -1 (n 4+ 1)2 4 A2

\
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8]

Pentru
B >>n R ~1.

La metale, coeficientul de reflexie In ultraviolet are o valoare mica.
in domeniul vizibil, valoarea lui variazi intre 50—989%,, pentru ca in in-
frarosu sd fie foarte apropiat de 1, de pildd la platind R = 91,59%, la nichel
R =91,99%, la lungimea de undd a = 4 microni.

Valoarea mare a coeficientului de reflexie a metalelor pure se dato-
reste conductivitdfii lor specifice mari, de ordinul de mairime 10° (ohm
cm) 7 = 10" u.CGS e.m. Din ecuatia lui Maxwell, facind aproximatiile
permise, obtinem

o\ . - o[ v\
o meae()
unde

v = frecventa radiafier

o == conductivitatea specificd In u CGS e.m.

La lungimi de undi de 1,5 microni platina si nichelul reflectd cca 809,
radiatie, absorbind numai 209, din ea.

Materialele bolometrice semiconductoare au o conductivitate de ordi-
nul

g o= 1071 —107" (ohm cm) ™! = 10> —10% u. CGS e. m.

prin urmare gi coeficientul de absorbfic & va fi mai mic. In tabelul ce ur-
meazd figureazd citeva date corespunzitoare radiafiilor cu lungimea de
undd de 1 micron (dupd T.S. Moss).

e

Denumires B Si Ge ‘ S¢ | PbS Zn S & In Sb
| i I . i
| | !
! n 3,2 3,6 3,09 3 ! 4,1 2,3 3,9 }
| k 0,5 25 | 2,5 1 T 02 |

In general, materialele semiconductoare folosite au » i & in jurul va-
lorilor n == 3 si & =1 pentru » = 1 1wicron. Folosind aceste date, din
legea lui Beer, rezulti R = 309, si 1 — R = 709%,. Se vede cd semicon-
ductorii absorb de 3,5 ori mai mult din energia incidentd decit metalele.
Pentru mdrirea absorbfiei s-a preconizat acoperirea superficiala a meta-
lelor cu un strat de oxid sau funingine. Procedeul n-a imbundtitit situatia,
pentru ¢ stratul depus absoarbe o mare parte din radiatie, insd este in
acelasi timp termoizolant. Pe de altd parte, acoperirea cu un strat de oxid
transformid metalul in semiconductor a cdrui sensibilitate scade conside-
rabil.

Dacd in domeniul vizibil semiconductorii absorb de 3,5 ori mai multda
energie din cea incidentd decit metalele, diferenta aceasta in infrarosu este
mult mai pronunfatdi. Astfel pentru lungimea de undd de 14 microni
Pt si Ni absoarbe numai 39, din radiatie, in aceleasi conditii, de pilda, borul
absoarbe 75%, din radiatie, adici de 25 de orli mai mult (pentru bor
B=201 n=3 deci R=25% la =14 microni).
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Dacd pe suprafatd cade o cantitate de energic W, si energia reflectatd
de suprafatd este

Wg == R - W,
atunci prin suprafata bolometrului va trece energia
W, = (1 —RW, )
Din aceasta la adincimea d vom avea
Wy = W, exp (—Kd) 6)

unde K == constanta de absorbtic.
Inseamni ci in stratul de grosime d s-a absorbit

Wa=W,—Wr=W, (1—exp(—K d)) =W (1—R)(1—exp(—~Kd)=W v (7)

0= (L= Rl —exp(—K-d)) ®)
Ni;*,hel 7, 1,79 Semiconductor np =3
by = 3,820 K - 529, hp=1; R = 309,
3-105 ¢m—1 l K= 2.10% cm—!
Wy 0,72 W, ‘ Wpe =038 W,
Wy = 0,28 W, ; Wp=07 1,
We =011 W, | Wy == 0,26 W,
W o= 017 W, W,=044 W,
ked =21

Incalzirea bolometrului fiind proportionala cu energia absorbitd W,
inseamnd cd bolometrul se incilzeste cu atit mai mult cu cit este mai mic
coeficientul de reflexie R si cu cit este mai mare produsul Kd. Valoarea
lni K depinde de coeficientul 4 de absorbtie

- k
K o= dm— 9
IS
Variatia AT do temperaturd a materialului iradiat este proportionald

cu energia absorbita W, si invers proportionald cu masa incalzitd, adica
cu grosimea stratului

d

AT oo L exp(Kd)

Tncilzirea depinde in marce madsurd si de pierderile de cildurd, pierderi
survenite mai ales prin conducere.

In practici se alege in asa fel grosimea d a bolometrului ca energia
absorbitd sd fie 509, din cea incidentd, iar energia reflectatd si cea trans-
misd sd fie cam cite 25—259 din W, Tabelul de mai sus ne aratd ci
aceste conditii pot fi satisficute numai de semiconductori.
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2 Incilzitrea bolometrului.

Suprafata bolometrului se incidlzeste sub influenta unei radiatii inci-
dente. Apare deci un gradient de temperaturd, ce determind un flux de
cildurd de la suprafatd spre centre.

O parte din energia absorbitd serveste incdlzirii bolometrului fnsusi,
far restul serveste incdlzirii mediului exterior. La o iradiere continua,
temperatura bolometrului creste exponengial pind la o valoare maxima,
pentru ca apoi si se stabileascid starea stafionard. In acest caz se stabi-
leste un echilibru intre energia absorbiti si cea transmisi mediulul exterior.

Procesul incilzirii este descris de ecuatia

W, — C2T . pas (11)
At
unde C este capacitatea termicad a intregului bolometru, iar P este pier-
derea de cildurd specificd in Watt/grad.
Solutia ecua';iei (11) este

. W t .
AT = 1— e‘ip(—— — tJ A1 —-exp(-———) (12%
P c P Lt
Incalzirea maximi dupd atingerca stirii stationare este
. Wy v
Al ma¥ ’P (].;}
T . o , s
Curba de Incalzire este caracterizatd de constanta de timp £, = —.
];

Dupd un timp ¢ = ¢, ncalzirea este de [1 —exp(—1) -7, = 63%7 0
-C si ¢y sint mai mari la semiconductori decit la metale.

Pierderile de calduri se datoresc radiatiei, convectie’ si conducerii
caldurii. Luind In considerare Incilzirea micd, AT < T; putem scric
pentru pierderea prin radiatie

Po=aed 4.7 (14}
unde as = 13,75 - 10712 watt/em?, grad? este radiatia specificd a corpului
negru; iar ¢ =1 — R este cocficientul de radiatic al materialului.

A estc suprafata bolometrului in cm?

In general, metalele si semiconductorii sint selectivi din punctul de
vedere al radiatiei, deci valoarea lui ¢ depinde de lungimea de undd. In
plus, semiconductorii se abat mai mult de la legile corpurilor radiante ce-
nusii, pierderca de radiatie fiind mai mare decit in cazul metalelor.

Pierderea prin convectie

I)C == (lcz‘i

unde a este coeficientul de convectie variabil, ce depinde in mare misurd
s1 de suprafata A.

Pierderile prin conducere sint cauzate de firele conductoare si de su-
porturile bolometrului. Ele sint date de expresia

P.owad {16)

T ¢
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o

Sensibilitatea este mult influentati de materialul suportului Kono-
zen ko ficind misurdtori in acest sens, a stabilit ci In conditii analoage,
variind materialul suportului, sensibilitatea se schimbai.

Suport | sticla Din cuart Fari suport

i
Sensibilitatea I 585 ] 705 1210 V/W

Din tabel se vede cd sensibilitatea bolometrului fird suport este de
doud ori mai mare ca In cazul unui suport din sticli.

Pierderile prin conducere In cazul semiconductorilor sint mai mici
decit la metale, datoritd conductibilitdtii lor termice mici, insi pierderile
prin radiatie sint mai mari la semiconductori. Global pierderile sint apro-
ximativ de acelasi ordin de mirime atit la semiconductori, cit sila metale.

Stabilindu-se starea stationard, temperatura maximd a bolometrului
va fi:

W4 Wy 1 Wyl — R)(1 — exp(—Kd)) (17)

Tps = ——t W = =)

P 4 Py 4+ Py A 4aeT3 4 ac + ay P

Sensibilitatea de radiatie : Sg 5%’[. este
- este
Sg = (1— R)(1 —Pexp(~K-@7 (18)

unde se stabilesc urmitoarele valori aproximative :

radiatia : dael3 1073 watt/cm?, grad
convectie : a, 2.104 —,, —
conducere : a, 3.1072 — ,, — (suport din sticlj)

Se vede cd pierderile cele mai mari sint cele prin conducere.

3. Coeficientul termic al rezistentei (CTR).

__ AR
s = aR 19
= 12— R, (19)
Rezistenta metalelor poate fi considerat constanti la o variafie de
temperaturd mici. In general, variatia rezistentei este de o = 0,49, /grad,
iar pentru materialele feromagnetice « = 0,6%/grad.
La semiconductori cu reteaua atomicd, conductia specificd este :

AE ¢
G = 6, eXp (—ZkT) (20)

6, este o constantd, AF energia de disociatie a electronului, 2 este
numirul lui Boltzmann.

Ine=Ing, —== — ' (20 a)
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Prin urmare, reprezentind dependenta conductiei specifice de tempe-

. o . 1 . . . o
raturd, in coordonate logaritmice, ca functie de —, obtinem o linie dreapta.
T

In fig. 1 este reprezentatd variafia lui o pentru Cu,O pur si cu surplus

de oxigen.

Un mare avantaj al bolometrelor cu semiconductori este cd la acestea
conductia specificd variazd cu 3—5% grad, fiind de zece ori mai mare

ca la metale.

7 (10%6) Bolometrele fiind Intrebuintate Intr-o zond
ingustd de temperaturd, se poate utiliza cu
]8 o f buni aproximatie dependenta liniard
6 1\
4 ~~ AR = 22T R, (21)
2t ’\o\\\o\
3 ; . . . .
0 | T 5 unde «este coeficientul termic al rezistentei, po-
2, zitiv la metale si negativ la semiconductori
i AR s
; , - (22)
-8 ! ]ll _l 1 Rl
10
a7 Q2 93 7% 4. Sensibilitatea de circuit.
"1y A
- AU
§, = (23)
Fig. 1. Variatia conductivi- AR

tatiispecifice a Cu,0 In functie
de temperatura

]

Variatia AR a rezistentei bolometrului nu
se poate mésura pe cale directi. Dacd legdm
un bolometru cdruia ii variazd rezistenta la o

1. Cu,0 pur. ‘ sursi de tensiune U, intensitatea circuitului va
2. Cu surplus medioeru de  (qrig cu valoarea
oxigexn.
3. Cu mare surplus de oxi- U I AR
gen. Al = L (24)
Ro Ro +AR R?

I.a o variatie de temperaturd de un grad, procentul de variatie a
intensitdtii ar fi de ordinul unei miimi, ceea ce nu se poate aproxima nici
cu instrumente foarte sensibile. De aceea bolometrele se introduc intot-
deauna folosind montaje in punte. Datoritd mésurdtorilor bolometrice
s-a perfecyionat metoda mésurarii deviatiilor, contrar cu metoda obisnuitd

de aducere la zero.

Inci de la inceputul secolului nostru, diferiti
cercetitori au cidutat montajul In punte cel mai
potrivit pentru obtinerea unei sensibilitdfi cit se
poate de mari. Fig. 2 indici montajul cel mai utilizat.

Sursa de tensiune U produce la bolometrul de
rezistentd R, cdderea de tensiune U

,,,,,,,,,,, - (25) Tig. 2. Circuitul obis-

nuit de bolometru.
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In urma iradierii, rezistenta bolometrului va varia cu AR si variafia
tensiunii pe diagonald va avea valoarea

RAR

AU = {7 (26)
(1) 4+ Ry)?
sensibilitatea de circuit :
S 7= AU == {J _,Wiez,, (27)
R AR (R, + Ry
Insa
AR = Ry 2AT

si

AU ey PRy (28)

AT (R4t Ry
De cele mai multe ori se foloseste montajul simetric unde R, = R,. In
, 1,y g
acest caz AU = - U-aAT,
t

Ia o alti alegere, de exemplu R, == 2K, sensibilitatea va varia. Astfel

- 1 - . 9 — s s . ,
cocficientul — = 259, devine = -« 2259, diferenta fiind de 109,.
4 ) 9 '

iste interesant de amintit ¢i aproape toti autoril care au lucrat in
aceastd directie au primit rezultate diferite pentru valoareca maximi a
sensibilitdfii, pentru c¢d au pornit de la premise diferite.

Tste clar cd solutia cea mai sensibild ar fi dati de o punte total sime-
tricd, punte a cirei brate si aibd aceeasi rezisten{di, ceea ce practic nu
este posibil. Dacd rezistenta bolometrelor metalice este micd, bolometrele
cu semiconductori au o rezistentd de ordinul megaohmilor. In plus i
rezistenta sursei si a galvanometrului variazd intre anumite limite. Metoda
ar putea fi aplicatd numai in cazul concret in care cunoastem citeva rezis-
tente, determinindu-le pe celelalte prin calcul. Sensibilitatea galvanome-
trului este

Ag!
S == =T 29
= 29)

In cazul bolometrelor cu semiconductori se lucreazi de obicei cu surse
de frecventd acusticd, puntea fiind legatd la instrumentul de mdisurd, prin
intermediul unui amplificator. - Sche-
ma de conexiune este datd in fig. 3.
Avantajele Intrebuintdrii curentulul
alternativ constau in mirimea sensi-
bilitdfii s$i micsorarea pragului de
sensihilitate.

Compararea sensibilitatii bolome-
trelor se face de obicel cu urmitoarea
formulit empirica ;

T ig. 3. Circuitul obignuit de la un bolome-
tru cumare rezistenta.
v 1. Amplificator.
Z oc o — (30) 2. Oscilograf catodic.
A 3. Voltmeru catodic.

8 - Bubes- Bolyai: Mathematica-Physica 2/1963
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iar dupd socotelile noastre :

p ‘ TARANU . . ~
/= :_3_0, = :\—_j: é_“\ A ,Aj‘? - S, .8, . SC . ~\g (; 1)
W, Wo AT AR AU

luate In considerare proprietdtile optice si termice ale materialului bolo-
metric. Din formuld, pe baza tabelelor date in text, rezultd cd sensibili-
tatea bolometrelor cu semiconductori este mai mare ca a celor metalice.

Pragul sensibilitdafii este determinat de mai mulfi factori. Astfel vari-
atii mici de tensiune, de radiafie sau chiar fluctuatii termice schimba sen-
sibilitatea. In cazul bolometrelor cu semiconductor influenteazi sensibi-
litatea si tensiunile termoelectrice mari. Pragul de 10 71*H este luat con-
siderind toate fluctuatiile amintite. Cunoscind aceasta limitd, se vede
usor cd prin metode bolometrice se pot mésura usor radiatia emisd de
liniile spectrale din domeniul de infrarosu, acestea fiind de ordinul 1077
Watt. Bolometrele pot mdsura variatii de temperaturd de 1077 grade.

5 Concluwxii.

1. La dimensionarea bolometrelor trebule sd se tind cont de criterii
optice, termice si electrice.

2. Materialul bolometric ales trebuie sa aibd urmitoarcle proprietiti :

a) coeficientul de reflexie mic ;

b) coeficientul de absorbtic in regiunea de infrarosu cit se poate de
mic ; )

¢) conductibilitatea electrica si termicd micd ;

d) grosimea bolometrului astfel aleasd ca radiatia absorbitd sa consti-
tuie 509, din cea incidentai.

3. Bolemetrele cu semiconductori au urmatoarele avantaje fati de
cele metalice :

a) au in regiunea vizibild coeficientul de reflexie de 2,5 ori mai mic ;

b} coeficientul lor de absorbtie este de 3 ori mai mic;

¢) coeficientul termic este de 10 ori mai mare.

4. Dezavantajul bolometrelor cu semiconductori consta in:

a) tensiunea termoeclectricd mare ;

b) capacitate termicd mare ;

¢) niveiul de zgomot mare.

Remarcdm o atenuarce a dezavantajelor prin intrebuingarea curentului
alternativ.

5. Bolometrele nu sint detectoare independente de lungimea de undad
a radiatiei, pentru ci proprietatile optice ale materialului bolometric sint
conditionate de lungimea de undi. Prin urmare, bolometrul trebuie ,,acor-
dat” cu sursa de radiatie pentru a obtine sensibilitatea maximi. De aceea
prezintd o deosebitd importantd studiul proprietdtilor optice a semiconduc-
torilor, studiu abordat recent.
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HCCIEJNOBAHHWUE USMEPEHMS M3JYUEHWN IIPH TNMOMOIM METAJNJIMUE-
CKHUX H TIOJYTIIPOBOIHHUKOBBIX BOJOMETPOB

(Peswwve)

Jlaunas cTaTes NPOH3BOAHT CPABHHTEABLHOE H3YUCHHE METANIHUECKHX  H  HOJdY-
HPOBOAHHKOBBIX GOJOMETPOR YCTAHABJIHBAA, UTO, BOOOGILE, HX UYBCTBHTEILHOCTB 34BHCHT
OT ONTHUECKHX, TePMHYECKHX H 3/eKTPHUECKHX CBOHCTB G0TOMETPHUECKOTO MaTepHana I or
NPAaBHALHOTO OnpejeleH s pasmepoB GoJoverpa.

UypeTBHTeIbHOCTL  60J0METPE  ONpPEJCIeHa HEKOTOPBIMH (hakTOpaMH, a HMEHHO!
HYRCTBHTEbLHOCTBIO H3JAYUEHNA, ETLI0 H3MepHTEIbHOro npufopad, Kak H TenJosbh Koaddu-
ILHEHTOM COTIPOTHIVIEHLS.

Jlannas paGora nayuaer yHOMSIHYTHIC (AKTOPHl NOKa3biBasi, YTO He yuWTaHHas 10
HaCTOsILler0 BPEMEHH UYBCTBHTELHOCTH H3JYUeHHS Hrpaer pemalomylo poan. Tagxe, nis
TIOJIYUeHHSI MAKCHMATLHON UYBCTBHTENLHOCTH, CJejyeT BbOpaTh TaxkHMm o6pasoM TOJALLHHY
GONOMETPHYECKOTO CJIOSH, 4TOGB NOMMOIMEHKRAS 3HEPTHs cocTawvasyia 50 °, H3 HHUHAEHTHOM
IHEPTHH.

[MpeumymecTBa ynorpeCaeHHs: NOJAYVAPOBOAHHKOB B KauecTre 60/J10METPHUECKOrO
MarepHana caeaviouliie: Maabli KO3((HUHENT OoTpaeHHs, (CoJBIOe VIMbHOC CONPOTHB-
aenne W Boabwoll TenaoBoil xkosdduHENT.

Ha ocrose 5THX $HakTOPOB, NPH NPaBIIBLHOM ONpeAETekHH Pa3MepoOB, MOKHO A0CTHYD
UYBCTBHT@NILHOCTH, TIPeBOCXOAsleli YYyBCTBHTEILHOCTL METALIHUCCKHX OOJOMETPOB.

Hepoctatki nonynpoBOAHHKOBEIX GOJOMETPOB COCTOST B GOJBUIOM TEPMOSJIEKTPH-
HeCKOM HanpsmeHHH H B GOABIIOM YPORHE MyMa, KOTOPBIL MoXKeT 6biTh 3aTylleH, ynorpebasa
MOCTHKOBYIO CXEMY I[epeMeHHOro Tokxa.

3arpoHyToe JUILL B NCCJAHIE TPH ToJda H3YUEHHE ONTHUCCKITX CBOMCTB NOJYNPOBOI-
HHKOR 3a3KOHUYHTCS, KOHeUHO, 3HAUHTEJLHDIMH pesyvabTarantt.
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FTUDE DE I,A MESURE DES RADIATIONS A I’AIDE DE BOLOMETRES METALLI-
QUES ET A SEMI-CONDUCTEURS

(Résum é)

Le présent article étudie comparativement les bolométres métalliques et & semi-conduc-
teurs et démontre que, en général, leur sensibilité dépend des propriétés optigues, thermiques
et électriques du matériel bolométrique et de la justesse des dimensions du bolométre.

La sensibilité du bolométre est déterminée par plusicurs facteurs, a savoir : la sensibilité
de radiation, de circuit, de linstrument de mesure, ainsi que du coefficient thermique de
la résistance.

I auteur de larticle étudie successivement les facteurs cités, montrant qu: la seusibi-
lité de radiation, qui n’a pas été prise en considération jusqu’ici, joue un role décisif. De méme
’épaisseur de la couche bolométrique, pour obtenir une sensibilité maxima, doit étre telle que
Vénergie absorbée constitue 50% de 1'énergic incidente.

Les avaatages de 'emploi de semi-conducteurs comme matériel bolométrique sont les
suivants : faible coefficient de réflexion, grande résistance spécifique et haut coefficient ther-
mique de la résistance. Grdce a des dimensions justes établies d’aprés ces facteurs, on peut
atteindre une sensibilité supérieure a celle des bolométres métalliques.

Les désavantages des bolométres & semi-conducteurs proviennent : de la grande tension
thermoélectrique et du bruit considérable, lequel peut d’ailleurs étre atténué en employant
le montage en pont de courant alternatif.

L'étude des propri¢tés optiques des semi-conducteurs, abordée 4 peine depuis les trois
derniéres anndées, ne manquera pas de donner des résultats importants.



ASUPRA ECUATIEI DE DISPERSIE A UNUI FLUID VISCOS, CU
CONDUCTIVITATE ELECTRICA FINITA, IN MISCARE DE ROTATIE
UNIFORMA

de
MIRCEA VASIU

Lucrare comunicatd la Colocviul de mecanica fluideloy tinut la Brasov in 23. X. 1961 — 28.X. 1961

1. Introducere.

In lucrarea de fatd ne propunem si stabilim ecuatia de dispersie pen-
tru un fluid viscos, compresibil, total ionizat, ce este supus la ac’;lunea
unui cimp nmunetlc uniform si la acfiunea propriului sdu cimp gravita-
tional. Fluidul se considerd ca un mediu omogen si infinit, cu o conducti-
vitate electricad finitd, mediul respectiv fiind animat in acelasi timp de o
migcare de rotatie uniformai.

Problema stabilirii ecuatiei de dispersie are o deosebitd importanfi

pentru studiul criteriului de instabilitate magnetogravitationald a unui
mediu fluid conductor.
Astfel de probleme au fost studiate de mai mulfi autori, dintre care men-
tiondm pe: Chandrasekhar i Fermi {17, Chandrasek-
har [2], Severnii 3), Pacholczyk si Stoddlkiewicz
(41, [5.

Pacholeczyk si Stoddlkiewicz, pe a ciror lucrare ne vom |
baza, s-au ocupat de stabilirea ecuatiei de dispersie si de criteriul de insta-
bilitate magnetogravitationald in cazul unui mediu fluid infinit i omogen,
in migcare de rotatie uniforma.

Acesti autori au studiat doud cazuri particulare : 1. fluidul neviscos
cu conductivitate electricd finitd si 2. fluidul viscos cu conductivitate
electrica infinitd.

Am considerat util s§ ne ocupim de aceeasi problemi, in cazul unui
fluid viscos compresibil, total iomizat, cu conductivitate electricd finitd
si prin aceasta, sd ddm o interpretare unitard a rezultatelor obiinute de
autorii citati $i totodatd sd generalizam aceste rezultate.

In aceastd lucrare, mediul fluid il considerim in miscare de rotatie
uniformd, neglijind curentul de deplasare electricad (vezi Anexa) procesele
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de conductibibilitate termicd si de transfer de radiatie din interiorul flui-
dului. Variatiile de temperaturd din interiorul mediului le considerdm atit
de mici, incit densitatea, respectiv viscozitatea sa nu depind de tempera-
turd. In acest caz vom considera mediul respectiv ca fiind izotermic.

CAPITOLUL TI.

2. Bcuatiile fundamentale.

Atunci ecuafiile magnetohidrodinamice, raportate la un sistem de
referintd ce se roteste solidar cu fluidul, care guverneazi fenomenele fizice
din interiorul mediului, In rotatie uniformi, cu proprietitile fizice enungate
in introducere, sint de forma [4]:

-
dv 1 .1 e Y .o ) 1
= = —o-grad p + —rot HXH +vAv + —grad (div v) +a,+ grad'¥; (1)
dt ¢ 4mp 3
w == 1.
.+
oH -> Ind - 62 )
- == r()t<v><H)+vaH; Vi = — | G;Z‘f—f_—oo (2)
at 4no
cu conditia :
. -
divH =0 (3)
Feuatia continuitdtii, pentru fluidul considerat, este de forma :
a .
e div(en} = 0 (4)
it
sl respectiv, ecuatia lui Poisson :
AW 4 Ao == 0 )
TLegitura dintre presiune si densitate este data de relatia :
p= 1o Vie o, (6)

Yo

-
unde in ecuatiile (1) — (6) 9 reprezintd vectorul vitezd liniard de rotatic
al unui element de fluid; ¢ — densitatea fluidului; p — presiunea sa;

-
 — permeabilitateca magneticd a fluidului; H — vectorul inteunsitate cimp
magnetic ; v — coeficientul de viscozitate cinematicd a mediului respectiv ;
> -+ ->
a, = — 2v X ) acceleratia lui Coriolis ; W — potentialul gravitational ;
v, — cocficientul de viscozitate magneticd ; ¢ — coeficientul de conducti-
vitate electricd al fluidului, A — operatorul lui Laplace; G — constanta
gravitationala ; FV,; — viteza sunetului In cazul proceselor de tip izotermic
¢ — viteza luminii In vid. Deoarece sistemul ecuatii diferentiale cu derivate
partiale (1 — (2) este neliniar, pentru a-l liniariza, vom utiliza metoda
micilor perturbatii, limitindu-ne la cazul aproximatiei de ordinul intii
Considerim c¢id starea stationard a mediului respectiv este definitd
-
de marimile constante H,, vy, p,. g, 51 ¥, Admitem apoi ¢4, In urma mis-

b
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carii plasmel, starea initiald este modificatd prin suprapunerea unor mici
- -

perturbatii, caracterizate de mirimile %, u, 8,50 si W, astfel cd in calcule

vom uneglija patratele $i produsele micilor perturbatii. Vom avea satis-

facute urmitoarele expresii [47:

- -

H— Hy+ @)
=N - - ~

V= vy b= vy = 0 . (3)
p= Po + 37‘7 ( )
o = pg + 8¢ (10)
¥ =¥, + 5 (11)

Inlocuind expresiile (7) — (11) in ecuatiile (1) — (6), obtinem urma-
torul sistem de ecuatii diferentiale liniare, cu derivate partiale :

-
>

Po a: == —grad (8p) + :mt B Ho 4 2601 Q + p grad (%) + voodu +

. 12

+ YE" grad div # 1)

5
unde Q este vectorul vitezd unghiulard al unei particule de fluid, in mis-
care de rotatie uniformad,

&n _ ([—}0 cgrad)y — Hgdiv o -+ v, Ak (13)
at
div h == (14)
-

2 (Be) dogedivia =0 (15)

at
AB3Y) = — dnG(dg) (16)
8p = Vide 17)

Vom introduce sistemul cartezian de axe de coordonate O?cy~ si considerdm
¢d vectorul intensitate clmp magnetic in stare stationard H(, are compo-

nentele : Hy, = 0; Hy, $i H,, Mirimile fizice perturbatoare h u 3 si
SY le considerim functii de timp $i de coordonata z:

B bt o)
; == u(t, 2) (18)
Se — delt, 2|

S = SW( 1, )
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In acest caz ecuatiile (12) — (16), tinind seama de (17), devine :

<] H, 3k FLN
Hr 0 TRr 20,Q, + 20, Q, — v ul =0
at 4np, 9z z
j Hos &h 32y
Ty 2 T —20,Q + 2043 Q, — v —= 0 (19)
9t 4, 0z 972
. 4w, | Viade)  a(d
us | Hoy Bhv__ 20,8, + 20,Q, — — R . 200 o3¢ _
at 4rp, 8z 3 0z PR 5 8z
8k, Suy &2y .
: '—HOz - Vo ﬁ‘ff =0
at dz az2 (20)
Buy Su, 3%hy )
Y H Ha, 2y, P
&t o + Y I ” s

Faptul cd k,=0 se poate demonstra in felul urmator : din ecuatia (13)
vom obtine pentru componenta #, ecuatia diferentiald scalard :

8hy Su, Ay 3%y
Lt H -+ Hy—2— v, =0 21
at o 8z v 8z 8% ( )
A . - e d .
si conform ecuatiei (3), {inind seama de faptul ca h = h(t, z), rezultd :
2 z
o s respectiv Fh: _ g (22)
6z 822

astfel cd ecuatia (21) se reduce la counditia :
LY
=0
at
adicd componenta ki, a cimpului magnetic perturbator nu depinde de coor-
donata z gi de timp, fiind o constantd care se ia egala cu zero.
Ecuatia continuitdtii (15) $i ecuatia lui Poisson (16) devine :

TN 23)
. at 8z
i 6?)_4’) + 4nGdp = 0 (24)

CAPITOLUL II.
3. Cazul perturbatiilor subformaundelor periodice.

S& considerdm solutiile sistemului de ecuatii (19), (20), (23) ¢ (24)
de forma unor unde plane monocromatice :

- -
o= gt tel e

g -
]Z e /}(‘(”(mt'f‘k-i} (25)
3; = ((“)p)(}tai(ml+k,23
oW = (?;‘If)()(?"{mt%k.:)
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Ui

- -

Aceasta fnseamnd cd mdérimile perturbatoare u, 4, 8p i 3V se propagd
sub forma unor unde plane monocromatice cu pulsatia @ de-a lungul axei Oz.

-+ >
In (25) am notat prin u,, 4, ,(8p)e, (8¥), amplitudinile undelor plane
. .. . . . 2r %

corespunzitoare perturbatiilor respective, iar prin % = T_numarul de
und3.

Inlocuind solutiile (25) in sistemul de ecuatii (19), (20), (23) si (24),

vom obtine urmitorul sistem de ecuatii algebrice pentru amplitudinile
undelor mirimilor perturbatoare :

. H,, . .
a). oy — p % {Rhgs — 210y Qy + 2060, Q) + vE2045, = 0

TPo
b). iwtg, — f_‘& ikhg, — 211, Uy + 21092 Q, + vE2sg, = 0 (26)
217~ .
%3
<). ittt f"y kB gy— 21002 Q)+ 2100, Qs %vkzuw—{— L iR(8p) g — ik(SW)y = O
TPo . Po

a). iwhgy — Ho, ikttge + Vo K2hgx = 0

: : (27)
b). iwhy, — Hy, thug, + Hgy thitg,+ v, k2o, = 0
) o(3p)g -+ pokite, = 0 (28)
51
— (W) + 4nG(8p)y = 0 (29)
Din ecuatiile (28) si (29) obtinem :
k
(3p)o = — o Polbos (30)
(3W)o— dnG P¥lo 4G (31)
k2 ko
iar din (26) :
M e gy, 0 Qy)
iy 1o+ M O B ©2)
Hox == - ;
it b vk
sau
8rpaw
hov 0 + o (ugy Qz — Ugz Qy)
Hor = RH ¢ V 0 ikH 7 - (32,)
dmpo0 Vo
o+ o k?
1
Vom introduce notatiile
Qp = MHoe oy o My
V4"Po \/47‘9o (33)

QF = vk2; Qf = v,k
QF = Vi —4k2 nGo,
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Si substituim formulele (30), (31) si (32') in ecuatiile (26,), (26,) (27,)

si (27;). Obtinem :
Hﬂzk —H, 5 . H()z/f
2 (4w Brgy—2100,(2y -2 —=-2 47
V4Ttpo ( 90) oy 0 m 0)( pﬂ)
8mpem (34)

r/,

Togy—1

Bgr > + wugy Qs — tg Qy)
0¥ ikH oz (45 0% B4y ‘ .
. - &2: - vk ’M/oy:O
v
o+ k%
? =
5 Smpew (1,02 a )“
oy & Hoyler — Mgadly
. Hyy . Hyk ihH oz )
LoUg — p 0t hhg,—2 : 2 o Q, + 2uy, Q, +
T Pq TRy * @ @ - l k2
i (35)
4 Vi e
4 S kg — i —RPug - 1 it == 0
3 © [0}
A i 8Tggt gy Q)
2 w — (ugp8d; — U L2y
. CH:- k2 0¥ b H . 0ynéz [Tl .
Lok, -— 1 - e | 4 VR = 0 (36)
47py o v
w -+ k2
i
twhyy, — 1H kg, + 1Hykitg, + k%, = 0 (37)

Vom inmulfi ecuatia (34) cu factorul -7, ecuatiile (33) si (36) cu factorul
—iw, ecuatia (37) cu factorul 7 si vom tine seama de notatiile (33). In
acest fel sistemul de ecuatii algebrice objinut poate fi pus sub forma :

8o
L (1_, 1, P :‘k”;ﬁ”" (“0\‘92‘—‘ 11029,\')

Oty — (Ampg) " Qahy, — 200 QTR Hor e e Q, —

© Qr Q7

o w4 -

i i
(38)

— e QL — Q] tgy= 0

(reg) ' hoso

W g+ w(dpy) ' Qphy— — 1w Q; g, — 270 Py, Q,—Qy -
3 I ) Q
( ©TT
1
Smoam ) 39
; i,g, (toy de — 149202 )) I (39)
o e 5 Q' — Qg = 0
Q; i
o J
%
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S7egw
i hgy i'/’_f}—r (140582 - -“MQ}‘)
Wt — oy g, — Q4] " - T —0 10
( I\) 0x { QZ Q‘j ( )
@ o -+ T
. ? 1 3
Y, N ) .
(47c00) . Qy ugy — (47’:90)1 *Qp g, + (1Q§e — @)hgy = 0 (41)

Sa ordonam in ecuatiile (38) — (41) termenii In ug,, 1y, s 51 Agy in
mod convenabil :

97 -,
((0 —iQ; m—};— ilz} oy + { Q0,2 Q,)um _ Zimey) 7 Qafd: hox

K2
~ (rpe) Al gy = 0 (42)
. 2 | s : 4 . 2 :
— Y (sz, i gzyszz) g [0 — Qf — i —4 2 2 ) thoy +

+ 211&) 442, (47g) " hox = o(dmo,) " Qp hoy = 0 (43)
¢l
2i y 2 R 2
1:": (dmp0) 2 Qg Qs — I’” (dmp )" £2A£2y1t02—~;-( w? — 7wy — ;L»:—?—Sl_,,}hux = () (44)
s
(700) # Dty — (Arep0) 1 Qpit,, + (1Q% — w)hyy == 0 (45)
unde am pus
Q)
K? = o+ — (46)

i

Sistemul de ecuafii (42)-—(45) generalizeaza ecuatiile obfinute de cdtre
Pacholezvk si Stodélkiewicz.

4. Ecuatia de dispersie pentru caznul partiecular:

Q=0 =0 Q =Q.

-
Vom presupune ci vectorul vitezd unghiulard Q este perpendicular
pe planul vOz si rotatia mediului fluid se face in jurul axei Ox, astfel ca :

Q, = Q. =0 (47)
si
Q= Q (48)
Atunci sistemul de ecuatii (42)-—(45) devine :
(e h—’iQ,) 4+ 20, — (dmp,) Vb, e O (49)
— 20iQu,, - ((;;3‘(2,~~f—i(o$21Ju T w(dnpy) Ve Qph, =0 (50)
’ 3
(mz O — Qi) Trox = 0 (51)
K?
si

(470p) s Qgttyy, — (brpe) Qptty+ Q% — )y — 0 (52)
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In cazul particular considerat, sistemul de ecuafii (49)—(52) admite
solutii nebanale, dacd determinantul coeficientilor marimilor w,, #,, #h,«
si h,, este nul, adicd :

o —iQf 2/Q 0 — (dmpy) Q-
—2i0Q - Q) — :mgi 0 (dmpg) 0 Qp
=0 (53)
0 0 2 iwQp — 2 QF 0
O [XO195% o A
(4mpg) "Qy  — (4mpg) "Qp 0 ik — o
de unde rezulti :
L w—iQFf 2iQ —(47pg) Q2
. . . ; 4. 1
(0)2 —i0Qf — % Qf;) — 20Q w2—Q)— ;zwﬂi w(drngy) Qg =0 (54)
| (A7mpg) Q. —(dmeq) Q2 i — o
respectiv :
wzwi(oﬂi—~%§2i: 0 (55)
$i
lw — 1QF 21Q — (dmpg) T Q4
4 . a
—2ieQ o — Qi = i0QL o(ing,) Qp|= 0 (563
[(47p0) " (e Qo |

Dezvoltind determinantul, obfinem urmitoarea ecuatie algebrica :
ot | Q4 O3} oF Q4 + Q) + Q5+ 402+ F 034 T 05 Q)+
+ m{gi OF 1+ 102 Q2 4 %Qi Q-+ ;‘ Q2O+ QL QL Q)+ (7)
+ Q5 Q4+ Q%00 =0
Tinind scama de (46) ecuatia (7)) se mai poate scrie si sub forma :
©? — Q% Q) 0o— (QF 07+ Q) =0 (58)
Facind schimbarea de variabild

(=10 (59)
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ecuatia (b7) devine :

G g (it S0k

Q% Q34 Qi+ 402 4 m(é Q%+ 3 sﬁe]]+

N +Q305 =0  (60)

Q% (Q4+ 402) + OF (i 0% Q%+ i_ Q4+ QF & Qé)

w

unde
Wi = Qi + Qf Qf (61)
Ecuatia (60) constituic ecuatia de dispersie cdutatdé de noi si generali-

zeazd ecuatia de dispersie obfinutd de cdtre Pacholczyk si Stodolkiewicz
pentru anumite cazuri particulare.

5. Cazuri particulare,

In continuare ne vom ocupa de cele doud cazuri particulare studiate
<de citre Pacholeczyk i Stoddlkiewicz in lucrarea citatd. Intr-adevir :

. . o . 2 < . T~

1% Cazul fluidului viscos (v =7 0; Q) 52 0), cu conductivitate electrici
. .. 2 a . . . I
infinit de mare (6 = 4+o00; Q) =0), in miscare de rotatie uniformi.
In acest caz ecuatiile (38) si (60) devin :

0 — i QO — Q5= 0 (62)

st
Gt 04 12(92 4 QF 4+ QF + 407 4 § Qi | + :( 0 Q3+ Q10%
+ : Qigi) Q=0 (63)

Regisim astfel ecuatiile stabilite de Pacholezyk si Stoddlkiewicz pentru
acest caz particular.

20 Cazul fluidului neviscos (v = 0; Qf =0), cu conductivitate elec-
tricd finitd (6 2£ 4+00; Q%:£0), in miscare de rotatie uniforma.

In acest caz ecuatiile (58) si (60) devin :

0 — (0 — Q5 =0 (64)

si
U D%+ B(QE+ QF + QF 1402 4 Q% Q7+ 4020%) + Q4Q7 =0 (65)

Se regasesc astfel ecuatiile stabilite de citre acesti autori pentru acest
caz particular.

Intr-o lucrare viitoare ne vom ocupa de problema stabilirii criteriului
de instabilitate magnetogravitationald a aceluiagi fluid.

Multumesc prof. Dr. Mircea Driganu pentru unele observatii si sugestii
date in legaturd cu aceastd lucrare.
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ANLEX A

ASUPRA ECUATIEI DE DISPERSIE A UNUT FLUID VISCOS COMPRESIBIL, CU
9()DUCTIVITA’IEA ELECTRICK INFINITA, IN MISCARE DE ROTATIE UNIFORACX,
IN PREZENTA CURENTULUI DE DEPLASARE ELECTRICA.

I.ITntroducere

In lucrarea de mai sus ne-am ocupat de problema stabilirii ecuatiei
de dispersie pentru un mediu fluid viscos compresibil, infinit $i omogen,
total ionizat, cu conductivitate electrica finitd, fluidul fiind animat de o
miscare de rotatie uniformd. Printre supozitiile simplificatoare ficute a
fost si aceea referitoare la neglijarea curentului de deplasare electricd din
interiorul mediului considerat.

In cele ce urmeazi vom stabili ccuatia de dispersie pentru un fluid
viscos compresibil, infinit $i omogen, total ionizat, cu conductivitate elec-
tricd infinitd, in prezenta curentului de deplasare clectricd, fluidul fiind
animat de o miscare de rotatie uniformd. Fluidul conductor este supus
atit actiunii unui chinp magnetic uniform, clt si actiunii propriului sau
cimp gravitational. Pentru simplificarea problemei vom neglija forta elec-
tricd, procesele de conductibilitate termica si de transfer de radiatie din
interiorul mediului. De asemenea presupunem cd viscozitatea fluidului nu
depinde de temperaturd si transformdirile termodinamice ce au loc in inte-
riorul sdu le consideram de tip izotermic.

2. Bcuatiile fundamentale liniarizate.

In baza consideratiilor facute mai sus si daci admitem ca in interiorul
mediului conductor apar mici perturbatii, sistemul de ecuatii magnetohi-
dr. dinamice liniarizate este de forma

a: : 3 ! n i L1 O QU ! K - ]
= — —grad (3p) + - rot h X Hy+ (2o X Q) +grad(d¥) -+ v +
a8l 8o 4, 0o
> T (1)
2 grad divoag 1k H,
3 dmp, 87
Se -
o %) + op div o == 0 2)
ot
- . .
” .
;;— =rot (0 X Hy) (3)
-
divh =0 (4)
-5 - .
SE = — " X H, (5)
2
ABY) = —ArG3s (6)
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-
unde © reprezintd perturbatia vectorului vitezd ; s, — densitatea fluidulud
pentru starea de echilibru; 8p == perturbatia presiunii din interiorul flu-
—
idului; 3% — perturbatia potentialului gravitational : # — perturbatia vec-

torului intensitate cimp magnetic; H, — vectorul intensitate cimp mag-

netic pentru starea de echilibru a fluidului conductor ; 815 = perturbatia
vectorulul intensitate cimp electric: 3o —— perturbatia densitdtii fluidului,
-
G — constanta gravitationala; a, = - ‘.’7: X &3 — acceleratia Coriolis (in ecu-
atiile de mai sus am considerat permitivitatea mediului si permeabilitatea
sa magnetica ca fiind egale cu unitatea).
Vom introduce sistemul cartestan de axe de coordonate.
Presupunem cd vectorul intensitate cimp magnetic in starea de echi-

-
libru H, este o mirinie constantd s are componentele

-+ -

Hy = H(0. H, H, (2)

- 5 > >
far marimile vectoriale 7, /, 3E si Q au componentele

- -

1= aeliey, oy, i)

-~ -

b= hihe h,, h,)

- -

SE - SE(SE. SE, 3E)
Q= QQ, 0,0)

-> >
unde %, /i, 8E reprezintd perturbatiile corespunzitoare vitezei, cimpului

-
magnetic si cimpului electric, iar Q — vectorul vitezi unghiulara.

3. Cazul perturbatijlorsub forma undelor plane monocromatice

Consideram c¢d perturbatiile se propagd de-a lungul axei Oz sub forma
unor unde plane monocromatice :

- -
1" o= “0 ei/mt‘ kvz;: 8\’:’ — (Sp’)n(u(wtr}-k-t}
- -
foo= iy eter ke
- -
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-+ -+
hos (8E)q; (8%)o; (3¢

. P 21 v - : A :
o este pulsatia undei, iar & = - este numirul de undd. Proiectind sistemul

>
unde 1, ; )o reprezintd amplitudinile perturbatiilor ;

de ecuatii diferentiale vectoriale (1)—(7) pe axele de coordonate cartesiene
si tinind seama de (10), rezultd urmaitoarele ecuatii algebrice :

10U, ‘—E’—k—h +ic—o—— (BE)oyH, — (SE):H, ] + vEu,s = 0
(27 47:90 ox 47\7905 L oy ozt yl T 0
iH i ) R
1 W,y —'ng—o-hoy T oy (3E)oxH, — 21,2, + VE?11,, = 0 W)
) iH
Ly, + ;47% Boy —+ . — (3E) ol + 2u,,Qr +
Vi . - 4
-+ ~;}—;’H@(Sp)o — iR(8Y), + 5 vk2,, = 0
w(8g), + gkt =0 (12)
whyy — kH 0, = 0 1 3
oh,y + RH o, — kH 1,y = 0 J (13)
(3E),y + - (1) H, — 1, H,) = 0
[
. 1
(8E)oy — — 1ty H, = 0 (14)
[
(3E)oy + - thoeH, = 0
[4
R2(3Y)g — 4nG(8p), = (15}

unde am considerat k, = 0, (valoare care rezultd din ecuatiile (3) si (4)).
Din ecuatiile (12), (13) si (15) obtinem mdrimile (39)g, #ox foy, (3¥)g

pe care Inlocuindu-le in ecuatiile (11) obtinem urmitorul sistem de ecuatii

algebrice pentru qmphtudlmle perturbatiilor referitoare la vitezd :

Ko

— Witz Uor— (uMH2 uaxH ) oA iR, = 0
TP 4o, €2
H k2 o2
— Oty F o (H gy H i) + — (4,5 H H — o H;) —
dmppw 4mp, c*
— 2010, Qy + ivR2,, = 0 (16)
Hyk? © )
— Oy ~— —— (H gy — Hytt,) — (—ttoy Hy H, + u,, Hy)+
4P oo dpg 2
- 2 - vk, L (VR — AnG
T 2‘“"?()" L g Tvk Uos T :;'( ik — im PO)“O: = 0
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Introducind notatiile

R R
Q= S Qe a.
1-30 ‘;"-‘;I\
QF = vi* b
L —= c2p2 C
Q) = 1R dmGgy d.

<1 ordonind termenii in ., 1/}‘ st in mod convenabil, rezulta
o

(v = w1 — @l TN —— QT Q1O iy, = 0

i

(—e -+ o Q% — Qe Q% Qi (0 T Q0 Q Q4 Qp -

+ 2Q e, = 0
(o 10 Oy 2+ Qe Qe+ 21001, — (0 — o105 +

232 4o 2
Q"0 — 10— (')"IS._).‘,)[[M = )

<

129

(18)

sistemul de ecuatii algebrice (18) admite solutii nebanale, daca deter-

minantul coeficientilor marimilor ., ny sio26, este nul, adicd

“© +m 1A o Qy —

wlc QA + )1Q +
L iQh w70, O
(vrfL (O] _li-)%‘] o (')Q).( Q(S‘!!I = £2;")-LZ£2;)J | :
: ) - 0 g
Y O Y o T O LI
T’ 27.Qt o

Q2 Q0
Introduchicd notatia
O - QA AQ5 - Q0
obtinem din (19} ecuatiile :

PRI POV O YR O TR § 5 § T |

WA i«s*sz';’,tszﬁ(* SR J‘ (.)2(9‘:’1
LOh 0 - b gzg'"’ﬂzﬁgzjy;-

+ msz}_(f‘ 04+ Q- szj) EOAOS 0

9 - Babes—Bolyai: Mathematica-Physica 2/1963

o 4. o
[0} 1.(.2/ T ISZ]V
’ 3

!

(20)

(21)
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Dact facem schimbarea de variabild

I=lw (23]

ceuatitle (21) g1 (22) devin
i u 2 2 e
tz*l‘ CS!] .(.2]) l £24£2,) == Q) (:_” )

<Bs :ﬁlsziaz,,“{ QO ( toge u‘f;} SR } T

7 Qj; T Q}) + (€2 ! Qj - .(.2( QQZAY; ) (-)-)’)
3 ‘ V=
vy 2 2 2 . 2 2 2
-0, (;; O+ Qh- Q|+ Q0707 -0
el Ji

Feuafia (227) constituic ceunafia de dispersic cduiald de ioi si aceasta
generalizeazd ecuatia de dispersic obtinutd in lucrarea de mat sus,
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ot

OB YPABHEHMM JIMCNEPCHUU BA3KOM KUAKOCTH KOHEUHOWM Y AEJLHOW
NMPOBOIMNMOCTH B PABHOMEPHOM BPAIATEJABHOM JIBHMXEHHWH

(Peszwwe)

B aanuoft paore aBrop onpejedser ypaBHeHHE JHCNEOPCHH 15 BA3KOM CrKimaeMof
nposoasieit KWAKOCTH, TONHOCTHIO HORH3HPOBANHON, HMest KOHEYHYIO VAeTbHYI0 NPOBO-
ANMOCTL, KHAKOCTH OYAVUM VBIEYCHA pPABHOMEDHBIM BpaulaTelbHBIM JABHKeHHeM. Pac-
cMmarpHpaeyas cpeja CuuTaercst GeCkOHedHOIl M Mojpepraercst AefCTBHIO CBOEro COGCTBEH-
HOrO FPaBUTAUHORHOIO O, & Takke NelicTBHIO OAHOPOAHOrO MarHUTHOrG NoJd.

IToayuennoe ypaBHende pucrepcHn ofobuiact vpaBHEHHe AHCHEPCHH, NOJYdYeHHOEe
npe bl Iy UHMI HCCIe OB aTe/sIMH.

., TIpuaoXenHn s, aBTOp 3aHNMAETCH OMNpejieJeHHeN YPaBHEHHst JHCHepCHH Jist
BA3KOH CXMMaeMOH MPOBOAALIR(T JKHIKOCTH, MOJHOCTBIO HOHH3HPOBAHHOI, HMesl KOHEUHYIO
VAeTbHYIO TPOBOJAHMOCTDL, NPH HaMHUlll TOKA CMeUleHHs, MKHIKOCTh OyAyuH yBJaedeHa
PaBHOMEDHBIM BpalllaTejbHbIM JBHMKeHneM. Cpepa, KoTopasf cuHTaercss GeCKOHEYHOH H
OAHODOJHOH, NMojBepraercst AeHCTBHIO OQHOPOJHOrO MarHHTHOTO NOJst, a TaKXKe AeHCTBHIO
CBOET0 COOCTBEHHOrO IPAaBHTALUHOHHOIO ToJAd. ABTOp NOJYyYaeT ypaBHeHHe JHCHepCHI,
Bomee ofiiee ueM ypaBHeHHe, NOJYUYEHHOE B Cayyae npeHeGpeskeHHst TOKOM CMeIIeHkst.
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SUR IEQUATION DE DISPERSION D'UN FLUIDE VISQUEUNX A CONDUCTIVITI
FLECTRIONE PINTE, DANS LE MOUVEMENT DE ROTATION UNIFORMI

(R ¢sumé)

I auteur ¢tablit 'équation de dispersion pour un fluide conducteur visquoux compres-
sible, totalement fonisé, & conductivité électrique finie, le fluide étant animé d'un mouvement
de rotation uniforme. Le milien respectif est considéré infini et homogene ¢t est soumis a
I'action de son propre champ gravitationnel ¢t 4 celle d'un champ magnétique uniforme.

1.'équation de dispersion ainsi obtenue généralice I'équation de dispersion établie par les
chercheurs antérieurs.

Dans U'Annexe, 'auteur s’efforce d’é¢tablir 'équation de dispersion pour un fluide con-
ducteur visqueux et compressible, totalement ionisé, a conductivité électrique infinie, en pré-
sence du courant de déplacement électrique, le finide étant animé d'un mouvement de rota-
tion uuniforme. Le milieu, considéré infini e¢t homogéne, est soumis a l'action d'un champ
magnétique uniforme et a Uaction de son propre champ gravitationnel. L’auteur obtient ainsi
une équation de dispersion plus générale que dans le cas ol l'on néglige le courant de dé-
placcment électrigue.






VARIATIA REZISTIVITATIT ELECTRICE LA SOLUTIILE SOLIDE,
BINARE PE BAZA DI COBAILT

de
IULIU POP si PETRE STETIU

Prezenta lucrare este o continuare 1 studiul proprietdfilor electrice
a solutiilor solide binare pe bazd de elemente de tranzifie. Anterior am
ardtat in [1] si [2] cd rezistivitatea electricd a unui mare numir de aliaje
binare in solufie solida pe bazd de nichel, fier gi paladin variazd liniar in
functie de concentratia electronici a metalului aliat, conform relatiilor :

Sa == PN (1 Vﬂ:‘“ Ini 1’1‘:) (1)
2q¢ 7= PFe (I :* Ipe ﬂ".') (2>
2 = ppa (L + dpa 17) (3)

unde am notat prin p, rezistivitatea aliajului, prin pny, pre, ppa, rezistivi-
tatea nichelului, fierului si paladiului pur, prin # si v valenfa respectiv
concentratia atomicd a metalului aliat iar prin axi, dpe Si apg counstante
ce depind de natura metalului luat ca bazd. Aceste relatii au fost stabilite
pe baza datelor experimentale culese din literatura de specialitate.

In ce priveste rezistivitatea electrici a aliajelor ce au ca bazd alte
elemente de tranzifie, presupunem ci sint respectate relatii analoage.

Noi am mdisurat rezistivitatea electricd la aliaje de Co—Cu, la concen-
tratii mici de cupru, in conditii normale de temperaturd, folosind un mon-
taj potenfiometric de comparare. Din raportul cdderilor de tensiune, mai-
surate cu ajutorul unui potenfiometru pe o rezistenjd etalon i pe probi,
am determinat rezistivitatea electricd a probelor studiate. Schema metodei
utilizate de noi este datd in fig. 1.

Pentru eliminarea rezistentei de contact, al dispozitivului de prindere,
cu proba, am utilizat metoda contactului in patru puncte. Froarea de
misurare nu depiseste 19,

Rezultatele experimentale sint cuprinse in tabelul nr. 1.

In figura 2 am reprezentat grafic rezistivitatea electrica in functic
de concentratia atomicd a cuprului aliat.
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Din diagrama se constata o dependentd liniard a rezistivitatii electrice

a aliajului In functie de concentratia electronicd a cuprului, care poate fi
exprimatd cantitativ printr-o relatie analoagd cu (1), (2), (3) $i anume :
b0 = for (14 oo 1) (1)

unde toate notatiile au semmificatia deja cunoscuta.

G
e N —H ma‘
N ST
4o
X FTXTH-L
\PROBA
Tig. 1.

La stabilirea relatiel (4) am mai folosit sl datele existente in literaturd
referitor la aliajele de Co-W (3.
ILuind in considerare configuratia electronicd a elementelor Ni, I'e si
Pd, in lucrarea [2] am ardtat cd ayi, dge, dpq s¢ pot pune sub o formd ana-
liticd ce permite stabilirea unei relatii matematice Intre aceste mdirimi si
anume :
Ay; == AVy; Ape = AVp, dpg = dVpy 6)

unde prin vy, Vg, Vps, se reprezintd numdrul electronilor cu spini necom-
pensati din patura ,,3d" si respectiv ,,4d"” ai elementelor de tranzitic mai
sus citate, iar a este o con-
stantd numericd cu valoa-
re unicd pentru toate alia-
jele studiate.

Din relatiile (5)se ob-

£, tine un sir de rapoarte c-

fg . gale

-~ a Vo v

V; 2 ;in: Ie - I\a_t: Ni ((b)
° xi  Yni %Py Vpa

. / Presupunind valabila
relatia (6) si pentru cobalt

am calculat a¢, cunoscind

ve,. Valoarea obtinutd pe

" > — aceastd cale corespundfa bi—
: ne cu valoarea obfinuta din

Fig. 2. misurdtori. Am reusit ast-
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fel sd facem o verificare cu date experimentale proprii a relatiel (6) carc
acum devine mai completd :

[£3 v

Fe o Vre ¢y Vi 4 py Y p -
ire KA ‘ & v ' 378 Ve (/)

Nt Ni 1d Prd Co Co
Avind in vedere relatia (7), relatiile (1), (2), (3), (1) s¢ pot puue sub

o formd mail generald :

) ) Tabelidl nv. 1
pe = ol = avn=) (¥ 1
| :
! Rezistivit.

unde ¢ desemneazd rezisti- Nt erg, | Loemeemtro o Coneantr s in
vitatea clectricd a metalului [ TERICd T OmHE e 0 e,
do tranzitie luat ca bazi in :

aliad, iar v numarul electrond- 1 1 0,944 768
for cu spind necompensati din 2 2 L 8.7
patura necompletd caracteris- l “ 3”” :::’

ticd elementelor de {ranzitic
respective.

In relatia (8) ramine fard un sens fizie stabilit, ca o constantd numericd
cu valoare unicd pentru toate aliajele studiate, marimea a. Pentru a lamuri
natura acestel marimid, considerdm i este necesar continuarca studiuiut
alinjelor Tuind ca hazd metale din alte serii a clementelor de tranzitie
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vov na osnove  perchodnil

HSMEHETNHE YAEABHOIO 3JMERTPHUECKOTO COMPOTHRIAEHMA TBEPDBIX
LHUHAPHDBIX PACTBOPOB HA OCHOBE KObBAJLTA

(Pezwve)d

PaboTa suisieTCs HpOLOIZKEHIEM B3y ueling IeRTpHueC kX cBoficTs TuépabX Ounap-
HBIX PAaCTBOPOB Hi OCHOBE NEPEeXOAHBIX 31CMCHTOB. ABTOPbI HIMCDHIH VICILHOE BJEKTPH
necKoe  ConpoTHBiAeHHe Ccmiason  kofadanTasuein  nopaunti Gosee ofiee COOTHOMICHIE
2 ABHCHMOCTH, Bl14

Z coogy, (1 avri)

Ldenepesz M3, OGO3HAYCHL COOTBETY T o e VST LHBIE 210 KTPHYCC KHE CONPOTHBICHI
S H v :

Crnaasa B UHCTOUO  MeTaddaa, B3SITOro R KaueCTse OCHOBBL, uepes n oo« o6Go3Havenul
BATCHTHOCTEL M aTOMHB A KOHHIEHTP ALK 370MCHYa JeTHDPOBAHUOT0 ¢ NePeXOAHbIM METATION
uepes v 0GO3HAYCHO UI'CHO SICKTPOHOB C HeCTTAPCHHBINGE CITHHANMKE 13 HE‘,’LO(‘TDOCHHOﬁ obortou-
KH IEPeXOJHOr0 2JeMeHTa ¢ - HHCACHH A noCTOsHAM ¢ ¢ AR HbIM 3HaucHien and peex
H3YUYEHHBIX CI1.1aBonB.
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VARIATION DE LA RESISTIVITE BLECTRIQUE AUX SOLUTIONS SOLIDES BINAT-
RES A BASE DE COBALT

(Résumé)

L’article est une suite de 1'étude des propriétés électriques des solutions solides binaires
4 base d'éléments de transition. Les auteurs ont mesuré la résistivité électrique des alliages
de cobalt-cuivre et ont trouvé une relation de dépendance plus générale, de la forme :

ea = pp(l + avuz)

ou l'on a noté par g, et pp la résistivité électrique respective de l'alliage et du métal pur pris
pour base ; par » et 7 la valence et la concentration atomique de I’élément allié avec le métal
de transition ; par v le nombre d'électrons 2 spins non compensés de la couche incompléte de
I'élément de transition; enfin par a une constante numérique & valeur unique pour tous les
alliages étudies.
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Elementele de tranzifie din punct de vedere al configuratiei clectronice
au o caracteristicd comund i anume faptul ¢i anumite nivele energetice
sint necomplete si fu majoritatea lor spinii electronici sint necompensati
pe aceste nivele. Accastd caracteristicd ¢ reflectd si chiar determind ma-
joritatea insusirilor fizice In aceste clemente, cum sint @ conductibilitatea
clectricd, proprietitile magnetice si catalitice.

Ormont 17 a cidutat si lege temperaturile normale de topire a
clementelor de tranzitie de configurafia lor electronicd, punind in evidenta
o oarecare regularitate. Tl a ardtat c¢d intr-o anumitd masura temperatura
de topire pentru citeva clemente de tranzitie creste in functie de numérul
electronilor cit spinii unecompensati |, 3d".

Noi, pornind de la considerentul ¢d temperatura normala de topire
poate fi conceputd ca o masurd a cuergicl de interactiune a atomilor in
refeaua cristalind a metalelor, am examinat la inceput un numdr de 17
clemente de tranzitie [[2, pentru care am gilsit ¢ dacll se reprezintd grafic
in functie de raportul ‘; dintre constanta retelei cristaline in faza in carc
se topeste metalul si diametrul piaturii electronice necomplete, tempera-
turile normale de topire se dispun dupd o hiperbold echilaterala. Am gésit
astfel cid produsul dintre temperatura normald de topire T, $i raportul
dintre constanta refelei cristaline si diametrul pidturii electronice necom-

plete este constant, adicd

a
)

g [ /-
{y-— = const (1)

)

Acum, nol am extins aceste consideratii la majoritatea elementelor
de tranzitii, reusind s cuprindem prin rclatia (1) un numar de 36 elemente.
Pentru celelalte elemente de tranzitic (putine la nmmdr) nu sint cunoscute
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san sint inesacte temperaturile de topire, precum si ceilalfi parametrii,
motiv pertrn care nu sint cuprinse in studiu.

Remarcam faptul cd la elementele de tranzitfie din seria lantanidelor
si actinidelor in loc de diametrul paturii 41" respective ,,5f" care este
considerati caracteristicd pentru aceste clemente, am luat diametrul pi-
tarii ,,5d", respective 64" (mal exact diametrul fonului trivalent) din
cauza efectulul de ecranare a electronilor interiori de cltre cel exteriori.

In tabelul nr. 1 sint cuprinse datele din  literaturd  folosite [3,

g
Dy Ho,Er
YO DY, e
Mn
M
3 Ac aNg
e
ar
&, b
o .;,\‘
I g T 1 O s EX DO a
3§
Groeficul 1.

Graficul prezentat cuprinde atit datele auterioare, marcate prin cru-
ciulitd, cit i datele noi, marcate prin cerculete punctate.

Atit o figura prezentatd cit i din ultima coloans a tabelului, se poate
constata abaterea, care cste sub 1000 i pe care o putem atribui precizie
cu care sint deferminate diametral § i temperaturile de topire. Consi-

derdm cd acest fupt nu afecteard regularitatea gisitd mai sus.
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Tabelul ni. 1

‘ = ]
o1 EE I, i 1 i Vo 1-C "
4z 5 B3 E A | A i

] ! | ‘ 1

Se losd 3302 1,66 199 1400 2780
2 Ay 4d 3,663 1,94 j 1,887 1450 2740
3 Nb 44 3,2041 2,9 29 L2468 2801
4 Zr . d4d 3,61 , 2,42 | 1,49 1855 ' 2765
5 Te  4d 2,735 2,6 [ 1052 2700 2540
6 La  B5d 531 2,08 I 2,5 920 2350
7 Pr 5d 5,151 2 L2577 935 2410
8 Tu : 5d 1573 | 1,94 o228 | 1200 2825
9 Gd | 5d 3.622 1,88 1,93 {1350 2600
10 ™ ad 3,585 ! 1,78 2,105 | 1450 2920
11 Dy 5d 3,578 1,76 2,03 ¢ 1500 3050
12 Ho | 5d 3.557 1,72 2,065 | 1500 3100
13 Ry~ 3d | 353 ; 1,7 2,077 1500 3110
14 Tu | 5d 5,528 1,7 I 2,07 L1850 3210
15 0 Yo o ad 3,46 1,62 3,38 i 824 2785
16 Nd | 5d 3,809 1,975 l 2,975 1024 3040
17 S ad 3,621 1,94 1,87 1 1300 2600
18 Pa | 6d 3925 san | a5 e | 2900
19, Ac o 6d aamin 2.22 o222 1050 | 2520
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SAMEYAHII B CBSI3H C HOPMAJIbDHBIMH TOUKAMHM ITJTABJEHNS TTEPE
XO/JHDLIX DJAEMEHTOB

(Peszwye)
B cratve paspaboTalbl 1aHiible, KAaCAWILHECs HOPMATLHBIX TOouek IJIasideHust o
ATOMHBIX H KpHCTad1orpadiueckHX CBONCTE, WMEIIHXCs B navynoll Jureparype. Ha sroi
OCHOBE YCTaHABINRAETCS THMePOOINLECKAast 3aBECHMOCTL HOPMATLHBIX TOUCK [MI@BJICHUS,

a
NOUTIE WIS BCeX DNePeXOAUBIN IJACMCHTOR, KAak ())yll]&'uliil OT OTHOlIe HHA N , cyirada HOP-

MaJbHBle TOUKH TL1aBAEHHST Mepolt 3Hepriu  BaauMopeficTBHA 4TOMOB B KPHCTALIHYCCKOI
pendTre. YCTAaHOBIEHHOE COOTHOUMIEHHE BLIPAKCHO dopyyioil:

a
R KOHUT AHT h,
1171
rie an —~  HOPMadbHasg TemMmepatypa IUIABJIeHUs, ¢ ~- NOCTOAHHAsg KPHCTANTHUeCK ol
peméTkH B ase nNJaplenHds, a & — HaMeTp HeAOCTPOCHHOI 3iewTpounoil cHotcuxi

nepexoaHblX 5JCMEHTOB.
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OBSERVATIONS SUR LES POINTS NORMAUX DE FUSION DANS LES ELEMENTS
DE TRANSITION

(Résum ¢

Lies autears de Varticle €laborent des données relatives aux points normaux de fusion
et aux proprictés atomiques et cristallographiques de la littérature de spécialité. Sur cette
base ils établissent une dépendance hyperbolique des points normaux de fusion pour presque

a
tous les ¢léments de transition en fonction du rapport 'g , considérant les points normaux de
fusion comme une mesure de ’énergie d’interaction des atomes dans le réseaun cristallin. La
relation établic s’exprime par la formule

a
Ty. -:8 s= const 1)

ot Ty est la température normale de fusion, « la constante du réseau cristallin dans la phase
de fusion, et § le diameétre de la couche ¢lectronique incompléte des éléments de transition.



STUDIUL RASPUNKULUT LUMINOS DAT DE TUBURL CU DESCAR-
CARE LUMINISCENTA UTILIZATE PENTRU GENERARIEN IMPUT.-
SURILOR DE LUMINA DREPTUNGHIUT AR,

e

ALEXAVDRU BODI 5i PETRU CIOARA
Laterare  prezenfatd la Sestunca stiinlifica de electrolcloied, Bucuvesty, decowldaie 19672

L. Introducere. Pentru a studia comportarea fotorezistentelor, a celu-
lelor fotoelectrice si a fotomultiplicatorilor in regim de impulsuri, se cer
impulsuri luminoase cu pantd foarte mare, cit mai apropiate de impulsul
dreptunghiular ideal. Pentru generarea unor astfel de impulsuri, T ultima
vreme se intrebuinteazd din ce in ce mai frecvent tuburi obisuuite cu
neon, tuburi stabilizatoare sau tiratroane alimentate cu tensiune ridicata,
(17, 12°, 137, 4., tuburi disponibile in oricare laborator.

In cadrul acestei lucrdri am studiat forma rdspunsului luminos dat
de tuburi de semnalizare cu neon , Electrolar’ tip N-23 alimentate in regim
de impulsuri dreptunghiulare de Inaltd frecventa, in vederea utilizirii lor
in scopul maisus amintit. Deoarece unele probleme privind descarcarea in acest
regim au fost studiate de unul din noi 5 s-a constatat ¢l aceastd metoda
prezintd unele avantaje fatd de descarcarea in impulsuri de curent continuu.

2. Aparatuva folosita si actoda de mdsurare. bxcitind  tubul cu o
tensiune de inaltd frecventd (/== 2 11 MHz), in regim de impulsuri, am
urmarit variatia luminozititii descarcirii in timp. Observatia s-a facut
cu ajutorul fotomultiplicatorului @ eY-19 obturat cu o diafragmi, care
inregistreaza intensitatea  luminoasi totala. Schema bloe a aparaturil
este data in fig. 1.

Generatorul GIF este un oscilator cu un singur tub, avind circuitul de
rezonanfd in circuitul anodic (tip Meissner). Tensiunca de iesire care apare
la bornele unei bobine — cu diametrul de 5 cm s1 un numar de spire
cuprins intre 11 gi 70 —se poate regla fie modificind tensiunea anodici
fie modificind cuplajul bobinel de desire. Tensiunea de inaltd frecventa
depinde aproape linear de tepsiunca anodicd a tubului oscilator.

Comanda oscilatorului se face cu ajutorul generatorului de tensiune
dreptunghiulard (G7D) tip I1.C. Cuanta. Fotomultiplicatorul (I°M) este
alimentat de la un redresor stabilizat (I7) tip A.G. IFAL 51 se gaseste
intr-o cutie de aluminiu impreund cu tubul de descidrcare studiat. Curentul
de inaltd frecventd se poate misura cu un miliampermetru cu termocruee,
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[uregistrarea si masurarca amplitudinii tensiunii de inaltd frecventd
respectiv a semnalului dat de fotomultiplicator s-a ficut cu un oscilograf
catodic RIFE tip OGL-Y cu banda de trecere 030 MHz {0} <1 un amph-
Geator de banda larga RIFT tip BV-9 ().

mA

I [

GTD AF

Tensinnen de Inaltd freeventd in cursud formaril descarcirii s-a men-
tinut constantd cu o precizic de 3%, durata de crestere a frontului impulsu-
lui a fost aprox. f—=8 ws, iar durata de descregtere a frontulud posterior
intre 8—16 wus, ambele fiind functii de frecventa de repetitie a impulsurilor.
In cursul masurdtorilor am avut in vedere ca descircarea produsd de citre
unimpuls sd nu fie influentatd de descircarea produsa de impulsul precedent.
Pentru aceasta, intervalul de timp Intre doud impulsuri a fost ales in asa fel
tnelt sa fie mai mare decit timpul d¢ recombinare al purtiatorilor de sarciui.

Oscilogramele au fost fotografiate cu un aparat ,,Orizont” fnzestrat
cu o lentild suplimentard.

3. Rexultatele mdsurdtorilor. a) Am constatat ¢i majoritatea tuburll(n
cu neon ,Ilectrofar” tip N-25 prezinti o intirziere a descircdrii fata de
impulsul de tensiune aplicat, cuprinsd intre 5—800 us. Intirzicre uscnﬁum~
toare am observat si la tuburile confectionate de noi i umplute cu heliu
151 Aceastd intirziere (mult superioard celei statistice dar care nu se con-
fundi cu timpul de formare a descircdrii) semmnalatd fu lucrarea [6) la o
descdircare in argon, apare daci tubul confine impuritati — de ex. kripton
-~ care au fost observate pe cale spectroscopici. In fig. 2 se dd o oscilo-
gramd tipicd pentru acest caz: curba de sus reprezintd impulsul de inalta
frecventd, fatd de care semnalul luminos al descircirii (curba de jos) in-
tirzie considerabil.

b) Timpul de intirziere depinde de factorul de umplere gi frecventa
de repetitie & impulsurilor 15, de asemeneca si de amplitudinea impulsurilor.
In fig. 3 se aratd cum descreste timpul de intirziere-misurat la un lot de
tuburi -—— pe misurd ce creste tensiunea aplicatd tubului peste tensiunea
de aprindere.
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¢) Tuburile care nu coutin adaosuri straine au o intirziere mai mici
decit 0.0 us, timp observabil cu instalatia descrisid. In acest caz semnalul
raspunsului  laminos urmdareyste relativ fidel infdsurdtoarea impulsului
dreptunghiular de inaltd frecventa fig. 4.).

d) ‘Am constatat ¢d timpul de intirziere nu depinde de sensibilitatea
aparaturii de mdasurare, deci este cauzat de fenomene fizice care au loc
la amorsarea descdrcirii.

4. Aplicatii. Am sortat un numar de 100 tuburi N-23 dupa timpul de
intirziere respectiv raspunsul luminos fidel i am gasit 11 tuburi potrivite
pentru a fi folosite la generarea impulsurilor dreptunghiulare de lumina.
Impuls dreptunghiular cit mai apropiat de cel ideal se obtine pentru o
tensiune de alimentare anumitd, care variaza de la caz la caz. Imbatri-
nirea tubului influenteazd forma semnalului luminos, mai mult chiar, poate
sd ducd la aparitia unei intirzieri a descircdrii.

Folosind unul din aceste tuburi cu rdspuns fidel, am utilizat aparatura
descrisd drept generator de impulsuri luminoase dreptunghiulare —cu
forma controlatd si durata cunoscutd — necesar la’ studiul comportarii
unor traductori fotoelectrici. Pentru a exemplifica cele spuse, curba de
jos pe oscilograma din fig. 5. aratd felul cum se modifica in timp curentul
fntr-un circuit de c.c. ce confine o fotorezistentd (Zeiss-Jena tip CdSeG)
in urma iluminarii acesteia cu impulsuri dreptunghiulare (curba de jos).
Cresterea curentului in urma iluminirit are loc conform unei legi expo-
nentiale 7 , adicil

|

Pentru constanta de timp a circuitului se obtine 7 = H 4 -+ 0,1 ms. Pe
aceastd cale se poate construi usor si caracteristica de frecventd a fotore-
zistengel,

I = Tyexp
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WCCJIEAOBAHHE CBETHHIETOCY OTBETA, BBIINYIIEHHOIO JIAMIIAMH C
TAEIONMUM PA3PIIOM, HCNOJIL3OBAHHBIMKM AJId CO3/IAHWS CBETH-
MUXCH TIPSIMONTOMLH bl X UMITVIILCOB

{Pearwnre)

OnnchBAeTCH 3ASRKTPOHNLIT VeTo 1 CO31aHiHsg CBETSLINXCH NPSIMOVIOALHB X HMIYIBCOB,
vioTpe6ass HeoHOBRe JaMmnLl . 31ekTpodap Tia N—25, 4 H3VUalTCd yCI0BHS B KOTOPHIX
CBETAINICH OTBET TOUHO Ce1ver xa ornGalouleii mpHMeHEHHOTO NPAMOYTOILHOT0 HMNYIhCa
BLICOKON uactortel.” Creaannoe npucnocofieniie \MoKeT GbITh NPINEHeHO, Hanupivep. Aty
npoBepKH HOTOITEKTPHUSCKHX AaTHHKOR.

1t} — Babeg—Bolyai; Mathematica-Physica 2 1963
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ETUDE DE LA REPONSE LUMINEUSE DONNEE PAR DES TUBES A DECHARGE
LUMINESCENTE UTILISES POUR PRODUIRE DES IMPULSIONS DE LUMIBERE
RECTANGULAIRES .

(R ésum )

Ies auteurs déerivent une méthode électrique de production des impulsions lumineuses
rectangulaires atilisant des tubes a néon , Electrofar’” type N-25, et ils ¢tudient les conditions -
dans lesquelles In réponse Iumineuse suit fidélement Uenveloppe de 'impulsion rectangulaire
de haute fréquence qui est appliquée. Le dispositif réalisé peut étre employé, par exemple,
pour la vérification des traducteurs photoélectriques.
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CONVERIBUTIT LA STUDIUL CELEL MAI BUNE APROXIMATIE PRIN PoOLINOME (Y
DOMENIUL COMPLEX

Resumatul lucidvit de disertatie, precentatd de 1o MARUSCIAC pentru obtinerca titlului de
candidal in stiintele fizico-matematice si sustinmdd la Universitulea |, Babes-Bolyai*' Cluj, in 20
decemhrie 1962

Lucrarea urmireste sd aduca contributic la studinl celei mai bune aproxinudii prin pali-
noame algebrice san combinatii liniare e functii continue in domeniul complex.

Lucrarea coniine o scurtit introducere, 6 capitole si o bibliografie compusa din 74 titluri.

Fie A o multime compactd din planul complex $i f{(z) o functic continuit pe 1. Se noteazi cu
Ty (:f. ) polinomul de gradul # care se abate cel mai potin de o functia pe multimea
K, adica pentru care

Calf Iy e mux (510 U infmax fio- P
N /1””; =N

unde

o X Rt SN !
aye 1yl H

; S da

In prima parte a lucrdii se studiazit posibilitatea determinirii polincmului 7, (7 7, I
tolosindometodialui G. P oly a carefacelegituraintre cea mai buni aproximatic exponentiali
si cea uniforma. Astfcl se consideri media ponderatd de ordinul p (f intree pozitiv)

unde . 2 0 ; o= <= un polinom de eradul n.
o g k

Se aratd el existd un singur polinom 2, (511} care realizeazd minimual J, (1) §i cd in plas

Hm P (z; ) = T (z: f,M), M = f:\"
P> r " ’ \ j}j 1
Iolosingd acest rezultat se giseste ¢ polinomul T,(z:f M) are aurmitoarca formd speciald
T L KCEA L A ESNE )
I f V) =

In o i A In

AT N NI A
.

v
y "2

I St

unde X se extide asupra tuturor indicilor f“,....f"t de la 1 1a n, Vizg..05,) este determminatul lui
/ ;
Vandermonde a numerelor gy,....0, far Lz, 3f) polinomul de interpolare a lui Lagrange
pe nodurile 5,..., 7, a functici fiz).
In continuare se extind toate rezattutele la cazul aproxtmirii prin combinatii linifare de
functii continue @y2), @2}, ,..., 9,(z) care formeazi un sistem Cebigev pe multimea K, seriindu-
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se gi in acest caz forma speciald a combinatiei liniare care se abate cel mai putin de la functia
J(z) pe multimea A7

Cu aceiasi metodd se studiazd apoi polinoamele de abatere minimi de la zero pe o multime
finitd, ai ciror coeficienti verifici mai multe relatii liniare date de forma

Se obtine i in acest caz o formd speciald analoaga pentru polinomul M; () care se abate cel
mai putin de la zero pe multimea considcaratd :

NN, LUK e PALRRY VTr T s
In et "t T N Jn !
SN, LR Dz e gl e
A PR in
unde L
P |
[ .
o 1 =
iz, Ly - oo i
| %o ¢ Zon i
|
...... .
[ P !
| % Yy
| i
iar DY (rn, et este Dz, o2 in care sea inocuit linda xgoxg, cu s T
R 12 T x . : ”
Dz, % )) inseamnd conjugata lai D{z...,z, . ART

In partea doua a doud a lucririi se studiazi o clasd de polinoame extremale, numite infra-
polinoame cond tionate, definite de autor, care constituie o lirgire a clasei infrapolinoamelor
restrinse definite de M. Fekete si J. L. Walsh,

Astfel, fie K din nou o multime compactd din planul complex. Spunem ¢a polinomul B{z) =
L . . . . cps . . . .
byt -+ ... - b, este un polinom adjunct -+ 1-conditionat pe multimea N a polinomului A(5) =

a : x . Pl . spe e .
= agz" - ... 4 a, ai cirui coeficienti verifica relatiile

i
E Do o LD e 0 ST 1",
]
daca verifica conditiile
H
S .
I % by .60 =01, .7
ke Tk '
k=0
1. Bz == O dacd A(z) = 0, €K,
LT 1 B(s) < A(2) 1 s€K si A() == 0.

Spunem ed A (z) este un infrapolinom y+1-—conditiopat pe multimea A daca acesta nu
admite niciun polinom adjunct r<+1-—conditionat pe multimea K.

Dupi ce se dau mai multe proprietiti generale ale acestor polinoame, printre care $i un
criteriu neesar sisuficient pentru ca un polinom » 4 l—conditionat si fie infrapolinom pe mulfimea
K, se studiazd localizarea ridacinilor acestor infrapolinoame. Se aratd ca dacd A(z) este un
infrapolinom 7-+1-— conditionat pe multimea K si care nu se anuleazi pe IV, atunci g, fiind un-
ghiul sub care se vede multimea K din punctul z, avem

G e L e Y I
Ta, T ; ?a” ¥ T T

unde o, %,,...,%, sint raddcinile lui oA (z), iar 2;,..., 8; — rddacinile unui anumit polinom bine
%,

deterininat cu ajutorul coeficientilor «, din conditiile /. Acest rezultat general contine ca si

cazuri particulare majoritatea rezultatelor conuscute in acest sens,
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In capitolul V se studiazi problema exprimirii diametrului transfinit al unei multimi
compacte plane (in general infinitd) cu ajutorul polinoamelor lui Cebigev de gradul #, con-
struite pe anumite sisteme de cite n--1 puncte, numite dupd I'. T e ja, grupdri armonice, ale
multimii K.

Taucrarea se lncheie cu nu algoritm finit, construit de autor pentru caleulul polinomului
de cea mai bund aproximatie a unei functii continuce pe multimea finitd de puncte din planul
complex, bazat pe metoda gradientului, sugerati de aceia alui S. T, Zuhovitki din cazul
real. Tot aici se arata cum se poate construi aproximativ polinomul de cea mai bund aproximatie
a unei functii pe o mulfime infinita. Cu o aplicatic se arata cum se leagé polinoamele lui Cebigev de

gradul intii construit pe o multime finitd de puncte din planul complex de o problema din tehnicd.
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V. Zelmer, Despreun evasigrup special.

G.Caluygdareanu, membru coresp. al
Acad. R . P.R.,, O teoremd asupra traversi-
rilor esentiale unui nod.

Z. Gabos, O, Ghermamn, Asupra
polarizatiei reznltante la compunerea undelor
plone.

23 februavie

Gh. Pic, Despreoteoremd a lui Fejér.

A. I Rus, Proprietitile zerourolor unui
sistem de ccuatii diferentiale neliniare de
de ordinul 1.

P. Mocannu, .
si raza de convexita

are raza de stelaritate
a functiilor olomorfe.

16 marfie
A.Ney, Un proceden de imbunatitire a
convergenteiseriilor sia integralelor improprii.

Bor-

PHamburg, M. Baldzs, D.
san, Compatibilitatea relatiilor

6 aprilic

D.V.Ionescu, O formuldadecubatura.

M. Froda- Schechter, Clasede echi-
valenta in multimea familiilor de pirti ale
unci multimi.

P. Mocanu, Despre raza de stelaritate
$i conexitate a functiilor olomorfe.

»

3 mai

V.Zelmer, O generalizare a notiunii de
inel.,

Prof. Dr. I. Climescy (Institutul Politehnic Tasi).

SEDINTE DE COMUNICARI

Constantinecs-
electromagnetice pe

O, Gherman, 18
ciu.  Difuzia undelor
particule mici.

I, Kolumban, Problema celei mai bune
aproximatii in spatii functionale.

9 funie

C. Kalik,
clase de functii.

P. Szildagyi,
unor sisteme eliptice.

A. L. Rus, Comportarea in mare a inte-
eralelor unei ecuatii diferentiale de tip Riceati.

Despre completitatea  unor

Despre rezolvabilitatea

26 dunic

D.V.Tonescu, Determinarca genului
unei conice. Solutie a ecuatiei diferentiale a
conicelor corespunzind la conditii initiale date.

G h. Pic, Despre o proprictate a grupuri-
lor F. C. nilpotente.

F.Constantinescu, Posibilitdti de
aplicatie a teoriei distributiilor la analiza cla-
sied.

25 octowmbric

P. Mocanu, Domenii cxtremale in

clasa functiilor univalente.
I.Gv.Maurer, I.Purdea, . Virag,

Studinl topologic al transformarilor liniare

generalizate.

6 noicmbrie

D. Ausldander, N. Albu, E.Veress,
Influenta ultrasunetului aspura germinatiei
griului.

A, Weissmanmn, Cvasiparticule in se-
miconductorii. JIicuaia masei efective si
interactia electron plasmon.
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14 nolembrie

. Radd, Despre tesuturiie tridimensio=-
nale regulate.

A. I. Rus, Proprietitile zerourilor in-
tegralelor unui sistem de ecunatiidifercntiale
neliniare.

30 noiemnbric

I. Ursu, ¢ Balintifi, O metoda
sensibild pentru determinarea pe cale mag-
neticd a concentratiei de oxigen.

I, Kelemen, Masurarea coeficientului
de difusivitate termicd si a coeficientuini de
transmisie de caldurd prin metoda impulsului
de cilduri in fire metalice.

A. B6di, P. Cioara, Studiul rispun-
sului luminos al unor tuburi cu neon.

21 decembrie

Gh. Pie, Despre un criterin pentru
descompunerea unui grup.

G. Calugidreanu membru  cotesp.
Acad. R. P, R., Descompunterea unui nod
in doudt cercuri topologice.

27 decembrie

. Bota, ¥, Kelcmen, A, Néda
Asupra untei metode de strat pentrn masurarea
coeficientului de difuzie ingelagar-agar.

ILStan, A, Weissmann, Contributia
interactiunii electron electron la caleularen
nivelului energic al unui semiccnductor,

T. K o ch, Citeva aspecte ale razonantei io-
wlor Cut+ siMn++ incimpurislabe. Construc-
tia unuidispozitiv de rezonanti paramagnetici

Z. Gabos, O. Ghermamn, Asupra
metodei parametrilor lui Stobes la studiul
polarizatici undelor electromagnetice in spec-
tru continuu.

VIZITE

® Facultatile de matematicd-mecanicd si

fizicd au fost vizitate in anul 1962 de mai multi

oamexni de stiin{d care au i {inut conferinte

in fata cadrelor didactice si studentilor facul-
tatilor noastre.

2 aprilie
M. I. Podgarevski, M. I. Solo-
viov (Institutul unificat de cercetare a

nucleului din Dubna, U. R. S. 8.), Interactia
mezonilor Il eu nucleoni.

23 mai

Prof. Caius Iacob, membru cotresp,
Acad. R, P.R. (Universitatea din Bucuresti),
Teoria jeturilor la mari viteze.

24 mai

Prof. Caius Tacob, membru coreps,
Acad. R. P. R. (Universitatea din Bucuresti),

CRONICA 4

Rezolvarea problemei lui Dirichlet si a pro-
blemei biarmonice fundamentale pentru cerc
in uncle cazuri particulare.

11 funie

V.A Ambartumian, (membru titular
al Academiei de stiinte a T.R.S.5. si prege-
dintele Academiei!de stiinte a R. 8. S, Ar-
meand), Marele Univers.

28 septembric

Prof. Gaetuno Fichera (Universi-
tatea din Roma, Italia), Aproximarca functi-
ilor olomorfe cu functii rationale avind polii
fixati dinainte,

29 sepiemibric

Prof . Gactano Fichera (Universi-
tatea din Roma, Ttalia), Teoria unificatid a
problemelor de contur pentru ccnatiite clip-
tico-parabolice de ordinul al doilea.

1 si 2 octomibrice

Prof. M. A, Krasno~clski (Universitaten
din Voronej, U.R.8.8). Citeva probleme de
analizd neliniara.

23 octombrie

Dr. Boris Valiéek, cerectator princi-
pal (Observatorul Central din Ondrcjov,
R. 8. Cehoslovaed), Activitatea Observato-
rului din Ondrejov al Acad. de Stiinte a R.S.
Cehoslovace.

9 ncientbris

Prof. Gleb K. Miltailov {(Universi-
taten ,,Lomonosov’”, DMoscova, U.R.8.8),
Asupra unei probleme de migcare a unui lichid

intr-un mediu poros cu suprafata
sub influenta unui clinp electric.

libera,

7 decembric

Prof. Adolf Haimovici (Universita-
tea ,, AL 1. Cuza”, Tasi), O generalizare a prob-
lemed lud Canchy si a lui Goursat.

.

20 decembric

Prof. Mendel Haimovici, membru
coresp. Acad. R. P. R. (Universitatea , Al I.
Cuza”, Iasi), Reductibilitatea sistemelor de
ecuatii cu derivate partiale.

X Violeta Zelmer si-a  sustinut diser-
tatia pentru titlal de candidatd in stiintele
matematico-fizice la Universitatea AL 1.
Cuza” din Tasi, in 15 octombrie 1962:
., Pseudogrupuri si pseudoinele”.
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