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Partea a T1T1-a a volumulu? fuchinat prof. dv. TH.ANGHELUT A, la fnplinivca a 80 de ani

SEOMETRIA DIFERENTIATLA A LUI J. BOLYVAI

de

M. BICY, M. MEUMANN, L. STANCIU (Timisoara)

Tn acest articol, care este continuarea articolelor [3] si [4], sint deduse.
folosind semispatiul lui Poincaré, rezultatele gasite de Bolyai in (§32[17),
Se introdue, atit in plan ¢it i In spagiu, diferite sisteme de coordonate
care permit printr-o metoda unitard deducerea elementului de are, de
arie pland, de arie a uneil suprafege si de volum, Pentru a pune in evi-
dentid formulele gasite de Bolyai ele au fost numerotate prin I—XV.

T GEOMIETRIA IHITERBOLTCY PLANY DIFERENTIALX

1. Sisteme de coordonate. a) In semiplanul lui Poincaré considerim
un sistem de axe rectangulare Ay, 1y unde Ay se gdseste pe dreapta
obisnuitd cu punctul 1mpropriv in A/,

sensul  pozitiv fiind  osensul o semi- Y
dreptei 1. Axa dv se repre-

zintd  dect printr-un  semicere cu 4

centrul in M. B {iind un  punct

din acest semiplan, =i notim  cu £

Csi D intersectiile axclor Ax i Ay c

cu  perpendiculara  coborita  din 7 1

pe Adx, respectiv cu hiperciclul BV z

ce trece prin B corespunzitor drep-
tei A3, Coordenatele (v} ale

punctului £ fiind  mdsurile  hiper- g M x
bolice ale segmentelor hiperbolice _
AC ¢ 4D avem Fig. 1.
o= L L (1O e, v o=k I 1DNN")
saun
-~ M -7
e * o= -

oy i I3 ;—‘t y X
gl By

unde « este unghiul oblicel M B cu absolutul.
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Semiplanul considerat il mai raportdm la un sistem de axe rectan-
gulare carteziene XMY, MX fiind dreapta absoluti. In raport cu acest
sistem avem 4(0,a), B(X,Y). Din X = MBcos o, Y = MB sin « deducem

x

X =ae ¥ th2
(1)
-3
ae
Y = —
ch K

Din (1) rezultd cd x=-const. reprezintd drepte nesecante avind AM ca per-
pendiculard comundsi y = const hipercicle corespunzitoare dreptei AAf

b) Punctul B mai poate fi determinat prin coordonatele (p, ) unde ¢
este misura hiperbolica a segmentului 4B, iar 6 = X (4X, 4B). Au loc
relaitiile (§31, din [4]).

= _hP
tk'k"—’- thk cos 6

(2)

Y P
Sh o= shysin 6
Din (2) rezulti cd p = const. reprezintd cercuri cu centrul in A de ecuatie
¥ y P
chch 4= ch " 3)
iar 0 = const. drepte ce trec prin 4
k4 x
thy = sh ztg 6
¢) Fie P(x,, 0) intersectia cu axa Ax a oriciclului ce trece prin 55 si

are centrul in M. Din relatiile

vy

1 PM TR
=T =(PCM o0) = ¢ *

S B

deducem ci ecuatia oriciclului este dati de

X - Xp

e—r:ch%, )

care pentru x, = 0 se poate scrie si sub forma

ka x 2x

et =et+ er — 1. (I
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Deoarece un oriciclu cu centrul in M ¢ o dreaptd cu un punct impropriu
1 M determind biunivoc un punct B, expresiile

)

2oy
v=g¢kyp
th 3

pot fi considerate drept coordonate ale punctului B. In adevir u = const
s1 v = const reprezintd respectiv un oriciclu de centru M si o dreaptd
avind un punct impropriu in acest centru.

In cele trei sisteme considerate liniile parametrice au fost doud cite
doud perpendiculare si sint respectiv formate din drepte nesecante avind
o perpendiculari comund si hiperciclele perpendiculare pe ele; drepte
concurente si cercurile ortogonale acestor drepte; drepte paralele si ori-
ciclele ortogonale lor.

2. Element de arc. Fie v = f(x) o curbd (C'), H si F intersectiile hiper-
ciclului BM si axei Ax cu perpendiculara dusit din G pe Ax, B si G fiind
puncte ale curbei date. Notind FC = Ax, HG = Ay, BG ==As sl tinind
seama de (Introducere [4]) si de (§27[3]) avem

HB 1 Ed 6
;EﬂsinaCh/k ( )
sau
HG Ay .
e ST K
HE  Ax

Din triunghiul dreptunghic rectiliniu HBG avem

ty HB(,SM’JZ: thi’—?

de unde

o HG
limtg HBG = .
imte YT
sau
Hm tgHBG = “sina, (7)
G—»B dx

relatie care da tangenta trigonometrici a unghiului format de tangenta
geometricd intr-un punct al curbei y = f(x) cu hiperciclul corespunzator
axei Ax ce trece prin acel punct. Relqtla (6) gisitd cu metoda indicatd
in Appendix, dar care nu este dati de Bob al este o relatie absolutd, deoarcce
in geometria ecuclidiand hiperciclul considerat este o paraleld la axa Aux.
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Din trinnghinl rectiliniu BHG avem relatia (§31[4])
. HE G L HB . BG
$hT S L g Hl ch® ——= = sh* LS
k 3 3 k

din care prin dezvoltare in serie gisim

9 .
oA . ¢ Av)2
hm(—s) = hm(y—?) -+ 1i111(§i) .
Arv0\Ax Aol Ax Y V.97
Tinind seama de (6) avem
8

de? — L2 Y
ds? = ¢h z d%2+dyz

relatia care devine, folosind (1)
R (AN YY)

ds? = A
v2
a

gdsim

sau, notind cu d4s’ c¢lementul de arc euclidian corespunzitor lui ds:
kds’
ds = ©)
\/

relatia folositd in [3] si [4].
Dact curba este datdl de p == [(0), folosind (2) si (3), formula (8) devine
)

ds? = dgt + k2 sk £ ay:
far dacd curba este datd de u = [{v), (8) devine, {olosind (3)
ds? = /e"’(%z -+ uzduz)- (87)
Aplicatii o) Blementul deare al cercului se glseste din (8') Tuind

5 == const :

ds = ksk = 40

Bl I o)

dect

s == k(6; — B,) sh -;-

Se reglseste astfel formula
(11)

s =2 mw%:

care dd lungimea cercului de razd .
gaseste din (8”) tinind scama cd

b) Elementul de arc al oriciclului se

ecuatia oriciclului este u = coust.
ds = kudv = kd{uv)
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deci

s = kulv—rvy) sau § == }c(x/z ;: - $h 3}:") . (10)

Dacd v, = 0 gidsim formula datd de Bolyai :
k4 A

25 == klek —¢ "Jv (III)

prin care se exprimd lungimea unui arc de oriciclu in functie de coarda 2y

corespunzitoare arcului.

Pastrind notatiile din (2) avem

[£3:1 BH
h ra

N
cosGBH th 5= =1

de unde, deoarece 37 GBH tinde citre o cind &
se apropie de B, avem

cos o L 1odx,
sin g ds
Dar, din (4)
Fig, 2,
dx = —hclg e.dz,

deci, am dedus printr-o metoda geometricd ined o expresie pentru lungimea
arcului de oriciclu ¢1 anume

s = Rt (111")

3. i plune. Considerind doud familii de curbe ortogonale ale céror
clemente de are sint ds; si ds,, prin definitie clementul de arie cste

ds == ds, ds,. (11)

Tinind scama de (9) avem, deoarece ortogonalitatea se pdstreazid

Kdsidsy o’ (12)

do yr Ty

unde ds’ cste clementul de arie cuclidian corespunzitor.
Avind in vedere cit in cele trei sisteme de coordonate din 1. liniile
parametrice sint perpendiculare si au ecuatiile
x = const. A o= const,
p == const. 0 == const.

it = const. v == const.
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far elementele lor de arc date respectiv de (8), (8) si (8”) fiind:

i

ds; = dy dsy == ch %dﬁc
ds, = ksh £d0 dsy = dp
%

ds, = kudv dsy, = —du
din (11) deducem

de = ch % dxdy, (13)
o = kshtdopdt (13')
do = Kdudv. (13"

Observare. Formulele (13), (13°) (13") pot fi deduse din (12) folosind
(), (2), si (5). In adeviar din

DY, ¥)
D(x, )

lfly'}'1~‘—’i szdY =

dxdy,

X, Y) 2
DL Z; ch—yg
D{x,y) X

se obtine (13). Din

X Y P [
D(x, y) kch? W ch “/; sh —/; 7 sh —

se obtine (137).

Aplicatid. a) Aria cuprinsi intre o dreapta, hiperciclul corespunzi-
tor si doud perpendiculare comune ale lor. ‘

Tie dx dreapta datd si Ay una din perpendicularele comune. Avem

Sgch—dxdy Sdlgch%dy (13)
deci 0

o = kxsh ii (IV)
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b) Aria cuprinsi intre doud cercuri concentrice §i doud raze ale lor. A fiind

centrul cercurilor date §i Ax una din raze, din (13’) avem
[} Q
g:kSSsh%dpd@ét Sdﬂgsh%dpa }

(E) 0 Qe

deci 2

— A2 P g Ped, X
c kO(C/lk ch k]

aria cercului este

s —4knsht - (V)

¢) Aria cuprinsid Intre doud
“oricicle concentrice si doud raze ale
lor, M fiind centrul oriciclelor
date, Ax una din raze avem din
(13”), dacd unul din oricicle trece

prin A, care in sistemul (u, v) A

dat de (5) are coordonatele (1, 0) :

o - SS b2dudy — p2 Sdu§dv

(£ “ 0

a?

deci se obfine relatia

6 = k¥*(l—u) Fig. 4,

de unde pentru u—0 gisim aria sectorului de oriciclu

6 = k.

Cele doud formule gésite pot fi aduse la forma din Appendix. In adevir
pe oriciclul » = 1 arcul este conform formulei (10) s = ko, iar, conform

A

P,

3 formulelor (4) si (5)
unde x4 este [abscisa punctului

Xo

u = ek,

D in care al doilea oriciclu taie

| _ este

Fig. 5. o == ks,

1 axa Ax. Rezulti cid

iar aria sectorului

0 = ks(l ~—c';)’ (VI)

de oriciclu

(VII)
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Observare. Am calculat ariile cu ajutorul integralelor duble. Ele pot

fi calculate ca in Appendix prin integrale simple. In adevir din (11) deducem
Ss

=\ (e d¢ 14

) Ssg(sl)dsl y (14)
0

carc di aria cuprinsd intre curbele s, = 0, $, = $,(8y), 8 == 0, s1 §; == const.

11 GEOMETRIA DIFERENTIALL ITIPERBOLICA IN SPATIU

1. Sisteme de coordonate. a) In scmispatiul lui Poincaré considerim
un sistem cuclidian de axe rectangulare MX, MY, MZ, MX si MZ {iind
in planul absolut. I'ie B proiectia hiperbolicd a unui punct P pe planul

obisnuit XMY dar U st V
putictele improprii ale drep-
tei BP. Reprezentam punc-
tul P fle prin (X, Y, Z)
fie prin (v, ¥, z) unde in
planul XMY avem B(x, ),
si 2 este mdsura hiperbolicd
a segmentului BP. Q fiind
intersectia axel MX cu
planul obignuit care treee
prin BP, idar distanjcle
euclidiene I’Q si BQ fiind
;egale, avem folosind (1)

X = a Fyy?
ae th ;
r—-—‘—yz 7 aek k
Pig 7 ‘ 2
%
Conform definitiei
Z = kin (BPUYV) f.g/n 0.2, VYT 78 vz 77
de unde ‘ .
X = qe *y?
ae th f
y . ae“ * .
AT (15)
R
ce * th 2
Z = £
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Din relatiile

X (Y2 72y spp 2

Y shs— 7 ¢

~
N

rezultd cid

x = const reprezintd plane hiperbolice nesecante avind pe MY drept

perpendiculard comunil

y == const reprezintd conuri euclidiene de rotatie in jurul axei MX

cu virful in M.

z = coust reprezintd hipersfere corespunzitoare planului obisnuit XMY,

Iutersectind aceste suprafete doud cite doud gisim un sistem de trei
linii parametrice perpendiculare doud cite doud si anume : hiperciclul BM,
meridianul sferei cu centrul in A si de razd M B perpendicular pe planul
YMZ, si paralelul UBV.

b) C fiind proiectia punctului B pe axa Ay, conform teoremei celor trei
perpendiculare dreapta hiperbolici CP este perpendiculard pe Ax. Punctul
P poate {i reprezentat prin (x, v. 0) unde 7 este distanta hiperbolica CP
iar 0 unghiul planului ACP 1n planul xAy, au loc relatiile absolute

Xo=

th2 —th? cosh
& k

2 r .
S/ — == —
h : sh 5 sin f

Din relatiile
Y"zs/zz; - XP A ZF

Xtgh —Z =0
rezultd cd
7 = const reprezintd conuri cuclidiene de rotatic in jurul lui MY cu
virful M

6 = const reprezintd plane obisnuite conginind pe MY.

Sistemul celor trei linii parametrice perpendiculare doui cite doud
este deci format de dreapta hiperbolicd CP, cercul cu centrul in C si de
razi CP, si de hiperciclul PM.

¢) Reprezentam punctul P prin (p, 8, ¢) unde p este distanta hiper-
bolicd AP si ¢ = 97 (dx, AP). Au loc relatiile

thZ—th 2 eos
lk thkcos@

shl—<sh®sine (17)
A k

=10
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si
t}zg: th gcosp
Sh% ch —f; = sh %sin % cosh (18)
shi=shfsingsind
3 k
Din

APV 22— 2 aYch-§+ 4% =
Xtgb—-—2Z2=0
(X2 Y2+ 22 — a?) 2—4a?(X? 4 Z2)ctglo = 0,
rezultd ci

o == const reprezintd sfere cu centrul hiperbolic in 4.

0 = const reprezintd plane obisnuite care trec prin MAX.

@ = coust reprezintd suprafete de rotatie in jurul axei MY care pot

fi considerate conuri hiperbolice cu virful in 4 si de generatoare 4 P.

Intersectind doua cite doud aceste suprafefe gisim cd prin punctul P,
trece un sistem de trei linii parametrice perpendiculare doud cite doud si
anume : dreapta hiperbolicA AP, un cerc situat intr-un plan Y = counste
si un cerc mare al sferei cu centrul in 4 perpendicular pe planul absolut.

d) Fiind dat un punct P considerdm orisfera cu centrul in M si care
trece prin P de ecuatie

X2+ Y2472 —auY = 0, (19)
si planele

X24+Y2 422 _%Xx—0
v
XY L2 27 9 (19%)

w
care trece prin P iar M este un punct impropriu al lor si sint reprezentat
prin emisfere cu centrele pe MX si MZ.
Punctul P fiind determinat de aceste trei suprafete, poate fi repre-
zentat prin P(u, v, w). Tinind seama de formulele (15), (19) si (19') avem

A F
u=c¢ *chichi
k 3
i Y
v=ek*{h=
A (20)
_{th—{
l?/:eh Aa
R

>l
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Liniile parametrice in acest sistem sint perpendiculare doud cite doud
si formate de dreapta PM si de doud oricicle trecind prin P cu centrul
comun in M situate respectiv in cele douit plane considerate.

2. Element de arc in spafiu.

Punctele P(x,v,7,), si P, (x%;,71,21.) ’

fiind situate pe o curba (CY),
considerdm planul « care con-
tine dreapta PP, si este perpen-
dicular pe planul x4y. Fie Usi V
punctele improprii ale dreptei
BB, unde B(x,y,0), B,(x,,v,0),
iar ¢ intersectia lui B,P; cu
hiperciclul UPV din planul «
corespunzdtor dreptei BB;. Din
triunghiul  PQP, dreptunghic
in Q avem relatia (§31[34])

2 PPy
;

Fig. 7
or, PQ ., 9P '
sh == S$h? 22 - sh? == cht =)
" -~ sh 3 ch B
care dezvoltind-o in serie §i finind seama de (8) si de relatia

PQ v
——= .
BB, &

din (§27 [3]), devine

ds? =dz2* + (ch’%dﬁc2 + dyz) ch2§ .
Elementul de arc in spafiu este deci dat de

dst = ch® 2 cht 2 dx? + ch*Zdy* + dz?, (21)

Tinind cont de (135) avem

ds? = R dX3 + dY? 4 427

= 9

y?

deci

expresie care generalizeazd formula (9).
Din (21) si (16) gisim formula
ds? = chiy dx® + dr® 4 Kishd= dgs 21')

care di elementul de arc in coordonate (x, r, 6).

9 -~ Babes—Bolyal: Matematick fizic8 /1863,
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Din (21"} st (17) gadsim formula
. P
dst = do® + Reshr s sin%od? 4 k2sh? £ de? (21)

care da elementul de arc in coordonate (p, 0, o).

Pentru a gdsi elementul de are in coordonate (#, v, w) din diferentierca
relatiilor (20) gdsim

F Y z Y z
ket du = — (ch{—ch % dx) + sk -k—(ck;dy) +chsshy dz »

1

fC;’_ k C/lz % ch?é_d'y = S},’,{-Ck"z;(c}l %C/L ‘Z—dx) + C}z%(c}lri‘dy)

a . . ! 2 y y
ke Foeh? = clﬂ-;;dw = sh%(ch% ch;dx)— sh ;slz%(t?h%dy)—%ch—;dz-

de unde

22 2x
Eek du? 1 ¢ 7 cpt :Z-c/# = (dv? + dw?)}: c}ﬂ%—ch* ~ds?
deci
2 L |
ds? = k‘l(ﬁl—‘? ~+ 13dv? 'T’H2df£'2)‘ (217)
H

3. Element de arvie al unei suprafefe. Considerim, ca in cazul ariilor
plane doud familii de linii parameteric ortogonale trasate pe suprafata.
Notind elementele de arc ale acestor curbe cu ds; si ds, elementul de arie
este prin definitie

ds = ds; ds,, (23)
sau conform lui (22)
kds”
dos="oy (24)

unde ds’ este elementul de arie euclidian corespunzitor.

Aplicatii. a) Aria calotel sferice. Considerim pe o sferd cu centrul
in A i de razd p care tale directia pozitivd a axei Ax in F sistemul de linii
parametrice 0 == const $i ¢ = const, unde 0 si o au fost definite in (18).
Din (217) si (23) deducem

5= k2 SS shzg sin g dfdo

(E)

expresia care reprezinti aria unei portiuni de pe sfera dati. In particular,
aria calotei cu virful in I este datd de

5 = 2R msh?

ol el

{1 —cos g,)= 4k9nshz~:—sin2 929 s (25)

[}
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unde ¢ = ¢, este ecuafia paralelului care mirginegte calota. Aria sferei
este deci
c = 47’.'}328}1/22 . (VIII)

Pentru a aduce formula (23) la forma datd de Bolyai, notim cu C
un punct de pe paralela ¢ = ¢, Avem

sh®sin® = shlj£ ,
k p 2k
de unde
— FC _ .
0= ARk SE=0QFC- (IX)

Am gasit deci urmitoarea proprietate absolutd : aria calotei sferice
este egald cu aria cercului descris de coarda FC ca razi.

b) Aria unei portiuni de orisferd. Considerim pe orisfera u = const,
liniile parametrice v = const $i w = const. definite prin (20). Din (21'") si
(23) deducem expresia

o= i%%ﬂ SS dvdw, (26)

(B}

care da aria unei portiuni de pe orisfera datd. Cercul care limiteazd o calotd
orisferici cu polul in punctul I de intersectie a orisferei cu axa x, are ecua-
tiile carteziene:

. 1 == const, Y == const,

care devin folosind (15) si (20)

7

1 = const u?(v? 4+ w?) = % —1.

Dar, din (19), (15) si (16) se deduce

Inlocuind avem ecuatiile paralelului
2 = const

2 2 1 g27 -
v L ow __;‘5}1 ; (27)

unde 7 este raza paralelului.
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Prin urmare, pentru a afla aria calotei orisferice integrim in interiorul
cercului (27) si obtinem

LG = kirsh? E . (X)

« ¥ - . .
Deoarece conform formulei (10°), ksi /—este raza orisfericd a cercului
(2

considerat, aria unui cerc pe orisferd se calculeazi cu formula euclidiani.
Olbservagie. Pe hipersferd ariile se calculeazi analog.

4. Element de volum. Considerdm trei familii de curbe doud cite doud
ortogonale si fie ds;, ds,, ds; elementele de arc de pe aceste curbe. Prin
definifie, elementul de volum este dat de

dv = ds, ds, ds,, (28)
care, folosind (9) devine
dv — k%s[(l’séd&{,x
\ ¢
sau
dy = £, (29)

unde dv’ este elementul de volum euclidian corespunzitor.
In coordonatele (x, y, z), folosind formula (21), elementul de volum
devine

dv = ch? kL dxdydz. T @0)
In coordonatele (v, », 8) avem, folosind (21’) '

dy = kshéch-;dxdrde: (30"
in coordonatele (p, 0, ¢) avem din (21")

dv = kesh? £ sinpded Bde (307)

iar in coordonatele (u,v,w) din (21"") avem

dv = ESududvdw. (30™)
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Observare. Formulele (30), (307), (30”), si (30""") pot fi deduse din (29)
folosind schimbdrile de variabile (15), (16), (17) si (20) si $inind seama de

3z

DX, Y, Z) ade *
D(r,9, 9 ;gﬂchﬁ%ch%

v
}_..
Dix,y,5) "%

Dix,r, 6 Ch-z-

42
Dixrn & %
Dip. ¢, 6) 4
ckk
=
D(u,vvw)’_dch_.
D(x, y, 2) k3

Aplicatie. a) Volumul sferei. Sistemul de coordonate fiind (p,0,¢), volumul
sferei cu centrul in A si de razd p se calculeazd cu ajutorul formulei

(30"). Avem

” kY
X

V = kesSS shﬁgsin(pdpdedq) = i dﬁgsm'pd@S( 2:~l)dp
0

(£

Niw'

deci
V — mhdsh P —amke . (XI)
- k

b) Volumul cuprins intre porfiunea de orisferd mirginiti de o curbd
(C) si de axele orisferei care trec prin punctele curbei (C) se giseste cu aju-
torul formulei (30'"’), figura fiind raportatd la sistemul #,v,w. Avem

Vo= Sggududvdw - ksss dvdw §udu

(E) (Ey) 0

V= %c, (XII)

deci

unde o este, dupd cum ne aratd (26), aria porfiunii de pe orisferd mérginita
de curba (C).

¢} Volumul cuprins intre o arie pland limitatd de curba (C), de hiper-
sfera corespunzitoare planului in care se afld aria datd si dreptele perpen-
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diculare pe acest plan duse prin punctele curbei (C) este, folosind coordo-
natele (x,3,2) si (30)

SSS ch;y chzkidxdydz :S Ck%dxdyszch?-;-dz
() 0

deci

— 8 _1?'_ 22, .
2(? ¥ 25}»7), (XIII)

unde o este conform formulei (13) aria pland limitatd de (C).

5. Aria laterald  §i voluwmul corpurilor de rotatie. a) In cazul unei supra-
fete de rotatie in jurul axei Ax, alegem drept linii parametrice meridianele
si paralelele. Raportind figura la sistemul de coordonate (x,7,0) si notind
cu ds elementul de arc al meridianului, avem, folosind (21’)

o ::(SES)kSh%deSy

de unde ducem aria generald prin rotirea completd a unui arc de meri-
dian cuprins intre doud paralele

G:2nkSsh% ds (31)

formuld care este absoluti.

Dacad curba generatoare este situatd in planul xdy atunci »r =y, si
(31) devine

9

o= ZTrkS Sh%ds . (31)

9

In particular, dacd curba generatoare este un hiperciclu corespunzitor
axei 4x avem din (8)

x
5 = 2% kSs/z ZehZds

deci

0 = kn(v—x o) Sh '}: (XIV)
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b) In cazul unui corp obtinut prin rotirea unei curbe (¢) in jurul axei
Ax, volumul corpului generat de curba (C) si marginit de doud paralele,
este dat in sistemul (x,y,0), folosind (30°), de

r

-, S
Vo= 27:/:8 desk—’;cm:— dr
Piaien

7

iy 4]

sau, considerind curba generatoare (C) datd in planul x4y

V = CZT':S Sh,x% dx . (32)

]

In particular, dacd (C) este un hiperciclu corespunzitor axei Ax avem

Vo= k(v —x)sh2? . (XV)
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AHPGEPEHLIMAJILHAS TEOMETPHA LOJIbAUH

(Peswme)

B nacrosuieit paGorte BBIBCIEeHLI pesyvabTaThl, nogavuennvle Boawsit s § 32, Annen-
BHKc“-a B noaynpoctpanctie ITvaukape. BBoasatcd naockue ¢iicTeMbl KOOPIMHAT, KOTOpLIE
nanel ¢ nosmombio Gopmva (1), (2) u (5), 1 Tpéxnmepuule CHCTEMB KOODIMHAT, KO-
Topele mauwl uepez (15), (16), (18), (20): saeMenr avru B naockoctn (8), (8) u (87)
i B npocrpanctse (21), (217), (217) wu (21"7); sneMeHT mnjollajil OnNpelessercst Bbl-
paxenuem (11), otkyna BmBoastces (13), (137), (137), a saeMent oO6béMma olpenensieTcst
uepe3 (28) xoTopblfi B BBLIIEHIJIOKEHHBIN CHCTEMAX KOOPANHAT Bolpamaercs (popMynamu
(30), (317), (317), (31").

PeayabraTel NPpHMEHSIOTCH AAS BLIUHCICHHS AVIH OPHIHKAZ H OKPYAKHOCTH, NJIOINATH
Kpyra, OpHUHKJIHYECKOro CeKTopa, Naoiain apoBoro CerMenTa, NOBEPXHOCTH cdepdl,
uacTH opucgepot, o6béMa chepul 4. T, I
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LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DE J. BOLYAI

(Résumé)

Les auteurs déduisent dans le demi-espace de Poincaré les résultats trouvés par Bolyai
et exposés au §32 de ’Appendix, qui traite de la géométrie différenticlle. Les auteurs introduisent
des systémes de coordonnées planes données par les formules (1), (2) et (5) et des systéines
de coordonnées dans I'espace données par (15), (16), (18) et (20}, I'élément d’arc dans le plan
est donné par (8}, (8') et (8”); I'élément d’arc dans l'espace, par (21), (21°), (217) et (21"7);
I'élément d’aire est défini par (11), d’ou Von déduit (13), (13’), (13"), et 'élément de volume
est défini par (28), qui dans les systémes de coordonnédes considérés devient (30), (31'), (31)
et (31°").

A titre[d’application, on calcule la longueur d’arc d’horicycle et de cercle, 'aire du cercle
du secteur d’horicycle, de la calotte sphérique, de la sphere, d'une portion d’horisphere, le
volume de la sphére ete.



ASUPRA CLASEI SPATIILOR RIEMANNIENE V, CU GRUDP DI

MISCARI NETRANZITIVE

de

P. EXGHIS

T'iind datd o varietate riemanniani V, cu elementul liniar:

ds? = gij dude’ (4,7 = 1,2,...n)

(1)

prin clasa sa intelegem un numdr intreg pozitiv q astfel ca metrica (1) s3
fie realizatd pe o suprafatd cu # dimensiuni dintr-un spatiu euclidian E, ,

yo=y (.., w) (@G=1,..., n, n+1,..., n-+q)

astfel ca realizarea sd nu fie posibild intr-un Em ca m<<n + g.
In acest caz va trebui ca in baza relatiei (2) si avem :

(AyN2 4 ...+ (dy"F)? = gif du' dud

de unde rezulti :

‘Qj‘ ayd (Z: y ot v %+Q)
—_— o —— =
dur s’ & <k,$ =1, ,n)
Ricei a ardtat cd sistemul (4) este echivalent cu sistemul :
i'- b

(Rijhl =2 (A h, =¥, h)

s=1
|
| .S . ] N s
< )‘ih,j - Aw'»lz = Ay Atk Ak A"
t
etk A’y L s (s s
i 'T—‘—‘-“—:A'tj)\lk_}‘fk /\“ ’x 4. A - KA

unde 7,7, £, 1 =1,2,3, ..., niars, ¢, =12,..., ¢

f]‘

(2)

In sistemul (5), func‘;nle Rijkl sint componentele tensorului lui Riemann
Cristoffel, iar A si A functii necunoscute care determina scufundarea. Aceste

ecuatii se numesc, respectiv, ecuatiile lui Gauss, Codazzi $i Ricci.
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Conditia ca metrica (1) sd aibd clasa=<lg, capdtd astfel doud formuldri
echivalente si anume:

1. Conditia necesard si suficientd ca metrica (1) sd fie declasi=lq
este ca sd existe n# + ¢ functiuni y* care sd satisfacd sistemul de ecuatii
cu derivate partiale (1),

2. Conditia necesarad si suficientd ca metrica (1) sd fie de clasd << g¢,
este ca si existe functiunile i si A care si satisfacd sistemul (5).

. . nn-t1) .. . . . .
Sistemul (4) confine A(T" ecuatit si n + g functiuni necunoscute ¥y,

N . N T nn+1 .
¥l admite intotdeauna solutii pentru »n -+ ¢ = 5 b conform teoremei

lui Schlafli deci o varietate riemanniand V, admite intotdeuna scufundarea
. Ln{n--1 . c e . P . . _ nin—1
tn E™™ D Clasa unei metrici riemanniene verifici deci relatia g << r= .
2 2
Dacd scufundarea are loc intr-un spatiu euclidian real numdirul intreg
pozitiv g se numeste clasd reald, iar dacd scufundarea are loc intr-un spafiu
euclidian imaginar atunci intregul pozitiv ¢ se numeste clasi imaginari.
Cartan [1] s Janet [2]s-au ocupat de aceastd problemi ne-
ficind nici o deosebire intre clasa reald si clasa imaginari.
nn—1)

C. Burstin [3], aratd i ¢i clasa reald maximi este

Prin urmare dacd ¢, e clasa reald avem inegalitdfile :

P P P - 1)
0L gLy L

Determinarea clasei unei metrici (1) necesitd integrarea unui sistem
mixt de ecuatii cu derivate partiale (5), ceea ce practic prezintd mari greutéti.

O problemd importantd este stabilirea unor criterii invariante pentru
determinarea clasei.

In acest sens singurele criterii generale cunoscute sint cele ale lui
Weise referitoare la clasa ¢ = 1. Prin aceste criterii Weise indicd modul
de rezolvare a sistemului de ccuatii al lui Gauss, solutia indicatd fiind ur-
matoarea :

R ihrs R ikrt

|
]

> )
I\lfrs ]\tlrf ’

_1 )\f, = )_ - | 1 '6
[\ikrs Ieikrt leikst! /2 ( )
>
Riys Rip R z‘zst:
> > |
Ry, Ry I\kmg
cu conditiile :
> 7 >
]\!/\'!»t\;l 1\!/;“7;‘1 I\zk,&‘{! 1) I) 2
s A9 _
Ie!ﬂ’x,m Rmm ](.'/1\1[; ! ‘)‘/.zr. . 1)1k,ri, =
» [IRATS Vil
Reppes,  Rigy Rig, R iharty
7 2
leik,rs, 1\)17»’,:7!, R:k\y,\‘zt: )
== | R R R Q l\aklrsx Riklrtl
ilgrsy \ilyrt, Nilgsgly i
R Rig, R B Ry
kolgrsy kylarty halaSaly
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Tunctiile 7, astfel determinate trebuie sd verifice sistemul:

3 3
dut T gyt

(Ecuatiile lui Codazzi)

Rezultatele obfinute de Weise sint sistematizate de Tanecunco in [4].

Pentru clasi mai mare decit unitatea nu se cunosc astfel de criterii,
din care cauzd putine metrici sint cu clasa determinatai.

Se stie de oxemplu cd metricile conform-euclidiene au clasa cel mult
egald cu doi (Brinkmann, 1932). Metricalui Schwartzschild,
adlca spatiul riemannian V, creat de mase distribuite simetric in jurutl
unui punct, are clasa doi (Kasner, 1921).

Nu se stie nimic despre clasa varietdtilor riemanniene Vy in cazul ci
clasa depdseste unitatea.

Un obilectiv important este inlocuirea sistemului (5) cu altul echivalent
dar simplificat, care si poatd fi minuit usor.

C. Burstin [5] se ocupd de aceastd problemd, plecind de la un spatin
V, cu metrica de clasd ¢. El va putea fi atunci scufundat in E,,, in care
alegem un sistem de coordonate carteziene ortogonale ¥, y%,... 97 fatd de
are spagiul V, va fi dat de ecuatiile :

3 ~7 _ —
L Ay — I 2y = 0 /)

yi == yi (ul,...,u") (L - 1:"'1” _‘“ ‘1)'
Varietatea definitd de:
ya = y* (%1 ’t) —+ e (g = 1,...,(] ] S
Y8 = ys (ul,...,u”) P=g+1 )

unde u*¥* sint ¢ variabile noi, are matricea

H de rang n -- ¢ s$i se
Lé‘

confundd cu o portiune a lui E,,, si deci va avea tensorul de curbd nul,
Ruw=0 (i, kI, m,=1,..0n 4+ q) “

Ecuatiile (9) constituie conditiile necesare $i suficiente ca 1/, cu metrica
(1) sa fie de clasd g.

n2(nd-—-1) e .
il ecuatii indepen-

Burstin demonstreazd cid sistemul (9) conpine
dente, numir egal cu numirul ecuatiilor lui Gauss, prin urmare mai pufine
ecuatii decit sistemul (5).

Tot Burstin arati [6] cd rezolvarea sistemului (9) se reduce la o
problemd algebricd de unde rezultd o metoda formald pentru determinarea
clasei reale a unui V, cu metrica (1) Metoda constd 1n cercetarea sistemului
(9) succesiv pentru valorile ¢ = 1, 2,... si primul intreg ¢ pentru care sistemul
admite solutii reale ne va da clasa teald. Metoda indicatd este insd pur
formala.

in cele ce urmeazi se delimiteazd clasa unor metrici care apar in cla-
sificarea spatiilor riemanniene V; dupd grupul lor de miscdri. Aceasta
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clasificare a fost datd de Bianchi [7] pentru spatiile propriu riemanniene
si de Krucikovici [8] in cazul spatiilor riemanniene cu metrici
nepozitiv definite.

Pentru determinarea clasei acestor metrici se stabilesc transformirile
care permit scrierea metricii sub forma euclidiana. Pe aceastd cale se obtin
reprezentiri analitice parametrice pentru varietatea care realizeazd metrica.

Spatiile V; cu grup de miscdri netranzitiv G;, au metrici care se pot
reduce la urmitoarele tipuri:

1. ds® = edxt + o(x)(dxs +egdns) ¢ sioeg = 4 1
I1. ds? = edx; + o(x,)(dxs + sin®x, dx3) (10)
II1. ds? = e dx; + o(x,)(dx} + sh2x,dx))

in cazul cind suprafetele de tranzitivitate ale grupului sint neizotrope si la :

IV. ds? = g, (0,)d% + 2 guo(#,)dxd%, + gu(x)d% (11)

cind suprafefele de tranzitivitate sint izotrope, functiile g fund functii
arbitrare de x; iar g, i gy diferite de zero.
Pentru metrica de tip. I. dacd se aplicd transformarea :

Y1 =V9(x) cos x, Vs =Vo(x) sinVex,
Y2 =Vo(x) sin x,

Yz =Vo(x)) cosVezx, Vs = Sl/gl —2(Vp)2dx,

s
elementul liniar ia forma euclidiani: ds? :2dy?
1

$=1

Pentru tipul I de varietdti, scufunddrile au loc Intr-un E; clasa ¢ << 2.
Aplicind insd criteriul lui Weise se aratd usor ci avem ¢ = 1 pentru ¢
oarecare.

& . 2 o . .
In cazul particular ¢(x,) = x; transformdrile se pot scrie

€
1

W :\/»-Q—xl cosV? ¢ x,
€ . —

Yo =\/ 5 msinV2e x,

‘1
Yy = ExlcosVZ €163 Xy

l’l .
V4= \/ 3 X1sin VZ2ee,x,

spatiul de scufundare este E,, clasa metricii este ¢ = 1, realizarea fiind
reald pentru ¢ =1 si ¢ =1
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Pentru metricile de tipul II. transformirile care o reduc la forma eu-
clidiand sint :

Yi=V#% sin x, cos Xy
Yo =V sin x, sin X,
¥; =@ cos x,

v ={Ve AT ax,

Suprafetele pe care se realizeazd metrica sint hipersuprafetele de rotatie
in E,. Tensorul de curburd al spatiului pentru ¢z &7 este diferit de zero
prin urmare clasa este g = 1. Pentru spatiile propril riemanniene realizarea
este reald dacd 4o(x;) - "% (xy) > 0.

Pentru ¢(x,) = 751 ¢, = 1 tensorul de curburd al spagiului este nul,
spatiul este euclidian cu realizarea:

Yy = ¥y sin x, €os %y
Yy = X, SIn ¥, sin
Y3 = ¥, COS X,

2 . .
Pentru o{x,) = a7 si ¢ = —1 realizarea este:
Yy == Xy SIN X, COS Xy vy = 12 %
Yo == Xy SIN x, sinn a4
Yy == X COS X,
clasa este si In acest caz egald cu unitatea.

Metrica de tipul IIL. in (10) ia forma euclidiani prin transformarea :

v = V% sh xycos Ve x,

Yo =V sh x, sinve, x,
.y3 - 7 P ch X,
Yo = S ! "‘L‘M‘(\/—(P)"Z dx,*

suprafefele din E; pe care este realizatd metrica sint tot hipersuprafefele
de rotatie. Tensorul de curburd al spatinlui nefiind nul in general, clasa
acestor varietdfi este cgald cu unitatea.
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A . 2 .
Dacd in cazul de mai sus avem ¢(%,) == 21 1 ¢ = —1, tensorul de
curburd al spatiului este nul iar spatiul este euclidian cu realizarea :

Y1 = x;8h x, cosVe, x4
Yo = X, Sh %, sinVeés *s

Vg == 1 4, Ch Xg.

Pentru metrica de tip IV in (11), cind suprafetele de transitivitate
ale grupului sint izotrope, transformarea:

=1 +Sg12 dx,

Yo =1 X,

¥y =V&xn COS 1,

Ve =V g5 sin %,

Y5 = S\/Z’u — &h — (VEu) " dx

o reduce la forma cuclidiand; spatiul de scufundare este E;. Din cercetarea
criteriilor lui Weise rezultd cid functiile 2 in (6) sint nedeterminate, criteriul
este inaplicabil. Sistemul lui Gauss (5) pentru forma cea mai generald a
metricii de tipul IV din (11) este practic foarte greu de minuit. Din scufun-
darea dedusd mai sus, rezultd pentru clasa acestei metrici ¢ =2 2.

Dacd  gq,(v,) satisface ecuatia diferentiald :

7 .2
83 a3 + 83 = 0

tensoru) de curburd este nul si spatiul este cuclidian.
Spatiile Vy cu grup G, de miscdri cu divizor normal G, netranzitiv,
au metricele care se reduc la urmitoarele tipuri:

V. ds? = Kdx? + 2 dxdx, — cosydx;
VI ds? = Kdx? + 2(2 — C)er! dxydx, 4 e*'dx; (12)
VII. ds?* = Kdx? + ¢>V(2 dx;dx, — dxs)
dacid grupul G, este rezolubil si la:
VIL ds? =edx? + dx; + dx? -+ sin? x,dx);
IX. ds? =edx? - dx; 4 cpsh?x,d (13)
dacd grupul este nerezolubil.
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In (12) C si K sint constante cu C £ 2 iar ¢, si ¢; in (13) sint solutii ale
ecuatiei ¢ = 1. Suprafefele de tranzitivitate in cazul rezolubil, sint izo-
trope, cele neizotrope fiind admise numai de cazul nerezolubil.

Metricele de tipul V' se reduc la forma euclidiani prin transformarea :

Y= Xt Y

Yo = 1% .
Y3 == COS ¥y COS Ixy
Y, = COS %g Sin i,

si spatiul de scufundare este E;.
Pentru metricele de tipul VI. avem transformarile :

_2.¢
Y = I

6511 + X2 y4 — z.xa

e %1
Yo == €7~ COS Xy

Py = €1 sin x, Vs =gw{ — ™ —(2 — )2 ePrdy,
pentru C == 0 si ‘

Y= 2 Xy + Xy
Yo = 1%

Vg == *1 COos x4

Yy = e*! sin x,

Vs —___-S VK — e 4 Xm

pentru C = 0 care reduc elementul liniar la forma cuclidiand. Spatiul de
scufundare este tot Ej.

Din aplicarea criteriului lui Weise pentru cazul tipurilor V, VI gi
VII in (12) se constatd cd functiile 2 in (6) sint nedeterminate deci criteriul
este inaplicabil. Din scufundirile date rezultd ci in toate tipurile din (12)
pentru clasd avem relatia g < 2.

Tipul VIII este caz particular al tipului IT iar tipul IX este caz parti-
cular al tipului III, deci ambele au clasa egald cu unitatea iar scufundarea
se deduce in ambele cazuri din cele anterioare.

Spatiile riemanniene V,; cu grup de miscari G, netranzitiv si cu grup
de migcari Gy al cdrui divizor normal G4 este netranzitiv, au clasa egald cu
unitatea daca suprafetele de tranzitivitate sint ncizotrope si clasa ¢ << 2
dacd suprafefele de tranzitivitate sint izotrope, afari de cazul spatiilor
euclidiene.
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[

O KJACCE PHUMAHOBDIX TTPOCTPAHCTB V; C HETPAH3HTHBHOF TPYIIIOHN
ABWOKEHWSA

(Pesonme)

B cratee wuavuaercs Kaacec pPHMAHOBBIX TPOCTPAHCTB Vi C HETPAH3HTHBHON TIpyn.
noit  ABHAeHHst. LlOKA3bisaCTCH, UTO PHMAHOBHIE 1POCTpaHcTBa Vi, ¢ HETPAH3HTHBHON
rpynnoit asuxenus Gy u ¢ rpynnofl  aBHKeHHst (i, HoOpMadBHLIA deauTesib KOTOPOro
Gy sibasieTcsl  HETPAH3NTHBHLIM, HMEOT KJIacc paBHblfi  efuHHLe, ecal NUBEPXHOCTH
TPAH3HTHBHOCTH HEH30TPONHLL, # MMET Kiiace Q< 2 el NOBEPXHOCTH TPAH3UTHBHOCTH
ABAKICTCS M3OTPONIHBIMI, NCKTIOYAas Cayuail 3BKANI0BLIX TPOCTPAHCTB.

SUR LA CLASSE DES ESPACES RIEMANNIENS V, A GROUPE DE MOUVEMENTS
NON-TRANSITIE

(Résume

I’ auteur étudie la classe des espaces riemanniens 17, a groupe de mouvements non-transitif,
I1 établit que les espaces riemanniens Vy & groupe de mouvements Gy non-transitif et a3 groupe
de mouvements G, dont le diviseur normal ; est non-transitif ont la classe égale & Punité si
les surfaces de transitivité sont non-isotropes, et la classe {2 quand les surfaces de transitivité
sont isotropes, en dehors du cas des espaces euclidiens.



INVARIANTII DIFERENTIALI PROIECTIVI AT SUPRAFE-

de

TIBER(U MIHATLESCU (Bucureyti)

1. In lucrarea noastrd [1] am stabilit un sistem complet de invariani
diferentiali proiectivi care apar In etapa fixdrii unei familii de repere mobile
asimptotice (R,) asociate unui punct al unei suprafete riglate care nu este
nici cuadricd si nici suprafatd desfasurabild.

Cu exceptia unuia din invariangii finiti §i a doi invarianti infinitezi-
mali, ceilal$i invariangi au fost insotifi de semnificatii geometrice.

Pentru a completa aceastd lacund, revenim — in cele ce urmeazi —
asupra problemei invariangilor, modificind pufin sistemul stabilit in [1] i
dind semnificatii geometrice pentru toti invariantii, atit cet finifi cit si cei
infinitezimali, care sint asociati familiei reperelor asimptotice de clasa
egald cu 3 relative la suprafetele simplu riglate nedesfisurabile.

2. Tetraedrul unui reper (R,), asociat unui punct M al unei suprafete
simplu riglate nedesfasurabile (S), este bine determinat ca pozitie.

Virful 4, coincide cu un punct regulat I al suprafetei (5), dreapta
[Ay, A;] este generatoarea rectilinie care contine punctul 4, iar dreapta
[d,, A} este tangenta la linia asimptotici curbilinie (C,) care conjine ace-
lasi punct 4.

Dreptele {4, 451, [A4;, 4,] sint —respectiv— axa cuspidald a unui con
(1) cu virful in 4, ¢i dreapta inflexiunilor a unei cubice nodale (C) din planul
tangent in 4, la (S), figuri care se obtin din problema variafionald simpld
asupra invariantului infinitezimal fundamental al lui Bompiani, iar punctul
A, este punctul comun cuadricei osculatoare in 4, la (5} de-a lungul gene-
ratoarei rectilinii [4,, 4,) cu axa cuspidald a conului (I').

Relatiile caracteristice ale familiei de repere (Ry) sint [17]:

g = 0, w3 == by, O3 = byog, ]
o =0, Wy == L3O, Aby + by(wgg — O3 — gy ;- gg) =0, (1)
®yg == bytogy, Wy = bytog,, dtg + C3(weg 1+ O — Zeg) = 0, {
gy == Cgbs@op, gy = 5wyt Cs0gg, gy = bi0g; — 2b5m¢, ]

Din aceste relatii, din ecuatiile de structurd ale familiei de repere
proiective si din relatiile deduse prin rezolvarea sistemului exterior asociat

3 - Babes—Bolyai: Matematicd fizicd I/1963.
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sistemului (1) rezultd c&, in raport cu o variatie a parametrilor secundari
rimagi, care sint parametrii de pozifie ai punctului unitate, care a rimas
arbitrar, coeficientii sistemului (1) si formele principale wg;, @y admit
urmditoarele variatii :

Bby == — bylegn — €11 — Oap + €my), 305 = ——cylegy + ey — 2ey),

Oby == —= bylegy — €11 + €on — €33), 0b5 == — b5 (¢q9 — e33), (2)
§Cs = — Cg€go T €11 — Cop — €33),
dwgy = (€go — €11) o1, Oy = (g0 — Cap) 02

In modul cunoscut se stabileste ¢i invarianti finiti, care apar odata

cu fixarea familiel (Ky), sint solutiile sistemului complet [1]:

of of of af
X =0, 0 Oy O 8
W/ 281)2 3 2 + 0 b ¢ s ) l

) L of of or _ 3
Xof = b, %L 20,90 g 0L 0L g 3)
- 2 Dy T2 00y © b, oy '
. 0f ., Af .. 0f of
= by O 0f 0l OF
Xal =0 g, mah &6% e J

iar invariantii infinitezimali relativi la aceeasi familie sint solutiile siste-
mului complet

Xif=Xf— wy 7 =0

Fuy
Xif = Xof — o L =0 @)
Xof = X, f =0
Inipoteza
bybicg 77 0

a cdrei semnificatie geometricd rezultd din lucrarea mentionati ([1], p.
228 —-235), se deduce cid sistemele (3) si (4) admit, respectiv, 2 si 4 solutii
independente, solutiile generale fiind functiuni arbitrare de solutiile inde-
pendente ale fiecdrui sistem.

Ca invarian{i finifi independeni vom considera functiunile

o= tE g e 5)
=, =y o
! bscy 2 c§b5 (

iar ca invarianti infinitezimali independenti considerim functiunile

___ Cybs a ' — 2
P17 T O ¢ bybs gy gz, Py = DaCsiz (6)
¢
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care sint de al cincilea ordin diferential, si invariantul fundamental al lui
Bompiani
£3%o2
¢ (7)
(‘)ﬂl

care este de al treilea ordin diferenfial si care a apirut odatd cu fixarea fa-
miliei de repere asimptotice (Ky).
Intre invariantii (5) — (7) existd relatiile de dependentd

93 = o991, 95 = [1f:970s (8)

Se obtin semnificatii geometrice pentru cei doi invarianti finiti (5)
considerind curbele pe care variazd virful 4, al tetraedrului reperului atunci
cind A, variazd pe fiecare din cele dond linii asimptotice ale suprafetei (S).

Din relatia

ddy = cybywepdy + (biwgy 4 C5w0) A 4 (D500, — 2 bswgy) Ay + 5344

se deduce cd pentru o variatie a lui 4, pe generatoarea rectilinie : (0w, = 0)
punctul 4, variazd pe o curbd a cdrel tangentd in Ay intilneste planul tan-
gent in 4, la (S) in punctul

P, = bsA, + b4,
iar, pentru o variatie a lui 4, pe linia asimptoticd (C,) : (wq, = 0) punctul
de intersectie a planului tangent cu tangenta la curba pe care variazd 4, cste
Py = csbyAy + o5ty — 2 b4d,
Punctele comune dreptelor din ficcare din perechile
{{4y, Pyl [Ag AT} {Ap Pols [do, 421
sint, respectiv :
P, = c;4; — 2 b4,
Oy = csbsdy +- ¢5d,.
In raport cu o variatie a lui 4, pe linia asimptotici (C,) punctul A,

variazd pe o curbd a cdrei tangentd In A4, intilneste generatoarea rectilinie,
in punctul :

Oy = bycs Ay 4 ¢34y
Valorile birapoartelor
oy = (dy, Ay, Py, Py) = — 2f;,  pp = (49, 41, 01, Q) = [
dan semmnificatiile geometrice ale invariantilor finifi.
Considerind pe generatoarea rectilinie un punct
Ao = (1 + oge)dq + wo14,
situat in vecindtatea lui A4,, biraportul
! ¢ b5 3
oy = (g, 4y, Ao, Oy) 3_' wo + (2)

c

are ca parte principald invariantul infinitezimal ¢,.
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Tatd de o variatie a punctului 4, pe generatoarea rectilinie [4,, 4,],
punctul A, variazd pe o curbd a cdrei tangentd in 4, intilneste dreapta
[y, Az] 1n punctul

Qg = bid,y - A,

Se considerd pe (S) un punct Ay din vecindtatea Ini A, Planul
[ALALAL] intersecteaza dreapta [Ay Ay] In punctul Af si biraportul

by = (dy, A3, A5, Qg) = bbivy - (8),
a cirul parte principald este echivalentd cu
t
bybs g1 w4,

di semnificatia geometricd a invariantulul o,.

Cousiderind un punct A° situat pe linia asimptotica (C,) In vecinitatea
lui 4, si proiectindu-l din [d,, Ay] pe (4, A} in Aj, partea principald
a biraportului

o= (Ao Ay Ay Qh) =5hby® + (3)

care ecste echivalentd cu

1 2
5 bat;s woz

< e < 1 o - . .
da, in afard de factorul constant -, o scmnificatic geomcetricd a ultimului
‘)

invariant infinitczimal o,

Invariantului Iui Bompiani (7) i sc mai poate da o noud semnificatie
geometricd, in afarit de cea cunoscutd ({13, p. 221).

S-a stabilit ¢d mulfimea cuadricelor care au fn 4, un contact de ordinul
al patrulea cu linia asimptoticd curbilinie (C,) formeazd o familie cu patru
parametri esentiali (17, p. 227). In accastd familic existd o singurd cuadricd

(Qz) b(lexg — 3 XXy = 0

care este circumscrisi tetraedrului A4, 4, A, 4; i este tangentd in .,
cuadricei
(@) byvy %y — x5 = 0

care este osculatoare la (S) de-a lungul generatoarei [A,, 4,].

Se considerd pe (S)un punct 4, si pe cuadrica (¢,) un punct M, -am-
bele situate In vecindtatea lui A,

Drepta (4, M,] intersecteazd in punctul T planul tangent in 4, la
(S) si are in comun cu cuadrica ((),) doud puncte, dintre care unul, notat
M,, este un punct din vecindtatea Iui A,

Valoarea biraportului

(T

My, M, ) = l )

H
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. .. v e oa o .1 « <
prin partea sa principald si In afard de factorul numeric —, dd o noud sem-
6
nificatie geometricd a invariantului lui Bompiani.
3. Tamilia de repere (Ry) admite st trel ecuatii invariante
b5 S (), bS = O, €5 w= O (9))
a ciror existen{d permite clasificarea suprafefclor simplu riglate in clase,
caracterizate de semnificatiile geometrice respective ([17, p. 228-—-233).
Considerarea congruentclor binare formate de muchile [4,, 4],
[4;, 4y) ale reperclor (R3) conduce la alte semnificatii geometrice ale ecua-
tiilor invariante (9).
Relatiile focale relative 1a congruenta transversald formatd de dreptele
[4,, A3] -axele cuspidale ale conurilor (I') - sint
gy 2oy = 0, 0y 4 2005 =0 (10)
z fiind abscisa proiectivil a punctelor dreptei [A,, 4,]:

M= 4, o,

i

Pentru congruenta tangentiald [4,, 1,7, formatd de dreptele inflexio-
nale ale cubicelor (C), relatiile focale sint:

g Loy, == 0, gy - Loy, == 0 (11)
¢t fiind abscisa proiectivd a punctelor dreptei [4,, 4,]:
Mo Ay -4 t4,.

Eliminarca parametrilor z, ¢ respectiv din relagiile (10) si (11), are ca
rezultat o singurd ecuatic

hsgr = 3 Dhery o3 — Citngn == () (12)

Cele doud congrucnte considerate aw deci curbe focale comune.
Abscisele proiective ale punctelor fecale sint date, respectiv, de ecuatiile

(A, A3t 22— BT — (b, F252) 0
(A, A, b — bt —c -0

Rezultad, din cele de mai sus, od pentru suprafetele riglate de indice 1,
pentru care punctele fleenodale ale ficedrel generatoare sint coincidente
si care sint caracterizate analitic de ecnafia invariantd

[75 L= (),

generatoarea rectilinie este o curbd focald comund a celor doud congruente.
Pentru o variafie a lui A4, de-a lungul generatoarei rectilinii {4, 4],
dreptele (A4, Ayl [y, A,] formeazd suprafete desfagurabile iar punctul
Ay, unicul punct flecnodal al generatoarei, este un punct focal deci variazd
de-a lungul muchei de intoarcere relativi la desfisurabila formatd de
(4, 4,1
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Pentru suprafetele riglate ale cidror generatoare rectilinii aparfin unei
congruente liniare si care sint caracterizate de ecuatia invariantd

bs =0

curbele focale (12) formeazd o retea conjugata.
Punctele focale ale dreptelor [4,, 43], [4,, 4,] formeazd pe ficcare
din ele sisteme armonice cu virfurile reperului situate pe dreapta respectivi.
In fine, in cazul suprafefelor caracterizate de ecuafia invarianti

c; =0

pentru carc conica osculatoare in 4, la curba (C}) -proiectia din 4, pe planul
tangent in 4, la (S) a liniei asimptotice curbilinii (C,) -contine virful A4,
al reperului (Ry), linia asimptotica (C,) este o curbd focald comuni a celor
doud congruente.

Fiecare din aceste proprietdti este, in mod evident, caracteristicd pen-
tru clasa respectivd de suprafete riglate.
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MPOEKTHEHBIE JHOOEPEHIIMAJIBHBIE HHBAPHAHTBI JIMHEMYATDIX
ITOBEPXHOCTEHN

(Pesome)

B paGote paccMaTtpuBaeTcs 3a4aya NPOCKTHBULIX IHGBOepeHIMaibHEX HHBAPHAUTOR
O0rC ceMelcTBA TIOABHKHBIX penepoB TpeThero nopsika (R;) cBsizauHBIX ¢ HepasBepTh-
Balonleiics npoctoii  suHeiiuaToll noBepxuocToio, [aéres reomerpuueckuii  cMbica  Beex
KOHEUHBIX H OECKOHEedHbIX HWHBAPHAHTOB, KOTOpbe NOABAMIOTCA B 3Tanc QuKcuposauns
ofuoro cemefictea penepos  (R3).

LES INVARIANTS DIFFERENTIELS PROJECTIFS DES SURFACES REGLEES

(Résumé)

Revenant sur le probléme des invariants différentiels projectifs d'une famille de repéres
mobiles de classe (R,) attachdée aux points d’une surface simplement réglée non développable,
VA, donne les significations géométriques de tous les invariants, tant finis qu'infinitésimaux,
relatifs a4 la famille (R%y) considérée.



ASUPRA UNUI REZULTAT AL LUI E. CARTAN

de
ST, PETRESCU (Bucuresti)

1. E. Cartan, ocupindu-se de sistemcle de doud ccuatii cu deri-
vate partiale de ordinul al doilea, intr-o functie z = 2{x,y) ca necunoscuti,
aratd [1] cd problema integrdrii unui sistem de ecuatii cu derivate partiale

Flx,y,2,0,9,7,5§ =0 (1. 1)
Glx,y, 2,0, 4,758 =0

in involutic, poate fi redusd la accea a unui sistem de 3 ecuatii Pfaff in
5 variabile de forma

dv? — 3 dat )
dx® — atdxt =0 (1.2)

ax® — f(xh, &%, 4% xd a8) dal = ()

ey . o . . R
pentru carc ?; 0 s cd acest sistem admite un grup de automorfisme
{oxt)?

cu maximum 14 parametri, fiind un grup simplu (primul din seria celor
5 grupuri simple exceptionale)

Mai mult, Cartan demonstreazd cd pentru sistemele (1. 1) in involu-
tie, admitind un grup simplu g, ca grup maxim de automorfisme siste-
mul (1. 2) are forma canonicd (1. 2) cu f = (x42

Intr-o lucrare recenti [2!, acad. G. Vrdncecanu determing,
intr-un mod simplu, condifia necesard i suficienti pentru ca sistemul
(1.2) s admitd un gy ca grup maxim de transformiri in el fususi si,
plecind de la ea, aratd ci compouentele £ ale transformdrilor infinitesimale
ale grupului, depind efectiv, pentru cazul in care f==(x*)% de 14 parametri.

Urmind o cale analogid aceleia utilizatd in [2], ne propunem sd dove-
dim direct ca sistemul (1.2), cu / == (x*)?, admite ca grup maxim de auto-
morfisme un g, considerindu-1 insi sub o alti formd obtinutd din (1.2)
printr-o transformare convenabili de variabile, aceasta ficind calculele
mai simetrice §i credem, mai simple.
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2. 84 facem in (1.2) cu f = (a2 transformarea de variabile
yo=2x ,(i=1234,15)
yT = 32 — a3,
El devine atunci
dy? -+ ylytdyl = 0
dy? — yidy' = 0 (2.2)
dyd — (y4)3dyl = 0.
In loc de a pleca de la sistemul (2. 2), iny' ca variabile, si plecim de
la sistemul in af,
dx? + xlxddat =0
dx® — x¥dxt =0 (2.3)
dxd — (x%)%dx! = 0
si sd-i cautdm transformadrile in el insugi de forma
2 =t - E (ah, af. 85, ((=12...,3) (2.4)
& fiind cantitdti infinitesimale de primul ordin.
Scriind cd (2. 4) este o transformare infinitesimali pentru sistemu
(2. 3), deducem condiiile :
Az + ylatdEl - (w18 4 x4ENda! = 0
dE3 — pAdEL — xOJE = () (2. 5)
ags — (x1)2dE! — 24483 xt = ().

“Dacd notdm, in general, cu £ = E(x',...,%% o functic diferenfiabild,
deci

d = g,dx' {£=2% )

in virtutea sistemului (2. 3) vom avea

A5 = [£ + (5 — ¥EJx 4 5(x0)2]dt + Edat, (2.6)
Considerind insd operatorul
DE = & + (B — ' &)at 4 E5(v?)® (2.7)
(2. 6) se mai scrie
dE = DEda' 4 Edxt (2. 6')

Prin urmare, in baza sistemului (2. 3) avem

A& = DE dxl + Eydat, ((=1,...,5) (2.8)
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iar conditiile (2. 5) se transformd in urmétoarele :
(DE + MAADE 4+ 18 L E)dnt + (& + 1AAE)drt =0
(DE — HDE — ENdxt + (2 — 2E)dxt = 0 (2.5
[DES — (A)2DE — 2008 dat + (8] — ()28 1dxt = 0

Deoarece (2.5') trebuie si aibd loc oricare ar fi da?, dat, deducem
relatiile

DE? a1yt DEY - alEY - 228l = (),

DE3 — xADE! — £t = (), (2.9)
DEY — (a%)2DE — 2488 = ()

g+ g = 0,

g — 2% = 0, (2.9

5 | QR
£l — ()8, = 0.
Totul revine acum la a gdsi funcgiile & care verificd sistemul (2.9), (2.9').
3. Din prima ecuatie (2.9) scoatem
EZ o — 2183 + (a1, a7, a3, 29) 3.1
si introducind in prima din (2. 9), gdsim , in virtutea lui (2. 7) care ne dd
D = Iy — xtDES — E3,
relatia
Dy — xDES — B3 - aTadDZ - alBY - x1EL == O
Obscervind insd a doua ccuatic (2.9), ramine

B3 e 228 L DO

S3 derivdam pe &% in raport cu a? gi sd finem scama de a doua ccuatic
(2.9 : vom obiine
£l gy — gy — 24ty (3.2

5
Pe de altd parte, aplicind operatorul (2.7) lui &%, a doua relagie (2. 9) ne
dd imediat

gl D% (3. 3)
Asa dar, am gisit valorile componentelor &, cu exceptia lui g3, cle
fiind date (3. 1), (3.2), (3.2) si (3.3).
Avem apoi
£ = (WPRE - (V= ) — - 20

si integrind rezultd :

ES = — '; (%42, + o(x', 4% 4% %), ¢ == arh, (3. 4)



42

Ne mai rdmine sd verificAm ultimile ecuatii (2. 9),

Cum

ultima relajie (2. 9)

— (2D + Dy — (2D —

si, deoarcce (3.2'), impreund cu (2.7), ne dd

ST. PETRESCU

—§(x4)3 D5 + Do

capiatd forma

(2. 9.

2348 =0 (2.5)

DEY = {, + 41Dy, — Dy — 224D s,

introducind in (2. 35) aceastd expresie a lui DE, cdpatdm relafia

4 .
— 5 (@) D95 — Dy + (+%)%q,

Deoarece

+ #(@)2Dy — (%) 2Dy + 244D = 0 (2. 6)

DY = 4 — a4 5 + (24

gdsim ci

D2y = (Do), — (D)pvat 4 (Dy)aat + (D )5(x4)%

Cum

deducem

P2y = Dy~

iar (2.6) devine, in cele din

o
3

sau explicitat:

*)
; (X032 A,
'E

+ Aty (6
[ — ¥ty 1

h\.v

Dar, deoarece @i » nu depind de
oricare ar {i 1t Din egalarea cu zero a cocflunntxlor Tui (x4)5,.

ecuatiile urmatoare :

8

S 2T ol € 1

3
9 =0,

:D%wm:zas

2D gy (g, V2D Yyt 2 Dy

—mw%;u

b5 A ()2 Dys Tty

[og — P ¥ ¥t gt +
(3.6)

Gss] — (¥8)2p, — K1(x4)2 [y, — ¥xt,,

(L )‘\ by — 200 g "}'““ :" Y33 +4 (%) g ’\L 2x4
AN2y5] — o+ alate, — oy — (¥

)%
variabila x4, trebuie ca (3. 8) sd aibd loc

.,x% obtinem
(3.9)

Vi) — v (39

Xy — gy = —2¢y (3.97)
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Din ¢y = 0, deducem

o = o(x? x%, 5.

Derivind a doua din (3.9)” in raport cu 2!, cdpatdm sistemul

¢ =0 '
(S) P2 — “2"9111
g = 2(Uy; — xl":’lu)
Poe = (U — At — v
25 = (91 ") —

4. Trecind la (3.9), prima ecuatie ne dd
== A(x), 4%, 2% 5% + B(al, %, x%) 4.1
Pe de altd parte, (8) fiind un sistem cu diferentiale totale, conditiile
lui de integrabilitate
Qij = Gy, 1)
ne vor da, pentru ¢ =1, =2, J;5;; = 0 adicd
Ay =0, Byy=0
ceea ce mne permite si scriem
A = a(al)® 4 B(a)2 4 yal + 3,
= o) + B2+ at B,
o, By S fiind functii, necunoscute incd, de variabilcle x243.
Celelalte conditii de integrabilitate ale lui (S) impreund cu primele trei

ecuatii din (3.9), (3.9), ne conduc la relatiile (permitind determinarea
funcgiilor necunoscute) care urmeazi.
' a1,
Vs = X s ,
4'%’12 =3 '%‘113 - 3—”11%12 )
== 3, Syl - 2
Yag T 3 Y123 3x ‘1}122 o 2“?111-’)

(4.2)

o

A S A D% B A G IRK ‘
Y23 T 3#11§:s 3x r'~1’1~23 25 + 24 s (4.3)
Yz = Y ¥ine T Yis

S 1 H
’ Y15+ (V) b — 20100y gy == 0.

Prima din ele ne da
Ay = a1, 4.4
iar a doua,
4oy == 30y — AL, -
4By = 3(Byyy — ¥ Bypa)- (#5)
Din a trefu (4.3) scoatem de asemcnea ecuatiile
Agy — 34y + 31 Ay, == 0,
Boy — 3By 4 331 By — 24,4y = 0, (4.6}
in timp ce a patra conduce la relatiile

423 — 34153 + 3x1d 1y =0 (4.7)
By — 3Byg + 307 Bygy + 244, — 244y, = 0.\
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fu fine, din a cincea (4.3) deducem fnci
Ay — 2ty + Aips = 0, (4.8)
By — ¥ By + By = 0,
iar din ultima scoatem
(a1)2dyy — 240 dyy + Ay =0
(¥1)°Byy — 2¥1Byy + Ay + By =0
Calculind derivatele 4; si introducindu-le in (4.4), ajungem usor la
egalitiifile
% =0, o3=1P B3="y Y3= 10, 3 =0. (4.7)
Ca atare
o = ofx?), 3 = 3(x2).
Tinind insd scama de prima relatie (4.5) deducem
ay =0, =0 By=0 1v,=
deci (4.8))

o == const, p == const, v = v(»¥)

Pe de altd parte, din 3y = 0 si y3 = d, obtinem vy, = 0 deci

Yy = ax® 4 b, (a, b constante arbitrare) (4.8)
i pe urmd din vy, == 8y, = rezultd
S = ax? + ¢ {¢ == constantd arb.) (+.8M
Asadar, avem pentru 4 expresia
A == a(x)® 4 B(a)? - (ax® + b)at 4 ax? ¢ 4.9)

care depinde — cum se vede — de constantele arbitrare #, 3, 4, b, ¢
5. In mod analog, a doua relaie (4.5) ne conduce la egalitdtile

% =0, a3 =70, 2v,=38 (.1)
ceea ccface ca ultima din (4.6) sd ne dea
B =0 A= a(x®)x? 4 5 (%9),
270 =3B (5.2)

S0 —3¥y =12«

Ulilizind fnecd a doua din relagiile (4.7) capatim

7&23 = 3_°'-:<:3
3?23 =3 E&a (5~3)
By — 3V = —4f
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In sfirsit, ultimele din relatiile (4.8), (4.9) ne mai dau
By = — 3 a7 (5.4)

respectiv egalititile

?2‘2 - 2 {_323 -} Ay == ()

oy — 2%y + Py + 8 o =0 ~

- N 16 (5.5)
23, =Y +3p
3_8—13 — 8y,

Ultima din (5.5) nc permite sd scriem

ozi

= d g A e g
= —Fol —dele 4 e
cu f si g functii de a? incd nedeterminate.

—
un
9]

~

Din a doua relatie (5.1), derivatd in raport cu a! i prima din (5.3)
scoatem cid

Ayg = O; Egg = O, :)723 =9 (56)
asa ineit ag = 0, de unde a == ctd.
Cum &y = 0 rezultd
g=r¢cx3 4+ A
si observind a doua din (5.1) si pe (5.4), deducem ca a = —3s, =10
prin urmare

Ultima din (5.6) ne aratd cd

—

9]
~]
—

¥ = a(a%) 2 + d() -

(5.8)
Egalind valorile lui 8, date de ultima din (5.3) §i penultima relatie
(5.5), obtinem

‘§23 =4p
si In consecinti
[ =4 px%2 + o, (o6 constanti arh.)
In acelagi timp rezulti insi

I
Yss =3 b
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— 8
.o A -2 — .
ceea ce ne did dgx? 4 dyy = S 48, de unde

Ayg = 0 - +a = 13
d, i = ER (5.10)
dyy “’-"i‘@' do=y B(x%)? pxd 6.
Avind in vedere a treia relatie (5.2) care di < = —12 « putem scrie
acum pe v sub forma
v 3 9 4 32 3 1 ’
V=(—12 0 &%+ a4 gRI) 4 ¥ A o 5.11)

u, p, o fiind —la {el ca «, B — constante arbitrare.
6. Ne mai ramine inca si-1 determinidm pe b(x?) — deei pe B si pe g(v?)
din expresia lui &,

Opg — —24
avind In plus 8y, == g, prin integrarea ecuatiei
oo = —24 2
cipatimimediat
g o= — 122 (2% 4 a2 4 0, (L, 0 cte). (6.1)

Introducind incd valorile (5.9) si (6.1) in (5.5) deducem :
§= = da(a®)t — Le(x)? + (4822 + 1)x® — 12a(x?)2 + L2 4+ 8.

Cit priveste b(13), ¢l poate fi gisit din relatia 8, = — Sax® %P-

care ne di

H:—-—4a(x3)2+%px3_+v (62)
Cu accasta avem si expresiile lui A4 i B (deci a lui )
A = a3 F B(xY2 - (ax® 4 b)xt b ax? ¢ {6.4)

B = )\(xl)a_& (4 « (xa\"l _ %Hxa_v](xl)z +

+{% B(x%)2 4 p2® + 0 — (12 &« &3 — p)xz]xl -
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care depind de cele 13 constante arbitrare «, 8, ¢, b, ¢, A, u, v, 3, 6, §,1,0,
si la fel va depinde

Y — A-a5 + B, (6.4")
de aceeasi parametri. )

Integrind incd pe dp = @dx, (i =1, 2, 3, 5) cu g, dati de sistemul
(S) cdpidtim pentru o valoarea

o= — 12 x72% 4 4 B 235 — L2 (33 4 L)t b g5t~ (6.5)
— 12222 F dud £ (33 — Dy by

cu 7 o noud constantd arbitrard.
Observind ca avem pentru componentele £f cxpresiile

&y == alyy — gy — 20ty
5= -, £y, w9, vy
E3 = xiEl + DY (6.6)

B D2Y=D, — DUy e Dby - D ()2 — x4 b,
ES == — 2 (¢34, + p(xh, 2% &%, 29)

se desprinde imediat concluzia cd ele depind de cele 14 constante arbitrare
semnalate mai sus si ca atare grupul de automorfisme (2.4) depinde el
insusi de 14 parametri.

BIBLIOGRATILE
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Ob OIHOM PE3VJIBTATE E. KAPTAHA

(Peswowme)

Hoxazano npsaMbiM nyTtéM — mnoabsysck merogom . Bpwuuany [2] — uwro crerema
ITpatda (2.3) nonyckaer MakcuMaabHVIo TPVHIY aBTOMOPGH3IMa, KoTopasi limeeT 14
napamerpos. Oua noayvaeTcs us cuctemp (1.2) npu == (x*)% KoTopas cooTBeTCTBYeT
OlHOH CcHCTeMe, CcOCTOfIefi M3 JABYX YPABHEHHH ¢ YacTHBIMH TPON3BOIHLIMH  BTOP 3TO
Nopsiika B HHBOMOUHM KOTOPhIMH 3aHuMaics E. Kapran B [1].

SUR UN RESULTAT D'E. CARTAN

(R ésumé)

On démontre —par une voie directe provenant d'une méthode de G. Vrinceanu [2] —
que le systéme de Pfaff (2.3) admet un groupe maximum d’automorphismes ayant 14 paramaétres.
On l'obtient & partir du systéme (1.2} avec f = ()2, qui se rattache i un systéme de deux
¢quations aux dérivées partielles du second ordre en involution, dont Elie Cartan s’est occupé
dans un grand Mémoire de 1910 [1].






FUNCTII ARMONICE (p, ¢) — CONJUGATE

de

M. GHERMANESCU (Bucuresti)

1. Notiunea de functii armonice conjugate este legatd de functiile
de variabila complexd, analitice intr-un domeniu inchis D, f(z) = « + iv,
in care functiile reale u i v sint armonice si satisfac, in acest domeniu, re-
latiilor lui Cauchy,

ax ey &y e @

Proprietatile atit de simple §i de importante ale acestor functii au dat
nastere la extensiuui remarcabile, avind ca punct de plecare sisteme lineare de
ecuatii cu derivate partiale de primul ordin cu doud functii necunoscute,
mai generale ca (1), cu ajutorul cdrora s-a extins nofiunea de functie analitica
sau s-a construit o teorie relativd la integrarea unor asemenea sisteme.

E. Picard este primul care, in 1891, considera sistemul de ecuatii

v, = au, + bu,

U4 :‘L“setc, (2)
Y, = CUtx + dit ox

yr

— in care @, b, ¢, d sint functii date, analitice intr-un domeniu inchis dat —
punind problema determindrii solutiei sistemului, cunoscind valorile pe
contur ale functiilor # si v.

De altd parte, E. Beltrami semnalase sisteme de primul ordin,
de o formd particulard, in legiturd cu problema lui Cauchy, [2].

D. Pompeiu, In1912si 1913, a extins notiunea de functie olomorfa,
introducind derivata sa areolari, [3], cdreia noi i-am dat mai tirziu o
o expresie foarte simpld, [4].

Noi fnsine am integrat apoi, intr-o comunicare ficutd la Soc. romind
de Stiinge, in 1930, ecuatia liniard cu derivate areolare,

PE L AF =B, F—wu+iv 3)
Dz

4 — Babes—Bolyal: Matematicd fizica I/1963.
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si am ardtat cd din integrarea acestcia se putea deduce solutia sistemului
de primul ordin

Bu 8v ¥ o

8L % L 4w A= By A = A, 4id,

[ oy 2

du ar A H 5 e T ' - (4>
5y “:’5;*"“17'5 A e o e By R

care satisface la conditii date pe conturul C al domeninlui dat, [3].

Problemele enuntate mai sus au fost luate in de-aproape cercetare
putin mai tirziu, iar astdzi sintem in posesia unei teorii destul de naintate
referitoare la aceste doud probleme, (61, [71.

Interesul unor asemenca cercetdri, importante din punct de vedere
teoretic, poate fi mdrit dacd din solufia sistemelor de primul ordin, ca (2)
sau altele, mai generale, se poate deduce aceca a unor anumite ccuatii de
ordin superior.

2. Atentia noastrd a fost retinutd de o problemd particulard, a cired
solutie raspunde partial la cererea precedentd: noi cousiderdm acele siz-
teme ale lui Picard, (2), a cdror solufie — adicd functiile # si v — satisfac
unei aceleeasi ecuatii liniare cu derivate partiale, care vadi de ordinul al doilea.

In adevir, se deduce din ecuatiile (2), presupunind derivabilitatea
necesarda,

Uy = Allyy, + iy, + ayn, - b,
Upy == Clgy + dity, -+ ity - du,,

din care se deduce — daci conditiile cerute pentru a avea u,, = 1, 1y, =
sint satisfdcute (teorema lui Schwarz, de exemplu) —

L(u) = cu,e + (d — a)utyy, — butyy + (¢, — ay)u, + (d, — b)), = 0 (3)
Pentru a obtine ecuatia satisfacuta de functia v, se deduce mai Tntii din (2)

— T
w, = av, -0,

(6)
0, s LT, it Wl
cu A= ad — bc >0, apoi
[.*.i = .CZ, A[) = e {Z)’ _"\AT T e ;f; f‘nd == a, (7)
se deduce, de aceeasi manierd ca pentru funciia u,
(v, + (@ — a) v, — bvy, +(C, —aju, + (b, — dv, = ¢ (8)

care este, evident, de acelasi tip ca ecuatia (5).
Vom zice cid ecuatiile de ordinulal doilea (3) si (8) sint ecuatiile-conse-
cuente ale sistemului (2).
Reciproc, fiind date doud ecuatiifcu derivate partiale de ordinul al
doilea,
Au,, + Bu,y + Cuyy + Du, + Eu, =0, )
A'vy, + B'vy +C'yy + Do, -+ E'v, =0,
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ar fi interesant de examinat conditiile cerute pentru ca acestea si fie ecua-
tiile consecuente ale unui anumit sistem de primul ordin, cum este (2).
3. Presupunem cd sistemul (2), ca si ecuatiile (5) si (8), sint de tipul
eliptic in D,
8§ = (d —a)®+bc >0

si sd determinidm sistemele (2) pentru care ccuatiile consecuente sint de
forma canonicd: trebuie si avem

a = [Z’ ]) + c == 0 (11)
astfel ¢, cu notatiile ¢ = — b = p, a = d = g sistemul (2) si ecuatiile (5)
si (8) devin respectiv
v, o= qi, — P, (12)

v, = Pty - gy,

L(”’) = PA”’ + (pr - (1)'>“,\' "%‘ (/)V _%- q,\’)ﬂ}‘ - 0’
M) =pAv + oo =0, (13)

Am obtinut astfel rezultatul

1. Conditia necesard si suficlentd bentru ca sistemul de ecuatil cu devivate
partiale de primul ordin (2) sd aibd drepl ecuatii-consecuente ecualli Liniare
de ordinul al doilea de tipul canonic (13) esle ca sistemul (2) sd se vadued la (12).

Sistemul de ecuatii (12) a servit ca punct de plecare lui N. Poloji,
[77, pentru definirea functiilor sale (p, ¢) — analitice. Proprietatea noastra
precedentd exprimi astfel o proprietate sau o ratiune a existentei sistenmelor
de tipul (12).

4. Si determindm sistemele (2) pentru care ecuatiile consecuente (3)
si (8) coincid : egalitatile corespunzdtoare,

(éy«—-c-):C -dy,(hy—(ix)zd — b

x x p "y
conduc la conditiile

(@ + d)x = a{lnd), + -- b (InA),,

(a + d), == c(lnd), + d({ind),,
care exprimi proprietatea, destul de curioasd,

II. Conditia necesard si sitficientd penivie ca sisteinul de ecualil cu derivale
partiale (2) sd aibd o singurd ecuafie-consecuentd este ca funcliile a + d §i
A, cu N = ad — be >0, s satisfacd sistemudur (2) insusi.

Vom spunc atunci cid sistemul (2) este wuni-consecuent.

Un caz particular remarcabil este acela cind cele doud ccuutii (3) si
(8) se reduc la ecuatia lui Iaplace : In primul rind, trebuie sd avem

d=a, b+c¢c=0 ¢ =a, d =10, (15)

deci A = a® -} 02, apol
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care devin, tinind seama de (7),

5
(3), {3 0~ () (5], - 16)

care se reduc la identitati.
Deoarece ultimele relatii (15) devin, in virtutea primelor, doud,

ay = by, a, = — by, (17)

rezultd

1. Conditia necesard si suficientd pentru ca sistemul (2) ,definit intr-
un domeniu inchis D, sd admitd ca ecuatie uni-consecuentd ecuafia lui Laplace,
este ca sistemul (2) sd fie de forma (12), tar functia f(z) = p + 1q sd fie olo-
morfd in D. .

Vom spune cd » si v sint in acest caz, functii armonice (p,q)-conjugate.

5. Notiunea de functii armonice (p, g)-conjugate poate avea aplicatii
utile in rezolvarea unor anumite probleme cu conditii la limitd, in afara
interesulul pur teoretic pe care-l prezintd prin ele ingsile.

Ca exemply, vom da elementele unei noi solutii a problemei urmaitoare,
pusd de dr. Poincaré [8]

Sd se determine o funcfie v(x, v), armonicd in interiorul wnui domenin
tnchis D, care salisface pe conturul C conditiel

dy d .
A(s)5 + Bls) 7= C/s), (18)
unde A(s), B(s), C(s) sint functii date de arcul s pe C.

Relatia (18) se poate scrie

dv v d dv dy  8v d

ST B O A VTR
8x ds 8y ds dx ds 8y ds

Fie w(x, y) functia armonicd in D, a cdrel funcfie armonicd (p, ¢) —

conjugatd este functia ciutatd o(x, y), definita prin relatiile (12), in care $
si ¢ satisfac conditiilor (1) : inlocuind cu (12), relatia precedentd devine

g & v 3 Su (i)f.d 8u dy _ du dy du dx
Ad«‘+Ba’rz-_(Aq+BP)(6x ds 8y E)+(Ap B(/)( “““““ )

si, infine,
du

(4g+Bp)% + (Bg — 4p) 5 = C, (19)

care este astfel conditia la limitd satisficutd de functia armonicd u(x, ).
Deoarece functiile p si ¢ sint nedeterminate, in afard de conditiile (1),
es poate profita de aceasta pentru a face relatia (19) cit mai simpld cu putinga.
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Astfel, daci se ia, pe C,
Ap — Bg =0, (20)

determinarea functiilor $ si ¢ conduce la o problemd omogend Hilbert,
iar relatia (19) conduce la

e OO = ¢ Clads
ds  Ag+ Bp T 5 47 + Bp (1)
4

Se cunosce deci valorile functici armonice #(x, y) pe conturul domeniului
D si avem de rezolvat astfel o problemi Dirichlet.

O datd functia u{x, y) determinati, se deduce functia {x,y) cu ajutorul
relatiilor (12) sau cu al formulei lui Schwarz.

Se poate lua de asemenca, in (12),

Ag — Bp =0, (22)

ceca ce procurd de asemenca o problemd omogend Hilbert, iar relatia
(12) se reduce la

du -C
L = — . o
R P (23)

Se cunosc deci valorile derivatei normale pe C si sintem condugi astfel
la o problemd Neumann.
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FAPMOHHMYECKHE (p, ¢) ~— CONMPSKEHHBIE ¢YHKUNUN

(Pestome)

ABTOp  paccMaTpHBaeT CHCTeMB!  uepBoro nopsaixa  (2), oTKyaa BbITeKaeT, 4ToO
L1 ,,VY SIBATIOTCH  pOIIeHUSMH YPABHCHIE BTOporo nopsiaka (5), coorseTctBeHuo (8)
npejacTaBgaaonne coboil  ypasueHus RBuITCKalOnie u3  cheremul (2.

Jlokaswy BatoTes  caeaviouuie  ¢BOfCTBA:

1. Jlag 1020 4r0bsl ypasuenus, 6GoiTerqouie w3 cderesmil (2) umeau  KQHOHU-
yeckuli sud, Heobxoduso u docrarouno urober (2) useaa cud (12).

. Jdas roeo urober cucresa (2) uMerq eQUHCTBOHHOC  BBITCKAIOWMEE  YDABHEHU
weobxoduso w JOCTATONHO, 4T0Gor unkyuu a -+ 5 w /A — ad — be = 0 6viau peutenusi
cucresnt (2).

HI Mg 7000 wro0et cOUHCTBOHEBIAL GOITORQICIUM  ypasenues cuctesmsr (2) 66010
novanenue Jaraaca, reofyoduso w  docrarouwo, arolst oxo useao Gopmy (12) ¢
yeaoaranu (1),

B nopsiake npusenennst paspolnaeres zazava [lvankape, coctosias B OTBICKAIiH
rapyounveckait dvekmige VIX VY B ofaacty D, Kotopas vioBacTBopsier yeaosHio  (18)
na rpaniue C. dTa ziaaaua csoanres ko osagauve upuxace wan ko saxave Hefimana,

TONCTIONS TTARMONIOUES (p, ) -CONJUGULES
(R ésumé)

luit que les fonctions
J et (8), qui sout les

Toautenr considére les systémes du premicr ordre (2), desquels §1 dé
u et v osont des solutions des ¢quations du sceoid ordss - espectivenment
Cauations-conséguentes  du svstéme (2,

Cn démontre les propri¢iés suivantes:

L La condition ndcessadve et siffisante pour que les rquations-consdqientes d'un systéme
clliptigue (2) aient la fo gique est gie (2) soit de la forme (12).

TE La condition mdcessalie ef suffisente powr gue le sveténze (2) @it une sewle dquativn-consd-
quenle cst gire les fouction, doet A csoad — be s O salisfassent an svatenee (2) Ini-méime.

VUL La cowditionn wilcossaire of suffisonte pouy gque le svsitéme (2) aimette comme dquation
uni-copsiquente Uéquatici de Laplace est gi'il soit de la forme (12) avee les conditions {1).

Comne arplication, on révout le probléme de Poincard, coucernant la détermination de la
fonction vix, v), harmoniogne daus D, satistoizant & Ia condition (18) sur le contour €. Le pro-
Licme ost ramend & un problame de Dirichlet ou de Nenmann.




O CLASA DY FCUATII TFFUNCTIONALE
de
N, GHIRCOIASIU

Lucvave fprezentald la sesiunca silinfificd a Socletdtii de wmatematicd §i fizicd,
Duceregti, 1213 febr. 1960

Ne propurem s gisim solutiile functii reale si continue, ale fiecdreia
(Hnin cetatiile frnetionale:

(I S{v 1) = SCH) b SHIC()
(I C(x 4+ vy = C(VHCQ) — SIS
(ITDH) S{v — ) == SICH) — S(C(x)
(V) Clx — ) = CiCly) -+ SMISH)
(\) Clv - v o COC() - SIS (y)
(VD Oy = COCH) - SESE)
(VID) S{v b v = SO — S 0)
(VITD S(v — 3 == S Cy) -+ S(vC(v)

Seostie o Tunctiile sin v siocos v, sint solutii ale ficcdreia dintre ecu-
atiile (1) (INV), dar functiile shov si ch v sint solutii ale ecuatiilor (I), (III),
(\) =1 (VIn

Veuatiile functionale de mai sus au fost studiate atit separat, cit si
in sisteme de cite doud ecuatii. Astfel de exemplu, sistemul (I) 4 (II)
afostintegrmi de J.Tannery 137, W. I Osgood [10],0. Perron
11 E. B ovan Vleek si H. Doubler {17], Th. Anghe-
lutd 3,0 Montel [9/siM. Gherminescu [6]. Sistemul
(ITI) - (IV) a fost integrat de H. W ilson [18], iar sistemul (I) 4 (V)
de The Auvgheluta (3. euatiile luate separat, au fost integrate
de The Anvhelutd (27 (ccuatia 1), H. Wilson [18] (ecuatia
Iy, 1L . Vau 8 han {14 (ccuatia IV) si altii. Rezultate mai com-
plete au fost date de I, Vicetoris [151, care integreazd fiecare dintre
primele 6 ceuatii, atit separat cit $i grupate in sisteme de cite doud ecu-
atii. Tn aproape toate lucririle care se ocupd cu aceste ecuatii func‘;lonale
metoda utilizatd constd in cfectuarea unor transformiri asupra ecuafiei
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functionale pentru a ajunge la alte ecuatii a ciiror solufii sc cunose. Trans-
formdrile efectuate uncori sint complicate si pot duce la pierderi de solutii.
Recent cu aceeasi problemi s-au ocupat J. Aczél 1]si E. Vincz
[167, care semnaleazd si solutii pierdute de diferiti autori, in special de
I, Vietoris.

P <

Tn aceastd lucrare ne propunem si facem direct studiul fiecirei ecuatii
utilizind relatiile de recurentd [2]

I
19 S& consideram ccuafia funciionald

S(e 4 y) = SWCE) + SEC).
Pentru x = y = 0, se giscste

(1)
SO)[1 — 2C(0)] == 0

(1)
Putem deosebi urindtoarcle cazuri, dupd valorile in origine ale celor doud
functii necunoscute:

S(0) =0, C(0) =

0.
Dacd S(x) = 0, rezultd cd Clx) cste arbitrar.
Daca Clx) = () rezultd cd S(x) =
denta.

0, solufie cuprinsd in cea prece-
Fliminind aceste cazuri particulare si facind in (1)
=0, ¢ )'f' ~OQ

S{v) =0, deci cu aceste valori In origine nu avem decit solutia

y =0, gisim
S(x) = 0, C(x) arbitrar. 2)
20 5(0) ==« 3£ 0, C(0) = (37é 0.
Din (1) rezultd cd § = ~2~
Dacd S(v) = o, din (I) avem C(v) + C(y) == 1, deci C(x ) - l)
Dacd C(v) = - din (I) rezultd S(x 4+ ) = — S@») + — S( 4,  dar
pentru v =: 0, S(t)d—- «, deci aceeasi solutie ca m:u SUS.
Yliminind aceste cazuri, din (I) pentru [

= 0, gdsim
Sx) =

= —S(x) + aC(x)
sau
Cx) = 5-5(x),
care inlocuitd in (I), ne da
S(vty) = =S () S(y)
cu solutia
Sx) = a a*
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unde a si ¢ sint coustante. Deci ecuatia (I) are solufia
1
S() = za*, Cly) =—a* (3)

in care, pentru ¢==0, se cuprinde si cea gidsitd mai sus.
30 5(0) = «x£0, CO)=0.
Caz imposibil, cdei din (1) rezultd o == 0,
405(0)==0,C(0) = B 2 0.

Din (I), pentru y=0, gésim f = 1.
Urmeazd sd integrim ecuatia (I) in ipoteza cd

S(0)=0, C(0) = 1. (4)

fn acest scop si inlocuim in (I) pe x si y respectiv cu x+4-4 si y—h si
din ecuatia obtinutd sid scddem pe (I). Avem

0=S(x+h) Cly—h)+Sly—h) Clr+I)— S() CH—SB) CW)  (5)
care pentru y=0, ne di
0=S(x+h)C(—h) + S (—h) C{x+71)—S(x)
sau inlocuind pe ¥+/h cu «x
0=S{x) C(—n)+S (—h) C(x)—S(x—h)
de unde presupunind ci S(-k) 32 0, cdci S(x) g= 0, gisim
C) =—51S0) + 5l S(x — B ©
sat
Cx) =mS(x) +nSkx—nh)
unde #m i n depind de cresterea 7. Inlocuind in (5), avem
S(x -+ ) [2mS{y —h) + nSly — 2h)] — 2mS(x)S(y) — nS(x—h)S(y) = 0.
T'dcind y=const., gidsim ecuatia functionald
LA)S(x + k) + M%) S(y) + N(h) Sk — B =0 (7)
C[Lllz% singurd funcfie necunoscuti. Integrala ei generald este [6], [7], [S],
Sm= 4,7} + Aerf

sau

14 a

SW)= A, i+ durf
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unde A4,, 4, sint constante arbitrare, iar kb este fix, »,, 7, sint riddcinile
ecuatiei caracteristice

Ly + Myry 4+ NI =0, (8)
in primul caz fiind presupuse distincte, iar in al doilea caz egale,
Notind
v =1 s v, = —lnre
v = - [V - Inre )
avenl
S(x) = A, €™ + A, (10)
sau
S(x) = " (B; + Byy), (11)

unde 4,, 4,, B,, B,, v; si vy, sint constante arbitrare ce se determind
cu ajutorul functiilor L, M si N sial valorilor initiale date ale functiei S(x).

Observare. Dacd r,, 7, sint reali, luind determinarea principald pentru
logaritmi, rezultd cd v, si v, sint reali, deci 4,, A4, sint reali, cdci S(v) este
reald. In acest caz solutia rdmine sub forma (10). Dacd r,, 7, sint complecsi
conjugati (cdci functiile L, M g1 N sint reale), atunci v,, v, sint complecsi
conjugati. Schimbind in (10) pe 7 in -7, rezultd ¢d s1 A,, 4, sint complecsi
conjugati. Notind

vy o= 8 iy, A = a -+ 1),
functia S(x) se scrie
- 5 .
S(x)=¢7" (2acos ny-2bsin 1) (12)

unde 3, 4, a si b sint constante arbitrare reale.

Vom folosi formulele (10), (12) si (11), dupd cum raddcinile ecuatici
caracteristice sint presupuse reale si distincte, complex conjugate sau cgale.

Revenind la ecuatia (I), pentru a gisi toate solufiile, avem urmdétoarele
cazuri:

7y, 7y veali st diferifr. Tinind seama cd S{0)=0, rezultd 4 ==—4,, deci
(10) se scrie

Y X Y Y'l;y—) x Y____x'?‘h x L B
' : P i T T
S(xy=4,(¢ —e¢ )=A4,¢ (e —e¢ * )
sat
8 ‘
S(x) = e shyy (13)
unde constantele arbitrare
ot Y Y
o . T Ye . N
[ra— uAjl, 3 f— 5 $1 y) = )

sint reale.
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Pentru a gisi cealaltd functie, fnlocuim in (6) si afldam
LBTh — ok
C(x) = =——[ C(—h) shqx — ¢ shq (x—Ah)!

shnk

sise vede el avem C{0) == 1,
lréCin .\':,,,:]1) gﬁ&lll]

C(h) == ™ el ol
prin urmare
C(v) = ¢® ch . (14)

7y, vy complex conjugatr. Tinind seama ¢d S(0) =0, rezultd din (12)
cd 2a=10, deci aceasta devine

S(x) = o ¢ sin 1Y (15)

unde o = — 20, este o constanti arbitrar3i.
Procedind ca mai sus din (6) avem

Clx) = % cos nx (16)
v,==r,. In formula (11), B = 0, cdci S(0), = 0 deci avem
S(x) = axe™ (17)
unde o = B, cste o constantd arbitrard. Din (6) deducem
Clx) = " (18)

Recapitulind avem
Trorvya 1. Ecealia juncfionald

S(ry) = SO ESCE)

are solutiile

Sy)y = 0 C{x) == arbitrar
[ 1 cx
= ad = —d
R
v 8
= e shqu = ¢ ‘chnx
Sr . )
= ¢ sin == et COos My
e ox Cw o gY‘t

unde a, ¢, o, v §i 8 sint constante arbitrare reale.

11
Pentru ccuajia functionald
Clety) = CECH) —SESE) (1)

se procedeazd la fel ca mai sus.
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Pentru x==y==0, avem
C(0) == C2(0) — S%0) (19)

si urmeazd s studiem diferitele posibilitdi dupd valorile in origine a celor
doud funcii.
10 5(0)=0,C(0)=0. Se giseste numai solutia

SO =0, Clx) =0 (20)
29 S(0) == C(0) = B 0. Din (19) avem p = p* — o2,
Dacid S(x ) n (II) rezultd
Clrt+y) = CH)C(y) — o

si pentru y==0

deci

Analog, dacd C(x) = B se giiseste acceasi solutie.
Eliminind aceste cazuri, din (IT) pentru y=0, gisim

Clx) = BC(x) — aS(x)
si inlocuind pe S(x) in ecuatia datd obfinem
C (1) = £C) CO)
si avem solutia
S(x) = aa”, C(x) = Ba” (21)

unde a,c, sint constante arbitrare si a2 = B2—f, solutie in care se cuprinde
si cazul particular precedent, pentru c¢=0.

3"S(0) = x £ 0, C(0)==0. Caz imposibil, cdci din (19) rezultd S(0)=0.
405(0) =0, C(0)=8 =~ 0. Din (19) rezultd f=1 §i urmeazad si integrim
ccuafia (IT) In ipotezele
S0) = 0si C(0) = 1.

Procedind analog ca si pentru ecuatia (I), avem succesiv

U=Clx4-h) Cly—h)—=S(x+Ah) S @ h)—CECH)+SHSH) (22)

St =5 C(x

(23)

si se poate presupune cd -A se giseste intr-un interval (0,w) in care S(x)
nu se anuleaza. (Tn cazul cind S( ') = 0, pentru toate punctele unui asemenea
interval, rezultd cd S(x) = 0, i C(x) = a**). Inlocuind funcgia S(x) in ecuatia
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precedentd si presupunmd y constant, se ajunge la o ecuatie funcfionald
analogd cu (7) insd cu alti coeficienti. Functia C{x) are una dintre formele
(10), (11) sau (12) dupd natura raddcinilor ecuajiei caracteristice corespunzi-
toare. Avem deci urmétoarele cazuri

vy, vy veali st diferiti. Avem
Clx) = A, e + A, "

unde A,, 4,, v;, $1 v, sint constante arbitrare reale. Cum C(0)=1, rezulti
A,=1—A4,, deci

Clr) = & [Ay " + (1 —A)e™],

unde am notat

sau
Clx) = ¢ [ch nx 4+ (24, — 1) shqx], (24)
care Inlocuitd in (23) ne da
S)S (—h) = "M 44, (1 — A,) sh qx sh k.
]:ﬁcil.ld X = —— h, avem
S(—=h) =+ 2VA, (A, —T) e~ ¥ shnh
unde trebuie ca

A (A,—1) > 0,deci 4, £ 0,saud;, > 1,

cici functia S(x) este reald. Rezultd

S(x) = £ 2VA4, (A, —1)e¥ gh . (25)
Cum din conditiile pentru 4, deducem cd 24, —1 trebuie si fie in afara

intervalului {—1, 1), putem nota

24,—1 = ctgh s
si cum atunci

A =1) =357
formulele (24) si (25) devin
Cx) = ——:—- e sh{nx +5s), S(v)= j;;—ef" shqx (26)
£hs sNs

unde 3, n si s sint constante arbitrare,
1y, ¥o complecsi mnjuaaii Conform formulei (12) avem

C(v) = % (2a cos v — 2b sin )
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Cum C{0)==1, rezultd 2a=1. Notind 2b=tg s, avem
Clr) = ——¢* cos (ga - 5) (27)
COs S
si din (23]
S(x) = 4—L— ¢ sin g, (28)
COSs S
unde 3,7 s1 s sint constante arbitrarc.
ri=rty. Din (11), tinind seama de C(0)-=1,avem
Clx) = " (1 + By, (29)
iar din (23
Sy = - Bve' (30)
unde v si B, sint constante arbitrare.
Recapitulind avemn
Troreya 1I. Feratia Junctionald
Cly -+ v) = C(x) Cly)y — S{x) S(v)
are solufiile
Sy =0 Cy=0
= oa® =f8a s wunde o B —0
= ¥ shgy 1
~shis _‘:::'-—1—-—6‘51 S}l (Y]x '{“ S)
B S
= edsin v .
COs s . _'1.__661 COS(Y] ¥ _q}_ S)
:j:B‘, 3 (,y\ [RSEY .
) = ¢'* (1 + Byx),
unde a, ¢, s, «, B, 8, 0, §¢ By, sint constante arbitrare.
111
S integrdm ecuatia functionald
Sir — ¥) = S() Cly) — S C). (111)

Pentru x = y = 0, avem S(0) = 0 si avem numai doud posibilitiafi:
1°5(0) = 0, C{0) = 0.

Daca S(x) == 0, functia C(v) este arbitrara.
Dacid C(x) == 0, rezultd S(x) = 0.
Tliminind aceste cazuri si fdcind in (ITI) y=0, gisim S(v)==0, deci
singura solutie este
S{v) = 0, C(x) arbitrar. 3L

2° S(0) = 0, C(0) = B 5 0,
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Din (ITI) pentru y=0, gdsim B8=1, deci vom integra ecuatia In ipotezele
S(0) =0 si CO)=1.

Inlocuind pe x si y respectiv cu x+h $i cu v+£ si scizind din (I11),
avem

0=S(x+h) Cy-4-h)=S+h) Cle+h)—SEICON-ESH)C(). (32)

I R
STy W g el A (33)

unde am presupus S(h) == 0 (pentru orice 2 dintr-un interval (0,w)), care
inlocuita in (J1I), ne couduce la ecuatia functionald cu o singurd funciie
necunoscutd

S(x+h) S(v)—S (x) [Str+-h) +5S (v—h) T =S —h) S(v)=0,
din care pentru v constant se obtine
L{k)y S(x+h) + Mh) S(x) + L{k) S(x—£h) =0,

a cdrei solutie este de una din formele (10), (11) sau (12), dupd natura rida-
cinilor ecnafici caracteristice
L2 M (hyr -+ L (k) =0.

Avem urmitoarele cazuri:

7y, vy reall st distincti. Tinind scama ¢d (S(0}=0, si cum r;7, =1 avem
mr, =—1Inz deci vy = — v, = — v
si conform lui (10), solutia se serie
S{x) = a sh ~x (34)

unde a=24, este o constantd arbitrard ca si v.

Tnlocuind aceastii expresie in (33), gasim

Cl) === [C(h) sh v — shv(x — h) ]
shyh

51 se observd cd C(0)=1. Cum C{#) nu se poate determina, inseamni ci
ea poate fi cousideratd ca o constantd arbitrari. Pentru a da o expresie
mai strinsd, notam

CUY e ety Cih)y — cliyh
—————— = {ghs sau

=ctghs
sh vk shyh g
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dupd cum valoarea absolutd a pidrtii intiia e%te mai micd, respectiv mai
mare decit unitatea. Gisim

Cly) = 2oeh(yx + ) (35)

chis

sau

C(x) :;1—11-: sh (’yx + S). (36)

Ambele solutii verificd ecuatia dati.
vy, vy complecsi conjugati. Modulul rddicinilor este egal cu unitatea, ciici
77y, = 1. Cum

Y= :_ Ing, =8 4+ i avem 3 = 77— In [r,] =0
deci (12) devine
S{x)=2a cos nx—2b sin nx,
sau
S{x) = o sin 7y (37)
cici S(0)=0 i a=—2b.
Inlocuind i (33) si rationind ca mai sus, gisim

Cly) =

oy Co iy 9) (38)

unde s-a notat

cos nh — Clh) _ t

PRSI e g
sin nh
sau
. 1. ) ,
C(x) = sin (nv 4+ ) (39)
sin s . ’
cu notatia
C{hy — cos vk
— == ctg s,

sin nhA

Ambele solutii verificd ecuatia datd si se poate arita ci ele reprezintd ace-
casi functie.

r,=7,. Cum 77, =r2=1, rezulti ci rdddcina dubld poate fi sau 1
sau —1.

Daci v = 1,y = % In# = 0, deci din (11) avem
(g

S()=B, + By
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sau cum S(0)=0, rezultd
S(x) = Byx (40)
si din (33)
Clx) = ax + 1 (41)
unde B, si « sint constante reale arbitrare. .
Dacd r=—1, avem In r=In 1 4 7 (n 4 2k=), deci y :—:—?—. Tinind sea-

ma cid B;= 0, avem

Sx) = e B, x.
i
Cum S(x) este real, D = e¢* B, trebuie si fie real §i se gdseste aceeasi so-
lutie ca mai sus.
Recapitulind avem

TrorEMA III. Ecuafia functionald
S(r—y) = Sx)C(y) —S¥)C(*)
are solutiile

Sx) =0 C(x) arbitrar
— g Sh vx :.c:]—g Ch (Yx -‘L S)
B 1
= a sh yx = sh (yx + s)
= o $i Mx = o cos (nx + s)
= DB,x =ox +1
unde o, v, v st B, sint constante arbitrare.
v
Sd integrdm ecuatia functionald
Clr—y) = CHCH) +SHSH). (1)
Pentru x=y==0, avem
C(0)=C3(0)+S2(0). (42)

Deosebim urmatoarele cazuri:
10 5(0)=0, C({0)=0. Se giseste solufia

S(x) =0, C(0) = 0. (43)
20 S(0) = 2 = 0,C(0) = 8 £ 0. Avem numai solufia
S(x) = a, Clv) 2 B, unde § = B2 + o (44)

3°5(0) = 2 3£ 0, C(0)=0. Caz imposibil din (42).
49 5(0)=0, C{0)=B0. Din (1V) pentru y =0 rezultd B=1, deci vom
integra ecuatia in ipoteza

S(0) =0, C(0) = 1.

5 — Babes—Bolyai: Matematicd fizica 1/1963.
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Avem succesiv
0 == Clr+h) Cly-+h) +S(+k) Sly-+h)—C(x) Cly) —S@SH!

si apoi
S = ——2 C(x) +Ce =i 45)

care inlocuitd In ecuatia precedentda, ne di
[Cly+) —CUIC(y) JC () +C ) [Cy—F) —Cly-+h) 1C(x) +
+[CHClY)—Cly—h) ICx—y)=0 (46)
unde am tinut seama cd
Sx) + C*w) =1,
care se obtine din (IV) pentru x=y.

Ecuatia se poate scrie sub o formd mai simpld, tinind seama cd C(x}
este pard, iar S(x) impard, ceca ce se demonstreaza fard greutate. Inlocuind
in (IV) pe y cu — v, avem atunci

Clxty) = CHCH)—=SH)SH).
Ecuatia (46) devine
Clx+h) —2C(h)C(x)4Clx—n)=0, (47}
care este tocmali ecuatia lui Poisson. Feuatia ei caracteristicd
r2—2C()yr+1==0
are rddicinile complexe de modul unitate
Clh) = 1S(h).
Avem atunci ca si in paragraful precedent
C(x) = cos nx — 2bsin vx
unde s-a tinut seama ci C(0)=1. Inlocuind in (43), gisim
SH)S(x)==sin nx sin vh--4b cos nxsin wh—462 sin nx sin yh,

de unde

S2(h)=sin nh-40 sin vk cos 7/ — 4b2 sin vh.

Cum S(#) este real, expresia din partea a doua trebuie sd fie pozitiva
pentru orice b, ceea ce nu se poate, cdci trinomul In b are rddéicini reale.
Rezultd 5=0.

Solutia corespunzitoare este atunci

C(x)== cos 7x, S{x) = sin 7x. (48)
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Avem deci
TrOREMA 1V. Fcuafia functionald
Cla—y) = CH)Cly) + S(H)SW)

are solutiile

Sx)=0 Cx) = 0
=« = B,undef =062+ a?
= sin 7 = CO0S ¥,
unde o, B si n sint constante arbitrare reale.
\Y
Sa integrdm ecuatia functionald
Clety)= CHC) + S(x)S(y) V)
Pentru x=y=0, avem
C(0)=C30)+S2(0). (49)

Avem urmdtoarele cazuri:
10 S(0)=0, C(0)=0. Se gdseste numai solutia

Sx) =0, Cx) =0 (56)
205(0) = o 32 0,C(0) = P 3= 0. Ca si la (IT) se gdseste numai solutia
S{x) = waa”, C(x) = Ba’*, unde B = B2+ «Z. (51)

39 5(0) = « == 0, C(0)=0. Caz imposibil, dupd cum rezulti din (49).
40 S(0)=0, C(0)=p£520. Din (49) deducem B=1, deci urmeazi si
integrdm ecuatia In ipoteza
S(0) =0, C0) = 1.
Procedind ca $i pentru ecuatia (II), se giisesc succesiv ecuatiile
0=Cle+RnCly—h) +SE+AS(y—h)—CEH)CH)—SH)SH)

C(—0 1 . -
S(mh)C(x) _+ Sh Clx— 1) (52)

S(x) = —
si apol o ecuatie de forma

LBYC(x-4-h) +-Mh)C(x)+Nh)C(x—h)=0
Dupd natura rdddcinilor 7y, 7, ale ecuatiei caracteristice corespunzitoare,
avenl urmdtoarele posibilitati:
vy, 1y veali st distincti. Din (10) si C(0) =1 avem
Clx) =4, (™ — ™)
sau

Clx) = e [chnx + (24, — 1) shyx]
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unde am notat

Inlocuind in (52), avem
S)S(—h) = —** M 44,(1—4,) sh nx sh =k
deci
S2(—h) = ¢* 44, (1 — A4,) sh? 4k
asa cd trebuie si avem
4, 1—-4,)>0
deci 0 < 4, < 1. Cum atunci —1  24;—1 < 1, putem nota
24, — 1 =tghs
si gdsim solufia Cl) = e ek (ny 4 9

chs
S (¥)=+-——e% shnx
—shs

71, ¥, complex conjugati. Tinind seama cd C(0) = 1, din (12) avem

C(x) = € (cos nx —2b sin 7).
Inlocuind in (52) gisim
S()S(—h)= e *¢ 7" (14-4b2) sin wx sin 4k
deci
S2—h) = —e *" (14402 sin® wh
ceea ce aratd cd acest caz este imposibil, deoarece S(x) este real.
7,=7,. Din (11) avem
Clr) = (14 B,x)
care inlocuitd in (52) ne da
SE)S(—h) = & B; xh
de unde
S2(h)y = —e " BE k2,
deci §i acest caz este imposibil.

TeorEMA V. Ecuatia functionald
Cr+y)=CCH)+SHSH)

14
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are solutiile

Sx) =0 Clx)y=0
= « a’* = Ba*unde f=[2% 4 «*
1 5% YY" h .
__—_-—_}:—;;1-—56 sh nx = chse C' (7}1 + S}

unde «, B, 3, v, a, ¢ st s sint constante arbitrare.

VI
S& integrdm ecuatia functionald
Clr—y)= CHCH) — SHSG) (V1)
Avem
C(0)=C?0) — S2(0). (€5)
10 S(0)=0, C(0)=0. Avem numai solujia
Sx)=0, Clx) = 0. (56)
205(0) = « z£ 0, C(0)=p520. Se gidseste numai solutia
S{x) , C{x) = p%, unde B = B;— a? (87)

= a
39 S(0) = a« 32 0, C(0) = 0. Caz imposibil.
40 S(0)=0, C(0) = B 2 0. Din (55) rezultd B=1, deci vom integra
ecuatia (VI) in ipoteza

S0) =0, CO) =1.
Se procedeazi exact ca la ecuatia IV. Solujia este
C(x) = ch 9x, S(x) = - sh nx. (58)
TrorEMA VI. Ecuatia funcfionald
Clx — 3) = CHCH) — SESY)

are solutitle

S(x)=0 Clx) =0
=a = f#, unde § = B2—a?
= -+ sh nx == ch nx
unde o, B si v sint constante arbitrave.
VII
Sa integrdm ecuafia functionala
Sr+y) = SE)CH)—SO)CH). (VII)

Pentrux =y = 0, avem
S(0) = 0.
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10 5(0) = 0, C(0) = 0. Ecuatia are numai solufia
S{x) = 0, C(x) arbitrar.

20 S(0)=0, C(0) = B £ 0. Din (VII), pentru y=0, rezultd
Eliminim cazul S(x) = 0.
Dacd C{x) = B = 1, rezultd

S(r -+ y) = S(x) — Sly) 5i S) = 0.
Eliminind aceste cazuri, din (VII), pentru x=v, avem
S(2x) = 0, deci S(x) = 0.
TroreEMA VII. Ecuafia functionald
Str+y) = SECH—SHIC()

are numat solutia

S(v) = 0, C(x) arbitrar.
VIII
Sa integrim ecuatia functionald
S(r—y) =S@CH)+SH)C(x).

Pentru x=y=0, avem

S(0)[1 —2C(0)]=0.
10 S(0) = 0, C(0)=0. Avem numai solutia

S(x) = 0, C(x) arbitrar
20 5(0) = x50, C(0) = 5 0. Din (60) rezulta p = .

“

16

Dacd S(¥) = «, deducem C{x) E—;— si reciproc. Alte solufii nu mai avem.

30 5(0) = « % 0, C(0) = 0. Imposibil.

40 S(0) =0, C(0)=p =2 0. Din (VIII), pentru y=0, rezultd =1 si nu mai
gisim alte solutii decit cele de mai sus, cici pentru x=y, din (VIII) avem

S(x) C(x) = 0.
TrEOREMA VIII. Ecwatia functionald
S —y) =SECY) + S)Cx)

are numai solutiile

Sx) =0 C(x) arbitrar

Six) = « C(x) %

Ml

Il

unde o este arbitvar.
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SUR UNE CLASSE D’LEQUATIONS FONCTIONNELLES

(Résuméd)

Utilisant les relations de récurrence, l'auteur intégre chacune des équations foncti-

onnelles T—VIII, en donnant les solutions fonctions réelles et continues. ILes résultats

sont

dounés dans les théorémes I—VIII.






PROPRIETATI INTEGRALE CARACTERISTICE PENTRU
POLINOAME,

de
1. STAMATE

1. M. Stark [7]a considerat ecuatia functionala

8
fha + (1-3)p) = A= 70 at )

-«

a

A si % fiind doud constante sia ardtat cd: dacd ofunctie integrabild in orice
sens, satisface ecuatia functionald (1), atunci f(f) este o functie liniard.

Ecuatia funcfionald (1) generalizeazi urmditoarea propozitie a lui
D. Pompeiu [3]si [4]: dacd /() este o functie continud si dacd media
valorilor lui f(f), in un interval oarecare este egald cu valoarea lui f(f) in
mijlocul acestui interval, atunci funcfia f(f) este liniard.

In alti termeni, dacd avem

g
Vit at =tp— w7 (=52) @

-4

oricare ar fi « si B, functia este liniara.
Pentru k=1six = % ecuatia (1) revine la ecuatia (2).

In cele ce urmeazi, la inceput, vom modifica solutia datide M. Stark
prin alta, in care se introduce numai o derivare, apoi vom da o metodd de a
determina solufia generald firi a introduce derivate, metodd pe care, la
urmi, o utilizdm s1 la alte ecuatii functionale care au solutii polinoame de
grad superior lui unu.

2. In demonstrajia sa M. St ark porneste dela ipoteza ci partea a 2-a
a ecuatiei functionale (1) este o funcfie continud pentru B =% «, acelagi

lucru este valabil gi pentru partea 1-a si de aici concluzia cd f(f) are derivate
de orice ordin.
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Derivind (1) in raport cu { presupunind £ £ « se obtine ecuatia
functionala

(=2 )(B—a) /" Do + (1=2) 8] +/ Dt (I—=2)B] =k f(8) (3)

Partea 2-a din (3) nu depinde de «, deci« poate fi arbitrar. Pentru a=§
avem

i(8) = H(e)

egalitatea valabild pentru B oarecare, deci £ = 1. Astfel (3) devine

(1=2) (B—2) f'[rat(L = W8] + fDha + (1=2) 8] = £(B). (4)

Putem obtine integrala generald a acestei ecuatii functionale firi a in-
troduce o noud derivare. Pentru aceasta, fie a,b] intervalul in care noi
considerdm fuunctia /(#). Dacd punem

a L b B ¢ — (1 — Wy

5 = C, :,1" O == ———

“ I3

cu X 7= 0, pentru x £ ¢, ecuatia (4) devine

1 — %

J) = jlo) + == —Ff () (5)

din care se vede clar cd f{f} estc o functic liniard, deci f({) = at -+ &, unde
a si b sint doud constante arbitrare.

In virtutea continuitdtii functiei f(f) egalitatea (3) este valabild si
pentru x = ¢ .

Pentru f(f) = at 4 b, din (4) deducem ) =

0 | -

Cazul » = o exclus mai sus, nu aduce nimic deosebit.

3. Vom da acum ecuatiei functionale (1) o solutie in care nu utilizim
derivate.

Dacd f(i) == constant si satisface (1) rezultd % = 1 iar X poate fi oarecare.

Fie f(t) % constant. Valorile « si { fiind oarecari, fie y mijlocul inter-
valului [o, B], apoi fie « $i § mijloacele intervalelor [x,y]si [v,z].

Tunctia f(#) satisfdcind (1) cu o $i B oarecari, avem

A\ AD dt = (y=x) [ H(I=W ]y ],

L S I

kS de= (y=2 1 noy o+ (-0,

¥

z

R\HO dt =2 (y—x) D+ (1-)3]

X
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cicl prin ipotezd
x 4z

2

y = deciz —y=y —x si 2 — 2 =2 (y—x).

Cum insa

v

§7(’) dt:Si(i) dt+ :Sf(z‘) dt

rezultd ecuatia functionald
JIME—=y) +¥] + M=) + 2y—x] =2/[2x (v —y) + 2y-x]  (6)

Ycuatia (6) trebuie si fie verificatd de functia f({) oricare ar fi x si vy,
cu A o constantd.
Dacd in (6) facem substitutiile

x=u+v, yv=u—10
se obtine

[ u+-@2—Do] + fle + (23 v] —2/u+ (@4 -3) 2] =0 (7

care este un caz particular al ecuatiilor de forma

ia, I(x 4+ a; h) =0 )

=0

tip de ecuatii studiat de Prof. T. Popoviciu[3] si[6] pentru care a ardtat
cd dacd numdirul & este asa fel cd

n n ”n n
Za£:Za,;a;= ...=Za;a;"":0§lzdflz" = 0 (9)
i=0

i=0 +=0 $=0

si dacd f(#) este o functie mirginitd (poate fi sumabild sau misurabild) care
satisface (8) atunci solutia generald a ecuatiei (8) este polinomul general de
gradul A—1.

In cazul nostru

Sa; =0, Sao; = 2h—1 + 21 — 3—2 (4A—3) = —2 (2r—1),
Soa o = (2a—1)? 4 (24—3)2 —2 (4r —3) = — 8 (A—1) (3r—1)

3 9 < 1 : . -
Cum X 4; o nu se anuleaza pentru A = — concludem: ecuatia funcfionald
2

(1), dacd k& =1 si A este oarecare admite ca soluyie f(f) = const., iar daci
f(t) este diferit de o constantd are ca solutie numai dacd A :—;— si k=1

siatunci f{¢) = at 4+ b unde a si b sint doud constante oarecari.
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3.J. Herbrand [2] a studiat ecuatia functionald

{0 at = by 1) + ko (25 + 2 1 (10)

%

1
B -«

care generalizeazd pe a cea lui D. Pompeiu sisub ipoteza ci f(f) este
mirginitd in un interval oarecare, a gdsit cd singurele solufii ale acestei
ecuatii sint :

10 f(8) = at + b dacd ky=ky, Ry + 2ky = 1, caz In care intrd ecuatia
(2) dacd &, = O,

2% f(#) un polinom de gradul al 3-lea dacd %, = &, = —;—, Ry z% caz

1

in care ajungem la formula celor trei nivele.

N.Ciordnescu [1] pornind de la ecuatia (10) a studiat diferite
alte ecuatii functionale, care se pot solutiona fard a introduce derivate,
reducindu-le la ecuatii de forma (8). Una dintre acestea este

g
ﬁlaSWMﬁ=§an+fwol ‘ (11)

unde
w = a4+ h(P—a), Bi=Pp—1 (f—9) nggé

in care }(¢) este o functie marginitd pentru orice o, B € (a, d).

N. Ciordnescu aratd cd dacd f({) este o functie marginitd Intr-un
interval oarecare i verificd ecuatia de mai sus, ea este 'continud, derivabili,
analitici,

Dezvoltind pe f(f) in serie deduce cd: dacd A este oarecare, solufia cea
mai generald a ecuatiei (11) este polinomul de gradul intfi.

Dacd » nu este arbitrar, ci satisface ecuatia

24 (1 =N

1
- S R —6A+1=0

adicd A = —‘1)—(1 - V]:S)’ ecuafia admite ca solutie generald polinoamele de

grad =: 3. )
Vom da pentru ecuatia (11) o altd solufie, fird a utiliza derivate.
Fdcind in (11) schimbarile de variabile
B=wuw-+v, a=u—uv

$i descompunind integrala astfel

u u+w wip
SWMM+S/Mdh:SMAdt (12)
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se deduce

,2‘-0 S iy dt =L 1f — v 4 2w) + flu—20) ],

S i dt =L 1fe 4 )+ fn v = )]

-

1
v

Avind in vedere (12) rezultd ecuatia functionald

F e+ no)+ fu 4+ v—2a) 4+ flu—v 4 A o) + flu—rv) — 2f(u— v + 2h0) —
—2f (u + v —2 W) = 0.

Fcuatia aceasta este de forma (8). Expresiile (9) in acest caz devin

Ya;=0, Tap;=0, Ya; v, = — 1222 1221 — 2,

T axd=0, Taot o g0nt £ 12003 —84 220 24 22,

Cuam nici una din valorile cari anuleazi pe X a;2?, nuanuleazd pe ¥ @}
urmeazd cd ecuatia functionald (11) admite ca solutie generald polinomul
de gradul unu cind —12 2% 4 12x — 2 3£ 0 si cind aceasta este zero polinomul
de gradul al 3-lea. -

5. Prin acelasi procedeu se poate studia si ecuatia

8

g ) /0 At = s (20— 1) () + (1-22) f()] (13)

«

unde
g =oa+2i (§—a), tp=ath B—a), 0=k=1, MFERX
obtinindu-se ecuatia functionald
(2h,—1) Lt (u—1)o] + (1—20) flu+ (2r—1)o] +

(2re — 1) Jr = 22) +(1=2 %) f (0 + 2y )
—2 2 —1)flu4+ (20 =] —2 (1=2 %) flu+ 2r2—1)2v]=0

Dacid o legam de (8) si (9) se deduce

z:(li - 0) zatdt = O) Xﬂl‘ "/;l = 2(’}‘5_;\1)[6 }‘l>‘3-_3 ()l + )\2) -%-2]
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In consecintd: 10 dacd %, si x, sint oarecari, solufia ce mai generald
a ecuatiei (13) este functia liniard

29 daca A, si A, sint legati prin relatia
6are —3(h +2)+2=0

solutia cea mai generald este polinomul general de gradul al 2-lea.

Dacd se calculeazd X a;%% prin anulare se deduce ¢i ecuatia (13) admite
ca solutie polinomul general de gradul al 3-lea dacd A+ 2,=1.

Procedind ca mai sus, se poate aridta cd si celelalte ecuafii funcfionale
din nota Iui N. Ciordnescu [1] se pot aduce la ecuatii de forma
(5), deci ¢ se pot obtine solutiile lor generale fard a utiliza dezvoltari in
serie.
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g [5] u [6].

PROPRIGTES INTEGRALES CARACTERISTIQUES POUR DES POLYNOMES
(R ¢sum é)
L’auteur étudie les équations (1), (11) et (13) sans introduire de dérivations. La mé-

thode consiste a réduire ces équations & la forme (8) étudi¢e par T. Popoviciuen [5]
et 0.



DESPRE O FORMULA DE CUBATURA

de
D. V. IONESCU

Este cunoscutd formula de cubaturi

SV@JMM@z%Um~Wﬁm+ﬂ%+hmw+ﬂwm—wwm”
D
+ fvo, yo -+ £) 4 2/(xg, y9) ] + R

in care domeniul D este un dreptunghi definit de inegalititile
D:ixy—h v Llag+ 0 yo—kSy Ly + £k

S este aria dreptunghiului, iar R este restul formulei.

Accasti formuli este amintiti de Fr. A. Willers [5], de G. W.
Tyller 4} side I. Albrecht ¢i L. Collatz [1].

In aceastd lucrare vom da o metodd pentru a obtine formula de cuba-
turd (1) si restul R in acelagi timp, sub forma

gt X Yotk
R = (@ (0, 0) 2L dxay + (o) s vy ds + (o) 2 o @
54287 3st . a4
D x—h Vg —

determinind functiile @(x, 1}, o(x), ¢(v)

Restul formulei (1) fiind astfel bine precizat, se va face o aplicatie
a formulei (1), la calculul aproximativ al integralelor duble.

Metoda de lucru pentru obfinerea formulei de cubaturid (1) este aceeast
cu cea Intrebuintatd in lucrarca noastria [2], despre punerea unei diferente
divizate de ordinul (m, n) a unei functii de doud variabile, sub forma unei
integrale duble. Prin aceasti metodd obtinerea unei formule de cubaturd
se reduce la integrarea unui sistem de ecuatii cu derivate parfiale cu anu-
mite conditii la limitd, dupid cum obtinerea unei formule de cuadraturd
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este legatd de integrarea unui sistem de ecuatii diferentiale cu anumite
conditii la limitd [3].

§ 1. FORMULE PRELIMINARII
1. 84 considerim dreptunghiul D, definit de inegalititile
Diay <oy <y,

in care sint definite functiile f(x, v), o(x, ¥) continue impreund cu deriva-
tele lor partiale,

3 of 8 994y dtp

dx é—y axay "ox ay axay

Transformind integrala dubla

§¢£;¢w@

prin integriri prin péarfi convenabile, se ajunge la urmdtoarea formuld

o Y
S{’Sx"md/xd}/ =9 (x3.)9) flxa.¥y) — % (%, ¥y) f(x;. yy) —

— e (o ¥y (g y) o (Y f (3. ¥)

[P

1y

(aoy) f (6y)dx — Sg(x”yz)/ (x.ya)dx +

4

i
Jx

-+

—~
o)
=

!’k/\“

Y2
ﬁm»u;w@-sgmMuww@+

-

2wy
k'3

v

—&—SS 8(1;\ fdx dy

d presupunem acum ci functiile f(x, y), o(r, y) mai au derivatele parfiale

asf @y @i
Ax2dy 8x8)2 "axtayt

asg A% Flg

2x3b3 BxdyE GatEy?

continue i1 D.
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Inlocuind atunci in formula (3) pe f cu 88 (; vom avea
x oy

2

4 2
SS(P axazafyz dx dy = o(¥y ¥a) a; (2. ¥2) — (%1, o) :;vafy (%3 ¥2) —

2

atf 3*f
— @(xg, vy) —— (%2, 34) F @lxy, ¥
‘9(2,1)%8}'(2“1) %—(p(l“l)axay

(%1, 1)

)

+gjf( 0 L e ) = (02 () 2 (, yuddat
+ (2w L y)dy-g-m) (v )y +

F {2 2 ay
3% 8y 8x 8y
D

Daci in membrul al doilea inlocuim ultima integrald cu membrul al

doilea al formulei (3), in care @(x, y) este inlocuit cu aa; obtinem formula
*Qy

8%
a7

S g . ae
SS 1Jt;;“,-.»(:,)._v d\dy =@ (’\ZJy )8 xz,yg cp(xl,yz)ﬁ(xl, yz) —_

4
é
— (xa. ) 3755 af (.34 ¢ (x1v3’1)a af (x1, 1) +

N 3%

+;2;i, (x2, ¥2) f(f\'a:yz)"axay (%1, ¥2) 1 (%4, 30) —
62 FY
- ax:‘. (*2¥1) flxp y1) + 5% (x5, 3 flxom) + (4)

\"_‘Uw”(»yl)dx-—g 29 (v92) g (v.v0) d¥ +

x 8xé
(° 5 2f
"° Y . 89 8
+ p 7 é?;(ay (xpd) dy ~§, 2y (%, % 5y (x2.9) @y +
83(;, ) o 32
-+ Se*gé}’ (x.y) flx) dv — S atljy( ' ¥e) [(xy,) dy

6 — OCubes--Bolyai: Matematica fizica I/1963.
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Vs s
: 3% 3%
+ Samﬂ (21.¥)F (%1,3)dy —S e (X ¥) F(x2.9)dy +
N Y1
a'p
+ S§ Py fdxdy

care este fundamentali pentru aceastd lucrare.

2. SA considerdm acum dreptunghiurile D,, D,, D,, D,, definite de ine-
galitidtile

Dy: Xy L X < Xy, Y Ly < s
D,: ¥ < x < Xy, Yo K<Y < Vg
Dy: ¥ K & Ay, Y1 <y <Y
Dy: Xy L X Xy, <Y < Ve

s1 sd notdm cu D dreptunghiul format din dreptunghiurile D,, D,, D,, D,.

La dreptunghiul D; atasim functia o () continud si cu derivatele
partiale care figureazd in formula (4), continue in D,; aceasta pentru 7 =
=1, 2, 3, 4.

De asemenea fie f(x, y) o functie continud in dreptunghiul D si care
are derivatele parjiale care figureazi in formula (4), continue in D.

Aplicadm la fiecare dreptunghiu D; si la functiile f, ¢; formula (4).
Adunam membru cu membru cele patru formule care se obtin si vom avea
urmditoarea formuld

iss axzay— aviay: DS (5)

1

2

= ¢1(%3,Y3) 2 (%3,53) — @a(%1,¥3) ai gy (x1,¥3) + ‘Ps()‘byl) g (*1,91)

3% 8y
. 8% f acf
— @a(¥g,1) —— (%3,91) + [03(%5.33) — @1(2.¥5)] (3.y3)+
Axay 3x 3y
2 ; |
+[@a(¥1.32) — @3(x1.32)] e (%1,Ys) + [ 9a{%,¥1) — @3(5.%1)] = (%g.y1) -+
ox oy 3x 8y
2
+ [ea(X3.72) — @1(%5,95)] % (%3.5) + [01(%2,02) — @a(%2.30) +
5 8%f 3%, : Py
+ @a(%e. o) — @a(%g, V)| ——(¥a, ¥a) + ——H(x3¥3) [ (¥3.55) — (%) [(%1.y5) +
PETAY 3xay vy
% ey ) [(H091) — T2 (1) (g, 1) +
ey U eay YV Fa
8% __ % 8%y _ 0% ,
| ) — 2 ey [flxava) [ 7% () — 2 oy )+
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2 82 82 "
[axay X9, Y1) — axq;y(xz y1)]f(x2)y1> + [axz; (%3, 2) + ;%(xs»yz)]f(xa:yz)’*‘
3%, QZ 82@3 — a?,cpi
[a»a (%3,¥2) — Py (%5, ) -+ sray (%2, 72) 1oy (xz»yz)} H(%5,52) +

+S ([0 g = 22 ()| 2 () = 22 () 2L () +

4 0% (x,y,) 22 <x,y1>} dx
318y

ax

] 8 ar 8y AP ay
{J(x.y-ﬂ cP( }2)} j( Yyo)= 5y (Y e ga Yalt o= (x ) aa (Y ,)}dr+

Axdv

Axd

gy, a9 agf 6q> % dq ary
[“7’1\2.3’)— r;(xz,y)J (X2,y) = 5%, y)axi)( 3yt 2(»c y‘axay( s")’)}d)"‘}‘

<ila 3 FY:
—LS{[’gﬁ“%y?—%“z’y’kﬁ (o) 2 gy ol Y T2 ) 2 ,y>}dy+
¥
i3| gy o, Wl )__Cjﬁ.(x ) flxy )+f3‘_(x Y1y Vet
*"1 .ax2a‘,('\"}2’_‘52'25},‘)6'}2 ﬂ Ve ax28y Vs 3 axtay TN
¢l & & 8%, 3,
o - Z e ey e fenh e ) sl

A3 ) &% . - EE , 3,
+S{[f-i-v?(x'zy)——f%(xg,}’)Jf(xg,y)— L (e Yy VM Xﬁyg(u v) /(rl‘yJ}dWr

&3, 83, o' o
+ S{{ o(’» Y q"?(xzy)]/(l’r}')_ %(Xa-}’) /(~rzszy:+878—;’;(x"y)/(xl‘y)}dy+

4 64

*Z SSaﬂa areay | dx dy
hp

§ 2. PROBLEMA LA LIMITA

3. In legituri cu formula (5) se pune urmitoarea problemi la limitd.

Sd se determine functiile o,(x,v), o@o(x, ¥), e3(x, ¥), oux,y) solu-
tit ale ecuatitlor cu derivate parfiale

2%, Vo oy 2% g By (6)
axray® 7 oxdyd  axtay: | axtay?
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st care sd verifice urmdtoarele condifii la limitd

3%, 33p, dto,

J——— )= T = - X3, = (.

t’;xz(’;y(x’}~’) 0. ox3y? (xa-}’) 0, éxéy( 3 Y3 0

8tay 930, 9ig,

Sriay WYl =0, Gt iyl =0, 55, (ays) = 0 )
8 g, gy 820,

Tatay Y1) = 0, 5a (1y) = 0. 55, (B03) = 0

3%, oy AT
E'xTo‘; (x,3) =0, _E'—A-g;? (x3.9) = 0, iy (Ya.v;) = 0

den 3 T .
e (x.33) = 0, By {(x3.3) = 0, @0y =0

32X 4

oy , 0 8y = Q ) -0 (8)
5 @ye) =0, ',T;‘(xx'}/) =0, o,(x;.y3) =

) Ay

—(xy) =0, Gy (%,0) =0, ¢5(x1.yy) = 0

é é
—% (r.y) =0, T%* (x59) = 0, og4x5.,) = 0

Integrind ecuatiile (6) cu conditiile la limitd (7), se giseste

;j;z (x — 3:3)()’ =)
:—gj = (x—27)(y—3) o
2L = p—n)y — ) |
%= (x — 20y — y)

Integrind apoi ecuatiile cu derivate parfiale (9) cu conditiile (8) se obtine

¢ = i(x — %)% (y — ya)*

Py = S(® — %)% (y — y;)?

N

r=r(x — x))? (y — yy)?

Py = %(x —1x3)? ()"‘%)2

Cu aceasta problema la limitd pusd mai sus este rezolvati.
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§ 3. FORMULA DI CUBATURA
4. In formula (5) sa alegem functiile ¢, ¢y, ©;, @, astfel ca ele si

fie solutiile ecuatiilor cu derivate partiale (9) si care verifici conditiile
la limitd (7) si (8). Atunci aceastd formuli capiti forma

S (o 2L ity = 4 2L (w0 + Bl )+
7]

-+ S[%(xlyz)_.ax( 1y2)] 8% f ( ey dnt

o -
- i& . \ Oy . arf ( 3¢, .
L ySz_ay (o) =570 *ﬂa\ayw) y +SW< ) ~3y—w,yﬂmy(xo )y +
.ra,-aa 33 o 3% 8%,
+§ Sy Y (. yz)]f(x yodat| [ s ,yz>-m<x,y2>}f<x,y2>dx+
o 3 3(?1 a'XQ J‘ a'%tpa . d
H [t ) = s (29)| ,,y>¢y+S Lmy_( 2= sralry)|f (v) dy+
Y= N o )
-}—SS/d%a’y
D
(11)
unde
A = 2uxaya) — el vy) - 9a(xa, 3a) —,(x,.,) (12)
a 1 a 5'2 N a2 .
B =gy (e vl s h ey g e = sleyd (19
Tinind seamd de ecuagiile (10) si fidcind calculele, avem
+ Xy Yy oo Vg ,
A= (x5 — x) (¥ — ¥ (3"2 - )()' "”‘T‘) (12%)

B = (x, — x)(v, — 7) (13
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Mai departe, avem

v = ey = — s — (. = 2~y
I %% i) = = (55 — 30 (}'2 __"—‘l;:b)(.\- ~xy
%(xz,y) — ey = — s =) (rg S "'3) (=) (14)
%iy! (%,,9) —%ii?(x.z,y) = — (v3 — ¥ {xz—%ﬁ) (¥ =)
et (1)~ s (V) = o (8 — it (00 = — (17 = v,
i:x (x2.%) — 83:} (xp,y) = ;::}:( 2,) -:::: (23) = —(x; — 1)

Tinind seama de ecuatiile (6) si de conditiile la limitd (7), (8), (9),
precum si de formulele (12°), (13’), (14), formula fundamentald (5) se trans-

formi in formula

(1, .,\';\_)”%“

4 ’ e 3
{ Voo ) &
Gad s

2§)S e é—;ﬁ*—d xdy ={x3 — X )(¥3—Yy, )( ﬁ;—%)LVZ‘"‘-—:r——-

+ (3 = 1) (s = ¥ f(re)

Ay X2

—{¥y )(y _n : 13)[81(‘%' — ):;f (x, ys)da+ S(x~x3) é%(l.)/g) dxj-

Y Y3
—(x3~,1',)(x2*~ : _, x;){s(y - )'1);;))(7(2')/%2'}"}{-8()’ - ya)ié(%&"}j -+

Y 3a

+ §§ vy

2l
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S3 observam insd ci

. 32 a 8
(o — ) g o) dx = (= w2 ) —{ 2 (v &
, 2 ar T af
S (x — x3) a—a;({; (xy) dx = (x5 — xz)a“{v (x2:)2) - S; (x,59) dx
P ¥ X
Y2 Ve
/ of o e d

S 0 = %) geg; Fed) dy = (v, — y1) 75 (%a¥d) — Y57 (R2¥) Ay
¥ ¥y
e s

a2 ) 38
Vo — v o o) dy = (s — v o) = ( L,y v
¥ ¥,

$i tinind seama de aceasta, formula (15) devine

4 a“ A, ~-oa o4 3 2
ZSS Py dxdy :(xa—-xl)(ya—yl)(xz ~_1~2_9J(y2 _QT@) Y (1)t

g =1 D

AR , AL
+ = e — 252 v+ (= v =252 § )

+ SDS fdxdy

Din formula (16), rezultd formula de cubaturd care face obiectul acestei
lucriri:

Xy 4 T+ ) 8t
SS fdxdy = — (x3— v))(y; — yl)(xz - 5 ()(3’2 "1—2")'3)6*,;’,("2»}'2)—

I2

— (3 — x)(y; — yo Hxpye) +
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) Sl S K .
+ {x3 — )M ys — 3y (‘z 2 5 ) f( (oY) T (1'2 —— J)a/\( 2:¥2

Ay Ya
+ (s =3 S [y de 4 (x5 vy S Hxo.3) dy . (17)
- . zsa . _an )’;af
—(J'a‘"yl)(}’z -2 D) \3)S§fj(x,y2)dx— (x5 — xl)‘x2 b . ;ng(xz,y)dy-i—R
h B2

unde restul R este dat de formula

e

unde functia ®(x, y) coincide pe dreptunghiurile D,, D,, Ds, D, cu func-
tiile ¢, 9,5, @3, ¢, date de formulele (10).

n cazul particular cind punctul de coordonare (x,, y,) este centrul
dreptunghiului D, formula de cubaturd (17) se simplificd si ia forma

- du dy

(18)

ty ¥

SS fadxdy = —(x, —x) (V3= /(% ¥2) + (s — 1) S f(x.y.)dx + Sf(xz  Yidy+R

(19)

unde restul R este dat tot de formula (18). In acest caz insd functia o(x, y)

este continud pe dreptunghiul D si se anuleaza pe laturile acestui dreptunghi.

Inlocuind in formula (19) pe f(x, y) cu _,,,'_ii,,f’_%),,z,(,:"“iv"‘l)g, obtinem

(4]

ny . . (g — )30y — 39)°
gg(;)(ﬂb, y)d.l (Zy = - (20)
si de aici rezultd o noud forméd a restului formulei de cubaturd

(wg = )3, — )3 &if
R = G (5 ) . (21)

y=

unde (£, ) este un anumit punct din dreptunghiul D.
Din formula (21) rezultd i urmditoarca evaluare a restului. Avem

— )3y, — y )
R Dl 0y, (22)
unde
M,, = su 8y {
=0 sy
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§ 4. APLICATIE A TORMULEI DE CUBATURX (19)

6. 83 schimbdm notatia punind

% = xy — h, Xy = Xy, Xy = %y + A
V1= Yo — £k Y2 = Yo, Ya = Yo + Kk
Formula (19) se va scrie sub forma
Yot & Kotk
SS/dxdy=—~4hkf<xo, Yo)+2h S flxoy)dy +2k S /Eyddx+R  (19)
D Vy—F Xy=h
si avem
lRl //13/\ M2 \ (22/)

Sd aplicdm la fiecare integrald din membrul al doilea formula de cua-
draturd a lui Simpson. Vom avea

Ay R

0t

S H(x,y,) dx =;,—; Hxo—h, yo) + 4f(xo30)+/(xg + 2, %) ] + Ry
Xg—ht (23)
Yotk
) 1r0.) dy = % [ilxo, yo—R) + 41(x0, 30) + f(xa. Yot k) + R,
Yok
unde dupd cum e stic [3], avem
a,+h Yotk

Ry= § o) ey dx, Re= § 4 0) 2L (xe) @)

Ay ' ayt
Yo~k

unde functiile ¢(x) si 9(y au fost studiate de noi: ele sint negative prima
pe intervalul (x, — 7, &y -+ 2}, a doua pe intervalul (y, — %, v, + k)
$1 avem
X,k Yy
. ey S - (k3 0=
S Plx)dy = — 5 V(y)dy = 3550 (25)

vy V=l

Ficind inlocuirea integralelor din membrul al doilea al formulei (19)
cu membrii al doilea din formulele de cuadraturd (23), obfinem formula
de cubaturd.

Cos ™

S fdxdy )hk [flxg—Hh, yo) + flxg, ¥o — k) 4 [ (%0 + hy ye) +
+ f(xg, ¥o 4-R) + 2 flxg, 3a) ]+ R

(26)

&
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unde restul R’ este dat de formula

Yotk
= L y) ¥ 8%(x. )
R SDS(D("'” s drdy + 2§ g )T gy
Yo—k :
Ttk (27)
< ! iz, y4) 5
+2k g ¥ (V)T dx
Yook
Restul se mai poate pune si sub forma
o A% %Y his 83 i 8y,
R =3 ax2ayt (&) — 7= X (o) =75 573 (E10 ¥o) (28)

dacd tinem seama de formulele (20), (25). In aceastd formuld (%, ), (£, 1)
sint doud puncte, anumite, din dreptunghiul D.

Notind

C 3y
igm sy [

(x.fh,,to'*h

. e
» Mg, =sap =5 (%, y)f
Tk, vt k)

(J'u

avem urmitoarea evaluare pentru [R|

R = (5 A2k Moy + ha M, 4 M) (29)

i
7

Tinind seamd ci formula de cubaturd (19) este cxactd pentru orice
functie f(x, y) de forma

f=AEy + By)x + 4,(x) + By(y) (30)

unde functiile A(x), B(y), A{x) si B,(y) sint oarecari, formula de cubatura
(26) este exactd tot pentru functii de forma (30) in care A(x), 4,(x),
B(y), B,(y) sint polinoame de gradul al treilea.

In alte lucriri care vor urma, vom face noi aplicatii ale formulei de
cubaturd (19°) si o noud extindere a ei care de asemenea si conducd la
formule practice de cubatura.
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OBb OJHOM KYBATYPHOM ®OPMYJIF
(Pesowme)
B sroit paGoTe BBIBOAHTCS OCTaTOuHbIN ujen KyGartyphoit dopmyan (1). Ycrauas-

nuBaloTes cHavasa GopMmyanl (4) u (5) notom npo6neMma Ha rpaHuue U3 §2 npHBOAMT
% KybarypuniM ¢opmynam (17) u (26) ¢ UX OCTATOUHBIMH UJE€HAMH.

SUR UNE FORMULE DE CUBATURE
(Résum é)
Dans ce travail on donne l'expression du reste de la formule de cubature (1), On

établit d’abord les formules fondamentales (4) et (5). Ensuite, le probléme aux limites
du § 2 conduit aux formules de cubature (17) et (26) avec leurs restes.






ASUPRA POLINOAMEILOR ARMONICE SI BIARMONICE

de
P. P. TEONDORESCU (Bucuresti)

1. Functiile armonice F = F(x;) (1 = 1, 2,...,m), care verificd ecuatia

AF =0, . 1)
unde A este operatorul lui ILaplace
T 52

A =L @)
(=1 ¢

a constituit cbiectul studiului multor matematicieni, incd dela inceputul
secolului trecut.

Ulterior, diferite probleme puse de practici — mentionim problema
pland a teoriei elasticitdfii — au ficut si se introduci functiile biarmonice,
care verificd ecuatia

AAF = A?F = (). (3)

Un pas important inainte in construirea functiilor biarmonice a fost facut
de BE. Almamnsi [1], care a aritat cd o asemenea functie se poate pune
totdeauna, in mod univoc, sub forma?

m

F =+ &, Y i, )
=1

unde functiile ®; = Qy(x;) si &, = ®,(x;) sint armonice
AD, = AD, = 0. (5)

Se pot introduce in mod analog si functiile poliarmonice?; astfel, o
funcfie p—armonicd F = F(x;), care verifici ecuatia

A*F = 0, (6)
lAceasta este numai una din formele in care se poate scrie o functie biarmonici, forma
care ne va folosi in cele ce urmeazi.
ZPentru aceste functii, vezi — de exemplu—lucrarea [5].
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se va putes exprima printr-o formuli care generalizeazd pe (5), cu ajutorul
a ¢ functii armonice

p—1 Fom o N\T
F=0,+ S0, (E*) (7)

j=1 i=1
unde ®; = ®; (x,)(j = 1,2,...,$). Aceasta ne aratd cd studiul functiilor
armonice prezintd o importanid deosebitd pentru studiul celorlalte tipuri
de functii mentionate.

In cele ce urmeazi ne vom referi la cazul polinoamelor armonice omo-
gene (cu ajutorul cdrora se pot forma orice polinoame armonice), care pre-
zintd interes in diferite probleme practice. Mentiondm cd, tot din punct
de vedere aplicativ, vom face distinctie intre diferitele polinoame omogene
de grad = oarecare, dupd proprietitile de paritate sau de imparitate in
raport cu fiecare din cele m variabile.

2. Tie intii cazul unui polinom omogen de gradul » in doud variabile

Po(x, y) =04 %Y (1 j—m), (8)

unde 7, § pot fi orice numere naturale pozitive sau zero. Este evident cid un
asemenea polinom are (n - 1) coeficienti.
Punind condifia ca acest polinom si verifice ecuatia (1), gdsim

A=) G - Dy T =0 4 i=n) (@)

si ficind o schimbare de indice pentru al doilea termen, putem scrie

L[l = DAy + G+ 20 + Ddicy, j1o]8" 7y =0 (@)
i

Acest polinom este identic nul numai dacd toti coeficientii sdi sint

nuli. O noud schimbare de indici ne conduce la (n — 1) relatii

(20 + VAo + G+ 20+ DA je =0 +j=n—2) (9
intre cei (» + 1) coeficienfi. Deci un polinom armonic omogen, de gradul #,
cu doui variabile, depinde de (» + 1) — (n —1) = 2 constante arbitrare
(cu exceptia polinomului de grad zero, care depinde de o singurd constantd
arbitrard). Cu alte cuvinte existd cel mult doud polinoame armonice omogene,
de grad =, in doud variabile, liniar independente.

Alegind pe Ay, st Ay,n_, drept constante arbitrare, determinidm, cu
usurintd, din relatia de recurentd (9), coeficientii polinomului armonic
omogen (8) sub formal

Ay = (=1)1 C7 A (2 +7=mn),

. .
Ayyrj = (1) Cotl Ayny (29 4+7+1=mn), (10}

unde C) este simbolul combinirilor a » obiecte luate cite s.

3 Pentru a nu complica scrierea, am preferat si folosim doud formule, dupd paritatea in-
dicelui .
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Introducind o noud constantd arbitrard

- 1

Arpr = — A, (11)
n

putem scrie coeficientii cu indicele ¢ impar si sub forma
RUES Sy
Aoy = (1) Ay (29 +7+1=mn). (10%)

Dupd proprietdtfile de paritate in raport cu cele doud variabile, un
polinom armonic omogen, de gradul #, se poate descompune in doud poh-
noame, corespunzind fiecare cite uneia din cele doud constante arbitrare
alese.

Pentru polinomul armonic omogen de gradul n par gésim:

— un polinom par in raport cu x si y*

vpfb (X x') p— Z (,,,1)1 C’:’tlx‘_‘lyvhzz; (12)

L0

— un polinom impar in raport cu x si y

"
5 1

P,lel (.V, :/\’) — E (#1) C°14-l x‘llr—l}’n—fll—rl' (12/)

Jee )

Pentru polinomul armonic omogen de gradul » impar putem scrie:
— un polinom impar in raport cu x si par in raport cu ¥y

n—1
‘)

P,l,“ (x, ) = 2 lle“y""",lfl, (13)

{=0

— un polinom par in raport cu x si impar in raport cu y

n-]

Pi Y, '\' . 2 «Zl-".’l}’?t—«ﬂl‘ (13r)

(]

Aceste polinoame corespund functiilor introduse, pe alti cale, de
A. Kahane [3]

3. Folosind relatia (4), putem construi cu usurinid polinoamele
biarmonice omogene, de gradul n, in doud variabile, care vor depinde de
patru constante arbitrare (cite doud constante pentru fiecare din cele
doud polinoame armonice folosite).

Indicii superiori corespund celor doud variabile x si v ; indicele 1 indicd o imparitate jar
indicele 2 ne aratd o paritate in raport cu variabila respectivi.
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Cu aceleasi notatii ca mai sus, gisim pentru un polinom biarmonic
omogen de gradul » par

nwz‘u)

P22(x, y) 22( UL(””‘QL)C%LL(O(,,?G"'“yu-i*ﬁnx‘“y ’
(14)
Pll(x y i( ﬂ —92] — C21+1(Y " 21—1y21+1+8u x2L+1yn-—21-1);
=

analog, pentru un polinom biarmonic omogen de gradul » impar putem
scrie

L]
e 2
Lux?(x'y): }: (__1)[(%“21 —‘l) (a:‘(::-ﬂxn -21y21 +BnC:—2L -1 x2!+1yn—21—]) ,
1:=0
(15)
n—3

PRy =30 (1) (nm 20 —1)(y, Cr T8y m =2t 2y 5, O My,

L=

Noi am gdsit [6], [11] aceste expresii si pe altd cale, pornind de la
un polinom de forma

Py(vy) = du(x +39)" + B,(x —dy)"+ (82 + ¥?) [Co(x + )" 72 +
+Dy (v —ay) 72, (16)

unde 7 este unitatea imaginara.

In [14] se dau valori numerice $i unele reprezentiri grafice pentru
aceste polinoame.

Analog se poate construi, folosind formula (7), un polinom p—armo-
nic omogen, de gradul #, in doud variabile, care va depinde de 2p constante
arbitrare (am presupus p<7n, altfel numarul constantelor arbitrare este
mai mic, datoritd faptului cid polinomul armonic de gradul zero are o
singurd constantd arbitrard).

4. Cu ajutorul acestor rezultate se pot rezolva cu usuringi diferite
probleme la limitd ale fizicii matematice, avind un caracter particular.

Fie astfel problema lui Dirichlet pentru un cerc de razi unitate, cu
centrul in origine

x2+y2____»1, (17)

functia pe contur fiind datd de

71

= Yaz v—L"y'_l‘f’Z @y FYy T L 40X + gy + Fooc (18)

1=0
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Tinind seama de (17), putem exprima aceasti conditie la limitd sub
forma unui polinom in raport cu variabila x, de exemplu

F"c:.z (a,x" + B, "ly) + «g » (18"

i=1

unde apar numai (2r + 1) coeficienti.

Pentru rezolvarea problemei alegem o functie armonicd formatd
dintr-o sumi de polinoame armonice pind la gradul 7, folosind expresiile
{12), (127), (13) si (13’). Aceastd functie va cuprinde (27 + 1) constante
arbitrare (observdm cd polinomul omogen de gradul zero este o constanti,
deci introduce o singurd constantd arbitrard). Dacid {inem seama de (17),
se poate scrie si aceastd funciie intr-o formi asemdnitoare cu (18) pe
contur. Prin identificarea coeficientilor rezultd ci problema s-a redus la
rezolvarea unui sistem de (27 + 1) ecuatii algebrice liniare cu (27 + 1)
necunoscute.

In mod analog se poate studia si problema lui Neumann, cind deri-
vata normald se da pe contur sub aceeasi formd.

Problema biarmonicd fundamentald ca si o problemd p-armonicid
oarecare se pot rezclva asemdndtor, in conditii pe contur analoge. Numadrul
constantelor arbitrare care se pot introduce corespunde cu numirul maxi-
mum de coeficienfi ce pot aparea In expresiile conditiilor pe contur.

De asemenea, se pot studia aceste probleme si in cazul unei elipse
sau a altui contur inchis, reprezentat printr-o formi polinomiald.

5. Polinoamele biarmonice in doud variabile pot fi folosite cu succes
si pentru rezolvarea unor probleme plane ale teoriei elasticitdtii, dupi
cum se poate vedea in [117.

De asemeneca, am ardtat [6], [12] ci — utilizind aceste polinoame —
se pot construi expresii aproximative pentru functii biarmonice, punind
conditii la limitd intr-un numir finit de puncte pe contur. Metoda condi-
tiilor in puncte pe contur ne permite si reducem probleme dificile — pentru
domenii complicate si cu conditii la limitd arbitrare — la rezolvarea unui
sistem de ecuatii algebrice liniared, cu un numdr finit de necunoscute.
Mentiondm si faptul ¢d, in acest caz, se poate aprecia cu usurintd $i exacti-
tatea calculului facut.

6. In problema spatiali a teoriei elasticitdfii se pot folosi de ase-
menea polinoame armonice si biarmonice pentru rezolvarea unor pro-
bleme la limitd particulare. Noi am ardtat [7], [97 astfel ¢4 unele probleme
privind paralelipipedul elastic sau placa groasd pot fi rezolvate pe aceastd
cale. De asemenea, toate consideratiile fdcute la punctele 4 si 5 se pot
extinde $i la acest caz (rezolvarea problemei lui Dirichlet pentru o sferd
etc.). Aceste observafii ne arati cia este util un studiu al polinoamelor
armonice in trei variabile.

#Tinind seama de posibilitatea utilizirii masinilor electronice de calcul, aceasta nu consti-
‘tuie o dificultate in rezolvarca problemelor — clilar in cazul unui numir mare de necunoscute.

¥ - Baubes—Bolyal: Matematica fizicd 1/1963.
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In lucrarea [4]se fac diferite consideratii generale in legdturd cu studiul
functiilor armonice omogene in trei variabile. Noi ne vom referi numai
la polinoamele armionice omogene.

Fie astfel un polinom omogen de gradul =

Pz, v,z) = L A patyizt (i +7+ k=mn), (19)
4y
unde toti indicii sint pozitivi sau cel pufin egali cu zero.
Observidm ci pentru 7 fix avem § + & = n — 1, corespunzind (n—i +1)
coeficienti diferiti. Facind pe ¢ sd ia toate valorile posibile, gdsim numarul
total al coeficientilor de determinat

n+2)2+ 1 (20)

(n+1)+n+Mm—-—1D+...4+24+1= 5 .

Punind conditia de armonicitate pentru acest polinom, obfinem
oAy [ilf — Dw=2yih b — 1) w972 2 4 k(b 1)xf y) #72] = 0. (b)
1.k,

Facind schimbiri de indici pentru al doilea si al treilea termen din
parantezd, mai putem scrie

SO~ 1) Ai G 20+ D an i
N v ’
F B+ 2) (kb gy Ay = 0 ()

Acest polinom este identic nul dacd tofi coeficientii lui sint identic

< yax A . e e . o . A .1
nuli. Facind o schimbare de indici, gdsim c¢d intre cei — (n + 2) (#n ++ 1)
2

coeficienti trebuie sd existe relatiile
(4+2) (1) digpjn + G20 + 1) dijpor + B2k +1di504.=0,  (21)
unde ¢ 7 + k =n — 2, deci —1; n(n — 1) relatii.

Un polinom armonic omogen, de grad =, in trel variabile, va depinde
. 1 1 . .
decide ~ (n -+ 2)(n + 1) —-~n(n — 1) = 2 4 1 constante arbitrarc ; deci
2 2 '
existd (2n -+ 1) polinoame armonice omogene, de gradul n, in trei varia-
bile, liniar independente.
Putem alege drept constante arbitrare coeficientil

AO,O,;;; AO,l,n—l Yoo 440,7117—1.1 s ‘40.11.() B

22
A’ql,(i,n——l » Al,l,n ( )

A

s fll,w 215 Al.n» 1.0,

cei din primul rind fiind in numar de (n 4 1), cei din al doilea rind in
numir de =,

Daci # este un numir cu sof, polinomul P, poate sa fie par in raport
cu toate cele trei variabile si putem lua constantcle arbitrare

AO,O,n B AO,Q,»—’_’ PRI A 0n-—-22, AO,n.O; (23
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A - L . A . P .
in numar de I3 -+ 1), sawt poate fi par numai in raport cu o variabild si
impar in raport cu celelalte variabile si alegem constantele arbitrare
Au,l,n—l f Ao.:s.n By ‘44},n~3,3; Ao,n—x,l )
Avon-r, Avzpey, oo Avumas, Aiiean, (23")
Al,l.u ~2, Al,B,n Ay, ‘41,»1—3,: , ‘/Jl,nkl,();
. . . a A "
ficcare sir cuprinzind cite — constante.
2

In mod, analog, dacd #n este un numdr fird sot, polinomul P, poate
sa fie impar In raport cu toate cele trei variabile si putem alege constan-
tele arbitrare

fll,l.r:» 2 fll,(ﬁ.n— bas e "11.11——4.3 y Arw—21, (24)

R < 1 . . - .1 x
in numar de — (» — 1), sau poate {i impar numai in raport cu o variabild
2

si par in raport cu celelalte doud variabile ; alegem astfel constantele arbi-
trare

~’1I,(m; -1 ‘41,Q,nf By fll,zz —~3.2, “11 w10

[3 1
AO,],:;——-!; Ao'cm 3y s Adopene, A 0,5.0 » .(24 )
Aopn » Aozmez,e ooy Aow-ss, doa 11,

. . . “ 1
fiecare sir cuprinzind cite — (# - 1) constante.
‘)

Ceilalti coeficienti (pentru celelalte valori ale indicelui ¢) se pot obtine
in functie de acestia, cu ajutorul relatiei de recurentd (21). Gisim astfel
cd, pentru un indice 7 par, coeficientii vor fi dati de formula

20g - )

¢ ¢t .
Azg, jp = 2*:_ ,*_” C:i::Aﬂ,jn(q-u,kmz(zq + 7 +k =n),(25),
=0 2

care sc poate verifica prin inductie completd.

Astfel, pentru ¢ = 1 vom avea
AQ;‘,k == (C“ 2 “Iu,‘;ﬂi—u,,’: + C;\l e doipee) A+ k=mn-—2), (c)

relatie care se obtine din (21), {3cind 7 == 0.
Sd presupunem ci relatia (23) este valabild dacd primul coeficient
este 2(g - 1), deci sd presupunem cd

. RN
q-1 H
C -1-1)
g-1 q 21 i
C C}*z(qfl—l}Ck+21A0J+2(¢—l—l).k+2i? (d)
L0 ¥ 2(g ~ 1)

g-—1
Aﬁ(q-l),i,k = (-1)
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2]

unde 29 + § -+ &k = n -+ 2, Aceasta ne permite sd scriem si

— i
A oP g cHa-i-y

j+2(¢~1)

¢g-1 2! ’
Ayyopjaza= (—1) Crra Ay ivag-innszs (d)

21
l-Ocz(q—n

-t ! ) —_
q-1 g-1 Ug—L=D A, =1 AR+E2U+2 T
Agg—pyuse= (=1 2 = Cj+2(v—1—‘>c"””2 04 +3lg -t -4

I=0%2(¢-1)
ity ag-u 20-1) 4
7-1 [ 9t - ] _ ,
=("1) Z(I—I)C;+z¢q—[)ck+2! 0,j+2g—1), k24
1=1 2(q-1)

unde 29 + ¢ 4+ & = n. Din relatiile (21)si (d') rezultd ci

Aag ;5= -~ 2:;){;% 2g-1) 7 +2, 8 (% 4, g -, f k2T
XV:?"*L)QI.%UC?k;zAOJ«)—27,k ~'(E%C:q;2 Ao,],k+2q} !
- <_1)qq1§—j! (,‘12:2?_(]1: :l) i—! Clu7D) Cilrar + (e)
th + 28 + 1) C;:i cli- 2 Czl-z}A
+ PR C?;:z iv2ig-nCrrn|dogcag-nnrar,

Tinind seama de formula cunoscuti
EA+C_ =Co f
q--2 g1 v (f)
relatia (e) ne conduce la formula (25), care este astfel demonstrata.
Analog, pentru un indice ¢ impar, coeficientii vor fi dati de formula
i

2(¢ —1) 21 Dqat 4 > 25’
A2¢+1_,’,k 2941 ?:()Cm C +2 (q—l\Ch.n; Al,j+2 a— ezt (-(] i ]+/\—1lml).(~0)

,«

Cu ajutorul formulelor (23) si (25') se pot forma cele (21 4 1) poii-
noame armonice liniar independente. Astfel, tinind seama de (23), un polinom

par In raport cu cele trei variabile, corespunzitor coeficientului Ago,, -,
se va scrie sub forma®

é CS'\‘qfv 24 )’ o
. 7 [4 2(r ~5) S+g-r 2¢ 425 o —2g+ 2
222 . R S—— . 7451 % (9
P,, (xr,y: 2 2(5*’7") 2r C,.__z(q+”x ,} 2 ( 6)
= 7

8 Yolosim mnotatia dela punctul 2.
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unde ¢ + s ,;i si putem avea v =0, 1, 2,.. .,% . Celelalte polinoame se

pot exprima analog folosind coeficientii (23'), (24) si (249).

7. Putem folosi aceste rezultate si in cazul polinoamelor biarmonice.
Gésim astfel cd un polinom biarmonic omogen, de gradul #, in trei variabile,
depinde de (2n + 1) 4+ [2(n — 2) 4 1] = 4n — 2 constante arbitrare,
pe care le putem alege pe aceleasi considerente ca $i in cazul polinoamelor
armonice.

Observiam astfel cd dacd # este un numdir cu sof, polinomul P, se
descompune intr-un polinom par in raport cu toate cele trei variabile,
care depinde de (n + 1) constante arbitrare, si in trei polinoame pare numai
in raport cu o variabild si impare in raport cu celelalte variabile, care
depind fiecare de cite (» — 1) constante arbitrare.

De asemenea, dacd #n este un numdr fard sot, polinomul P, se descom-
pune intr-un polinom impar In raport cu toate cele trei variabile, care
depinde de (n — 2) constante arbitrare, si in trei polinoame impare in raport
cu o variabild si pare in raport cu celelalte variabile, care depind fiecare
de cite » constante arbitrare.

In cazul polinoamelor p-armonice se pot face considerafii analoge.
Gasim astfel ca un polinom p-armonic omogen, de gradul », In trei varia-
bile, depinde de

@n 4 1)+ [20n —2) + 1]+ [200 —4) + 1]+ ... + (20 —2p+2) +1] =
= pl2(n — p) + 31, (27)

constante arbitrare (presupunem p<C#, in caz contrar numirul polinoame-
lor p-armonice liniar independente putind fi mai mic).

8. TFie acum cazul unui polinom omogen, in m variabile,

P2y, %, ®) = D Aiiyi 50 . (28)
-
1

unde ¢; (j =1,2,...,m) sint intregi nenegativi.
Dupa cum se stie (vezi, de exemplu, [2]), un asemenea polinom are

(s R - Pime +- n — 2)..m (29)

7 9
Ro=Chinsim o

coeficienti, unde K, este simbolul combinirilor cu repetifie a m obiecte,
luate cite #.

Punind conditia de biarmonicitate (1), se poate ardta — ca si la puncte-
le precedente — cid se obifine relatia

N .
L (5 4 206 + Doy 425 1im = 05 (30)
unde 4 14, + ... +4,=n — 2; se observd cd putem scrie

K;TQZ C:zfn_s (g)
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asemenea relatii. Rezultd cd se pot construi

n n—2 m+2n -2

N = Cm+n—1'” C,,,;,,,, 3 n Cm+n-3 (31)
polinoame armonice omogene, de gradul #, in m variabile, liniar indepen-
dente. Cele N constante arbitrare de care depinde un polinom armonic
omogen, de gradul #, in m variabile, pot fi

Ao,iﬂ,i,;,.,.,?'m (1.2 —jf— 7.3 + s + Z'm = ”N«), (‘39)
A iyigi, (iy + 1y -+ ... + 4, =u—1), -
in numir da
n o1 __m+2n—_2‘,n_1 .
N-=C,,, ,tC ) =——C., (h)

Relatia de recurentd (30) ne permite apoi sd obtinem, din aproape
in aproape, ceilalti coeficienti, construind astfel polinoamele armonice
care ne intereseazi.

9. Cu ajutorul relatiei (4) se pot construi si polinoamele biarmonice
corespunzatoare. Tinind seama de (31), constatdm c¢d un asemenea poli-
nom biarmonic omogen, de gradul n, in m variabile, depinde de

(C:rlz~r11—1 - C;;;:rzzws) “}’ ((‘1:;;;173 - C”’l’;:‘lA-’-’) — C1Z+nf—l - C;::;i—s (33)

constante arbitrare.

In general, un polinom p-armonic, omogen, de gradul #, in m varia-
bile, se poate obtine cu ajutorul formulei (7); ca si mai sus, se poate arita
cd se pot construi

" n—2p m -1 1= 1 y
m+n—1 " Cmn‘—nfilp -1 = Cm—I—nAl - Cmﬁ-n 2p—1 (34>

asemenea polinoame. In particular se regiseste formula (27).
Mentiondm de asemenea faptul cd toate consideratiile de la punctul
4, privind anumite probleme la limita, se pot generaliza pentru acest caz.

10. Problemele practice au impus de asemenea sd se considere si
unele ecuatii cu derivate partiale de tip eliptic, altele decit cele armonice
si poliarmonice. Mentiondm astfel ecuatiile care apar In studiul problemei
plane a teoriei elasticitdtii in alte sisteme de coordonate [8] sau pentru
corpuri anizotrope 10] sau pentru corpuri neomogene [13]. In toate
aceste cazuri sint adesea utile solutii polinomiale. Un studiu general al
polinoamelor care verificid aceste ecuatii prezintd deci interes.
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O TAPMOHHYECKHMX W BHTAPMOHMYECKHX TTOJ/IHHOMAX

(Pesziwome)

[Mocne o6uero Bsegenus Boiuncasiores |[dopmyar (10), (107), (25), (25) xoaddu-
UHEHTHl FapMOHHYECKHX OIHOPOIHBLIX NOMIHOMOB [1-TO NOPSAKa JABYX I TpexX NePeMeHHbIX.
HaloTcs BBIpaKeHHs TrapMONHUECKHX JHHENo-He3aBHCHMLIX TIOJAHHOMOB | YHCJIOM DaBHBIM
2 aas caydas ABYX [epeMeHHbiX # (211 -+ [) s ciyuass Tpex NepeMeHHbIX|, IpHHAMas
80 BHHMAaHHe CBOHCTBA HOTHOCTH WAK HEUETHOCTH 10 OTHOWICHHIO K Kaxaoi nepemew:ioi. C
nomotbio GopMyasl Thita AsbMancn 06001AIOTeA NOYYeHIbe Pe3YAbTaThl A CirapMoHuue-
CKHX H p-rapMOHNUYEcKHX 10uEoMOB. [ToKa3biBaeTcs, 3aTeM, BO3MOXKHOCTb TPHMEHEHHS 1101y~
YeHHBIX pPe3VJbTATOB /115 pelleliiss HeKOTOPLIX KOHKPEeTHBIX KpaeBBIX 3alad MaTeMaTH-
ueckol GH3HKH,

PaccmaTtpuBAIOTCS  H HEKOTOPbIE  CAVHAH  OZHODPOINBIX TAPMOHHUECKHX TOJHHOMOB
n-ro TOPAAKA C© /M [epeMenHbIMI; IT0Ka3biBAeTCsl, HanpliMep, 4YTO UHCIO INPOH3BOJIbHBIX
TOCTOSTHHBIX, OT KOTOPBIX 3aBHCHT Hauublil nosunoM, Aaérest dopmyaoit (31).
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SUR LES POLYNOMES HARMONIQUES ET BIHARMONIQUIS

Résume)

Apres urne introduction de caractére ginéral, on caliule (formule (1v), (107 (25"
les coefficients des polynémes harmoniques hemogenes, de degré n, & deux et trois variables.
On donne ensuite les expressicns des polynémes harmoniques linéairement indépendants (qui
sont au nombre de 2 pour le cas de deux variables et au nombre de (2n-+1) pour le cas de trois
variables), en tenant compte des propriétés de parité ou d’imparité par rapport i chaque
variable. A I'anide des formules du type d’Almansi, on géndralise les résultats obtenus pour
les polynémes biharmoniques et p-harmcniques. On démontre ensuite la possibilité d’appliquer
les résultats obtents a la résoluticn de certains problémes aux limites de la physique
mathématique, Suivent quelques considérations concernant les polyndémes harmoniques
homogeénes de degré #, & m variables, démontrant par exemple que le nombre des constavtes
arbitraires dont dépend un tel polydme est donné par la formule (37).



ASUPRA ECUATIEI LUI FOKKER-PLANCK PENTRU O PLASMA
COMPLET IONIZATA

de
MIRCEA DRAGANU

I

1. Ecuatia lui Fokker-Planck pentru un sistem gazos constituit din
particule in interac{iune coulombiand, adicd dupd o lege de fortd invers
proportionald cu patratul distantei reciproce, a fost stabiliti de M. N.
Rosenbluth, W. M. MacDomnald si D.L. Judd [1].
Ecuatia stabilitd a fost apoi generalizatd de acesti autori pentru un sistem
de coordonate oarecare ¢y, ¢,, ¢y in spatiul vitezelor [1].

Expresia generald a elementului de linie in spatiul vitezelor fiind
ds? = a,, dg* dg’ (1)

ecuatia generalizatd dedusid de Rosenbluth, MacDonald si
Judd se scrie sub forma

1 ] a . ~uv
F’a‘(;f;)z —(Th) , + 35St o (2)
unde
T% = a*(h) (3)
Sa =a"" " (ga) (4)
iar
J — Oy -
o), =5t 5)
__%% _{ o }fi (6)
A L ag ©T]34°
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In ultima formula e 1 este simbolul lui Christoffel de al doilea

wT
fel, adicd
Y] ,~_]_ ve [Fdar | Adus Sawp
o o= G+ 5 -5 @
De asemenea
u _1r & a i7"l
(fT)uﬁqu,l(\arl,,) 8)
a = det(a,,), 9)
py _ 1 3t ., L wy 1 2 — v L uv

U5 = Vaatay st E Vi ;"f/_’(va{(" ”}/S“ ) 1o

Mirimea I', este datd de expresia

I = dxe? In D (11)

2
HLa

unde

InD = ._\/

1 2 12
1l zm Ut F
l=meZ o b (2 ab ) ( )

fiind viteza relativd a particulelor plasmei, #» numirul acestor particule,
iar s, masa redusi

kil yii
W e 2 h

ab - (13)

Plg -+

2. Cazul coordonatelor sferice in spatiul vitezelor prezintd un interes
particular. Rosenbluth, MacDonald i Judd in lucrarea
citatd au calculat ecuagia (2) in coordonate polare, admitind existenta unei
simetril azimutale,

Noi vem relua aici problema si vom calcula in cele ce urmeazd accasta
ccuatie in coordonate polare sferice, in cazul general, adicd in absenta unei
simetrii azimutale,

TFie deci gt = v, ¢%2 = u, ¢% = ¢ coordonatele polare sferice, unde
u = cos 0. Atunci elementul de linie in spatiul vitezelor in coordonate
sferice poate fi scris sub forma urmditoare:

ds? = do? P4 ¥l — p?de? (14)

Avem deci

a;, = 1, aw:l_‘ww. , Ay = r,'z(l — u?, (15)

a,;=0, cind 7 = J
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Rezultd

astfel incit din formula

unde «,, este minorul elementului a,, se deduce
— a33 — 1

all = 1, g2 ___1
W3l ~ W)

=

al =0, cind 7 £

Calculind acum simbolurile 1ui Christotffel, obtinem

{31}:{122}:{133}:{331}: g

{233} {332}#”1 "

Celelalte simboluri ale lui Lhrlstoffel sint toate nule, adicd
{111}={;1}={112}—{121} {223}"{232}:0
{53}:{321}:{132}:{312} {O} {21} 0
o1} =lia) =111} ={a )= {aal =0

3. Din (3) avem, tinind seami de (18),

87, e LY T8 —__1 ah,
v® du ' 21 — p?) do

Tl —

(18)

(24)
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De asemenea, dupd (4), (6), (18) si (19—20), rezulti

St = %
dut
) L — 282, 1 — y2f ag
gre ooy touf dg 8
v a2 vl Sy T p
ac 1 9z 8¢
5332-—-———-1 2 —-‘“(v—‘—ll‘“
vl — p?)2 det vl — p?) dv .
1 —uf 8% 1 Bg]
12 = §21 — | e - =
S12=35 v2 (BL'a{L v oan
Si13 . G31 . v (%% 13
vl — u?)\ dvéun A

1( 8% _L_?_s,)
F(aua@ 1— i

523 = S =

4. Atunci din (8), tinind seamd de (16) si (25), obtinem

18 3ha| , 1 8 dh,
(7%= 5;[fa02 6vJ+ P @[/’a(l - &Lz);d“i'

1 8 _ 1 ahn]
VAT~ ag |

(26)

(27)

(32)

De altd parte, avind in vedere (10) si utilizind in mod convenabil diverse

expresii de mai sus, deducem

1 98¢ 20_5_')
(51, = & 22 e 5

(559) 5y = 5 2517, U 2 g Lot (o2 1;5”4_

v? dul L v? .t 8v du
_ 1 8 1 — “2 626' 1 8¢ (L(l _ E‘_2) 625’
+—;6_‘ fa T P —_—
Ve o v azzau v a u? auz

+ f, (_‘f % _&259,5)}

v 8v 2 dy.

(33)

(39)
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gy _rel ey (e
(f ),.)3 vt agr /s o1 — !L)2a 2+ /s vl — p?) e y‘ay,
y1af (k)
23 " v(l — p?)\8uvdp wde
B 3% ¢ \ 3
/ vA(1 — ¥ (54“99 1 - u“?‘?)} %)
1 82 82 18g -|
(15*%). 12 zﬁazvau[/“(l - “‘2)(3;@@"]"@)!“"
1 el 1 uz( 3% _l,a_g) 36
+5 auLf“ v \dwep zap)/ (36)
521 =1 9 [ - P 18] _
U ) 818; l_f"(l “') azay. vou
1 i'— g g ael 1 — y? Glﬂ 37
s/ (& ) R M 7
r -0
S13 =1 8 1 ( °e Méaﬂ,ﬂ -
(/ )v13 2 & (,T)|/A 1 — 51.2 8;‘8(? Ua‘?}Jux
ral, 1 ey 1) Q
+i;'~’5<',) /‘Lt(l - L)( 08\9_—;%)} <35)

31 _1 & ] 1 o 10g\l
(fS )'}1 - o2 }\/ul_ueiaea? anJ‘

dvdq

(39)
(40)
18] W %% {&?%_!ﬁ%)!. 1)
+Eafalye§1ﬂziz)5oc+fa way L.’.’E':J,J
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5. 84 introducem acum expresiile (32) —(40) in (2) 51 58 grupdm termenii
in mod convenabil. La fnsumarea termenilor s observim, ca avem din (34),

(36) 5i (41

%/, (42)

223 ( 1 n? );"_ —_2 231 (___.1__.._)35’} (43)
280" w21 — p?) T el — pf)2 T2 M1 — )23

Vom obtine astfel ecuatia cdutatd, care poate fi pusd sub forma:

B2 _ 2316 4+ 216) + UG +

Ta v

62 g2
+ a—va—u (f“G ) + a_(fa. ) 6@ (fnGG) +
a2 a2 a2 (44}
oo BGa) + 575 (G + 5525 Go)
unde
G, =—2y2% _ 93 wog 1-wii% v 9% 45)
1 o 26?‘ + 2 v ey v BLLZ U(_l _ uz)aqlz’ (
Gz —_ vzaﬁ’, (46)
av?
Gym= =21 — pt)%ay g8 28 ol-u o%
G v & Ve, v duéu
1 — H? a2g @ a2g 4
T a T AT aet 4
8% 18g 3
— — 2 —_———1, )
G, = 2(1 ® )(avay_ v a%) (45
- 1-wpleg 1 -—piée  (1—py?aYy 49
C'5 - v Sy “‘ o ()!: 22 Tz ;‘;,?‘ ( )
Com ——2 0t __ 2 % 2 ( 8% _ 1 8% (50)
1—p® 8 o1 —p?)0q © ot — p)\8v89 v dude
. 1 d 4 35
G, = o8 ..t + 2%, (51)

(1 — p?) 8y 931 — p? 2(1 — EJ‘) 6?
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Gom =t S 2 )
v(1 —!‘-)39 1 — p2898¢
2 3 a2 -
G, = w3 2 8% (53)

T ol — p)de | s2apde

Formula (44), astfel obfinutd, se deosebeste de formula data de citre
Rosenbluth, MacDonald si Judd [1] numai prin termenit
ce contin deriviri partiale In raport cu variabila independentd o.

Sa observam i functiunile 7, si ¢, care apargin formulele de mai sus,
gint date, dupa calculele Jui Rosenbluth, MacDonald i

Judd (referinta [17, formulele (19)) de expresiile

h(f) =30 met ol S0 (54)
b b fo — o7}

8@) =X (L@ — T (55)

]

11

6. Autorii citati au analizat cazul particular cu simetrie azimutald,
presupunind pentru functia de distribufie f, o dezvoltare de forma

fa(v, ) = Zau(v) B, (), (56)

iar pentru functiile /7, si ¢ dezvoltiri de forma

ha(v, ) =37 35 =2 AT () B (), (57)
I3 n

P (v) (58]

g(v == (s
§(t, 1) =373 By
b

si au calculat coeficientii 4, B, in functie de coeficientii a,, utilizind o
transformare Ifourier.

Dupd cum vom ardta aici se pot obtine relatii intre coeficientii 4,
B, si coeficientii a, si prin altd mectodd, care poate {i generalizatd pentru
cazul absentei simetriei azimutale.

In metoda elaboratd de noi se utilizeazi dezvoltirile cunoscute

: (39)
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dacd v < v, §i

i 1 —~
-5 o= —\ 2 {eos o —
TH—— (#2 + 9’2 — 2u0' cos Y)l m»() [m (LOS Y ) (v')m+1 (60)

m

daci, v > v'.
Inlocuind aceste dezvoltiri, cum si dezvoltdrile (56), (57) in (54) si
observind, cd avem
5
dv’ = o2 dv’ du’ do’, (61)

obtinem:

g by, S (b N
Z_, T, T Z_ ‘1w I» : 1) =

b
2x 41
=T 2T {0 REIBeos iy
[ ¢ Q‘170 p=-1
o @ g oy , 2
< el ) S e + el () g } (62)
3 J

Tinlnd seama de relatia cunoscutd [2]

;2;,'#7 P,(u), cind m =n

:\t/'-\‘-

2
S P (cos ) B (w')du'dy =

-1 g’=0 0 , cind ms£n

«

formula (62) devine

® w© ; v vy N bl "
CAV@ER () =3 5 h, (u){saif’(v') ey v {al) - ),,_xda}f;ezx)

n=0 0

Identificing in cei doi membri ai acestei egalitdti coeficientii polinomului
Py{u) si inlocuind indicele b prin indicele a obfinem

L .z

ey 47 ‘ (ay(,,* (z’, /‘“": r oy e 2‘ sy o
A" (v) UTTJS“" (v') ToaTi dv’ + S a,’ {v') Ty 4r } <(5)
0 v fo)
8. Pentru a calcula coeficientii B,, vom introduce dezvoltirile (56
- A . - - . ’ ’ ’
(38) in relatia (33). Obtinem

S S BUER (W =Y S(Ea )7~ 2 ldv’ 3 (66)

s n=0
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- -+ )
54 considerdam acum factorul |v — 2’| de sub semnul integrald din

- -
membrul al doilea al egalitatii (66). Amplificlnd acest factor cu |v — o'},

vom putea scrie succesiv

- - 1_» ”’1«. :
v — p’)? v? 4 p't 200 cos v

o — o] = 7 U v e cos 67)
v — o] (2% + "% — 209" cos y)V/2

astfel incit utilizind dezvoltirile (39}, (60), rezulta
-3 -+ nm

v —v'| = (2 + v'2 — 200’ cos YN P (cos ¥) (l,.):r (68)

" v

cind v < v, si

|7 — '] = (2% + 0 — 200" cos L Pu(cos ) (69)

cind 2° > v.
Vom aplica aici formula bine cunoscuti din teoria polinoamelor
ui Legendre [27

(it + 1) x P(x) = (m + 1) Py (¥) 4+ m Py_y(¥), (70)

unde punem x = cos y. Vom avea deci

m -1 w

cos y P, {cos vy) ——:umH(cos Y) + P, _i(cos ) (71)

2m 1M
Formulele (G8) si (69) devin atunci

m ; mi2
(o) (v)
b —v'| :‘z:{P,,, (cos ) {;—;:-*-—'—-,,m“j— | (72)

m

m

amt1 o1
— o L[l feos ) 45 B 08 7]

2m1 -

cind v' < v,

N pmH2 ™ . _
]7) - U I Z{Pm COS Y) ® )m-H — (v,)m—l (/3)
vm-{»‘l m o4 1 P (c P (COS )
~2<v')’" 2m + 1 m#1 (€08 Y) o+ 5y P (c08 1))

cind v’ > v.

8 — Bahes—Bolyai: Matematicd fizicad 1/1963.
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Inlocuind ekxpresiile (61), (72) si (73) in (66), obtinem

_B"” ) Palp) =

L e (74)
=:i2 {S S P (WP, (cos y)do' d * )™ K (v')"'+ﬂ» O) (y"\dp’
A=0m=0 A R K Y% ap S =1 S Jan (‘U) v
T i
PN m 4 1
_28 g P (P-)[m Py 41 {(cos v) +
¢ =0 B =~1
. e |
+ om + o 1 1P m—1(C08 Y)J du’ do’ S ‘*“—“(n) (v')dv' +
B [\]
¢ mt2
+S S B, ()P, (cos v)du' d9'§ W (v')d
¢ =0 u'=~1 v | (@)ym+! (v)

S, 1Pn(H>L”;t 1P s1{cos ¥) +
=0 K=~

)
m 'd ’ vm-{-l
+2m - 11—">”_1(cos *{)Jdu o} S T = a,(v )dv}
Aplicind acum formula (63), rezulti
. ® 4 (F et (‘”)’”"4 2
SBr B =) 5 = St )y — (75)
n=90 n= 0
v, an v a4
2n (') O , __2”4“2 (=1 (b) /. ¢ ~,}p .
"27_735 ST 4 (V) dv 2n+3SO L 4 () dv ) Pap)
0
35 KL L
b 2n + 1 J (v’)" (U,)n-J
S ) g0 20+ S e a? (v')d }
“"2—;,—1‘8 3@ (V)0 — ALY ) (v)dv’ 1P, () -
v (“/) o v
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Identificind in fine coeficientii polinomului P,(u) din cei doi membri ai
egalitdfii de mai sus §i ordonind termenii in mod convenabil, se obtine

(a) 4 Q1 (’U')”+2 (a) ¢+ '
B"(v):2n+1(1“2n—1 v"—lan(d)dv +

v fl+
4 2n + 2 (v (a)
+ [1 — )S T @, (v)dv 4
2n - 1
n 2n 4+ 3 g
4 2 J (
T n a)
v )dv’
+2n -+ 1 Ton — 1 S ( ) +
v
- <]
+ 4m ( + 2 (a)( )dv.
2n 4+ 1 2n + 3 S
v
Or, avem
457 1 2n _ 47
2n + 1 o0 — 1] 41;?-_11

4= 2n -+ 2 ) N 4n 1 .
2 1 w37 4nt-1 20 -3

Relatia (76) se va putea scrie deci sub forma mai condensatd

U "2 , 2
iz ( 2 — 1 (©)2]@)"T
B(a) 7)) — — S _ o l(“)
" ( ) 4 — 1 1 2n + 3 g2 ph-1 ( >du
I
o (a)

sau incid

v (e} (@ ,);,+2 n — 17 )2
(a) 4~ @ " _— : l.._ 4
B, (v)=— zr:i{ S“ S (1 )""
Q

(76)

(79)

(80)

Expresiile (79) si (80), astfel deduse, coincid cu cele date de R 0 s e n-

blutn, MacDonald si Judd [1].
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9. Metoda datd aici are, fatd de metoda autorilor citati mai sus, avan-
tajul de a putea fi extinsi firda nici o dificultate la cazul general al ab-

sentel unei simetrii azimutale.
Dezvoltirile functiilor /,, /2, si ¢ le vom presupune in acest caz de forma

2 a (1) R 0
w9 =2 S {al @) @ R ¢ @)Y (e @)}: 1)

5=0 k=0
g0 w) =2 i Z { BY Y W, o)+ DYl u)} (83)
b n=0k-0 .
unde s-au notat cu Y& (w, ©), Yil(u, ¢) functiile sferice superficiale
Vi, @) = cos koPi(w), (84)
Y, o) = sin koPy(w), (83)

Piw) fiind polinoamele lui Legendre asociate de gradul n §i de ordinul &.
Inlocuind (81) si (82) in (54), obfinem

\ g+ ’”b
("J vy R
/ n[b ;} ;} { /1 ,;{}’() (EJ., (p) —-l— Cn,‘} ( ) n)‘ (vL C?)} (8(7)
X Mgt oy, x n ) 1 ,
=2 S fawe v v+ oY e )| 5
4 4 na0k=0 o — o'l

Tinind seamid de expresia (61) si utilizind dezvoltdrile (59) si (60},
rezultd

o n
) 710} b .
’2 g{ 171: (U)X nk (:'l«. fg) C:xA) (L)} 52(:1,, ’?)} — (b';')
0 © " 2% +1 v o a2
=223 0§ v enRiteos et dn) §al ) o
n:(} n=0 %=0 ©’ =0 P B p+l

e e n . ‘ .
- . i} y ’ ‘.
o vl e paees vde du
=0 A=l @'
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Vom aplica acum formula cunoscutd [2], [3], 4]

22 1 in "
S S Y, (u', @) P, (cos y)du' dg’ 2{271 T Ynle @), cind = m,sg)
G =0 W=l 0 4 Cind m.,—én,

care este valabild pentru orice functie sfericd superficiald de ordinul #,

deci atit pentru functiile Y\)(u, ¢), cit si pentru functiile Y% (u, ¢). Dupi

efectuarea acestei operatii, formula (87) devine

&< n
T~ am (r) v,y )
2 Al vl o + e v, o = (89)
n=0 k=0
x n 5 2 pod '
e = AR A P ()
- 3 Z 2n 4 1 {Sank(‘) ) ——mdU _f’Sank(v ) on—1 dU’ Ynk (E‘L' (p)_*"
#=0 h=0 0 y v
SN ¢ o) (/)12 ¢
e i n (v , (b) i , ) \
-2 2 el S o+ f el S by
- - 4] o

Identificind coeficientii functiilor Y% (u, o) si YL}J %) din cei doi membri
si inlocuind indicele b prin 1ndlcele a se ob‘cm in fine relatiile:

- v . et ”"‘2 ¢ u\ ,
Ay = 55| felto S v S = L4
o
, im . ’4 3 uh A
Ci (v) _‘W‘I{SC(’"J(”) RS - +S e )i ®1)
° v

10. S84 introducemr acum dezvoltdrile (81), (83) in formula (55). Ob
tinem
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o . A . - -
Substituind aici in membrul al doilea v — '] din formuta (72), (73) rezulta

oo n
Sy ()
' ;——i 1”'( )}“' (1 ) Dnl» <b)1nk (’}., (‘9)} - (93)
n=0 £ =0
x© xR m JQ‘T w1 Ty
= ir}) , s, Cleyme?
“z Z Z ]S S Y:,A <\ . @ )R,, (COS ‘{)d{;_ (Z@ S[(_)g_ 4-
m=0n=0%&=0" ., _ ym—1
@ =0 W=l o
(U')m+4 12 ,
+ gm+1 61,2,\)(7) )d?} -
2x 41 .
—_— (P, v [ 4 1 ,
28 S y’nk (I‘L , (?I) LE;L o i I)m &—I(COS ‘x')".‘
¢ =0 W= —1
v
I S e s, R @IsES )y g
r gm_‘_;Pm_, (L()b‘;’)}f{). d S - a . (@) dv" 4
0
2z +1
At "1 > Y _
+ §»1~ (\ Y Jlm (C()S Y) dp,' _"’),g (lLdﬁ RN _q.l_m_! )
@ =0 W=l ' Loyt (u’)m-‘aJ Lo ()0
24 41
—0 Py [ mob 1
TR FETPTU
@ =0 W=~1
: [==]
—m ’ {
T By (cos Y)J‘i!* d’?'g ” (I")dzr’} -+
© o " n +1 )
N L , L m+2 Sy
+Z Z Z/ {5 S }n/: (f-’* 3@ )Rn (COSY)d;}, (l’o'S LL_+_Q_L__ C(b (U )(‘u -
m=0n=04=9 ! ym=1 am41 nk
¢ =0 p=—1 0 -
2x 41
—_) IV R N
_‘S S }"" (103 }{lﬁ 13,14_,,(005«‘,/) +
U weoy

L_m I) '] , /(- (v’)m-ﬁ-:
P D (eos ) (At dpy T e ) A
- 4
PR
- Y, ’ om2 p—
5§ it ot o st
. m<l 7y = 3 n/( )({U,_
@ =Up =-—1
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2+~

1:~€/DJ-

() ¢ e 1
Y, (g )[” ' If,,(C()5y)+

=4

2r
-2\
%’

o
7 Lo+l
] 0s ) dn’ 4 i )y Fa)?
2_"”*!]3”_1@05 I)J ' do -——'(1,')""‘2 a, (v
v

Aplicind in membrul al doilea al acestei relatii, formula (88), se ob{ine

o n
4] 1Y) e
> B, ) + DRy, o) o4
n=05=0
W  n vy +2 n+4]
e~ ()" (") L PPN
=3 > 5y 1{“7,;:‘ + W:TJ“"/,-(U )dv' —
n=0k=0 ot
v
20 (N 0y L
- Fn—_—lgjﬁﬂnk(v Jdv" —
0
v "o 4 g
2 20 () ®) a2 R
™ 7,{_7;8-;;;7‘%:»( v')dv’ +S{ e s Wy (0)do" —
O
o *®
. 2xn ot y, ’ 2n 4 2 pht- (b 7(2)
2 - lS(?")‘ (lnk( )(ZU —_ L;)—Imi - S(”V)H*'l n/( )h} } nks ( (‘9) +
ol n 4 st 2 NEK] v PR S
: A (n (1) 2n (v') ;
w33 [l e — 2 (O i —
n=0 k=0 ~ o’ ' B 0

k2 il
LA T __1_ a(b) " ’
" ERTE] L (2")dv’ —

3

2n v () (ot g0 RITENS 200 a2 ()
b zal) (vde — =T lr—~» “m( Ve P YU (i, )

RPN ooon—1

Identificind din cei doi membri ai egalititii de mai sus coeficientii functi-
ilor Y (u, @) de o parte si ai functiilor Y{)(1, o) de altd parte, apoi tinind
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.

seamd de formulele (77), (78) si inlocuind indicele b cu indicele a4, cum am
facut fnainte, se obtin imediat relatiile urmitoare

1= v (7‘/);1 I oo % ‘,_',)2
Aa) (o) — . -~ (a) ;¢ 2 o -
2k (l) T g 1{Sa’l" (v ) 1 I — 3 o dv’ + (90)
0 "o =
2
1
= o -
» 2
{a) (o i 2 v ,
- « v -1 — .
S nh ( >(</’)"“ ENERY: du }
1 n o E
¢ +2 w—Lt )
nh N - o
ta) o = (@) forr (i}) 2 e ,
I)n{ ( ) FPER {SC“/__, <o ) S I — — ,; —7:/ dl' 'Jt_ (96)
0 (A
N 2
= 1
n—o e
(a & v ’
v 1 —- —dv
S nk ( ) 7!*3 3 (11')2 j
v no g

Asadar relatiile (90), (91) si (95), (96) deduse pentru cazul general al
absentei simetriei azimutale sint absolut analoge relatiilor (65), (80), care
au fost obtinute presupunind existenta unei astfel de simetrii.

53 observdm, ca in dezvoltdrile (81)—(83) o parte din termenisint nuli,
dupid cum se vede examinind expresiile (84), (85) si ca pentru 2 =0 se
reduc la dezvoltdrile (36) — (58).

Doud note preliminare din aceastd lucrare au fost publicate in cursul
anului 1960 (5], [G].

ADAOS MATEMATIC
Formula (88) poate fi demonstratd in felul urmitor. 83 observdm intii,

cd dupd teorema de adunare a functiilor sferice, avem [2]

( =J ! 7 ’
Pyleos v) = Pulo) Puln) + "3“ L Pl ()P (w)c0s (2 — @) = (14)

a) Atunci, pentru Y, = Y,,k, avem suceesiv

_*
§ Y (o, 9) Pplcos )du'dy’) = (24)
).
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- S cos /L‘(P’ [)"‘i(:u'l){Pm (\'L)I m("‘ ) :
e

42T P ) e i - €05 T sin - sin o)} dy

m-l(m :
sau
+1 2x
I, = Pm(:ms P Pl )dy Scos ko' - do’ (3A)
-1 ]
- 41 S
12y "l—i?—’{wwp () Pl )P (o) § cos ke’ - cos o' - dy +
e g)! Y :
41 2x
+ sin jo Pl ({L)S ()l (U‘l)d"‘,S cos ko' - oS Jo'dy”.
-1 0

Or, in virtutea relatiilor [2]

3

S cos ko' - do’ = 0, (44)
0
¢ 0, cind j
~ —< I
SC()S ko' «cos kg - dn = '(fn( I== k. (34)
) Toeind j o= £k,
Fl 0,cind j = £
§51n ko' vcos ko' dyp’ = 0, cind j = & (6A)
si a relatiei [2]
H [ 2 e cind s n
id m o= -
§ propi@ie /2 +1o—n (74)
-1 t 0 cind m=£n

vor fi nenuli In membrul al doilea numai termenii pentru care 7 = % si
m = 1. Rezultd

5 =5 cos kg - PHu) = 47

3

2n — 1 v “( r:’) <b:\)
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b) Avem de asemenea

2a -+
=0 vRu o) natcos vdp dg = (94)
@' =0 P =-1
2n + 1
= S S sin ke - 1”3(5/) {Pm () Pul”) +
¢ =0 B=-1
® —
+ 2 (—'———QPJ( 1) D3} [cos [ - cos o’ -k sin Jo - sin o’ ibdy 4o
j=1(m +g0 " ’ B :
sau
+1 2%
o= P A, ot sinke'dot o (108)
-1 (¢}
o ) +1 2x
(m — :
2—:1 (me + i {COs I% - P’(U”)S_—] p:({L’)ijn (!"‘I)d’y"s sin ko' - cos JE do' 4
-+1 2x 0
fosingo - Ph@l P2 )P | -sin by’ sin o dy}
-1 ]

Observind, cd in afard de relatiile (4A—72) existd si relatiile [2]

25
S sin ky' . 4o g (114)
) . ,

2%

S sin ko' - sin o’ do’ :{0’ cind oz (124)

o =, cind & =g,

rezultd imediat
4= . iz
I, =0 sin kg - Ih(w) oy Y (%) (134)

Totodata se vede imediat din aceste rezultate, ci relatia (89) se aplicd
s1 functiei sferice de forma generald

Valee, ) =5 {0 Y0 0 4 B,V o) (144)

)

unde A, si By sint de astd datd constante,
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OTHOCHUTEJIBHO VYPABHEHHSI G OKKEPA — TNJAHKA IJ4
INOJIHOCTBIO HMOHHW3IMMPOBAHHOM THIIA3MDbI

(Pesiwome)

Hexonss u3 ofwero ypasnenus Tona P okkepa — Ilagauka B HEKOTOPHIX
KOOpAHHATAX NPOCTPaHCTBA cKopocertell, yeranwosaenHoro PoszenbawrtosMm, Maxk Hdo-
HaabpaoM u Jdxenzom A4 NOAHOCTLI HOHH3HPOBANHHON TAA3MLI, dBTOP RBLIBOIMT
BLIPAXeHte 3ITOro YypaBHeHHA B cdepHuecKiX KOOpPAHHATAX B INPOCTPaHCTBE CKOPoOCTef,
A0NYCKAg OTCVTCTBHE  aziMyTadbuoil  ciMMeTpuu. BpiBelennoe ypaBHeniie coBnajaeT B
YACTHOM Ciyuyae CYLIeCTBOBAHUA 4a3UMYTAIbHON CHMMETPHH C VPaBHEHHEM, BBIBCICHHBIM
PoszeubawortoM, Mak Howarviom n Hdmeanrowm aaa 3TOro 4acTHOTO
cavuas.

Qyuxung he, g n f,, nosswnownecss B dopmyae, noayuennoii Pozen6a0T0M,
Mag JounaasaoM n Jdxeaaowm B ¢Ivuae cyLIECTBOBAHNS a3iiMyTaabHON CHMMETDHH,
ObIIH PABJIOKEHB! B DSAAB MHOrowieHoB Jle:kanapa 3THMH aBTOPaMH, YCTAHOBHB 3aTE€M COOT-
Holenns MeXAY Koadduunentami fi, g w koshduunenramn dvikin oo BB nacrosauted
pabote 3TH COOTHOILEHHSI BBIBEZEHBLL TPSIMBIM METOLOM, OTJIHUAIOHINMCH OT MeTORA IHTH-
POBaNHBLIX 4BTOPOB, Ge3 Hcnoap3zoBamist npeobpasoBannil  @ypbe, a HMEHHOD HCHOIb-

-
H 1
syeTcs pasgolKenue B paa auorousaenon Jlemanapa Bupamenns 1) | - o'l Merox stor

o6najfaeT NPEHMYWIeCTBOM HenocpelcTsennoro ofofuleHsss B CJIyyae OTCYTCTBHA a3HMY-
TalbHON CHMMETPHH, YTO H BHIOJHSeTCs B Hacrosilefi paGorte, B stom cavuae dyukunu
hao @ 1 fq paziaraioTcs B psilbl NOBCPXHOCTHLIX cdeprueckux dyuxunil,

SUR I/FOUATION DE FOKKER-PLANCK POUR UN PLASMA COMPLETEMENT
IONISE

(R ¢é¢sum ¢

Partant de Uéquation géndrals de tvpe Fokker-Planck en coordonnées quelconques
dans P'espace des vitesses, établie par Rosenbluth, Mac Donald et Judd pour un plasma com-
pletement ionisé, 'auteur déduit Iexpression de cette équation en coordonnées sphériques
dans l'espace des vitesses admettant 'absence de svmétrie azimutale. L'¢quation déduite
coineide dans le cas particulier d: Uexistence d'une svmétrie azimutale avee 'équation dé-
duite par Rosenbluth, Mac Donald et Judd pour ce cas particulier,
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e

Les fonctions kg, g et f,, qui apparaissent dans la formule obtenue par Rosenbluth,
Mac Donald et Judd pour le cas de l'existence d’'une symétrie azimutale, ont été dévelop-
pées par ces auteurs en séries de polyndmes Legendre, aprés quoi ils ont établi des rela-
tions entre les coefficients des fonctions 2, et g et les coefficients de la fonction f,. Dans
le présent travail ces relations sont déduites par une méthode directe différente de celle des
auteurs cit(s, sans employer la transformation de Fourier: on utilise pour cela le dévelop-

- -

pement en séries de polynomes Legendre de ’expression 1/}v — v]. Cette méthode a 1’avan-
tage d’étre immédédiatement généralisable au cas de P’absence d'une symétrie azimutale, ce
que l'on a fait en effet dans le présent travail. Dans ce cas les fouctious %, ¢ et f, sont
développées en séries de fonctions sphériques superficielles.



OSCILATII FORTATE INTR-UN CIRCUIT OSCILANT
CU FERITA POLARIZATA

de
EMIL TATARU

In ultimul timp se manifesti un interes din ce in ce mai mare in
studiul eclementelor reactive nelineare, fapt justificat de aplicatiile prac-
tice tot mai numeroase ale acestora. Desigur c¢i In acest studiu gisirea
proprietdtilor circuitelor oscilante cu elemente reactive mnelineare ocupa
un loc important. A fost studiatid comportarea circuitului oscilant cu ferita
nepolarizatd [1] precum si comportarea circuitului oscilant continind
capacitatea nelineard a unei jonctiuni p — n In regim de oscilafii fortate
[2]. Lucrarea de fatd 1si propune si studieze comportarea in regim de
oscilatii fortate, a unui circuit oscilant cu feritd polarizatd, facind totodata
o comparafie cu concluziile lucrdrilor mai sus amintite.

Fie montajul din fig. 1, in care de la un generator de semnal GS
prin cuplajul inductiv dintre bobinele L si .£ se induce o tensiune electro-
motoare, constantd in raport cu frecventa, in circuitul oscilant de studiat
format din inductanta nelineari £, continind un miez de feritd, si capaci-
tatea standard C. Polarizarea miezului de feritd se face de la bateria E,
prin intermediul rezistentei variabile P si a bobinei de soc L,.

Ly, P

| M

GS L 2 T—Eo
T

{

-— .
Fig 1.

Se pune problema determinidrii curentului care parcurge circuitul de
studiat atunci cind acestuia i se aplici o tensiune cu o variatie sinusoidala
in timp.

Presupun ca si In lucrarea mentionatd [1] cd inductanta nelinear,
in cazul miezului de feritd variazi 1n raport cu curentul i care o parcurge
dupid relatia

L) = a 4 B2

unde « si B sint marimi constante.
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Notind cu: E valoarea de virf a tensiunii electromotoare sinusoidala
indusi in circuitul de studiat
I, — componenta continud a curentului care produce polarizarea

J — componenta alternativd a curentului care strdbate bobina
R — rezistenta-serie de pierderi a circuitului studiat
L, —inductia bobinei corespunzitoare curentului de polarizare
=1
J =2
y=7 =
1 prl
T = wt QO =4 Y - 76
w,CR @ 4 Bloz
1 Ew,C
Wy =
L(»C [0
si tinind seama cd :
i) ad  dr
da — .o Sydt:lsjydr
dt dT dt’ w
iar
. 1 d.b Co1 L
L) = L) +—=——1-T + - —=1J +
11 di ~1, 20 di? e,

L) = a4+ BIZ +281,T + BT+ ... =
2 2 |2
Z,Q(]O){l +O—E.1°__(g) | BI"(_g) _}_}

A T TV
L(0) = Ly[1 4+ 2vy + vy 4+ ... 1 = Lof(y)

se poate scrie ecuatia circuitului sub urmditoarele forme :
w ﬂ‘f-Ry‘—]——SWZ'*ESin
(y) ar T wCd ) -

'0 f(y)iji —+ ((L)CI\))’\’ _r_Syd,: - E;L)C sin t

2
Wy d= o

f(y)%**‘j)é"%—jbﬂyd? = pasinz (1)

Se poate observa ci ecuatia (1} din care se determinid curentul prin
circuit, are aceeasi formd ca si ecuatia circuitului oscilant derivatie care
confine capacitatea nelineard a unei jonctiuni p — n, unde se determinid
tepsiunea la bornele capacitdtii nelineare.

Pentru a solufiona aceastd ecuatie integro-diferienfiald aproximez
funcfia f(y) prin primii trei termeni ai dezvoltdrii. Voi cduta o solutie de
forma

'

Yy = usin ~ -+ v cos = (14, v constante)
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Prin inlocuire se giseste

Jy) =1+ —‘:—Y(W + 9%) 4 2yu sint 4 2yv cos _+. yuv sin 27 +
+ % v(v? — 1?) cos2z

4y _ % cosT — v SInt
dt

-

ﬂy).ﬂ: —v[l +%r (u? + UZ)J‘S“” + u{1+—;-y(u2 = v¥)|cos T+

dr 1 B!
+ y(u? — v?)sin 27 4 2yuv cosZt +% yu(3v® — ucos3t -+

+ %qu (3u* — v?) sin 3=
2 p 2 -
g, = Pg,sinT + £y, o
styd‘c = — qu costT + pivsint

Identificind termenii corespunzitori lui sin = si cost dupd ce in prea-
labil expresiile de mai sus au fost introduse in ecuatia circuitului (1) se
giseste

—v[l + 1y + vzﬂwb&o + % = pa 2)

3
u{l I vz)jlﬁ—p—é’—o — P =0 ®)

Experienta aratd cd, pentru explicarea fenomenelor in prima aproxima-
fie armonicele superioare pot fi neglijate. Solutionarea sistemului de ecuatit
(2, 3) pentru determinarea amplitudinii normate a curentului, egald cu

u? + 2 este mai dificild in cazul circuitelor cu pierderi. De aceea voi
considera cd circuitul are pierderi neglijabile, adici factorul de calitate
Qy are valoare infinitd. Apoi pe baza concluziilor deduse in acest caz si a
datelor experimentale voi arita comportarea circuitelor cu pierderi.

Pentru @, = oo ecuatiile (2) si (3) se pot scrie sub forma:
“U[l +%Y(u2 + vz)]+ P = pa (29

.
u{l +%Y(u2 + v2}¥—-— Pl =0 (3")
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Din (3) rezultd cd « = 0, adicd curentul este defazat cu =/2 fatd de
tensiunea aplicatd cicrcuitului. In acest caz (2') devine

— ‘U{l + i— Ytﬂ}-}- Pv= pa

sau
Lyet — (42— 1+ pa =0 @

1'atd de tratarea problemei in (17 in cazul de fa$d mérimile se normeazi.
Ecuatia (4) poate fi adusd la forma corespunzitoare feritelor nepolarizate.
In adevar pentru I, = 0 se obfine ‘

21— (p* — D + pEa,C = 0

unde s-a notat cu 7 amplitudinea componentei alternative de pulsaticw.
Este comod a solufiona grafic ecuatia (4). Solutiile sint date de punctele
de intersectie ale curbelor

Zl :inZ?

Zy= (¢ — 1o — pa

Dupd cum se vede in fig. 2 (cazul v>>0) pentru p>>1 se obtin trei
solutii reale, iar daci p<< 1 se obtine o singuri solutie reald. In cazul solu-
giilor v >0 le corespunde o fazd zero, iar pentru solutiile v<70 le corespunde
o fazd =, Reprezentind grafic solutiile ecuatiei (4) in functie de p se obtine
curba din fig. 3. In cazul circuitelor cu pierderi curentul nu devine infinit
ci are o valoare finitd cu atit mai mare cu cit factorul de calitate al cir- .
cuitului este mai mare (fig. 3).

Dacd y<0, atunci curba v| =|v(p)] aratd ca in fig. 4. Aici s-a luat
ca parametru a.

Din cele ardtate mai sus rezultd urmditoarele concluzii :

1. Intrucit ecuatia circuitului oscilant serie cu feritd polarizati este
de aceeasi formd cu ecuatia circuitulul oscilant derivajie care confine
capacitatea nelineard a unei jonctiuni p —- n [2], curbele [v(p)] ridicate
experimental arati ca in figura 5 (In figurd este considerat cazul v>0).
Rezultd ci feritele care fac ca inductantele sd varieze dupd o lege pétraticd,
in raport cu curentul, au o comportare similard cu capacititile nelineare
ale jonctiunilor 9 — #, intr-un circuit oscilant, supus la oscilatii forfate.
Datorita nelinearititii inductanfei, curb-le de rezonanti prezintd salturi;
in consecintd notiuuile clasice de factori de calitate si rezonantd trebuie
folosite cu grijd. Salturile, in cazul feritelor pot sd fie atit pentru p>>1 cit
si pentru <1 dupd cum v=0. sau y<0.

2. Pentru Q, = oo rezultd i = 0, deci curentul este defazat cu =/2
fatd de tensiunea aplicatd circuitului oscilant. Maximul curentului si frec-
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Z
¥>0 24|/ 2, (1) 7>0
.f‘gf[}’ﬂ)

v
/‘\/ Za ()
na

Fig. 2. Fig. 3.

lvl
1<0

\ A< a;<a3<04 /ﬂ
AN o

Ga Qy a, as
Qz a,
(=¥} R
2 =
g n=1 r
Fig 4. Fig. 5.
\i[coawf Ls P

‘| | xf /m_?én'

R c%:e u =/,
f96
Fig. 6

9 — Babes—Bolyai: Matematica fizicd 1/1963.
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venta la care apare acest maxim depinde de curentul de polarizare, tensi-
unea de exeitatie, factorul de calitate al circuitului si nelinearitatea feritei.
Amplitudinea curentulul la pulsafia o = o, este

NS

Ew,C \ 172\1, N
L (e e

si creste o datd cu cresterea tensiunii de exeitatie precum si a curentului
de poiarizare daci 5>0. (Este o situatie similard cu ceastudiatd in [2].)
Trebuie insi observat ¢d o datd cu cresterea Iui [ scade parametrul @, deci
salturile vor fi mai mici

Spre deosebire de ceea ce reiese din articolul mentionat [2] pentru
aceeasi valoare a parametrulul ¢ nu se obtin curbe de rezonange |v| =
|o(p)| identice, deoarece coeficientul y variazi cu curentul de polarizare.

3. Rezultate similare se obfin si in cazul circuitului oscilant derivatie
cu feritd pelarizatd. In adevir tinind seamd de notatiile din fig. G se poate
scrie

si deci

7, +1,+17=1 cos ot

Lyfly) dy PETr

£ dy . a ! , i}_'_"!___ o I -
o [ g+ Py + G S gy = 77, °F
Prin integrare se obfine :
1) E+ @%S Sly)dy + p* Syd*- = pia’ sin< (5)

(am notat a’ ::i].
0

Din relatiile (1) si (3) conchidem ci pentru factorii de calitate ridi-
cati curbele de rezonantd vor avea o alurd similard.

Rezultatele teoretice obfinute mai sus au fost verificate in cazul unei
ferite pentru care v<70. ’
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BbIHY K AEHHBIE KOJIEBAHHY B KOJIEBATEJIBHOM LENH C
[NOJISAPU30BAHHBIM QPEPPHTOM

(Peswowme)
B craThe TNOKa3aHo, uTO IPH peKHMe BHIHYXJAEHHBIX KoJeGaunuii KosebaTeabHble

IleNH ¢ 1NOJIAPH30BAHHBIMIL (eppHTaMH TNPOABASIOT ce0s Kak HeJHiHeliHble eMKOCTH Tuna
COeNUHeHNST p—I.

OSCILLATIONS FORCEES DANS UN CIRCUIT OSCILLANT A
FERRITE POLARISEE

(Résumé)
I’autenr montre dans son article qu'en régime d’oscillations forcées les circuits oscillants

a ferrites polarisées ont un comportement analogue a celui des capacités non-linéaires a type de
jonction p—u.






MANUSCRISELE ASTRONOMIEI LUI BISTERFELD (II)

de
VICTOR MARIAN

Astronomia lui Bisterfeld se deosebeste de Uranometria cuprinsi in
Cartea XVII a lui Alsted nu numai ca titlu, ci si ca Cou’;mut In timp ce
cele 20 de propozitii din cosmografia lui Bisterfeld nu sint decit definitiile
lui Alsted copiate aproape toate textual, cele 54 propozitii din Astronomie
corespund la Inceput cu definitiile lui Alsted, pe care Bisterfeld le com-
pleteazd si le explicd dar apoi se abat din ce in ce mai mult de la textul
din Uranometrie.

Din primele propon’;n se vede cd este vorba de o astronomie in sensul
lui Ptolomeu, fard nici o mentiune a sistemului lui Copernic. Ne vom ocupa
in cele ce urmeazid cu diversele propozitii.

Propozitia I defineste astronomia la fel ca Alsted in Uranometria :
. Astronomia este stiinta sferei ceresti*.

Propozitia II, pe care nu o gisim la Alsted, defineste sfera cereasci

ca pe un corp rotund extins foarte subtil, cel mai pcrfect ., In fizics, cerul
se considera ca un corp natural, iar in astronomie ca un corp misurabil
s mensurativ'’,
Propo7itia IIT ne da impdrtirea astronomiei. Ea se imparte mai intii
1 ,,primd sau ndscutd (prima vel orta)”. Astronomia prima se ocupd cu
,,nu§carea si mdsura corpurilor cere;‘m consideratd in sine, fari a tine
seama de timp“. Astronomia primd se imparte in sfericd proprin-zisd si
teoria planetelor. O altd impérfire a astronomiei este in generald si speciala.
Astronomia generald studiazd migcarea stelelor, pe cind cea speciala cerce-
teazd influengele stelelor si predispozitiile din situatia stelelor; aceasta
din urmi poartd si numele de astrologie.

Prima parte a astronomiei este cea sfericd ; ea se ocupd cu cele trei
sfere superioare: primum mobile, cerul cristalin sau cerul stelifer (IV).
Primum mobile este sfera cea mai mare dintre toate. (V) Imediat dupa
ea vine cerul cristalin, sfera ce se migcd de la apus spre ridsidrit in patru-
zeci $i noud de mii de ani, astfel cd miscarea ei este foarte lentd (VI). Cerul
stelifer este sfera a opta, care cuprinde stelele fixe (VII). , Ea se migcd
cu migcare proprie spre nord sau spre sud, miscare numitd de trepidatie si
libragie. Stelele fixe,, au totdeauna aceeasi distantd intre ele si sint purtate
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cu o miscare uniformi de la rdsdrit la apus, insd in asa fel, cd spre nord
si sud pistreazd aceeasi perioadd (VIII). ) ) ) o

Stelele fixe se clasificd dupd cantitate, luming, figurd si pozitie (IX).
In ce priveste cantitatea stelele sint nebuloase, obscure si luminoase. Ele
se impart in sapte clase (X).

Stelele de marimea intiia sint acelea care sint de 107 1/6 ori mai mari
ca Pamintul. Numairul acestor stele este 15, printre care se distinge Canicula
sau Sirius, care Incepe anul sideral la Egipteni (X).

Stelele de marimea a dona sint in numir de 45 ; ele sint de 90 1/8 ori
mai mari decit Padmintul. Atari sint cele sapte stele ale Carului (XI).

Stelele de mirimea a treia sint 208, de 72 1/3 ori mai mari ca Pdmintul,
Aici se numird steaua polard (XII). _

Stele de mirimea a patra sint 474, mai mari ca Pdmintul de 54 1/2
ori (XIII). ) .

Stele de mirimea a cincea sint 216, fiecare din ele fiind de 36 1/8 sau
dupi altii de 31 de ori mai mari ca Pamintul (XIV).

Stele de mirimea a sasea sint 49 sau 50, care intrec Pdmintul de 18 1/10
de ori.

,»In rindul al saptelea sint noud stele intunecoase si cinci nebuloase,
al caror exces nu se poate determina suficient, fiindcd abia se vdd« (XVI).

,,In ce priveste luminozitatea, stelele fixe se impart in sapte clase dupa
numdrul celor sapte planete,, (XVII). Clasificarea este diferitdi de a lui
Alsted, care distinge opt clase.

,,Stelele din clasa intiia sint cele saturniene, care strilucesc mai mult
sau mai putin cu o culoare plumburie.

Stelele din clasa a doua sint stelele fixe joviale, care strilucesc cu o
culoare alba.

Stelele din clasa a treia sint stelele fixe de natura lui Marte, de culoare
rosie purpurie.

Stelele din clasa a patra sint stelele solare, care sint putin rosietice si
foarte strilucitoare.

Stelele din clasa a cincea sint stelele care imitd culoarea lui Venus, cu
stralucire gilbuie deschisi.

Stelele din clasa a sasea sint cele mercuriale, care strilucesc in culoare
cenusie.

Stelele din clasa a saptea sint cele lunare, care au o lumini palidi,
stearsd. Mai sint stele fixe ce imitd culoarea mai multor planete* (XVII).

,, Privitor la formad, stelele fixe se impart de citre ceilalyi in XXII de
imagini. De obicei se impart in figurate si diforme, adici in constelatii si
aglomerafii**. Constelatiile se impart in continue, cum este Calea laptelui,
si in ,,discrete In care stelele fixe au fost clasificate de cei vechi cu multi
destoinicie, ca sd poatd fisi recunoscute mai usor si ca insesi formele, si numele
ce 1 s-a dat sd ne arate natura si efectele lor, pe care le provoaci in lumea
elementard (XVIII). Numdrul constelatiilor din univers este de 48, dintre
care 21 septemtrionale, 12 zodiacale si 15 meridionale, cele din zodiac se
numesc medii, cele dinafara lui externe®.
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Din cele 12 constelatil zodiacale, trei: Berbecul, Taurul si Gemenii
sint semmele priméverii, aparfinind lunilor martie, aprilie i mai. Alte trei :
Cancerul, Leul si Fecioara, lunilor de vard, iunie, iulie, si august alte trei
Cumpina, Scorpionul si Sdgetitorul, apartin lunilor de toamui, septembrie,
octombrie si noiembrie ; in sfirsit Capriorul, Virsdtorul i Pestii apartin
lunilor de iarnd, decembrie, ianuarie si februarie (XIX).

., I ce priveste pozitia, 360 de stele fixe se giisese In partea septem-
trionald sau boreald, 346 in zodiac, 316 in partea australi sau meridionald,
acestea erau cunoscute de cei vechi; la acestea se adaugdl tred sute si mai
bine vecine de virful antarcticului“ (XX).

Trecind la stelele fixe, numite astfel fiindcd: |, Pistreazi totdeauna
pozifii pe cer, aceleasi intervale, si aceeasi ordine (XXI), se ocupi cu
proprietatea acestora. ,/Toate stelele sint rotunde fiinded accasta este
forma cea mai potrivitd pentru miscarea si absorbtia luminii si fiinded este
potrivitd corpurilor perfecte, adicil stelelor si cerului (XXII). Rationamen-
tul este pur peripatetician.

,,Planetele fiind mai apropiate de Pamint nu scinteiazi si nu tremurd,
cut excepiia lui Marte singur, care se cunoaste usor dupd culoarea sa de foc,
ca stelele fixe, deoarece lumina compactd si concentratd scinteiazi cu atit
mai intens, cu cit este mai depdrtati de ochi (XXIII).

O explicatie curioasd se da intrebirii: ,,Pentra ce iarna mai ales cind
este aspra si senind se vad mai multe stele, decit vara sau in altd epoca;
cauza este parte in felul de a vedea, parte in halucinarea vederii, care
este ingelatd de scinteierea frecventd a atitor lumini. Cdci frigul curdtd aerul
astfel ci il face mai senin si mai clar, si de aceca stelcle scinteiazd cu atit
mai intens« (XXIV),

O altd explicatie interesantd se dd fenomenului cd: ,,Stelele uneori
apar mai mari la orizont decit in mijlocul cerului, din cauza straturilor
dese, adunate in jurul Pimintului, $i incd neimpristiate dimineata si seara.
Din cauza slibirii razelor solare, se futimpld cd mediul vizibil nu este liber,
ci aproape dubla : de aceea lucrurile vdzute apar In mod necesar mai mari.
Un alt criteriu este ¢i in ambele cazuri sint mai depirtate decit la mijlocul
cerului cu semidiametrul Piamintului, adicd cu 839 milivane de mile
germane’ (XXV).

Privitor la galaxie se spune: ,,Galaxia constd dintr-un conglomerat
extins de multe stele, foarte mici care din cauza micimii si distantei, scapi
simjurilor care din cauza slabiciunii $i distanfei neputind fi observate
separat, lumineazd Impreund cu o lumind obscurd® {(XXVI).

,Steaua de la capdtul cozii Ursel mici se numeste polard, fiinded este
cea mai apropiatd de polul lumii. Fa se numeste i steaua magnetului,
deoarece magnetul se miged spre polul arctic, din care cauzd oferd un ajutor
de necrezut navigatorilor* (XXVII).

Se trece apoi la insusirile stelelor fixe:,, Tususirile stelelor fixe provin
din miscarea intiia sau a doua. Miscarea intiia cauzeazd rasaritul si apusul
si anume in general si in special” (XXVIII).

»Risdritul in general este ivirea astrului sau stelei deasupra orizon-
tului. Apusul in general este ascunderea astrului sau a stelei sub orizont.
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Risiritul iu special este aparitia astrului sau a stelei, care mai Inainte a
fost ascunsid de razele solare, dupd apusul acestuia, la orizont. Apusul in
special este ascunderea astrului sau a stelei, care inainte se vedea rasirind
deja soarele, in jurul orizontului* (XXIX)

Lotelele rdsar si apun totdeauna in acelasi Joc. Cu toate ¢l acesta in
decursul secolelor variazd pujin, totusi aceastd variatie nu este evidenta”
(XXX,

Intervelul de timp intre rdsdritul si apusul stelelor este diferit. Cele
din jurul polului se vad mai mult, cele dinspre sud mai putin. Sint stele

care abia rasarind apun (XXXI). In sfera dreaptd, toate stelele rasar
sioapun simultan, in sfera oblicd nu (XXXII).

In urmatoarele doud propozitii se aratd influenta rasaritului si apusu-
Tui stelelor asupra vremii. Lile alcatuiesc un fel de meteorologie populara.
. Astfel Pleiadele aproape niciodata nu rdsar sau nu apun fara ploi sau z&pa-
da, ceea ce se poate observa totdeauna toamna, cind apun seara cu soarele.
Astiel Orion este favorabil adunirii norilor de ploaie, din care cauzd poctii
il nuniese stea noroasd si du:;;manzi a mnavigatorilor” (XXXIII}). Influenta
Soarelui dcpinde de constelagia in care se gaseste. Astfel Soarele in Cumpana
fertilizeazd solul, in Scorpion umezeste semédndturile, in \qg,ctator tempe-
reazd frigul, in Caprmr inchide unmtu] in Viarsator da ploaie, in Pesti
produce umniezeald, in Berbec uscd padmintul, in Taur di cildurd necesari
recoltdrii, in Gemeni favorizceazd insiminfdrile, in Cancer umezeste, in Leu
coace fructele, in Tecioari uwmezeste si rdcoreste vremea (XXX —
XXXIV).

,.Stelele ies in mod diferit din razele solare. Stelele de marimea intiia
mmg cind se depirteaza cu 12 grade de soare, cele de gradul al doilea cu
13 grade, de gradul al treilea cu 14, al patrulea cu 13, al cincilea cu 16,
al saselea cu 17, iar cele mai mici ca 18 grade, exceptie se face cind este
lund plind, fiindcd atunci stelele foarte mici nu se pot vedea (XXXNXV).

,,Tn urma miscarii a doua, stelelor le revine longitudine, latitudine
fatd de eclipticd si declinatie. longitudinca stelei este distanta ei de la
inceputul Berbecului in ordinea ingsiratd a constelatiilor. Latitudinea ste 1(1
este distanta el de la celipticd, spre polul nord sau sud. De accea latitudine:
este dubld @ vordicd si sudicd. Declinatia este distanta stelei de la Ccuat()r
spre unul din polii lumii, de accea este dubld, nordica sau boreald si au-
stralac, (NXXV).

La sfirsitul acestei pirji asupra stelelor fixe se dau instructii asupra
folosirii globului cerese pentru observarea usoard a stelelor fixe (XXXVI).

PYartea ultimd a Astronomiei se ocupd cu planetele. ,, Teoria plane-
telor este doctrina planctelor sau a stelelor rdtdcitoare, care-si executi
migcarea in intervalele si timpuri inegale, si sint intre stelele fixe in numadr
de sapte, cuprinse in versurile :

,Post Sim Sum sequitur, proxima Luna subest.

¥le sint Saturn, Jupiter, Marte, Soarele, Venus, Mercur $i Luna
(XXXVIII), dupad sistemul lui Ptolomeu.

, Lumina planetelor apare constantd si linigtitd, nu tremuratoare
si scinteietoare ca a stelelor fixe (XIL).
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., Pozitia si intervalele planetelor atit intre cle ca si in raport cu cele fixe
variazd incontinuu“ (XL). Ele nu se depirteazd de eclipticé cu mai mult
de opt grade, de ambele piarfi, de aceea le putem gas1 in jurul eclipticei
printre semnele zodiacului (XLI}. Propozitiile din urma sint cu totul diferite
de textul lui Alsted.

Propozitia urméatoare afirmd ci,,planetele si toate celelalte stele sint
luminate de Soare. Nu toatd lumina, ci cea mai mare parte o primesc toate
stelele de la Soare, astfel cd ele sint ca niste oglinzi, ce reflectd lumina
Soarelui spre Pamint,,. In dovedirea acestei aflrmapl aduce trei argumente :
1. Cazul Lunii luminate de Soare, care in timpul eclipsei devine intunecoasi
ruginie. 2. ,,Celelalte stele cu cit sint mai direct opuse Soarelui, cu atit
stralucesc mai intens”. In al treilea r1ind, Soarele este astrul cel mai
stridlucitor dintre toate, unicul izvor de lumini si cildurd, principele astrelor,
ochiul lumii, darul naturii §i de aceea mdisura stelelor secundare (XLII).

,Cu cit o planetd se miscd mai incet, cu atit are o sferd mai mare, in
consecintd este mai depdrtatd si mai sus de Pdmint. Deosebim zece perioade
diferite. Cdci Luna isi descrie orbita intr-o lund, Soarele, Venus, si Mercur
o parcurg intr-un an cu aceeasi vitezd. Marte Isi descrie cercul in aproxi-
mativ doi ani. Jupiter isi parcurge orbita in aproximativ 12 ani, iar Saturn
in aproape 70} de ani. Sfera stelclor fixe isi descrie ml;mrea in 1000 ani,
sfera a noua in 4000 ani, iar sfera a zecea, adicd superioari se invirteste
in spatiul sdu in 24 de ore si in aceastd migcare antreneazi cu ea intreg
sistemul ceresc (XTLIII).

,,Orbitele planetelor sint corpuri ceresti sferice, concave si mobile,
imprejmuind una pe cealaltd, deosebiti de ale cometelor (XLIV).

,Desi cu natura si perfectiunea corpurilor ceresti nu se potriveste
aceastd variatie a orbitelor lucrurilor si punctelor, totusi nu este impotriva
naturii omenesti, care este cu mult mai slaba decit sd poatd infelege in mod
simplu acele migcdri‘.

., Miscarea planetelor este aceea, prin care planetele sint purtate impreuna
cu sferele lor prin sine in mod regulat, in asa fel incit si ne apard regulata.
‘a este de longitudine si de latitudine. Zic ¢i prin sine se miscd in mod regulat
fiilnded o migcare dezordonatd, neregulatd si inegali nu poate avea loc in
acele corpuri atit de perfecte. Ele sint incete in apogeu, rapide in perigeu,
deoarece acolo au mai mult spatiu de parcurs (XI,VI).

,, Aspectul planetelor este pozijia lor determinatd in zodiac si intre
ele, ndscutd din conflictul dintre unele gi situatia diferitd. Ea este de conjuctie
sau de distan{i. Aceea este intilnirea a doud sau mai multe planete in acelasi
foc al zodiacului. Acesta este locul unde se gisesc planetele la un anumit
interval de timp* (XI,VII).

Propozijia XI,VIII descrie fazele Lunii din 3 sau 4 in 4 zile, incepind
cu conjunctia ei.

Cu propozitia urmdatoare (XLIX) Incepe descrierea Soarelui care, este
planeta mijlocie, maximi ¢i primard, originea luminii si cdldurii adevirate,
$i astfel cea mai nobild din toate. De aceea nu numai genereazid lucrurile
sublunare ca o cauzd universald, ci intrefine si astrele’ (XILIX).

,, Fiinded viata se conservd si sustine prin doud mijloace puternice,
aerul si alimentele, Soarele tempereazd aerul prin razele sale, astfel cd devine
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potrivit spiritelor vitale generatoare, cfici Pdmintul produce alimentele
ca o mami incidlzitd de razele Soarelui si fertilizat de el, adapat de ploi
potrivite** (). Mai important este scoaterea in eviden{d a pozitiei centrale
a Soarelui intre planete.

,,Soarele este situat pe sfera mijlocie pentru ca 1. sd-si poatd impréstia
puterea in toate pirfile, si astfel si poatd distribui lumina atit astrelor
stuperioare cit si celor inferioare. 2. Nici ca distanfa prea mare a locurilor
indepirtate sd actioneze asupra celor inferioare gi sa le inghete pe toate
prin frig, sau din cauza apropierii lui sd le ardd pe toate prin cidldura prea
mare (LI).

Propozitia LIT ne di citeva date numerice in legaturd cu Soarele:
,, Soarele este cel mai mare dintre toate stelele, cici intrece de 66 de ori
Pamintul, de 6640 de ori Luna. Luna plind se ridicd deasupra Pdmintului
la 59 de semidiametre terestre, unul din acestia avind lungimea de 860 de
mile germane. Prin urmare Luna se afli la o indltime de 50740 de mile
germane. Soarele se 1idicd deasupra Pdmintului la 1210 semidiametre, adici
la 104060 de mile germane, sau dacd vrem in cifre rotunde, indl{imea Lunii
este de 50000 de mile, a Soarelui de 1000000, astfel cd indlfimea Soarelui
intrece pe aceea a Lunii de douizeci de ori. Searele parcurge intr-o ora
261905 de mile. Cercul zilnic al Soarelui este cu aproape 914285 mai mare
ca drumul orar al Soarelui’ (LII).

Propozitia LIII aratd modul de intrebuinfare al globului pentru
determinarea lungimii zilei, din determinarea rdsdritului si apusului soarelui.
De aici, se vede ci pentru invdfdmintul astronomiei se intrebuinta sfera
cereascd. Cu ajutorul ei se determind de ex. cd lungimea zilei la 10 august
este de 14 ore 16 minute, iar a noptil de 9 ore 44 minute. Soarele rasare
la ora 4 i 54 de minute i apune la ora 7 si 6 minute, ora locald.

In sfirsit, propozifia LIV di datele intririi soarelui in diversele semne
ale zodiacului, cuprinse in tabelul urmator :

Berbecul martie 11 Cumpina septembrie 13
Taurul aprilie 10 Scorpionul octombrie 13
Gemenii mai 11 Sdgetitorul noiembrie 12
Cancerul junie 11 Capricornul decembrie 12
Teul iulie 13 Varsdtorul ianuarie 10
Fecioara august 19 Pestii februarie 8

Acest tablou este rezumat in versurile :

,,Gaude, Cristus, Adest, Titan, Aptissionque, Exit, Intro, Ibit, Fussus,
Impius, Exul, Exit«.

, Adci sint 12 cuvinte care corespund la tot atitea luni ale anului in
ordinea In care se gisesc in calendar, astfel cd dacd numele incepe cu o
consoand, ziua a zecea a lunii este ziua intririi Soarelui, iar dacid numele
incepe cu o vocald, trebuie vizut a citea este aceasta in ordinea vocalelor
si acest numir adunat la zece ne di ziua intririi : aceste tabele se potrivesc
si cu vechiul calendar.

Manuscrisele IV si V -au fost scrise mai tirziu decit cele precedente.
Manuscrisul IV ce poartd cota A. 2. Ms. 1176 a fost copiat in 1651 de
Cserndtoni, iar manuscrisul V iardsi de Porcsalmi inainte de 1660. Ambele
poartd titlul A phorismi physici si acesta ca si textul lor e identic cu cel din
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cartea Tui Bisterfeld intitulatd @ Bisterfeldius redivions, apiruti in 1661
la Haga. Chestiunile de astronomic sint tratate in Sccfiunca I, intitulata
Cosmologia i Sectiunea IV care poartd numirea De coclo of coelestibus
corporibus ; ambele sint caracterizate prin atitudinea potrivunica lui Aristotel
si predominarea argumentelor religioase. Nu voi insista asupra acestora,
marginindu-ma la scoaterea in evidentd a exagerdrilor celor mai batatoare
la ochi ¢i mai absurde.

Ia fel ca in manuscrisele anterioare cosmologia este consideratd ca o
parte a fizici fmpreund cu fiziologia. Dar in timp ce acolo cesmologia este
tratatd la unmd, aicl se spune cd ¢a trebuie sd premeargd fiziologiei. Desi
Bisterfeld afirmd cd cosmologia lui Aristotel este falsd, la fel cu el sustine
cd lamea este perfectd. Obiectul acestei sectiuni este sd arate nasterea,
sterca i moartea lumii. Dupi ce afirmid cd lumea a fost creatd, dar nu
din ctern, aduce in sprijinul acestel afirmatii nu numai Scriptura, i si
,mintea sdndtoasa‘“. Apoi scrie, evident fard nici un argument: ,,Cind a
fost creatd lumea, Soarele se gidsea In Cumpdni, astfel cd ea a fost creatd
toamna,,. Elementul principal al creatiel este ,,apa originala‘.

Starea lumii este continuarca existentei el care se datoreste in primul
rind ,,incubatiei Spiritului Sfint, far in al doilea rind ,,Spiritului univer-
sului*, care , nu este alta decit apa cea mai perfectd, adica | partea ces
mai purd a apei originale, atit de distilatd, prin scara universala a naturii,
incit se poate urca deasupra tuturor cercurilor si invers, cobori cu anumite
grade ale naturii, si este aproape incorporatd (incorporata), iar filozofii
orientali o numesc tinctura sau piatra filozofald™.

Moartea lumii este reintoarcerea lumii corporale in starea de haos si
astfel incetarca starii actuale. Fa va avea loc prin foc, inurma ,,combindrii
focului intern al pamintului cu focul cerese, astfel ¢it toate se vor Intoarce
in apa originald‘,

Bisterfeld termind aceastd sectiune sustinind ci ,,adevirata filozofie
poate si trebuie si cunoascd atit moartea lumii it si modul el general.
Dar nici ingerii nici oamenii nu pot sti timpul acestei morti, desi se pare
¢d i Scripturii ¢ft si intregii naturi i repugna cd ca va avea loc in proximii
7000 de ani‘.

Sectiunea a IV-a, intitulatd Despre cer si corpurile cevesti, arve ca obiect
studiul corpurilor terminate (consummata) de naturd constantd. Deoarece
toate corpurile sint fie luminoase, fie neluminoase, si fiinded lumina este
cheia intregii naturi corporale gi asa zicind limita si orizontul spiritual,
trebuie sd ne ocupam cu natura, constitutia si operatia ei.

JLamina (lux) este vapoarca cea mai perfectd®. Aici nu mai face
distinctie nici Intre [ lux™ si ,Jumen” nicl intre lumina substantiald si
accidentald ca mai Inainte, ¢i vorbeste pur si simplu despre lumind. Cu
mult mai tare decit inainte se scoate aici in evidentd natura corpusculard
a luminii. ,,Lumina este vapoare, dect corp adeviarat, si atit luminarea cit
st Tusdsi lumina inerentd a substantel, si Imprastiatd si lumina dispersatd
in corpuri este substanti®.

oPartile luminii, fiindedl este vapoare, sint foarte subtile (tenuissimae)
si deci rezolvabile in particulele cele mai mici. Din subtilitatea partilor
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Iuminii rezultd micimea si multiplicabilitatea lor astfel ¢d o scinteie oricit
de micd se poate diviza in oricite.

In lumind trebuie si distingem trei parti, care nu diferd atit prin
esenta cit prin felul de a subsista si prin grad. Intfia este corpul luminos
oricit de putin ar fi de uleios sau de gras, cdci orice corp gras din naturi
este in proxima putintd lumind sau foc. Lumina si focul nu diferd in esenta.
Partea a dona este corpul uleios ce se rdspindeste ; cici prin forfa activi-
tatii sale In mod necesar se agitd si Isi mdireste sfera. A treia parte este
corpul uleios, intrucit se reuneste la izvorul siu. Cici fiind vapoare foarte
asemdndtoare, prin simpatia naturald tinde si se intoarcd la  izvorul ori-
ginal. Dupd aceste consideratii Bisterfeld adaugi ca ,,din cauza acestei
minunate generdri si propagiini a luminii, Dumnezeu in Scripturd se numeste
lumind““. Apoi trage concluzia ci toate pirtile luminii sint sferice, deoarece
sfera este figura cea mai potrivitd atit unei distribuiri ordonate cit si unei
uniuni intime.

TLumina nu are un loc anumit si sigur, cdei ea poate fi si opera oriunde,
dar din cauza temperaturii diferite a partilor preferd unele locuri altora.
Fa difuzeazid fu toate pirtile, dar din cauza stirii diferite tinde mai mult
in sus decit in jos. Tumina este continud; datoritd acesteia dacd diverse
Iumini se adund intr-un punct ficcare isi pistreazid esenfa si eficacitatea.
Lwmina dd nastere culorii, care este ,,0 anumitd modificare si gradare a
luminii incidente pe un corp opac, cdci culorile nu sint altceva decit aprin-
derile foarte subtile ale corpurilor colorate.

In ce priveste operatia (operatio) luminii, ea este foarte mobild si motiva.
Este mobild fiinded toate pirtile ei se disperseazd prin miscare continud,
in aceastd migcare continud constd asa zicind viaga luminii. Miscarea ei
in intregime se numeste ,,miscare locald, pe cind a pirilor sale radiatie.
. Radiatia este miscarea luminii, prin care particulele sale tisnesc incon-
tinuu ¢i in linie dreaptd ; aceastd radiatic are loc in timp dar foarte scurt,
intr-o clipitd (instanti) nu metafizicd ci fizicd, adicd aparindu-ne noud
astfel. Aceste pireri sustinute Inaintea descoperirii futelii luminii de
Romer st a stabilirii teoriel corpusculare a ei de cdtre Newton, sint o notd
bund pentru Bisterfeld. Propagarea in timp a luminii o sustine si in pro-

pozitia urmitoare : | Fste cvident, ¢ deoarece orice lumind este corp,
iar un corp nu poate fi simultan in mai multe locuri, — la un moment dat

lumina Soarelui este In eter, in altul in aer, in altul pe Pamint¢. Radiatia
cste simpld, directd sau multipld, si este reflectatd sau refractati.

L Lumina este foarte motivd (motivissima) fiinded orice miscare a
corpurilor naturale se naste, conservid si guverneazi din miscarea luminii
si a corpurilor luminoase’. Dar nu uitd si adauge cd de aceea a creat dumne-
zew lumina in ziwa intiia. Pentru generarea luminii este necesarii uniunea
potrivitd a particulelor, excitatia 1 inflamatia lor, care se numeste aprindere.
Aceasta nu este altceva decit miscare comunicatd prin impuls. Aici Bister-
feld are urmitoarea observatic nostimd : |, Unde pulchre et subtilissime
dicitur Hungarica lingua ignem abdormivisse*. In continuare spune ci
deoarece Tumina isi impristie particulele incontinuu  este necesar ca ea
sd fie alimentatd ; aceasta se obtine de la vapori, fiindecd ceea ce genercazi
aceea si intrefine.
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In particular corpurile luminoase sint fixe sau mobile. Fixe sint stelele
si focul subteran. Focul sublunar al peripateticienilor il considerd ca o
purd imaginatie. Stelele sint corpuri lnminoase situate In eter. Fle se nasc
din lumina originald adunatd in forma de sferd, $i se conservit prin afluenta
-aporilor din toate pirtile. Aceasta sentintd (sententia) despre conservarea
stelelor Bisterfeld o considerd ca |, foarte veche si adeviaratd, i fard nici
un motiv atacatd mai intii de cétre Aristotel, pentru a-si impune pirerca
sa falsd despre eternitatea lumii‘. Izvorul vaporilor mentionati este triplu .
globul terestru i apele, apele superceresti $i razele mutuale ale stelelor.

Stelele se mised in eterul cel mai lichid foarte liber, perpetuu si ordonat.
Cauza primi a acestel misciri este vointa Creatorului, a doua insd si naturald
nu este extrinsecd cum st fnchipuie peripateticienii, ¢ intrinsecd si anume
dorinfa de nutremint. ,, In adevir dupd cum se miscd vaporii din care se
conservd  stelele, la fel fac ¢i stelele ; la fel cum flacara artificiald se miscd
in sus siin jos, Inainte si inapoi si se Invirteste ca Flychnium, tot asa Soarcle
consumind vaporii de la sud se miscd spre nord, si invers, si fiinded spre
poli sectiunea sferei este mai micd, si nu poate furniza vapori suficienti,
planetele se mentin intre tropice'’. Apoj adaugd pe bund dreptate ca orbi-
tele ceresti sint utile din punct de vedere astronomic, fiziceste Insd sint
inutile (futilia).

In ce priveste influenta stelelor, Bisterfcld o atribuie forfei Iuminii.
Apoi {a atitudine hotaritda impotriva miscarii Pamintului. ,,Ceea ce se atirma
de unii filozofi despre repausul stelelor si miscarea Padmintului nu este de
acord nici cu Scriptura, nici cu natura“.

Trecind la proprietdtile stelelor in particular, se spun cam aceleayi
lucruri ca in manuscrisele anterioare. Mentiondm numai  ¢d se acceptd ci
. ealaxia sau Calea Iaptelui este un conglomerat dens de foarte multe stele
imprastiate aproape in mijlocul cerului. Poetii o numesc in mod potrivit
poarta ceriudui, fiinded cunoasterea ei ne descopera natura cerurilor, stelelor
si migcarea celor ceresti. ,,Cometele sint planete cterice ndscute in cer
de vapori, de formi, miscare si alte calitdfi neregulate, care in sfirsit dispar
sau se rezolva‘. Fle, mai ales cea din 1618, nu sint fum aprins sub sfera
Lunei. Printre plancte ingirii s1 satelifii ui Jupiter descoperiti de Galiled.

,, Focul subteran este focul pus in centrul Pamintului, In prima creatic
atit pentru a-i da forma, dind nastere muntilor, cit ¢i pentru a o pistra, cit
si in fine, pentru a promova generarca tuturor vietuitoarelor pe pamint'.

Spre sfirsit, Bisterfeld revine la problema luminii si imparte corpurile
neluminoase in transparente ¢i opace. ,,Cel mai transparent este cerul®.
Ji] este ca mdrime, formd si puritate ccl mai perfect, nascut din rarefierca
apei, ca sd despartd apele superioare de cele inferioare. Cerul este triplu:
acr, eter i cerul suprom, care nu diferd In esentd of numai in gradatic.
Aerul este cer intre Lund i Pamint, sediul metcorilor. Eterul este cer, acr
si cerul suprem, scdiul stelelor. Cerul suprem este cerul cuprins intre eter
st apele supraceresti, sediul spiritelor fericite. Bisterfeld incheie aceste
consideratii asupra cerului cu afirmatia cd ¢l cste  deseris mai exact de
Scripturd decit de unii filozofi, ca Aristotel. Scetiunea se termind cu descrie-
rea vinturilor, meteorilor si a migedrii marilor.

w
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Din expunerea amanuntiti de mai sus a continutului cursului de astro-
nomie al lui Bisterfeld, rezultd, ca si in cazul fizicii, o abatere progresiva
de la Aristotel si apropicrea de Biblie. In timp ce in primele manuscrise,
copiate in parte dupid Alsted, se fac unele concesii stagiritului, in ultimele
Aristotel este atacat tot mai des si mai vehement, iar argumentele biblice
se inmultesc. In locul scolasticei sprijinitd pe Aristotel avem de-a face cu
un fel de scolasticd protestantd bazatd aproape exclusiv pe Biblie. Intro-
ducerea exageratd a elementului biblic in fizicd si astronomie de citre
Alsted ¢i mai ales de Bisterfeld este explicabild prin faptul cd el nu erau
nici fizicieni, nici astronomi de renume, c¢i teologi protestanti, chemati
la Alba-Iulia de principele Bethlen pentru intérirea calvinismului in Ardeal.

ACTPOHOMITHECKHE PYKOITHMCIT BHCTEP®EJIBIA (I1)
(Peswowme)

B 3rofi wacty crarthil H3yualOTCs TNOcKeLHHEe acTpOHOMIluecKHe pYKonHcH Duerep-
teabaa, rae o Bee Bosblle vaadsercs oT  AsbliTesa, KOTOPOro OH  ocrapiBaer,
Tax, wactes Il pykonucn, osarnaBnennas Asfronomia B 54 TpesoxeHMAX paccMaTpHBa-
I0Tcst BOTIPOCH, KOTOpbisMi 3auumaercs Aawstuten B XVII kuure cBoell Ypawomerpuu.
Mocaeanne nse pykonucu (IV-—V), oszarnasneunste Aphorismi physici, copepxar marte-
puaa I u 1V pasgenos kunry, naneyatansoit B 1661 r, B Taare nox sarnaBuem Bister-
feldius redivious. Pasgex 1, wocsmnit saraasue Cosmologia, paccmartpuBaet 1po6Jemy
3aPOMACHUS, COCTOSIHHS W KOHua mupa, a pasaen IV, oszardassennsili ,,0 uebe u nebec-
Holx Teaax”, npupaeT ocofoe 3uaueHye TEOPHAM OTHOCHTENBHO ¢BeTa, onipasich GoJbirei
wacthio Ha bBubmwo. Xors aBTop n sHakom c rteopleit Komepuika, Bce e OTpHLEET €8,
KaK He #BJSAIOINIYIOCS B COMMIACHH ,,HIl CO CB. NUCanieM, HH C TNPHPO/0",

TS MANUSCRITS DE IJASTRONOMIE DIL BISTERTELD (I1)

(Résumd)

Cette suite e Particle antérienr étudie les deruiers manuserits 4 contenu astrononiique
de Bisterfeld, oit il s’écarte toujours davantage d’Alsted et d’Aristote, gu’il combat. Ainsi la
partie du manuscrit IIT intitulée A s/ronomiv traite en 54 propositions les questions dont Alsted
s'occupe au livre VIT de son Uranométrie. Les deux derniers manuscrits (IV—V), intitulés
Aphorising phvcict, contiennent la matitre des sections T et IV de Pouvrage imprimé en 1661 a
Ia Haye sous le titre de bisterfeldus vedivious. La section I, portant le titre de Cosmologia, traite
le probléme de la genése, de I'état et de la mort du monde, et la section IV, intitulée Du corps
et des corps eélestes accorde une importance particuliére anx théories de la lumiére, en s’appuyant
en grande partie sur la Bible; quoique I'anteur connaisse la théorie de Copernic, il la repousse
copendant comme n'étant d'accord, , ni avec 1'leriture ni avece la nature’.



O METODA MAGNETICA PENTRU ANALIZA OXIGENULUI DIN
AMESTECURI DE GAZE

de
I. URSU si C. BALINTEFL

INTRODUCERE

Oxigenul gaz in conditii normale de presiune si temperaturd este un
gaz paramagnetic (yacc = +106,2.107%) Cum majoritatea gazelor sint
diamagnetice, paramagnetismul oxigenului este mult folosit pentru analiza
sa din amestecuri de gaze [1]. Intr-o lucrare anterioari [2] am cercetat
un dispozitiv sensibil cu fnregistrare automatd pentru analiza de oxigen
pe cale magnetica.

Acest dispozitiv se bazeazd pe efectul convectiel termomagnetice.
Tn cele ce urmeazi vom prezenta un alt dispozitiv pe care l-am experimentat
in laboratoarele noastre, si care se deosebeste de cel studiat in lucrarea
anterioard prin sensibilitatea sa mult mai ridicatd si posibilitatea de a fi
folosit intr-un domeniu mult mai larg de concentratie de oxigen gaz.

DISPOZITIVUL EXPERIMENTAL. REZULTATE

Principiul de funcfionare al dispozitivului experimentat este reda
in figura 1, iar schema sa electrici in figura 2. Dupd cum se vede am
folosit doud celule de convectie termomagnetici in serie. Gazul de anali-
zat este introdus in prima celuld prin tubul .

Datoritd cimpului magnetic neomogen creat de magnetii permanenti
M, si a gradientului de temperaturd creat de rezistentele Incilzite Ry si R,
oxigenul din amestec se deplaseazi prin tubul orizontal in sensul aritat
de sigeatd. Acest curent de gaz riiceste rezistenta R in mod proportional
cu concentratia de oxigen. Gazul de analizat care intrd in prima celuld
circulars, in intregime trece in cea de a doua. Alci fiind aceleasi condifii
ca si in prima, oxigenul din gazul de analizat rdceste rezistenta R, in aceeagi
misurd ca gi rezistenfa R,. Rezistentele R, si R, datoritd acestei rdciri
se micgoreazi ambele cu aceeiagi cantitate. Prin legarea in serie a celor
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doud celule de analizd objinem o mdrire a sensibilitifii de lucru a siste-
mului, Cele patru rezistente ale sistemului fiind in interiorul celulelor, nu
sint supuse influentei mediului exterior si folosind doud potentiometre
P si P, se pot realiza conditii mai bune de echilibrare a puntii in curent

e
7N

Ry Ry

M, ]
L

v

G \7//4 .R‘ R,
pz
€ 2,
Al
I
E
Fig 1. Fig. 2.

continuu. Aceste fapte conduc de asemenea la mirirea sensibilitdfii puntii.
In al treilea rind simpla schemd electricd realizatd mdareste sensibilitatea
aparatului de doud ori, fatd de cazul cind se lucreazd cu o singurd celuld.
Se poate vedea acest lucru din relatia simpld cu privire la funcfionarea
puantilor de curent continuu neechilibrate.

Se stie ci tensiunca pe diagonala puntii este ditd de relatia:

) Iid R
U, = A B B
0 U(R3 TR, Rt Rz) (1)

unde U este tensiunea puniii.

TFolosind numai o singurd celuld de analizd, trebuie si finem seama
de faptul ci numai rezistenta R; se schimbd, devenind R — X, iar celelalte
sint egale intre ele prin constructie: Ry = Ry == Ry == R. In acest caz formula
[1] devine ;

/ H X «
N J o ————
U ¢ 22 R~ X) 2
unde X este cantitatea cu care se micsorcazi rezistenta R, sub influenga
oxigenului din gazul de analizat.
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Folosind doud celule in serie, trebuie sd tinem seamid de faptul cd se
modificd atit rezistenta R, cit §i R,, devenind: R, = R, = R — iar
prin constructie R, = R; = R. In acest caz formula [1] devmc:

' X
o =Usr—x 3)

Tdcind raportul intre (3) si (2) obtinem :

<

e
] ,
7 (4)

In acest fel se vede ci numai prin simpla modificare a schemei electrice
putem ridica sensibilitatea instalatiei de doua ori.

Performantele aparatului de analizd au fost stabilite, prin etalonirile
facute cu oxigen gaz in concentratii bine cunoscute. Astfel s-au ficut etalo-
ndri in concentratii mici de oxigen (fig. 3) in amestec cu CHy, CO,, H,, si
N,, obtinind o sensibilitate de cca. 0,005—0,01%, O,. In aceste conditii,

oximetrul se poate folosi pentru detectarea urmelor de oxigen din amestecuri
de gaze.

10
60
50
40
» - CH,-0,
= H0,

- Ne-0p
= COz 'OZ

t bt

20

S
12Nz

_ ] 2 -3 ZOQ

Fig. 3.

Tot aceeasi sensibilitate s-a obtinut la etalonarea cu aceleasi gaze
continind aer in concentratii mici (fig. 4.)

10 — Babes—Bolyai: Matematica fizici 1/1963.



146 §. URSU ST C. BALINTFFI

Div.
100

90

30

0

60

Fig. 4.

Tot cu amestecurile de mai sus s-a ficut o etalonare in jur de 2090,
(fig. 5). In acest domeniu sensibilitatea oximetrului scade la 0,02—0,25%

0,. In aceste conditii oximetrul sc¢ poate folosi pentru controlul

imbogdtit sau sardcit in oxigen.
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Folosind aceleasi amestecuri de gaze s-a fdcut etalonarea aparatului
pentru concentrafii mari de oxigen, in jur de 90940, (fig. 6). Pentru acest
caz sensibilitatea aparatului este de 0,06—0,099,0,. In aceasti situatie
oximetrul se poate folosi pentru detectarea impuritatilor de gaze diamagne-
netice din oxigen.

Div §

Qo
90
[ ]
70
60
§0
40

30

8 82 8k &5 8 90 9 % 95 95 06 %0,

CONCLUZII

Noua schemi de oximetru termomagnetic studiatd, prezintd avantaj
net fatd de ccle precedente.

Se pot determina cu ajutorul sdu, cu mare precizie, concentratiile mici
de oxigen, concentratiile medii de oxigen (de 20°40,) si urmecle de gaze
diamagnetice.

Rezultatele cercetdrilor efectuate in cadrul acestei lucrdri, ne-au permis
imbunititirea proiectului facut pentru un nou tip de oximetru.
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O HOBOM MATHMTHOM METONE IJI AHAJIM3A KHWCJIOPOIA B
FA30BOM CMECH

(Pesome)

ABTOPBI HCCIEAVIOT HOBYIO CXeMY TEPMOMarHHTHOTO OKCHMEeTpa, NOCTaBasis B pPsi
ABe aHajan3aTopckhe AYeHKH (LHPKYJAsipHbie KaMepbl).

HMcenenoBanace uyBeTBHTENBHOCTb 11pHOOpPA AN pazHelX cMecell rasoB ¢ KHQJIO-
poioM, 3aMeuaeTcl BO3MOXKHOCTbL JIETKO MEPEXOAHTb H3 OAHOH 06J1acTi H3MepeHu#i K
Apyro#, Tak kak npu6op moxer GbITb 1ICNOJB30BAH OT HeGOMBUIOH KOHUEHTPALMH € KHCJAO-
poOLOM A0 CTa INPOUEHTOB KHCIOPOAA B YCJI0BHAX GOJbWOHR UYBCTBHTENBHOCTH,

METHODE MAGNETIQUE POUR L’ANALYSE DE L’OXYGENE DANS
UN MELANGE DE GAZ

(Résumé)

Les auteurs expérimentent un nouveau schéma d’oxymetre thermomagnétique par la
mise en série de deux cellules d’analyse (chambres circulaires). 1ls ont étudié¢ la sensibitité de
I'appareil pour divers mélanges de gaz avec de l'oxygéne. On remarque la possibilité de passer
sans difficulté d’'un domaine de mesure a l'autre, 'appareil étant utilisable 4 partir de faibles
concentrations d’oxygéne jusqu’a 1009, O,, dans des conditions de haute sensibilité.
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