STUDIA UNIV. “BABES-BOLYAI”, MATHEMATICA, Volume XLVIII, Number 2, June 2003

EVOLUTION DES COURS GOUVERNEE PAR UN PROCESSUS DE
TYPE ARIMA FRACTIONNAIRE

TRAN HUNG THAO AND CHRISTINE THOMAS-AGNAN

Abstract. A suitable model for the evolution of options in a financial
market is proposed. It exhibits a long term dependence of options that
is not expressed in the usual Black-Scholes model. A fractional processes
of ARIMA type is chosen to model the perturbation of the evolution. A
solution for a modified model is found.

1. Introduction

Il est bien connu que I’évolution du cours de ’action est habituellement décrite
par I’équation de Black et Scholes:

ou S; est le prix de 'action a l'instant ¢, et v sont deux constantes, W; est un
mouvement brownien standard et T" est la date d’échéance de I'option a étudier. Pour
simplifier, on va se restreindre au cas univarié.

Dans ce modele (1.1), le rapport relatif ds—‘? entre le changement du prix de
’action et lui-méme est supposé non seulement proportionnel & la durée du temps de
ce changement mais aussi bruit é par le bruit blanc markovien dW;. Et par conséquent,
la solution Sy de (1.1) est un processus de Markov qui ne présente qu'une dépendance
trés faible et aussi qu’une sorte d’indépendance avec le passé lointain. Mais il est
évident que, pour la plupart des processus économiques, ’hypotheése d’absence de
mémoire n’est pas tenable. Le prix de 'action S; a l'instant ¢ peut étre influencé
par son comportement longtemps avant, ce qui est incompatible avec la propriété de
Markov. Et le risque de I'action doit étre représenté par un modele comportant une
dépendance. C’est pourquoi nous proposons ici un modele des cours perturbé par
un processus asymptotique a une série temporelle de type ARIMA qui exprime une
évolution de longue mémoire.

Considérons d’abord un bruit modélisé par un processus ARIMA Y défini
par

Y,=(1—-L)4®(L)'O(L)s,s, s=0,1,2,...,[T] (1.2)

ol (g5) est un bruit blanc qui est une suite de variables aléatoires de moyennes nulles,
non corrélées et de méme variance o, L est 'opérateur de retard, ® et © sont des
polynomes de retard ayant leurs racines a I'extérieur du disque unité, d est l'ordre
fractionnaire de différentiation.
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On sait que la représentation moyenne mobile du processus peut s’écrire
S
d
k=1

ou les coefficients moyennes mobiles peuvent étre approchés par

B o(1) -1
o emra)
avec s grand et ou I' désigne la fonction gamma.
On considére maintenant un processus Z défini par:

1
Z,,.: Td*%Y—[TT]’ OST'S]. (14)

ou [z] est la partie entiere de x.

Nous renvoyons les lecteurs aux résultats présentés dans [3] ot l'on peut
trouver que, par un calcul et par 'application du théoreme de Donsker on obtient
I’approximation suivante:

1 [Tr]
d
ZT = Td*% I;hET)T]—k'ek

L] -1 —
o S () ()

ou W est un mouvement brownien. On peut écrire aussi:

1 T
‘If(fl(?l(“()d)/o (r— )W, 0<r < 1. (1.5)
L’intégrale stochastique dans (1.5) joue un role essentiel dans la description de la
présence d’une dépendance a long terme d’un prix d’action dans ’évolution du cours.
On peut revenir au temps ¢ avec 0 < ¢t < T par un changement de variable
s = 7 en remplagant 7 par t et en notant que le mouvement brownien W; est un
processus auto-similaire, c’est-a-dire, Wy = Wau ~ %Wu (identique en loi). On a
alors:

Ly =~

cO(1) 1
®(1)(d) T¢

En posant d — 1 =0a (a < 3) on considere I'int égrale stochastique dans (1.6):

t
Zy = Typ = / (t —uw)~tdw,, 0 <t <T. (1.6)
0

¢
B; = / (t—uw)*dWy, 0<t<T, a>0, (1.7)
0

qui sera choisie pour modélisé la perturbation dans notre modele de long terme de
I’évolution du cours.
Nous proposons donc de substituer au modele (1.1) le modele suivant

dS; = Si(pdt + vdBy), Sop donné, (1.8)

S; : prix d’option, u et v :constantes, B; défini par (1.7), avec a = H — 1 > 0

2
(1> )
On désigne par F; le o-tribu engendré par la variable aléatoire donnée Sy et
par tout B, s <t:F; = o(Sp, Bs,s < t).
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Une solution S; de (1.8) est un processus stochastique Fi-adapté satisfaisant
la relation suivante

t t
Sy =So+p | Ssds+ V/ S.dBy (1.8)
0 0

ou la derniére intégrale est définie comme suit:

i t
/ Ssst == StBt - / BSdSS
0 0

en supposant que S; soit presque surement borné.

Le modéle (1.8) est celui de Black et Scholes ot on a remplacé le mouvement
brownien Wy par le processus fractionnaire By afin d’avoir un priz d’option de longue
mémoire.

2. Relation entre la perturbation B; et le mouvement brownien fraction-
naire

Certains auteurs ont aussi considéré le modele suivant
dS; = pSedt + vSdWH (2.1)

ot W est un mouvement brownien fractionnaire de parametre de Hurst H, 0 < H <
1 (voir [2], [5]). On rappelle que W/ est un processus gaussien centré avec fonction
de covariance donnée par

R(s,t) = EOWHEWH) = %(s”’ + 21 |t — s2H) (2.2)

ol Vi est une constante. Si H = 1 alors Vi = 1, R(s,t) = 3(s+t—|t—s|) = min(s, ¢)
et on a un mouvement brownien standard ordinaire. Alors (2.1) est le modele bien
connu de Black et Scholes.

L’équation (2.1) ne peut pas étre résolue dans le cadre de la théorie de
I'intégrale stochastique d’Ito, car W n’est plus un semi-martingale en général, sauf
le cas ot H = 1. Des calculs stochastiques nouveaux sont élaborés (voir [2]) pour
traiter des telles situations, mais il semble qu’ils sont encore loin des besoins pratiques
dans la finance. On sait aussi que le mouvement brownien fractionnaire admet une

représentation de la forme

WH — ﬁ {Ut + /Ot(t - s)adWS} , (2.3)

1
-3

et Uy = f?m[(t—s)a —(—5)*]dW;. Parce que U est un processus avec des trajectoires
absolument continues il suffit de considérer le deuxieme terme qui correspond a (1.7).
On a ainsi démontré qu’on a des raisons de choisir By défini par (1.7) au lieu
de WH = ﬁ {Ut + B;} et de W; comme la perturbation du prix de l'action dans
un marché financier.
Revenant au modele (1.8) du paragraphe 1, on va approximer B; par un
semimartigale.

ou I' désigne la fonction de gamma, W; un mouvement brownien standard, o« = H
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3. Approximation du processus B;

Pour chercher une solution asymptotique pour le modele (1.8) on a besoin
d’une approximation du processus Bj;.
D’abord, pour chaque € > 0 on définit un processus Bf comme suit

t
1
Bf:/(t—s+5)c’dWS, O<a<§ (3.1)
0

ou W est le mouvement brownien correspondant & B; dans (1.7).
On voit que B est un semimartingale continu:

t
dB; = (/ alt — s+ 5)“‘1dWS)dt + e*dW;. (3.2)
0
En effet, d’apres le théoreme de Fubini, on a:

t s t s
/ / (s —u+¢e)* 1dW,ds / [/ (s—u+ E)o‘flds} dw,
0o Jo 0 “Ju

— 1 [/t(s —u+e)¥dW, — 6“Wt}
0

(67

- é[BtE — W], & ot

t s
B; = / / a(s —u+ s)o‘*lquds + Wy et il en result (3.2).
0o Jo

On suppose dans cet article que % < H <1, c’est a dire que 0 < a0 < % On
peut alors établie le résultat suivant

Théoréme 1. Bf converge vers By dans L*(Q) lors que ¢ tend vers 0. Cette conver-
gence est uniforme par rapport & t € [0,T].
De la preuve du ce théoreme, on obtient aussi I’estimation suivante:

1 1 1
sup E|Bf — Bi? < K(a)ez™, a=H—-_-,0<a< —.
0<t<T 2 2

Démonstration.
En appliquant le théoréme des accroissements finis a la function continument

dérivable u — u®, on a:

[(t—s+e)*—=(t—s5)% < ae sup |(t—s+0e)*
0<6<1
o1 1 1
= ae(t —s)* 7, 0<(X:H—§<§. (3.3)
D’apres l'isométrie de l'intégration d’Ito, on voit que
t 2
E|Bf — B|* = E‘/ [(t—s+e)* = (t—s)*]dW,
0

_ /Ot|(t—s—|—€)°‘ — (t—s)*|"ds (3.4)
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L’inégalité (3.3) appliquée au membre droite de (3.4) nous donne:

/ |(t—s+e)” (t—s)o‘|2ds§a252/ [t —s]>*2ds =
0

¢
=a’e / |20‘ 2ds + o’e / [t — s|**2ds
t—e

2a—1
<a 2.2¢ —C 2a+1 3.5
= 1—2 +O‘€1—2a ()™ (3:5)
ot C'(«) est une constante ne dépendant que de a: C(a) = 127“21.
Par conséquent,
sup ||BS — By|| < K(a)ert* =0, (3.6)
0<t<T
lorsque € — 0, 00 0 < o < 3, K(a) = \/C(a) et || - || désigne la norme dans L?(Q2).
Donc Bf converge danb L?(Q) vers B; et la convergence est uniforme par
rapport a t € [0, T]. O

Remplacer B; par le semimartingale B permet alors un calcul stochastique
usuel sans faire appel a des techniques difficiles comme le calcul de Malliavin.

4. Modele (1.8) modifié

En se basant sur le Théoreme 1 ci-dessus, nous proposons d’étudier ici un
modele modifié qui nous permettera d’utiliser le calcul d’It6 et facilitera les applica-
tions pratiques en prenant en compte de conséquences a long terme de chaque prix
d’actif.

Pour chaque € > 0 on associe & (1.8) le modele asymptotique suivant:

dS; = pS;dt +vS;dB;, Sy =z, (4.1)

ol Bf est défini comme dans le paragraphe 3 et x est une variable aléatoire positive
donnée. Parce que

t
aB; = ( / ot — s+ €)W, )di + e*awy (4.2)
0
on a .
ds; = S [u + Va/ (t—s+ 6)a71dWS} dt + e“vS;dWy. (4.3)
0

En désignant le crochet dans (4.3) par Hf qui est un processus a trajectoires absolu-
ment continues, on peut reécrire (4.3) par

dS; = SEHEdE + e*vSEdW,. (4.4)

(4.4) est une équation différentielle stochastique qui peut étre résolue par le calcul
d’Ito.

Hf = p+va /t(t — 54 &) dW,. (4.5)
Théoréme 2. Pour le modeéle modifié ’
dS; = Sy(pdt + vdBy),
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avec la condition initiale Sy = x, ot x est une variable aléatoire donnée telle que
|z)* = E[z]® < 0o, B = fot(t —s+¢e)*dWs, a >0, nous avons la solution suivante:

1
S; = zexp (ut + 51/252’125 +vBy). (4.6)
Démonstration.
L’équation (4.4) peut s'écrire
as;
Sft = Hidt + e“vdW;. (4.7)

Appliquons la formule d’It6 a fonction f(u) = logu avec u = S§ > 0:

bdsg 1 [t 1
log S¢ :logS§+/0 Sg +§/O —W(sauﬁvf)%s.

D’ou

t 5 € 1
dsi _ log S —(e"v)*t. (4.8)
o St

S5 2
On déduit de (4.7) et (4.8) que

1 t
Sy = Sj exp (§V2€2at + e + / H§ds). (4.9)
0
D’autre part on a

t t s
/ Hids = pt + Va/ / (s —u+e)* LdW,ds.
0 0 Jo

Comme on a déja calculé avant ’énoncé du Théreme 1:

t s t s
/ / (s —u+e)* tdW,ds = / [/ (s —u+£)a_1ds} AWy,
o Jo 0o tJu

1r rt
_ E[/o (5 — u+ )" dW, —sO‘Wt}
1 o
soit
t
/ Hids = ut — ve*dW, + vB;. (4.10)
0

On suppose que S5 = x est le cours observé a la date t = 0 et est une variable aléatoire
indépendante de By ( ¢’est -a - dire indépendante de W;). En remplagant (4.10) dans
(4.9) on obtient enfin:

1
S; = xexp (§V252°‘t+ut+1/Bf>, (4.11)

ce qu’il faudrait démontrer. O
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5. Convergence

On constate que dans 1’ expression (4.11), lorsque € — 0 le terme %V2<€2at
tend vers 0 tandis que Bf — B, dans L?({)) uniformement par rapport a ¢t € [0,T].
Alors on considere un processus S; défini par:

S; = Spexp(ut + vBy). (5.1)

Et on a un résultat de convergence comme suivant:
Théoréme 3. Le processus S; défini par le formule (5.1) est la limite dans L?(2)
de S¢ lorsque e tend vers 0. Cette convergence est uniforme par rapport a t € [0,T].

Démonstration.
On a
1
Sy —S; = zexp (ut — 51/2520% +vB,) — wexp (ut + vBy)
1
= zexp (ut + vBy) [exp (- §V252“t +v(Bf — By)) — 1} (5.2)
En désignant par || - || le norme dans L?() on voit que
||| = Ex? < 0 par hypothese, (5.3)
¢ T T3t
exp(ut + vBy)|| < e exp(v||By||) < et ex <u7>, 5.4

ou || B;|| est calculé d’apres I'isométrie d’Ito:

t1+2(¥

t t
B 2:E — g\¢ 2:E )2 — )
B = B[ [ ¢ spram ) = [ (e spas = o

D’autre part, il résulte de la relation e — 1 = A + o(A) que
1 1
|| exp [— §y252at+ v(B§ — Bt)] —1| < 51/262’11?4— v||Bf — Bi||+o(|| B — Bt|)), (5.5)

On a déja une estimation de ||Bf — B;|| par la formule (3.6) du Théoréme 1:

1B — By|| < K(a)e*2, (5.6)
ou K(a) est une constante ne dépendant que de a. Par conséquent
1
| exp [ — SVt (B - Bt)} 1| € 1220 + 2K ()t (5.7)
11 résulte enfin de (5.2), (5.4) et (5.7) que
v %+a 1
sup |57 — S| < [exp (uT + 7)} [V2T€2a + 2K(a)5o‘+§}
0<t<T 1+ 2a
— 0. (5.8)
d’ott la conclusion du Théoréeme 3. |
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6. Solution du modeéle fractionnaire
Nous revenons au modele fractionnaire proposé au début:

So = x donné, Bt:fg(t—s)adWs, 0<a<i. '
Définition. On appelle une solution du modéle fractionaire (1.8) la L?-limite de la
solution du modele modifié lorsque € — 0:

S = ;‘:LQ—giE%Sf.

Par cette définition et par Théréme 3 on a maintenant la solution de (1.8):
S = wexp(ut + vBy).
Existence et Unicité de la solution
L’existence de la solution S; est assurée par Théoreme 3. Par ailleurs, le
modele modifié est donné sous la forme d’une équation différentielle stochastique
linéaire gouvernée par un semimartingale avec des coeflicients constants et avec la
condition ESZ < oo. Alors il existe uniquement une telle solution S;. L’unicité est

au sens de I'espace L2(f2), car si S:(l) et S:(z) sont deux solutions de S dans L?(2)
alors on a
*(1 *(2 *(1 *(2
I15; W = sr @ < 157V = sg |l + 1185 - 57| — o,

lorsque € — 0.

7. Sur 'opportunité d’arbitrage

Il est bien connu en mathématiques financiéres que ’absence d’arbitrage est
essentiellement équivalent & I’existence d’une mesure de martingale. Alors une ques-
tion naturelle se pose: Est-ce-que le principe d’absence d’arbitrage est violé dans notre
modele ou le processus gouvernant B; n’est plus un semimartingale?

La réponse, est que la solution S; du modele fractionnaire proposé peut étre
approximée avec une exactitude arbitraire par une solution S; du modele modifié
gouverné par un semimartingale ou il n’existe aucune opportunité d’arbitrage. C’est
la un des avantages de notre approche a calcul stochasticque fractionnaire appliqué a
la finance par rapport aux autres approches.
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