Universitatea Babes-Bolyai
Facultatea de Matematica si Informatica

EXAMEN DE LICENTA
Proba scrisa - septembrie 2024
Specializarea Matematica

SUBIECTUL I. Algebra

. (3 puncte) Fie f: Q — Q un morfism de grupuri intre (Q,+) si (Q, +).
a) S& se arate ca

n-f <711) = f(1), ¥n € N*.
b) S& se arate ca dacd f(Q) C Z atunci

f)=o.

c) Determinati f(1) pentru care f este un morfism de inele intre (Q,+,-) si (Q,+, ).
. (6 puncte)
a) Sa se arate ca dacd a,b € Q atunci

a+bW5=0a=0b=0.

b) Si se arate ca V = {a 4+ bv/5 | a,b € Q} este un subspatiu al Q-spatiului vectorial R (dat de
operatiile uzuale de adunare a numerelor reale i iInmultire in R a unui numar rational cu un numar
real).

c) Sa se arate ci vectorii 1 si 1 + /5 sunt liniar independenti in Q-spatiul vectorial V.

d) Gasiti o baza si dimensiunea Q-spatiului vectorial V.
SUBIECTUL II. Analiza matematica

. (3 puncte) Consideram sirul (z,),>0 definit prin zy =1 si

.132

— n —
Tt = e P02
a) Sa se demonstreze ca e > 1+ z, pentru oricare z € R\ {0}.

b) S& se arate ca sirul (z,)n>0 este convergent si lim z, = 0.
- n— oo

c¢) Folosind eventual lema lui Stolz-Cesaro, si se calculeze limita: lim naz,.
n—oo

. (2 puncte) Studiati prin discutie dupa parametrul real a natura seriei de numere reale:

COS - COs L
N o o

n+1
Z ne

n>1

. (2 puncte) Scrieti formula lui Maclaurin cu rest de tip Lagrange, de rang n > 3, atagatd functiei
f:R— R, unde
f(z) = (32% — 6x)e”, Vr €R.

In determinarea derivatei de ordinul n a functiei f se poate folosi formula lui Leibniz, privind derivata
de ordinul n a produsului de functii.

. (2 puncte) Calculati integrala:

—1
/ﬁ“i—l—ld% unde z € (1,00).




SUBIECTUL III. Geometrie

1. (2 puncte) Dacd A(—4,3) este piciorul perpendicularei din originea O(0,0) pe dreapta d, atunci s&
se scrie ecuatia dreptei d.

2. (2 puncte) Un cerc de raza 5 are centrul pe dreapta d : = 4+ 2y — 3 = 0. Sa se determine ecuatia
cercului, stiind ca el trece prin punctul A(2, 3).

3. (2 puncte) Sa se determine ecuatia planului care contine dreapta d; de ecuatii parametrice

r=3t+1
d1: y:2t+3
z=—t—2

si care este paralel cu dreapta do

do - 2r—y+2—-3=0
2 24+2y—2-5=0
r—y—3=0

4. (3 puncte) Si se determine coordonatele punctelor de pe dreapta d; : { 2+ 2 =0 situate la

distanta /6 fati de dreapta do : x =y = 2.

NOTA:
Pentru fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu.
Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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1. a) Se folosegte faptul cd f este morfism de grupuri astfel:

et ()=t () e (D)= D) = (02 ) v

n termeni n termeni

b) Din f (;) Q) eZsin- f <711> = f(1), ¥n € N* rezultd ca numarul intreg f(1) se divide cu

toate numerele n € N*, prin urmare f(1) =0 ..o e 1p
c¢) Notam a = f(1) si avem a = f(1) = f(1-1) = f(1)- (1) = a®.

Ecuatia a? = a (in Q) are solutiile a = 0 si a = 1, cazuri in care f este morfismul nul, respectiv

(AUE0)MOTASIIUL 1 ..ottt e e 1p
2. a) Evident, 6 =0 =10 = a4+ V5 =0 oo rie e 0.5p

Reciproc, a,b € Q, a+bvVBE=0=a=b= 0. 0000 1p

intr—adevér, cum /5 ¢ Q, dacd am avea b # 0 atunci v/5 = f% € Q, imposibil. Prin urmare, b =0

si, implicit, a = 0.

b) Se aplicad teorema de caracterizare a subspatiului.......... ... i 2.5p
0 = 0 0V €V e 0.5p
Pentru orice a + bv/5,a’ + V5 €V (a,b,a’, b € Q) avem

(a4+bV5)+(a +0V5)=(a+a)+(b+b)VEEV 1p
Pentru orice a € Q si a +bv/5 € V (a,b € Q) avem
(@ +b0V5) = (a@) + (@D)VD €V o 1p

c¢) Pentru a, 8 € Q, folosind a) avem
=0
a~1+ﬁ(1+\/5):0<:>(a+ﬁ)+6\/5:0<:>{ O‘+§:0
d) V={a-1+b/5]|a,becQ}=(1,1/5) este subspatiul lui gR generat de 1 si v/5, iar din a) rezulta
c¢i 1 si /5 sunt liniar independenti. Prin urmare, {1, \/5} este o baza in gV sidimgV =2....1p

Sa=pF=0...c.cccciiiii.. 1p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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1. a) Se definegte functia f: R — R,
flz)=e"—1—2, VzeR

Deoarece ea este derivabila iar derivata acesteia este negativa pe (—o00,0) si pozitivd pe (0,00),
anulandu-se doar in 0, functia f are punctul = 0 punct de minim global, astfel f(x) > f(0) = 0, deci

e*>14z, Va#0.

.............................................................................................. (0,5p)
b)
e Se demonstreaza prin inductie matematica faptul ca z,, > 0.
Daci z,, > 0, atunci e?*» > e > 1 + z,,, deci x,,.1 > 0 pentru orice n > 0............... (0,5p)
e Se demonstreaza prin inductie matematica faptul ca girul (z,) este strict descrescitor.
Avem e?*n > 1+ 2z, de unde
2 2z
xs (1 + 22, — %)
Tl — Ty = 5———— — Xy = <0,
S Z R " ern — 1 —x,
deci 11 < Xy, pentruorice 7 > 0. ..o (0,5p)

e Deoarece girul (z,,) este strict descrescitor si marginit inferior, din teorema lui Weierstrass, rezulta
ca sirul (z,) este convergent, deci exista lim x, =:1 € R.

n—oo
Trecand la limita in relatia de recurenta, obtinem ca I =0. .......... ... oo, (0,5p)
¢) Deoarece wlﬂ > g% > 0 pentru orice n > 0 si lim — = o= oo, putem aplica lema lui
n n n—oo xn +
Stolz-Cesaro:
.............................................................................................. (0,5p)
. . n . n+1l)—n . TpalT
lim nz, = lim — = lim %: lim —Hm
n— 00 n— oo o n— oo o o n—00 Ty — Tp41
3
Ty 2
. PR - . x
=  lim "21—1% - lm — ™
n—oo Tn(e?*n—1-2z,) n—oo e2%n — 1 — 2z,
e2rn —1—x,
. z? , 2 _ T .1 1
= lim ——— =1lim ——— = lim — = lim —— = —.
N0 e2T —1 —2x  2N\02e2T —2 No0e2T -1 2\02e2 2
.............................................................................................. (0,5p)

2. Notam prin z,, termenul general al seriei. Se constaté c& seria Y x,, este cu termeni pozitivi, gi se va
incerca aplicarea criteriului IL.b) de comparatie pentru serii cu termeni pozitivi, pornind de la seria
armonica generalizata

convergenta : dacaa>1

n>1 divergenta : dacaa <1



3.

Scopul este determinarea unei valori a parametrului a asfel incat

lim 2 € (0,00),

n—oo yn
caz in care cele doud seril > @, §1 Yy, au aceeagi natura. ...........coouiiiiiiiiiiiiiiia. (0.25p)
Se va tine cont de faptul ci atunci cand (a,) C R este un gir cu lim a,, = 0, atunci
n—oo
sin(a
li M =1.
n— o0 an

si
. n+1
im ——— = lim — = 0,
n—oon(n+1) n-ocon(n+ 1)
avem _ )  onid
- sin ooy . sin oy .
oo 1 on+l
n(n+1) n(n+1)
............................................................................................. (0.25p)
deci
. Ty . sin n(nlJrl) sin nz(Zii) 2n+1 1, . ontth(2+ 1)
lim — = lim 2- 7 I T3 5 o =2 lim ————"=.
n—00 UYp n— o0 n(n+l) n(nFD) n (TL + ].) n n—o00 na+4 (1 + %)
Aceastd limita va fi in (0, 00) doar in cazul in care
a+l=a+4<=a=a+3.
.............................................................................................. (0.5p)

Atunci, lim,_ s i—: = 4 deci, conform criteriul de comparatie IL.b) seria ) x,, are aceeagi natura cu
: _ 1
seria Y yn = ) rars-

In concluzie,

convergenta : daca a > —2

S

divergenta : daca a < —2

e Determinarea derivatei de ordinul n, n > 2 a functiei f (orice solutie corectd, alternativa baremu-
lui va fi punctatd corespunzator cu (1p) )
Observam ca functia f este un produs dintre o functie polinomiald g(z) = 322 — 6x si h(z) = €*,
astfel ea este indefinit derivabila pe R.
Fie z € R arbitrar ales. Derivata de ordinul n a functiei f se va calcula cu ajutorul formulei
lui Leibniz pentru derivata de ordinul n pentru produsul a doud functii. Astfel, dacd f(z) =
g(z) - h(z), atunci

F () = Xn: Crg" ™ (@)™ ().
k=0



iar
h™ (z) =e®, Vn > 0.
....................................................................................... (0.25 p)
De aceea,
vn > 2, f"(x) = Crrg(a)h™ (x) + Cp g/ (2)h " (2) + Cp~2g" (2)h ) (2).
Astfel .
Vo > 2, " (z) = e® |32 — 62 + n(6x — 6) + %6 .

Formula lui Maclaurin implica utilizarea polinomului lui Taylor de rang n si a restului de tip
Lagrange, toate dezvoltate in jurul punctului a = 0. Astfel, deoarece functia f este indefinit

derivabila pe R,

SO0 i 1

Ve eR,Jcintre 51 0 a. 1. f(z) = x ) x
k=0
......................................................................................... (0.5p)
Avem
f0)=0, f(0)=-6 si ¥n>2 f(0)=3n(n-3),
........................................................................................ (0.25p)
astfel
Vr € R,dc intre z 5i 0 a. 1.
" 3(k—3) , € [3c —6c+ (n+1)(6c—6)+3(n+1)n]
=—6 nl
/(@) +kZ:2(k—1)!x + (n+ 1) v
........................................................................................ (0.25p)
4. Se va porni cu substitutia
x—1
r+1 7
.............................................................................................. (0.5p)
atunci
x—1 2 _ 1+¢2
x+1 1-—1¢2
astfel m
d dt
T o)y
.............................................................................................. (0.5p)
Deoarece
oo (LY (L1 (11?4
o\ -2 N 1—¢2 1—¢2 (1 —12)2’
integrala devine
1+2 (1-1¢2)? 4t 1+¢2
I= . -t dt = | ——dt.

/1—t2 4¢2 (1—1¢2)2 /1—t2
............................................................................................. (0.25p)
Deci ( )

1—t%)+2 2 1 1
I = dt = dt —t+ = —+ —— | dt=
[ Ras [ [ el [ ()
+t
=—t—-In(l—t)+In(l+¢t)+C=—t+In (1 t) +C.



Tinand cont de substitutia facuta

2
1 1 -1 1 -1
tt_Vorleve 1l (ERleve-l) _ /ey
I—t Va+l-+vVz-1 2

deci

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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L 3 1 1p
A0 Lde moa-mg=—1,; mOAZ—%éde% .............................................. 1p
Ecuatia drepteid:y73:%(fo)@élei%erl:O. ......................................... 1p

. Ecuatia cercului este de forma: (z —z0)% + (y — yo)? = 25. Cercul trece prin A(2,3), deci: (2 — )% +
(3 — 0)? = 25. Centrul cercului Mo(70,%0) € d < X0 = —2Y0 + 3 v eeririeeeiiieeeiiiaeaeiins 1p
(2 —20)* + (83— y0)* =25
To = —2yo+3a+3

Solutiile sunt yo = —1,79 = 5 si yo = 3,29 = —3. Deci avem doud cercuri: (x —5)2 + (y + 1) = 25
(4 3)2 (Y = 3)2 = 25 ittt 1p

Rezolvam sistemul { si obtinem ecuatia y3 — 2yo — 3 = 0.

. Un vector director al dreptei d; este d; (3,2,—1). Un punct al dreptei d; este M(1,3,—2). Un vector

director al dreptei dy este d;(pg, G2,72) unde py = ‘ _21 _11 = -1, g¢g = — ' ? _11 ‘ = 3 i
2 -1
ro = ’ 1 9 ‘ o D 1p
r—1 y—3 242
Ecuatia planului este -1 3 5 =0<<= 13z —-14y+ 112451 =0.................. 1p
3 2 -1
r—y—3=0 o - . _
'{2y—|—z:0 Notamy=a =z =a+3, z = —2a.
Punctele M de pe dreapta d; au coordonatele M (v + 3,0, —2Q) oottt 1p

Un punct de pe dreapta dy este O(0,0,0). Un vector director al dreptei do este d;(l, 1,1). Distanta
25
d(M, dy) = LOMxEll  5RF(o 4 3,0, —2a)

|ldz]|
— N . . 5
OM xdy=| a+3 a —2a |=3i—3(@+1)j+3k ..o 1p
1 1 1
3v/a2 + (a+1)2+1 9
d(M,dz)Z :\/6:>OZ +OZ+1=1:>011:0,0£2=—1
V3
Pentru a; = 0 obtinem M;(3,0,0).
Pentru ag = —1 obginem Mo(2, —1,2). oottt 1p

NOTA: Orice alt solutie corecta va fi punctata corespunzator.



