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I. TETEL. Algebra

. (3 pont) Legyen f : Q — Q egy csoportmorfizmus (Q, +)-bdl (Q, +)-ba.
a) Igazoljuk, hogy
1
n-f <) = f(1), V¥n € N*.
n
b) Igazoljuk, hogy ha f(Q) C Z, akkor
f(1)y=o.
c) Hatdrozzuk meg f(1)-et gy, hogy f gyfirlimorfizmus legyen (Q, +, -)-bdl (Q, +, -)-ba.
. (6 pont)
a) Igazoljuk, hogy ha a,b € Q, akkor
a+Vs5=0ca=b=0.
b) Igazoljuk, hogy V = {a + V5 | a,b € Q} résztér R-ben, mint Q-feletti vektortérben (ahol a
miiveletek a valds szdmok Osszeaddsa és raciondlis szdmok szorzdsa valds szdmokkal).

c) Igazoljuk, hogy az 1 és 1+ /5 vektorok linedrisan fiiggetlenek a Q-feletti V' vektortérben.

d) Hatdrozzuk meg a Q-feletti V vektortér egy bézisét és dimenzidjat.
II. TETEL. Matematikai analizis

. (8 pont) Tekintsiik az (z,,)n>0 szdmsorozatot, melyre zo = 1 és

$2

n n=0,1,2,...

T 1= 55—
n+ 629”"71717”’

a) Igazoljuk, hogy e® > 1+ x, minden = € R\ {0} esetén.

b) Igazoljuk, hogy az (x,)n>0 sorozat konvergens és lim z,, = 0.
- n—oo

c¢) Felhaszndlva esetleg a Stolz-Cesaro lemmaét, szamitsuk ki a lim nz,, hatérértéket.
n—oo

. (2 pont) Tanulmdnyozzuk az « valés paraméter fiiggvényében a kovetkezd valds szdmsor természetét:

COS T [€0)] 1
n

§ : n+1
ne

n>1
. (2 pont) Adott az f: R — R,
f(z) = (32> —62)e”, 2€R

fliggvény. frjuk fel ezen fliggvény n-ed rendii (n > 3) Maclaurin-féle képletét a Lagrange-féle maradék-
taggal (az f fiiggvény n-ed rendd derivaltjdnak a kiszdmitdsahoz fel lehet hasznélni két fiiggvény
szorzatdnak magasabb rend(i derivéltjaira vonatkozé Leibniz-féle szabélyt).

-1
[
-1V ax+1

. (2 pont) Szamitsuk ki az

integrélt, ahol = € (1, 00).



III. TETEL. Geometria

1. (2 pont) Az O(0,0) origéhdl egy d egyenesre hiizott merdleges talppontja az A(—4,3) pont. Irjuk fel
a d egyenes egyenletét!

2. (2 pont) Egy 5 sugart kor dthalad az A(2,3) ponton és kozéppontja a d : x + 2y — 3 = 0 egyenesen
van. Hatdrozzuk meg a kor egyenletét!

3. (2 pont) Hatdrozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza a paraméteres egyen-

letekkel megadott
r=3t+1
d1 . Yy = 2t + 3
z=—-t—2,teR

egyenest és parhuzamos a dy egyenessel:

ds 2 —y+2—-3=0
2 r+2y—2z—5=0.

r—y—3=0
20+ 2=0
V6 tévolsdgra vannak a do : & = y = z egyenestdl!

4. (3 pont) Hatdrozzuk meg a d; : { egyenes azon pontjainak koordinatdit, amelyek

MEGJEGYZES.
Minden tétel kotelez6. Minden feladathoz teljes megoldds megadésa sziikséges.
Minden tétel esetén jar 1 pont hivatalbdl. A legkisebb atmend jegy 5,00.
A munkaidé 3 éra.
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I. TETEL. Algebra

Hivatalbol . . .o 1p
1. a) Mivel f csoportmorfizmus:

Wf(i)f<i)+...+f(i>f<i+~-~+i>f(m}l)f(l) .................. Ip
)

1 1
b) Mivel f () JJ() eZésn-f (
n n
minden n € N* szdmmal, tehdt f(1) =0 ... 1p

c¢) Legyen a = f(1). Ekkor a = f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1) = a*.
Az a? = a egyenlet Q testbeli megolddsai @ = 0 és a = 1, mely esetekben f nullmorfizmus, illetve
az 1o (AUto)morfizimus . ... ... .. 1p

= f(1), Vn € N*, kovetkezik, hogy az f(1) egész szdm oszthatd

2.a) Nyilvin a =b=0=a+DvVB = 0 ..o 0.5p
Forditva, a,b € Q, a+by/5=0=a=b=0

Valéban, ha b # 0, akkor /5 = f% € Q, ami ellentmond annak, hogy v/5 ¢ Q. Tehat b = 0,
ahonnan a = 0. ... ..o 1p

b) Alkalmazzuk a részterek jellemzési tételét

0 = 04 0V8 € V oo 0.5p
Ha a +bvV5,a' + 05 €V (a,b,d',b € Q), akkor

(a+bv5) 4 (0 +VV5) = (a+a)+(b+b)VEEV i 1p
Haa€Qésa+b/5€V (a,be Q), akkor

(@ +0VB) = (a@) + (AD)VD €V o 1p

¢) Ha o, € Q, az a) pont alapjan
a.1+ﬂ(1+\/5)0<i>(a+ﬂ)+ﬂ\/50¢>{ O‘+§:g

d) V={a-1+b/5]|a,beQ} = (1,V5), vagyis az 1 és v/5 vektorok &ltal generalt résztér gR-ban, és
az a) pont alapjan 1 és /5 linedrisan fiiggetlenek. Tehét {1,/5} bézis gV-ben és dimg V = 2. 1p

Sa=0=0.....c.cii.. 1p

MEGJEGYZES: Minden més megoldas megfeleléen pontozodik.
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II. TETEL. Matematikai analizis
HivatalbDOl ..o (1p)
1. a) Tekintsiik az f: R = R, f(z) = e* — 1 — x figgvényt. Ekkor f derivdlhaté és f/'(z) =e®* —1 <0,

ha z € (—00,0), f'(z) > 0, ha z € (0,00), illetve f'(z) = 0, ha x = 0. Kovetkezésképp z = 0 az f
fiiggvény globélis minimum pontja, ezért f(x) > f(0) = 0, minden x € R\ {0} esetén.

.............................................................................................. (0,5p)
b)
e Indukciéval igazolhatd, hogy z,, > 0, minden n > 0 esetén.
Ha z,, > 0, akkor e > e®* > 1+ x,,, tehat ZTp41 > 0, barmely n > 0 esetén.
............................................................................................ (0,5p)
o Indukciéval igazolhatd, hogy az (2, )n>0 sorozat szigorian csékkend.
Az e**» > 1 4 2z, miatt
2 2z
xs Zp (1 + 22, — e**n)
Tpt] —Tp = 52— — Xy = <0,
LT T e g, e2tn — 1 —x,
ezért 41 < x,, minden n > 0 esetén.
............................................................................................ (0,5p)

o Mivel az (x,,),>0 sorozat szigorian csokkend és alulrdl korldtos, ezért az (z,,)n>0 sorozat konvergens,
tehat létezik lim z,, =: x € R. Attérve hatarértékre a rekurrens Osszefiiggésben azt kapjuk, hogy
L —> OO

n
Tr =
............................................................................................ (0,5p)
¢) Mivel L > L >0, minden n > 0 esetén és lim — = oo, ezért alkalmazhaté a Stolz-Cesaro
Tn+1 ZTn n—00 Ty,
lemma,
.............................................................................................. (0,5p)
. . n . n+1)—n . TpalT
lim nz, = lim — = lim %: lim ——ten
n— oo n— 0o o n— oo E—— ~ n—=00 Ty — Tyl
3
Ty 2
. 2Tp 1 — . X
= lim eh—lx” = lim —— =
n—oo Tn(e2®n—1-2z,) n—oo e2%n — 1 — 22,
e2rn —1—ux,

22 . 2z . T . 1 1

= lim ————=1lim —— = lim ——— = lim — = —.

N0 e2T —1 —2x  2N\02e2T —2 \o0e2T -1 2\02e2 2
.............................................................................................. (0,5p)

2. Jeldlje z,, az adott sor &ltaldnos tagjat. Lathatd, hogy >, -, @, pozitiv tagui sor, ezért felhaszndljuk
a pozitiv tagi sorokra vonatkozd II. Gsszehasonlitdsi kritériumot az adott sor konvergencidjanak a
tanulmanyozéasara, kiindulva az altalanositott harmonikus sorbdl:

1 konvergenes, ha a >1

Zyn:Zﬁ

n>1 n>1 divergens, ha a<1.



3.

Célunk meghatarozni az a paraméter értékét tgy, hogy

lim 2 e (0, 00),

mely esetben a ), x, és ) -, Y, sorok azonos természetiick.

1 1 94 1 1 . 1 +1 94 1 . 2n+1
—cos— =2sin|—— sin = | =2sin sin
n+1 n n n+l1 n+1l n nn+1)  nn+1)

ezért figyelembe véve, hogy ha az (a,) C R sorozatra teljesill a lim a,, = 0 feltétel, akkor
n—oo

COs

i sin(ay,) _1
n—o0 an
............................................................................................. (0.25p)
ahonnan kovetkezik a
. . 2n+1
lim 0= lim
n— o0 n(n 1) n—o00 n(n —+ 1)
miatt, hogy
. 1 : 2n+1
. RGeS 1= sin oD
vt 1 =1= Ton
n(n+1) n(n+1)
............................................................................................. (0.25p)
Tehat
: 1 < 2n+1
N In . sin n(n+1) sin n(ﬁil) 2n+1 1 a . netl (2 + %)
lim — = lim 2- 1 T T3 5~ n'=2 lim ————5.
n—00 Y, n—oo GRSy mCESY) n (n —+ 1) n n—0o pa+4 (1 + %)
Ez a hatdrérték csak akkor van a (0, 00) intervallumban, ha
a+l=a+4<—a=a+3.
.............................................................................................. (0.5p)
1
Ekkor lim % — 4, tehat a II. 6sszehasonlitasi kritérium alapjan a Z Ty €S Z Yn = Z -3 sorok
"0 Yn n>1 n>1 n>1 n
azonos természetiiek. Kovetkezésképp
konvergens, ha o> —2
S
n>1 divergens, ha o< -2.
.............................................................................................. (0.5p)

e Az f figgvény n-ed rendli derivéltjdnak a meghatdrozdsa n > 2 esetén (barmely més helyes
megoldas 1 pontig lesz pontozva a javitékulcs alternativdjaként).
Az f fiiggvény a g(z) = 322 —62 polinomfiiggvény és a h(z) = e* exponencilis fiiggvény szorzata,
igy végtelen sokszor derivélhaté az R halmazon.
Legyen x € R tetszéleges. Az f fiiggvény n-ed rendli derivaltjanak a kiszamitasdra két fliggvény
szorzatdnak magasabb rendli derivéltjaira vonatkozé Leibniz-féle szabalyat alkalmazzuk. I/gy7 ha

f(z) = g(x) - h(zx), akkor

n

£(@) = Y Chg" I @V a),

k=0



F(@) = Crg(a)ht™ (@) + Ci g (2)h D (@) + O 29" (@) (),
minden n > 2 esetén. Kovetkezésképp

n(n —1)

fM(x) = e® |32 — 62 + n(6x — 6) + 5

6| = e” [32% — 62 4+ n(6z — 6) + 3n(n — 1)],

minden 72> 2 @SETEIL. . .. ... (0.25p)

e A Maclaurin-féle képlethez az n-ed rendii Taylor polinomra és a Lagrange-féle maradéktagra van
sziikségiink az a = 0 pont kornyezetében. Mivel f végtelen sokszor derivalhaté az R halmazon,

ezért
LI (n+1)
Va € R esetén Jc¢ az x és 0 kozott gy, hogy f(z) = Z / '( )xk + ! (C') "t
= k! (n+1)!
......................................................................................... (0.5p)
Mivel
JO) =0, [(0)=-6 é& fO(0)=3n(n-3), Yn=2,
........................................................................................ (0.25p)
ezért
Vr € R esetén dc az x és 0 kozott ugy, hogy
" 3(k—3) , e [3¢2—6c+ (n+1)(6c—6)+3n(n+1)] .,
=—6 ; ntl
/(@) x+kzz2(kfl)!x + (n+ 1) v
........................................................................................ (0.25p)
4. Tekintsiik a
fz—1
=1
z+1
RElyettesTtaST. . ottt (0.5p)
Ekkor
z—1 N 1+¢2
T+l TTioe
igy »
dr = dt
T o)y
.............................................................................................. (0.5p)
Mivel )
2 . (141 L T+82 142\ (1+2+1 -2\ 42
v 1 -2 N 1—¢2 1—¢2 (1—12)2’
ezért az integral alakja:
1+t (1-1t2)2 4t 1+t
I = . -t dt = dt.
/1—152 4t2 (1—1¢2)2 /1—t2
............................................................................................. (0.25p)

—(1—t?)+2 / / 2 / 1 1
I = _— = —1 S — = — e E— e E— =
/ T dt dt + 17t2dt t+ i T3¢ dt

—t—In(l—t)+In(l+t)+C=—t+1In <1+t> +C.



Figyelembe véve a helyettesitésiinket:

2
1 1 -1 1 -1
tt_Vorleve 1l (ERleve-l) _ /ey
I—t Ve+l-+vVz-—-1 2

ezért
-1
I =— x +ln(x+ x2—1)+C.
z+1

MEGJEGYZES: Minden eltérd helyes megoldés aranyosan pontozodik.
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III. TETEL. Geometria
Hivatalbol ... 1p
. AO Lds moa-mg=—1; mOA:—%émd:% .............................................. 1p
A d egyenes egyenlete y — 3 = %(m —2)edr —3y+1=0. . 1p

. A kér egyenletét (z — z0)% + (y — yo)? = 25 alakban keressiik. A kor dthalad az A(2,3) ponton, tehét
(2—20)2+ (3—10)? = 25. A kor My(wo,yo) kozéppontja rajta van a d egyenesen, ezért xg = —2yo + 3.

(2—20)2+(3—yo)> =25
To = —2yo +3a+3
A megoldasok yg = —1,29 =5 és yg = 3,29 = —3. fgy két kortink van:

(x—=5)2 4+ (y+1)2 =256 (T +3) 2+ (¥ —3)2 = 25, .ottt 1p

Megoldva az { egyenletrendszert kapjuk az y2 — 2yg — 3 = 0 egyenletet.

. A d; egyenes egy irdnyvektora d_i(?), 2,—1). A d; egyenes egy pontja M(1,3,—2). A dy egyenes egy

_ e -1 1 2 1 . 2 -1
irdnyvektora da(ps, g2, 12), ahol ps = ’ 9 _1 ’ =-1,q=— 1 1 ‘ =3ésry = ' 1 9 |7
.................................................................................................. 1p
r—1 y—3 242
A sik egyenlete | —1 3 5 =013z -1y +11z4+51=0........................ 1p
3 2 -1
r—y—3=0 o . _
'{Qy—l—z:O. Legyeny=a=2r=a+3, z = —2a.
A d;y egyenesen levé M pontok koordindtai M (a4 3, c, —200). cevvveiiii i 1p
A ds egyenes egy pontja az origd 0(0,0,0), egy irdnyvektora pedig d;(l, 1,1).
— 5
OM x d —

(M, dy) = NOM Xl G 4 a0 oq)

[|da||

i ]k
— N = - -
OM xdo=| a+3 a =20 |=3ai—3(a+1)j+3k. o 1p

1 1 1

3va+ (a+1)2+1 )
d(M,dy) = =V6=>a’+a+l=1=0a; =0,a0 = —1
V3

Az oy = 0 esetén kapjuk az M;(3,0,0), as = —1 esetén pedig az M»(2,—1,2) pontot. ............ 1p

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfelelen lesz pontozva.



