Babeg-Bolyai Tudoméanyegyetem
Matematika és Informatika Kar
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Informatikai matematika szak

I. TETEL. Algebra

. (4 pont) Részcsoport-e A = {(Z 2) ‘a,b € R} az (M3(R),+) csoportban? Részgytirii-e A az

(M3(R), +,-) gylirtiben? Résztér-e A az My(R) valds vektortérben? Indokoljuk meg a vélaszokat!
. (5 pont) Az R* valés vektortérben tekintjiik az aldbbi vektorokat:
v = (3,0,3,6), va =(0,2,2,4), v3 =(0,2,3,5), v4 = (3,0,2,5).

a) Igazoljuk, hogy a vy, vq,v3 és vy vektorok linedrisan fiiggéek és frjunk le egy linedris fliggdségi
relaciét ezen vektorok kozott.

b) Hatdrozzuk meg a (v, vs, vs, v4) generdlt résztér egy bazisat és dimenzibjét.
II. TETEL. Matematikai analizis

. (3 pont) Tanulmdnyozzuk az « valés paraméter fiiggvényében a kovetkezd valds szdmsor természetét:
1 _1
Z eﬁ — ent+l
- .
n>1 n
. (3 pont) Adott az f:(—1,1) = R,

f(x):1n<1+:c

1—=x

>7 z e (—1,1)

fliggvény. frjuk fel a fliggvény ¢ = 0 pont koriili 2n-ed rendti Taylor-féle polinomjat.

1 T
Te
——dx
/0 (1+a)?

. (3 pont) Szamitsuk ki az

integralt.
III. TETEL. Geometria

. (5 pont) Legyen ABC egy egyenld szard derékszogili hdromszog. A BC atfogd tartdegyenesének
egyenlete 3z —y — 3 =0 és az A csics koordindtéi (4, —1).

a) frjuk fel az A cstucson athaladé magassag tartoegyenesének egyenletét és hatarozzuk meg ennek a
magassagnak a hosszét!

b) Hatdrozzuk meg az ABC haromszog koré irt kor O kozéppontjanak koordindtait!

¢) Hatdrozzuk meg a hdromszog csicsainak a koordindtdit!

d) frjuk fel a befogdk tartéegyeneseinek az egyenleteit!
. (4 pont) Tekintsiik az 2% + y? — 8z + 2y + 8 = 0 egyenlettel megadott kort.

a) Hatdrozzuk meg a kor kézéppontjdt és sugarat!

b) Hatérozzuk meg a d : 3x —y + 7 = 0 egyenessel parhuzamos dtméré tartéegyenesének egyenletét!



IV. TETEL. Informatika

Az informatika tételre vonatkozé megjegyzés:

Az 1. feladat megoldasahoz a C++, Python, Java és C# programozasi nyelvek egyike hasznalhato.
Meg kell adni a haszndlt programozasi nyelvet.

A megoldasokhoz hasznalhatdak a meglévd kényvtarak (C++, Python, Java, CH).

1. (2 pont) irjunk programot, amelyben:
a) bevezetjlik az Article osztalyt, amely rendelkezik egy paraméteres konstruktorral és az alabbi attributumokkal, illetve metddusokkal:
- title — string tipusu védelemmel rendelkez6 attribdtum, amely a folydirat cimét hatdrozza meg;
- pages —egész tipusu védelemmel rendelkezd attributum, amely a folydirat oldalainak a szamat hatarozza meg.
b) az Article osztalybdl szarmaztatott alabbi két osztalyt adjuk meg:
- a JournalArticle osztaly, amely az Article osztaly 6sszes attribUtumaval, valamint a name (string tipusu, a folydirat nevét hatarozza
meg) privat attribGtummal rendelkezik;
- a ConferenceArticle osztaly, amely az Article osztaly 6sszes attribltumaval, valamint a name (string tipusu, a konferencia nevét
hatarozza meg) és location (string tipusu, a konferencia helyszinét hatarozza meg) privat attribGtumokkal rendelkezik;
Az dsszes osztély kell rendelkezzen get/set metddusokkal az 6sszes attribitumra vonatkozdan, valamint egy toString metédussal, amely egy
olyan karakterldncot térit vissza, amely az Osszes attribUtumot tartalmazza, vesszével elvalasztva. A szdrmaztatott osztdlyok toString
metddusai meg kell hivjak az Article osztaly toString metddusat.

2. (2 pont) irjuk meg az alabbi counting fiiggvényt. A fiiggvény egy Article tipust objektumokbdl 4116 vektor azon elemeinek a szamat tériti
vissza, amelyeknek az oldalszama két megadott hatdr, Imin és Imax kdzott van (ahol 1 <=Imin <= Imax).

int counting(const vector<Article*>& v, int Imin, int Imax) {
}

3. (2 pont)irjuk meg az alabbi fliggvénybdl hidnyzé kédrészletet tudva, hogy a fliggvény egy Article tipusu objektumokbdl 4116 vektort a folyéirat
cime szerint dbécé sorrendbe rendez.

void sorting(vector<Article*>& v) {
for(inti=0;i<v.size()-1; i++) {
intind =i;
for(intj=i+1;j<v.size(); j++) {

}

if (i <ind) {
Article* aux = v[i];
v[i] = v[ind];
vfind] = aux;

}

}
}

4. (2 pont) Adjuk meg, hogy mi jelenik meg a kimeneten az aldbbi kddrészlet végrehajtasakor, tudva, hogy a push_back() fliggvény egy elemet
szUr be a vektor végére, és az Article osztaly get tipusi metddusai getTitle (a title attribdtumra), illetve getPages (a pages attribGtumra).

int main()
{
vector<Article*> v;
v.push_back(new JournalArticle("al1", 20, "Studia"));
v.push_back(new ConferenceArticle("a2", 8, "KEPT", "Cluj-Napoca"));
v.push_back(new ConferenceArticle("a3", 10, "FORM", "Cluj-Napoca"));
Article* r =v[0];
for(int i=1; i<v.size(); i++)
if (v[i]->getPages() < r->getPages())
r=vlil;
cout << r->getTitle();
return 0;

5. (1 pont) Magyarazzuk meg a divide et impera (oszd meg és uralkodj) programozasi mddszert. Adjunk meg egy algoritmust, amely erre a
mddszerre alapszik.

MEGIJEGYZES.
Minden tétel kotelezd. Minden tételre teljes megoldast kell adni.
Minden tételre 1 pont jar hivatalbdl. A legkisebb dtmend jegy: 5,00.
Munkaidg: 3 éra.
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Javitékules
I. TETEL. Algebra
Hivatalbol . . .o 1p
1. A< (My(R),+) mivel:
Ha a = b = 0, akkor kovetkezik, hogy Oy = (8 8) EA 0.5p
_f{a O , _(d 0 o f(a=d 0
HaA—<b b>’A_<b’ b,),akkorA A_<b—b’ by EA 1p

Mivel A részcsoport az (Mz(R), +) csoportban, ahhoz hogy részgyfirti legyen

az (M2(R),+, ) gyfirlben, A zart kell legyen a matrixok szorzdsira nézve ...................... 0.5p

!
AA = (ba,“j o b%,) ¢ Ahaba #0 (pld. @ = b= 1 esetén),

tehdt A nem részgyliri a Mo(R)-Dem. .. ... 1p
Mivel A részcsoport az (M3(R), +) csoportban, ahhoz hogy résztér legyen g My (R)-ben,

A zart kell legyen valés skaldrral vald Szorzasra Nézve. . ... ...t 0.5p
Ha « € R, akkor aA = (ZZ c(v)b) € A, tehdt A résztér g Mo(R)-ben. ..., 0.5p

2. a) A vy, v, vz, vy vektorok linedrisan fiiggdek gR*-ben, akkor és csakis akkor ha

Jag, ae, a3, 4 € R, nem mind nulldk gy, hogy ayv; + agve + agvs + asvy = (0,0,0,0)...... 0.5p
3a1 + +3a4 =0

209 4+ 203 =0
3aq + 209 + 3az + 204 =0
6y + 4o + Saz + bay =0
tehdt vy, ve, vs, v4 linedrisan fiiggdek akkor és csakis akkor ha az (.9) linedris homogén rendszernek
van nem trivialis megoldasa, vagyis a rendszer hatarozatlan,

a1v1 + avz + asvs + aygvy = (0,0,0,0) & (5)

vagyis a rendszer matrixdnak a rangja< 4. .. ... e 1p
300 3
(e .10 2 2 0 .
Az (S) rendszer matrixdnak a rangja 3 9 3 9| = 3 < 4, egy nem nulla 3-ad rendi aldeter-
6 4 5 5
3 00
mindns példdul |0 2 2| =6 # 0 (tehdt oy mellékismeretlennek tekinthetd) .................. 1p
3 2 3
Egy linearis fligg6ségi relaciot megkaphatunk egy partikuldris nem nulla oy értékre, megoldva az
(8) TENASZETE . ..o e et 1p
Példaul ay = —1-re az (S) rendszerbdl
3C¥1 =3 o] = 1
200 + 203 =0 < as =1 :>’L}1—|-U2—’03—U4=(0,0,0,0).
3a1 + 200 + 3ag = 2 az3 = —1

b) dim(vy, ve, v3, v4) a v1,va,03,v4 vektorokbdl (mint oszlopokbdl vagy sorokbdl) &llé métrix

3 00 3
. 0 2 2 0 P [ . . 1
rangja=rang | o o o o = 3, és mivel taladlhaté egy nem nulla aldeterminans az elsé hdrom
6 4 5 5
oszlopban, azt kapjuk, hogy a wv1,vs,vs, vektorok linearisan fiiggetlenek, azaz bézist képeznek a

(v1, V2, v3,v4) 3 dimenzids generdlt térben . ... . ... i i 1p

MEGJEGYZES: Minden més megoldas megfeleléen pontozodik.
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II. TETEL. Matematikai analizis
HivatalbDOl ..o (1p)

1. Jeldlje z,, az adott sor altalanos tagjat. Lathato, hogy »° -, x, pozitiv tagu sor, ezért felhasznaljuk
a pozitiv tagi sorokra vonatkozd II. Gsszehasonlitdsi kritériumot az adott sor konvergencidjanak a
tanulmanyozasara, kiindulva az altalanositott harmonikus sorbdl:

Y=Y o

konvergenes, ha a>1

n>1 n>1 divergens, ha a<1.
.............................................................................................. (0.5p)
Célunk meghatarozni az a paraméter értékét ugy, hogy
x
lim — € (0, 00),
n—oo yTL
mely esetben a ), @, és ) - Y, sorok azonos természetiick.
.............................................................................................. (0.5p)
Mivel
1 1 1 1
en —entl — en+l . <en(n+1) — 1) ,
ezért figyelembe véve, hogy ha az (a,) C R sorozatra teljesill a lim a,, = 0 feltétel, akkor
n—oo
An __ 1
lim e =1, illetve lim ¢ =1,

n—00 n—oo  dp
.............................................................................................. (0.5p)
ahonnan kovetkezik a 1

lim =0= lim ———~
miatt, hogy
1
AeAD — 1
lim e =1 és lim ef:l.
.............................................................................................. (0.5p)
Tehat N
nFD — 1 1 1 a
lim 2% = lim ew¥ . & T . -—-n“:l-limnil.
n—oo Yp N0 rCEsy) n(n+1) no n—oo pat2 (14 1)
Ez a hatérérték csak akkor van a (0, 00) intervallumban, ha a = « + 2.
.............................................................................................. (0.5p)
. T . . . _ .
Ekkor nl;ngo y—n = 1, tehat a II. 6sszehasonlitdsi kritérium alapjan a Z T, € Z Yn = Z v sorok

n>1 n>1 n>1
azonos természetiiek. Kovetkezésképp

Zl‘n

n>1 divergens, ha o < -—1.

konvergens, ha «a > —1



2. )

Léthat6, hogy az f fiiggvény végtelen sokszor derivdlhaté a (—1,1) intervallumon, mint elemi
fliggvények Osszetett fliggvénye, ahol

f@)=In(z+1) —In(1 — ).

........................................................................................ (0.25p)
Mivel 1 1
f@)= =g+ =g =E+) " +@-)7, Vee(-11),

........................................................................................ (0.25p)

f'l@) = ((DE+)2+(-1)-1)7% Ve (-L1),

@) = (DE2)(@+1) 7+ (-1)(=2)(z - 177, Voe (-1,1),
ezért indukcioval igazolhatd, hogy minden n > 2 esetén

fP@) =) -1 [(z+1)"+ (- 1], Vae(-1,1).
........................................................................................... (1p)

Az f fiiggvényhez és az a € (—1,1) ponthoz rendelt 2n-ed renddi Taylor-féle polinom a Th, o f :
R — R polinomfiiggvény, ahol

2n
f*(a)
T2n,af(x) = Z k! (z— a)ka vz € (—1,1).
k=0
fgy a = 0 esetén
2n
F*(0)
Tonof(z) = o 2 Vre (-1,1)
k=0
......................................................................................... (0,5p)
Mivel
f0)=0, f(0)=0
........................................................................................ (0.25p)
és ( woh
—2(n - 1)! a mn paros
(n) n—1 | 1\ — ) 1%

FRO) = (0" = DL+ (1) { 0, ha n paratlan,
........................................................................................ (0.25p)
ezért

202k~ 1)! 1y 2, o o
Tonof(2) =0+ 0+ Qe 2Zﬁfl¢ -+ +.+—]) VeeR
k=1 k=1
......................................................................................... (0.5p)
3. Mivel /
ze® (x4 1)e" —e* (") (z+1)—e(x+1) [ €
(14 x)? (x+1)2 (z+1)2 x+1)"
................................................................................................ (1p)
ezért )
/1 xre® /1 e\’ e’
dr = = =
o (14 2)? o \z+1 x+1
................................................................................................ (1p)
_e_q_ft- 2
2 2
................................................................................................ (1p)
MEGJEGYZES: Minden eltérd helyes megoldds ardnyosan pontozédik.
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III. TETEL. Geometria
HivatalboOl ... 1p
a) Legyen hy a kért magassdg tartégyenese. hga L BC, tehdt a hy egyenes irdnytényezdje —%, a
magassag egyenlete pedig ha :y+ 1= —%(x ) 1p
A magassag hossza:

3-4 -1)-(-1)—3

o) BAEED V-3 o
32 4 (—1)2

.................................................................................................. 1p

b) Mivel ABC egy derékszogli, egyenld szdrt hdromszog, a koré irt kor O kozéppontja az dtfogd
felez6pontja lesz. A h magassig egyben oldalfelez6 is, ezért az O kozéppont a hy és BC egyenes
3r—y—3=0
_ 1 1
y=—3T+3
O L, 0). o 1p
¢) A B és C pontok a BC' egyenesen helyezkednek el v/10 tédvolsdgra az O ponttél. Az aldbbi egyen-

letrendszerhez jutunk

3r—y—3=0
(z—-1)2+y?=10=(z—-1)?2+Bx—-3)2=10=z € {0,2}

metszéspontja. Megoldva az { egyenletrendszert, kapjuk az O pont koordinatait:

A csicsok tehdt (tetszéleges sorrendben) B(0, —3) és C(2, 3).

.................................................................................................. 1p
d) Az AB egyenes egyenlete x — 2y — 6 = 0, az AC egyenes egyenlete pedig 2z +y — 7 = 0.

.................................................................................................. 1p

a) A kor egyenlete atirhaté az (v —4)? + (y+1)2 =9 alakba. ........covviiiiiiiiiiiiinaaiii. 1p

A kor kozéppontja Mo(4, —1), a sugara pedig 7 = 3.. ...t 1p

b) Az dtméré parhuzamos az adott egyenessel, ezért egyenlete: 3z —y+c=0,ceR. .......... 1p

Az My(4,—1) kozéppont rajta van az &tmérdn, igy 12+ 14 ¢ =0 = ¢ = —13. Tehdt az 4tmérd
tartéegyenesének egyenlete 3z —y — 13 = 0. ...t 1p

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfeleléen lesz pontozva.



BABES -BOLYAI TUDOMANYEGYETEM KOLOZSVAR
MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

Javitokules informatika tétel
1. vizsga: alapismeretek és szakismeretek kiértékelése, zarovizsga 2024 szeptember
Informatikai matematika szak

Informatika tétel

1. 2p
a) Az Article osztaly definialasa (konstruktor, metdédusok, hozzaférés az adatokhoz) Ip
b) A JournalArticle és ConferenceArticle szarmaztatott osztalyok definialasa (6roklés, konstruktor, | 1 p
metodusok)

2. 2p
A vektor elemeinek szlirése Ip
Az elemek szamanak a meghatarozasa Ip
3. 2p
Az if feltétel megadasa Ip
Index modositasa Ip
4. 2p
A megjelenitett cim helyes megadasa 2p
5. 1p
Elméleti magyarazat 0.5p
Példa 0.5p
Megjegyzés:

(1p) Hivatalbél
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