Babeg-Bolyai Tudoméanyegyetem
Matematika és Informatika Kar

ZAROVIZSGA
Irasbeli préba - 2024 jilius
Matematika szak

I. TETEL. Algebra

. (3 pont) Igazoljuk, hogy

f : Zg — Z(;, f(f) =3z
csoportmorfizmus a (Zg,+) és (Zg, +) csoportok kézott. Gytirimorfizmus-e f a (Zs, +, ) és (Zg, +, *)
gytrtk kozott?

. (6 pont) Legyen !
S={(,y,2) R’ |z +2y + 2 =0}

és tekintjitk a T = ((—1,1,0), (—2,0,1)) generalt részteret az R? valés vektortérben.

a) Igazoljuk, hogy S résztér az R3 valés vektortérben.
b) Bézist alkotnak-e az (1,0,—1), (0,1, —2) vektorok az S valés vektortérben?
¢) Hatdrozzunk meg egy-egy bézist az S + T és SN T valds vektorterekben.

II. TETEL. Matematikai analizis

. (3 pont) Tekintsiik az (z,,)n>0 szdmsorozatot, melyre zo = 1 és

e (e — 1)

eXrn — 1 —x,

Tyl = , n=0,1,2,...

a) Igazoljuk, hogy e* > 1+ x, minden = € R\ {0} esetén.
b) Igazoljuk, hogy az (x,)n>0 sorozat konvergens és lim z, = 0.
- n—oo

c¢) Felhasznélva esetleg a Stolz-Cesaro lemmadt, szdmitsuk ki a lim nz, hatérértéket.
n—oo

. (2 pont) Tanulményozzuk az « valds paraméter fiiggvényében a kévetkezd valds szdmsor természetét:

1
Zsmn sin g
ne '

n>1
. (2 pont) Adott az f: R — R,
f(z) = (42* —8zx)e®, z€R

fliggvény. frjuk fel ezen fiiggvény n-ed renddi (n > 3) Maclaurin-féle képletét a Lagrange-féle maradék-
taggal (az f fliggvény n-ed rendd derivaltjdnak a kiszdmitdsdhoz fel lehet hasznélni két fiiggvény
szorzatdnak magasabb rendii derivéltjaira vonatkozé Leibniz-féle szabalyt).

. (2 pont) Szamitsuk ki az

/1x+2—(x+1)ln(x+l)
0 (x 4+ 1)(z+2)2

integralt.



III. TETEL. Geometria

1. (2 pont) Hatdrozzuk meg az A(—1,1) pont merSleges vetiiletének koordindtdit a 2z —4y +1 =0
egyenlettel megadott egyenesre!

2. (2 pont) Hatdrozzuk meg azon parabola egyenletét, amelynek csicsa az origd, szimmetriatengelye az
Oz tengely, valamint érinti az x — y + 1 = 0 egyenest.

3. (2 pont) Hatdrozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza a

d.x—l_y+2_z—2
D )

egyenest és merdleges az A(0,0,—5), B(1,1,0), C(0,3,1) pontok dltal meghatdrozott 7 sikral

2r4+y+2-1=0
3r+y+2z—-3=0

N

. (3 pont) Szamitsuk ki az A(1,3,5) pont tdvolsigat a d : { egyenestol!

MEGJEGYZES.
Minden tétel kotelezé. Minden feladathoz teljes megoldds megadésa sziikséges.
Minden tétel esetén jar 1 pont hivatalbdl. A legkisebb dtmend jegy 5,00.
A munkaidé 3 éra.
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I. TETEL. Algebra
Hivatalbol . ..o 1p

1. Mivel f maradékosztélyokon értelmezett, ellendrizni kell, hogy jol értelmezett (vagyis fliggetlen a
reprezentansok megvélasztdsatol).

Valoban, ha 7 = §, akkor y = = + 8k, tehdt f(g) = 3(z + 8k) = 37 + 24k = 32 = f(Z) ..rv ... 1p
f csoportmorfizmus, mivel

FE+2) =f@T2) =3@+2) =37 +82=30+32=F@) + f(E) e evvmeeneei 1p
f gytrtimorfizmus, mivel

f(Z2) = f(@2) =322 =3-T2=0-T2=32-32= f(Z)F(Z) o rereereeeeiiiia 1p

2. a) S résztér, mivel:
(0,0,0) € S, hiszen 04204 0 = 0 e ettnirtne et e 0.5p
Ha (z,y,2),(2',y',2') € S (tehdt x + 2y + 2z =2’ + 2y + 2/ = 0) és a,a’ € R, akkor
a(x,y,z) +ad(@,y,2') = (ax + a2’ ay + d'y';az + d'2') € S,

hiszen ax + o'z’ +2(ay + d'y') +az+d'z =alz + 2y +2)+ ' (2’ + 2y +2')=0............ 1.5p
b) Az (1,0,-1), (0,1, —2) vektorok bézist alkotnak az S valds vektortérben, mivel:
o clemei S-nek, hiszen 1 +2-04+(—1)=04+2-14+(=2) =0.....ccooiiiiiiiiiiii e, 0.5p
e linearisan fiiggetlenek, hiszen
a=20
a(1,0,—1) +b(0,1, —2) = (0,0,0) = b=0 = a=b=00reeerieeeii 0.5p
—a—2b=0

e generdljak az S teret, hiszen
ha (z,y, z) € S, akkor x + 2y + z = 0-bdl (z,y, 2) = (x,y, —x — 2y),
és észrevehetd, hogy (x,y, —x —2y) = x(1,0,—1) + (0,1, —2) .o coveii e 0.5p
c) S+T=(SUT)=(1,0,-1),(0,1,-2),(-1,1,0),(—2,0,1)) és
1 0o -1 =2

dimg(S+T)=rang [ 0 1 1 0 | =3, it 1p
-1 -2 0 1
1 0 -1
valamint, mivel rang | 0 1 1 | = 3 kovetkezik, hogy a (1,0,—1),(0,1,-2),(—1,1,0) vek-
-1 -2 0
torok bazist képeznek S 4 T-Demn ... ..ot 0.5p

dimg(SNT) = dimg S + dimg T — dimg(S +T) = 242 — 3 = 1 és keresiink egy nem nulla vektort
T-ben, mely teljesiti S egyenletét. Egy T-beli vektor dltalanos alakja

a(—1,1,0) + b(—2,0,1) = (—a — 2b,a, b)
ahonnan az (—a — 2b,a,b) € S feltétel alapjan azt kapjuk, hogy

(—a —2b) + 2a + b =0, vagyis a = b.
Példdul a = b = 1-re a (—3,1,1) vektort kapjuk, mely a fentiek alapjdn benne van S N T-ben és
mivel nem nullvektor, bazist alkot az SNT térben....... ... ... i i 1p

MEGJEGYZES: Minden més megoldas megfeleléen pontozodik.
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II. TETEL. Matematikai analizis
Hivatalbdl

1. a) Tekintsiik az f: R = R, f(z) = e* — 1 — z figgvényt. Ekkor f derivdlhaté és f/'(z) = e* —1 <0,
ha z € (—00,0), f'(z) > 0, ha = € (0,00), illetve f'(xz) = 0, ha z = 0. Kovetkezésképp z = 0 az f
fiiggvény globélis minimum pontja, ezért f(x) > f(0) = 0, minden x € R\ {0} esetén.

(0,5p)
b)
e Indukciéval igazolhatd, hogy z,, > 0, minden n > 0 esetén.
Ha x,, > 0, akkor e?*» > e®» > 1+ x,,, tehét x,,,1 > 0, barmely n > 0 esetén.
............................................................................................ (0,5p)
o Indukciéval igazolhatd, hogy az (xy,),>0 sorozat szigorian csékkend.

Az *®» > 1+ x,, miatt

T acn_l 1 — pTn
xn+1—xn=$ne (e ) (I + 2, —e™)

—x, =
e?rn —1 —x, ern —1 —x,

ezért r,4+1 < T, minden n > 0 esetén.

o Mivel az (2, ), >0 sorozat szigorian csokkend és alulrdl korldtos, ezért az (z,,)n>0 sorozat konvergens,

tehat létezik lim z, =: = € R. Attérve hatérértékre a rekurrens osszefliggésben azt kapjuk, hogy
n—oo
T =

(0,5p)
¢) Mivel —1— > L > 0, minden n > 0 esetén és lim — = oo, ezért alkalmazhaté a Stolz-Cesaro
Tn41 ZTn n—00 Ty
lemma:
.............................................................................................. (0,5p)
. . n . n+1)—n Tyl
lim nz, = hmT:hm(1 )1 1 ntlon
n—o00 n— o0 o n— o0 E— o n—00 Ty — Tp41

2 ,Tn (oTn
@y et (e —1) T (o,
lim —Cr e gy IO TE T 70 (e - 1) _
n—oo Tn(e*n—1-w,)

n In_l
(e — 1)

n—oo e%n —1 —x, n—oo e¥n — 1 — x,
e2rn —1—x,,
T _ 1 T _1 T T T
P Gt I POl I N =14 lim —— =2
aNo0e? —1—x 2\0 et —1 z\0 e* — 1 x =

2. Jeldlje z,, az adott sor altaldnos tagjat. Lathat6, hogy > -, x, pozitiv tagi sor, ezért felhasznéljuk

a pozitiv tagi sorokra vonatkozé II. Osszehasonlitasi kritériumot az adott sor konvergencidjénak a
tanulmanyozasara, kiindulva az altalanositott harmonikus sorbol:

1 konvergenes, ha a >1
IR I

n>1 n>1 divergens, ha a<1.



3.

Célunk meghatdrozni az a paraméter értékét gy, hogy

lim 2% ¢ (0, 00),

n—oo yn

mely esetben a Y -, @, és Y < Y, sorok azonos természetiiek.

............................................................................................. (0.25p)
Mivel
1 1 . 1 2n+1
sin — — sin —— = 2sin cos ,
n n+1 nn+1)  n(n+1)
ezért figyelembe véve, hogy ha az (a,) C R sorozatra teljesill a lim a,, = 0 feltétel, akkor
n—oo
li sin(an) =1, illetve lim cos(ay) =1,

n—oo A, n—o0
............................................................................................. (0.25p)
ahonnan kovetkezik a

. . 2n+1
lim 0= lim
n—o00 n(n 1) n—o00 n(n —+ 1)
miatt, hogy
sin —— ) 1
lim 1( D 1 4 lim cos nt =
n—00 aEsy n—o00 n(n + 1)
............................................................................................. (0.25p)
Tehat
, sin 5ty 0+ 1 1 1, _ na
lim — = lim 2- 7 - COS . —n :2hmﬁ.
n—00 Yp n—oo m n(n + ].) n(n + 1) n n—oo pot (1 -+ ﬁ)
Ez a hatérérték csak akkor van a (0, 00) intervallumban, ha a = « 4 2.
.............................................................................................. (0.5p)
n ’ . 2L’ . . ya .7 7 1
Ekkor lim In _ 2, tehét a II. 0sszehasonlitasi kritérium alapjan a Z T, € Z Yn = Z — sorok
n—00 Y, n
n>1 n>1 n>1
azonos természetiiek. Kovetkezésképp
konvergens, ha a > —1
> o
n>1 divergens, ha a < -—1.
.............................................................................................. (0.5p)

e Az f fuggvény n-ed rendli derivéltjdnak a meghatdrozdsa n > 2 esetén (barmely més helyes
megoldas 1 pontig lesz pontozva a javitékulcs alternativdjaként).
Az f fiiggvény a g(x) = 42? —8x polinomfiiggvény és a h(x) = e* exponencialis fiiggvény szorzata,
igy végtelen sokszor derivélhaté az R halmazon.
Legyen x € R tetszbleges. Az f fiiggvény n-ed rendi derivéltjanak a kiszamitasara két fliggvény
szorzaténak magasabb rend{l derivaltjaira vonatkozé Leibniz-féle szabélyat alkalmazzuk. Igy, ha

f(z) = g(x) - h(zx), akkor

F(@) = Crg™ P (@)™ (x).
k=0
....................................................................................... (0.25 p)
g (x)=8x—8, ¢"(x)=8 é ¢ (x)=0, Vn>3,
....................................................................................... (0.25 p)



F(@) = Crg(a)ht™ (2) + Cu g (@)h" "V (@) + O 29" (2)h" ) (x),
minden n > 2 esetén. Kovetkezésképp

n(n—1)

fM(x) = e® |42® — 8z + n(8x — 8) + 5

8| = e [42® — 8z + n(8z — 8) + 4n(n — 1)],

minden 72> 2 @SetEI. ... ... (0.25p)

e A Maclaurin-féle képlethez az n-ed rendii Taylor polinomra és a Lagrange-féle maradéktagra van
sziikkségiink az a = 0 pont kornyezetében. Mivel f végtelen sokszor derivalhaté az R halmazon,

ezért
s ‘e v el o " f(k) (0) k f(nﬂ)(c) n+1
Va € R esetén dc az x és 0 kozott gy, hogy f(z) = kz:;) TR + RS "
......................................................................................... (0.5p)
Mivel
f(0)=0, f(0)=-8 ¢ f(0)=4n(n-3), Vn>2,
........................................................................................ (0.25p)
ezért
Vz € R esetén Jc az x és 0 kozott gy, hogy
B 4k —3) e [42 —8c+ (n+1)8c—8) +4n(n+1)] .,
f(x)——8x+kzz2(k_1)!x + (nt 1) "
........................................................................................ (0.25p)
4. Mivel
r+2—(z+1)n(z+1)
(z +1)(z + 2)2 B
_ %ﬁ —In(z +1) _ (In(z 4+ 1)) (z+2) — In(z + 1)(z + 2)’ _ In(z+ 1)\’

(x4 2)2 (x4 2)2 T+ 2 ’
................................................................................................ (1p)
ezért )

/1 z4+2—(z+1)In(x+1) dm—/l In(z+1) /dx— In(z+1) |  In2
0 (x+1)(z +2)2 ) T+ 2 oz +2 |3
................................................................................................ (1p)

MEGJEGYZES: Minden eltérs helyes megoldés aranyosan pontozddik.
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III. TETEL. Geometria
Hivatalbol ... 1p
1. Legyen az e egyenes az A(—1,1) ponton dthaladé és d egyenesre merdleges egyenes. Ekkor
irdnytényezoje m, = f% = —2. Tehat az e egyenes egyenlete:
Y—1==2(@+ 1) S 20+ Y+ 1= 0. i 1p

Az A pont d egyenesre es6 merdleges vetiilete a d és e egyenesek metszéspontja lesz, vagyis az A’'(—1,0)
PO . e 1p

2. 1. Moédszer. Mivel tudjuk, hogy az origd csiicsu parabola szimmetriatengelye az Oz tengely, ezért a
parabola egyenlete y?> = 2px alakba frhaté. Ennek a paraboldnak egy My (zo, o) pontjahoz tartozé
erint6je:

Loyyo =p(x 4+ 20) S L:pr —YYo +DTo = 00 oot 1p
A t érint6 egybeesik az x —y+1 = 0 egyenessel valamely M, pontban, tehat % = ;ylo = ? Sy =p
és xg = 1.

Az My(1,y0) érintési pont hozzdtartozik a paraboldhoz, igy y2 = 2p - 1. De yo = p, ahonnan kapjuk,
hogy p? = 2p < p = 2. Tehdt a parabola egyenlete Y2 = 42. .....ooviiiniiiiiii e, 1p

2 Médszer. Az adott egyenes egyetlen pontban kell metssze a paraboldt, vagyis az (z + 1)? = 2px
egyenletnek egyetlen kétszeres gyoke kell legyen. Ez azt jelenti, hogy az egyenlet diszkriminansa 0,
vagyis A =4(1 —p)2 —4 =0 p=2.

3. A 7 sik egyenlete

060 351 06 "o SRR
=0<+= =0<«=|1 1 5 =0<4<=3x+2y—2—-5=0.
1 1 0 1 1 1 ) 1 0 3 6
0 3 1 1 0 3 6 1
A 7 sik egy normalvektora 71(3,2, —1) ...t e 1p
r—1 y+2 z-2
A kért sik egyenlete 2 -3 2 =0<=zx—-8y—1324+9=0 ..., 1p
3 2 -1
4. Meghatarozzuk az egyenes egy M pontjat és egy d irdnyvektorat.
Legyen z = a.
2x4+y=—-a+1
3r+y=—-2a+3
A rendszer megolddsa S = {(—a+2,a—3,a) |a e R} ={a(-1,1,1)+ (2,-3,0) |a e R}. ...... 1p
-2 3 -
Innen a d egyenes kanonikus egyenletei 33 = % = %, tehdt egy irdnyvektora d(—1,1,1) és egy
M pontjanak a koordindtdl (2, —=3,0). ...t e 1p
IMA x d] —
Az A pont tdvolsdga a d egyenest8l d(A,d) = T, ahol M A(-1,6,5)
T A A
MAxd=| -1 6 5 |=1—4j+5k. Tehétd(A,d)zivl‘*‘\lfg‘F%:\/M ........................ 1p
-1 1 1

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.



