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I TETEL. Algebra

. (4 pont) Legyen M = {(_ab Z

tativ-e ez a csoport?

> € My(R) ’ a’?+b? = 1}. Igazoljuk, hogy (M, ) csoport. Kommu-

. (5 pont) Az R* valés vektortérben tekintjiik az

a; = (2’ 15 1? 1)7 a2 = (1’ 07 17 1)7 bl = (07 1a 2a 1)7 b2 = (0707 17 1)
vektorokat és az A = (a1, as) és B = (b1, ba) generalt résztereket. Hatdrozzuk meg az A, B, A+ B és
AN B valos vektorterek egy-egy bazisat illetve dimenziéjat.

II. TETEL. Matematikai analizis

. (3 pont) Tanulmdnyozzuk az « valés paraméter fiiggvényében a kovetkezd valds szdmsor természetét:

In(yn+1)—4lnn
> :

ne
n>1

. (3 pont) Adott az f: R — R,
f(z) = (z? —2z)e®, z€R

fiiggvény. Irjuk fel a fiiggvény zo = 0 pont kériili n-ed rendii Taylor-féle polinomjat, ahol n > 3 (az
f figgvény n-ed rendii derivaltjanak a kiszamitasahoz fel lehet haszndlni két fliggvény szorzatanak
magasabb rendii derivaltjaira vonatkozé Leibniz-féle szabélyt).

. (3 pont) Szamitsuk ki az

dzx

/1 (x4+ 1D In(z+1)+ (z+2)In(x + 2)
o (z+1D(z+2)

integralt.
ITII. TETEL. Geometria

. (5 pont) Tekintsiik az A(3,5) és B(11,11) pontokat.
a) Irjuk fel az [AB] szakasz oldalfelezd merdlegeének az egyenletét!

b) Hatdrozzuk meg azon C pont koordindtdit, amely az Oz tengelyen, annak pozitiv részén taldlhaté
és amelyre az ABC haromszog teriilete 32.

c) frjuk fel az ABC haromszog A csucsdhoz tartozé oldalfelezének az egyenletét és igazoljuk, hogy ez
az egyenes az ABC haromszoget két egyenlé teriileti hdromszogre osztjal

d) Szamitsuk ki az O(0,0) origd tavolsdgat az A csicshoz tartozé oldalfelez6tol!

. (4 pont) Hatdrozzuk meg a hiperbola kanonikus egyenletét, amely esetén a fékuszpontok kozti

1
tavolsag 2v/5 és az aszimptotdinak egyenletei y = :l:iac.



IV. TETEL. Informatika

1.

Az informatika tételre vonatkoz6 megjegyzés:

Az 1. feladat megoldasahoz a C++, Python, Java és C# programozasi nyelvek egyike hasznalhato.
Meg kell adni a hasznalt programozasi nyelvet.

A megoldasokhoz hasznalhatdéak a meglévé konyvtarak (C++, Python, Java, C#).

(2 pont) irjunk programot, amelyben:
a) bevezetjik a Meeting osztalyt az alabbi védelemmel rendelkezd attribitumokkal:

- title — string tipusu;

Adjunk hozzd az osztélyhoz:

- egy paraméteres konstruktort,

- get/set metddusokat az dsszes attributumra,

- egy toString metddust, amely egy olyan karakterlancot térit vissza, amely a taldlkozo title és dateHour attributumait tartalmazza
vesszével elvalasztva.

b) Hozzuk létre a Meeting osztaly OnlineMeeting szarmaztatott osztdlyat, amely a Meeting osztaly 6sszes attributumat tartalmazza, valamint
a string tipusu url privat attribaGtumot. Vezessiik be az Uj attribdtumhoz hozzarendelt get/set metddusokat is. Az OnlineMeeting osztaly
esetén a toString metddus a Meeting osztaly toString mertédusa altal visszatéritett karakterlanchoz hozzaf(izi az url attributumot majd a
kapott eredményt visszatériti.

(2 pont) Hozzunk létre egy vektort, amely harom objektumot tartalmaz: két Meeting tipusit és egy OnlineMeeting tipusit. irjunk egy
kédrészletet, amely a dateHour attributum szerint id6rendi sorrendbe rendezi a vektort.

(2 pont) irjuk meg az alébbi fliggvénybél hianyzo kodrészletet annak érdekében, hogy a meets vektor azon OnlineMeeting tipust objektumait
hatarozzuk meg, amelyekre a dateHour nagyobb, mint a specificDateHour paraméter és a cim megegyezik a specificTitle paraméterrel. A
push_back() fliggvény egy elemet szur be a vektor végére.

vector<OnlineMeeting> filter(const vector<OnlineMeeting>& meets, const string& specificDateHour, const string&
specificTitle) {
vector<OnlineMeeting> res;

return res;

(2 pont) Adjuk meg, hogy mi jelenik meg a kimeneten az alabbi kodrészlet végrehajtasakor. A push_back() fliggvény egy elemet szir be a vektor
végére, a pop_back() figgvény kitorli a vektor utolsé elemét és a back() fliggvény egy referencidt térit vissza a vektor utolsé elemére.

vector<Meeting> v;
v.push_back(Meeting("Project discussion", "©1.05.2024 12:00"));
v.push_back(OnlineMeeting("Team meeting", "©2.05.2024 15:00", "https://meet.com/abc123"));
v.push_back(Meeting("Presentation”, "©3.05.2024 09:30"));
v.push_back(OnlineMeeting("Q & A Session", "04.05.2024 11:00", "https ://meet.com/def456"));
if(v.back().getDateHour() < "01.05.2024 11:00")

v.pop_back();
v.pop_back();
cout << v.back().getDateHour() << endl;

(1 pont) Magyarazzuk el a bindris keresés algoritmusat és adjuk meg, hogy milyen idébonyolultsaggal rendelkezik.

MEGJEGYZES.

Minden tétel kdtelezd. Minden tételre teljes megoldast kell adni.
Minden tételre 1 pont jar hivatalbdl. A legkisebb atmené jegy: 5,00.
Munkaidd: 3 éra.
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I. TETEL. Algebra
Hivatalbol . . .o 1p
1. M= {A = (_ab Z) € MQ(R)‘ det A = 1} C GL2(R) = {A € M3(R)|det A # 0}, ahol (GLy(R), )
az altalanos linedris csoport. Igazolni fogjuk, hogy M részcsoport GLo(R)-ben ................... 1p
Ha a =1 és b = 0, akkor kovetkezik, hogy I, € M

li /
Ha A = <_ab 2) VA = <_ab, Z’) € M (tehdt det A = a® + b* = det A’ = (a’)? + (V')? = 1), akkor:

,_f ad =bV  ab +ba’\ | ;L _ ;L , ,
AA = ((ab’ +ba') ad — b és det(AA) =det A-det A’ =1, tehat AA e M ............... 1p
1 a —b a —b 1
A7l = = iveldet A7V = —— =1 ....................... 1
det A (b a) (—(—b) a) € M, mivel de dot A P
] S , _f ad =bV  abl +0ba\
A csoport kommutativ hiszen AA’ = (—(ab’ +ba) aa —bb) " ATA o 0.5p
2. dimA = az aj,az vektorokbdl (mint oszlopokbdl vagy sorokbdl) 4ll6  métrix
rangja=rang (f é 1 }) = 2, tehdt (a1, as) bazis az A valés vektortérben ................. 0.5p
. 01 21 (. . .
dim B =rang 00 1 17 2 = (by, by) bézis a B valés vektortérben ..................... 0.5p
2 1 1 1
. 1 0 1 1
A+ B=(AUB) = (ay,a2,b1,bs) = dim(A + B) =rang 01 2 1 =4 1.5p
0 0 11
Valéban,
2 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1
1 01 1 il 2 1 1 1 12—2 01 -1 -1 la—la 01 -1 -1
01 2 1 01 2 1 01 2 1 0 0 3 2 |’
0 0 11 0 0 1 1 00 1 1 00 1 1
és az utolsé matrix determinansa 1, tehat a rangja 4.
Kovetkezik, hogy (a1, ag,by,be) bazis az A + B valds vektortérben ..., 0.5p
dimA+dimB =dim(A+ B) + dim(AN B) .o 1p
dim(ANB)=dimA+dimB —dim(A + B) = 0ottt 0.5p

Kovetkezik, hogy AN B = {(0,0,0,0)} nulltér, tehat () bazis az A N B valés vektortérben . ... . 0.5p
MEGJEGYZES: Minden més megoldas megfeleléen pontozodik.
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II. TETEL. Matematikai analizis
HivatalbDOl ..o (1p)

. Jeldlje z,, az adott sor dltaldnos tagjat. Lathatd, hogy >, -, x, pozitiv tagi sor, ezért felhasznaljuk
a pozitiv tagi sorokra vonatkozd II. Gsszehasonlitdsi kritériumot az adott sor konvergencidjanak a
tanulmanyozasara, kiindulva az altalanositott harmonikus sorbél:

1 konvergenes, ha a>1
IR I
n>1 n>1 divergens, ha a < 1.
.............................................................................................. (0.5p)
Célunk meghatarozni az a paraméter értékét gy, hogy
lim 2% ¢ (0, 00),
n—oo y’ﬂ
mely esetben a Zn21 Ty €S 27«21 Yn SOrok azonos természetiiek.
.............................................................................................. (0.5p)
Mivel
1 1 1
1n(\/ﬁ+1)—2lnn:1n(\/ﬁ+1)—ln\/ﬁ:1n\/rf/%_ =In <1+\/ﬁ) ,
ezért figyelembe véve, hogy ha az (a,) C R sorozatra teljesill a lim a,, = 0 feltétel, akkor
n—oo
1 1
lim M =1,

n—o00 Qn
.............................................................................................. (0.5p)
ahonnan kovetkezik a 1

lim — =0

n—oo 1/MN
miatt, hogy

n (14 )

lim T =1
n— o0 ﬁ
.............................................................................................. (0.5p)
Tehat
1
T . In (1 + ﬁ) 1 1 o . ne
lim — = lm ————*-—-—-n"=1" lim P
n—o00 Yn n— o0 ﬁ \/ﬁ n n—00 n, 2
Ez a hatarérték csak akkor van a (0,00) intervallumban, ha a = o + .
.............................................................................................. (0.5p)
1
Ekkor lim In _ 1, tehat a II. 6sszehasonlitasi kritérium alapjan a Z T, 6s Z Yn = Z Y sorok
"o Yn n>1 n>1 n>1 2
azonos természetiiek. Kovetkezésképp
konvergens, ha «a > %
>
n>1 divergens, ha o< %



2. e Az f fuggvény n-ed rendli derivéltjdnak a meghatdrozdsa n > 2 esetén (barmely més helyes
megoldas 1 pontig lesz pontozva a javitokulcs alternativdjaként).
Az f fiiggvény a g(x) = 22 — 22 polinomfiiggvény és a h(z) = e* exponenciélis fiiggvény szorzata,
igy végtelen sokszor derivalhat6 az R halmazon.
Legyen x € R tetszéleges. Az f fiiggvény n-ed rendli derivéltjanak a kiszamitasdra két fﬁggvény
szorzatdnak magasabb rendli derivéltjaira vonatkozé Leibniz-féle szabalyat alkalmazzuk. Igy, ha
f(x) = g(x) - h(zx), akkor
f(n Z Ck (n— k) h(k)( )
........................................................................................ (0.5 p)
J@)=2c-2, ¢'(x)=2 é g™ (z)=0, Vn>3,
....................................................................................... (0.25 p)
mig
A (z) =e®, VYn>0
....................................................................................... (0.25 p)
Ezért
F(@) = Crg(a)ht™ (@) + Ci g (2)h D (@) + O 29" (@) (),
minden n > 2 esetén. Kovetkezésképp
(n) z |2 ’I’L(?’L — 1) z [,.2
U (z)=¢€" |z —2x+n(2x—2)+T2 =¢" [2? =2z +n(2x—2)+n(n—1)],
minden n > 2 esetén.
......................................................................................... (0.5p)
e Az f fuggvényhez és az a € R ponthoz rendelt n-ed rendd Taylor-féle polinom a T;, o f : R = R
polinomfiiggvény, ahol
(k)
Toaf(e zf _ ), VzeR
igy a = 0 esetén
2n
F® (0
Tmof(:c)zz k'( )xk, Ve eR
k=0
......................................................................................... (0.5p)
Mivel
f0)=0, f(0)=-2 ¢ f0)=n(n—-3), Yn>2,
......................................................................................... (0.5p)
ezért
T, = -2 QUL Vo e R
n,O.f(x)_ 1‘+Z(k_1)|xa HAS
k=2
......................................................................................... (0.5p)
3. Mivel
(x+1)In(z+1)+ (z+2)In(x+2) In(z+1) In(z+2)
(x+1)(x+2) oz +2 x+1 7
................................................................................................ (1p)

ezért a parcidlis integralas alapjan kapjuk, hogy

1 1 1

1 1 1 1 2 1 2

/Mdm:ln(xﬂ)m(ﬂg)‘ ,/ de:mmng,/ n@+2) .
0 .’E+2 0 0 0



ahonnan

1
/ nfw +1) W@+ g s,
0 42 z+1

Tehat

dr=1n2-In3.

/1 (x4+1DIn(z+1)+ (z+2) In(z + 2)
0 (z+1)(z+2)

MEGJEGYZES: Minden eltéré helyes megoldas ardnyosan pontozddik.
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III. TETEL. Geometria
HivatalbOl ... 1p

1. a) Az AB szakasz felez6pontja M (7,8). Az AB egyenes irdnytényezdje pedig %7 igy az oldalfelezé
mer0leges iranytényezije —% és ezért a keresett egyenlet y — 8 = —%(m —7), vagyis 4z + 3y — 52 = 0.

b) Legyen C(x,0) a keresett pont. Az ABC hdromszog teriilete:

1 3 5 1 1
TI[ABC]= || 11 11 1 ||==|—-22— 6z
2 2
z 0 1
.................................................................................................. 1p
Abbdl, hogy | — 22 — 6| = 64 és x > 0, kapjuk, hogy x = 7, tehat C(7,0).
.................................................................................................. 1p
¢) A [BC] szakasz felez6pontja N (97 %) Az AN egyenes egyenlete © — 12y + 57 = 0.
Mivel N a [BC| szakasz felez6pontja, kapjuk, hogy
1 1

T[ABN] = 3 BN -d(A,BC) = §CN “d(A,BC) =T[ACN] oo 1p
d) Az O(0,0) origé tavolsiga az AN egyenestol:

1:0-12-0+57 57

VIt14d 145
.................................................................................................. 1p
2. FF =20 =20 = c =\ B 1p

b 1
Az aszimptotak egyenletei alapjdn: — = 3 S a=2b. 1p

a
s T 1p
Fugyelembe véve, hogy a = 2b, az elébbi egyenlet alapjan b? = 1 és a? = 4.

2

Tehat a hiperbola egyenlete % B 1p

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfeleléen lesz pontozva.



BABES -BOLYAI TUDOMANYEGYETEM KOLOZSVAR
MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

Javitokulcs informatika tétel
1. vizsga: alapismeretek és szakismeretek kiértékelése, zardvizsga 2024 julius
Informatikai matematika szak

Informatika tétel

1. 2p
a) A Meeting osztaly definialasa (konstruktor, metodusok, hozzaférés az adatokhoz) lp
b) Az OnlineMeeting szarmaztatott osztaly definialasa (6roklés, konstruktor, toString) lp
2. 2p
A vektor létrehozasa Ip
Idérendi sorrendbe valo rendezés a dateHour szerint Ip
3. 2p
A szurést megvalositd kodrészlet (iteralas az elemeken, Osszehasonlitdsok, eredmény 2p
aktualizalasa)

4. 2p
A megjelenitendd érték helyes megadasa 2p
5. 1p
A binaris keresés elmagyarazasa 0.5p
Az id6ébonyolultsag helyes megadasa 0.5p

Megjegyzés:

(1p) Hivatalbol



