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I TETEL. Algebra

. (6 pont) Tekintsiik az S = {(z,y,2) € R® | x = —y — 2z} halmazt.

a) Igazoljuk, hogy S egy altere az R? valés vektortérnek.
b) Az a,b € R mely értékeire lesznek az (1,a,b) és (a,b,0) vektorok az S elemei?
¢) Bézist alkotnak-e S-ben a (2,2, —2) és (—2,2,0) vektorok?
Hatéarozzuk meg dimg S-t! Indoklés.
. (3 pont) Igazoljuk, hogy az
f:RL =R, f(z) =Inz

fiiggvény egy izomorfizmus az (R ,-) és (R, +) csoportok kozott.
II. TETEL. Matematikai analizis

. (3 pont) Az a > 0 valds paraméter fiiggvényében tanulményozzuk a kovetkezd pozitiv tagi valds
szamsor természetét:

>
5n
n>1
. (3 pont) Trjuk fel az
fR—>R f(a:):cos(£>
’ 2

fiiggvény n-edrendli (n pératlan) Taylor-féle polinomjéit az a = 7w pontban!
. (3 pont) Tekintsiik az f : R — R, f(z) = ze™* fliggvényt.

a) Hatdrozzuk meg az f egy primitiv fliggvényét az R halmazon!

b) Szédmitsuk ki az
0
J
11+ (xz+1e =

hatérozott integralt!
III. TETEL. Geometria

. (6 puncte) Tekintjik a stkban az ABC haromszoget, ahol A(0,0), B(0,18) és C(6,6).

a) Hatdrozzuk meg az ABC hdromszog C csicsdhoz tartozé oldalfelezd egyenletét.
b) Hatdrozzuk meg az [AC] szakasz oldalfelez6 merdlegesének egyenletét.

c) Irjuk fel az ABC haromszog koré irt kér egyenletét.

d) Szamitsuk ki az AGC haromszog teriiletét, ahol G az ABC héromszog stlypontja.

. (3 puncte) Tudjuk, hogy a P parabola szimmetriatengelye az Ox tengely, a csticsa az origd és dthalad
az A(3,6) ponton.

a) frjuk fel a P parabola egyenletét.
b) Hatdrozzuk meg a parabola F' fékuszpontjanak koordinatdit, majd a vezérgyenesének egyenletét.

c) frjuk fel a parabola A pontjdhoz tartozé érintéjének az egyenletét.



IV. TETEL. Informatika

Az informatika tételre vonatkoz6 megjegyzés:

Az 1. és 2. feladat megoldasahoz a C++, Python, Java és C# programozasi nyelvek egyike hasznalhaté.
Meg kell adni a hasznalt programozasi nyelvet.

A megoldasokhoz hasznalhatéak a meglévé konyvtarak (C++, Python, Java, CH).

1. (2 pont) irjunk programot, amelyben:
a) bevezetjik a Student osztalyt az alabbi védelemmel rendelkezé attribatumokkal:
- nume, melynek tipusa karakterlanc
- media, melynek tipusa valds.
Az osztalyhoz hozzaadjuk az alabbiakat:
- egy paraméteres konstruktort
- aget/set metddusokat az Gsszes attribUtumra
- egy toString metddust, mely egy olyan karakterldncot térit vissza, amely a didk nevébdl és médiajabdl all,
sz6kozzel elvdlasztva.

b) Hozzuk létre a StudentBursier szarmaztatott osztalyat a Student osztalynak, amely rendelkezik a Student osztaly
Osszes attributumaval és ezen kivil tartalmazza a tipBursa karakterlanc tipusu privat attribitumot. Adjuk hozza az
Uj attribdtumra vonatkozo get/set metddusokat is. A toString metddus a StudentBursier osztaly esetén a Student
osztalybeli toString altal meghatarozott karakterlanchoz hozzaflizi az 6sztondij tipusat, majd a kapott karakterlancot
visszatériti.

2. (2 pont) Hozzunk létre egy legalabb harom objektumbdl all6 vektort, amelyekbdl legaldbb egy Student tipusu és legalabb
egy StudentBursier tipusu. irjunk kédrészletet, amely név szerinti abécé sorrendbe rendezi a vektort.

3. (2 pont) irjuk meg az alabbi fiiggvénybdl hidnyzé kodrészletet annak érdekében, hogy a stud vektorbdl meghatarozzuk
azokat a StudentBursier tipusu objektumokat, melyeknek a médidja nagyobb, mint nota és tipusa megegyezik a tipBursa
paraméterrel. A push_back() figgvény egy elemet szur be a vektor végére.

vector<StudentBursier> filter(vector<StudentBursier> stud, float nota, string tipBursa){
vector<StudentBursier> rez;

return rez;}

4. (2 pont) Adjuk meg, hogy mi jelenik meg a kimeneten az aldbbi kddrészlet végrehajtasakor. A push_back() fliggvény egy
elemet szur be a vektor végére, a pop_back() fliggvény kitorli a vektor utolsé elemét és a back() fiiggvény egy referenciat

térit vissza a vektor utolso elemére.

std::vector<Student> v;
v.push_back(Student(“Alexandru”, 9.67));
v.push_back(StudentBursier(“Tudor”, 8.93, “studiu”));
v.push_back(Student(“Ana”, 9.33));
v.push_back(StudentBursier(“Maria”, 9.83, “merit”));
v.pop_back();

v.pop_back();

cout<<v.back().toString()<<endl;

5. (1 pont) Mit értlink zartsag alatt az objektumorientdlt programozasban? Adjunk példat egy kddrészlet altal.

MEGJEGYZES.
Minden tétel kotelez6. Minden tételre teljes megoldast kell adni.
Minden tételre 1 pont jar hivatalbdl. A legkisebb atmené jegy: 5,00.
Munkaidé: 3 dra.
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Javitokulcs
I TETEL. Algebra

Hivatalbol . . ... e 1p
1. a) 1. Médszer: S <g R® & (0,0,0) € S, vy +vy € S és av € S minden vy, ve,v € S és a € R esetén:
(0,0,0) € 5 ottt 0.5p

Hogyha v; = (x4,v;,2;) € S (i = 1,2) akkor z; = —y; — 2z;, ahonnan kévetkezik, hogy
1+ a2 =—(y1 +y2) —2(21+ 22), vagyis v1 +v2 € 5. ot 1p
Legyen v = (x,y,2) € S és a € R. Kapjuk, hogy ax = —ay — 2az, amely alapjén av € S. ..... 1p
2. Mbédszer: Az S halmaz az R? egy origén atmend sikjanak egyenletével van értelmezve, igy
valéban egy altere az R3 vektortérnek. .................oiuiiiniii 2.5p
b) (1,a,b0),(a,0,0) €S & 1 =—a—2088a = —b,...oooeiiiiii i 1p
ahonnan kovetkezik, hogy a =1 €3 b= — 1. ... . i e 1p

1. Médszer: A (2,2,-2) és (—2,2,0) vektorok egy bazist alkotnak S-ben, mivel minden
(—y — 2z,y,2) € S vektorra a

A1(2,2,—2) + A2(—2,2,0) = (—y — 22, y, z) egyenletrendszernek ........................... 0.5p
a X\ =—2z/2és Ay = (y+ 2)/2 értékek egyértelmli megolddsai. ...............cooiiiiii. 0.5p
S dimenzidja 2, mivel van egy 2 elem@i bazisunk. ....... .. .. . . i 0.5p

2. Médszer:
Linedris fliggetlenség ellenorzése. ... 0.5p
A megadott vektorok generdljak S-et. ....... ... 0.5p
S dimenzidja 2, mivel van egy 2 elemli bazisunk. ....... .. .. . 0.5p

3. Moddszer:
S dimenzidja 2, mivel S egy sik a térben. ... ... .. 0.5p
Tovébbé, mivel a két S-beli vektor, a (2,2, —2) és a (—2,2,0), nem kollinedrisak, vagyis linedrisan
fiiggetlenek, ezért 6k egy bazisat alkotjak S-nek. ........ .. .. 1p

2. f:RY =R, f(z) =Inxz egy csoportizomorfizmus, mivel minden z,y € R* elemre
IN(Zy) = I @ 10y, oo 1p
[ bijectiv, mivel 1étezik az f~1: R — R%, f~H@) =€ ... 1p
tgy, hogy f~lo f = lps sifo F T IR 1p
vagy

Injektivitas ellenOrzése. .. ... ... e 1p
Sziirjektivitas ellenOrzése. .. ... ... 1p

MEGJEGYZES: Minden més megoldas megfeleléen pontozodik.
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Javitokulcs
II. TETEL. Matematikai analizis
HivatalbOl ... (1p)
1. A hényados kritérium alkalmazasidhoz kiszamitjuk a kovetkez6 hatarértéket:
1 2 n+1 5N 1 2
/= lim Sl — im (n+1)a"" — %y m:ﬂ
n—oo I, n— o0 Hn+1 n2aqn 5 n—oo n2 5
................................................................................................ (1p)
e Ha /= % <1, vagyis a < 5, akkor a sor konvergens;......................ooiii L. (0,5p)
e ha /= g > 1, vagyis a > 5, akkor a sor divergens;....................iii (0,5p)
e ha /= ¢ =1, vagyis a = 5, akkor a sor ltalanos tagja nem tart a 0-hoz:
2 n
. n--
lim z, = lim = lim n° = o0,
n—o00 n—00 n n— 00
€ZETE & SOT dIVETZEINS. .« .ottt ettt ettt et et (1p)

2. Az f: I — R (n+ 1)-szer derivdlhaté fliggvény n-edrendii Taylor-féle polinomja az a € I pontban a
Thof 1 R—R,

n_ (k)
700w =3 LW 0, waer
k=0 ’

POLNOMIUGEVEILY. . ..ot e (0,5p)
Jelen feladat esetén I = R és a = .

Kiszdmitjuk az els6- és masodrendii derivaltakat:

f(z) = —ESiH (E) . f(x) = —2% cos (g) )

2 2
.............................................................................................. (0,5p)
Matematikai indukciéval igazoljuk, hogy

scos (%), ha n=4k
1 T
1 T —nsm(f), ha n=4k+1
(")xz—COb(f—i—n 7) va ") (z) = 2 2 vk € NU{0}.
Q%Sin(g), ha n=4k+3
................................................................................................ (1p)
Megfigyelhetd, hogy
0 ha n=2t
My =4 e
fm { CO . ha n=2t+1
.............................................................................................. (0,5p)

Az f fiiggvény n-edrendii Taylor-féle polinomja az a = 7 pontban n paratlan szdm, vagyis n = 2t + 1
alaki szdm esetén a kovetkezd:

- &) (7 ¢ _1)\kt1
Tn,‘n’f(x) = Z f ( )(.’E—’/T)k :ZL(I._W)WNA _

2k+1 |
L £ PR (2k + 1)

1 1 3 (—1)t+t 241
= 0-S(@=—m+0+ mo(@—m’+ ..+ (x—m)™ ", VzeR

T (2t 1)



3. a) A parcidlis integrélds képletét haszndlva

/f(a:)dm = /l’e_xd$:/$(—e_x)/dx:_xe_75+/e—xd$:

= —ze"—eT=—(z+1)e "
.............................................................................................. (1,0p)
b) Az a) alpont alapjan,

/0 re "
= €Tr =
1 1 + (.1:“‘ 1)6_3”
.............................................................................................. (1,0p)
0 —x\/
(14 (2 + De) P
. dz = —In(1 De=®)| = —me.
/_1 e dr =+ @+ D) [ =

.............................................................................................. (1,0p)

MEGJEGYZES: Minden eltéré helyes megoldés aranyosan pontozddik.
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Javitékulcs
III. TETEL. Geometria
HivatalbOl . ... 1p
1. a) Az AB szakasz felezépontja P(0,9). A kért oldalfelezd egyenlete  +2y —18 =0 ............. 1p
b) Az AC szakasz felez6pontja N(3,3). A kért oldalfelzé merdleges egyenlete y —3 = —1- (x — 3) &
T Y — 0 = 0. e 1p
¢) Az AB szakasz oldalfelez6 merdlegesének egyenlete: y = 9. A kor kozéppontja az oldalfelezd
merdlegesek MetSZESPONTIA. ..o v vttt ettt e e e 1p
A kér kozéppontja Mo(—3,9), R = 3v/10. A kér egyenlete (x +3)% + (y —9)2=90............ 1p
d) A silypont koordindtal (2,8) .. ... eutr it 1p
Az AGC héaromszog teriilete:
0 0 1
—|det| 2 8 1 =18
6 6 1
............................................................................................... 1p
2. a) A parabola egyenlete P 1 g2 = 120 ..ottt 1p
b) A fékuszpont F(3,0), a vezéregyenes d : & = —3 ... ...ttt 1p
c) Az A ponthoz tartozé érinté egyenlete 6y = 6(x +3) Sz —y+3=0. ..., 1p

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfeleléen lesz pontozva.
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Javitokulcs informatika tétel
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Informatika tétel

1. 2p
a) Alaposztaly definialasa (konstruktor, metédusok, hozzaférés az adatokhoz) 1p
b) A StudentBursier szarmaztatott osztaly definialasa (6roklés, konstruktor,

metodusok) 1p
2. 2p
Vektor 1étrehozasa 1p
Vektor rendezése 1p
3. 2p
Sziirést megvalodsité kodrészlet (iteralas az elemeken, Gsszehasonlitasok,
eredmény aktualizalasa) 2p
4, 2p
A kiirand¢6 karakterlanc helyes megadasa 2p
5. 1p
Az elmélet elmagyarazasa 0.5p
Példa 0.5p
Megjegyzés:

(1p) Hivatalbdl



