Babeg-Bolyai Tudoméanyegyetem
Matematika és Informatika Kar

] ZAROVIZSGA
Irasbeli préba - 2023 jilius
Matematika szak

I TETEL. Algebra

1. (5 pont)
a) Igazoljuk, hogy 38Z N 247 részcsoport a (Z,4+) csoportban.
Részgyfirti-e a (Z,+, ) gyfiriben?
b) Igazoljuk, hogy 38Z U 247 nem részcsoport a (Z,+) csoportban.
¢) Hatdrozzunk meg egy (a,b) € Z x Z szdmpart gy, hogy 38a + 24b = 2.
Vezessiik le, hogy 387 + 247 = 27Z.
2. (4 pont) Legyen f: R?® — R?, f(x,y,2) = (x — y,x + 2).
a) Igazoljuk, hogy f egy R-linedris fliggvény.
b) Irjuk fel f matrixat a kanonikus bézisparra nézve.
c) Az f(1,2,0) és f(0,1,2) vektorok bazist alkotnak-e az értékkészlet térben? Indoklds.

II. TETEL. Matematikai analizis

1. (2 pont) Hatarozzuk meg az (z,)n>2 valés szdmsorozat hatdrértékét, amelynek altaldnos tagja
1424+...+n
Ty = , VYn>2.
R R T ]
2. (2 pont) Az a > 0 valés paraméter fliggvényében tanulményozzuk a kévetkezd pozitiv tagd valds
szamsor természetét: N
( n? —n+ 3)
Do —0s—) -
n
n>1
3. (2 pont) Irjuk fel az
fl(2,00)—>R, f(a:):(x—Q)ln(x—?)
fliggvény n-edrendii Taylor-féle polinomjat az a = 3 pontban!
4. (3 pont) Tekintsiik az

1 k
:[0,00) = R, r)= lim — —_—
f:10,00) f() HM; e
fliggvényt.
a) Szamitsuk ki az f(2) értékét!
b) Mutassuk meg, hogy f(z) = 3, minden z € [0,2) esetén!



III. TETEL. Geometria

r—2y+z—-3=0

1. (2 pont) Hatérozzuk meg az M (1, —2,1) ponton athaladé és a d : { Ty —z+220

egyenesre
merdleges sikot.
2. (3 pont) Szamitsuk ki a d; és dy egyenesek kozti tdvolsdgot, ahol

z+7 y+4 z+3, z—21 y+5 z-2
= = Sdg' = =

dy : : .
1173 1 —3 ° 6 ) ~1

3. (2 pont) frjuk fel annak az ellipszisnek az egyenletét, amelynek szimmetriatengelyei a ko-
ordinatatengelyek, a fokuszpontjai kozti tavolsag 10, valamint a kistengelyének hosszisaga 24.

4. (2 pont) Legyen M (z0,y0) egy pont az y?> = 2z parabolan. A parabola M ponthoz tartozé érintéje
metszi az Oy tengelyt egy N pontban.

a) Hatdrozzuk meg az OMN héromszog G stlypontjdnak koordindtdit, ahol O(0,0) a ko-
ordinatarendszer origdja.

b) Igazoljuk, hogy az N ponton it az Oz tengellyel parhuzamos egyenes athalad a G ponton.

MEGJEGYZES.
Minden tétel kotelezd. Minden feladathoz teljes megoldds megaddsa sziikséges.
Minden tétel esetén jar 1 pont hivatalbdl. A legkisebb atmené jegy 5,00.
A munkaidé 3 éra.
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I TETEL. Algebra
HivatalbOl . . .o 1p
1. a) Részcsoportok jellemzési tételét alkalmazzuk:
0 € 38Z N 24Z és ha a,b € 38Z N 247 tetszdleges, akkor a,b € 38Z és a, b€ 24Z .............. 0.5p
1. Médszer: 387,247 < Z-b6l a — b € 38Z és a — b € 247, tehdt a —b € 38ZN247Z .......... 1p
2. Moddszer:
387,247 < 7Z-b6l a+b € 38Z és a+ b € 24Z, tehat a +b € 38ZN24AZ ...................... 0.5p
387,247 < 7Z-b8l —a € 387 és —a € 247, tehdt —a € 38ZN24AZ . ....cooviiiiiiiiiiiini... 0.5p

2. a)

c)

A 38Z N 247 additiv részcsoport részgylirti is a (Z,+,-) gytlirliben, mivel zart a szorzésra nézve.
Pontosabban, mivel 387, 247 részgytirtik Z-ben, ab € 387 és ab € 247, tehat ab € 38Z N 24Z 0.5p

Megjegyzés: A fenti ellendrzéseknél fel lehet haszndlni az oszthatdsdgi tulajdonsagokat is (pld.
38-al oszthat6 szdmok Gsszege, kiilonbsége, szorzata oszthaté 38-al).

387 U 247 nem részcsoport a (Z,+) csoportban, mivel nem zart az ésszeaddsra nézve.

Példdul 38,24 € 38Z U247, de 38 +24 =62 ¢ 38Z U247 . ... .ooviniiiiiii i 1p
Kiterjesztett euklidészi algoritmust alkalmazva:

38=1-24+14

24=1-14+10

14=1-10+4

10=2-442(si4=2-2+0)
Innen 2=10-2-4=3-10-2-14=3-24—5-14=8-24 —5- 38

Tehat példaul @ = —5, b = 8 .. 1p
2 = 38a + 24b-bdl 2k = 38ak + 24bk € 38Z + 247, minden k € Z-re,

tehat 27 C 38Z + 247 ..o 0.5p

De 38k + 241 = 2(19k + 12) € 2Z, minden k,l € Z-re, tehdt 38Z +24Z C27Z................. 0.5p

Az f fliggvény R-linedris mert:
1. Médszer: f additiv, hiszen ha (z,v, 2), (z/,9/, 2') € R? tetsz6leges, akkor
fl(z,y,2) + (2,0, 2")) = fla+ 2" y+y,2+2)=(@+2 - (y+y),z+2" +2+2) =

=@—yz+2)+ @ -y, 2 +2)=f(r,y,2)+ f@ ¥, 2) oo 1p
f R-homogén, hiszen ha a € R és (z,y, 2) € R3 tetszdleges, akkor
fla(z,y, 2)) = flaz,ay,az) = (ax — ay,ax +az) = a(zx —y,x + 2z) = af(x,y,2) . ccoeen. .. 1p

2. Médszer: Ha a,b € R és (z,y,2), (2/,, ') € R? tetsz6leges, akkor
fla(z,y, z2)+b(a’, v, 2')) = flax+bx’, ay+by', az+b2") = (ax+bx’ —(ay+by'), ax+bx'+az+bz") =

=alzr—y,x+2)+ba —y, 2’ +2)=af(x,y,2) +bf (&', ¢/, 2") oo 2p
1. Mdédszer: f(1,0,0) = (1,1),f(0,1,0) = (—=1,0), f(0,0,1) = (0,1), ahonnan f métrixa a
kanonikus bézisparra nézve } _01 (1) ...................................................... 1p

x
2. Médszer: f(z,y,2) = (xy) = (1 -1 0) y |, ahonnan f métrixa a kanonikus
z

T+ z 1 0 1
bazisparra nézve (1 -1 O> ................................................................ 1p
1 0 1
f(1,2,0) = (—1,1) si £(0,1,2) = (—1,2), és ezek a vektorok linedrisan fiiggetlenek,
hiszen 711 ; #£ 0, tehdt az alternativa tétel alapjan bazist alkotnak az R?
kétdimenzids valos tErben . ... ... .o 1p

MEGJEGYZES: Minden mas megoldds megfelelden pontozédik.
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II. TETEL. Matematikai analizis
HivatalbDOl ..o (1p)
Hm (14 V2 4o VN1 > 1M 0= 00t (0,5p)
n—oo n—oo
Alkalmazzuk a Stolz-Cesaro—tételt és egy kovetkezményét: ..................cciiiiiiinn... (0,5p)
14+2+...4+n

lim =
n—oo 1 4+/21 4 ...+ {/n!

C (I4+2+...+n+n+1)—(1+2+...4+n) B

n—oo (1421 4. .+ Vnl+ "/ (n+ D)) — 1+ V2 +...+ ¥n))

.............................................................................................. (0,5p)
, n+1 , [ (n+1)ntt . (n+2)"2 (n+1)!
= lm — = lim "%{/———— = lim . =
n—oo ntl (n + 1)[ n—00 (n + 1)! n—00 (n + 2)! (n + 1)"+1
1 n+1
= lim <1 + ) =
n—o0 n+1
.............................................................................................. (0,5p)
. A gyokkritériumot hasznaljuk:
. . N n2—-—n-+3 ni . n27n+37
£= g Von = % \/(n) TR T
.............................................................................................. (0,5p)
e Hal=a <1, akkor a sor KONVergens;. ..........ouuuinimii i i (0,5p)
e hal=a>1, akkor a SOr diVergens;. . ... .....ouutiuiint i e (0,5p)
e ha ¢ = a =1, akkor a sor 4ltaldnos tagja nem tart a 0-hoz:
n n? 3-n
. n?—n+3 ) 3—n\" . 3—n\3 " 27"
lim [ ———— = lim (1+ = lim 1+ =
n—o0o n2 n—oo n2 n—o00 n?
B 3—n n
_ enh_)moc ) _ 671 # 0’

€761t & SOT dIVETEEIIS. .ottt ettt et ettt e e (0,5p)

. Az f: T = R (n+ 1)-szer derivdlhaté fiiggvény n-edrendli Taylor-féle polinomja az a € I pontban a
Thof ‘R—R,

Thaf(z) = z": f(’“];(a) (x—a)f, VzeR
k=0 ’

POLNOMITUGEVENY. . ..o (0,5p)
Jelen feladat esetén I = (2,00) és a = 3.

Az f figgvény elsérendii derivaltja:

() =In(z—2) +1,



ahonnan kovetkezik, hogy n > 2 esetén az f fiiggvény n-edrendii derivaltja

FW(z) =" V(z—2).

.............................................................................................. (0,5p)
Matematikai indukcioval igazoljuk, hogy minden n > 1 esetén
In™(z) = (=1)" Y(n — Dz —2)~".
fgy minden n > 2 esetén
f(@) = (=1)"*(n = 2)l(z —2)~""7V
.............................................................................................. (0,5p)

Megjegyezziik, hogy

tehat

k) " (—1)E2 (K —
Tpof()=1(x—3)+> ! k'(g) (=3 =(@—-3)+) M(S — )"kl (g — 3)k =
k=2 ’

4. a) A sorozat hatdrértékét Riemann integral segitségével fogjuk kiszamolni, felhaszndlva, hogy minden
f € C[0,1] fiiggvény esetén

k=1
.............................................................................................. (0,5p)
Ekkor az f(2) értéke:
1 ¢ k 1 o & '
2)= lim — — = lim — AZ/ ——dx =
f() n%wn;m n—»oonkZ:l 1_|_(E)2 0 m

.............................................................................................. (0,5p)

1

:\/1+x2‘ =21

0

.............................................................................................. (1,0p)

b) Rogzitiink egy = € [0,2) értéket. Mivel vn2 +1 < v/n2 + k% < v/n2 +n® minden k = 1,2,...,n
esetén, ezért
k k k

< < ,
V2 +nt T Vn2+ kT T Vn?2+1
ahonnan 6sszegzéssel kapjuk, hogy

- k <" k <Z": k
P vVn2+ne — — vn? +kr — nZ+1’

.............................................................................................. (0,5p)
tehét
n(n+1) <Xn: k n(n+1)
2Vn? +n® T Vn2 kT T 2vn? + 1

ahonnan kovetkezik, hogy

n+1 n+1

1 « k
< = < .
2nv1+nr—2 — n; vnZ+k* 7 2nv14+n—2




Hatdrértékre térve n szerint (n — co) a fogé tétel alapjan adédik, hogy f(z) = %, mivel z € [0,2).

Alternativ megolddas a b) alponthoz.
Rogzitiink egy = € [0,2) értéket. Mivel n = vn2 < v/n2 + k% < /n? +n®, minden k = 1,2,...,n
esetén, ezért

k k k
S S R k = 17 27 ) 1,
Vn24n® T V2 4k T on

ahonnan 6sszegzéssel kapjuk, hogy

R

VN2 nr T VRt kT T n

I k I k 1~k

= — = -y -
.............................................................................................. (0,5p)
Mivel
Tk [! 2t
1 —_ —_ = d = — = — A
nl_)rr;onzn /0 xdx 5
k=1 0
I k I k I~k 1 1 1
lim — —— = lim — ——— = lim — — - I ==-1=
ng{olon;\/n2+nm nLITOIOn;nq/1+nI_2 ngr;on];n nggo 1+ nr—2 2 2’

ezért a fogotétel alapjan

li ! zn: i Yz €0,2)

im — —_— == x

n—oo n Pt A /n2 + kx 27 )
.............................................................................................. (0,5p)

MEGJEGYZES: Minden eltérd helyes megoldds ardnyosan pontozédik.
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III. TETEL. Geometria
HivatalbOl ... 1p
1. A d egyenes egy irdnyvektora a?(L /0 1p
A sik egyenlete: 1(x — 1) +2(y+2)+3(z—1) =02 +2y+32=0 ..., 1p
. vy
2. 1. Médszer M;(—7,—4,—3) € dy, Mx(21,-5,2) € do, tehdt My Ma(28, —1,5) . c.oveveneennn... 1p
o 28 -1 5
(MlMg,dl,dg) = 3 4 -2 = =3 109 1p
6 -4 -1
— L L
S - o - MMy, dy,d
dy x dy = —127 — 95 — 36k, d(dl,dg):w: .................................... 1p

lld1 x da|
2. Mdédszer. Legyen « az a sik, amely tartalmazza a d; egyenest és parhuzamos a ds egyenessel:
r+7 y+4 z+3

a:| 3 4 =2 |=0e (@+7)(-12) - (y+4)9+ (2 +3)(—36) =0
6 -4 -1

S AT+ 3YF 122470 = 0 ..o 1p
Legyen Ms(21,—5,2) € da, ekkor d(dy,da) = d(Ma, )« 1p
4-2143-(—-5)+12-2+76 169
d(Mg,Oz):' +3-(5) + i |:—:13. .......................................... 1p
V42 + 3% +122 13
3. 20=10=c=5,20 =24 =5 b =12 0ot 1p
A2 = 02 4 €% = 160 o 0.5p
N 22 Y2
1lipszi et = A o = L e 0.5
z ellipszis egyenlete 169+144 p
4. Az érint$ egyenlete: yyo = x + x¢ = N(0, %) .................................................. 0.5p
o Yo + % yE + o
=—, = I 0.5
a) Tq 3 Ya 3 30 p
. 2
b) Az My rajta van a paraboldn, tehat y2 = 2x¢. lgy yo = w — T _ yn, tehdt az N ponton
Yo Yo
at az Oz tengellyel huzott parhuzamos athalad a G ponton. .......... ... .. ... ... ... ..., 1p

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.



