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I TETEL. Algebra

. (3 pont)

a) Oldjuk meg a dr+10=6 egyenletet Zo-ben.

b) Léteznek-e a (Z12,+) csoportnak 8 elemi részcsoportjai? Indoklés.
. (6 pont) Tekintsiik az f : R? = R3, f(z,y) = (v + vy, — y,y) fiiggvényt.

a) Igazoljuk, hogy f egy valds vektorterek kozotti linedris transzformdcio.
b) frjuk fel az f linedris transzformécié matrixat a kanonikus bézisparra vonatkozdan.

c) Linedrisan fiiggetlenek-e az f(1,1), f(1,—1) vektorok az R? valés vektortérben? Indoklés.
II. TETEL. Matematikai analizis
. (3 pont) Tanulményozzuk a kévetkezd pozitiv tagi valds szdmsor természetét:

3"(n!)3
Z (3n)! -~

n>1

. (3 pont) Irjuk fel az
f:R—=R, f(x)=sin (%)
fiiggvény n-edrendii (n paratlan) Taylor-féle polinomjat az a = 67 pontban!

. (3 pont) Tekintsiik az f : (0,400) = R, f(z) = % fiiggvényt.
a) Mutassuk meg, hogy az f fliggvény barmely primitiv fiiggvénye névekvé a (0, 4+00) intervallumon!

1
/0 (ii;f(x)—&-iiff(ﬂc—kl)) dx

b) Szédmitsuk ki az

hatérozott integralt!
III. TETEL. Geometria

. (6 pont) Adottak az A(1,2), B(5,—1) és C(8,3) pontok.

a) frjuk fel az AG egyenes egyenletét, ahol G az ABC haromszog sulyontja.
b) frjuk fel a B pontbdl az AG egyenesre hiizott mer6leges egyenes egyenletét.
c¢) Igazoljuk, hogy az A, B, C pontok lehetnek egy négyzet cstcsai.
d) Irjuk fel az ABC haromszdg koré irt kor egyenletét.
. (3 pont) Hatérozzuk meg az y?> = 16x parabola azon érint6jét, amely merSleges a d : 4z +2y —7 =0
egyenesre.



IV. TETEL. Informatika

Az informatika tételre vonatkoz6 megjegyzés:

Az 1. és 2. feladat megoldasahoz a C++, Python, Java és C# programozasi nyelvek egyike hasznalhaté.
Meg kell adni a hasznalt programozasi nyelvet.

A megoldasokhoz haszndlhatéak a meglévé kényvtarak (C++, Python, Java, C#).

1. (2 pont) irjunk programot, amelyben:

a) bevezetjik a FormaGeometrica osztilyt, amely rendelkezik egy paraméteres konstruktorral és az alabbi
attribdtumokkal, illetve metddusokkal:

- string nume — védelemmel rendelkez6 attribdtum, amely a geometriai alakzat nevét hatarozza meg

- double aria() — absztrakt metddus, amely a geometriai alakzat teriiletét szamolja ki (sajatos modon kell legyen
implementalva a szarmaztatott osztdlyokban)

b) a FormaGeometrica osztalybdl szarmaztatott alabbi két osztalyt adjuk meg:

- a Patrat osztaly egy olyan konstruktorral, amely a négyzet nevét és oldalanak hosszat kapja paraméterként,
valamint az aria() metddussal, amely a négyzet teriletét szamolja ki

- a Cerc osztdly egy olyan konstruktorral, amely a kor nevét és sugaranak hosszat kapja paraméterként, valamint
az aria() metddussal, amely a kor teriletét szamolja ki.

2. (2 pont) Hozzunk létre egy FormaGeometrica tipusu objektumokbdl allé vektort, amely tartalmazzon harom
objektumot. Ezek koziil legaldbb egy legyen Patrat tipust és egy Cerc tipusu. irjunk kddrészletet, amely kiirja az 6sszes
olyan geometriai alakzatot a vektorbdl, amelynek a teriilete nagyobb egy adott értéknél.

3. (2 pont) irjuk meg az alabbi fuggvénybdl hidnyzé kddrészletet tudva, hogy a fiiggvény egy FormaGeometrica tipusu
objektumokbdl allé vektort rendez a teriilet szerint névekvd sorrendbe.

void sorting(vector<FormaGeometrica*> v) {
bool ok = 0;
while (lok) {
}
}

4. (2 pont) Adjuk meg, hogy mi jelenik meg a kimeneten az alabbi kddrészlet végrehajtasakor, tudva, hogy a push_back()
fliggvény egy elemet szur be a vektor végére, és a back() fliggvény egy referenciat térit vissza a vektor utolsé elemére.
int main()

{
vector<FormaGeometrica*> v;
v.push_back(new Cerc(“cerc1”, 2.0);
v.push_back(new Patrat(“patrat1”, 4.0);
if (v.back()->aria() > 14) v.push_back(new Patrat(“patrat2”, 5.0);
cout << v.back()->aria();
return O;
}
5. (1 pont) Mennyi a binaris keresés algoritmusanak komplexitasa a legrosszabb esetben? Indokoljuk meg a valaszt.
MEGJEGYZES.

Minden tétel kotelez6. Minden tételre teljes megoldast kell adni.
Minden tételre 1 pont jar hivatalbdl. A legkisebb atmend jegy: 5,00.
Munkaidé: 3 6ra.
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Javitokulcs
I TETEL. Algebra
Hivatalbol . . .o 1p
1. a) 1. Mdédszer: Az egyenlet a 4z = —4 = 8 alakra hozhaté.
Behelyettesitve a Zi5 elemeit kapjuk, hogy az egyenlet megoldésai x = 5, /5\, g,ﬁ ............... 2p

2. a)

2. Médszer: Az egyenlet a A(z +1) = 0 alakra is redukdlhatd, ahonnan kovetkezik, hogy
x + 1 a 3 tobbszorosének egy osztilya Zis-ben, vagyis  + 1 € {0,3,6,9}, amelybdl kapjuk, hogy

z€{2,5,8, ﬁ} .............................................................................. 2p
Lagrange tétele alapjan a (Z12,+) minden H részcsoportjira |[H| | 12. Mivel 8 t 12, a (Z12,+)
csoportnak nincsenek 8 elemii részcsoportjai. ... 1p
f valds vektorterek kozotti linedris transzformaécio, mivel

1. Médszer: f additiv, vagyis minden (x,v), (z’,7") € R? esetén kapjuk, hogy
fly)+ @) =fla+ay+y) =@+’ +y+y,o+2'—(y+y)y+y) =

=(@+4yz—y,y)+ @ +v, 2 —y,y)=flz,y)+ F@,0). o 1p
f R-homogén, vagyis minden a € R és (z,y) € R? esetén teljesiil, hogy
fla(z,y)) = flaz,ay) = (ax + ay,ax — ay,ay) = a(z + y,x — y,y) = af(T,y). «oveerveien... 1p

2. Médszer: Minden a,b € R és (z,y), (z,y') € R? elemekre kapjuk, hogy
fla(z, y)+b(z',y") = flax +ba', ay +by') = (ax + b2’ +ay +by', ax + bz’ — (ay +by'), ay +by') =

=alz+y,x—y,y) + b +y, 2" —y,v)=af(x,y) +bf (&', 9). oo 2p
1. Médszer: Kiszdmolva az f(1,0) = (1,1,0), f(0,1) = (1,—1,1) vektorokat, ................ 1p
1 1
az f matrixa a kanonikus béazisparra vonatkozdéan nem més, mint | 1 —1|. ................. 1p
0 1
z+y 1 1 .
2. Médszer: Irhatjuk, hogy f(z,9)t=[z—y| =1 -1 ( ), ......................... 1p
Y
Y 0 1
1 1
ahonnan kapjuk, hogy az f kanonikus bazisparra vonatkoz6 matrixa [ 1 —1 ). .............. 1p
0 1
Kapjuk, hogy f(1,1) = (2,0,1) és f(1,—1) = (0,2, —1). e errriririii i 1p
2 0
Mivel a | 0 2 | matrix rangja 2, kovetkezik, hogy ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek. ..1p
1 -1

MEGJEGYZES: Minden més megoldas megfeleléen pontozodik.
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II. TETEL. Matematikai analizis
HivatalbDOl ... (1p)

1. A héanyados kritérium alkalmazasidhoz kiszamitjuk a kovetkezo hatarértéket:

o _ oy 3 (n+1))°  (3n)!

................................................................................................ (1p)
= lim 3 (n+1) _3_1
Cnsoo 3n+1)(B3n+2)3n+3) 27 9
................................................................................................ (1p)
Mivel § < 1, ez€rt a SOr KONVErens. .............c..oiiiiiiieii i, (1p)

2. Az f: T — R (n+ 1)-szer derivalhaté fliggvény n-edrendii Taylor-féle polinomja az a € I pontban a
Thof 1 R—R,

Tn,af(x) = zn: f(’;)'(a) (LL’ - a)k’ Vz eR
k=0 ’

POLNOMITGEVENY. ... (0,5p)
Jelen feladat esetén I = R és a = 6.

Kiszdmitjuk az els6- és masodrendii derivaltakat:

f(z) = 1COS (E) . f(x) = —isin (E) .

3 3 32 3
.............................................................................................. (0,5p)
Matematikai indukciéval igazoljuk, hogy

sin(%), ha n=4k
1 z
1 z gwcos (%), ha n=4k+1
(")x:—sm(quTw—) va, ) () = 3 3 vk € NU{0}.
frm=gasin{grng) vy FUO=Y 0 G0), ba n—dke2 o
f%cos(g), ha n=4k+3
................................................................................................ (1p)
Megfigyelhet6, hogy
0, ha n=2t
fMem =9
Cmdr, ha n=2t+1
.............................................................................................. (0,5p)

Az f figgvény n-edrendii Taylor-féle polinomja az a = 67 pontban n paratlan szam, vagyis n = 2t + 1
alakl szdm esetén a kovetkezo:

L0 (6) < —1)F .
Tnenf(z) = Z T(x —6m)F = Z 32k+(1(2k):+1)|(33 — )2kl =
k=0 : k=0 '
SRR YO0 RN S PR G ) Sy gy S SVAES S
3 3331 3201 (2 + 1) ’



3. a)Ha F : (0,+00) — R az f fiiggvény egy tetszdleges primitiv fiiggvénye, akkor F’(x) = f(x), minden

T € (0,400) €SEEEIL. .o (0,5p)
Mivel F'(z) = % > 0, minden x € (0,400) esetén, ezért az F' fiiggvény névekvd a (0, 400)
INEErVALTUINON. ...ttt ettt e e (0,5p)

b)

Lriz+1 T+ 2 B Y/in(z+1)  In(z+2) B
/0 <x+2f(x)+x+1f(x+1)) dx_/o ( r+2 | at1 )dx_

.............................................................................................. (1,0p)
A parcidlis integralas képletét hasznélva
A 2 "1 2
=1In(z + 1) In(z + 2) ‘ —/ de—i—/ Mdaﬁ:lnlln&
0 o x+1 o x+1
.............................................................................................. (1,0p)

MEGJEGYZES: Minden eltérd helyes megoldds ardnyosan pontozédik.
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Javitokulcs
III. TETEL. Geometria
HivatalboOl ... 1p
1. a) A stlypont koordindtéi (#, 277:?3), vagyis G (%, %)
Az egyenes egyenlete AG 122 + 11y — 24 =0 ..ottt 1p
b) Az AG egyenes irdnytényezdje 712—1, tehat a keresett Ip egyenes idnytényezgje 12—1 Az egyenes
egyenlete [p: y+ 1 = 1—21(x ) 1p

¢) Kiszdmoljuk az oldalak hosszainak a négyzetét
AB2 —42432=95, BC2=32442=9256s ACZ=T2412 =50 «orovvereeeeeeneenii .. 1p
Mivel AB = BC és AB? + BC? = AC?, kovetkezik, hogy az ABC egyenld szari, derékszogii. 1p

d) Mivel az ABC héromszog derékszogll, a koré irt kor kozéppontja az [AC] dtfogd felezdpontja lesz,
melynek koordinatai (%, %) .................................................................. 1p

A kor sugara R = ATC = % A keresett kor egyenlete (m — 9)2 + (y — 5)2 =% ... 1p

2. Legyen t a keresett érinto.

1. Mébdszer A t érintd irdnytényezije m; = _%d = %

frhaté d : y = %x Tl e e e e 1p

, igy az érintd egyenlete a kovetkezd alakba

A t egyenes érinti a paraboldt akkor és csakis akkor, ha [t NP| = 1. Ez azt jelenti, hogy a t egyenes és
a parabola egyenleteibdl alkotott egyenletredszernek egyetlen megoldasa van. Kikiiszobdlve az y-t, ez
utébbi feltétel azzal ekvivalens, hogy az (%m + n)2 = 16z mésodfoku egyenletnek egyetlen megoldésa

722 0 U PR PP 1p
A=0% (n—16)2 —n? =0« n =8, tehat ez érintd egyenlete: y = Jx+8. .............oo.... 1p
2. Mdédszer. A parabola egy M (xg,yo) pontjdba szerkesztett érinté egyenlete yyo = 8(x + xg), tehat
az irdnytényez0 m; = y%. ........................................................................ 1p
Ugyanakkor az érintd irdnytényezdje m; = — 21— = §. Tehdt yo = 16. .......cooooiiiin 1p

Mivel az M pont a paraboldn van y32 = 16x¢ < x¢ = 16, vagyis M (16, 16). fgy az érint6 egyenlete:
16y =8(z+16) © & — 2y + 16 =0 oo ooii e 1p

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfeleléen lesz pontozva.
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Javitokulcs informatika tétel
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Informatika tétel

1. 2p
a) Alaposztaly definialasa (konstruktor, metodusok, hozzaférés az adatokhoz)  1p
b) Szarmaztatott osztalyok definialasa (6roklés, konstruktor, metodusok) 1p
2. 2p
Vektor létrehozésa 1p
Vektor elemeinek szlirése 1p
3. 2p
Rendezést megvalositdo kodrészlet (iteralas az elemeken, Osszehasonlitas,
valtozok frissitése) 2p
4. 2p
A kiirand¢ érték helyes megadasa 2p
5. 1p
A komplexitas megadasa 0.5p
Indoklas 0.5p
Megjegyzés:

(1p) Hivatalbol



