Concursul Interjudetean de Matematica si
Informatica ,,Grigore Moisil"

Cluj-Napoca, 22 martie 2025

CLASA A IX-A - BAREM

Problema 1. Sa se determine toate solutiile (z,y, z,u,v,w) In numere naturale
ale sistemului

224y + 2 =u?
y: 42+ 2 =2
224r+2=uw?

Solutie. Observam ca (z,y, z,u,v,w) = (1,1,1,2,2,2) este o solutie a sistemului.
....................................... 1p

Vom demonstra ca aceasta este solutia unica.
Fie (z,y, 2,u,v,w) o solutie arbitrara. Deoarece 2% +y + 2 > 2% si 22 +y + 2
este un patrat perfect, rezulta ca > + y + 2 > (z + 1)%. In mod similar, avem
VHz+2>(y+1)2si2+r+2>(+D2% 4p

Insumand aceste inegalititi, obtinem z +y + 2z +3 < 6, deci v +y + 2z < 3.
Verificand toate posibilitatile r +y + 2 =0,1,2,3rezultacaz =y = z = 1.

....................................... 2p
O

Problema 2. Dacad a,b,c € (0,00), demonstrati ca are loc inegalitatea

4abe + /2(a? + 02) (12 + ) (2 + a?) > (a +b)(b+ ¢)(c + a).
Solutie. Prin impartire cu abc, inegalitatea se scrie
44+ 2@2+1) (12 + 1) (z2+1) > (x+ D)(y+ 1)(2 + 1)
undex:%,yzg,zzg. ........................... 1p
Avand in vedere ca ryz = 1 obtinem:
\/2 (2+Zx2+2y222> > Zx—i—Zyz — 2.

......................................... 1p

Fie u = Yz siv = Y yz. Atunci > 2% = u? — 20,> ¢y?*2? = v? — 2u si va fi
suficient sa demonstram ca

V2(©2+u?+v2—2u—20)>utv—2,

ceea ce este echivalent cu faptul ca 4+2u?+2v? —du—4v > u? +v*+4+2uv —4u—4v,
adica (u—v)? > 0.



....................................... 3p

Egalitatea are loc pentru u = v, adicd ¢ + 2 + ¢ = 2 4 ¢ 4+ ¢ relatie care
se scrie % = (0. Asadar obtinem egalitate daca si numai daca doua

dintre numerele «a, b, ¢ sunt egale.

Remarca. Inegalitatea se poate demonstra si prin calcule laborioase. Mai pre-
cis, izoland si ridicand la patrat radicalul, se poate demonstra ca inegalitatea
este echivalenta cu

(a—b)2(b—c)*(c—a)? > 0.

O

Problema 3. Intr-un triunghi ABC oarecare notam cu a,b, c lungimile laturilor
BC, CA, AB, p semiperimetrul sir raza cercului inscris in triunghi. De aseme-
nea, notam cu mg, my, m., hq, hy, h. lungimile medianelor si respectiv lungimile
tnaltimilor din A, B, C'. Sa se arate ca au loc inegalitdatile:

) m b2 4c? .
(l) h_;l 2 2bc ?

(ii)%(a-ma+b-mb+c-mc)Zha+hb+hc—3r.

Solutie. (i) Inegalitatea ceruta este echivalenta cu

b2 + 2
- 2bc
ha

Mg

Sa observam ca numitorul membrului drept este egal cu

2abc B 2abc abe

ah, besinA S ’
unde R este raza cercului circumscris triunghiului. ... 1p
Ramane sa demonstram ca
b+ 2
My > .
AR

Intr-adevar, folosind lungimea medianei si teorema cosinusului, avem

e 2(0°+c%) —a®  2(0*+ ) — (b> + & — 2bccos A)
. 4 B 4
WP+ A4 2bccosA b+ ¢ — 2becos(B 4 C)
B 4 B 4
(bcos B — ccos C)? + (bsin B + csin C')?
4

S (bsin B + ¢sin C')?

- 4
. . . H H 2 2
Folosind teorema sinusului, avem m,, > bsnBiesin€ — bote - Acum

Ma b+ 2

he — 4R - h,




si inegalitatea ceruta este echivalenta cu 2R -hy > be. ... 3p

(i) Avem .
];Za.ma:zaﬁa:2r~z7;—

2r

......................................... 1p
De asemenea,
Sha—=3r=3 (32— 2) =25y (L - ) =25y eyl
....................................... 1p
Din inegalitatea de la (i)
Me . b>+ 2 me _ b ¢
> ) R W
hae — 2bc iLa_c_|_I)7
deducem ca 2} 7« >3- e si atunci inegalitatea este dovedita. ...... 1p
O
Problema 4. Fie M = {(z,y) € NxN:1<uz,y <n}. Fiecaruielement (z,y) € M
i se asociaza un numar unic a,, din multimea {1,2,...,n*}, astfel incat toate
numerele 1,2, ..., n* sunt folosite exact o data si pentru orice y,z € {1,2,...,n},
are loc relatia
Sy = Y
=1 t=1

Sa se arate ca suma tuturor vectorilor din multimea

—
V={P\P, : Pi(z,y), Pa(z,t) € M,a,, < a,:}
este vectorul nul.

Solutie. Suma tuturor vectorilor din V, in descompunerea dupa versori este

Y )it (t-y) ]

(z,y),(2,t)eEM
Ay <Qz,t
Sa observam ca pentru orice (z,t) € M avem a.,— 1 alegeri pentru (z,y) € M

astfel incat a, , < a., deci vectorul z-i+¢-j apare in suma cu un coeficient egal
cu

Asadar, suma tuturor vectorilor din V, se rescrie
> o= (P4 1) (24t ).
(z,6)eM
Din ipoteza Y a,; =" (Z ) — ”(”zﬂ), .................................... 1p
Pentru z € {1,2,...,n} fixat avem

n

Z[Qam—(nQ—i-l)]'z:z- —n(n®+1 +22a“ =

t=1



4

Deci coeficientul lui 7 din suma vectorilor din V este egal cu

Y Rae— P+ 1D)]-z2=) ") 20— (n*+1)] -z =0.

(z,H)EM z=1 t=1
.................................................................................. 2p
In mod analog se arata ca
> 0.~ (4 1]t =0,
(z,t)eEM
deci si coeficientul versorului FeStE NIUL .« 1p

]



