Clasa a VIII -a
VIII 1. Aflati numerele naturale n pentru care numarul:
[vV/n(n +2)(n+4)(n + 6)]

se divide cu 7. ([a] reprezintd partea intreagd a numarului a)

Folclor

Solutie

Fie N = n(n + 2)(n + 4)(n + 6). Incercim si-l intercaldim pe N intre dous
patrate perfecte consecutive.

Scriind numéarul N sub forma n(n + 6)(n + 2)(n +4) si notand m = n? + 6n

rezultd N =m(m +8), deci N < (m+4)%. ... 1p
Pentru m > 5 este adevirata si inegalitatea (m + 3)2 < N (echivalents cu
9 < 2m).

Cum n > 1= m > 7, rezulta ca daca n # 0 are loc dubla inegalitate
m+3<VN < m+4,

adicd [VN] = m +3 =02 4 60430 3p

Considerand resturile Impartirii lui n la 7 sau scriind numarul n? + 6n + 3
sub forma (n+3)? — 6 si observand ci c& un patrat perfect da la impartirea la 7
doar unul dintre resturile 0, 1,2, 4, constatam ca nu exista niciun numar natural

n astfel incat n? 4+ 6n + 3 s se divida cu 7........ooviiii i 2p
Cum pentru n = 0 numéarul [V N] este 0, deci se divide cu 7, n = 0 este
singurul numar care satisface conditia de divizibilitate din enunt. ......... 1p

VIII 2. Fie Ay, By, C4, Dy respectiv mijloacele muchiilor VA, VB, VC,V D
ale piramidei VABC D cu baza patrulaterul convex ABCD. Stimca VA =V D,
VB =VC( sica dreptele BA;,CD; i AD,, BC; sunt concurente.

Daca P este punctul de intersectie a dreptelor BA; si CDq, iar @) este
punctul de intersectie a dreptelor AD; si BCq, aflati masura unghiului PV Q.

Maria Mihet si Dorel Mihet
Solutie




Din ipoteza rezultd ca planul A;B,C; este paralel cu planul bazei si ca
(PBC)N (A1B1Cy) = A1 D1, (PBC)N(ABC) = BC.

Din ”teorema fierastraului”, dreptele A;D; gi BC sunt paralele si cum
A1D; || AD, deducem ca AD || BC. Analog demonstram cad AB || DC, deci
ABCD este un paralelogram. ... 2p

Observam ca punctul P se afld atat in planul VAB ( P € BA; C (VAB))
cét i in planul VDC (P € CD;q). Punctul V apartine si el acestor doud plane,

deci PV = (ABV) N (CDV). e 1p
Cum AB || DC, din "teorema acoperigului” rezultd cd VP || AB, si analog
VQ || BC. Prin urmare m(£ZPVQ) = m(ZABC).................oo . 2p

In continuare vom demonstra ca ABC D este dreptunghi (de unde va rezulta
ca masura unghiului PV @ este 90°).

Fie O proiectia lui V' pe planul bazei. Din egalitatile VA=VDgi VB =VC(C
rezulta ca OA = OD ¢t OB = OC. Asadar O se afli pe mediatoarele seg-
mentelor [AD] si [BC]. Cum AD || BC, cele doua mediatoare coincid, deci
dacad M si N sunt mijloacele segmentelor [AD], [BC] atuncii M N este media-
toarea comuna a acestor SEEMENte.. .. .....ouuuuutte i, 1p

Rezultd c& MN L BC si cum MN || AB (pentru cd M NBA este paralelo-
gram), dreptele AB gi BC sunt perpendiculare......................c.o.... 1p

[Rezultatul poate fi intuit din cazul particular VABCD piramidd patru-
latera regulaté, care satisface conditiile din enunt.]

VIII 3. Consideram numerele intregi nenule a, b, ¢ care satisfac egalitatea:
A+ 43 =2

a) Demonstrati ca a + b+ ¢ # 2.
b) Care este cea mai mica valoare posibila pentru |a 4+ b+ ¢|?

Folclor

Solutie

a) Presupunem, prin reducere la absurd, cd existd numere intregi nenule
a,b,c astfel incat a®> + >+ =a+b+c=2.

Atunci 2—c? = a®+b% = (2—c)(a®—ab+b?), deci c—2 1l divide (in Z) pe ¢3—2.
Cum ¢® -2 = (¢3—8)+6, c—2 1l divide pe 6, deci c—2 € {—6,-3,—1,1,2,3,6}



(¢ — 2 # —2, pentru ci ¢ # 0), adici ¢ (si de asemenea a si b) este unul dintre
numerele —4, —1,1,3,4,5,8.

Se constata insa imediat ca pentru nicio combinatie de 3 numere din multimea
{—4,-1,1,3,4,5,8} nu putem obtine simultan suma i suma cuburilor egale 2
(suma 2 se obtine doar din —1,—1,4, —4,3,3 sau —4,1,5). ................ 3p

Solutie alternativa

Din identitatea (z +y + 2)3 — 23 — y® — 22 = 3(z + y)(y + 2) (2 + ) rezultd
c& daci a,b,c sunt numere intregi astfel incat a +b+c = a® +b% + 3 = 2,
atunci (a 4+ b)(b + ¢)(¢ + a) = 2, prin urmare (a + b)(b + ¢)(c + a) = 2 si
(a+b)+ (b+c¢)+ (c+a) = 4. Din aceste egalititi deducem cd unul dintre factori
(de exemplu a+b) este 2, iar ceilalti sunt 1, insa atunci ¢ = 0, ceea ce este absurd.

b) Deoarece 2 —x = x(x — 1)(x + 1) se divide cu 6 pentru orice » € Z,
numarul (@ —a®) + (b—b3) + (¢ — ¢3) = a + b+ ¢ — 2 se divide cu 6, deci este

de forma 61 4+ 2,1 € Z. .. oo 1p
Din a 4+ b + ¢ # 2 rezulta ca [ este diferit de zero, deci a + b+ ¢ < —4 sau
a+b+e>8 Asadar |a+b4c¢| >4 i 1p
Cum 73+ (—=5)3+(—6)% = 2 51 |7—5— 6| = 4, cea mai mici valoare posibil
pentru [a+ b4 ¢l este 4o 2p

[Putem gasi ugor acest exemplu folosind identitatea din solutia alternativa:
pentru 23 +y3 + 22 =2 5i 2 + y + 2 = 4 diferenta (x +y + 2)3 — 2% —y> — 23
nu este multiplu de 3, insd dacid x + y + 2z = —4 numerele z,y, z satisfac si
(@+y)(y+2)(z+z)=-22]

VIII 4. a) Fie n un numér natural nenul §i x1, xo, ..., £, numere reale din
intervalul [—2, 2] cu suma 0. Demonstrati inegalitatea:

|3+ 23+ .+ 23] < 2n.
Vasile Serdean
b) Numerele reale x1, za, ..., x, din intervalul [—2, 2] au suma 0 gi
|23 + 23+ 423 =2n.
Determinati 22 + 3 + ... + 22.
Dorel Mihet
Solutie
a) Trebuie s& ardtam cd —2n < 25 + ... + 22 < 2n.
Fiindcd z € [-2,2] =22 -2<0= (z—2)(z +1)? < 0= 23 -32 -2 <0,

numerele 1, ..., 7, satisfac inegalititile: 23 — 3z; < 2,...,22 — 32, < 2 din
care, prin adunare si tinand seama de egalitatea z; + ... + x, = 0 obtinem

b2 2p
Daci x € [—2,2] avem de asemenea si (x+2)(z—1)? > 0, deci 23 —3x+2 > 0,
de unde obtinem inegalitatea 25 + ... + 22 > —2n. ... ... 1p



b) Cercetam cand avem egalitate in inegalitatea de la a).

Daci z, € {—1,2} pentru orice k = 1,...,n, pentru ca suma xj + ... + z,, si
fie 0 trebuie ca fiecare 2 sa fie cuplat cu doi de -1, deci n este multiplu de 3,
n = 3l si | dintre numere sunt 2, iar celelalte 2/ sunt —1. Asadar 2% + ... + 22 =
AL 20 = 6l = 2n e 2p

In caz contrar existii k (de exemplu k = 1) astfel incat z;, ¢ {—1,2}. Atunci
3 — 3w < 2 si cum 23 — 320 < 2,23 — 32, < 2, suma a3 + ... + 23
este strict mai micd decat 2n, deci este egald cu —2n. Cum 3 — 3z +2 =
() +2) (2, — 1)2 > 0 pentru orice k, din aceast egalitate rezultd x) € {—2,1}
pentru orice k = 1,...,n, de unde deducem ca mai sus n = 3! si [ numere sunt
—2,iar 20 sunt 1 sidinnou 23 + ... + 22 =6l =2n. ..., 2p

[ Inegalitatea 23 — 32 < 2 poate fi gisita astfel: stim cd x < 2 i dorim o
inegalitate de forma 3 + ax < 2 (pentru a exploata conditia z1 + ... + x,, = 0).
In acest scop cautdm f astfel incat 3 + ax —2 = (z — 2)(z + )%. Pentru z = 2
egalitatea 2° + ax — 2 = (x — 2)(z + B)? devine 6 + 3a = 0, deci « = —3, iar
pentru z = 0, —2 = —2432, deci f = £1. Descompunand in factori membrul
stang sau prin calcul direct se verifica imediat ¢ 23 — 32 —2 = (v — 2)(z +1)2.]



