Clasa a VI -a
VI 1. Determinati numerele prime z, y, z pentru care
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Monica Dragos

Solutie

2 8
Aratam mai intai cad z < 3: y+2) = (@ ig *2) = 81°+8x(y+2) =

x

30 (y + 2) <= 82% = (y + 2) (30 — 8z), de unde rezulta 4x < 15, cu z numir

prim, deci & < 3. o 3p
[Alternativ, x > 3 = = > 5, deci

2y + 2) - 2(y + 2) " 8(x+y+2) - 85 +y+2)

, lar din egalitatea
5 x 15 15

2
(y +2) = 8z tytz) rezulta >
15 5

x 15

Pentru x = 2 din prima egalitate din enunt, rezulta 15(y + z) = 8(2+y + 2),
ceea ce implicd 16 = 7 (y + z), egalitate care nu are loc in multimea numerelor
naturale. ... 1p

2(y + 2) - 8B5+y+2)

, ceea ce este absurd.]

2 z
Pentru z = 3, prima egalitate devine 3 = 1 , ceea ce
implicad y + z = 12. Cum y si z sunt numere prime, avem posibilitatile y = 5,
Z=T8aU Y =T, 2= 0. o0ttt i 1p

In primul caz x = 3, y = 7, z = 5, insa atunci ultima egalitate din enunt nu

8(“"17@5”2):8, ar (EFY) TG 4
z

5
In al doilea caz x =3, y =5l 2 =7, iar

este verificata pentru ca

2 +2) Sx+y+z) T(r+y) _g
T N 15 B z -

deci unica solutieeste t =3, y =5, 2= 7. ..ot 1p

VI 2. Pe tabla sunt scrise 5 numere naturale consecutive de doud cifre.
Printre ele exista 3 cu suma divizibila cu 37 si 3 cu suma divizibila cu 71. Care
sunt cele 5 numere scrise pe tabla?

Olimpiada Sankt Petersburg

Solutie

Suma celor mai mari 3 numere consecutive de 2 cifre este 974+98+99=294.

Multiplii nenuli lui 71 mai mici decat 294 sunt 71, 142, 213, 284, iar multipllii
nenuli lui 37 mau mici decat 294 sunt 37, 74, 111, 148, 185, 222, 259, 296...2p

Fie a,a+ 1,a 4+ 2,a + 3,a + 4 cele 5 numere consecutive de 2 cifre. Suma
celor mai mari trei numere este 3a + 9, iar suma celor mai mici 3 numere este



3a + 3, deci diferenta a doua sume de cate 3 numere este cel mult 6. Asadar

cele doua sume pot fi doar 142 gi 148 sau 71 51 74. ... ..o 2p
In primul caz diferentadintre cele doua sume este 6, deci trebuie ca 3a+ 3 =
142, insa 142 nu se imparte exact la 3........ ... o 1p
In al doilea caz, din 3a + 3 < 71 si3a+9 > 74 deducem ca a = 22. ....2p

Raspuns: cele 5 numere sunt 22, 23, 24, 25 si 26.
VI 3. Spunem ca un numar natural nenul n este ” neverosimil” daca exista
n numere intregi (nu neaparat distincte) cu suma si cu produsul egale cu n (de
exemplu numarul 12 este neverosimil, pentru ca numerele -1, -1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 2, 2, 3 au suma si produsul 12). Demonstrati ca:

a) Numarul 210 este neverosimil.

b) Numerele care dau restul 2 la impéartirea la 4 nu sunt neverosimile.

Olimpiada America Centrald si Caraibe (prelucrare)

Solutie

a) Alegem de exemplu 256 numere egale cu —1, 766 numere egale cu 1, un 2
si un 512. Am gasit astfel 1024 de numere cu suma —256 + 766 +2+ 512 = 1024
si produsul (—1)256 2512 = 1024......ooeiiiiiiiii e 3p

[Putem ajunge la acest exemplu astfel: alegem a de —1, b de 1, un 2 i un
29 = 512, deci a + b+ 2 numere cu produsul (—1)¢ - 1024 si suma —a + b+ 514,
iar din conditia a+b+2 = 1024 gi —a+ b+ 514 = 1024 aflam a si b (cunoscand
suma gi diferenta lor).]

b) Presupunem, prin reducere la absurd, ci existd 4k + 2 numere intregi
X1, T2, ..., Tapto astfel incat 1 -zo ... Xyp10 = 4k+2 gl 21422+ FTyp 2 = 4k+2.
Deoarece 4k + 2 = 2(2k + 1), in produsul z1 - T3 - ... - T4+ un singur factor este
par, iar ceilalti 4k + 1 factori sunt impari. ............ ..o 2p
Suma acestori factori impari este impara si daca adaugam factorul par ea ramane
impara, deci nu poate fi 4k + 2, in contradictie cu presupunerea facuta. ...2p

VI 4. Triunghiul isoscel ABC' cu laturile congruente AB si AC are méasura
unghiurilor de la baza cuprinsa intre 30° si 60°. In interiorul triunghiului con-
sideram punctul P cu proprietatea ca ZPBC = 30° si ZPCB = 60° — ZC.
Not&m cu M mijlocul lui [BC] si cu Q intersectia dreptelor BP si AM.

a) Demonstrati cd AAQC = APQC.

b) Determinati masura unghiului A gtiind ¢ ZAPC = 75°.

Dorel Mihet

Solutie

a) [Observim c& ZPCB < 30°, deci punctul @ se afli pe prelungirea seg-
mentului [PQ)].]

Deoarece AB = AC si MB = MC, AM este mediatoarea segmentului
[BC], deci AM 1 BC si de asemenea QB = QC (pentru ci punctul Q se afla
pe mediatoarea lui [BC|). ..ot 1p



Triunghiurile AQC si PQC' au latura QC comuna. Vom demonstram ca ZACQ =
/PCQ si ZQAC = ZCPQ.

Intr-adevir:

-in triunghiul isoscel QBC, ZQCB = ZQBC = 30°, deci

ZACQ = /C - ZQCB = /C —30° si
/PCQ = /QCB — /PCB = 30° — (60° — LC) = £C — 30°;

-in triunghiul dreptunghic AMC ZQAC = 90° — ZC, iar unghiul C PQ este
exterior triunghiului BPC, deci

/CPQ = /PBC + /PCB = 30° 4 (60° — C) = 90° — C....2p

Cum unghiurile congruente QAC si C PQ se opun laturii comune QC', din

criteriul de congruentd LUU rezultd ca ANAQC = APQC. ................. 1p
b) Din congruenta triunghiurilor AQC si PQC rezulta cd PC = AC, deci
triunghiul APC este isoscel. Daca ZAPC = 75° atunci ZACP =30°. ....1p
Insa
LACP = /C - /ZPCB = /ZC — (60° — £C) =2£C —60°....1p
Rezulta ca 2/C — 60° = 30°, deci /C=45°gi ZA=90°.................. 1p
Solutie alternativd
Construim triunghiul echilateral BC'D (vezi figura). ................... 1p
D
A
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Deoarece BC = DC, /PBC = ZADC = 30°si /ZPCB = ZACD = 60°—C,
triunghiurile BPC si DAC dunt congruente (LUL), deci PC = AC'........ 2p
Rezulta cé triunghiul PAC este isoscel cu unghiul de la varf ACP egal cu
60° —2/BCP = 60°—2(60° — LC) = 2£C —60°, deci dacdk LZAPC = 75° atunci
ZACP =30°,deunde ZC =45° i ZA=90° .. ..o, 2p
De asemenea ZQCB = ZQCD = 30°, si cum LPCB = LZACD, unghiurile
ACQ si PCQ sunt congruente ca diferente de unghiuri congruente, iar din
PC = AC, ZPCQ = LZACQ rezulta cd AAQC = APQC (LUL). ......... 2p
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