Clasa a V -a

V1. Intr-o urnd sunt 2025 de biletele pe care sunt scrise numerele de la 1
la 2025 (cate un numar pe fiecare biletel). Care este numarul minim de biletele
pe care trebuie sa le extragem din urna pentru a fi siguri ca printre numerele
extrase exista doua a caror suma nu se divide cu 187

Folclor

Solutie

In urni sunt 113 numere care dau restul 9 la impartirea la 18 (0- 18 4+ 9,
1-1849, ..., 11218 + 9 = 2025), si cum suma oricaror doud astfel de numere
se divide cu 18, trebuie sa extragem cel putin 114 biletele. ................ 3p

Vom arata ca daca extragem 114 biletele, atunci printre numerele extrase
putem gasi doua a caror suma nu se divide cu 18.

Pentru aceasta aratam ca daca avem mai mult de doua numere cu propri-
etatea ca suma oricaror doua se divide cu 18 atunci sau toate numerele se divid
cu 18, sau toate numerele dau restul 9 la impartirea la 18. Intr-adevir, s& luim
la intdmplare trei dintre ele, a, b §i ¢. Deoarece ¢ + a si ¢ + b se divid cu 18, a
i b dau acelasi rest la impartirea cu 18 (diferenta lor, a — b se divide cu 18).
Dacd a =18k +r, b =181+ cu 0 < r < 18, din faptul cd a + b se divide cu 18
rezulta ca 2r se divide cu 18, gi cum 0 < 2r < 36, 2r este 0 sau 18, adica r =0
SALL 1" = 0. e 2p

In urnd sunt numai 112 multipli de 18 si 113 numere care dau restul 9 la
impartirea la 18, deci printre cele 114 numere exista doua cu suma nedivizibila
cu 18.

Asadar numéarul minim cerut este 114. ........ ... ... i 2p

V2. Dintr-un numaéar natural n am scizut suma cifrelor sale, din numarul
obtinut am scazut suma cifrelor sale si am continuat in acest mod pana cand
am obtinut pentru prima oard un numar de o singura cifrd. Aflati numerele n
cu proprietatea ca acest numar se obtine dupa cea de-a zecea scadere.

Folclor

Solutie
Diferenta dintre un numar gi suma cifrelor sale se divide cu 9, deci toate
numerele obginute se divid cu 9. Asadar numéarul de o cifrd este 9. ........ 2p

Numerele de doua cifre mai mici decat 99 au suma cifrelor 9. De aceea, la
a noua scadere rezultatul a fost 9 + 9 = 18, la a opta 27 s.a.m.d., deci lantul
ultimelor 8 rezultate ale scaderilor, scris in ordine inversa, este:

94218227836 L 45854 638 725 81....2p

La 81 se poate ajunge numai din 90 (81 = 90 —9) sau din 99 (81 = 99 — 18),
prin urmare rezultatul primei scaderi este fie 90, fie 99. ................... 1p
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Deoarece ab —a — b = 9a < 81, iar lab— 1 — a — b = 99 + 9a, dupa prima
scadere se poate obtine doar 99, din numerele n de trei cifre care au prima cifra
1 i a doua cifra 0. Acestea sunt 100, 101, ..., 109. ...t ... 2p

V3. Aflati toate numerele prime p, g, r, s si numerele naturale nenule z, y, z, ¢
cu proprietatea:

PPV St =g,
Maria Mihet

Solutie

Observam mai intai ca nu se poate ca toate cele patru numere prime p, q, 7, s
sa fie impare, pentru ca in acest caz membrul stang al egalitatii din enunt este un
numar par, iar membrul drept un numar impar, ceea ce este imposibil. Agadar
cel putin unul dintre acestea este 2........ ... 1p

S& presupunem de exemplu ci p = 2. Atunci 4% +¢> ¥ +r2? 452t =2.q-r-s,
deci ¢%Y + r?% 4 52t este un numar par si deoarece suma unui numéir impar
de numere impare este un numar impar, sau dou# dintre numerele ¢2¥,r%?, s>t
sunt impare, sau toate trei sunt pare........... ... .. i il 1p

Aratam ca primul caz este imposibil. Intr-adevir, s presupunem de exemplu
c& numerele impare sunt 2% gi s2*, iar sunt numarul par este ¢>¥, deci ¢ = 2.
Fiind pétrate perfecte impare, numerele 2% si s2* dau restul 1 la impartirea
la 4, dar atunci p?® 4 ¢%Y 4 2% 4+ s2t = 4% 4 4Y 4 2% 4 52 d§ restul 2 la

imparrirea la 4, pecand p-q-r-s=4-r-s este multiplude 4. ........... 2p
In al doilea caz numerele prime ¢, r, s sunt egale cu 2, iar egalitatea devine
A% 4 4Y 447 1A = 16 1p
Niciunul dintre numerele x,y, z,t nu poate fi mai mare decat 1, pentru ca
atunci numéirul 4% 4 4Y + 47 + 4% ar fi mai mare decat 16. ................. 1p
Cum4+4+4+4+4+4=2-2-2-2, concluzionam ca numerele cautate sunt
p=q=r=s=2gix=y=z=t= 1 . 1p

V4. Notdm cu s(a) suma cifrelor numarului natural a. Spunem c& un numar
natural n este 7slim” dacd s(n) si s(n + 1) au aceeasi ultima cifra.

a) Aflati diferenta dintre cel mai mare si ce cel mai mic numéar slim de 11
cifre.

b) Cate numere slim sunt mai mici decat 10207

Dorel Mihet

Solutie

a) Cel mai mare numir de 11 cifre este 10*! — 1. Acest numir nu este
insa slim, pentru ca s(10' — 1) = 11-9 = 99 si s(10!) = 1 nu se termina in
aceeagi cifra. Al doilea numar de 11 cifre ca marime, M = 98999...9 este slim:
s(M) =98 si s(M + 1) = 18 se termina in 8. Agadar cel mai mare numar slim
de 11 cifre este 9899...0. .. ... 1p
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Aratam in continuare ca numerele slim de 11 cifre se termina in 9 cifre de
9: dacd n = ajazazaiasagaragaoaipar; este un numar slim de 11 cifre, atunci
a1 = 9, pentru ca altfel s(n) si s(n+1) = s(n)+1 nu se termind in aceeasi cifra.
Lafel, a1 = 9, pentru ca altfel s(n) = a;+...4a10+9si s(n+1) = a1 +...+a0+1
nu se termina in aceesi cifrd. Continudnd in acest mod obtinem pe rand ca
agzag:...:a3:9.

Cum numérul m = 10999...9 este slim (s(m) = 82,s(m + 1) = 2), el este cel
mai mic numar slim de 11 cifre, deci diferenta dintre cel mai mare si cel mai
mic numir slim de 11 cifre este M —m =88-10%. ......................... 1p

b) Din solutia de la a) rezulta cd numerele N care se tremina in exact 9 cifre
de 9 sunt slim, pentru ca diferenta dintre s(N) si s(N + 1) este 80. Constatam
apoi ca numerele care se termina in exact 10,11, ...,18 cifre de 9 nu sunt slim,
pe cand cele care se termina in exact 19 cifre de 9 sunt slim. .............. 2p

[Demonstratie directd: dacd un numdr N de n cifre se termind in exact k
cifre de 9 si are suma primelor n — k cifre egald cu s, atunci s(N) = 9k + s si
$(N+1) =s+1. Dacd N este slim atunci S(N)—S(N +1) = 9k — 1 se termina
in 0, deci k se termind in 9, si cum N are cel mult 20 de cifre, k este 9 sau 19.]

Problema ne cere agadar sa aflam cate numere de cel mult 20 de cifre se
termina in exact 9 de 9 sau in exact 19 de 9.

Numerele de cel mult 20 de cifre care se termina in 19 cifre de 9 sunt 99...9,
199...9, 299...9..., 899...9 (in total 9 numere)...... ..o, 1p

Numerele de cel mult 20 de cifre care se termina in exact 9 zerouri se obtin
din numerele de cel mult 11 cifre care nu se termina in cifra 9, la care adaugam
9 cifre de 9. Pentru a calcula numarul acestora consideram numerele de cel mult
11 cifre si din numarul lor scadem numarul celor care se termina in 9. Numerele
care se termina in 9 sunt de forma 10k +9. Cum cel mai mare numar de 11 cifre
este 99....9 (11 de 9), numerele de forma 10k + 9 de cel mult 11 cifre se obtin
pentru k = 0,1,...,99...9 (10 de 9). Ele sunt in numar de 99...9 + 1 = 10'°, deci
10" — 10'% = 9 - 10'° numere de cel mult 11 cifre nu se termina in 9.

[ O altd metoda de calcul se bazeaza pe "regula produsului”: scriem numerele
de cel mult 11 cifre cu ultima cifra diferita de 9 sub forma @jazas...a11, cu
0<a; 9 0<a <9, ..,0 < a1 <8 Deoarece sunt 10 posibilitati
de alegere pentru ai, 10 posibilitati pentru as, ..., 10 posibilitati de alegere
pentru ajg si 9 posibilitati de alegere pentru aj;, numarul acestor numere este
10-10-...-10-9=19-10%]

Prin urmare 9 - 10'° numere slim se termind in exact 9 zerouri. Adiagand
cele 9 numere care se termin in exact 19 zerouri, deducem ca 9-10'° +9 dintre
numerele mai mici decat 102° sunt sim. ..., 2p
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