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CLASA A XII-A - BAREM

Problema 1. Se considera grupul (G, -) cu elementul neutru e. Presupunem ca
a € G, astfel incat o # e, o® = e si|G \ {e,a}| > 3. Daca oricare ar fix € G\ {e, a}
avem r* = «, sa se arate ca:

a) pentru orice x € G\ {e,a}, are loc ax = za;

b) pentru orice x,y € G\ {e,a}, y # x, y # ax, avem zy,yz € G \ {e,a};

o |G| = 8.

Solutie. a) Se arata usor ca daca = € G\ {e,a}, atunci az,za € G\ {e, a}.

Tinand seama de ipoteza, daca r € G\ {¢,a} avem ca 22 = a si (ar)? = a. De
aici rezulta ca (ax)? = 2% si deci ara = r. Concluzia rezulta prin inmultire la
stanga cu o.

b) Din |G\ {e, a}| > 3 rezulta ca exista doua elemente z,y cu aceasta propri-
etate. Daca prin absurd ry = e, atunci z?y = z say ay = r, de unde o’y = ax,
deci y = az, o contradictie.

Similar, daca zy = «, atunci 2%y = o, deci ay = za. Dar din a) rezulta
ay = ar, de unde y = z, o contradictie.

....................................... 2p

c) Cum |G| > 3, rezulta ca exista = € G\ {¢,a}. Asadar z? = a si z* = ¢, deci
o(z) = 4. Fie H = (z). Cum H este subgrup a lui G si |H| = 4, din teorema lui
Lagrange rezulta ca |G| = 4k, unde k € N*.

Daca prin absurd k = 1, atunci G = H = (z). Dar sa observam ca a = 22,
singurul element de ordinul 2 si atunci |G \ {e,2?}| = 2, o contradictie. Deci
k > 2, de unde rezulta |G| > 8.

Problema 2. Sa se calculeze
/7r T sin 2x cos ©
—  dx
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Solutie. Avem
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de unde rezulta

122/ xf(sinz)dz,
0

t(1-12)

unde f : [—1,1] — R este definita prin f(¢) = Taoer

Cu schimbarea de variabila y = 7 — x se obtine

]:2/0 (ﬂ—y)f(siny)dyz%r/o f(siny)dy—]:>I:7r/0 f(siny)dy (1)

....................................... 2p
Acum putem calcula
L ™ siny (1 —sin®y ™ siny cos? y
/ f(smy)dy=/ ( — )de:/ ———dy =
0 0 1+ (1—sin’y) o 14cosy
1 /1 LT D Yoo
- U = —arctanu = =
3 -1 1+ u? 3 _1 6
unde am folosit schimbarea de variabila « = cos®y.
Inlocuind in (1) obtinem 7 = <.
....................................... 3p
O

Problema 3. Fie (A, +,-) un inel cu proprietatea ca daca x € A si 6z = 0 atunci
x = 0. Daca a,b,c € A astfel incat a — b,b — ¢,c — a sunt idempotente, aratati ca
a=b=c.

Proof. Fie x = a —bsiy=b— c. Ipoteza devine: z*> = x,y* =y, (v +y)? = —x — v,
de unde va rezulta ca 2z + 2y + 2y + yzr = 0. (1)

Multiplicand aceasta relatie la stanga respectiv la dreapta cu z si tinand
cont ca z? = x, se va obtine 2z + 3zy + xyr = 0 respectiv 2z + 3yz + zyx = 0.
Scazand aceste relatii va rezulta 3(zy — yx) = 0 deci 6(xy — yx) = 0 si conform
ipotezei obtinem zy = yx.

....................................... 2p

Atunci relatia (1) devine devine 2(z +y + zy) = 0, deci 6(z + y + zy) = 0 si
conform ipotezei = + y + zy = 0 (2).

....................................... 2p

Multiplicand relatia (2) cu z respectiv y obtin x+2xy = 0 respectiv y+2zy = 0,
de unde va rezulta x = y = —2xy (3).

....................................... 1p

Relatiile (2) si (3) asigura faptul ca 3xy = 0 deci zy = 0. Din (3) obtinem
concluzia.



3

Problema 4. Fie a,b € Rcua < b sif,g: [a,b] — [a,b] doua functii continue si
crescatoare care satisfac proprietatile:

(i) f(a) = a. g(b) = b:

(i) g(x) < x < f(z), oricare ar fix € (a,b).

Sa se arate ca

i ([ stoende = [ rnar) = o- o

unde pentru o functie h : [a,b] — [a,b] sik € Nk > 2, am notat h* = ho...oh,

de k ori
adica compunerea lui h cu ea insasi de k ori.

Fie (f.)n>1, (9n)n>1 sirurile de functii definite prin f,(z) = f"(g9(x)), gn(x) =
9"(f(x)), oricare ar fin € N* si z € [a,b].

In mod evident f,,1 = fo f, Si gns1 = gog,. Cum pentru orice z € (a,b) avem
g(x) < f(g(x)) avem ca f(g(x)) < f*(g(x)), adica fi(x) < fo(r) si inductiv gasim
ca sirul (f,(z)),>1 este un sir strict crescator.

....................................... 2p

Daca z € [a,b], evident ca sirul (f,(x)),>1 este strict crescator si marginit,

deci convergent. Avand in vedere ca f(a) = a si f,41 = f o fn, deducem ca

lim f,(z) = { a, daca r =a

b, daca z € (a, b)

si atunci lim fab fn(x)dz = b(b — a).

Analog se arata ca lim fab gn(z)dz = a(b — a), de unde rezulta concluzia.
n—oo



