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Problema 1. Sa se calculeze
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Aplicand succesiv regula lui 'Hopital, obtinem
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deci limita cautata este :L; - L, = 5
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Remarca. Limita poate fi calculata si folosind dezvoltarea in serie Taylor a lui
cosz, In jurul lui 0. Mai precis, se poate arata ca raportul din paranteza este
egal cu
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unde am omis scrierea unor puteri negative mai mari ale lui n. Asadar, expre-
sia ceruta este & + o(n).

Problema 2. Fie A, B € M,(R) astfel carang(A +iB) = 1. Aratati ca:
a) rang(A) < 2 sirang(B) < 2;
b) AB+ BA =Tr(A)B + Tr(B)A;
¢) daca Tr(A% + B?) = 0, atunci AB = BA.
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Solutie. a) Intrucat A si B au elementele reale va rezulta ca rang(A — iB) = 1.

Atunci 2 = rang(A + iB) + rang(A — iB) > rang(A +iB + A — iB) = rang A si
2 =rang(A +iB) +rang(A —iB) > rang(A +iB — (A —iB)) = rang B.

....................................... 1p
b) Daca rang X = 1 este cunoscut faptul ca X? = Tr(X)X. Pentru X = A+:iB,

relatia anterioara devine A?—B?+i(AB+BA) = Tr A-A—Tr B-B+i(Tr A-B+Tr B-A).
Identificand partile imaginare se va obtine cerinta.

c) Deoarece rang(A + iB) = 1, exista o matrice coloana C € M, ;(C) si o
matrice linie L € M, ,(C) astfel ca A+ iB = C - L. Intrucat A, B au elementele
reale, va rezulta A —iB =C - L.

Atunci putem scrie (A —iB)(A+iB)=C-L-C - L, adica

A2+ B*+i(AB—BA)=C-(L-C)- L,deci A> + B> +i(AB — BA) = (L-C)-C - L(%)
Aplicand urma in (%) si tinand cont ca Tr(AB — BA) =0, Tr(C - L) = L - C, se va
obtine:

Tr(A*+B*)=(L-C)-(L-C)=(L-C)-(L-C)=|L-CJ? deci Tr (A*>+ B*) >0

Daca Tr (A% + B%) = 0, reiese ca L - C = 0 si din (x) obtinem cerinta.

Problema 3. Sa se determine functiile continue f : R — R cu proprietatea ca
exista k € N* astfel incat functiile g,h : R — R, g(z) = f(2?*71) si h(x) = f(2?),
pentru orice x € R, sunt periodice.

Proof. Avem ca (1) f(z) = g(xTIfl), Vr € R si atunci h(z) = g(x%), Vr € R.
Notam r = ;25 > 1.

Demonstram ca g este constanta. Fie 7' > 0 o perioada aluig, a,b € R, a # b
si (an)n>1, (bn)n>1 sirurile definite prin a, = a + nT, b, = b+ nT, oricare ar fi

n € N. Atunci exista ng € N astfel incat a,,, b, > 0, Vn > ny.

In mod cert

l9(a) = g(b)] = lg(an) — g(b.)| = [h(ah) — h(bi)| (2)
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deoarece 1 — 1 > 0.
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Cum h este periodica si continua, atunci ea este uniform continua, ceea ce
ne conduce la Ve > 0, 30 > 0 astfel incat

Ve,y € Recu |z —y| <d = |h(x) —h(y)| <e (4)

....................................... 2p
Pe de alta parte din (3) deducem ca exista n; € N, n; > ng, astfel incat

11
lai, — bi| < 6 si atunci din (2) si (4) deducem ca |g(a) — g(b)| < e. Cum ¢ este ales
arbitrar, rezulta g este constanta si atunci f este constanta.

Functiile constante verifica cerinta problemei.

Problema 4. Fie n € N* si matricele inversabile A, B,C € M,(C) astfel incat
AB = BA si AB~' 4+ BA™!' = —I,. Sa se demonstreze ca

rang(A + B+ C) =rang(A™' + B+ C7).
Solutie. Daca X,Y € M,,(C) sunt inversabile, atunci

X+Y=X(L+XYV)=XY'+X Yy =X X"+Y X,

deci
rang(X +Y) =rang(X '+ Y1) (1).
....................................... 2p
Sa observam ca
(A+B)(A'+B ) =AA"'"+AB '+ BA'+BB ' =1, - I, + I, = I,.
De aici rezulta ¢a A + B este inversabila sica (A+ B)™' = A~ + B~L.
....................................... 4p
Aplicand (1) pentru X = A+ B si Y = C, deducem egalitatea dorita.
....................................... 1p
O

Remarca. Relatia (1) este cunoscuta si poate fi acceptata fara demonstratie.



