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CLASA A X-A - BAREM

Problema 1. (1) Fie ABC un triunghi direct orientat. Sa se arate ca

2(A) = 2(B) + g(z((]) — 2(B)) - (cos B + isin B),
unde z(X) este afixul punctului X .

(2) Consideram A; A, ... A, un poligon direct orientat si triunghiurile aseme-
nea A\ M, Ay, AsMyAs, ..., A, M, A, situate in exteriorul poligonului. Sa se demon-
streze ca poligoanele A1 A, ... A, st MM, ... M, au acelasi centru de greutate,
unde prin centrul de greutate al unui poligon intelegem punctul din plan care are
afixul media aritmetica a afixelor varfurilor sale.

Solutie. (1) Orice punct M de pe semidreapta (BA are afixul de forma z), =
2+ k- (20 — 2p) - (cos B+ isinB), unde £ € R,. Cum A se afla pe aceasta
semidreaptd, deducem £ = ¢ si atunci egalitatea de la (i) este dovedita.

....................................... 2p
(2) Din asemanarea data deducem ca
lMlAgAl = 4M2A3A2 =...= 4MnA1An =
si
M, Ay . M,y Az . . M, Ay 7
AAy A Ay T AA
......................................... 1p
Atunci din (1) deducem ca
2(My) = z2(Ag) + k(2(A1) — 2(Az))(cosa + isin )
2(Msy) = 2(A3) + k(2(Az) — 2(A;3))(cosa + isin a)
2(M,) = z(Ay) + k(2(A,) — 2(A1))(cos o + i sin «v)
egalitati care prin adunare conduc la concluzia problemei. ............ 4p
O

Problema 2. Fiea,b € (1,00) cua > b. Rezolvati in R ecuatia

alogb(xf%) —q= blOga(wfbiTa) —b.
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Solutie. Fie ¢ = “T‘b Este necesar ca x > c. Ecuatia se scrie echivalent:

alogb(x—c) —c= bloga(:c—I—c) +c (1)

Notam glos(@z—o) _ » = y = qlogy(@—c) _ yte=

log,(z — ¢) =log,(y + ¢) (2)
......................................... 2p

Din (1) avem
posalete) o — g = ploga@tO) — ¢ = Jog, (x + ¢) = log,(y — ) (3)

Fie f : (c,00) = R, f(x) = log,(x — ¢) + log,(z + ¢). Cum f este strict crescatoare,
ca si suma de functii strict crescatoare, deducem ca f este injectiva.

Din (2) si (3) avem ca f(z) = f(y) = 2 =y = d°®@~9) — ¢ = 1.

Fie t = log,(z—c). Ultima ecuatie se scrie a' —c = b'+c < 1= 2+ (g)t ecuatie
cu solutie unica ¢ = 1 (din argumente de monotonie). Va rezulta ca b = x — ¢,
deunde z =b+ %%, deciz =22, Ll 3p

Problema 3. Fien € N*, z € C astfel incat |z| < 1. Aratati ca
‘22n+1+82n+1{+}22n+€2n‘+"'+‘23+53{+}22+52‘+n|2+1|ZTL,

undeec € C\ {1} cue® = 1.

Solutie. Sa observam ca daca k € {1,...,n}, avem
et e = €] |l +e| = | —€% =1
......................................... 1p
Asadar,
1 = |21 4 22 = | (2240 22y (% o) 4 (22 4 22| <

|z2k+1+€2k+1‘+|Z(22k+62k)‘+‘282k+82k’ S |Z2k+1+52k+1’+’22k+€2k|+|z+1‘.

Problema 4. Fiea > 1 un numar real si (a,),,-, sirul definit prin

I+ay,
ay =1, api1 = $,Vn e N*.
1—a?-a,
(i) Demonstrati ca nu exista numere rationale a astfel incat —1 sa fie termen
al sirului (a,),>.
(i) Ramane adevarata concluzia de la (i) daca a este irational?
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Solutie. (i) A demonstra ca ecuatia a, +1 = 0 nu are solutii in QQ este echivalent
cu a demonstra ca a,, # 0,Vn > 2.

....................................... 1p
Considerand sirul b, = a - a,, $i punand recurenta din enunt sub forma:
a+ b,
bpi1 = ———
S T by,
se observa ca b, = tg(n - arctg(a)).
....................................... 3p

Acum ecuatia devine n - arctg(a) = k7, cu n > 2, sau altfel spus:

aztg(%ﬂ) ¢Q

Dar tg(qm) € Q cu ¢ € Q are ca solutii tg(qn) € {+1,0}, ceea ce contrazice

a > 1. e 1p

(ii) Luand, de exemplu, b; = a = v/3 > 1, avem ca b, = —/3 = —a, ceea ce
implica a, = —1.

....................................... 2p

O

Observatie. Se poate demonstra ca

L3l tia) 4 (L —ia)" T + 5 [(1+da)" ! — (1 —da)" ]

5l +ia)t = (1 —ia)" '] + 3 [(1 +ia)"t + (1 —ia)" ]

de unde rezulta concluzia.



